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RESUMO

A predigao da fronteira do flutter de sistemas aeroelasticos complexos nao é uma tarefa
simples. Na maioria dos casos esta complexidade advém do nimero elevado de graus de
liberdade dos modelos aeroelasticos. Além disso, se estes ultimos integrarem uma estrategia
de controle com o objetivo de remover o fenomeno de flutter, tal como o uso de tratamento
viscoeldstico superficial, os gastos computacionais requeridos para predizer a velocidade cri-
tica do modelo aeroviscoelastico associado sao muito altos, as vezes inviaveis. Neste contexto,
o uso de técnica de reducao de modelos se torna imprescindivel. Todavia, a construgao de
bases de redugao para sistemas aeroviscoelasticos ainda é um desafio devido a dependén-
cia em frequéncia e temperatura inerente dos materiais viscoelasticos. Assim, a principal
contribuicao desta dissertacao é propor novos métodos de reducao precisos e eficiente nos
dominios da frequéncia e do tempo para sistemas aerovisoelasticos. Duas estruturas sao
utilizadas para testar a qualidade dos métodos desenvolvidos, sendo uma placa sanduiche
plana de trés camadas e uma estrutura de interesse industrial representada por um painel
aeronautico curvo com enrijecedores. Varias analises sao realizadas para caracterizar cada
método em relagao a sua precisao e sua eficiéncia. Na sequéncia, alguns parametros princi-

pais sao avaliados para quantificar a influéncia de cada um sobre resultado final.

Palavras Chave: Flutter, Tratamento viscoeldstico, Reducdo de modelo, Derivadas fracio-

ndrias
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ABSTRACT

The flutter boundary prediction of complex aeroelastic systems is not an easy task. In most
cases, it is due to the large number of degrees of freedom of the aeroelastic models. Additio-
nally, if the latter incorporate a control strategy aiming to suppress the flutter phenomenon,
such as the use of viscoelastic treatments, the computational cost and time required to predict
the flutter speeds of the resulting aeroviscoelastic model is very high, sometimes unfeasible.
In this situation, the use o a model reduction techniques turns essential. However, the cons-
truction of a modal reduction basis for aeroviscoelastic systems is still a challenge, owing to
the inherent frequency- and temperature-dependent behavior of the viscoelastic materials.
Thus, the main contribution intended for this master thesis is to propose new efficient and
accurate reduction methods in frequency and time domains for aeroviscoelastic system. Two
structures are under study in order to assess the quality of the methods developed herein,
consisting of a three-layered viscoelastic sandwich flat plate and of a system of industrial
interest represented by an aeronautic curved panel with stiffeners. Several analysis are per-
formed in order to characterize each method with respect to its efficiency and accuracy. Some

parameters are then assessed to quantify the influence of each one over the final result.

Keywords: Flutter, Viscoelastic treatment, Model reduction, Fractional derivative
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Contexto do estudo

O trabalho apresentado se enquadra nos temas de interesse das equipes de pesquisa
do Laboratério de Mecanica de Estruturas (LMEst) da Faculdade de Engenharia Mecanica
(FEMEC) da Universidade Federal de Uberlandia (UFU).

Uma das principais linhas de pesquisa e desenvolvimento no setor acronautico e aeroes-
pacial trata do aperfeicoamento dos sistemas de transportes, tais como aeronaves e foguetes,
especialmente no que se refere ao aumento de velocidade de deslocamento destes veiculos.
Uma grande parte das alternativas consiste na optimizacao de sistemas aerodinamicos, no
desenvolvimento de motores cada vez mais potentes, no uso de materiais compdsitos cada
vez mais leves e com propriedades mecanicas similares ou até superiores aquelas obtidas com
material convencional. O problema subjacente diretamente relacionado a essa constante
necessidade de aumentar as velocidades de voo é a ocorréncia potencial de instabilidades
aeroelasticas. O tipo de instabilidade talvez mais conhecido e pesquisado devido a sua alta
capacidade destrutiva que sera o principal foco deste trabalho é o flutter. Este fenomeno
complexo ocorre devido a interacao entre forgas elasticas, inerciais e aerodinamicas atuando
nos sistemas aeroelasticos [1]. Portanto, é verdade que este fenémeno é bem conhecido do
setor aerondutico e aeroespacial nos quais o ar interage fortemente com as estruturas (asa,

fuselagem, etc). Entretanto, o flutter ndo é limitado somente as estruturas aeroespaciais,



ele pode também ocorrer em outros sistemas como pontes, spoilers, torres de resfriamento,
dentre outros [1, 2].

O flutter pode ser definido como sendo uma instabilidade auto-excitada [3] que ocorre
pelo fato da estrutura extrair energia do escoamento de ar [4]. De maneira geral, o fluxo se
acopla com a estrutura elastica, alterando o seu comportamento dinamico. Quanto maior a
velocidade do fluxo, menos energia é dissipada, ou seja, ha uma diminuicao do amortecimento
do sistema. Isto prossegue até um certo ponto critico, no qual o amortecimento zera. Nesta
configuracao, o movimento é caracterizado como sendo puramente harmonico. Acima desta
velocidade, é possivel observar a interacao de dois modos e um fator de amortecimento modal
positivo [4]. Caso haja qualquer perturbacdo neste ponto, o sistema sai entdo da posi¢ao
de equilibrio instavel para divergir em oscilagoes potencialmente destrutivas. Entretanto,
diferentemente do flutter em superficies de sustentacao, onde o flutter é catastroficamente
stibito, o flutter em painéis pode ter suas amplitudes de oscilagao limitada devido a um
processo nao linear de autoenrigecimento [5], muitas vezes denominado de nao linearidades
geométricas. Isto faz com que a estrutura entre em um ciclo limite [3], momento onde tensoes
préximas aos limites admissiveis sao geradas fazendo com que a estrutura falhe por fadiga,
ou pela fadiga da estrutura que a suporta.

Um outro tipo de flutter conhecido como stall flutter, ocorre especialmente para aero-
folio a grandes angulos de ataque. Neste caso o fluxo acaba se separando parcialmente ou
totalmente do sistema. Isto resulta em uma reacao aerodinamica nao linear essencial para a
ocorréncia desta instabilidade [6]. Entretanto, neste trabalho, somente o flutter de painéis
serda tratado para o caso especial de placa submetida a um escoamento de ar em regime
supersonico/hipersonico.

Vérias solucoes associadas ao design da estrutura ja sao utilizadas no setor aeronautico
para inibir ou pelo menos prorrogar o flutter. Pode-se citar, por exemplo, a otimizacao
do dimensionamento do sistema para mudar a posicao dos eixos de massa e de rigidez,
ou também o aumento da rigidez e a alteracao da distribuicao da massa para aumentar a
distancia frequencial entre os modos que coalescem [4]. Outra alternativa consiste em aplicar
uma forma de controle das vibracoes para conseguir melhorar a estabilidade do sistema. Uma

solucao ativa altamente desenvolvida consiste na aplicacao de superficie de controle, o que



é hoje conhecido sobre o nome da aeroservoelasticidade [4, 7], especialmente usado para
modelos de secao tipica de asa. Porém, estas solucoes sao mais empregadas para sistemas
do tipo se¢ao tipica de asa. Um exemplo de técnica de controle para o caso de flutter de
painéis aproveita das propriedades particulares dos materiais piezoelétricos [8-10]. Um dos
maiores inconvenientes de tal solucao, mesmo que possivelmente eficiente e interessante por
ser passiva, reside na complexidade de sua integragao na estruturas pre-existentes. Outro
tipo de solucao passiva, que é o tema deste trabalho, é o tratamento superficial com material
viscoeldstico.

A ideia de utilizar material viscoelastico para melhorar a estabilidade de sistemas como
painéis aeronauticos nao é novidade, ja que as primeiras publicacoes tratando do assunto
datam das décadas de 80 e 90 [11-13]. Nestes trabalhos preliminares, os autores estuda-
ram principalmente a influéncia dos parametros viscoelasticos sobre a velocidade de flutter
de placas, usando uma representacao integral /hereditaria ou complexa do comportamento
viscoeldstico. Trabalhos mais recentes [14-19] usam representagdes mais completas e com-
plexas, para as quais sera feito um estado da arte na secao 1.2, como o modelo de derivadas
fracionarias, modelo GHM, ou moédulo de cisalhamento complexo. Todas estas abordagens,
possuindo cada uma as suas vantagens e desvantagens conseguem modelizar a dependéncia
particular em frequéncia e temperatura associada aos materiais viscoelasticos. Por outro
lado, esta dependéncia resulta geralmente em modelos matematicos complicados que cul-
minam em problemas de autovalor quadratico complexo nao auto-adjunto ou requerendo
calculos de tensoes extremamente onerosos do ponto de vista computacional. Esta dificul-
dade se torna ainda mais evidente para sistemas industriais com geometria complexa e/ou
com elevado nimero de graus de liberdade (gdl). Para tais sistemas, a busca do ponto de
flutter pode ser inviavel, o que motiva o uso de técnicas de reducao de modelos especificas.

A redugao de modelos é uma ferramenta mateméatica poderosa que consegue diminuir
drasticamente os tempos computacionais associados a resolucao de sistemas extremamente
complexos, mantendo uma alta capacidade de predi¢ao do comportamento dinamico original.
Juntamente com as técnicas de CMS (Component Mode Synthesis) [20], é possivel realizagao
de andlise de deslocamentos, tensoes/deformacoes, andlise modal, anélise de flambagem, para

sistemas com milhoes de gdl tais como carros, aeronaves, pontes, torres etc. Originalmente



usada para sistemas puramente conservativos, varios autores propuseram trabalhos para a
sua aplicagdo em sistemas com dependéncia em frequéncia [21-27]. Nestes trabalhos sao de-
senvolvidas bases de reducao enriquecidas com residuos estaticos de deslocamentos através
da resolucao de problemas de autovalores ou processos iterativos. A grande vantagem reside
no fato que estas bases nao requerem nenhuma atualizagao apds a construcao, portanto, per-
manecem constantes durante os calculos principais. Entretanto, apesar de funcionarem de
forma satisfatéria para sistemas viscoeldsticos, elas podem se revelar ineficazes para o caso
aeroviscoelastico. De fato, o escoamento do ar atuando sobre a estrutura altera o comporta-
mento dinamico da mesma como consequéncia da interacao fluido estrutura. Essa mudanca
que pode se tornar consideravel perto da ocorréncia do flutter precisa ser considerada para
manter o modelo reduzido fiel em relagao ao sistema completo original.

O principal foco deste trabalho consiste portanto em desenvolver técnicas de reducao
de modelo robustas aplicadas a sistemas aeroviscoelasticos tipo painel buscando a dimi-
nuicao dos custos computacionais associados a predicao do flutter. Este trabalho sera feito
considerando-se duas representacoes classicas do comportamento viscoelastico, sendo a abor-
dagem pelo mdédulo complexo no dominio da frequéncia e o modelo das derivadas fracionarias
(FDM) no dominio do tempo. A necessidade de desenvolver a redugdo de modelos para am-
bos os dominios é motivada pelo fato de poder comparar, a posteriori, as duas abordagens e
inferir sobre a relevancia de cada uma. Isto permite obter uma visao mais objetiva dos resul-
tados numéricos que podem muitas vezes nao representar fielmente a realidade. Entretanto,
os modelos numéricos sao, ainda assim, utilizados devido as dificuldades, principalmente
economicas, de realizar experimentos em tunel de vento ou in situ. Portanto, espera-se que
este trabalho é imprescindivel para as industrias aeronduticas/aeroespaciais na tentativa de
controlar as instabilidades nao somente de sistemas aeroviscoelasticos, como também qual-
quer sistema aeroelastico incorporando alguma técnica de controle que apresente dependéncia
em frequéncia e/ou temperatura (por exemplo sistema compdsito piezoelétricos). Este tra-
balho podera também contribuir para reduzir os tempos computacionais relacionados aos
estudos de propagacao de incertezas para sistemas aeroelasticos estocasticos para os quais os

parametros (geometria, material, condigoes de contorno) nao sao perfeitamente controlados.



1.2 Estado da arte

1.2.1 Modelos de comportamento viscoelastico linear

Varias sao as possibilidades encontradas na literatura para modelar o comportamento
dinamico de um material viscoelastico linear. Uma primeira categoria, que apareceu nos
anos 60, consiste no uso de uma combinacao de derivadas inteiras aplicadas nos campos de
tensdo e de deformacdo, conhecida como Generalized standard linear model [28]. Dentro
desta categoria, podem ser citados os conhecidos modelos de Maxwell e Kelvin-Voigt [29],
que permitem caracterizar respectivamente as funcoes de fluéncia e de relaxacao do material
viscoelastico. O problema relacionado a tal abordagem reside na dificuldade de representar
a dependéncia em frequéncia dos materiais, para a qual os modelos matematicos precisam
de muitos parametros [30-32]. Isto implica em um elevado custo computacional, o que pode
tornar a solugao inviavel para sistemas viscoelasticos de interesse industrial.

Outra categoria aproveita da propriedade de linearidade para aplicar o principio de
superposicao de Boltzmann, afim de levar em conta o efeito de memoéria dos materiais vis-
coelasticos, na forma de integrais de convolucao, chamadas de integrais hereditérias [29)].
Esta forma usa geralmente fungoes exponenciais para modelar os comportamentos de fluén-
cia e relaxacao do material. Novamente, muitos parametros sao necessarios para conseguir
acompanhar a dependéncia em frequéncia.

Uma terceira forma consiste na representacao do modulo de cisalhamento do material
no dominio de Laplace, com a introdugao de varidveis internas. E especialmente o caso do
modelo GHM desenvolvido por Golla, Hughes e McTavish [33, 34]) e do modelo ADF (Ane-
lastic Displacement Field) desenvolvido por Lesieutre e Mingori [35]. Nestes dois modelos,
a parte viscoelastica é representada na forma de um quociente contendo varios parametros
a serem otimizados e a varidvel de Laplace s. A maior dificuldade relacionada a esta abor-
dagem reside no aumento da ordem do sistema original a ser resolvido. Além disso, assim
como para as outras formas ja apresentadas, sao geralmente necessarias muitas variaveis
para conseguir aproximar a dependéncia em frequéncia dos materiais viscoeldsticos.

Uma alternativa mais interessante, e certamente a mais conhecida é a representacao pelo



modulo complexo. Desta vez, varios ensaios experimentais sao realizados para caracterizar
o comportamento do material com a frequéncia e a temperatura, e determinar uma curva
mestre ou nomograma que resuma de uma s6 vez as duas dependéncias. Esta abordagem
é capaz de resolver os problemas mencionados acima no dominio da frequéncia, porém a
sua desvantagem é que este método sofre muitas restricoes quando se deseja utilizd-lo no
dominio do tempo. De fato, utilizar o médulo Complexo pode gerar respostas nao causais ao
retornar para o dominio do tempo quando se emprega as transformadas inversas de Laplace.
Além disso, o tempo de computacao destas transformadas inversas tende a tornar o processo
proibitivo [30, 32].

Para resolver os problemas relacionados a esta tltima abordagem via médulo complexo,
Bagley e Torvik [36] propuseram entdo uma nova representagao, chamada de FDM por
Fractional Derivative Model, que é baseada no uso de derivadas fracionarias. Esta ultima,
além de ser fundamentada de acordo com a teoria molecular dos materiais viscoelasticos
[31, 37], consegue aproximar a dependéncia da frequéncia com menos parametros do que
as precedentes abordagens ja mencionadas. Além disso, uma correlacao excelente com uma
grande variedade de materiais viscoelasticos comerciais ja foi demonstrada com esta nova
teoria através de ajustes de modelo [30]. Por fim, esta teoria ndo apresenta os efeitos nao
causais conhecidos pelo médulo complexo. Por estas razoes, ela é certamente a melhor
candidata para o uso no dominio do tempo. Entretanto, os primeiros desenvolvimentos
apresentados por Bagley e Torvik [31] eram restritos a problemas unidimensionais simples
com poucos gdl [32]. Neste contexto, para resolver o problema de autovalor no dominio
de Laplace, é necessario expandir drasticamente a ordem inicial do problema, o que torna
o método ineficaz. Uma solucao proposta por varios autores como Enelund, Schimdt e
Gaul [32, 37] é de resolver o problema inteiro somente no dominio do tempo por integragao
numérica, sem ter que passar para o dominio de Laplace e retornar por transformada inversa.
O maior inconveniente inerente a tal solugao, que ja foi observado em [38] e serd visto em mais
detalhes no capitulo III, é relacionada a necessidade do conhecimento dos eventos passados
devido ao efeito de meméria do material viscoelastico. Especialmente no trabalho de Schmidt
e Gaul [37], o fato de ter que computar as tensoes elementares para cada iteragao de tempo

usando as tensoes passadas torna o processo computacionalmente muito caro.



Para contornar esta dificuldade, varios sdo os autores que usam leis constitutivas do
tipo Kelvin-Voigt, a qual nao possui derivada fracionaria sobre o campo de tensao, anulando
a necessidade de guardar o histérico de tensoes passadas. Entretanto, tais modelos sao res-
tritos a materiais viscoelasticos nas regioes de transicao e de borracha, enquanto modelos
com derivada fracionaria sobre o campo de tensao sao mais completos, ja que descrevem até
a regiao vitrea. Galucio et. al [39] propuseram uma mudancga de varidvel, introduzindo o
deslocamento aneléastico, para dispensar os problemas relacionados a tensao. No entanto,
apesar de bons resultados com a literatura, esta tltima variavel é associada a uma interpo-
lacao elementar sem justificacao fisica. Cortés em [38] propos entao de relacionar a tensao
com o deslocamento através do uso da equacao de equilibrio de momento ao nivel local. Os
seus resultados mostraram uma boa correlacao com os trabalhos reconhecidos de Padovan

[40], porém restritos & sistema unidimensional.

1.2.2 Reducgao de modelos
1.2.2.1 No dominio da frequéncia

Como mencionado na secao 1.1, varios sao os trabalhos que propoem métodos de re-
ducao de modelos para sistemas viscoelasticos. Geralmente, todos consistem em usar bases
de reducao constituidas de autovetores do sistema conservativo associado. Entretanto, cada
abordagem tenta enriquecer a base inicial de alguma maneira, geralmente introduzindo re-
siduos de deslocamento estatico ou dinamico, a fim de levar em conta as mudangas no com-
portamento dinamico aportado pelo material viscoeldstico. Portanto, todos estes métodos
nao sao equivalentes, resultando em diferencas no que se refere a qualidade da aproximacao e
eficiéncia de cédlculo, dependendo da aplicagao. Entretanto, todos tem a principal vantagem
de propor uma base constante computada fora do calculo principal de funcao de resposta em
frequéncia (FRF) ou problema de autovalor iterativo.

Assim, de Lima et al. [27, 41, 42] propuseram o enriquecimento da base inicial com pelo
menos um residuo de deslocamento estatico, associado ao carregamento externo harmonico
definido para o cédlculo das FRFs. Em seguida sao introduzidos varios residuos de desloca-

mento associados ao que sao chamados de esforcos de amortecimento viscoelasticos. Estes



ultimos residuos sao computados a partir do célculo do inverso da matriz de rigidez estatica e
dos autovetores do sistema conservativo associado. Esta base enriquecida tem a vantagem de
fornecer excelente custo computacional e demostrou resultados satisfatérios até para sistema
industriais com geometria complexa [41]. J4 Balmes e Plouin [22] propuseram utilizar como
residuo os autovetores do sistema viscoelastico com o moédulo complexo computado nos ex-
tremos da banda de frequéncia avaliada. Esta técnica permite introduzir informacoes sobre
as alteracoes no comportamento dinamico devido a dependéncia em frequéncia do sistema
viscoeldstico. Balmes et al. [21, 23, 24] propuseram um outro método baseado em energia
de deformacao que computa a resposta estatica a um residuo de forca. Esta resposta pode
ser adicionada também a base de reducao inicial como residuo estatico de deslocamento, e
implementada em um processo iterativo para conseguir erros de aproximagao muito baixos.
Este método é ainda mais preciso, porém, pode levar mais tempo de computacao devido ao
processo iterativo. Rouleau et. al [26] aplicaram os métodos mais convencionais de reducao
e os métodos desenvolvidos por Balmes com pequenas modificagoes para tentar determinar
o mais eficiente. Neste trabalho foi concluido que os dois métodos propostos por Balmes et
al. [21, 23, 24] s@o de fato os mais eficientes.

Com respeito aos sistemas aeroviscoelasticos, raros sao os trabalhos relativos a reducao
de modelos. Shin et al. [16] foram uns dos poucos a propor uma reducao de modelo para uma
placa curva tratada por material viscoelastico sobre carregamento aerodinamico supersonico.
Contudo, neste trabalho, os autores fixam o valor do médulo complexo para uma dada
frequéncia wy, 0 que vai contra os préprios principios de uso do material viscoeldstico, ja que
a dependéncia com a frequéncia é desconsiderada. Além disso, nenhuma comparacao entre
modelo completo e modelo reduzido é feita para comprovar a precisao da base de reducao
proposta, a qual é constituida somente dos autovetores do sistema conservativo associado,

nenhum enriquecimento sendo feito.

1.2.2.2 No dominio do tempo

Os trabalhos sobre redugao de modelos para sistemas viscoeldsticos usando a abordagem
do FDM também sao raros na literatura. Dentre os existentes, nenhum trata de carrega-

mento aerodindmico. de Lima em [43] propos uma base de redugao para reduzir um sistema



viscoelastico linear, composta pelos mesmos vetores que os vetores da andlise no dominio
da frequéncia em [27]. Serd visto no capitulo V que esta base pode ser adaptada ao caso
de sistemas aeroviscoelasticos e fornecer assim resultados confidveis com o ganho de tempo

aceitavel.

1.3 Conteudo da dissertagao

No capitulo II é feita uma introducao aos conceitos béasicos de viscoelasticidade linear.
Em seguida sdo mostrados os passos para desenvolver um modelo de elementos finitos (MEF)
de uma placa plana puramente elastica e finalmente um painel curvo industrial com enri-
jecedores. E entdo introduzido no dominio da frequéncia o tratamento viscoelastico. Para
o painel curvo sera feito uma validagao da parte de base elastica com o cédigo comercial
Ansys®.

No capitulo III é feita a modelagem das duas estruturas descritas no capitulo II exclu-
sivamente no dominio do tempo, segundo a abordagem do modelo das derivadas fracionarias
(FDM). Desta maneira é introduzida primeiramente o conceito de derivada fracionaria se-
gundo a definicao de Griiwnald-Letnikov. Em seguida este conceito é utilizado na formulacao
do MEF das duas estruturas. O capitulo encerra com a proposta de uma versao mais eficiente
do algoritmo desenvolvido por Schmidt e Gaul [37].

No capitulo IV é feita uma breve introdugao sobre a teoria aerodinamica de painéis
aeronauticos, conhecida como Teoria do Pistao. Os esforcos aerodinamicos associados sao
introduzidos nos modelos MEF viscoelasticos desenvolvidos nos capitulos anteriores. Final-
mente o principio da analise de flutter para o sistema aeroviscoeldstico na frequéncia baseado
no trabalho original de Cunha [44] é descrito. Para o sistema no tempo é proposto um novo
método de predicao do flutter, baseado na avaliacao das respostas temporais obtidas por
integracao de Newmark.

No capitulo V sao propostos novos métodos de reducao na frequéncia e no tempo,
baseado em toda literatura citada na segao 1.2 e adaptada ao caso aeroviscoeldstico para a
predicao de instabilidade aerodinamica com dependéncia a frequéncia.

No capitulo VI sao apresentados os resultados dos métodos de reducao desenvolvidos,
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tanto em termo de precisao quanto de eficiéncia para as duas estruturas analisadas. A
influéncia dos diferentes parametros dos modelos sobre as velocidades criticas de flutter é
analisada.

Por fim no capitulo VII é feita uma conclusao geral sobre o trabalho desenvolvido e é
proposta uma lista dos possiveis trabalhos futuros relacionados ao assunto.

As principais contribuicoes deste trabalho podem entao ser resumidas como sendo:

e criar uma versao mais eficiente do MEF segundo a abordagem FDM do trabalho original

proposto por Schmidt e Gaul,

e desenvolver um novo método de predicao da instabilidade de flutter para um sistema

com dependéncia em frequéncia, exclusivamente no dominio do tempo;

e adaptar e propor novos métodos de redugao para sistemas aeroelasticos com depen-

déncia a frequéncia, tanto no dominio da frequéncia quanto do tempo.



CAPITULO II

MODELAGEM DE SISTEMAS VISCOELASTICOS NO DOMINIO DA
FREQUENCIA

Os sistemas estudados neste trabalho consistem placas finas. Estes sistemas serao ul-
teriormente submetidos a um carregamento aerodinamico com o intuito de se determinar a
instabilidade de flutter. Para controlar passivamente este fenomeno é proposto um trata-
mento viscoeldstico superficial por camada restrita passiva [28], para o qual a influéncia ja
foi tratada em detalhes em [44]. Serd apresentada as etapas de construgao de um modelo
de elementos finitos baseado em deslocamento no dominio da frequéncia que aproximara as
solucoes exatas de uma placa retangular simples quadriapoiada completamente tratada, e
um sistema de interesse industrial representado por um painel curvo enrijecido parcialmente

tratado com camada restrita passiva.

2.1 Introducao aos conceitos de viscoelasticidade linear

2.1.1 Dependéncia com o tempo

Para poder prosseguir com o desenvolvimento deste trabalho, é importante relembrar
os conceitos basicos de viscoelasticidade linear. Na literatura, as referéncias sobre a teoria da
viscoelasticidade disponiveis sao muitas, contudo, as mais utilizadas podem ser encontradas
em [28, 29, 45, 46]. Assim, para comecar a introduzir a idéia do material viscoeldstico,

este pode ser entendido como um material que apresenta nao s6 um comportamento elastico
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regido pela lei de Hooke 0 = Fe, mas possui também um comportamento viscoso regido por
uma lei do tipo 7 = py. Esta ultima parte é responsavel pela dependencia temporal das
propriedades mecanicas do material. De fato, para um material viscoeldstico, quando uma
tensao constante oy é aplicada no mesmo, sua deformacao sofre uma mudanca instantanea,
relativa a parte elastica, logo continua crescendo com o tempo com uma taxa cada vez
menor de maneira assintética. Ja o material puramente eldstico sofre somente a deformacao
instantanea, e o material viscoso uma deformacao linear com o tempo sem assintota. Este
comportamento especifico do material viscoelastico é chamado de fenémeno de fluéncia e
é apresentado na parte inferior da Figura 2.1.a. Quando a tensao é removida, o material
viscoeldstico retorna para a sua configuragao inicial, também nao de forma instantanea.
Este fenomeno é chamado de recuperacao (do inglés recovery) e é apresentado na parte
inferior da Figura 2.1.a. Por outro lado, quando se aplica uma deformacao constante, £, no
material viscoeldstico, a sua tensao aumenta de maneira instantanea, sendo esta devida ao
seu comportamento elastico. A este fenomeno é dado o nome de relaxacao, caracterizada por
uma diminuicao do estado de tensao interna devida a uma reorganizacao interna do material
[41]. Este ultimo é visivel na parte inferior da Figura 2.1.b. Quando a deformacao estd

removida, ocorre entao o mesmo fenomeno de recuperacao ja mencionado.
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Figura 2.1 — Fenomenos de fluéncia (a), de relaxagao (b) e de recuperacao (a e b) do material
viscoelastico. Figura adaptada de [46]
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Estes fenomenos de fluéncia e de relaxacao do material podem entao ser descritos res-
pectivamente pela func¢ao de fluéncia J(t) = €(t)/0y, equivalente viscoelastico do médulo de
flexibilidade eldstico, e pela fungao de relaxacao E(t) = o(t)/eo, equivalente viscoeldstico do
modulo de Young elastico. A consequéncia direta destas funcgoes que caracterizam o material
como dependentes do tempo é que para computar um estado atual de tensdo/deformacao,
¢ necessario conhecer as tensoes ou deformagoes passadas. Isto corresponde ao conhecido
efeito de memoria dos materiais viscoelasticos. No entanto, quanto mais longe se situam os
eventos no passado, menor a sua participacao na resposta atual, ou seja, o efeito de memoria
se esvanece com o tempo (do inglés fading memory). Para a viscoelasticidade linear, por
definicao, a resposta a soma de carregamentos distintos ¢ igual a soma das respostas aos
carregamentos analisados separadamente (principio da superposigdo). Com esta hipdtese,
que sempre sera assumida neste trabalho, correspondente a uma classe especifica dos mate-
riais viscoeldsticos, é possivel aplicar o principio de Boltzmann [45] e calcular as tensoes ou

deformagoes atuais através de integrais de convolucao, da seguinte forma

o(t) :/0 E(t—T)dg(T) dr (2.1a)

e(t) = /O tJ(t—T)d L dr (2.1b)

Estas integrais de convolugao chamadas de integrais hereditarias e evocadas no capitulo
I representam bem o efeito de memoéria do material, uma vez que é necessario utilizar os

eventos passados até o momento inicial £ = 0 para conhecer o estado atual de instante t.

2.1.2 Dependéncia frequéncia-temperatura

Como para o caso puramente elastico, é possivel relacionar tensao e deformacao através
de uma lei constitutiva para os materiais viscoelasticos. Porém, em vez de expressa-la no
dominio do tempo como no caso elastico, ¢ mais conveniente e geralmente mais comum de
expressa-la no dominio de Laplace. De fato, passando as equagoes (2.1) para o dominio de
Laplace, as integrais de convolucao se tornam produtos de funcoes da variavel s, da seguinte

forma
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Pode-se observar que a forma das equagoes (2.2) é muito parecida com o caso eldstico
linear. De fato, a analogia pode ser feita se substituirmos o sE(s) e sJ(s) pelos médulos
elasticos E e J, respectivamente [45]. Assim, é possivel obter a solugdo de um problema
viscoeldstico ao resolver o problema elastico simples, através da substituicao dos mddulos
elasticos F ou .J pelos equivalentes no dominio de Laplace e finalmente retornar para o
dominio do tempo por transformada inversa. Este principio é chamado de correspondéncia
elastica-viscoelastica e é disponivel em muitas referéncias sobre viscoelasticidade [29, 45, 46].

E também possivel utilizar uma lei constitutiva no dominio do tempo pela abordagem

das derivadas generalizadas [28], que no caso unidimensional pode ser expressa como segue:

o(t) + i 4, Do (t) = E=(t) + E i by DPre(t) (2.3)

onde D representa o operator diferencial em relagao ao tempo, «,, e 3, sao ordens de diferen-
ciagao (inteiros ou fracionarios) e £ o médulo de Young elastico. Nesta equacdo, a presenca
das derivadas em relacao as tensao e deformacao é responsavel pelo efeito de memoria do
material. Nota-se que no caso a,, = 0 e 3, = 0 para todo n, tem-se o caso puramente
elastico. Esta outra alternativa de representar a relacao entre tensao e deformacao é muito
interessante, pois ajuda a definir a nogao de modulo complexo. De fato, quando assume-se
solugdo harmoénica do tipo o(t) = ogexp(iwt) e €(t) = ¢ exp(iwt), a equagao (2.3) se torna

(o)) = EEO

1+ i ap (iw)™™
n=1

1‘+'jf:bn(ﬂd)ﬁ"] (2.4)

n=1

E isolando tensao e deformagao, obtém-se o médulo complexo E*(iw) tal como segue,

Eww:gzy+m” (2.5)



15

sendo

o iw)Pn
e E'(w) = Re (Eli%ill S:?Z(LU)Z ) o médulo de armazenamento e

o F'w)=1Im (ﬁi%%ﬁ:’&(gii”> o médulo de perda.

Este médulo é geralmente reformulado e usado da seguinte forma:

E*(iw) = E(w)'(1 +in(w)) (2.6)

onde n(w) = E"/E" é o fator de perda. Enquanto o mdédulo de armazenamento representa a
rigidez do material viscoelastico, o fator de perda representa o seu amortecimento. Quanto
maior for este ltimo, melhor serd a dissipagao de energia aportada pelo material [28]. Muitas
vezes, em vez de se usar o moédulo de armazenamento E’, os autores preferem usar o médulo
de cisalhamento de armazenamento G’ como serd visto abaixo com o material 3M-ISD112™.
Isto se deve ao fato do grande interesse pelo cisalhamento da camada viscoelastica em muitas
aplicacoes de camadas restritas passivas.

Com esta nova representacao complexa, fica evidente a dependéncia do material com
a frequéncia através destas duas novas fungoes E'(w) e n(w). Uma variagao tipica destas
fungoes com a frequéncia é apresentada na Figura 2.2.a. Vé-se que para uma dada frequéncia
pode-se obter um maximo do fator de perda, enquanto o médulo de armazenamento sempre
aumenta com a frequéncia até se tornar assintotico. Portanto, através destas transformacoes
de um dominio para o outro, entende-se que o efeito de memoria no tempo se traduz por
uma dependéncia em frequéncia do material. Assim, todo material viscoeldstico sofre tal
dependéncia, seja fraca ou forte dependendo do material, e dependendo também do segundo
fator mais importante que é a temperatura. De fato, como pode ser observardo na Figura
2.2.b, para uma frequéencia fixa, o médulo de armazenamento e o fator de perda variam muito
com a temperatura. Como mencionado no capitulo I, a influéncia da temperatura pode ser

classificada em varias regioes especificas:

e a regiao vitrea caracterizada por um modulo de armazenamento quase constante, e um

fator de perda aumentando de maneira aproximadamente linear,
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Figura 2.2 — Dependéncia tipica com a frequéncia (a) e com a temperatura (b) de um material
viscoelastico. Figuras adaptadas de [2§]
e a regiao de transicao caracterizada por um modulo de armazenamento caindo drasti-

camente, e um fator de perda atingindo o seu pico,

e a regiao de borracha que apresenta um modulo de armazenamento baixo e constante,

e um fator de perda no seu minimo,

e a regiao de fluido que é representada por um modulo de armazenamento que se torna

nulo, e um fator de perda aumentando novamente de maneira aproximadamente linear.

Portanto, é imprescindivel que o modelo usado para representar a viscoelasticidade leve
em conta, além da frequéncia, este efeito da temperatura. Na verdade, é possivel demostrar
para a maioria dos materiais viscoeldsticos lineares que a influéncia da temperatura tem o
efeito inverso da influéncia da frequéncia. Além disso, a variacao de alguns poucos graus
na temperatura tem o mesmo comportamento do que a variacao de algumas décadas de
frequéncia. Ou seja, quando se desloca em frequéncia as curvas da Figura 2.2.a para varias
temperaturas, as curvas tendem a se sobreporem [41]. Isso leva a construgao de uma curva

mestre, resumindo de uma s6 vez as duas dependéncias frequéncia-temperatura, e a um outro
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conhecido principio chamado de equivaléncia frequéncia-temperatura. Este fala que é possivel
a partir uma curva mestre obter para uma dada temperatura os valores correspondentes em
frequéncia de E" e n aplicando o fator de deslocamento (do ingles shift factor) o apropriado
[28]. Este conjunto das duas curvas mestre do £’ e n em fungao de uma frequéncia reduzida
w, = arw é chamado de nomograma.

Para o material 3M-ISD112™usado neste trabalho, equacoes analiticas foram desenvol-
vidas por Drake and Soovere [47] para descrever as curvas mestres de G’ e 7, e o fator de

deslocamento ar. Estas equacgoes sao mostradas a seguir

G(iwr) = B1 +

L+ Bsge ™ +

1 1 2a T

onde

By = 0.4307M Pa; By = 1200M Pa; B; = 0.1543.107rad.s~'; By = 0.6847; Bs = 3.241; Bs =

0.18

Suz = 0.05956K 1 Sar = 0.147AK~%; Say = 0.9725.10 2K~ LT, = 290K;T; =

210K; Ty = 360K

_ DpCc—CpDc

1 1
=7 —7,:0c =5aL —Saz

[
Q
S
Il
/N
5
|
S|
N—
Sy
|

2
. 1 1. _
T_z) ; Dp = 7- — 7.3 Dc = Sag — Saz

[ ]
-
hS
I
—
S
|

Dy =DpCy —CpDy

O nomograma correspondente a equagdo (2.7a), assim como a variacao do fator de
deslocamento a7 com a temperatura sao apresentados na Figura 2.3. Pode-se entao observar

a semelhanca notavel das duas curvas mestre com a Figura 2.2.a. Por outro lado, ve-se que
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existe um comportamento assintético tanto para as frequéncias altas quanto as baixas. A
assintota na parte estatica é as vezes usada por alguns autores para construir base de reducao

de modelos em elementos finitos eficientes, como sera visto na capitulo IV.

350
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0 210

10°

2

_1U?
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log o -

Mdadulo de armazenamento [MPa]
& Fator de Perda

it W A § | 4 i L L
5 il ] ] 1 210 220 230 240 250 260 270 280 2590 300 310 320 330 340 350 360
Frequéncia Reduzida [Hz) Temperatura [K]

(a) (b)

Figura 2.3 — Nomograma do material ISD112 - (a) : Curva mestre do médulo de cisalhamento
de armazenamento G’ e do fator de perda 7 - (b) : Variacao do fator de desvio
ar com a temperatura. Figuras extraidas de [44]

2.2 Placa sanduiche

A primeira estrutura analisada, representada na Figura 2.4, consiste em uma placa
retangular fina do tipo sanduiche, apoiada nas quatro bordas e completamente tratada.
Esta é composta de trés camadas: a estrutura base (1) que recebe o tratamento superficial, a
camada viscoeldstica (2) e a camada restringente (3) empregada normalmente para aumentar
as deformacoes cisalhantes no nicleo viscoelastico. hy, ho e hz sao as espessuras das camadas
(1), (2) e (3), respectivamente. AA e BB sao os comprimentos em X e Y da placa onde
(OX: YZ ) é o referencial global do sistema de origem O em um canto da placa, e qualquer
ponto M da placa é localizado pelas coordenadas fisicas (x,y, z) neste referencial.

A cinematica da placa sanduiche analisada neste trabalho se baseia nos desenvolvimen-
tos originais feitos por Khatua & Cheung [48] e implementados por de Lima et al. [27].
Nesta teoria, o movimento relativo das camadas é modelado da forma representada na Fi-

gura 2.5 que mostra as configuragoes antes e ap6s deformagao no plano (O)? Z ). Vé-se nesta
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Figura 2.4 — Tlustracao da placa sanduiche com tratamento viscoelastico

figura que somente a camada do meio (neste caso a camada viscoelastica) sofre deformagao
cisalhante forcada pela presenca da camada restringente. As hipdteses cinematicas sao as

seguintes:

1. As camadas eldsticas (1) e (3) sdo modeladas pela teoria de placa fina de Kirchhoff-

Love, na qual as deformagoes cisalhantes transversais sao desprezadas;

2. A camada viscoeldstica (2) é modelada pela teoria de placa mais espessa de Mindlin-
Reissner, na qual se considera a deformagao cisalhante transversal constante na espes-

sura;

3. O deslocamento transversal w e consequentemente as rotacoes das segoes transversais

8, e 0, sao as mesmas para as trés camadas.

Dado estas hipoteses e segundo Khatua & Cheung, a configuragao da placa para qual-
quer instante de tempo t pode ser completamente descrita pelos sete graus de liberdade

(gdls) seguintes
e u; : deslocamento de membrana da camada (1) na diregao X;

e v; : deslocamento de membrana da camada (1) na dire¢ao Y
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e u3 : deslocamento de membrana da camada (3) na diregao X;

v3 @ deslocamento de membrana da camada (3) na dire¢do Y;

w : deslocamento transversal das trés camadas (dire¢ao Z);

e Ox : rotagao das segbes transversais em torno do eixo (OX), tal como Ox = ?9_1;5
e Oy : rotagao das secoes transversais em torno do eixo (OY), tal como Oy = —%—Z’;

Os graus de liberdade de deslocamento de membrana da camada (2) us e v podem entao

ser expressos em relagao a estes sete outros gdls.

—r
k.
——— ]

Figura 2.5 — Configuragao da placa sanduiche no plano OXZ antes e apds a deformagao.
Figura adaptada de [44]

Para modelo de elementos finitos da placa sanduiche de trés camadas desenvolvido neste

trabalho, sao ainda adotadas as seguintes hipdteses:
e Estado plano de tensao;
e Material homogéneo, isotrépico e linear;
e Pequenos deslocamentos;

Logo, para obter as matrizes globais de massa e rigidez descrevendo a equagao do

movimento do sistema, se usa o principio variacional de Hamilton [20]. Porém, é preciso em
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um primeiro passo obter as energias cinéticas e de deformagcao das trés camadas, e em um

segundo passo discretizar o problema continuo em elementos finitos.

2.2.1 Energias cinéticas e de deformacao das trés camadas

Como mencionado anteriormente, para as camadas eldsticas (1) e (3), usa-se a teoria
de placa de Kirchhoff-Love, que é uma extensao da teoria de viga de Euler-Bernoulli ao caso
da placa. Ela é também conhecida como Classical Plate Theory (ou CPT, ver Reddy [49]
para mais detalhes), e é considerada como valida quando a razdo comprimento/espessura é
maior do que 20. Neste caso, o campo de deslocamento da camada (j), onde j = [1;3], é

dado como segue:

u(j) (x,y,z) Uj (iL‘,y) _Zg_z;ﬁ
(4)
w (I’,y, Z) ()2’972) w (l’,y) ()2’7?72)

A energia cinética da camada (j) é obtida através da seguinte expressao:

— 2
4 1 U 9)
70 _ L / N ke 2.

onde p; e V; sdo, respectivamente, a densidade e o volume da camada (7).
Substituindo a equacao (2.8) na (2.9), desprezando a inercia de rotagdo das secoes
transversais (o que pode ser feito para placas finas e baixas frequéncias), e integrando em

z € [=h/2;+h/2], tem-se:

TG) —

N | —

/ pih; (@3 + 05 +w?) dS (2.10)
S

onde S é a area da camada j.
Para a energia de deformacao da camada elastica (j), é preciso computar primeiro o seu
campo de deformacao. Assim, segundo a teoria da elasticidade e usando o campo de desloca-

mento (2.8), pode-se decompor o campo de deformagao no caso de pequenos deslocamentos
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da seguinte forma:

{5(j)} = {5%)} +z {652)} (2.11)

u; P
Ox Ox2
d G _ v Gl _ 92w = : def ~
onde & ¢ = 2 e & 1 = —Z% o sao, respectivamente, as deformagoes
Yy Y
Ou; v 02w
oy + ox _2696831

associadas aos efeitos de membrana e de flexao.

Em seguida, é necessario determinar o campo de tensao para que a energia potencial
elastica possa ser computada. Usando a lei constitutiva de Hooke e assumindo estado plano
de tensao associado a placa fina e um material homogéneo, isotrépico e linear, tem-se a
relagao seguinte:

{eD} = E;[A}] {eD} (2.12)

1 Vj 0
onde [4;] = = |v

a3 |V

1-v;
0 0 5

sdo o modulo de Young e o coeficiente de Poisson da camada (7).

1 0 | ¢amatriz constitutiva fatorada composta por F; e v; que

A energia de deformagao da camada elastica (j) é dada da seguinte forma:

o) — %/ (0T [60Y av (2.13)
Vi

Substituindo as equagoes (2.11) e (2.12) na equagao (2.13), e integrando em z, a energia

de deformacao pode ser decomposta como segue:
v — Hm(j) + Hf(j) (2‘14)

, NT : , 3 3T ,
onde I1,,) = L [ E;h; {5%)} [4;] {5%)} ds e ;0 =1 [ Ej% {555)} [4;] {555)} dS sao
as energias de deformacao da camada elastica (j) associada aos efeitos de membrana e de
flexao, respectivamente.

Para a camada viscoeldstica (2), as expressoes das energias sdo mais complicadas ja que
os gdls uy e vy dependem dos outros sete gdls. Para encontrar o campo de deslocamento

da camada viscoelastica pode-se utilizar uma expansao em série de Taylor do campo de
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deslocamento U até a primeira ordem na direcdo Z. Considerando a hipdtese comum as

teorias de Kirchhoff e Mindlin sobre a inextensibilidade da espessura (%—f = 0), chega-se

entao a seguinte expressao para o campo de deslocamento:

u® (,y, 2) up (z,y) + 224>
U = § 0@ (2,9, 2) ~ § v (@) + 25 (2.15)
(2)
w (.:C, y? Z) ()?,?,Z) w (x’ y) ()?7?’2)

Usando a cinematica ilustrada na Figura 2.5, é possivel mostrar as relacoes seguintes

[41, 48:
usz + U h3 — h1 ow
= —_— 2.1
T 1 Oz (2.162)
8u(2) 1 hg + h1 8w
= — — — 2.16b
0z ha (u3 n 2 3m) (2.16b)
vz + U1 hg - hl ow
_ ow 2.1
2 2 4 Oy (2.16¢)
ov® 1 hs + hy Ow
= — — —_— 2.16d
0z hg ('03 v 2 (9y > ( )

Substituindo as equagoes (2.16a) a (2.16d) na equagao (2.15), pode-se expressar o campo

de deslocamento da camada (2) em fungao dos sete gdls principais tal como:

u® (z,y, 2) %+%%+hﬁ2(u3_ul+hsghl%)
v ={ ,@ (x,y, 2) ~ %ﬂ_k%%_l;_i_}f_z <U3—U1—|—h3—5h1%—z)
()
) ) vy (x7.)
(2.17)

Assim, a energia cinética da camada (2) pode ser computada, que segundo definicao,

— 2
1 oU®
T®:—/ dV 2.18
2 )y, P2\ T (2.18)

onde py e V5 designam a densidade e o volume da camada (2).

vale:

Substituindo o campo de deslocamento (2.17) na equacdo (2.18), desprezando nova-
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mente a inércia de rotacao das segoes transversais e integrando em z € [—h/2; +h/2], tem-se:

1
T® = 5 / pahs (U5 + 03 + w?) dS (2.19)
S

A energia cinética é entao simplesmente determinada ao substituir os us e vy pelas
expressoes fornecidas nas equagoes (2.16a) e (2.16¢).

Para a energia de deformagao da camada viscoeldstica (2), primeiramente é preciso
determinar o campo de deformacao. Assim, as seguintes equacoes da teoria da elasticidade

sao novamente utilizadas:

(@)  w® )
Ex “or
e
{5(2)} — 253(62; - a;(yﬂ 4 agf> (2.20)
2e8? &éf) + %
227 22+

Pode-se notar que a componente 5,(22) do tensor de deformacao nao foi incluida por ser
desprezada segundo as hipdteses assumidas neste trabalho.

Substituindo as componentes do campo U® da equacio (2.15) e as equagoes (2.16a) a
(2.16d) na equagao (2.20), pode-se expressar o campo de deformacao do nicleo viscoeldstico

da seguinte forma:

)

@)
Yy
@1 — o\ _s.© Z{@)} 19

{e®} 2y {em}+h2 5t {2} (2.21)

25&22

2
\ 26152) Y,

sendo
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0
0
0
U3 — U1 +
V3 — U1 +

10 di 92w

da 8%w
+ 2 0x2
d_282w
+ 2 Oy?
9w
) + d2 oxdy
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a deformacgao de membrana

a deformacao de flexao

a deformagcao de cisalhamento

dy = hg — h; um parametro geométrico associado ao efeito de membrana
dy = hs + h; um parametro geométrico associado ao efeito de flexao

ds = hy + 2hy 4+ hs um parametro geométrico associado ao efeito de cisalhamento

Para encontrar o campo de tensao, é preciso utilizar leis constitutivas da mesma maneira

que foi feito para as camadas elasticas.

Entretanto,

no caso viscoelastico, estas leis nao

sao 6bvias como mencionado na secao 2.1. Caso o objetivo da andlise seja determinar o

comportamento da estrutura no dominio da frequéncia através da obtencao das FRF's, dos

autovalores ou autovetores, por exemplo, é melhor representar o comportamento mecanico do

material através do médulo complexo, o qual estd descrito pelas equagdes analiticas (2.7a) e

(2.7b) no caso do 3M-ISD112™. No entanto, as equagdes constitutivas mencionadas na se¢ao

2.1 foram expressas somente no caso unidimensional. Para aplicd-las ao caso tridimensional

da placa, o principio da correspondéncia eldstica-viscoeldstica é novamente evocado [29, 45].

Segundo este ultimo, as equagoes constitutivas viscoelasticas no dominio de Laplace ou da
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frequéncia sao equivalentes as equagoes no caso eléastico, desde que os médulos eldsticos sejam
substituidos pelos respectivos equivalentes viscoelasticos. Portanto, em um primeiro passo
computam-se as energias para que as matrizes de massa e rigidez possam ser determinadas.
Isto é feito de tal maneira que poderia se dizer que o mdédulo complexo é um parametro
puramente elastico. E em um segundo passo, uma vez que a equacao do movimento do
sistema ¢é obtida na forma matricial, o sistema é levado para o dominio da frequéncia onde
o médulo ¢ substituido pelo médulo complexo novamente [41].

Assim, aplicando esta estratégia, o campo de tensao é computado da seguinte maneira:
{0} = By [As] {7} (2.22)

onde Ey = 2G5(1+ 15) com Gy sendo o médulo complexo (até o momento considerado como

sendo puramente eldstico) e

0 0 L= o 0 (2.23)

é a matriz constitutiva no caso isotrépico com o E» fatorado.
Para uma formulacao mais conveniente, ao invés de deixar o modulo de Young fatorado

na equagao (2.22), é possivel fatorar o médulo de cisalhamento como segue:

{o®P} = Gy [AY) {e@} (2.24)
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onde

(1-v2)  (1-12)

2v9 2 0 0

(1-v2) (1—v2)

o o o o

[A5] =] 0 0 10 (2.25)
0 0 01
0 0 00 1

¢ a matriz constitutiva com o GG, fatorado.

Observagao: nota-se na equacao (2.22) que o principio de correspondéncia faz intervir o
coeficiente de Poisson. Entretanto, como demostrado em [50] o uso de tal coeficiente neste
principio é abordagem erronea, uma vez que ele deixa de representar uma caracteristica me-
canica do sistema viscoelastico. Contudo, se ele for assumido real e constante, o principio
pode ser usado. Apesar desta hipdtese desconsiderar varios aspectos e por isso ser conside-
rada errada por vérios autores [28, 46, 51, 52], neste trabalho ela serd mantida uma vez que
a especificagao técnica do material 3M-ISD112™(hoje chamado de 3M-VHB™acrylic tape)
disponivel no site do fabricante assume um coeficiente constante tal como v = 0.49 (ver por

exemplo o 3M-VHB™4950 tape).

Apos discutidas as hipoteses sobre o coeficiente de Poisson, a energia de deformagao da

camada (2) pode ser entdo computada como segue:
@ _ 1 N7 {42
e =g {eP} {oP}av (2.26)
Va

Usando a decomposi¢ao em (2.21), substituindo a equagao (2.24) na equagao (2.26) e
integrando em z € [—hy/2; ha/2], a energia de deformacao pode ser decomposta nas seguintes
parcelas:

n® =1? +1? + 1® (2.27)
sendo

T
o IIIY = 5 [ Gaho {ag)} [A))] {5%21)} dS a energia de deformagao da camada (2) associ-

ada ao efeito de membrana
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T
o H?) =1 [,Gx2 {5;2)} [A}) {6;2)} dS a energia de deformacao da camada (2) associ-

ada ao efeito de flexdo

T
o I = s s GQ}% {5&2)} [AY)] {8&2)} dS a energia de deformagao da camada (2) associ-

ada ao efeito de cisalhamento

Nota-se nesta tultima equagao que nao aparecem termos de acoplamento entre os trés
efeitos. Isto é devido a escolha do intervalo de integracao sobre z, e a ortogonalidade dos

campos de deformacao de membrana e flexao com o de cisalhamento.

2.2.2 Discretizacao pelo método dos elementos finitos

Ao olhar para as expressoes das energias de deformacgao das trés camadas, pode ser
notado que derivadas espaciais de segunda ordem sao aplicadas sobre o grau de liberdade w.
Consequentemente, w deve ser pelo menos C! continuo, ou seja, suas derivadas espaciais de
primeira ordem devem ser continuas. Porém, elementos finitos que respeitam tal restricao,
conhecidos como elementos conformes (do inglés conforming element), possuem mais gdls
por né afim de impor a unicidade das derivadas espaciais de primeira ordem na interface
dos elementos (um elemento com essas caracteristicas foi desenvolvido primeiramente por
Bogner, Fox and Schmidt [53]). Neste trabalho e para a interpolagdo do deslocamento w se
usa um elemento nao conforme, chamado elemento ACM, desenvolvido primeiramente por
Adini, Clough e Melosh [54-57]. Este é um elemento retangular de quatro nds com a seguinte

interpolacao:
w(&,n) = egteré+ean+esén+ed’+esn +esl nterén’ +esé+egn’ +e10n+enén’ (2.28)

que é uma interpolacao polinomial bi-ctibica nao completa com 12 termos, expressa em um
sistema de coordenadas de referéncia (£, 7). Assim, o nimero de gdls por elemento para w é

de 12, os quais sao o deslocamento transversal w, e as derivadas de primeira ordem na duas

direcoes tais como —%—Z’ =0, e 2_1: = 0¢. As correspondentes funcoes de forma usadas sao os

polinémios de Hermite bidimensionais. As suas construgoes sao explicitadas no anexo A.1.1.

Para os deslocamentos de membrana u;, vy, us e vs, somente derivadas de primeira
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ordem aparecem nas energias de deformacao. Portanto, os cldssicos polinomios de Lagrange
bilineares bastam para interpolar estes deslocamentos. As suas construgoes também sao apre-
sentadas em anexo A.1.2. Usando o elemento de referéncia da Figura 2.6.a, os deslocamentos

podem ser interpolados da seguinte maneira:

= [N(§, m)]{d,} (2.29)

onde {57“}:{(7“)1 (v1); wy (%_I;)l _(aa_lg)l (us)y (vs)y (ur)y - (U3)4} é o vetor

coluna de tamanho (28,1) das incégnitas nodais expressas nas coordenadas de referéncia
(&,m) e [N:(&,m)] é a matriz de interpolagdo dos deslocamentos descrita no anexo A.1.3. O
fato de interpolar os deslocamentos em um elemento de referéncia escolhido aqui é bastante
comum no MEF. Isto faz com que as fungoes de forma sejam independentes do elemento e
as integracoes elementares mais simples. A volta para o elemento real fisico de coordenadas
(x,y) representado na Figura 2.6.b é feita através de interpolacao geométrica bilinear da

seguinte forma

2(§,n) = [N (&, n){X} (2.30a)

y(&n) = [Nm(§,mH{Y'} (2.30b)

onde {X} and {Y'} sao respectivamente os vetores colunas das coordenadas em x e y dos
n6s do elemento considerado e [N,,(§,71)] é a matriz de interpolagdo dos deslocamentos de
membrana descrita em anexo A.1.2.

Com respeito a discretizagao da geometria, dado que a placa analisada é perfeitamente
retangular, pode-se escolher uma malha com elementos fisicos perfeitamente retangulares e

iguais, como a da Figura 2.7. Isto leva a muitas simplificacoes, por exemplo a forma da
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A n
sy | A 3(+1 1) 405, 5 3% )
£ z
y
f 1(-1;+1) 2(+1:-1) 1(x; ¥y 2 (x5:¥3)
X
dw Hw a
(111 LU, d:’ . [_;él s '(r;;.‘u;i) (w1, v, w, Ox, By, uz, v3)
(&) (b)

Figura 2.6 — Elemento finito de referéncia (a) e elemento finito fisico (b)

matriz Jacobiana [J] tal como:

Oz Oz a

=% 7 = |? (2.31)
9y 9y 0 !
o On 2

sendo a e b os comprimentos elementares nas direcoes = e y do referencial local. Nota-se que
esta matriz nao depende das coordenadas dos nds. Além disso, ja que os elementos sao todos
iguais, os comprimentos a e b sao constantes, portanto as matrizes elementares serao também
independentes do elemento. Uma tultima vantagem é que, dado uma malha com elementos
retangulares, o referencial local do elemento (OZyZ) é o mesmo do que o referencial global
(OX YZ ). Portanto ndo é preciso transformar as matrizes de um referencial para o outro
através de processos de rotagao com cossenos diretores e um unico sistema de coordenadas
fisicas (x,y, z) basta.

Contudo, é necessario para os calculos posteriores expressar o vetor de incognitas nodais

de volta as coordenadas fisicas (z,y) pela operagao seguinte:
{00} = [Mp] {0} (2.32)

onde

° {5}:{(u1)1 (v1); wr (Ox)1 (Oy)1 (us), (v3); (w1)y .. (03)4} é o vetor co-

luna de tamanho (28,1) das incégnitas nodais nas coordenadas fisicas (z,y), lembrando

_Ow

— ow — _ 0w
queQX—ayeé’y— B
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BB

5

Figura 2.7 — Exemplo de malha regular da placa sanduiche

[13]

1]

¢ a matriz de transformacao das

coordenadas de referencia para as fisicas. Esta matriz é diagonal e somente depende

dos comprimentos do elemento dado a forma da matriz Jacobiano da equagao (2.31).

IS
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Substituindo a equagao (2.32) na (2.29), obtém-se entao:

ur(§,m)
vi(§,m)
us(&,m) ¢ = (N n){0} (2.33)
v3(&,m)
L w(&n)

onde [N] = [N,]*[M,] é a matriz de tamanho (5,28) de interpolacao dos cincos deslocamentos

nas coordenadas fisicas.

2.2.3 Matrizes elementares e globais

Para achar as matrizes elementares e globais, é necessario discretizar primeiro as ener-
gias computadas anteriormente. Usando o elemento finito e a malha descritos acima, as

energias de deformagao e cinéticas podem ser aproximadas da forma seguinte:

nEF

M=> "1 (2.34a)
=1

nEF

T=>T (2.34D)
=1

sendo nEF o numero de elementos finitos e II; = Hgl) + H§2) + HZ(-3) el = Tz-(l) + TZ-(Q) + TZ-(S)
as energias de deformacao e cinéticas do elemento 1.
O processo é iniciado com as energias de deformacgao das camadas eldsticas. Através da

equagao (2.14) da energia de deformagao da camada eléstica () formulada para um elemento

1, encontra-se a energia elementar:
Hi(j) _ Hm,i(j) + vai(j) (2.35)

. . T . . h3 T .
onde I, 7 = 3 [5 Ejh {Sfi)z} [Aj] {552)1} ds e Y =3 [§ B3 {5533} [A;] {5533} ds
sao respectivamente as participacoes elementares dos efeitos de membrana e flexao na energia

de deformacao total.
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O préximo passo consiste em aproximar os campos de deformacao presentes em Hm,,;(j )
e Hf’i(j). Para isso, se substitui a interpola¢do dos deslocamentos da equacdo (2.33) nas

equagoes (2.11) para encontrar:

[BY] {5} (2.36a)

()
()
()

{B]@] (6:} (2.36b)

onde

6Nuj 3
o8 Oz
(€)) - ONv; o
[By)] = A (2.37a)
aNuj an 4 BNUJ. 3
on Oy o6 Ox

92Ny, (@)2
02 Oz

2
[Br] = | %5 (51) (2.37b)

282Nw 0¢ In
0€0n Ox Oy

sendo N, N,, e Ny, as linhas de tamanho (1,28) da matriz [N] da equagao (2.33) correspon-
dente aos respectivos gdls u;, v; e w. As funcoes % e g—z originadas da mudanga de variaveis
com diferencia¢ao podem ser determinadas ao inverter a matriz Jacobiano da equagao (2.31).

Substituindo as equagdes (2.36a) e (2.36b) nas energias da equagao (2.35), sao deter-

minadas as duas parcelas de energia:

o), = S10)" (K9 () (2.380)
) = o) K9] () (2.38D)

onde

D — g (g9 14 [BY) : ' o
o Ky = E;h; [ [T |Bw'| [Aj]|Bw||J|dédn é a matriz de rigidez elementar de

tamanho (28,28), associada ao efeito de membrana da camada eldstica (j);

f

nho (28,28), associada ao efeito de flexdo da camada elastica (7).

o [K(j)] = EJ?—Z f_+11 f_Jrll [B;)T[A;][By]| J|dédn é a matriz de rigidez elementar de tama-
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Nota-se que dado a espessura sendo constante e o material homogéneo, as propriedades
E; e hj foram fatoradas fora das integrais.
Para a energia cinética elementar das camadas eldsticas (j), usa-se a expressao (2.10)
para o elemento ¢ tal como:
70 — L hj (02 4 0% + %) dS 2.39
i Ty S_ij(uj+vj+w) (2.39)
Substituindo a interpolagdo da equagao (2.33) na equacao (2.39) e integrando no elemento

de referéncia da Figura 2.6.a, obtém-se a seguinte expressao:
o1 (T N
{6} m© {51-} 2.40
D= {&} M) (2.40)

onde [MW] = p;h; [*] [ (N7 [Nu] + [N, )T [No,] + [NW]T[N]) |J|dédn 6 a matriz ele-
mentar de massa da camada eldstica (j), de tamanho (28,28). Dado a homogeneidade do
material e a espessura constante, p; e h; sao fatorados da integral.

Para a energia de deformagao da camada viscoeldstica (2), usa-se a expressao da energia

de deformagao da equagao (2.27) para um elemento ¢ tal como:
m® =11,,® +1;,® +11.,? (2.41)

T T
sendo T, = 4 [ Goho {0} (4] {2 b as, 1) = L f ot {e@L (g {= b as e
T
Hfi) =3 /s G2h1—2 {59} [A)] {59} dS as energias elementares de deformagcao do elemento
i para os efeitos de membrana, flexdo e cisalhamento da camada (2).

Substituindo a interpolagao da equacao (2.33) nos campos de deformagao da equagao

(2.21), estes podem ser aproximados da seguinte forma:

{0} = [B2] {61} (2.42a)
{5533} = [Bf)} {0:} (2.42b)
{52,21‘)} = [BS)} {o:} (2.42¢)
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onde

(2 s ) 24 e (3
(% ) e e ()
D)= 3 (o + ) B (e + ) &) + 40| 2
0
0
(2 ) 1 e (3
<8NU3 B 8Nv1) on | dy 9Ny <@>2
n on ) oy 2 o2 \oy
)| (o) g () g ratmgy| e
0
0
- . .
0
[BR)] = 0 (2.43¢)

d3 ONy O
Nuy = Nuy + 52552

_ dy O, O
_Nv3 Nvl + 2 On OyJd

A interpolacao das deformacgoes é entao obtida como segue:

1
feik = {0 + = e} + - {2} (2.44)
™ ]’LQ ™ hQ ”

Logo, substituindo as equagoes (2.42a) a (2.42c) nas energias da equagao (2.41), as

seguintes relagoes sao encontradas:

I, = %Gz {6:}" [KD] {0} (2.45a)
1

¢ = 5G{a)" K| {00} (2.45h)

) = %Gz {6:}" [KP] {0} (2.45¢)

onde
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. [ ﬁ,ﬂ hy [ 4 [ ﬁ,?} L] [Bﬁf)} |J|dédn é a matriz de rigidez elementar de

tamanho (28,28), associada ao efeito de membrana, da camada viscoelastica (2);

o [ } = f+1 f+1 [ (2)] [A)] [B](?)} |J|dédn é a matriz de rigidez elementar de

tamanho (28,28), associada ao efeito de flexdo, da camada viscoeldstica (2);

. [ P } = 5 f+1 f“ [ 52)] [AY) [ } |J|dédn é a matriz de rigidez elementar de

tamanho (28,28), associada ao efeito de cisalhamento, da camada viscoeldstica (2).

Nota-se que o médulo G foi fatorado fora das matrizes por mais conveniéncia para os calculos
posteriores.
Para a energia cinética elementar da camada viscoelastica (2), se usa a expressao (2.19)

para o elemento ¢ tal como:

1
T® = 5 / paho (45 + 05 + 0?) dS (2.46)
S;

Substituindo a interpolac¢ao da equagao (2.33) na equacao (2.46) e integrando no ele-

mento de referéncia da Figura 2.6.a, a energia cinética é obtida como segue:
1 (. T X
T® _ ; {51,} [M®] {5@.} (2.47)

onde

o [M®] = pohy [ [ (INuo) " [Nug] + [Nog]T[Noy] + [N T [N]) | J|dédn é a matriz ele-
mentar de massa da camada viscoeldstica (2), de tamanho (28,28), com ps e hy fato-

rados da integral

_ Nug+Ny dy ON,, 0¢
o [Nu| ===+ 355

Ny +Ny di ONw O
_ Nvg 1 1 ONw O
i [sz] - 2 +I on oy

Uma vez que as matrizes elementares de cada camada foram obtidas, pode-se computar
as matrizes elementares para o conjunto das trés camadas. Dado que a energia cinética e de

deformagao de um elemento é a soma das energias elementares de cada camada, as matrizes
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elementares do conjunto sao determinadas como segue:

T, =T + 7% + 7 = % {5i}T ({5} (2.48a)
T

1, =1 + 0 +n® = - {5 YO([KQ] + Gy [K]) {6} (2.48b)

onde
o [M®] =[MWD]+ [M®]+ [M®] é amatriz elementar de massa

° [Ke(e)] = [K (1)} + [K (3)] ¢ a matriz elementar de rigidez associada a subestrutura
puramente elastica, sendo [K (j)} = [Kgﬂ + [K}j )} a matriz elementar de rigidez da

camada (j)

° [Kq(;e)] = |:Kr(3)i| + [K}Z)} + |:Kc(2)] ¢ a matriz elementar de rigidez associada a subes-

trutura puramente viscoeldstica

Como mencionado na secao 2.2.2, pode-se notar que as matrizes elementares sao todas
independentes do elemento ¢ dado a malha simples escolhida que simplifica a forma da matriz
Jacobiano.

Finalmente, uma vez que todas as matrizes elementares foram obtidas, o préximo passo
consiste em montar as matrizes a nivel global. Este processo, por ser classico nao é descrito
aqui. Entretanto, o mesmo pode ser encontrado em qualquer referéncia de elementos finitos
[58, 59]. Logo, o principio de Hamilton é aplicado utilizando as aproximagoes das energias
cinéticas e de deformacao da placa a nivel global para se chegar nas equagoes de Lagrange.
Desta maneira, a equacao do movimento em sua forma matricial é encontrada da seguinte

forma:

[M9D] {i} + ([KD] + Gy [K9]) {u,} = {Ft(g)} (2.49)

onde [M (9)}, [Ke(g)} e [Kl(,g)] sao respectivamente as matrizes globais de massa, de rigidez
elastica e rigidez viscoeldstica, {u;} é o vetor global de incégnitas nodais a serem determi-
nadas e {Ft(g )} o vetor global de forcas externas.

Até aqui, a equagao do movimento a nivel global do sistema no dominio do tempo foi

obtida. Porém, o principio da correspondeéncia elastico-viscoeldstico é valido somente no
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dominio da frequéncia (ou de Laplace). Portanto, é necessario passar o sistema de volta
para o dominio da frequéncia ao assumir uma resposta harmoénica do tipo {us} = {U} ™"
e substituir o médulo G pelo médulo complexo descrito pelas equagoes (2.7a) e (2.7b). A

equagao (2.49) se torna entao:
(—w? [MO] + [K] + G(iw) [KP]) {U} = {F} (2.50)

sendo {F'} a amplitude das forgas externas harmonicas.

Pode-se notar na equagao do movimento (2.50) a dependéncia em frequéncia do médulo
complexo G(iw). Esta dependéncia para o célculo das FRFs via processo direto nao traz
dificuldades dado que a matriz de rigidez dinamica ja depende da frequéncia por definicao.
Entretanto o fato do médulo G(iw) ser complexo torna as matrizes complexas e o célculo
pode ser mais demorado. Por outro lado, para problemas de autovalor, a resolucao se torna
muito mais complexa, uma vez que os autovalores dependem da frequéncia. Desta maneira,
é preciso recorrer a processos iterativos, como descrito em [44]. Isto serd visto com mais
detalhes no capitulo IV.

Finalmente, fica restando somente a aplicacao das condigoes de contorno para que as
analises possam ser realizadas. Como para o processo de montagem das matrizes elementares,
esta etapa nao serd descrita aqui por ser classica. Além disso, as matrizes globais antes ou
apos aplicacao das condigoes de contorno terao a mesma notacao para nao sobrecarregar a
escrita.

O modelo de placa sanduiche viscoeldstico desenvolvido neste capitulo foi comparado
com os modelos equivalentes desenvolvidos em [41] que j& foram validados experimentalmente
em [60]. Os resultados demostraram que os modelos sdo equivalentes, o que comprova a

consisténcia do presente modelo.
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2.3 Sistema de interesse industrial

2.3.1 Descricao do sistema

Nesta parte do trabalho, é realizada uma aplicacao de carater industrial utilizando a
metodologia de tratamento passivo descrita nas secoes anteriores. Esta estrutura, mostrada
na Figura 2.8 no referencial global (OX' YZ ), pode ser entendida como sendo uma parte de
fuselagem de uma aeronave. Seu comprimento em Z (dire¢do sem curvatura) é de 0,72m.
No plano (O)Z }7), o raio interno é de 0,938m e o comprimento de arco ¢ de 0,680m. O
painel possui quatro enrijecedores na dire¢ao Z ao longo de todo o comprimento, que tém
comprimento igual a 0,030 m no plano (O)Z' 17) A estrutura é engastada nas quatro bordas,
assim como as extremidades dos enrijecedores em Z = 0 m e Z =0,72 m. A geometria e a
conectividade foram feitas no cédigo comercial Ansys® e sio depois importadas no cédigo
comercial Matlab® para a computacdo das matrizes elementares e globais. Qualquer ponto
da estrutura M é localizado pelas coordenadas fisicas globais (z,y, z) no referencial global
(OXV7)

0.8
0.6

0.4

Z[m]

0.2

0
0.95 -

0.85

X [m]

0.8

0.75

0.7 = T T T T [ 1 |

0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0
Y [m]

Figura 2.8 — [lustracao do painel aeroelastico curvo tratado parcialmente com camada restrita
passiva

A estrutura toda é composta por 928 elementos finitos planos tais como os descritos

na secao 2.2. Esta escolha de malha e o nimero de elementos finitos foi feita de tal forma



40

que mesmo que o painel possua curvatura, o uso de elementos curvos nao é necessario.
De fato, desde que a diferenca de orientacao entre dois elementos planos consecutivos nao
ultrapasse 15°, a aproximagao permanece confiavel e equivalente a dos elementos curvos (ver
a documentacio do elemento shell63 do Ansys® ou [56]).

Por outro lado, o sistema possui um tratamento superficial com material viscoelastico e
camada restringente como descrito na segao 2.2, consistindo de 10 dreas tratadas (em verde
na Figura 2.8), cada uma formada por 4x4 elementos finitos. As posigoes destas dreas foram
escolhidas de forma a otimizar a reducao de energia de deformagao modal, como descrito
em [41]. Para estes elementos tratados, o elemento finito e as matrizes elementares sao
os mesmos que os descritos na secao 2.2. Para os elementos nao tratados, sao utilizadas
simplesmente as matrizes elasticas de massa e rigidez da camada (1) segundo as equagoes

(2.38) e (2.40), e somente com os gdls uy, vy, w, 8, e 6.

2.3.2 Rotacao das matrizes elementares

Analogamente a placa da segao 2.2, os elementos finitos fisicos sao retangulares. Con-
sequentemente, a matriz Jacobiano mais uma vez nao depende das coordenadas dos nods
e conserva a forma simples da equacao (2.31). Portanto, ndo é preciso usar um sistema
de coordenadas fisicas locais (2,4, 2’) para a computagdo das matrizes elementares, como
também nao ¢é necessario definir uma origem para os referénciais locais. No entanto, o que
diferencia a estrutura atual da estrutura da secao 2.2 é a geometria 3D com curvatura e a
presenca de enrijecedores, fazendo com que os elementos finitos nao possuem todos a mesma
orientacao. Consequentemente, o referencial local dos elementos nao necessariamente coin-
cide com o referencial global da estrutura. Isto pode ser visto por exemplo na Figura 2.9, na
qual o referencial local (OZ§Z) dos elementos da parte curva da estrutura no plano (OXY)
é representado em cor azul, enquanto o referencial global (O)? YZ ) é de cor vermelha.

Assim, para resolver as futuras andlises do sistema, € preciso expressar todas as matrizes
elementares no mesmo referencial global. Para conseguir isso, se pega primeiro o exemplo da

mudanca dos gdls da parte eldstica. A mudanga do referencial local (denotado pela notagao
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Z
Figura 2.9 — Rerencial local (azul) e global (vermelho) dos elementos do painel curvo

") para global é entao expressa da forma seguinte:

( ) ( )
u’l U1
vy U1
w' w
= [A4] 0 (2.51)
o 0x
0, Oy
A 6
\ Vs \ 7
sendo
Ao
o [A] = uma matriz diagonal por bloco de tamanho (6,6)
Ao
cos(Z, X) cos(Z,Y) cos(Z, Z)
o [Ao] = [cos(#, X) cos(7,Y) cos(i,Z)| a matriz ortogonal de transformagao do re-

cos(Z,X) cos(Z)Y) cos(Z, Z)

ferencial local para global constituida pelos cossenos diretores (esta matriz computada

para cada elemento é também exportada do Ansys para o Matlab)

Nota-se entao a presenga do gdl local €, que normalmente nao faz parte da cinematica
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usada. Mais explicacoes sobre este gdl sao dadas na secao 2.3.3.
Logo, aplicando este principio para todos os gdls de um elemento, a matriz elementar de
um elemento nao tratado pode ser transformada, com o exemplo a matriz de rigidez [Ké(e)} ,

pela seguinte operagao matricial [56]:

(K] = (A" [KX9T [Al] (2.52)

sendo [A.] = uma matriz de rotagao diagonal por bloco de tamanho

Ay

(24,24), associada aos elementos nao tratados.

Para um elemento tratado, a mudanca de referencial é expressa da forma seguinte:

( ) ( 3
u) Uy
vy vy
w' w
o, Ox
0, ¢ =[] { Oy (2.53)
6., 0
ul Us
U4 U3

!/
\ s / \ w3 J
Ao
onde [Ag] = Ao ¢ uma matriz diagonal por bloco de tamanho (9,9).

Ao

Nota-se novamente a presenga de um gdl local adicional wj, para o qual o uso serd descrito

na secao 2.3.3.

Assim, na mesma logica mostrada acima, para uma matriz elementar de um elemento
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tratado, sendo por exemplo a matriz de rigidez [Kqﬂ(e)}, tem-se:

(K9] = [A]" [K9] [A] (2.54)

onde [A,] = ¢ uma matriz diagonal por bloco de tamanho (36,36), asso-

Ag
ciada aos elementos tratados.

Portanto, para todas as matrizes elementares desenvolvidas na se¢ao 2.2 o processo de

rotacao descrito acima deve ser feito antes de poder realizar a montagem ao nivel global.

2.3.3 Tratamento dos gdls ficticios

Notou-se nas equagoes (2.51) e (2.53) a aparigao de novos gdls locais ¢, e wj, até agora
nao usados. A nivel global, eles aparecem naturalmente dado a rotacao das matrizes, no
entanto, estes gdls adicionais nao tem interesse cinematico, ja que sao desnecessarios para
descrever o movimento dos elementos a nivel local. Porém, pode ser conveniente inclui-los
nas matrizes elementares locais para reduzir eventuais problemas numéricos. Por exem-
plo, quando se analisa uma estrutura do tipo casca como a representada na Figura 2.8, os
elementos finitos planos nao tem necessariamente a mesma orientagao. Entretanto, caso
exista elementos coplanares vizinhos, o gdl ¢ dos nés compartilhados entre estes elementos
pode nao ser restrito, o que geralmente resulta em uma singularidade da matriz de rigidez
[56]. Alguns cédigos comerciais como Matlab® conseguem reconhecer a singularidade desde
que todos os elementos do MEF permanecem no mesmo plano. Porém, assim que ocorrer
mudanca de referencial, a singularidade pode ser mascarada em funcao dos erros de arre-
dondamento no processo de rotacao das matrizes elementares. Neste caso, ela nao é mais
reconhecida e ocorrem erros numéricos. Nas FRF's, isto resulta na presenca de picos indese-
jados que podem ser confundidos com picos de ressonancias, comprometendo a andlise (este

fenomeno é apresentado no anexo A.2.2. O mesmo fenémeno pode acontecer também com o
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gdl w} para elementos tratados por material viscoeldstico. Se houver mudanca de referencial,
este gdl pode ser nao restrito ao nivel local e criar singularidade.

A primeira ideia para tratar estes problemas seria nao incluir estes gdls a nivel local
para os elementos que podem apresentar instabilidades. No entanto, alguns testes simples
mostram que isto nao consegue resolver as instabilidades. Uma alternativa que ja demostrou
resultados satisfatorios para o gdl ¢, é a adicao de rigidez ficticia. Desta forma, o gdl,
geralmente chamado de drilling dof [56], possui restrigao. Mas esta rigidez ficticia tem que
ser pequena o suficiente para nao atrapalhar a dinamica original do sistema. Esta é a ideia
que serd aplicada neste trabalho. Seguindo os trabalhos feitos por Kanok [61], duas energias

de deformacao ficticias adicionais sao definidas da forma seguinte:

1
Il = §Glh1a1 / 02dS (2.55a)
S
1E
I, = - — a3 / wydS (2.55b)
2hs " Js

sendo Ily, aplicada para os elementos coplanares, e 1I,,, para todos os elementos com tra-
tadamento viscoeldstico. Os coeficientes «; e ag sdo coeficientes arbitrarios sem dimensao
que tém que ser grandes o suficiente para remover as singularidades numéricas, e pequenos
o suficiente para as novas energias nao alterarem a dinamica original. Nestas equacoes, os
gdls € e w} podem ser interpolados simplesmente por polinomios bilineares de Lagrange da
mesma forma do que os gdls de membrana. Mais detalhes sobre as matrizes elementares de
rigidez ficticias referentes a estes gdls sao disponiveis no anexo A.2.1.

Adicionando as energias (2.55a) e (2.55b), é entdo possivel reduzir a singularidade
da matriz de rigidez dinamica no caso de FRF. Isto pode facilmente ser quantificado ao
investigar o valor do nimero de condicionamento desta iltima para qualquer frequéncia
analisada. Este nimero mede a sensibilidade da solugao de um sistema de equagoes lineares
em relacao a entrada. Portanto, é uma indicacao preciosa do quao inversivel, ou perto de
singular, é a matriz (para mais detalhes sobre este nimero, ver [62]). Por exemplo, para
a estrutura sem tratamento viscoeldstico com os parametros apresentados na Tabela 2.1,
pode-se achar um ntimero de condicionamento normalmente da ordem de 10?7, sindnimo de

uma matriz altamente nao inversivel. Porém, quando se adiciona o tratamento sobre o gdl
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Tabela 2.1 — Parametros da parte elastica para analise de FRF

Espessura h, 1,2 mm
Moédulo de Young £ 70 GPa
Coeficiente de Poisson 1, 0,34
Densidade p; 2700 kg/m?
Banda de frequéncia [0; 500]Hz
Numero de pontos 1000

0. com oy = 1.1075, este ntimero cai para 10!, o que é um valor satisfatério e comum para
MEF. Da mesma forma, para a estrutura parcialmente tratada da Figura 2.8, é possivel por
exemplo baixar o nimero de condicionamento de 10?° para 10'! novamente com az = 10719,

Os exemplos e o resultado sobre as FRFs sao disponivel no anexo A.2.2.

2.3.4 Validacao da parte elastica com o Ansys

Nesta secao, realiza-se uma primeira andalise para comprovar a consisténcia do MEF
da parte elastica, base da estrutura da Figura 2.8, modelada pela teoria de Kirchhoff. A
comparagao é feita através de fungao de resposta em frequéncia (FRF) com o cédigo comer-
cial Ansys® usando dois tipos de elementos: o Shell63 (elemento de casca 4 nés e 6 gdls)
e o Shell181 (versao mais geral do Shell63). Os parametros principais sdo apresentados na
Tabela A.1. Lembra-se que a estrutura é engastada nas quatro bordas. Os nés de exci-
tacao e visualizagao escolhidos para a FRF sao respectivamente os de coordenadas globais
(0,8027;0,4852;0,2979) e (0,7384;0,5785;0,3228) e o gdl excitado e visualizado é o u; global
(deslocamento na dire¢ao X). O coeficiente oy de tratamento de gdl ficticio @, é definido a
10~° para remover as singularidades numéricas da matriz de rigidez dinamica. Os resultados
sao apresentados na Figura 2.10.

Pode-se observar que a FRF obtida pelo Ansys® com o Shell63 é muito préxima do
modelo desenvolvido neste trabalho, enquanto a FRF obtida pelo Shell181 ja apresenta
frequéncias naturais mais altas. Isto poderia ser explicado pelo fato deste elemento usar
a teoria de placa de Mindlin-Reissner (M-R), também conhecida como First-Order Shear
Deformation Theory [49], que é uma generalizacao da teoria de viga de Timoshenko ao caso
da placa. Nesta teoria, os efeitos de cisalhamento transversal nao sao mais desprezados, o
que é especialmente verdade para espessuras maiores. Porém, para placa fina (AA/h > 50),

a teoria de M-R pode superestimar a verdadeira rigidez estrutural (ver o exemplo 12.5.1 de
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Figura 2.10 — Comparacao do MEF desenvolvido com o c6édigo Ansys

[57]). Para contornar tal problema, chamado de shear-locking, o Shell181 usa uma interpola-
¢ao mixta para levar em conta as deformagoes cisalhantes constantes, segundo Bathe [63], no
entanto as frequéncias naturais podem ainda ser superestimadas. Por outro lado, o Shell63
nao considera os efeitos de cisalhamento, e é portanto mais préximo do MEF desenvolvido
neste trabalho em uma banda de frequéncia satisfatéria, exceto em torno de 300Hz. Esta
ultima discrepancia pode estar associada a propriedade nao conforme do elemento finito
ACM usado, enquanto o Shell63 usa uma combinagao de quatro elementos DKT (do inglés
Discrete Kirchhoff Triangle), segundo [56]. Estes elementos DKT consideram os gdls w,
0, e 0, como independentes, mas impoe restricoes cinematicas entre estes gdls em alguns
pontos especificos dentro do elemento (nos pontos de Gauss por exemplo). Vérios exemplos
numeéricos entre o elemento ACM e uma combinacao quadrilateral de elementos DKT, cha-
mada DKQ (do inglés Discrete Kirchhoff Quadrilateral), sdo disponiveis em [56], mostrando
na maioria dos casos um erro relativo do ACM menor do que o DKQ para varias malhas
testadas. Isto da portanto mais credibilidade ao MEF desenvolvido neste trabalho do que o

Shell63 do Ansys®. Uma alternativa para reduzir esta discrepancia seria entéo de refinar a
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malha usada e ver se os modelos convergem para um mesmo valor. Outra explicacao pos-
sivel seria também a modelagem dos enrijecedores que sofrem especialmente flexao no seu
plano. Talvez seja necessario uma modelagem mais fiel, o que possivelmente é fornecido pelo
Ansys®.

Com respeito a estrutura parcialmente tratada, ou seja o sistema viscoelastico completo
da Figura 2.8, nenhuma validacao numérica do modelo é feita neste trabalho. De fato,
os codigos comerciais ainda nao propoem muitas solugoes para modelizar comportamento
viscoeldstico. No Ansys® por exemplo, pode-se modelizar o material viscoeldstico com a
representacao em série de Prony, que usa varidveis internas na forma de soma de fungoes
exponenciais no tempo. Entretanto, é preciso recorrer a ajuste de curva e otimizacao com

muitos parametros, mas é uma alternativa interessante a ser realizada.



CAPITULO III

MODELAGEM DE SISTEMAS VISCOELASTICOS NO DOMINIO DO
TEMPO

Neste capitulo, é mostrada a estratégia de modelagem dos sistemas viscoelasticos apre-
sentados no capitulo II, segundo o método das derivadas fracionarias evocado na secao 2.1.
Para tanto, serd empregada uma equagao constitutiva na forma da equagao (2.3), onde as

ordens de derivacao o, e 3, sao nimeros fraciondarios contidos entre 0 e 1.

3.1 Introducao a derivada fracionaria

Existem varias definicoes de derivadas fraciondrias, e.g. a derivada fracionaria de
Riemann-Louville, Caputo, Riesz, Fourier, etc, sendo que todas possuam suas vantagens
e desvantagens [64]. Neste trabalho, é empregado o conceito de derivadas fracionarias de
Griinwald-Letnikov. Estas derivadas, ao contrario daquelas de ordem inteiro as quais o cal-
culo exige somente valores vizinhos da fungao f para um instante ¢ (no caso do tempo), as
derivadas fracionarias sao operadores nao-locais. De fato, a derivada fracionaria temporal
necessita do historico de tempo completo para ser computada. Isto significa que o resultado
final depende até, para uma definicao explicita, do valor minimo de tempo considerado no
intervalo (chamado de terminal menor). Esta nao-localidade é responsével pelo efeito de
memoria conhecido dos materiais viscoeldsticos [65], fazendo com que as tensoes e defor-

macoes no tempo t dependam de todos os instantes de tempo passados. Para a derivada
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fracionaria espacial, o seu calculo dependera da informacao da funcao f para x além dos
limites consideradas do sistema, o que pode levar a eventuais problemas numéricos.
Segundo as referéncias [37, 64, 66], a definicao da derivada fracionéria de Griinwald-

Letnikov (G-L) de uma fungao f de ordem fraciondria v de terminal menor a é da forma:

t—a

h

anf(t) = }Ll_% (h)_V Aj+1f (t - jh) (3-1)
§=0

onde A = LG—v) 7 sa0 os chamados coeficientes de Griinwald, ['(v) é a funcao Gamma,

TF(=)I(G+1)
extensao da fungao fatorial ao dominio complexo e h é o passo de tempo.

Conforme mencionado em [37], para v sendo um nimero inteiro natural, os coeficientes
Ajy1 sao todos zero para j > v. Contudo, se ¥ é um numero fraciondrio, todos os A;i;
sao diferentes de zero, ressaltando a propriedade de nao-localidade. Além disso, quanto
mais longe de um valor inteiro é a ordem v, mais a derivada fracionaria é sensivel ao efeitos
nao-locais, e mais os instantes passados de tempo vao participar ao tempo atual t.

Ao impor ¢t = 0 como sendo o primeiro instante de tempo a ser considerado, ou seja

a = 0, e ao dividir o intervalo de tempo [0;¢] em N subintervalos, a equacao (3.1) pode ser

reformulada como segue:

WDYF(1) = lim [(%)_Véflmf (t - %)] (3:2)

Para simplificar os célculos, é bastante comum aproximar a derivada fracionaria da

equagao (3.2) truncando-a até a ordem N — 1 [37], como mostrado pela seguinte relagao:

_yN-1
v t ot
25 f(t)](N) = (N) Z Ajrf (t - JN) (3.3)
§=0
o que leva a um erro inerente que pode ser encontrado pelo seguinte coeficiente:

Dy f ()] (ny = [0 DY f (O] (n4an
D7 f ()] (vsan

R(N,AN) = (3.4)

No entanto, Schmidt e Gaul [37] demostraram que os coeficientes de Griinwlad Aj4q,
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que também podem ser reformulados pela relagao recursiva,

A1 =1 (35&)
) —1—v
Ajr = %Aj (3.5b)

formam uma série que converge para 0 quando j tende a +o00. Isto significa que eventos mais

Lt

longe no passado f(t — jv

), relacionados aos coeficientes de Griinwlad A;.; para valores de
7 maiores, se esvanecem com o tempo, ou seja, estes eventos tém uma participacao cada
vez menor. Consequentemente, a série em (3.5) pode ser truncada para uma ordem menor

N; < N — 1, o que leva a seguinte truncatura:

0D} 1)) = (%)Vf%fuﬂf (t-i%) (3.6)

com o seguinte residuo:

B(N, N,) = (%) S Ayt (t-i%) (37)

j=N;+1

A ordem N; é chamada de comprimento de meméria. Sua influéncia na predicao do

ponto critico de flutter sera analisada em mais detalhes no capitulo VI.

Observagao: como mencionado em [37, 39|, a subdivisdo do intervalo de tempo % na

computacao das derivadas fracionarias é muitas vezes escolhido como igual ao passo de tempo

At da integracao de Newmark. Portanto, adotando esta ideia, na seguida sera assumido % =

At. Além disso, para a continuidade do desenvolvimento, a notacao dVd{St) ~ [oDy f ()]

serd implicitamente adotada.

3.2 Placa simples

Nesta secao, é analisado o caso do sistema desenvolvido na secao 2.2, ou seja, a placa
sanduiche tratada inteiramente por material viscoelastico com camada restringente. Porém,

ao contrario do desenvolvimento precedente feito no dominio da frequéncia exclusivamente,
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aqui se usa uma abordagem puramente temporal, chamada de Fractional Derivative Mo-
del (FDM), junto a discretizagdo numérica de Griinwald-Letnikov. Os desenvolvimentos a
seguir sao principalmente baseados nos trabalhos efetuados por Schmidt e Gaul [37]. Es-
tes foram os primeiros autores que propuseram um modelo FDM no contexto de elementos
finitos inteiramente no dominio do tempo (sem passar pelo dominio de Laplace), usando
lei constitutiva tridimensional. Além desta representacao ser bastante rigorosa, a mesma
foi validada experimentalmente segundo um sistema de viga 3D modelizado por elementos
finitos. Entretanto, uma de suas desvantagens, como mencionado na secao 1.2.1, reside na
computacao das tensoes a partir do historico de tensoes passadas, o que pode consumir até
80% do tempo total de cdlculo do algoritmo original. Neste sentido, uma outra grande con-
tribuicao deste trabalho é a proposicao de uma versao alternativa do algoritmo do Schmidt
e Gaul, fisicamente equivalente porém consideravelmente mais eficiente. Este procedimento

serd detalhado na segao 3.2.3.

3.2.1 Lei constitutiva do material viscoelastico

O modelo FDM proposto por Schmidt e Gaul, ¢ um modelo de quatro variaveis baseado
no modelo unidimensional de Bagley e Torvik [30], que nao despreza a derivada fraciona-
ria sobre o campo de tensao, ao contrario das abordagens do tipo Kelvin-Voigt fracionario.
No caso de uma versao tridimensional, é mais conveniente utilizar uma lei constitutiva re-
presentada pela soma das componentes hidroestasticas e deviatoricas, ao invés de aplicar
simplesmente a Lei de Hooke generalizada para o caso viscoelastico, sendo esta iltima mais
complexa [67].

Assim, no caso isotrépico com a hipétese de inextensibilidade (ou seja a tensao o, e
deformagao €, removidas do problema), a parte deviatérica da lei constitutiva de quatro

parametros usada é da forma [32, 37, 67]:

(04} + ag { doy } — 9Gy {ea} + 2bs { d"eq } (3.8)

dtva dtva

onde {04} = [Tyl {c} e {ea} = [Tu] {e} sao, respectivamente, os tensores de tensao e defor-

magao deviatéricos, G é o valor assintético do médulo complexo da equagdo (2.7a) em baixa
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frequéncia, ag e by sdo parametros a serem determinados e,

(2 10 0 0
-1 2 000
[Td]:% 0 0 300 (3.9)
0 0 030
(0 0 00 3

Quando se considera que as tensoes e deformacoes sao fungoes harmonicas, a equacao
(3.8) se torna:

(1 + aq(iw)") {0y} = 2(Go + ba(iw)"*) {e}} (3.10)
da qual se pode isolar o modulo de cisalhamento complexo como segue:

_ {0'2} _ Go + bd(iu))yd
2{ex} 1+ aq(iw)e

G (iw) (3.11)

Da mesma forma, a parte hidroestatica da lei constitutiva assume a forma:

dvr Op
dtvn

(o} +an { } — 3Ky {eh} + 3b {d%h} (3.12)

dtvn

onde {0} = [Tn] {0} e {en} = [T1] {€} s@o os tensores de tensao e deformagao hidroestéticos,
K é o valor assintético do médulo de flambagem em baixa frequéncia, ay, e by, sao parametros

a serem determinados e,

(3.13)

&
I
|
o
o
o
o
o o o o o

0000

Assumindo uma varia¢ao harmonica das tensoes e deformagoes na equagao (3.12), chega-

se na seguinte expressao:

(14 ap(iw)™) {or} = 3 (Ko + bp(iw)™) {e} } (3.14)
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do qual se pode isolar o médulo de lambagem complexo da forma:

Ao} Ko+ by (iw)™

K*(ZW) - 3{62} - 1—|—ah(iw)"h

(3.15)

Usando o principio da correspondéncia elastica-viscoelastica novamente, pode-se relaci-
onar os dois médulos complexos de cisalhamento e de flambagem no dominio da frequéncia,

a0 comparar com o caso eldstico:

_2G (iw)(1 4+ v3(iw))

K*(i 3.16
(i) 3(1 — 203 (iw)) (3.16)
Substituindo a equagao (3.11) na equagao (3.16), tem-se entao:
2(1 + vi(i )
K (i) = (1 + v (iw)) Go + ba(iw) (3.17)

3(1 —2v5(iw)) 14 ag(iw)ve

Observacgao: novamente, o principio da correspondéncia faz intervir o coeficiente de Pois-
son v;. No entanto, conforme ja salientado na secao 2.2.1, um coeficiente de Poisson real e
constante é assumido dado as especificacoes do material 3M-ISD112™. o0 que é uma condicao
sob a qual o principio permanece valido. Além disso, este ultimo é usado para caracterizar
o moédulo complexo de flambagem associado a deformacao hidroestastica, a qual é pouco
solicitada em um sistema com camada restringente que forca a deformacao cisalhante na
camada viscoelastica, desta maneira valorizando mais a parcela deviatérica. Portanto, caso
existam erros associados ao mau uso do principio utilizado para se determinar o K*(iw), é
preciso lembrar que ele nao tera grande influéncia nos calculos a seguir.

Assim, considerando que o coeficiente de Poisson 15 é constante e igual a 0.49 conforme

a especificagao, a equagao (3.17) se torna:

2(1 + Vg) Go + bd(iw)yd
3(1 —219) 1+ ag(iw)ve

K*(iw) = (3.18)
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e por identificacdo entre as equagoes (3.15) e (3.18), pode-se achar as seguintes relagdes:

2(1 —f- 1/2)
Ky=——~_ "=/ 1
0= 3 =2, (3:192)
2(1 + 7/2)
=—"b 3.19b
"3 = 2u) ¢ (3-19D)
Up =Vqg =1V (3.19¢)
ap = Qq (319(31)

Logo, somando as equagbes (3.8) e (3.12), usando as equagdes (3.19¢) e (3.19d), e
lembrando que {o} = {04} + {04} and {e} = {e,} + {e4}, obtém-se:

v

{0} + aq { sztf } — (3Ko[Th] + 2Go[Ti]) {e} + (3ba[Th] + 2ba[T2) {%} (3.20)

ou de forma simplificada:

[0} +aq {Cfita} — (O] {e} + (D) {%} (3.21)

onde [C] = 3K[T)] + 2Go[Ty] e [D] = 3bp,[T1] + 2b4[Ty).

Assim, pode-se ver que a lei constitutiva tridimensional da equacao (3.21) usando os
tensores hidroestasticos e deviatéricos apresenta uma forma bastante simples, enquanto uma
generalizacao da lei de Hooke ao caso viscoeldstico seria mais complexa [67].

Por outro lado, como mencionado na secao 2.1, a dependéncia em frequéncia do material
é traduzida pela presenga das derivadas na lei constitutiva da equagao (3.21). O que néao se
pode observar nesta iltima ¢ a segunda dependéncia do material em relacao a temperatura
T,. Esta dependéncia é implicita nos coeficientes ag4, by ¢ v do FDM (o Gy é independente
da temperatura segundo [47]). Sao estes coeficientes que traduzirao a dependéncia em tem-
peratura, ou seja, tem-se ag = a4(7T,), by = ba(T},) e v = v(T,), mas por simplificacdo da
notacao, a dependéncia ficard implicita. Estes parametros podem entao ser encontrados por

ajuste de curvas, como descrito na secao 3.2.2.
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3.2.2 Otimizacao dos parametros do FDM

Os parametros do FDM ay, by € v podem ser encontrados pelas comparacao das curvas
dos médulos complexos de cisalhamento representados pelo FDM da equacao (3.11) e pelas
equagoes analiticas propostas por Drake e Soovere (2.7a) e (2.7b). Para isto, é realizado um
ajuste de curva por otimizacao dos parametros do FDM através de um algoritmo genético.
Sao entao usados 10 valores de frequéncia no intervalo [0;500Hz]. Como exemplo, para
T, = 15°C' os valores encontrados dos trés parametros desconhecidos (o Gy ja é conhecido

pelas equagoes analiticas de [47]) sao:
o a;=5,2512.10"*s"
o by = 8,6874.10*N.s".m ™2
o 1 —0,6732

A comparacao das curvas entre o modelo de referéncia (da equacao (2.7)) e o modelo
ajustado do FDM é apresentada na Figura 3.1. Pode-se notar que o modelo ajustado (deno-
tado “opt”) quase sobrepoe o modelo de referéncia (denotado “ref”), o que valida os valores

dos parametros encontrados para esta temperatura.

3.2.3 MEF segundo o FDM

Nesta secao, sera discutido sobre a construcao o MEF segundo a abordagem FDM da
placa sanduiche da Figura 2.4, no dominio do tempo. Embora esta abordagem seja diferente
daquela demonstrada na segao 2.2, muitos aspectos permanecem equivalentes. De fato, o
FDM somente vai influir na modelagem da camada viscoeldstica (2), portanto as energias
e consequentemente as matrizes elementares das camadas eldsticas (1) e (3) associadas as
equagoes (2.38) e (2.40) permanecem as mesmas. A energia cinética e, portanto, a matriz
de massa de camada viscoeldstica (2) descrita pela equacdo (2.47) ndo sao alteradas. Po-
rém, a expressao da energia de deformacao desta tultima sofrerd alteragoes, dado que a lei
constitutiva neste caso é diferente. Portanto, para encontrar a nova expressao da matriz
de rigidez elementar da camada viscoelastica é preciso voltar ao calculo da energia, descrita

pela equagao (2.26). Para computar esta energia, é necessario expressar o tensor de tensao
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Figura 3.1 — Ajuste de curva para achar os parametros do FDM com T, = 15°C'

{0(2)} em funcao do tensor de deformacao {5(2)}, o qual pode ser interpolado em funcao
dos deslocamentos nodais. Entretanto, dado a complicada forma da lei constitutiva rela-
cionando tensao e deformacao da equagao (3.21), determinar uma solugado analitica para o
campo de tensao é bastante complicado. Por isso decide-se aproximar o problema utilizando
solugoes de integracao numérica com o método numérico de Newmark, juntamente com a
decomposigao das derivadas fracionarias de G-L. Pode-se entao encontrar uma aproximacao
do tensor de tensao num tempo t qualquer. Para isto, é necesséario inicialmente substituir
a formula genérica da derivada fraciondria da equagao (3.6) nas derivadas dos tensores de

tensao e deformagao da equagao (3.21). Fazendo isto, é obtido para o tempo ¢
Nl Nl
{oP} + a0 > A {ol s} = 1P} + D1 A0 Y A {ePn} (322)
5=0 5=0

Dado que A; = 1 segundo a equagao (3.5a), o tensor de tensao ao tempo ¢ da equagao

(3.22) pode ser fatorado e expresso em relagdo ao tensor de deformacao atual e os tensores
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de tensao e deformacao passados, da seguinte forma:

(o} = <_ad (at)™ i A {oZa )+ (C1+ D) (20) {7} +

N
[DYAO)™ Y Aj {59]&})

~ (3.23)
Fazendo uso da mesma légica da decomposicao do tensor de deformacao em efeitos de
membrana, flexao e cisalhamento mostrada na equagao (2.21), a tensao da camada viscoe-
lastica serd também decomposta nestes trés efeitos. Este processo é realizado, pois facilita
enormemente a fatoracao da dependéncia em z, simplificando o calculo da integracao da ener-
gia de deformagcao nesta diregdo. Assim, substituindo a equagao (2.21) na equagao (3.23)

para cada iteracao de tempo, é possivel decompor o tensor de tensao da forma seguinte:

<2)}:{ (2)} i{ <2>} i{ <2>} 3.24
{Ut Omit +h2 O¢t +h2 Oct ( )

onde
o {00} = b (—ad (A0 X Ay {0l s} + (€1 + D1 ™) {e b+

(At)""[D] Zjvzll Ajy {Eg)t—jAt} ¢ o tensor de tensdo associado ao efeito de mem-

brana da camada viscoelastica (2), no tempo t;

o {00} = i <_ad (A0 S A {ofaf + (@ + DL@D™) {1} +

(At)™"[D] Zjvzll A {egc?t)_j&} é o tensor de tensao associado ao efeito de flexao da

camada viscoeldstica (2), no tempo t;
2 —v N, 2 —v 2
o {08} = it (—ad (A8 SN A {08 a0} + (101 + D) (a0 ™) {5} +

(At)""[D] Zjvzll Ajy {E:(:,Qt)—jAt} ¢ o tensor de tensdo associado ao efeito de cisalha-

mento da camada viscoeldstica (2), no tempo ¢.

E possivel agora computar a energia de deformacao da camada viscoelastica em qualquer

tempo ¢ ao substituir a expressao do tensor de tensdo da equagao (3.24) na equagao (2.26).



o8

Contudo, isto pode ser feito somente através da discretizacao por elementos finitos, dado

que a deformacgao somente sera conhecida nos elementos através da interpolagao nodal.
Assim, substituindo as interpolagoes das deformagoes das equagdes (2.42a), (2.42b) e

(2.42¢) na equagao (3.24), é possivel computar o tensor de tensao elementar decomposto nos

tres efeitos da forma seguinte:

2 z 2 1 2
{Ui,t} = {O_ﬁn,)i,t} + h_2 {U}(c,i)’t} + h—2 {Ué,i),t} (3.25)
onde
2 —v N, 2
o {Ufn,)i,t} = W <_ad (At) Zj:ll Ajn {Oﬁz?i,tfjAt} +

(€] + D1 (a0 ™) [BR] {0} + (A0 ™ D)X Ajir | B {60 ja} | 6 0 tensor de
tensao do elemento i, associado ao efeito de membrana da camada viscoeldstica (2),

no tempo t;
2 | _ —v N, (2)
i {Uf,i,t} = 1+ad(1At)*V <_ad (At) Zj:ll Aj {Uf,i,t—jAt} +

(€] + D1 (A0 ™) [BP] {8} + (A0 ™ D)X, A B {@,t_jm}) é o tensor de
tensao do elemento i, associado ao efeito de flexdo da camada viscoelastica (2), no

tempo t;
2 | _ —v N, (2)
b {Jc,i,t} = W (_ad (At) Zj:ll Aji {Uc,i,tfjAt} +

(€] + D1 (A0 ™) [BE] {8} + (A0 ™ D)X Ajir |BE] {610 ja} | 6 0 tensor de
tensao do elemento 7, associado ao efeito de cisalhamento da camada viscoeldstica (2),

no tempo t.

A partir desta etapa, Schmidt e Gaul propuseram substituir o tensor de tensao da equa-
¢ao (3.25) na integral da energia de deformagao elementar. Porém, pode-se notar na equagao
(3.25) que desta maneira a tensao atual depende nao somente do deslocamento atual e des-
locamentos passados, como também de todas as tensoes passadas. Portanto, esta estratégia
obriga a guardar as tensoes elementares passadas, computar as tensoes atuais, e integrar

esforcos viscoeldasticos para cada iteracao de tempo e cada elemento. Este procedimento
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é altamente oneroso computacionalmente, pois pode levar a praticamente 80% de todo o
tempo de céalculo. Para evitar isto, é proposto neste trabalho uma alternativa que simplifica
a expressao da tensao atual, e a torna funcao somente dos deslocamentos. Desta forma,
nao é mais preciso guardar um histérico de tensao, e mais importante do que isso, nenhuma
tensao a mais é computada. Além disso, o processo de integracao dos esforcos viscoelasticos
(que serao descrito mais adiante) pode ser feito fora da integracao do Newmark, o que ja
leva a uma reducao drastica do tempo computacional.

Para isto, é preciso entao determinar a relacao entre tensao atual e deslocamento. Esta
relagado pode ser encontrada ao adotar uma abordagem recursiva. Focando primeiro sobre

no efeito de membrana e introduzindo as seguintes notacoes:

[D1] = %[[ﬂ (3.26a)
[Ds] = TN IE ([C]+[D] (At)™) (3.26b)
D] = #()AZ)V D) (3.26¢)

onde [/5] é a matriz identidade de ordem 5, o tensor de tensao da camada (2) associada ao

efeito de membrana do elemento 7 ao tempo t se torna:

N N,

{ovi} =00 A {otheja + 1D [BY] {61} + (D] 3 Aris [BY] {Bussan)
(3.27)

Jj=1 Jj=1

Assumindo que o sistema estava em repouso para t = 0 desde um tempo grande o
suficiente (considerando o efeito de memdria) para que {00} = 0 e {em,i0} = 0 para todos

os elementos 7, é possivel escrever para a primeira iteracao com t = At que a tensao vale:

{02 s} = 181 [BR] {6s) (3.28)

onde [Bl] = [DQ]

Para a préxima iteracao de tempo t = 2At, aplicando a férmula geral da equagao (3.26),



60

o tensor de tensao assume a forma:

{Ofi}i,QAt} Az[Dl] { mz At} + [DZ] [Br(r%)] {6i,2At} + A2 [D3] [BT(,E)} {51',At} (329)

Na equagao (3.29), pode-se notar que o tensor de tensao atual depende do tensor ante-

rior. Assim, ao substituir a equacao (3.28) na equagao (3.29), chega-se na seguinte expressao:

{00 2} = AaDi][B1] [B] {0100} + [Da] [BY] {61200} + Aa[Ds] [BY] {10} (3.30)

Reagrupando os termos que multiplicam os mesmos instantes de tempo, tem-se entao:

{Ug,)iQAt} = [A1] [Br(r%)] {0i2a¢} + [B] [B,Sf)] {6iat} (3.31)

onde [/82] = Ag[Dl][ﬁl] + A2[D3]
Para a préxima iteracdo t = 3At, aplicando a férmula geral da equagao (3.26), o tensor

de tensdo fica da forma:

{0m23At} =

(0 Lo V4 4, Lo 1)+
[B 2)} {0i3ae} + (3.32)
(

AQ {51 ant} + As [Bff)] {5z‘,At}>

Substituindo as equagoes (3.28) e (3.31) na equagao (3.32), tem-se:

{0'7(3,)@',3&} =[D;] (Az ([51] [B2] {6i2a¢} + [B2] [BY] {51‘,At})+

As[p] [BSY] {@;At}) + (3.33)

[Do] [B] {0isae} +

[Ds] (A2 [B,(,f)} {0i2a¢} + As [Bﬁ,?)] {@,At})

Expandindo entao a equagao (3.33) a reagrupando os termos com os mesmos instantes
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de tempo, o tensor de tensao se torna:

{07(73,)2',3&5} = [81] [BD] {0isac} + [Ba] [BE] {Si2a} + [Bs] [BY] {0i.ae} (3.34)

onde [fs] = As[D1][B2] + As[D1][1] + A3[Ds].

Assim, prosseguindo da mesma forma para as proximas iteracoes de tempo, pode-se
facilmente expressar o tensor de tensao em qualquer tempo em relagao aos deslocamentos

atual e passados. A relagao recursiva para qualquer iteracao é expressa da forma:

{Ug)m} = Z[ﬁjﬂ] (B {010—jac} (3.35)

onde as matrizes recursivas [;41] sdo determinadas como segue:

[81] = [D] (3.36a)
B51] = AgalDs) + 3 (Ara[Di)[Ba]) Vi =1 (3.36b)

Aplicando a mesma logica para os efeitos de flexao e cisalhamento, obtém-se:

{Uj(‘?z‘),t} = %Wﬂl] [B}Z)] {0i1—jat} (3.37a)
j=0

{Uﬁ?,t} = i[ﬂm] [B&] {816} (3.37D)
J=0

Assim, é possivel expressar a tensao em funcao somente do deslocamento, para qualquer
tempo t. O computo da energia de deformacao do elemento ¢ sera bastante simplificada ao

usar esta ultima expressao. Por definicao, esta energia é computada como segue:

1
Iy =5 / {eia} {oia}dV (3.38)
Vi

Substituindo as equagoes (2.44) e (3.25) na equacao (3.38), expandindo o resultado e

integrando sobre z € [—h/2; h/2], a energia de deformacao do elemento i pode-ser mais uma
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vez decomposta entre os trés efeitos

2
n? =0,

m,i,t

+0?) +nf) (3.39)

c,i,t

2 T
o 115, = 3hs [g {emis} {omis}dS
° H(Z) — {5 } {0 }dS
fiist 2 12 S; \Efat £t

° Hr(:?i),t = 2h2 fs {5czt} {0cir}dS

A partir daqui, o processo de desenvolvimento é feito somente para o efeito de mem-
brana, ja que a logica é a mesma para qualquer um dos trés efeitos. Assim, substituindo as
equagoes (2.42a) e (3.35) na energia de deformagao de membrana da equagao (3.39), ela se

torna:

2, = tha {50)" / B2]" ﬁ+1] B2 dS {5.0ja0) (3.40)

Logo, invertendo os operadores de integral e soma que sao lineares e limitados neste

caso, tem-se

mzt _{5zt} ZhQ myi,j+1 {5115 jAt} (341)

onde

[Im,i,j-H] = /S [ } [5 +1] [an } ds (3-42)

¢ uma matriz de tamanho (28,28) que depende do efeito (m, f ou ¢), do elemento i, e dos
instantes passados j.
Para simplificar o cdlculo da integral da equagao (3.42), muda-se a integragao para o

elemento de referéncia da Figura 2.6.a. A integral pode ser avaliada entao da seguinte forma:

] / / (B (8] [B2) e (3.43)

Observa-se na equagao (3.43) que, ja que a matriz Jacobiano é constante para a malha
escolhida da placa da Figura 2.7, a matriz [, ;11| é também independente do elemento, o

que simplifica bastante os calculos posteriores.
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Prosseguindo na mesma légica para os efeitos de flexao e cisalhamento, obtém-se:

L= 5 00} 212 L] {Gsamsa} (3.44a)
ne, -1 5 {0} Zh Ljia) {0ie jac} (3.44b)
onde
ot = [ [ (2] 1 8] idean (3.452)
Togor] = / 1 / (B2 (8y0) [BY] 1 (3.45)

Finalmente, somando as energias de deformacao . 11? and 1%

moits LLfi czt’ a energia de

deformagao total da camada viscoeldstica (2) pode ser calculada como segue:
1 al
2
Hz(‘,t) =5 {610} Z (i1 {0ii—jnc} (3.46)
=0

onde [Ij1] = ha [Ln ] + 53 U n] + 55 Lol
Dado que [f1] = [Ds], a energia de deformagao do elemento i pode ser reorganizada da

seguinte forma:

1 1
1) = 5 {8} " [KO) {8} = 5 {0} {s:) (3.47)
onde

o [K@] = hy[Lna] 4+ 22 [I;1] + h% [I.1] é a matriz de rigidez associada a parte eldstica

do material viscoeldstico

o {s5;} = — Zjvzll [1j+1] {0i1—jar} é o vetor das forcas viscoeldsticas de tamanho (28,1)
relacionado ao efeito memoria do material. Pode-se ver que ele depende dos desloca-
mentos passados até o ultimo guardado na memoria, justificado pela soma de 1 até V.
Esses esfor¢os sao adicionados ao lado direto da equagao do movimento e considerados
como forcas externas de “amortecimento” aplicadas em cada um dos nés dos elementos

tratados.
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A energia de deformagao das trés camadas é entao determinada somando as trés matrizes

de rigidez elementares como segue:
1 1
Hi,t = 5{5@5}71 [K(e)] {51'7,5} — 5{61",5}T{Si} (348)

onde [K©] = [KW] + [K®] + [K®)] ¢ a matriz de rigidez elementar da subestrutura
puramente elastica no caso do FDM.

A continuidade do desenvolvimento do MEF é classica, consistindo em montar as ma-
trizes e vetor de forcas elementares para o nivel global, e aplicar as equacoes de Lagrange
usando as energias cinéticas e de deformagao globais para encontrar a equacao do movimento

global, a qual possui a seguinte forma:
(M) {ii} + [K9) fw} = {F} + {s9} (3.49)

onde [K (9)] ¢ a matriz de rigidez global puramente elastica no caso do FDM, [M (9)] éa

mesma matriz de massa representada na equagao (2.49),

N,

s} =% [Ij@l} {wejne) (3.50)

J=1

é o vetor global de esforcos viscoeldsticos onde [[ ](_921] ¢ a matriz global advinda da matriz

elementar [[;44] da equagao (3.46).

A equagao do movimento (3.49) é depois resolvida por integracao numérica de Newmark
(para mais detalhes sobre o esquema numérico, ver [58]). Neste método, as forgas viscoelds-
ticas {3(9)} sao computadas a cada nova iteragao de tempo usando a equagao (3.50). Como
mencionado anteriormente, uma das principais vantagens desta nova versao do algoritmo de
Schmidt e Gaul é que o processo de integracao destas forcas é feito fora da integracao do

](9)

; +1}, o que reduz consideravelmente os

Newmark e guardado em memoria nas matrizes [

gasto computacionais.
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3.3 Sistema industrial

Para o painel aeronautico parcialmente tratado representado na Figura 2.8, o procedi-
mento de construcao do MEF ¢ similar ao da secao 3.2.3. No entanto, é necessério realizar
a rotacao das matrizes elementares da secao 2.3.2, antes da montagem a nivel global. E
da mesma forma que na se¢ao 2.3, torna-se imprescindivel tratar os gdls ficticios locais ., e
wj que aparecem no processo de rotacao. Sem este tratamento, a matriz de rigidez effetiva
da integracdo do Newmark [58] pode se tornar singular pelas mesmas razoes. Isto faz com
que a resposta temporal obtida divirja com o tempo, sinonimo de um sistema instavel. Por-
tanto, adicionar as mesmas energias de deformagao ficticias das equagdes (2.55a) e (2.55b)
ajuda a reduzir consideravelmente o nimero de condicionamento da matriz de rigidez efetiva,
possibilitando torna-la inversivel. Consequentemente, todas as matrizes e vetor de esforcos

elementares sdo de tamanho (36,36) e (36,1).



CAPITULO IV

MODELAGEM DE SISTEMAS AEROVISCOELASTICOS

Neste capitulo, a teoria aerodinamica aplicada a placas e painéis curvos contendo tra-
tamentos viscoelasticos por camadas restritas passivas ¢ introduzida dando seguimento aos
desenvolvimentos descritos nos capitulos II e III. Através da teoria do Pistao, um carrega-
mento aerodinamico supersonico/hipersonico é gerado em forma matricial e introduzido nos
respectivos modelos de elementos finitos dos sistemas viscoelasticos. As instabilidade aeroe-
lasticas das estruturas em questao serao analisadas tanto no dominio frequencial quanto no

dominio temporal.

4.1 Teoria aerodinamica

A teoria aerodinamica usada neste trabalho para representar o efeito do escoamento de
ar sobre as estruturas viscoelasticas desenvolvidas é a conhecida teoria do Pistao, introduzida
inicialmente por Lighthill [68]. Trata-se de uma abordagem amplamente difundida para
determinar as caracteristicas do flutter de paneis aeronduticos [69-73]. Segundo esta teoria,
a pressao aerodinamica gerada por um escoamento de ar supersonico/hipersonico sobre um
lado da placa (do outro lado o ar permanece estagnado) pode ser descrita de maneira geral

tal como proposto por Ashley [70]

2var

P Yar — 1 [ Ow ow \ | ver—1
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sendo P, a pressao nao perturbada (pressao distante do sistema), a., a velocidade do som,
Yar @& Tazao entre os calores especificos do ar (=~ 1,4) e Uy a velocidade do escoamento
nao perturbado. A direcdo do escoamento é determinada pela varidavel em relacao a qual é
derivado o deslocamento w na equagao (4.1) (neste caso é a diregao x).

A equagao (4.1) pode ser expandida em série, onde a ordem desta expansao determinard
o grau de nao linearidade da teoria do Pistao adotada. Neste trabalho, usa-se a versao mais
simples da teoria do Pistao linear que ja é suficiente para predizer a ocorréncia de flutter
painel para as duas estruturas de interesse. Entretanto, caso o objetivo do trabalho seja
a determinagao dos deslocamentos e por consequéncia o ciclo limite da estrutura, faz-se

necessario uma abordagem nao linear. Deste forma, a variacdo de pressao se torna [71]

29 | Ow 8w} (4.2)

p_p, =20, oY
o0 ﬁ[m+ ot

sendo q = %anoo a pressao dinamica, p, a densidade do ar, = /M2 —1e ( = ﬁ%ji
onde M., é o numero de Mach.

Nesta ultima equacao, a derivada em relagao ao tempo é responsavel pelo amortecimento
aerodinamico. Na literatura, este termo é muitas vezes desprezado por ter pouca influéncia
[69]. Entretanto, neste trabalho o amortecimento aerodinamico serd considerado no intuito

de se obter um sistema aeroviscoelastico mais completo.

O trabalho gerado pela pressao aerodinamica é entao computado da seguinte forma:

W:—/w—gwms
S
B 2q [ Ow ow
= AE[@?* a}wds

Este trabalho, sendo nao conservativo, é adicionado ao lado direto da equagao do movi-

(4.3)

mento através das equacoes de Lagrange, atuando entao como uma forca externa adicional.
Vé-se que ele, além de depender da velocidade do escoamento Uy, depende também do des-
locamento transversal w. FEsta dependéncia das forcas externas com o deslocamento, e o
deslocamento com as forcas induz o sistema a uma condicao tal que, ao invés de dissipar

energia a estrutura aumenta seu estado energético ao extrair energia do escoamento. Este
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processo pode continuar até o movimento da estrutura apresentar um movimento harmo-
nico e logo um amortecimento positivo resultando em oscilagoes divergentes. A velocidade
em que isto ocorre é dado o nome de velocidade critica de flutter. A partir deste ponto, a
instabilidade gerada torna o sistema autoexcitado [3].

A teoria do Pistao é aplicada para um escoamento supersonico, ou até hipersonico, o
que define M., = 1 como sendo o limite inferior de validade de teoria. No entanto, muitos
autores afirmam que o verdadeiro limite inferior é em torno de M., = 1,7 [72, 74, 75], fato
que soa bastante coerente, uma vez que o parametro ¢ exige a condicio M. > /2 para ser
definido.

Por outro lado, a versao da teoria do Pistao da equacao (4.2) vale para painel plano.
Para painel curvo como o apresentando nas se¢oes 2.3 e 3.3, é geralmente preciso um ajuste da
teoria, como mencionado no trabalho do Krumhaar [76]. Porém, neste trabalho, a geometria
curva do painel industrial foi aproximada somente por elementos planos, cuja quantidade foi
escolhida grande o suficiente para evitar o uso de elementos finitos curvos para representar
a dinamica estrutural. Consequentemente, o ajuste desenvolvido por Krumhaar, mesmo que
necessario, nao pode ser aplicado a estes elementos planos. Além disso, se a direcao do fluxo
é imposta como sendo na dire¢ao sem curvatura do painel (ou seja y local na Figura 2.9),

este reajuste nao é mais necessario.

4.2 Introducao no modelo de elementos finitos

Os esforgos aerodinamicos sao introduzidos nos modelos desenvolvidos nos capitulos 11
e I1I, através do principio de Hamilton, ao computar o trabalho virtual elementar. Usando
a equacao (4.3), este trabalho virtual pode ser expresso da seguinte forma:
2q | Oow ow
W, =—| —|=—+(=|0wdS 4.4
‘ /s I6; [8x ot (44)
Passando a integral no elemento de referéncia da Figura 2.6.a e substituindo a interpo-

lacao do deslocamento transversal w da equacao (2.33) na equagao (4.4), pode-se decompor
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o trabalho virtual elementar em duas partes:

a

oWi = =2 {807 [AL]) {0;} — v {86:}" [4] {6} (4.5)

sendo

[Aﬁe)} = fjll fjll [N] ™[22 ] | J|d€dn a matriz de rigidez aerodindmica elementar. Esta

matriz nao é simétrica nem antissimétrica.

[Aff)} = [ fjll [Nw]T[Ny]|J|dEdn a matriz de amortecimento aerodindmico elemen-

tar,

2 ~ oA .
A= Fq a pressao aerodinamica

v = A( um parametro associado ao amortecimento aerodinamico

Nota-se na equagao (4.5) que os parametros aerodinamicos foram fatorados das matrizes
por nao dependerem do espaco. Vé-se também que as matrizes aerodinamicas nao dependem
do elemento no caso da placa, dado que a matriz Jacobiana também é constante. Para o
painel curvo, ja que nem todos os elementos tém necessariamente o mesmo comprimento,
estas matrizes podem variar.

Logo, prossegue-se com as etapas de rotagao das matrizes (somente para o painel curvo),
a montagem das matrizes ao nivel global, e equacgoes de Lagrange como feito nos capitulos
IT e III. As novas matrizes aerodinamicas globais [A&")] e [A,Ef”] por multiplicarem os des-
locamentos nodais podem ser colocadas do lado esquerdo da equacao do movimento global.

No dominio da frequéncia a equacdo (2.50) assume a seguinte forma:
(—w? [MO] +iwy [AP] + [K] + G(iw) [KP] + X [AP]) {U} = {F} (4.6)
e no dominio do tempo a equacdo (3.49) se torna:
(M) Liig} +~ [A9] L} + ([K9] + A [A9]) {u,} = {Ft(g)} +{s9} (47

As equagdes do movimento (4.6) e (4.7) representam finalmente os sistemas aerovisco-
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elasticos completos.

4.3 Predicao do flutter

4.3.1 Na frequéncia

A busca do flutter de painel aeronautico no dominio da frequéncia é classica, consis-
tindo em computar o problema de autovalor do sistema para varios valores de velocidade
do escoamento do ar. A velocidade critica é a velocidade a partir da qual um dos fatores
de amortecimentos modais se torna positivo. Para sistemas aeroeldsticos conservativos, isto
corresponde a coalescéncia de dois modos. Entretanto, na presenca de material viscoelastico
esta coalescéncia nao necessariamente acontece [14], provavelmente devido ao amortecimento
envolvido. Portanto, somente os fatores de amortecimentos modais podem predizer a insta-

bilidade. O problema de autovalor associado a equagao (4.6) é definido como segue:
(0 [M9] +py [AP] + [KE] + Gp) [K] + A [A]) {6} = {0} (4.8)

Devido a presenca do amortecimento aerodinamico, a equagao (4.8) é um caso particular
de problema de autovalor quadratico (PAQ) [77]. Para resolvé-lo no caso geral é preciso
linearizar a equagao (4.8) passando-a no espago de estado, e resolver o novo problema de
autovalor linear correspondente de ordem 2N (onde N é a ordem do problema original
quadratico). Portanto, ndo ha outra possibilidade de solugdo a nao ser dobrar a ordem do
sistema, o que necessariamente deixa o tempo de computagao maior.

Por outro lado, uma desvantagem e outra dificuldade trazida pelo material viscoelastico
¢ a dependéncia do sistema com a frequéncia para uma dada temperatura de operacao
fixa, que pode ser vista na equagao (4.8) através do médulo complexo G(iw). De fato, as
frequéncias naturais sao obtidas através dos autovalores, porém os autovalores dependem
das matrizes globais que dependem da frequéncia, o que sugere a adog¢ao de um processo
iterativo sobre as frequéncias naturais que, infelizmente, também aumenta em muito os gastos
computacionais. Além disso, o problema se torna obrigatoriamente complexo, o que também

deixa a resolucao mais demorada.
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Finalmente, uma ultima dificuldade é que o problema é nao auto-adjunto. De fato,

devido a presenca da matriz de rigidez aerodinamica [A,(wg)] , a matriz p? [M (9)} +py [Agg)} +

[Ke(g )} + G(p) [Kz(,g)] +A [Aq(:q)} nao é mais simétrica, o que obriga a usar outros algoritmos
de resolugao de problema de autovalor que sao mais lentos (utilizar uma decomposigao QZ,
chamada também de decomposicao geral de Schur, em vez da classica decomposicao de
Cholesky).

Todas estas dificuldades tornam a predicao do flutter muito cara em termos de tempo
computacional, e justifica o uso de técnicas de redugdo de modelos (que serdo propostas no

capitulo V). O principio de busca desta instabilidade na frequéncia, resumido na Figura 4.1,

é o seguinte:

Algoritmo 1

1. Computa-se as matrizes globais do MEF, define-se um intervalo AU com N; velocidades
de valor U;, o nimero NV; de frequéncias naturais w; para avaliar, uma temperatura T,

e uma tolerancia tol.

2. Para uma velocidade U;, realiza-se o processo iterativo sobre cada uma das frequéncias

naturais wj.
3. O processo iterativo sobre a frequéncia natural w; consiste nas seguintes etapas

e Chutar um valor dela inicial wy, por exemplo wy = 0

e Computar o valor do médulo complexo G(p) para este valor de frequéncia, ou seja

G(p) = G(wo, To)

e Resolver o problema de autovalor quadratico da equagao (4.8), através do qual é

extraido o novo valor de frequéncia w;

e Se o erro relativo deste novo valor em relagao ao chute wy nao for inferior a

tolerancia tol, computar novamente o problema de autovalor com wy = w;

e Repetir estas etapas até chegar na tolerancia imposta

4. Analisar a proxima frequéncia natural tal como j = j + 1
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5. Prosseguir com a proxima velocidade de escoamento tal como i =17+ 1

Construcdo do MEF I

/= Inicio do laco sobre U com U, I

/{ Inicio do lago sobre e com - |

!

I Chute inicial da frequéncia tal como wg = 0 I

wWp = (UJ, | . \|/
2| Célculo de G(w,,T) I

!

Problema de autovalor:
@2 [MD] +pr[a, 9] + [, 9] + 6|k, D] + 2[4, 9]){¢} = {0}

Figura 4.1 — Fluxograma da resolugao do flutter na frequéncia

4.3.2 No tempo

No que se refere a painéis aeronauticos exclusivamente no dominio do tempo, vastos
sao os trabalhos que visam determinar as velocidades criticas e até caracterizar o ciclo limite
destas estruturas em flutter [71, 78-81]. Entretanto, quando aplicado algum tipo de controle
de vibragao, o volume de trabalhos publicados no dominio do tempo diminuem considera-
velmente, principalmente quando o tipo de controle for passivo via utilizacao de material
viscoeldstico. Para sistemas aeroviscoeldsticos, as poucas andlises de flutter disponiveis na
literatura sao feitas exclusivamente no dominio de Laplace ou da frequéncia [18, 19]. Um
unico trabalho de flutter usando a abordagem FDM no dominio do tempo foi aplicado para
um sistema representado por uma bandeira [17]. Portanto, uma das contribuigoes deste tra-

balho é a proposicao de uma metodologia para a analise de flutter no dominio do tempo de
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sistemas aeroviscoelasticos. Esta é uma alternativa interessante do ponto de vista da analise
do flutter, pois serve de comparacao com os resultados obtidos pela abordagem na frequén-
cia, a qual pode apresentar eventuais erros numeéricos devido a complexidade do problema a
ser resolvido (problema de autovalor quadratico complexo, nao auto-adjunto e dependente
de frequéncia e temperatura).

Por definicao, um sistema instével é caracterizado por uma resposta que diverge com
o tempo quando perturbado da sua posicao de equilibrio. Mais precisamente, a velocidade
critica de flutter pode ser encontrada identificando a velocidade para a qual o movimento é
puramente harmonico, ou seja, nem amortecido e nem divergente. Isto corresponde a pelo
menos um fator de amortecimento modal nulo. Para determinar esta velocidade, aplica-se o

principio apresentado na Figura 4.2 que consiste nas seguintes etapas:

Algoritmo 2

1. Construir as matrizes [M )], [AE;’)}, (K9] e [Agg)] da equagao (4.7) para uma tem-

peratura T,. Construir as N; matrizes recursivas [I j(i)l} para o futuro calculo das forcas
viscoelasticas {s(g)} segundo a equagao (3.49). Criar uma forca de excitacdo externa
(do tipo impulso). Definir um intervalo grosseiro AU contendo N; velocidades U; (ter

certeza de que a velocidade critica se encontra dentro do intervalo);

2. Laco 1: Para cada velocidade U; de AU, computar a resposta transiente pela integracao
numérica de Newmark (para cada U; tem-se um lago sobre o tempo da integragao do
Newmark, e para cada iteragao de tempo tem-se o lago sobre j para computar as forgas

viscoeldsticas {3(9)}, ou seja, existem trés lagos em cadeia neste nivel do algoritmo);

3. A partir das respostas obtidas no lago 1, criar o intervalo refinado [U;; Up] no qual U; e
U;, sao respectivamente as velocidades consecutivas para as quais o sistema ainda esta

convergindo e depois divergindo;

4. Lago 2 : Dentro deste intervalo refinado, buscar o fator de amortecimento igual a zero

ao aplicar o principio de dicotomia de seguinte forma:
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(a) Computar a resposta transiente para a velocidade U* = @

(b) Realizar o teste do movimento harmonico: varios méximos de amplitudes s@o
avaliados em um trecho no meio do sinal e comparados com 0s maximos no fim
do sinal. Se a diferenca relativa entre a média destes dois conjuntos for menor que
uma tolerancia, determina-se que o movimento é harmonico, logo determina-se a

velocidade critica U* = U,.. Caso contrério, prossegue com a préxima etapa.

(c) Se a resposta para U* converge, entao o novo intervalo de velocidade é [Uy; U]

onde U; = U*. Senéo o novo intervalo é [U; U] onde U, = U*.

5. Repetir estas etapas até chegar na tolerancia imposta.

Construcdo do MEF. das matrizes recursivas,
da forc¢a externa. defini¢do do intervalo AU

v

Lago 1 : Calculo das N, respostas transientes de AU
]

Construcdo do intervalo refinado [U;; U]

I Inicio dolago 2 I

)

U +Up
2

T Respostapara U* =

U, =U

Movimento
harménico ?

Resposta
converge ?

Fim

Figura 4.2 — Fluxograma da resolugao do flutter no tempo

Aplicando o principio descrito acima, pode-se determinar a velocidade critica de flutter,
tanto do sistema puramente elastico quanto do sistema aeroviscoelastico. E um principio
simples, mas, dependendo dos parametros usados para a integracao de Newmark (passo de
tempo, intervalo de tempo) e do comprimento de memoria N; do FDM, pode aumentar

bastante o tempo de predicao, especialmente no caso do painel industrial. Isto mais uma
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vez motiva o uso de métodos de reducao de modelos, sendo considerada esta também, mais

uma contribuicao advinda com o desenvolvimento deste trabalho.



CAPITULO V

REDUCAO DE MODELOS

Neste capitulo, apresenta-se uma nova metodologia de reducao aplicada a sistemas
aeroviscoelasticos com o propdsito de predizer a instabilidade aeroelastica de flutter nos
dominios da frequéncia e do tempo. O objetivo é reduzir tempo da calculo da andlise de
flutter, que é extremamente onerosa do ponto de vista computacional, afim de torna-la viavel
mesmo para sistema sistemas aeroeldsticos de interesse industrial. Outro objetivo, além de
reduzir o tempo de calculo é reproduzir da maneira mais fiel possivel o comportamento do

sistema original (ou sistema completo), ou seja, fornecer uma aproximacao de alta precisao.

5.1 Na frequéncia

Como demonstrado na segao 4.3.1, o principio da busca da instabilidade de flutter é
um processo complexo e demorado para se obter uma solucao. Isto se torna ainda mais
critico para estruturas industriais de grande escala e com geometria complexa. No entanto,
os correspondentes gastos computacionais podem ser reduzidos ao assumir que a resposta do

sistema completo de ordem N da equagao (4.6) pode ser aproximada da seguinte forma:

wy={0} = 1{n} (5.)
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onde [T'] é uma base de redugao de tamanho (N, Ng) onde Ng < N e {n} é o vetor de coor-
denadas generalizadas. Fala-se entao que a solucao completa é projetada em um subespaco
gerado por uma familia de vetores {7}},—1 v,

Ao substituir a equacao (5.1) na equacio (4.6) e pré-multiplicar por [T]T, obtém-se a

seguinte equagao do sistema aeroviscoelastico reduzido:
(—a? [MO] 4wy [AD] + [KO] 4+ Glw) [KO] + A [AC]) () = {FO} (52

onde [MO] = [1)7 [MW] (1), [K] = ()7 [K&] (1), [K0] = (11" [K89] (1), [40] =
vk [A,(ng)} (17, [AS")} = [T]F [Agg)} [T) e {F"W} = [T]"{F¥} sdo, respectivamente, as
matrizes reduzidas de massa, rigidez elastica, rigidez viscoelastica, rigidez aerodinamica e
amortecimento aerodinamico de tamanho (Ng, Ng) e o vetor reduzido de forgas externas de
tamanho (Ng, 1).

Nota-se que a equagao do movimento passou de uma ordem N a uma ordem considera-
velmente menor Ny, o que leva a uma redugao significativa nos tempos de calculos para as
analises de FRF ou de autovalores. Porém, isto somente é relevante se a qualidade da apro-
ximacao da solucao completa for aceitavel. Esta condicao é satisfeita se a base de reducao
escolhida conseguir representar o real comportamento dinamico da estrutura. Portanto, a
escolha dos vetores compondo esta base é obviamente a etapa mais delicada do processo de
reducao.

Geralmente, para sistemas dinamicos contendo amortecimento estrutural ou viscoso,
uma base de reducao composta pelos autovetores do sistema conservativo associado é uma
escolha relativamente confidavel para reduzir o modelo completo, ja que as matrizes sao cons-
tantes [27]. Contudo, para sistemas aeroviscoeldsticos como o representado pela equacao
(5.2), a construcao da base [T] ¢ mais complicada, devido & dependéncia do sistema com a
frequéncia e a temperatura. Portanto, a proposicao de uma base eficiente neste caso é um
desafio. No entanto, uma primeira proposta consiste em um base simples [®y], criada pelos

modos normais obtidos da seguinte equacao:

(—w2 [M©] + [Kég)}) (U} = {F} (5.3)
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sendo [K (()g )] = [K (g )} +Gy [Kl(,g )] a matriz de rigidez estrutural associada ao comportamento
assintético de baixa frequéncia e Gy = G(wy, T,) 0 médulo complexo em baixa frequéncia
(ou seja wy = 0). Dado que para esta frequéncia, o comportamento do material viscoeldstico
¢ puramente elastico, a matriz [Kég )} ¢ real.

Esta foi a estratégia abordada por Shin et al. [16]. Porém, esta base nao considera de
forma alguma a dependéncia do sistema com a frequéncia e a temperatura, nem a alteracao
do comportamento dindmico trazido pelos efeitos aerodinamicos. Em [82], Cunha et al.
mostraram que esta base [®g] é efetivamente insuficiente para representar corretamente o
sistema completo original. Entretanto, partindo desta, o Método de Ritz Enriquecido (ERM)
inicialmente proposto por de Lima et al. [27] pode ser facilmente adaptado neste trabalho.
Ele tem a vantagem de evitar a solucao de problema de autovalor quadratico complexo
nao-adjunto e dependente da frequéncia que exige um custo computacional consideravel.
O método ERM propde enriquecer a base inicial [®g] = {th ¢y -+ ¢n,| com residuos

-1
estaticos de forgas externas {Ry} = [Kég)] {b} (sendo {b} um vetor de forga estatico

composto exclusivamente de 0 exceto no gdl a ser excitado onde o valor vale 1), residuos
-1
estaticos de forcas viscoeldsticas {R,} = [Kég)] [Kég)] [@o] e residuos estaticos de forgas
-1
aerodinamicas {R,} = [Kég)] [A&g)} [®g]. Assim, a nova base enriquecida do ERM é da

forma:

[TerM] = {@0 R, R, Ra} (5.4)

No entanto, como sera mostrado neste trabalho, a base [Tgga| nao é capaz de represen-
tar fielmente as modificagoes provocadas pela aerodinamica do sistema, apesar de conseguir
aproximar as respostas dinamicas de um sistema puramente viscoelastico com uma preci-
sao consideravel [27]. Assim, é necessario propor uma base de redugao mais eficiente para
determinar a velocidade critica de flutter do sistema aeroviscoelastico completo.

Outra base que sera avaliada neste trabalho, chamada de método Multi Modelo Enri-
quecido (EMM) e baseada nos desenvolvimentos feitos por Balmes et al. [22], foi também
criada originalmente para aproximar o comportamento de sistemas viscoelasticos. A ideia
principal deste método reside no fato de considerar a alteracao do comportamento dinamico

do sistema com a frequéncia ao fornecer informagoes modais para frequéncias mais elevadas.
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Neste contexto, no trabalho de Balmes et. al. [22], sdo computados os subespacos de au-
tovetores advindo dos problemas de autovalor para os quais o médulo complexo é definido
tal como G(Wpmin, Ty) € G(Wmaz, Ty), onde wWmin = 0 € Wiee $80 0s extremos da banda de
frequéncia avaliada. No caso aeroviscoelastico do presente trabalho, propoe-se adaptar as
ideias de Balmes et al. adicionando pelo menos a parcela de rigidez aerodinamica no pro-
blema de autovalor (a adigdo do amortecimento nestes problemas de autovalores preliminares

geralmente nao mostrou influéncia alguma). A formulagao é reescrita da seguinte forma:
(—w? [MW] + [K9] + G(iw) [KD] + X [A9]) {¢} = {0} (5.5)

A equagao (5.5) é avaliada para os dois extremos de frequéncia com G (iwmin) € G(iwWmaz)
e o parametro lambda é definido grande o suficiente para fornecer mudancas significativas
dos modos normais associadas aos efeitos aerodinamicos do problema. O ideal seria impor
exatamente o lambda critico, porém como esta é a solucao final do problema, a mesma nao
é conhecida por defini¢cdo. Portanto, a base do método multi-modelo enriquecido (EMM) é

determinada aqui da seguinte forma

(Termm] = {@0 (I)wmm] (5.6)

Nota-se que, apesar de ser necessario resolver dois problemas de autovalores, a vantagem
deste método em relacao ao método ERM é que, obtém-se uma base dinamicamente mais
rica, uma vez que informagoes da alteracao do comportamento dinamico para frequéncias e
pressao aerodinamica altas é adicionada. Além disto, o fato de estar resolvendo um problema
de autovalor ndo quadratico simples (nao ha presenga de amortecimento aerodinamico) e
independente da frequéncia é mantida. Em contrapartida, o ponto fraco do método é que é
necessario resolver um segundo problema de autovalor que é desta vez complexo e nao auto-
adjunto, o que consequentemente pode aumentar os gastos computacionais para sistema de
grande escala. Além disso, o parametro A da equacao (5.5) pode ter muita influéncia sobre
a precisao da reducao, e um valor étimo deste 1ltimo pode ser dificil de encontrar.

Um terceiro método usado neste trabalho, chamado de Método de Ritz Enriquecido
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Iterativo (IERM), se baseia nos desenvolvimentos de Balmes et al. [23, 24] cujo propdsito
é reduzir modelos de elementos finitos de estruturas amortecidas acoplados com fluidos in-
compressiveis. Como o sistema é dependente da frequéncia, os autores propoem uma base de
reducao fundamentada com autovetores advindos do problema conservativo [®¢] e a enrique-
cem com informagoes dinamicas do problema aeroviscoeldstico completo da equagao (4.6). A
insercao de autovetores com informacoes dinamicas ¢ feita através de um processo iterativo
pelo qual valores especificos de frequéncia sao utilizados. Estes valores correspondem aos
autovalores associados aos autovetores da base [®g]. O processo iterativo é regido por um
critério baseado na energia de deformagao do sistema. E importante salientar que a adapta-
cao feita do método de Balmes et al. para o caso aeroviscoeldstico a seguir é a inclusao de
diferentes velocidades no método iterativo de construcao da base, fato que enriquece a base
nao somente com informacoes puramente dinamicas, com também fornece caracteristicas
aerodinamicas necessarias.

O algoritimo de construgao da base iterativa é resumido na Figura 5.1 e explicado passo-

a-passo na sequencia.

Algoritmo 3

1. Computagao da base inicial [®¢] do sistema conservativo associado segundo a equagao
(5.3). Desta base inicial, sao utilizados somente os Ng primeiros autovetores (modo
de corpo rigido incluidos) e as Ny primeiras frequéncias naturais wy (removendo os
modos de corpo rigido). Define-se também uma tolerancia tol, uma temperatura 7,
um vetor de excitacdo {b}, e um intervalo de velocidade grosseiro AU contendo Ng
velocidades Uy, que deve respeitar os limites de validade da teoria aerodinamica e conter
a velocidade critica a ser determinada (geralmente se pega o mesmo AU do que o AU

do algoritmo 1). Inicializa-se a base de reducao tal como [Trgrn| = [Po].

2. Inicia-se o laco variando k de 1 até Ni: Para cada k, computa-se a matriz de rigidez

dindmica [Z] = (—w,% [M©)] + [Kég)} + G(iwy, T,) [qug)] + M [Agg)D onde A\, = 25%

depende da velocidade U. Define-se entao um erro inicial € = 1 < tol
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(a) Inicia-se o segundo lago sobre o erro e, com a computagao da matriz de rigidez

dinamica reduzida [Z(T)] = [TIERM]TZ[TIERM]

(b) Computa-se a resposta dinamica reduzida {n} = [Z"] [ T;zru]” {b} e a aproxi-

macao da resposta completa correspondente {U} = [Tyzru]{n}

(c) Computa-se o residuo de forca devido ao erro de aproximacao tal como {R;} =
[ZI{U} = {b}
(d) Logo computa-se o residuo estético de deslocamento associado a este residuo de

-1
forga tal como {Ry} = [Kég)} {R;}

3. Computa-se entao o novo erro comparando as energias de deformacgao do residuo e da
{Ra}" [K$"|{Ra}
{0} [ {o}

tol, volta-se na etapa 2 com a préoxima iteracao k = k + 1. Senao as partes reais e

aproximacao tal como € = Se este erro for menor do que a tolerancia
imaginaria do atual residuo de deslocamento {R,;} sao adicionadas & base [Tigru],
esta é depois ortogonalizada para manter a base de posto cheio (do inglés full-rank), e

volta-se na etapa 2.a com a nova base atualizada.

Observa-se primeiro que a alteracao do comportamento dinamico devido aos efeitos
viscoelasticos e aerodinamicos é levada em consideracao através da mudanca dos parametros
wg € lambday dentro da matriz de rigidez dinamica do sistema completo. Vé-se que estes
dois ultimos possuem o mesmo indice k, fazendo com que os dois efeitos sao de certa forma
associados. No caso ideal, teria que dissociar os mesmos usando entao dois indices diferentes.
No entanto, para simplificar a implementacao, somente um indice k é utilizado.

Por outro lado, pode ser visto no algoritmo da Figura 5.1 que, a cada iteracao k, mais
de um residuo pode estar adicionado a base dependendo do erro €. Portanto, a ordem da
base final pode se tornar maior do que a ordem da base do método ERM por exemplo. Este
fato faz com que os célculos com a base IERM sejam relativamente mais caros. Porém com
este processo iterativo usando residuos estaticos de deslocamentos baseados no critério da
energia de deformacao, a aproximacao demostra uma qualidade consideravelmente superior,
fato que serd demonstrado no capitulo VI. Além disso, como para os outros métodos, a base

conserva a vantagem de permanecer constante uma vez construida.
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Figura 5.1 — Algoritmo do processo de construgao da base do método IERM

O vetor de excitacao {b} usado no algoritmo é também um parametro cuja escolha deve
ser feita com atencao. De fato, no caso de uma andlise de FRF, este é o mesmo vetor do que
o vetor booleano (cheio de 0 e 1 para selecionar quais gdls sao excitados) utilizado para a
computacao da FRF do sistema completa. Ja para o caso da analise de flutter, como nao se
sabe qual gdl excitado fornecera a base de melhor qualidade, é conveniente adotar um vetor
{b} cheio de 1, ou seja, excita-se todos os gdls de forma unitaria para a construgao da base.
Esta estrategia mostrou resultados mais precisos.

E importante salientar que existem varios outros métodos de reducao para o caso de
sistemas viscoeldsticos que poderiam ser adaptados ao caso aeroviscoelastico, como os méto-
dos apresentados por Rouleau et al. [26]. Todos estes foram implementados e comparados,

porém somente os de maior relevancia para o caso aeroviscoeldstico sao aqui tratados.
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5.2 No tempo

Como visto na secao 4.3.2, a predicao do flutter no dominio do tempo é um processo
caro computacionalmente que envolve um conjunto de lagos em cadeia dentro do préprio
laco do Newmark. Isto torna o tempo de computagao muito alto, mesmo com a melhoria do
algoritmo do Schmidt & Gaul desenvolvida na secao 3.2.3. Portanto, o uso de métodos de

reducao ¢ mais uma vez imperativo, especialmente para a estrutura industrial da secao 3.3.

5.2.1 Redugao tipica

Ao contrario da reducao de modelos no dominio da frequéncia, a reducao no dominio
do tempo nao é tao classica e ébvia. Portanto, é muito importante analisar quais sao os pro-
cessos que levam mais tempo na computacao das respostas transientes, e poder reduzi-las
com eficiencia. Como descrito no algoritmo 2, o flutter é determinado ao avaliar a conver-
géncia/divergéncia das respostas transientes que sdo computadas por integra¢ao numérica
de Newmark. Neste esquema numérico, exitem duas grande etapas a serem feitas para cada
iteracao de tempo que sao o calculo das forcas viscoelasticas {3(9)} segundo a equacao 3.50,
e o inverso da matriz de rigidez efetiva do processo de integracao de Newmark. Uma reducao
classica como feita por de Lima et al. [43] consistiria entdo em reduzir a ordem da matriz de
rigidez efetiva ao pré- e pés-multiplica-la por uma base de redugdo convencional (determi-
nada por pseudo-modos de um problema conservativo) e assim reduzir o tempo de calculo do
inverso. Porém, por este processo, nota-se que o tempo de célculo é praticamente inalterado.
Isto vem do fato de que o que mais leva tempo de calculo nao é o inverso da matriz de rigidez,
e sim o calculo das forcas viscoeldsticas. Para comprovar esta afirmacao, é feito um rapido
exemplo utilizando a placa sanduiche viscoelastica definida pelos parametros da Tabela 6.1.
E possivel computar os tempos de calculo requeridos para realizar cada uma das duas etapas
para cada iteracao da integracao do Newmark. Os resultados sao apresentados na Figura
5.2. Nota-se que o tempo médio de calculo das forcas {s(g)} em torno de 68ms é de fato
mais importante do que o tempo médio do inverso da matriz de rigidez efetiva em torno de
3,7ms. Isto é explicado pelo fato destas forcas serem computadas elemento por elemento.

Portanto, quanto mais refinada for a malha, mais demorada se tornara esta etapa.
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Figura 5.2 — Gastos computacionais das duas etapas principais na integracao do Newmark

Neste contexto, a ideia para criar uma forma de reduzir um modelo aeroviscoeléstico
no dominio do tempo ¢é a seguinte: além de reduzir a ordem da matriz de rigidez efetiva, se
reduz também o gastos computacionais associados a computacao dos esforcos viscoelasticos.

Para isto, inicia-se ao considerar a aproximacao seguinte:

{u} = {w} = [THm} (5.7)

Esta aproximacao é substituida na equacao do movimento completa (4.7) e esta dltima
é pre-multiplicada pelo transposto da base de reducao. Obtém-se entao a seguinte equagao

do sistema reduzido:

(MO iy +4 [AD] i + ([KO]+ A [AD]) fn} = {EO} + (s} (5.8)

onde [M®)] = [T)" [M@] (7], [K] = [T" [K9] [7], [A0] = (1" [49] (1]  [A"] =
[T]T [Afng)} [T] sao, respectivamente, as matrizes reduzidas de tamanho (Ng, Ng) de massa,
rigidez estrutural, amortecimento aerodinamico e rigidez aerodinamica, e {Ft(r)} = [T]T {Ft(g )}
e {s"} = (7" {59} sao os vetores reduzidos de tamanho (Ng, 1) de forgas externas e forcas

viscoelésticas.

A reducao classica termina nesta etapa. Entretanto aqui é dado mais um passo quanto
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ao vetor {5(7")}. Este processo € feito da seguinte maneira: primeiro é substituida a aproxi-
magao (5.1) na equagdo (3.50) para obter a aproximagao das forgas viscoeldsticas da seguinte

forma:

{5(9)} = {g(g)} = Z |:[](—g&-)1:| ARTINY: (5.9)

Na sequéncia, é substituida a equacao (5.9) no calculo do {s(r)} ao pre-mutliplicar pelo

transposto da base como segue:
N,
{57 =>_ [f fi)l] {h—jact (5.10)
j=1

r T
onde [I; jl} — [T [f;_ggl] 7]
Ao realizar esta etapa adicional de reducao, vé-se que o lago sobre j de 1 até N, de alto
custo de cédlculo de multiplicacao matricial é aliviado uma vez que a matriz envolvida foi

reduzida da ordem N para a ordem Ng.

5.2.2 Escolha da base

Como mencionado na se¢ao 1.2.2.2, nao existe até o presente na literatura nenhum tra-
balho de redugao de modelos para sistemas aeroviscoelasticos no dominio do tempo. Tam-
bém, os trabalhos de reducao que envolvem a abordagem FDM sao bem raros. Um dos
unicos trabalhos nesta temdtica foi feito por de Lima et al [43], tratando de uma placa
sanduiche viscoelastica com molas nao lineares. A base de reducao proposta pelos autores
no caso linear simples é baseada no emprego da base ERM definida na equacao (5.4). Uma
primeira proposta de base adaptada ao caso aeroviscoeléstico seria entao de repetir esta ideia
original, usando os modos normais do sistema conservativo associado, e residuos estaticos
de forca computados através da inversao matricial. Portanto, partindo da equacao global do

movimento (4.7), se resolve o seguinte problema de autovalor:

(—w? [M@] + [K9]) {¢} = {0} (5.11)

do qual se tira a matriz de autovetores normais [Po] = ¢, ¢ - @y, |-
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A estes autovetores sdo acrescentados os seguintes residuos estaticos [43]

{Ry} = [K9] " {0} (5.12a)

(R} = [K9) 7 [KP] (@] (5.12b)

sendo {b} um vetor de forga estética (com o valor 1 no gdl excitado, e 0 para todos os outros)
e [Kég)} a matriz global associada a matriz elementar [K (2)] da equagao (3.47).
A adaptacao da base original de de Lima ao caso aeroviscoeldstico é entao feita com os

seguintes residuos aerodinamicos:
{R} = [K9] " [AD)] @] (5.13)

Reagrupando todos os autovetores e residuos, a primeira base analisada pode ser for-

mulada como

(Terum| = {cbo R, R, Ra} (5.14)

Alternativamente, o método EMM da secao 5.1 nao pode ser mais adaptado no do-
minio do tempo dado que nao é mais possivel resolver o problema de autovalor usando o
modulo complexo neste caso. O método IERM também nao pode ser adaptado no tempo,
principalmente porque o cdlculo de residuo de forca é impossivel neste caso, dado que nao se
sabe o for¢a exata que excita o sistema no tempo t. De fato, dado que a forga total externa
na integracao numérica de Newmark depende das forgas viscoelasticas {3(9)} computadas a
partir da aproximacao de {3(9)} segundo a equagao (5.9), ela é também aproximada. Como
nao se sabe a forga exata, nao é possivel computar um residuo de forca e consequentemente
também nao ha como computar residuos estaticos de deslocamentos associados, o que é a
base do principio do método IERM.

Uma base 6tima seria obviamente os verdadeiros modos de vibrar do sistema aerovis-
coelastico. Porém, na abordagem temporal, eles sao inacessiveis pois nao é possivel nesta
abordagem resolver o problema de autovalor complexo com dependéncia da frequéncia. Por
outro lado, seria razodvel pensar que os autovetores [®g] da parte conservativa associada

nao tém a capacidade de representar o sistema de maneira confiavel, pois sao reais, logo
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nao levam em conta a defasagem entre os diferentes pontos da estrutura tipica de modos
complexos e material viscoelastico. Uma nova proposta neste trabalho é de conseguir trazer
esta informacao de defasagem sem passar pelo problema de autovalor. Para isso, a ideia é
computar a resposta transiente do sistema completo frente a um impacto, o qual excita todos
os modos da estrutura. Neste curto tempo no qual a parte homogénea do sistema ainda esta
respondendo (pois ainda nao foi completamente amortecida), sdo guardados um certo nu-
mero de vetores globais de deslocamentos do sistema {u;}, os quais sao ricos em informagao
modal complexa. A légica como um todo é, quanto mais vetores sao utilizados, mais infor-
macao sobre a defasagem entre os pontos na estrutura seria obtida, em contrapartida mais
os vetores serao semelhantes. Esta ultima consequéncia torna a futura base de posto nao
cheio (ou seja com informagcao redundante), o que pode levar a uma matriz de rigidez efetiva
reduzida proxima de singular. Para evitar este problema, é imprescindivel recorrer a uma
ortogonalizacao da base inicial, fazendo como que os vetores da base se tornem ortogonais
entre si, e esta sempre permanega de posto cheio.

Outra consequéncia desta nova proposta é que sera preciso realizar uma pré integracao
de Newmark do sistema completo, para poder resolver a integragao de Newmark do sistema
reduzido. Esta observagao pode parecer paradoxal a primeira vista, ja que é desejado resolver
o sistema reduzido para determinar o completo, mas nao o contrario. Nao obstante, a ideia
é de computar a resposta completa somente para um tempo muito curto, associado a parte
homogénea e t < N;At, onde At é o passo da integracao numérica. De fato, para t < N;At,
dado que o sistema é assumido no repouso inicialmente, nao é preciso realizar a soma até
N, para computar o vetor {s9} (j4 que neste intervalo {u;_ja;} = {0} VjAt >1t). O
calculo dos { 5(9)} e portanto da resposta {u;} é entdo muito mais rdpida neste intervalo, e
este processo de “pre-Newmark” completo nao prejudica de maneira importante a eficiéncia
de reducao, como sera visto no capitulo VI.

Esta nova base, que é chamada de [Tjgy] (por Vetores Respostas ao Impacto) é entao

da seguinte forma:

[TIRV] = U, Uy - utNR (515)

onde os instantes ¢; sdo escolhidos como equidistantes no intervalo de tempo [0; N;A¢].
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Como mencionado acima, desta base inicial obtida por uma pré-integracao de Newmark,
realiza-se uma ortogonolizagao dos vetores através da transformacao de Gram-Schmidt (dis-
ponivel no cédigo Matlab® como a funcio “orth”). Caso a base inicial nio seja de posto
cheio, a ortogonalizacao ira entao reduzir a sua ordem, removendo vetores redundantes até
obter uma matriz ortogonal.

Sera analisada entao no capitulo VI a influéncia dos parametros IN; e N sobre a precisao

da aproximagao.



CAPITULO VI

SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados dos métodos de reducao aplicados as
estruturas cujos MEFs foram desenvolvidos dos capitulos II e III, tanto no dominio da
frequéncia quanto no tempo, e sao avaliados com respeito a sua precisao e eficiéncia. As in-
fluéncias da ordem da base, da malha e outros parametros sao analisadas através de FRF's e
predicao de flutter. Todos os cédlculos aqui apresentados foram realizados com um computa-
dor Intel® Core™i7-6700K CPU @ 4.00GHz x 8, 15,6 Go RAM, sistema Linux-Ubuntu-16.04
LTS 64bits, e o cédigo comercial Matlab® R2016a. O material viscoelastico usado foi o ma-
terial 3SM-ISD112™, descrito pelas equagoes (2.7a) e (2.7b). Para a comparacao dos métodos
de redugao com o sistema completo, os gastos computacionais relativos as etapas comuns
(construcao do MEF, das matrizes [I ](_931], aplicacao de contorno, ...) nao sao apresentados.
As ordens das matrizes apresentadas sao as ordens apds a aplicacao das condicoes de con-
torno. Todos os problemas de autovalores e célculos de inversao de matriz (seja para FRF no

dominio da frequéncia ou integragao de Newmark no tempo) sao realizados com algoritmos

aproveitando do fato das matrizes serem esparsas.
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Tabela 6.1 — Parametros da placa sanduiche viscoelastica

Comprimento na direcao X AA 0.39 mm
Comprimento na direcao Y BB 0.33 mm
Espessura da camada de base h; 2 mm
Espessura da camada viscoelastica ho 0,5 mm
Espessura da camada restringente h3 0,5 mm
Moédulo de Young da camada de base E; 70 GPa
Moédulo de Young da camada restringente Fj 70 GPa
Coeficiente de Poisson da camada de base 14 0,34
Coeficiente de Poisson da camada viscoelastica 1, 0,49
Coeficiente de Poisson da camada restringente v; 0,34
Densidade da camada de base p; 2700 kg/m?
Densidade da camada viscoelastica p, 950 kg/m?
Densidade da camada restringente p; 2700 kg/m?
Temperatura externa T, 15 °C
Densidade do ar p, 1,25 kg/m?
Velocidade do som v, 340 m/s

6.1 Na frequéncia

6.1.1 Placa simples

Para a primeira aplicagao, é analisado o caso da placa sanduiche aeroviscoelastica des-
crita pelas equagoes da secao 4.2. Os principais parametros associados sao apresentados na

Tabela 6.1.

6.1.1.1 Comparacao das FRFs

Em um primeiro momento, o interesse é avaliar a precisao e a eficiéncia dos métodos
de reducao descritos na secao 5.1 para predizer a amplitude das fungoes de resposta em
frequéncia (FRF), antes de avancar para o caso mais complicado de predigao do fenémeno do
flutter. A malha escolhida consiste em 15x15 elementos, baseada no critério de convergéncia
realizado na secao 6.1.1.2. Deve-se lembrar que a placa é quadriapoiada. As FRFs sao
computadas no intervalo [0; 500]Hz, com 1000 pontos. O né de excitacao e visualizagao é
localizado nas coordenadas (0,0975;0,0825;0) sendo a origem como mostrada na Figura 2.4.
O gdl excitado e visualizado é o deslocamento transversal w. O fluxo de ar é imposto na
direcio X com uma velocidade arbitraria de 1500 m/s (antes do flutter). O parametro de

redugao Np € igual a 20 para os trés métodos analisados. Para o método EMM, é assumido
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que wy = 0, Wnae = H00Hz e A = 5.10°Pa (préximo ao A critico) para o célculo dos dois
problemas de autovalores definido na equacao (5.5). Para a construgao da base do método
IERM, define-se o intervalo arbitrario de velocidade AU = [600;2500jm/s. As FRFs do

sistema completo e dos trés métodos sao apresentadas na Figura 6.1.
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Figura 6.1 — Comparacao dos métodos de reducao para placa sanduiche através das FRF's

Pode-se perceber que o método ERM conhecido por ser confidvel no caso puramente vis-
coeldstico [27] j& ndo consegue representar o sistema aeroviscoeldstico, mesmo considerando
os residuos aerodinamicos [R,]. Portanto, entende-se que o escoamento tem uma influéncia
significativa sobre o comportamento dinamico do sistema, e que os residuos usados sao ine-
ficazes. Ja para o método EMM, a precisao é ligeiramente melhor, uma vez que consegue
predizer a amplitude do primeiro pico de ressonancia com mais precisao e acompanhar a
evolucao da curva do sistema completo, até apresentando as ressonancias nas frequéncias
corretas e amortecimentos relevantes. Porém, a sua predicao de amplitude é nao é precisa
na maioria da banda de frequéncia de estudo. Por outro lado, o método IERM fornece o
melhor resultado, uma vez que a sua curva sobrepoe a do sistema exato em toda a banda
de frequéncia. Isto permite concluir que os residuos construidos pelo processo iterativo com-
plexo do IERM sao mais ricos do que os outros métodos. Estes conseguem fornecer toda a

informacao sobre a alteracao do comportamento dinamico gerada pelos efeitos viscoelasticos
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Tabela 6.2 — Comparagao dos gastos computacionais no célculo das FRFs dos modelos de
placa sanduiche viscoelastica completo e reduzidos.

Sistema Ordem Construcao da base Calculo FRF Gasto total

Completo 1668 - 45,72s 45,72s
ERM 55 0,51s 28,72s 29,23s
EMM 40 0,86s 30,23s 31,09s
IERM 84 3,01s 31,29s 34,30s

e aerodinamicos.

Os respectivos gastos computacionais sao apresentados na Tabela 6.2. Na segunda
coluna é mostrada a ordem do sistema, ou seja, a dimensao das matrizes apds a aplicagao
das condicoes de contorno; na terceira coluna é mostrado o tempo de céalculo das bases
de redugao; na quarta coluna sao os tempos de computacao das FRFs e na tltima coluna
os tempos totais. Frente aos resultados, pode-se notar que os tempos totais maiores sao
associados aos métodos que mostraram uma precisao melhor na Figura 6.1, evidenciando
que a precisao da aproximagao tem um custo computacional mais elevado. Por outro lado,
se os gastos totais sao comparados aos do sistema completo, os trés métodos nao demostram
uma eficiéncia tao significante, sendo um ganho respectivo de 36,07%, 32,00% e 24,98% para
o ERM, o EMM e o IERM. Isto vem do fato que reduzir um processo de inversao de matrizes,
as quais sao esparsas, nao mostra tanto beneficio quanto para um problema de autovalores
(como serd visto para a andlise de flutter em frequéncia).

Por fim, nota-se que apesar do método EMM ter uma base menor do que a base do
método ERM, este mostra um tempo de calculo das FRFs maior. Isto é devido ao fato que
a sua base ¢é na verdade constituida em 50% de autovetores complexos, advindo do segundo
problema de autovalores da base da equagao (5.6). De fato, os clculos matriciais com vetores
complexos demoram mais em relacao ao caso onde somente vetores reais sao envolvidos.

Outra desvantagem do método EMM, apesar de levar a uma precisao razoavel, é que
este precisa da escolha arbitraria de uma frequéncia w,,., € de um X\ para a resolucao dos
dois problemas de autovalores da equagao (5.5). Estes dois parametros tém obviamente uma
influéncia sobre a precisao da aproximacao e pode ser dificil achar um valor 6timo para os
mesmos, enquanto que para o método IERM é necessario fornecer somente um intervalo de
velocidade do ar AU de forma arbitraria. Portanto, o método IERM mostra-se mais robusto

do ponto de vista da escolha dos parametros, tornando-o mais completo.
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Por fim, vale ressaltar que nesta avaliacao os métodos sao comparados utilizando um
sistema académico muito simples, onde mesmo o sistema completo apresentou tempo de
calculo relativamente baixo. Por esta razao sera analisado o caso da estrutura mais complexa

do painel curvo na se¢ao 6.1.2.

6.1.1.2 Flutter

O interesse agora é verificar a precisao e a eficiéncia dos métodos de reducao na predicao
da velocidade critica de flutter do sistema aeroviscoelastico, segundo o algoritmo 1 descrito
na se¢ao 4.3.1. Os célculos consistem em construir os diagramas V-g do sistema, que mostram
a evolucao das frequéncias naturais e dos fatores de amortecimentos modais em funcao da
velocidade de escoamento do ar. Como mencionado na secao 4.3.1, o flutter é determinado
quando uns dos fatores de amortecimento modais se torna positivo. As simulagoes foram
realizadas para a mesma placa da secao 6.1.1.1 com a mesma malha de 15x15 elementos. O
parametro de reducao Ni é mantido igual a 20. O intervalo de velocidade do escoamento de
ar é definido tal como AU = [600;2500]m/s, o que respeita o limite inferior de validade da
teoria aerodindmica utilizada. A quantidade de velocidades analisadas é de 50, escolhidas de
maneira equidistantes no intervalo AU. Ressalta-se que este exemplo de escolha do intervalo
de velocidade nao é relacionada a um condicao particular de voo, o objetivo desta parte é
mostrar a viabilidade da reducao de modelos aplicado ao fenomeno de flutter. O ntmero
de frequéncias avaliadas IN; no algoritmo 1 ¢ definido igual a 2. Os parametros relativos
ao método EMM sdo mantidos iguais aos utilizados na secdao anterior, e o intervalo AU
do método TERM ¢ definido igual ao intervalo de busca do flutter AU. O diagrama V-g
correspondente é apresentado na Figura 6.2 e os fatores de amortecimentos modais perto da
regiao critica sao apresentados na Figura 6.3. Somente os dois primeiros modos do sistema sao
mostrados uma vez que estes sao os primeiros que tendem a coalescer e gerar a instabilidade
de flutter.

Como esperado, o método ERM nao é capaz de representar de forma confiavel o sistema
completo como pode ser observado na Figura 6.2, especialmente a evolucao dos fatores de
amortecimento modais em funcao da velocidade do escoamento. Porém, com respeito a

velocidade critica, vé-se na Figura 6.3 que o método ERM prediz um valor de 1919 m/s
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Figura 6.2 — Comparacao dos métodos de reducao para placa sanduiche através do diagrama
V-g

enquanto a velocidade do sistema completo é de 1891 m/s, o que corresponde a um erro

relativo de 1,48%. No entanto, isto nao significa que para outra configuracao de sistema este

erro nao seja pior, em funcao dos erros de aproximacao que o método fornece no resto do

intervalo de velocidade da Figura 6.2.

J& para os métodos EMM e IERM, nao é possivel diferencid-los na Figura 6.2, ambos
estao quase sobrepostos a curva do sistema completo, comprovando a qualidade das duas
bases. Contudo, ao detalhar a regiao critica como mostrado na Figura 6.3, fica evidente que
o método IERM ¢é mais preciso do que o EMM, com um erro relativo em relacao a velocidade
critica de 0,05%, contra 0,5%. Isto demostra mais uma vez que o processo de construgao
do método IERM, baseado nos residuos estaticos de deslocamentos como proposto neste

trabalho, é realmente mais preciso e adaptado para sistemas aeroviscoelasticos.
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Figura 6.3 — Foco sobre os fatores de amortecimento perto da fronteira do flutter

No que se refere aos custos computacionais apresentados na Tabela 6.3, fica claro o
ganho computacional com a aplicacao de todos os métodos em relacao ao sistema original,
sendo respectivamente 97,86%, 98,47% e 94,97% para os métodos ERM, EMM e IERM.
Portanto, como mencionado na segao anterior, a reducao de modelos é consideravelmente
mais eficiente quando aplicada & andlise de flutter (problema de autovalores) do que para a
computacgao de FRF (inverso de matriz de rigidez dinamica).

E importante salientar que no tocante as implementacgoes de interesse deste trabalho,
foi notado que o uso da funcéo “eigs” do Matlab ® é mais eficiente do que a cldssica funcao
“eig” para resolver problemas nao auto-adjuntos de alta ordem. Em funcao disto, é razodavel
concluir que o método EMM obteve o melhor compromisso entre qualidade de predi¢ao de
flutter e tempo total de calculo. Entretanto, é importante salientar que o método EMM re-
quer a escolha do parametro A da equacao (5.5) que tem grande influéncia sobre a qualidade
final da aproximacao. Quanto ao IERM, apesar de mostrar um ganho de tempo um pouco
menor, ¢ importante notar que ele ainda ¢é altamente satisfatorio e aumentara com a comple-
xidade do modelo. Assim, em vista dos resultados sobre a comparacao dos métodos através
das FRFs e do problema de flutter, é considerado que o método IERM é o método mais
adaptado para representar o sistema completo aliando custo computacional e capacidade de

predicao de flutter. Neste contexto, somente este serd estudado nas andlises que seguem.
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Tabela 6.3 — Comparacao dos gastos computacionais na andalise de flutter para a placa san-
duiche viscoelastica
Sistema Ordem Construgao da base Calculo Flutter Gasto total

Completo 1668 - 17min45s 17min4bs
ERM 55 0,45s 22.35s 22.8s
EMM 40 0,95s 15,37s 16,32s
IERM 78 2,89s 50,63s 53,52s

Uma analise complementar que pode se revelar interessante consiste em estudar a in-
fluéncia do refino da malha sobre a velocidade critica de flutter e a precisao da reducao.
Para tal, dois diagramas V-g sao construidos para a placa sanduiche com varios tipos de
malha, iniciando pela malha considerada grosseira (6x6 elementos finitos) até uma malha
mais refinada (20x20 elementos finitos). Como mencionado acima, somente o método IERM
¢ testado, mantendo o parametro Nz = 20. O resultado da convergéncia para o sistema
completo e reduzido é apresentado na Figura 6.4.

Nota-se que a velocidade critica do sistema completo parece convergir com malhas
superiores a 20x20 elementos finitos para um valor em torno de 1895 m/s. Porém, com
uma malha de 15x15 elementos finitos, o erro relativo em relagao a este valor convergido é de
0,2%. Portanto, esta malha ja fornece uma boa aproximagao para a predi¢ao do flutter, o que
justifica a escolha feita nas andlises anteriores. Por outro lado, pode ser visto que o refino da
malha parece afastar as duas curvas, ou seja, a reducao piora para matrizes de ordem maior.
Isto pode ser explicado pelo fato do parametro Ny se manter constante durante todas as
analises, sendo necessario ajusta-lo de acordo com a ordem do sistema. Para comprovar isso,
é mostrada a influéncia deste parametro sobre as velocidades criticas para a malha de 20x20
elementos, com Ny = 20, Ngp = 30, Ny = 40 e Ng = 50. Estas velocidades, juntamente
com os gastos computacionais sao apresentados na Tabela 6.4. Sendo a velocidade critica do
sistema completo de U, =1893,7 m/s, os erros relativos absolutos em relacao a este valor sao
respectivamente 0,089%, 0,042%, 0,011% e 0,005%. Fica evidente que ao aumentar o Ny a
aproximacao se torna melhor. Porém, os gastos computacionais aumentam significativamente
dado que a ordem das bases também aumenta, prejudicando a reducao. Dado que de 20 para
50 vetores na base de reducao foi gerado um aumento de 53% no tempo total de célculo, é

plausivel considerar que Ny = 20 é um bom compromisso.
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Figura 6.4 — Influéncia da malha sobre a precisao da redugao

Tabela 6.4 — Influéncia do parametro Ng sobre a precisao e os gastos computacionais na

frequéncia
Ngr Velocidade critica Construgao da base Calculo Flutter Gasto total
20 1892.0m/s 11.4s 45,2s 56,6s
30 1892.9m /s 15,2s 48,55 63,7s
40 1893.9m/s 19,1s 56,3s 75,48
50 1893.8m/s 24.4s 62,3s 86,7s

6.1.2 Sistema industrial

Com o objetivo de confirmar a eficiéncia superior do método de redugao IERM desen-
volvido neste trabalho, prossegue-se com uma estrutura de interesse industrial constituido
por um painel curvo parcialmente tratado com material viscoelastico e reforgcado com en-
rijecedores. Os principais parametros do modelo, além da descricao da geometria feita na
secao 2.3, sao apresentados na Tabela 6.5. Deve-se lembrar que a estrutura é considerada
engastada nas quatro bordas, o que faz com que a ordem do sistema apds a aplicacao de
contorno seja de 5928.

Nao é uma tarefa trivial avaliar a validade do método de redugao para determinar a
fronteira do flutter para sistemas aeroelasticos complexos. De fato, uma das grandes dificul-
dades é a obtencao do diagrama V-g do sistema completo devido ao longo tempo de calculo
demandado. Neste sentido, é inviavel tracar uma curva de referéncia para a comparacao com

as curvas do sistema reduzido. Isto implicaria na impossibilidade de se determinar um valor
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Tabela 6.5 — Parametros da painel curvo parcialmente tratado

Espessura da camada de base h; 2 mm
Espessura das camadas viscoelasticas hy 0,5 mm
Espessura das camadas restringentes h; 0,5 mm
Espessura das camadas restringentes 5, 4,3 mm
Moédulo de Young da camada de base E; 70 GPa

Moédulo de Young da camada restringente Fj 70 GPa
Coeficiente de Poisson da camada de base 1, 0,34
Coeficiente de Poisson da camada viscoelastica v, 0,49
Coeficiente de Poisson da camada restringente v3 0,34
Densidade da camada de base p; 2700 kg/m?
Densidade da camada viscoelastica p; 950 kg/m?
Densidade da camada restringente p3 2700 kg/m?
Temperatura externa 7, 25 °C
Densidade do ar p, 1,25 kg/m?
Velocidade do som v, 340 m/s
Coeficiente para o tratamento de 0, o 107°
Coeficiente para o tratamento de w}, as 1010

de Ng no intuito de atingir o compromisso 6timo entre qualidade da precisao e eficiéncia de
céleulo. E proposta uma solucao para este problema que consiste, primeiramente, em avaliar
as FRF's do sistema, pois o calculo envolvido neste caso é mais rapido do que para o problema
de flutter. A partir desta ideia, é possivel ajustar o Nz para obter uma aproximagao razoavel
sobre a amplitude dos modos responsaveis pela instabilidade. O valor do Ni encontrado é
depois usado para o problema do flutter.

Assim, em uma primeira analise sao computadas as FRF's do sistema completo e redu-
zido com N = 30. Um intervalo de frequéncia de [0; 1000]Hz é definido com 2000 pontos.
O gdl e 0 n6 colocalizado de excitagao e visualizacao sao, respectivamente, o gdl u; global
(translagao na dire¢ao X), e o né de coordenada (0,8867;0,3060,0,5959). O intervalo de ve-
locidade AU para a construgao da base do método IERM é definido igual a [600; 2500] m/s.
A velocidade do ar deste estudo é fixa e vale 1500 m/s e o fluxo imposto sendo na dire¢ao y
local (ver Figura 2.9), ou seja, a diregdo sem curvatura do painel. Nesta configuracdo, como
serd visto adiante, os modos responsaveis pela instabilidade sao os modos 7 e 8. E possivel
explicar a ocorréncia do flutter pelos modos 7 e 8 devido ao fato de que neste caso é adotado
um fluxo na direg¢ao y. Escoando nesta direcao, os modos que sao alterados com mais in-
tensidade sao aqueles que possuem linhas nodais em uma direcao perpendicular ao fluxo, ou

seja, x local. Porém estes modos sao de frequéncias mais altas por culpa dos enrijecedores
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que cortam as linhas nodais e da curvatura do painel. Caso o fluxo escoasse na direcao x, os
modos que entrariam em flutter seriam o primeiro e o segundo uma vez que a rigidez seria
muito menor. Portanto, é essencial ajustar o N para que a reducao seja confiavel até 500Hz,
onde os modos 7 e 8 sao situados. As FRFs do sistema completo e do sistema reduzido sao
entao apresentadas na Figura 6.5. Nota-se claramente que o método IERM consegue fornecer
uma aproximacao excelente até aproximadamente 850Hz com o valor escolhido para o Ng.
Neste contexto, seria possivel diminuir o valor de Nz mantendo a qualidade da aproximacao
até 500Hz, desprezando assim as frequéncias desnecessarias no estudo do flutter. No entanto,
é mais confidvel aproximar até frequéncias um pouco além das frequéncias de interesse, da
mesma forma que é usada uma frequéncia de amostragem sempre maior do que o necessario

em analise de sinal. Portanto, o valor N = 30 é mantido para a préxima andlise de busca

da instabilidade de flutter.
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Figura 6.5 — Redugao de modelo aplicada ao estudo de FRF do painel curvo pela abordagem

na frequéncia

Uma vez assegurada a qualidade do processo de reducao, a analise de flutter é iniciada
pelo algoritmo 1 da segao 4.3.1. Como mencionado anteriormente, é possivel que os resultados
do sistema completo sejam inacessiveis, justificando a andlise de FRF anterior. Entretanto,

neste trabalho é possivel computar o problema completo devido ao fato de que o algoritmo
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aproveita das matrizes globais envolvidas serem esparsas e de ordem elevada (utilizando
a funcio “eigs” do Matlab®, como explicado anteriormente). Assim, sdo construidas as
curvas do diagrama V-g dos sistemas completos e reduzidos com Np = 30. O intervalo de
velocidade AU do estudo é definido como sendo [1000; 4000] m /s com 50 pontos equidistantes.
O intervalo de velocidade AU para a construcao da base do método IERM permanece o
mesmo da analise de FRF. O ntimero de frequéncias avaliadas N; no algoritmo 1 ¢ imposto
igual a 14, possibilitando visualizar o que acontece também com as frequéncias maiores do

que as de interesse. As curvas obtidas s@o entao apresentadas na Figura 6.6.
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Figura 6.6 — Redugao de modelo aplicada ao estudo de flutter do painel curvo pela abordagem
na frequéncia

Pode ser visto que, mesmo que as duas curvas nao estejam totalmente sobrepostas, a

aproximacao do sistema reduzido representa o sistema completo com boa precisao, em todo
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Tabela 6.6 — Comparacao dos gastos computacionais na andlise de flutter para o painel

aeronautico
Sistema Ordem Construgao da base Calculo Flutter Gasto total
Completo 5928 - 2h59min46s
IERM 62 4s 4min20s 4min24s

o intervalo de velocidades analisadas. Em particular, ao visualizar a regiao da fronteira do
flutter, nota-se que o sistema reduzido prevé uma velocidade critica de 3081 m/s, enquanto
a velocidade do sistema completo é de 3077 m/s. Portanto, o erro relativo de predigao é da
ordem de 0, 13%, sendo considerado satisfatério. Vale ressaltar que este resultado poderia
ainda ser melhorado ao aumentar o Ny, dependo das especificagoes requeridas.

Os gastos computacionais associados sao apresentados na Tabela 6.6. Vé-se que o
sistema reduzido conseguiu diminuir os custos computacionais de maneira significativa, ob-
tendo um ganho de tempo de aproximadamente 97,6%. Como esperado e mencionado na
secao 6.1.1.2, este ganho ¢ mais alto do que para a placa simples, dado a ordem maior e a

complexidade do sistema aeroviscoelastico completo.

6.2 No tempo

6.2.1 Placa simples
6.2.1.1 Comparacao das respostas transientes

Nesta secao é analisado o caso da placa sanduiche viscoelastica completamente tra-
tada submetida aos efeitos aerodinamicos no dominio do tempo. Inicialmente, estuda-se um
exemplo simples de uma resposta transiente a um impacto do sistema aeroviscoeldstico, o
qual ¢ assumido inicialmente em repouso. Este impacto ¢ modelado como sendo um impulso
triangular atingindo o seu maximo Fy = 1 N no tempo ;,, = 2 ms e permanecendo nulo
para t > 4 ms. A placa utilizada nesta aplicacao é definida na Tabela 6.1. O fluxo de ar
¢ mantido na diregdo X com a velocidade arbitraria de 1500 m/s. O intervalo de tempo
é [0;1]s, com um passo At = 1.107* s. Este valor de passo é baseado em um estudo de
convergéncia preliminar de FRFs com o sistema nao tratado, de forma a obter uma precisao

razoavel para as frequéncias até de 500Hz. A malha e o valor do comprimento de memé-
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ria sd@o definidos arbitrariamente como sendo 12x12 elementos e N; = 100. O né e gdl de
excitagao e visualizagdo sdo ainda o né de coordenada (0,0975;0,0825;0) e o deslocamento
transversal w. O parametro de reducao Ny é definido arbitrariamente igual a 20 para as
duas bases descritas na secao 5.2.2. Para o método IRV, o pré-Newmark é entao computado
no intervalo [0;0,01]s uma vez que N;At = 0,01. As respostas transientes associadas aos
sistemas completo e reduzidos segundo os métodos ERM e IRV sao entao apresentadas na

Figura 6.7, com detalhe no intervalo [0; 0, 2]s.
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Figura 6.7 — Comparacao das respostas temporais da placa sanduiche a um impacto

Pode ser visto que as duas curvas associadas aos dois métodos de reducao sao quase
sobrepostas a do sistema completo, significando que ambos possuem uma boa precisao. Po-
rém, ao olhar com mais detalhes os méaximos e minimos de amplitude de oscilacao, percebe-se
que o método ERM esta sempre superestimando-os. Estas diferencas sao ainda mais visiveis
ao passar para o dominio da frequéncia. Isto é feito ao computar os respectivos espectros
das respostas através da transformada de Fourier e dividindo-as pelo espectro do impacto,
afim de obter as respectivas FRFs (desta vez obtidas por uma abordagem temporal). Este
processo pode se revelar util para comparar posteriormente estas FRFs com as FRFs da

abordagem na frequéncia. Assim, as respectivas FRFs sao apresentadas na Figura 6.8 no
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Tabela 6.7 — Comparacao dos gastos computacionais na andlise das respostas transientes da
placa sanduiche

Sistema Ordem Construcao da base Calculo Flutter Gasto total

Completo 1083 - 2min46s 2min46s
ERM 61 0,23s 17s 17,23s
TRV 20 1,225 11s 12,225

intervalo [0; 500]Hz.
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Figura 6.8 — FRFs da placa sanduiche obtidas pela abordagem no tempo

Observa-se mais uma vez que o método ERM é menos preciso do que o IRV, superesti-
mando as amplitudes e predizendo um comportamento estatico errado. Além disso, ao olhar
para os respectivos gastos computacionais da Tabela 6.7 associados ao célculo das respos-
tas temporais, nota-se que o ganho de tempo do ERM é de 89,62%, enquanto o do IRV é
de 92,62%. Esta diferenca entre os dois ganhos, mesmo que aparentemente baixa, poderia
revelar-se muito maior para uma estrutura de grande escala. Entretanto, o método ERM

mostra-se importante por servir de comparacao com o método IRV nas andlises que virao.
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6.2.1.2 Flutter

Nesta etapa, os esforcos sao concentrados no problema da predicao da instabilidade de
flutter da placa sanduiche. Deseja-se determinar as velocidades criticas dos dois modelos
reduzidos segundo o ERM e o IRV e comparé-las com a do sistema completo. Como visto
no capitulo V, a base do método ERM nao depende da velocidade do escoamento dada a
construcao do residuo aerodinamico (ver equacao (5.14)). J& para o método IRV é preciso
realizar a cada nova velocidade um pré-Newmark do sistema completo para construir a base.
Portanto, esta base é computada novamente para cada laco de velocidades, o que pode
prejudicar a eficiencia do método. Assim, usando o algoritmo 2 para o sistema completo
e os sistemas reduzidos, resolve-se o problema de flutter no tempo. Os parametros usados
para esta andlise sao os mesmos daqueles utilizados na secao 6.2.1.1. O intervalo grosseiro
de velocidade do ar é definido tal como [600;2500jm/s com 50 iteragdes equidistantes. A
tolerancia tol associada ao laco 2 do algoritmo 2 é imposta igual a 1072. Os resultados
em termos de gastos computacionais relativos ao algoritmo 2 e velocidades criticas para os
diferentes sistemas sao apresentados na Tabela 6.8. A comparacgao das curvas nas respectivas
velocidades criticas também é apresentada na Figura 6.9. Assim, é mostrado que os trés
sistemas podem ser considerados como quase equivalentes, dado a semelhanca das curvas.
Em relacao a Tabela 6.8, pode ser observado que ambos os métodos de reducao fornecem
aproximacoes relativamente confidveis com custo computacional significativamente baixo em
relagao ao sistema completo. Porém, mais uma vez o método IRV mostra ser o método mais
preciso ao obter um erro relativo sobre a velocidade critica de aproximadamente 0,035%,
enquanto o do ERM é de 0,36%. Além disso, apesar de nao possuir uma base constante
(pois atualizada a cada nova velocidade), o tempo de computagao do método IRV é menor,
gerando um ganho em relacao ao sistema completo de 96, 16% contra um ganho de 94, 66%
para o método ERM. Portanto, o método IRV é considerado mais eficiente nao somente em
termos da qualidade da aproximacao, como também no tempo total de célculo. Porém, os
resultados podem ser influenciados de maneira significativa pelos parametros Nz e N; e o
refino da malha. Em funcao disto, o estudo destes parametros deve ser realizado.

Segue-se com a avaliacao do parametro Ni em relagdo a precisao da aproximagao dos
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Tabela 6.8 — Comparacao dos gastos computacionais na andalise de flutter no tempo da placa

sanduiche
Sistema Ordem Cons. Base Laco 1 Laco 2 Total Vel. Critica
Completo 1083 - 2h5min50s  10minOls 2h15min5ls  2312,06m/s
ERM 61 0,36s 6min34s 1minl7s 7mindls 2304,65m /s
IRV 20 - 4min22s ols ominl3s 2312,87m/s
6 %10 ‘

——Sistema completo
- —ERM

w
—L
]
<
I

IS
I

Deslocamento [m]
[ )]
S S —

_2 | | | | | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Tempo [s]

Figura 6.9 — Comparacao das respostas temporais harmonicas no flutter para a placa san-
duiche

métodos ERM e IRV. Assim, computa-se novamente o problema de predicao do flutter con-
forme o algoritmo 2 para os dois sistemas reduzidos e varios valores de Ng. Os outros
parametros permanecem iguais aos do estudo anterior. As curvas representando a variacao
das velocidade criticas sao entao apresentadas na Figura 6.10 e os respectivos custos compu-
tacionais totais (lago 1 4 lago 2 + construgao da base) assim como as ordens das bases dos
sistemas reduzidos sao disponiveis na Tabela 6.9. Pode-se notar que as duas curvas tendem
a convergir, mas para valores distintos. No entanto, destes dois métodos, o IRV fornece o
resultado convergido (para Ny = 50) mais proximo do valor de referéncia da Tabela 6.8.
Um fato curioso percebido na Figura 6.10 é que para Nr = 20, ambos os métodos mostram
o resultado mais perto do valor de referéncia. Com respeito aos gastos computacionais da

Tabela 6.9, fica evidente que o método IRV leva a um ganho de tempo sempre maior, dado
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Tabela 6.9 — Influéncia do Ng sobre a eficiéncia da redugao para a placa sanduiche no tempo
Nr Ordem ERM Ordem IRV Gasto ERM Gasto IRV

10 31 10 05minl4s 04min4ls
20 61 20 07mind4s 05minl3s
25 76 25 09minl4s 05min32s
33 100 33 17min59s 07min06s
50 151 50 29min27s 08min4ls

que a ordem da base do método ERM sempre é maior. Portanto, desta andlise, pode-se
concluir primeiro que para ambos os métodos é mais seguro impor um valor de Ng alto o
suficiente para garantir uma velocidade estavel. Segundo, o método IRV se mostrou mais
uma vez o mais adaptado para o problema em questao.
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Figura 6.10 — Influéncia do Ny sobre a precisao da redugao da placa sanduiche no tempo

A continuidade se dd com a avaliacao do outro parametro de importancia, sendo o
comprimento de memoria N;. Os parametros anteriores sao mantidos os mesmos, no entanto
o Ng é aumentado para Np = 50 dado as observagoes ja feitas sobre este parametro. Logo
se faz variar o NV; de 100 até 500. As curvas de variacao das velocidades criticas de flutter em
relacao ao V; e os gastos computacionais totais associados ao sistema completo e reduzido
sao apresentados na Figura 6.11 e na Tabela 6.10. Pode-se observar primeiro que ¢é preciso
um comprimento de memoéria bastante alto para se chegar em um valor estavel para todos

os trés sistemas (~ N; > 400). Por outro lado, vé-se que quanto maior o N;, menor a
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diferenca entre o método IRV e o sistema completo, ou seja, melhor a aproximacao. Com
relagao aos custos computacionais, estes nao necessariamente crescem linearmente com o N,
especialmente para o sistema completo. Isto nao parece intuitivo uma vez que as operagoes
matriciais aumentam de forma linear. Este fato poderia ser explicado devido ao efeito de
memoria que se esvanece e torna o calculo do vetor {s(g)} mais rapido para valores altos de
j. Por fim, é importante ressaltar que quanto maior o V;, menor o ganho de tempo obtido
pela reducao de modelos dos dois métodos. De fato, para N; = 100 os ganhos em relacao
ao sistema completo sao respectivamente para o método ERM e IRV de 77,94% e 94, 15%,
enquanto para N; = 500, eles sao de 67,34% e 90,68%. Assim, quando deseja-se aumentar
o N; visando melhorar a convergéncia, aumenta-se os custos computacionais como também
é reduzida a eficiéncia para os dois métodos. Entretanto, estes dois impactos sao muito
mais relevantes para o ERM. Portanto, é melhor encontrar um bom compromisso para este
parametro, que sera escolhido a N; = 200 dado a excelente concordancia do método IRV

com o sistema completo para este valor.
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Figura 6.11 — Influéncia do N; sobre a presicao da reducao para placa sanduiche

Finalmente, um tultimo parametro importante que pode alterar a precisao ou eficiéncia
da reducao é a malha. Para caracterizar este efeito, varias malhas sao analisadas, de 6x6
até 16x16 elementos finitos. Os principais parametros da placa permanecem os mesmos

das andlises anteriores. Para o Ng, viu-se que é melhor impor um valor suficientemente
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Tabela 6.10 — Influéncia do N; sobre a eficiéncia dos métodos de reducao para a placa

sanduiche
N, Gastos comp. Gastos ERM Gastos IRV
100 2h15min51s 29mindH8s 07mind7s
200 3h42minl0s 56mind4s 14min28s

300 4h48min18s 1h22min27s 21min05s
400 5h51min20s 1h47min59s 29min39s
500 6hH54min22s 2h15min21s 38min38s

grande, desta forma define-se Nr = 50 para ambos os métodos de redugao analisados. Com
respeito ao comprimento de memoria, utiliza-se o compromisso previamente determinado
de N; = 200. A variacao das velocidades criticas com a malha, juntamente com os custos
computacionais totais e a ordem do sistema completo sao apresentados na Figura 6.12 e na
Tabela 6.11. Pode ser visto primeiramente que todos os sistemas convergem para malhas
maiores que 14x14 elementos. Segundo, uma excelente concordancia entre o método IRV e o
sistema completo pode ser observada para todas as malhas estudadas. Para o método ERM,
nota-se que a redugao tende a piorar quando a malha é refinada, como foi visto na abordagem
em frequéncia (ver Figura 6.4). Este mesmo fenémeno também vale para a curva do IRV mas
nao é visivel ja que a mesma é muito proxima da curva do sistema exato. Assim como visto
na secao 6.1.1.2, é preciso aumentar o parametro Ny para que a redugao possa acompanhar
a alteracao do sistema completo com a convergéncia da malha. Caso contrario, a precisao
de ambos os métodos de redugao ¢é degradada. Por outro lado, atentando-se aos custos
computacionais, nota-se que o método ERM nao sofre aumento de tempo ao contrario do
IRV. Isto pode ser explicado pelo fato deste 1ltimo efetuar uma pre-integracao de Newmark
do sistema completo para computar a sua base a cada nova iteracao de velocidade. Portanto
os tempos de computacao do método IRV aumentam quando a ordem do sistema completo
aumenta. Contudo, em vista da excelente concordancia entre o método IRV em relacao ao
sistema completo e um custo computacional quase quatro vezes menor do que o ERM, ele
pode ser considerado o melhor método de reducao da abordagem no dominio do tempo no
caso da placa sanduiche. Por exemplo, para o pior caso da malha com 16x16 elementos, o
erro relativo sobre a velocidade critica é de 0,002% para um ganho de tempo de 95,47%.

Portanto, somente este método sera testado no caso do painel curvo a seguir.
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Figura 6.12 — Influéncia da malha sobre a precisao da reducao da placa sanduiche no tempo

Tabela 6.11 — Influéncia da malha sobre a eficiéncia dos métodos de reducao para a placa

sanduiche
Mesh Ordem completo Gastos completo Gastos ERM Gastos IRV
06x06 291 49minl7s 56mind0s 12min40s
08x08 499 1h35min04s 57min33s 13min07s
10x10 763 2h39min08s 56mind0s 14min47s
12x12 1083 3h42min10s 56mind4s 14min28s
14x14 1459 5h25min30s 56minl9s 16minb1s
16x16 1891 7h01min36s 56min19s 19min07s

6.2.2 Sistema industrial

Neste tltima secao, o caso da estrutura de interesse industrial da secao 6.1.2 no do-
minio do tempo ¢ analisado para avaliar se o melhor método de reducao IRV caracterizado
na secao anterior também é capaz de representar o comportamento dinamico de um sistema
aeroviscoelastico mais complexo. Como para o caso da placa sanduiche, inicia-se com a com-
paracao dos sistemas completo e reduzido através de respostas transientes geradas por um
impacto unitario. E aplicado o mesmo tipo de impulso que aquele utilizado na secao 6.2.1.1,
porém com t;,, = 1 ms. Os parametros principais sao os da Tabela 6.5. Para a tempera-
tura T}, os parametros do FDM encontrados por otimizacao como feito na se¢ao 3.2.2 sao
ag = 2,7105.107%s", by = 3,4492.10°N.s*.m 2 e v = 0,6786. O valor do passo do tempo

At é ajustado a 5.10™%s para garantir uma precisao razoavel sobre os modos responsaveis
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pelo flutter em torno de 500Hz. Nestas condigoes, o intervalo de tempo é reduzido a [0;0, 5]s
para nao sobrecarregar os calculos. Com relacao ao nimero de elementos finitos, a malha
é fixa e nao pode ser refinada, pois foi exportada do Ansys®, impossibilitando a realizacéo
do estudo da convergéncia. Para o comprimento de meméria /NV;, como visto na se¢ao ante-
rior, é importante definir um valor alto o suficiente para a reducao se aproximar do sistema
completo, garantindo valores estaveis de convergéncia. Este fato é ainda mais relevante para
estruturas menos amortecidas, uma vez que o movimento oscilatorio relativo a parte tran-
sitéria possui um tempo maior de atenuacao, o que torna os resultados mais dependentes
dos eventos passados. Portanto, impoe-se N; = 500 (lembrando que um valor alto demais
pode prejudicar a eficiéncia da redugao). Com relagdo a Ng, ja que a estrutura analisada
¢ de ordem muito maior (5928 apds aplicagao das condigdes de contorno) e tendo em vista
os resultados da secao 6.2.1.2, é imposto um valor alto o suficiente tal como Nz = 100. O
n6 e gdl de excitacao e visualizagao sao os mesmos que na secao 6.1.2. O pré-Newmark é
entao computado no intervalo [0; 0, 025]s uma vez que N;At = 0,025 s. Lembra-se que uma
ortogonalizacao da base é realizada para a mesma permanecer de posto cheio e evitar os
problemas de singularidades da matriz de rigidez efetiva reduzida. As respostas temporais
associadas ao sistemas completo e reduzido segundo o método IRV sao apresentadas na Fi-
gura 6.13, com foco no intervalo [0;0.1]s. As FRF's correspondentes obtidas por transformada
de Fourier das respostas temporais e da for¢ca de impacto sao apresentadas na Figura 6.14
para uma banda de [100; 1000]Hz. Os gastos computacionais totais (fora as etapas comuns
aos dois sistemas) associados sao disponiveis na Tabela 6.12. Uma excelente concordancia
entre o modelo reduzido e o completo no tempo pode entao ser observada, com uma curva
sobrepondo a outra. Na FRF, pode-se ver que a aproximacao é relativamente confiavel até
em torno 950Hz. O método de reducao IRV consegue satisfazer de maneira consideravel
as expectativas em termos de precisao para uma andalise transiente simples fora do flutter.
Com relacao ao custo computacional, nota-se que o ganho de tempo é de 91,40%, o que é
menor em relacao a analise da placa sanduiche, porém dadas as caracteristicas dos calculos
envolvidos e a complexidade do problema é considerado um ganho excelente.

Finalmente, esta secao de simulagoes numéricas é finalizada com a predi¢ao da instabi-

lidade de flutter do painel curvo no dominio do tempo. Deseja-se determinar as velocidades
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Figura 6.13 — Resposta temporal do painel curvo a um impacto com U = 1500m/s

Tabela 6.12 — Comparacao dos gastos computacionais para uma anélise transiente do painel
curvo parcialmente tratado

Sistema Ordem Gastos totais
Completo 5928 30min30s
Reduzido IRV 100 02min37s

criticas do sistema completo e sistema reduzido IRV para avaliar a precisao e eficiéncia desta
reducao no caso da busca da instabilidade aerodinamica na presenca de material viscoe-
lastico. Os parametros utilizados para a analise anterior sao mantidos iguais. O intervalo
grosseiro de velocidade do ar é definido tal como [2000; 5000jm/s com 50 iteragoes equidis-
tantes. A tolerancia tol associada ao laco 2 do algoritmo 2 ¢ definida igual a 1072, Uma
operagao adicional de filtragem passa baixo é realizada para remover eventuais instabilidades
na regiao do flutter geradas por modos de frequéncia alta que ainda nao convergiram com
a malha utilizada. Assim, para cada velocidade de ar, aplica-se o filtro do tipo butterworth
de ordem 6 com uma frequéncia de corte de 1500Hz. Os resultados em termos de gastos
computacionais relativos ao algoritmo 2 e velocidades criticas para os diferentes sistemas sao
apresentados na Tabela 6.13. A comparacao das curvas nas respectivas velocidades também

é apresentada na Figura 6.15. Pode ser notado que as velocidades criticas dos dois sistemas
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Figura 6.14 — FRF do painel curvo com U = 1500m/s obtida pela abordagem no tempo

nao sao tao préximas, apresentando uma diferenca de 132,4 m/s. Contudo, as curvas sao
bastante semelhantes, indicando que o comportamento modal varia pouco na regiao do flut-
ter. Por outro lado, o erro relativo em relagao a velocidade do sistema completo é somente
de 4,08%, o que mais elevado do que para o caso da placa. Uma das explicagbes possiveis é
que o modo responsavel pela instabilidade nesta aplicacao é o modo 8, ou seja ¢ um modo
mais elevado do que para o caso da placa. Assim, é preciso melhorar a precisao sobre este
modo, por exemplo ao aumentar o parametro Ny, no entanto isto prejudicaria a eficiéncia
da reducao pois diminuiria o ganho de tempo que é ainda de 92,00%. Outra alternativa
seria de aumentar a informacao relativa a este modo na base de reducao, ao impor o im-
pacto utilizado na computacao da base em um maximo da forma modal associada ao modo
8. De fato, no caso associado a Figura 6.15, é visto que a amplitude do modo 8 em regime

permanente é relativamente baixa, ou seja ele foi pouco excitado e entao pouco presente na

base de redugao.
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Tabela 6.13 — Comparacao dos gastos computacionais na analise de flutter no tempo do
painel curvo

Sistema Ordem Gasto total Vel. Critica
Completo 5928 29h29min04s  3249,06 m/s

IRV 100 2h21min34s 3381,46 m/s
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Figura 6.15 — Comparacao das respostas harmonicas obtidas na regiao do flutter para o
painel curvo



CAPITULO VII

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

7.1 Conclusoes

Este trabalho é o resultado de uma parceria em pesquisa que vem sendo desenvolvida
entre o Laboratério de Mecanica de Estruturas (LMEst), da Faculdade de Engenharia Meca-
nica (FEMEC-UFU), e o Laboratério de Estruturas do Instituto Tecnoldgico de Aerondutica
(ITA). O mesmo tem como principal contribui¢ao propor um método método de reducao de
modelos em elementos finitos de sistemas aeroviscoelasticos para a predicao das fronteiras
do flutter através de abordagens nos dominios da frequéncia e do tempo de tal maneira que
uma complemente a outra.

A primeira parte do presente trabalho ressalta a necessidade do uso de técnicas de
reducao de modelos para sistemas que sofrem importantes alteracoes do comportamento di-
namico, sejam elas devidas as dependéncias em frequéncia e temperatura ou interacao fluido-
estrutura. Em seguida, foram evocadas as diferentes pesquisas e referéncias que serviram de
base para estabelecer o estado da arte do trabalho, abrangendo nogoes de viscoelasticidade
linear, redugao de modelos e predicao de flutter para painéis aeroelasticos.

Foi apresentado no capitulo IT um dos principais conceitos deste trabalho sendo a visco-
elasticidade linear, com as diferentes abordagens utilizadas para representar o seu compor-
tamento. Na sequéncia, foi descrito uma das duas abordagens de modelagem para material

viscoelastico sendo o médulo complexo, para o qual sao utilizadas equagoes analiticas asso-
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ciadas ao material 3M-ISD112™. Um modelo de elementos finitos baseado em deslocamento
foi construido no cédigo Matlab® por uma abordagem variacional para dois sistemas tipo
placa fina, um deles sendo comparado e validado com o cédigo comercial Ansys®.

O capitulo III iniciou-se com uma breve introducao ao conceito de derivada fracionaria,
essencial para o desenvolvimento do MEF no dominio exclusivo do tempo. Neste contexto,
foi proposta uma melhoria do algoritmo originalmente proposto por Schmidt e Gaul [37],
afim de remover a computacao de tensoes dos cédlculos principais e promover uma primeira
reducao consideravel dos gastos computacionais. Aqui vale ressaltar que esta é considerada
uma das grandes contribuicoes do trabalho.

A teoria aerodinamica do Pistao foi apresentada e introduzida nos MEF's desenvolvidos
nos capitulos II e III formando assim os sistemas aeroviscoelasticos. Na sequéncia, foram
mostrados os principios utilizados para a predicao da instabilidade de flutter. O principio
iterativo pela abordagem no dominio da frequéncia é baseado nos desenvolvimentos de Cunha
[44], enquanto o principio pela abordagem no tempo é proposto pela primeira vez neste
trabalho.

No capitulo V foram apresentados novos métodos de reducao de modelos para estes
sistemas aeroviscoelasticos. Os métodos da abordagem na frequéncia foram adaptados de
casos viscoeldsticos, sendo baseados principalmente nos desenvolvimentos feito por de Lima
et al. [41], Balmes et al. [21-24] e Rouleau et al. [26]. Para a abordagem temporal, um dos
métodos chamado de ERM foi adaptado de Lima [43], e o outro método chamado de IRV
foi proposto pela primeira vez neste trabalho, sendo considerando também uma das grandes
contribuigoes.

Finalmente, a avaliacao dos métodos quanto as qualidades de aproximacao obtida e
eficiencia de calculo foram todas feitas com base nas analises de FRF's, respostas temporais
e problemas de autovalores. Os dois critérios de validacao foram a capacidade de representar
fielmente o comportamento do sistema original completo (precisdo), e o ganho de tempo
obtido (eficiéncia). No que diz respeito a abordagem frequencial, o método IERM se mostrou
o mais eficiente dentro todos os métodos estudados, com erro relativo a precisao de somente
0,13% para a estrutura de porte industrial e um ganho de tempo de 97,6%. Além disso, o

método TERM se mostrou também robusto no quesito parametros de entrada, sendo o mais
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flexivel neste ponto.

Em se tratando da abordagem no dominio do tempo, o método IRV se destacou em
relacao ao método ERM adaptado de de Lima et al. [43]. A sua precisao foi demostrada no
caso da placa sanduiche com um erro relativo em relagao a velocidade critica menor do que
0,002% e um ganho de tempo de 95,47%. Entretanto, para o caso do painel curvo a precisao
do mesmo método é menor, atingindo um erro relativo de 4, 08% para um ganho de tempo de
calculo de 92,00%. Isto pode estar associado por exemplo ao fato do modo responsével pela
instabilidade ser mais alto ou a uma eventual fraqueza do principio de busca da velocidade
critica.

Em seguida, os métodos que foram considerados os melhores no dominio da frequéncia,
IERM, e no dominio do tempo, IRV, sao confrontados. Neste estudo, é constatado que ambos
reproduzem o comportamento do sistema completo com excelente precisao. Entretanto,
analisando friamente os resultados, o método IERM se mostrou mais eficiente. Este resultado
pode ser explicado por se tratar de reduzir um problema de autovalores, sendo que a taxa
do tempo computacional (tangente da curva do tempo vs ordem da matriz) cresce de acordo
com a ordem das matrizes. Isto significa que quanto maior a ordem das matrizes, melhor a
eficiencia do método. Por outro lado, a relacao do tempo de computacao do flutter com a
ordem das matrizes na abordagem do FDM é linear (como pode ser visto ao representar a
coluna 3 em funcao da coluna 2 da Tabela 6.11). Desta maneira, conclui-se que o método de
redugao no dominio da frequéncia IERM aumenta sua eficiéncia com o aumento da ordem
do sistema de maneira mais pronunciada quando comparado com o aumento de eficiéncia do
método de reducao no dominio do tempo IRV nestas mesmas proporgoes.

Finalizando as conclusoes sobre os métodos de reducao desenvolvidos neste trabalho, os
mesmos provaram que é possivel estender sua aplicagao a sistemas nao somente viscoelasti-
cos, como também a qualquer sistema que apresente dependéncia da frequéncia, temperatura
e que ainda possuam alteracao de suas propriedades mecanicas decorrentes das operacoes
de trabalho. Poderiam ser citados sistemas com tratamento por materiais piezoelétricos,
sistemas de maquinas rotativas, ou qualquer sistema auto-excitado nao necessariamente de
natureza aerodinamica. O notéavel principio de construcao do método IRV baseado na res-

posta de um impacto podera também ser aplicado para outro tipo de carregamento, como
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harmonico ou mesmo aleatério. Esta tdltima propriedade, no contexto da reducao de MEF,
poderd se revelar particularmente interessante e imprescindivel para sistemas com caracte-
risticas estocésticas, como é o caso de SFEM (do inglés stochastic finite element model).
Visualizando além do escopo da reducao de modelos, seria interessante comparar as ve-
locidades criticas obtidas pelas duas abordagens analisadas (o que é a vantagem de se estudar
duas abordagens diferentes). Para o painel curvo completo, nota-se que as velocidades nao
sdo exatamente as mesmas, sendo V, = 3077 m/s na frequéncia e V., = 3249 m/s no tempo.
Esta discrepancia pode estar associada as diferengas de modelagem do comportamento vis-
coelastico, sendo pelo médulo complexo ou pelo FDM. Neste ponto é dificil determinar quais
das duas abordagens é a mais correta sem referéncias experimentais. Explicagoes para esta

discrepancia poderiam ser varias, porém uma lista contemplando os principais motivos seria:

o ajuste de curvas dos parametros do FDM nao preciso o suficiente;

e crros numeéricos associados a resolucao do problema de autovalores complexo quadratico

nao auto-adjunto e dependente da frequéncia;

e erros numéricos devido a integracao numérica de Newmark (passo At nao refinado o

suficiente por exemplo);

e crros de truncamento da série da equacao (3.6) das derivadas fraciondarias (ou seja, um

comprimento de memoéria muito curto);

e mau uso do principio da correspondéncia elastica-viscoelastica, especialmente em rela-

¢ao ao coeficiente de Poisson complexo;

e principio da busca do movimento harmoénico no tempo (algoritmo 2) nao rigoroso o

suficiente;
e filtragem passa baixo nao ajustado o suficiente;

Em relacao ao custo computacional, a abordagem na frequéncia parece se mostrar conside-
ravelmente mais adaptada do que a abordagem no tempo (3 horas contra 29,5 horas para
a mesma estrutura). A abordagem no tempo serviria mais uma alternativa a ser utilizada

caso a primeira seja descartada experimentalmente.
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Perspectivas futuras

Os desenvolvimentos propostos nesta dissertacao de mestrado proporcionam a realizacao

de varios trabalhos posteriores que podem dar continuidade ao presente trabalho. Algumas

das principais ideias sao listadas abaixo:

Estudo de sistema de elementos finitos estocdsticos de sistema industrial com material

apresentando dependéncia em frequéncia;
Analise de sensibilidade destes sistemas;

Testes da robustez dos métodos de reducao desenvolvidos caracterizando a capacidade
dos mesmos representarem ainda um sistema alterado com a base do sistema nao

alterado;

Ensaio experimental para determinar quais das duas abordagens utilizadas neste tra-

balho representa melhor a realidade fisica;;

Confirmacao das vantagens das propriedades de material viscoelastico para instabili-

dade aerodinamica;

Comparacao do sistema viscoeldstico com o c¢6digo comercial Ansys® através das séries

de Prony;

Implementacao de um novo elemento finito com continuidade C' do deslocamento
transversal, utilizando uma nova formulagao cinematica das camadas restringentes (e.g.
Layerwise [49]), e ainda modelando todas as camadas segundo a teoria de placa de

Mindlin-Reissner;

Adaptacao dos métodos de reducao aqui desenvolvidos para sistemas nao lineares em
grande deslocamento e/ou deformagcao usando a teoria da viscoelasticidade nao linear,

e teoria do Pistao nao linear
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ANEXO A

DETALHES SOBRE O MEF

A.1 Funcoes de forma da placa sanduiche

A.1.1 dos gdls de flexao

Como mencionado no capitulo II, o deslocamento transversal w ¢é interpolado da seguinte

forma no elemento de referéncia

w(&,n) = egt+eré+eantesntess®+esn’ +es n+erén’+esé +egn’ +e108n+enén’ (A1)

ou na forma matricial

w(&;n) = [®sl{e} (A.2)

onde [Py = |1 ¢ n &n € n? n 2 & n® n &n?| éabase de interpolagao bi-
ctibica de tamanho (1,12) do deslocamento w. Analisando o triangulo de Pascal, nota-se
que esta base é incompleta, pois ela precisaria de 16 termos para ser uma base bi-ctibica
completa. No entanto, devido a sua simetria, a mesma é capaz de produzir resultTados
bastante confidveis [56, 57]. {e} = {60 €1 ey €3 €4 €5 €5 €7 €s €9 €10 611} éo
vetor coluna de tamanho (12,1) dos coeficientes de interpolacao a serem determinados.
Para encontrar as fungoes de forma do gdl w, é preciso expressar a fungao de interpolagao

w(&,n) em relacao ao seus valores nodais em vez dos coeficientes {e;}. Para isso, é necessério



129

primeiramente computar o valor da funcao w(§,n) segundo a equagao (A.1) em cada um
dos quatro nés do elemento de referéncia, e expressar os valores em funcdo dos {e;}. Assim,

encontra-se a relacao seguinte

{05} = [os]{e} (A.3)

onde {0} = {w1 (%)1 - <%_1£>1 wy - (%?)4}T é o vetor coluna de tamanho (12,1)
das incégnitas nodais (o objetivo da resolugdo do MEF) e [¢f] é uma matriz de tamanho
(12,12) contendo os valores que multiplicam os coeficientes {e;} no célculo de cada incégnita
nodal de {ds}.

Logo, é invertida a relagao (A.3) para isolar os coeficientes {e;}, e estes sdo substituidos

na equagao (A.2) para obter a seguinte interpolagao

w(&,n) = [Ny (&I {0r} (A4)

onde [N;(&,n)] = [®/][¢s] " é a matriz de tamanho (1,12) das funges de forma (conhecida
também como a matriz de interpolagdo dos deslocamentos) do gdl w e das suas derivadas
espaciais de primeira ordem. Para o elemento de referéncia da Figura 2.6.a, tem-se [Nf| =

NWON® NP com
o NV = -t -1)(E-)(E+P+E+n—2)
o NP(g,n) = —1(n+1)(n—1)%( 1)
o NV(e,m) = Le+1)(E—1)2n—1)
e NO(&n) = Hn— D)(E+1)(E + 12— E+n—2)

o NV(en) =L+ 1)(n—1)%(E+1)

oo~

o NV(e.n) = LE-1)(E+1)2(n— 1)
« N6 = —g+ DEFDE+ P —E—n-2)
o NO(em) = Lin—1)(n+12(E+1)

o NO(g,m) = —L(E—1)(E+1)2(n+1)
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o N{V(Em) =L+ D(E- D)@+ +E—n—2)
o NUW(E,n) = —L(n—1)(n+1)%(€ - 1)

o N(gn) = —LE+1)(E 12+ 1)

A.1.2 dos gdls de membrana

Como mencionado no capitulo II, somente derivadas espaciais de primeira ordem sobre
os gdls uy, vy, ug, e vy aparecem no calculo das energias de deformacao. Portanto, estes gdls

podem ser interpoladas com fungoes bilineares da forma seguinte

w1 (§,m) = a0 + a1€ + azn + asln (A.5a)
v1(€,m) = bo + b1 + ban + bsén (A.5b)
us(§,m) = co + 1§ + can + c3n (A.5c)
v3(§,m) = do + di& + dan + d3&n (A.5d)

onde os coeficientes de interpolacao a;, b;, ¢; e d; devem ser expressados em fungao dos valores
nodais. Como feito para o deslocamento transversal, as equagoes (A.5) podem ser colocadas

na forma matricial

ui(§,n) = [Pm(&; )] {a} (A.6Ga)
vi(§sm) = [Pm(&; )] {0} (A.6b)
us(&,m) = [®m(,m)] {c} (A.6c)
vs(§,m) = [Pm(&; )] {d} (A.6d)

onde [9,,(&,1)] = [1 £ n 57]] ¢ a base de interpolacao bilinear completa de tamanho
T T
(1,4) dos deslocamentos de membrana. {a} = {ao a; a, a3} , {b} = {bo by by 53} ,

T T
{c} = {Co ¢l Co 03} e {d} = {do dy do ds} sao os vetores colunas dos coeficientes
a serem determinados.

Para encontrar as fungoes de forma correspondentes, é preciso expressar as fungoes de
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interpolagao da equagao (A.6) em relagdo ao seus valores nodais. Para isso, é necessério

primeiramente computar o valor das fungoes segundo a equagao (A.5) em cada um dos

quatro nés do elemento de referéncia, e expressar os valores em funcao dos coeficientes de

interpolagao. Assim, encontra-se as relagoes seguintes

onde

{Ur} = [pm] {a} (A.7a)
{1} = [om] {0} (A.7b)
{Us} = [om] {c} (A.7c)
{Va} = [om] {d} (A.7d)

T
{U1} = {(ul)l (u1)2 (u1)s (uy)s } é o vetor coluna de tamanho (4,1) das incég-

nitas nodais do deslocamento

T
} é o vetor coluna de tamanho (4,1) das incég-

i} = {(Ul)l (v1)2 (

nitas nodais do deslocamento v;

v1)3 (v1)4
T
{Us} = {(u3)1 (ug)s (us)s (us) } é o vetor coluna de tamanho (4,1) das incég-

nitas nodais do deslocamento us

T
{3} = {(Ug)l (v3)2 (v3)s (vs)s } é o vetor coluna de tamanho (4,1) das incog-

nitas nodais do deslocamento v

1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
(O] = ¢ a matriz contendo os valores que multiplicam os coefici-
11 1 1
1 -1 1 -1

entes de interpolacao

Logo, as equagoes (A.7) sao invertidas para isolar os coeficientes {a}, {b}, {c} e {d} e
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estes sao substituidos nas equagoes (A.6) para obter a seguinte interpolacao

vi(§n) = [Nm(&,m]{V1} (A.8b)
onde [Ny, (€,1)] = [®m] {ém} " é a matriz de tamanho (1,4) das funcdes de forma (ou matriz

de interpolacao) dos deslocamentos de membrana. Para o elemento de referéncia usado no

capitulo II, tem-se [N,,] = [NV N® NO nD| onde

o N (&) =t1-61—n)

o NY(g,n) =11+€)(1-n)
o ND(Em) =11+ +n)

o NY(e,m) =11-€)(1+n)

A.1.3 matriz de interpolagao dos deslocamentos

Uma vez que todas as fungoes de forma foram determinadas, pode-se expressar as cinco
incégnitas do problema (e eventualmente as derivadas de primeira ordem) em relagao ao

conjunto de todos os valores nodais do elemento de referéncia tal como

us(€,m) ¢ = [N:(&m){or} (A.9)
U3( 1l
L w(&,n)

onde {57"}:{(“1)1 (v1), wr ((89_1;7])1 _(%_12;)1 (us); (vs); (wi)y - (U3)4} ¢ o vetor

coluna de tamanho (28,1) dos deslocamentos nodais expressos nas coordenadas de referéncia
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(&m) e ) .,
NY 0 0 0 0
o NY o 0o o0
(1)
NP0 0
o o NP 0 o0
o o NP 0 o0
o o o NV o
[N,(&,m)] = X (A.10)

0 0 0 0o N
N o0 0o 0 0
o N? o 0 0

o 0 0 0 N

é a matriz de funcoes de forma (ou matriz de interpolagdo dos deslocamentos) elementar de
tamanho (5,28) de todos os gdls. Pode-se observar a ordem especifica dos gdls in {4, } que
foi escolhida para evitar problema de conectividade quando se passa de um elemento tratado

de 28 gdls para um elemento nao tradado de 20 gdls.

A.2 Estrutura industrial

A.2.1 Matriz de rigidez elementar dos gdls ficticios

Os gdls ficticios @, e wj da secao 2.3.3 s@o interpolados simplesmente com polinémios

bilineares de Lagrange da mesma forma que os gdls de membrana. Ou seja,

0.(€,m) = [N, (& m)]{O%} (A11a)

wy(&,m) = [Ny (& m]{ W3} (A.11b)

onde

T
e {O,} = {(9;)1 CATSECAR (9;)4} é o vetor coluna de tamanho (4,1) das incognitas

nodais do deslocamento ficticio local ¢/,
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T
o (Wi} = {(wéh (wh)s  (wh)s (wé)4} é o vetor coluna de tamanho (4,1) das incég-

nitas nodais do deslocamento ficticio local w}
e [N/ (£,1n)] ¢ a mesma matriz das equagdes (A.8)

A nova interpolagao dos cinco gdls principais para o painel aerondutico se torna entao

(1(¢.7))
v1(§,m)
uz(&,m) ¢ = V(€ N6} (A.12)
v3(€,m)

L w(&m) )

T
onde {9;"} = {(u/1>1 (V) wi (%_u?;l)l _(83_1?)1 (02)y (us)y (v3)y (wg)y (uh); . (wzls)4}
é o vetor coluna de tamanho (36,1) dos deslocamentos nodais expressos nas coordenadas de

referéncia (§,7n) (o indice * é utilizado para diferenciar a placa sanduiche da estrutura indus-

trial) e
- T
NY 0o 0o 0 0
o NP o 0 0
0 0 N}” 0 0
o 0o NP 0 o0
0 0 N}?’) 0 0
O 0 0 0 0
. 0 0 0 N o0
[N*(&,m)] = " (A.13)
o o 0o 0o NU
O 0 0 0 0
N2 o 0 0 0
o NP o 0o 0
o o NY 0 o0
0 0 0 0 0|
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é a matriz de fungoes de forma (ou matriz de interpolagao dos deslocamentos) elementar de

tamanho (5,36) de todos os gdls. Pode-se notar primeiramente que os cinco deslocamentos

nao dependem dos novos gdls ficticios por escolha, afim dos mesmos nao atrapalharem a

dinamica original.

Como realizado na secao 2.2.2, o préximo passo consiste em expressar o vetor das

incégnitas nodais {07} em relacao as coordenadas fisicas locais (z/,y'). Isto pode ser feito da

seguinte forma

onde

* {6:}:{(7/1)1 (%)1 wll (%)1 (%)1 (9;)1 (ug)1 (U§)1 (wé)1 (u/1)2

{00} = [My] + {07}

(A.14)

<wg>4}T

é o vetor coluna de tamanho (36,1) das incégnitas nodais nas coordenadas fisicas locais

(«',y'), lembrando que 6, = 5% ¢ 0, = — 5%
[15]
[J]
[17]
[J]
* M )
[J]
[17]

[J]

[14]

é a matriz de transformacao das

coordenadas de referéncia para as fisicas. Esta matriz é diagonal e nao é mais constante

neste MEF uma vez que os elementos nao tem necessariamente os mesmos comprimen-

tos.

NS

S
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Ao substituir a equagao (A.14) na (A.12), a interpolacao dos deslocamentos se torna

) ¢ = [N (& m){"} (A.15)

sendo [N*(&,n)] = [N*(&, m[M;).

Logo, as matrizes elementares locais [M ! (e)} ,[Ké(e)] e [K,’,(e)} da secao 2.2.3 sao com-
putadas novamente segundo a nova interpolacao dos deslocamentos da equagao (A.15). No
entanto, dado a presenga dos novos gdls ficticios, estas se tornam de tamanho (36,36).

Com respeito as matrizes de rigidez associadas as energias ficticias das equagoes (2.55a)

e (2.55b), elas sao ent@o calculadas da seguinte forma

(K, ] = Giha / / RANRARLT: (A.16a)
+1
(K, ——as/ / N, 1 J]dEdn (A.16b)

onde

o [N} ] = {0 0000NY 0000 - 0} ¢ a matriz elementar de tamanho
(1,36) de interpolacao do gdl ficticio 6,, composta pelas func¢oes de forma bilineares

da equacao (A.8) colocadas nas posigoes associadas a este gdl no vetor de incognitas

nodais {§*}.

. |:Nll1}3] = [0 000000O0NYQ ... 0] é a matriz elementar de tamanho
(1,36) de interpolagao do gdl ficticio ws, composta pelas fungdes de forma bilineares

da equacdo (A.8) colocadas nas posi¢oes associadas a este gdl no vetor de incognitas

nodais {§*}.

Estas matrizes de rigidez elementares ficticias sao em seguida adicionadas a matriz de rigidez

da subestrutura eldstica [Ké(e)} )



137

A sequéncia consiste em realizar o processo de rotacao das matrizes elementares descrito

na secao 2.3.2.

A.2.2 Remocgao das instabilidades numéricas nas FRFs

Neste secao se analisa primeiro o exemplo da estrutura apresentada na Figura 2.8 des-
considerando o tratamento viscoeldstico, ou seja, somente a camada de base puramente elas-
tica. Os parametros sao os apresentados na Tabela A.1. Os nés de excitacao e visualizacao
escolhidos para a FRF sao respectivamente os de coordenadas globais (0,8027;0,4852;0,2979)
e (0,7384;0,5785;0,3228) e o gdl excitado e visualizado é u; global. As FRFs com (a; = 107°)
e sem tratamento (a; = 0) do gdl €/, sdo apresentada na Figura A.1. Vé-se que o tratamento

conseguiu remover os dois picos indesejados da FRF presentes em 192Hz e 300Hz.

100 T T T T
50 } B
! |
| :: : i | :

© | | L { }
o { ‘ b i I
— 1 [ | I I
Y [ A b I I '|Iw
E | Il I il
| | e |

[an] I i I Il
° : i Ry \:‘ I“. I
e Il
0 | /1 [ | 1

ar I W R

| ! \ | i | | ‘ 1

i il | Il o

YA L

| |l

N [ ]

{ . | \ :

I | [

I | |
—(.11=1075 L‘ :
(.t1=0 |
50 I I I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Frequencia [Hz]

Figura A.1 — Aplicacdo do tratamento sobre o gdl ficticio ¢/,

Da mesma forma, é analisado o caso da estrutura parcialmente tratada por material
viscoelastico da Figura 2.8 com os parametros adicionais disponiveis na Tabela A.1. O

material viscoeldstico usado é o material 3M-ISD122™ modelizado pelas equagoes (2.7a) e
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Tabela A.1 — Parametros da estrutura parcialmente tratada elastica para andlise de FRF

Espessura da camada de base h; 1,2 mm
Espessura da camada viscoelastica h, 0,5 mm
Espessura da camada restringente h3 0,5 mm

Moédulo de Young da camada de base E; 70 GPa
Moédulo de Young da camada restringente Fj 70 GPa
Coeficiente de Poisson da camada de base v, 0,3

Coeficiente de Poisson da camada viscoelastica v, 0,49
Coeficiente de Poisson da camada restringente v3 0,3

Densidade da camada de base p; 2700 kg/m?
Densidade da camada viscoelastica p, 950 kg/m?
Densidade da camada restringente p3 2700 kg/m?

Temperatura externa 7T, 25 °C
Banda de frequéncia [0; 500]Hz
Numero de pontos 1000

(2.7b). Além disso, o valor encontrado de o; é mantido a 10° para o tratamento do gdl ..

Utilizando os mesmos nds e gdl de excitacao e visualizacao, sao computadas as FRF com

(a3 = 1071%) e sem tratamento (a3 = 0) sobre o gdl ficticio w. As FRFs sao apresentadas

na Figura A.2.

E evidente a eficiéncia notavel do tratamento sobre o gdl wj que foi capaz remover

todos os picos indesejados.



139

a,=10"1°
0

——-ag

\

300

250
200 -
© 150
100

-50

100 150 200 250 300 350 400 450 500

50

Frequencia [Hz]

Figura A.2 — Aplicacao do tratamento sobre o gdl ficticio w}



