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Resumo

Nesta dissertacao estudamos as hipersuperficies que possuem curvatura escalar nula. O tra-
balho teve como foco as hipersuperficies invariantes por um subgrupo de isometrias, que sao
obtidas através de uma curva geratriz parametrizada pelo comprimento de arco. Usamos as
geratrizes para reduzir as equagoes diferenciais parciais das curvaturas escalares S, num sis-
tema de coordenadas locais, tornando-as equacgoes diferenciais ordinarias nas coordenadas da
geratriz.

Fizemos uma sintese do estudo qualitativo de equacoes diferenciais ordinarias para con-
cluirmos a dissertacao, analisando as equacoes ordinarias das curvaturas escalares e classifi-
camos as hipersuperficies de R* com curvatura escalar nula que sao invariantes por um dos

seguintes subgrupos de isometrias: O(3), O(2) x O(2).

Palavras-chave: Hipersuperficies Invariantes, Normal de Gauss, Curvatura Escalar, Equacoes

Diferenciais.
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GUIMARAES, T. Hypersurfaces of R* invariant by an isometry subgroup with zero scalar
curvature. 2011. (51 pages) M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-
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Abstract

In this dissertation we study hypersurfaces with zero scalar curvature. The work is based
on hypersurfaces that are invariant by an isometry subgroup and are generated by curves
parametrized by arc length. These curves are used to transform the partial differential equations
S, given by local coordinates, into ordinary differential equations given by the coordinates of
the curves that generate the hypersurfaces.

We made a summary of the qualitative study of ordinary differential equations to con-
clude the dissertation, analyzing the differential equations and classifying the O (3)-invariant

hypersurfaces and O(2) x O(2)-invariant hypersurfaces with zero scalar curvature.

Keywords: Invariant Hypersurfaces, Gauss Map, Scalar Curvature, Differential Equations.
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Introducao

Os métodos da geometria equivariante tém permitido a construcao e classificagao de varios
exemplos de hipersuperficies invariantes com uma dada condigcdo sobre a r-ésima curvatura
média.

Nesta drea de pesquisa, temos de inicio a classificacao das superficies rotacionais com cur-
vatura média constante em R? obtidas por Delaunay em 1841 no trabalho [3]. Apds a classi-
ficagao dos grupos de isometrias de baixa cohomogenidade feita por HSTANG e LAWSON (8],
varios trabalhos abordando geometria equivariante foram divulgados por Hsiang e seus colabo-
radores. Estudando hipersuperficies de R*™ invariantes por O(m) x O(m), HSIANG, TENG e
YU [9] mostram a existéncia de imersoes de S*™~! em R*™(m > 2), com curvatura média cons-
tante, que nao sao hiperesferas redondas. Tais imersoes sao contra-exemplos para a conjectura
de Hopf em dimensoes n maior do que ou igual a 3, no caso n = 2 um contra-exemplo é o toro

de Wente (nao mergulhado) [7].

O objetivo desse trabalho foi construir e classificar algumas classes de hipersuperficies de R*
com curvatura escalar zero. Os principais artigos que embasam esta dissertacao sao “Rotational
hypersurfaces in space of constant curvature”de Maria Luiza Leite [10] e “O(2) x O(2)-invariant

hypersurfaces with zero scalar curvature”de Oscar Palmas [14].

No Capitulo 1 citamos conceitos e resultados basicos da teoria de superficies, introduzindo a
Aplicacao Normal de Gauss e as curvaturas principais. Ainda nesse capitulo definimos a r-ésima
curvatura média H, de uma hipersuperficie e obtemos alguns resultados sobre a hiperesfera S™

que serao usados no Capitulo 2.

No Capitulo 2 estudamos a Aplicacao Normal de Gauss das hipersuperficies rotacionais
O(n + 1) e das hipersuperficies invariantes por produto de rotagdes O(n + 1) x O(n + 1),
fornecendo explicitamente as equagoes da curvatura escalar S destas hipersuperficies.

No Capitulo 3, fizemos um resumo do estudo qualitativo das equagoes diferenciais ordinarias
para termos condicoes, de, no quarto capitulo, estudarmos as equacoes associadas as hipersu-

perficies com curvatura escalar nula.



O Capitulo 4 trata da resolucao das equacgoes diferenciais para curvatura escalar das hiper-

—22"x + (1 — (2)?)

] 3x?

produtos de rotagoes S(u) = F— [(=2"2 + 2"2")(=2'z + a'z) — 2'2’] = 0, em que para hipersu-
xz

perficies rotacionais resolvemos através da integral primeira e para hipersuperficies invariantes

superficies rotacionais S(u) = = 0 e das hipersuperficies invariantes por

por produtos de rotacoes contruiremos o retrato de fase associado a equacao, traduzindo os
resultados no campo vetorial para as geratrizes, o que permite a classificagdo dessas hipersu-

perficies.

Tulio Guimaraes

Uberlandia-MG, 01 de julho de 2011.



Capitulo 1

Superficies no espaco euclidiano

Neste capitulo estenderemos alguns conceitos da geometria de superficies em R® (ver DO
CARMO [4]) para o espago euclidiano R", usando alguns resultados encontrados em LIMA
[11], possibilitando o estudo de hipersuperficies do R".

1.1 Alguns conceitos basicos

Definicao 1.1 Um conjunto conexo M C R™ € uma superficie regular de dimensao m quando,
para cada p € M, existe uma vizinhangca V de p em R" e uma aplicagao X : U — VN M de

um aberto conexo U C R™ sobre V N M C R"™ tal que:

1. X € diferencidvel, isto €, suas fungoes coordenadas tém deriwvadas parciais continuas de

todas as ordens em U;
2. X € um homeomorfismo;

3. Para cada v € U, a diferencial dX, : R™ — R" ¢é injetiva.

A aplicacao X : U - VN M comp e VNM=X(U) é denominada uma parametriza¢ao
de M em p = X (u), u = (uy,...,u,) é a coordenada de p e X (U) é entdo chamada uma
vizinhanca coordenada de M em p. A notacao M™ C R” significa que M é uma superficie de
dimensao m em R"™, e o nimero n — m > 0 é a codimensao de M em R". Uma superficie com
co-dimensao 1 é chamada de hipersuperficie .

Assim, uma superficie M™ C R™ é um subconjunto que admite uma familia F de para-
metrizagoes X, : Uy — Vi N M, A € F, denominada atlas, cujas imagens cobrem M, isto é,
M C |JX,(Uy). O atlas permite estender as nogoes do cédlculo diferencial a superficie M e,

A

este processo inclui dois importantes teoremas do calculo diferencial em R™:



1. TEOREMA DA APL[CACAO INVERSA
Seja f : U — R™ diferencidvel no aberto U C R™. Sea € U € tal que f'(a) : R™ — R™
¢ invertivel, entao existe uma bola aberta B = B(a;0) C U tal que a restrigao f|p € um

difeomorfismo sobre um aberto V.= f(B) C R™ com f(a) € V.

2. TEOREMA DA APLICACAO IMPLICITA

Seja f = (fi,..-, fa) : R™ x R" — R™ uma aplicagdo diferencidvel. Suponha que

Ofi
Oy,

f(zo,y0) = ¢ e a matriz n X n dada por [ (xo,yo)] ¢ invertivel. Entao, existem um
aberto W C R™ com xq € W e uma aplicagao diferencidvel & : W — R™, com &(x¢) = yo,

tais que ¥ x € W temos

f (2, &(x) = c.

Yo >Rn

Figura 1.1: Aplicacao Implicita.

Geometricamente essa igualdade significa que f~1 N Z, onde Z = W x (W), é o grafico da

aplicacao &.

Exemplo 1.1 Os grdficos de aplicagoes diferencidveis f : U — R, definidas em abertos
U C R™, sdo hipersuperficies em R"L. FElas admitem um atlas constituido por uma tinica

parametrizagao global X : U — R"™ | dada por X (u) = (u, f(u)), u € U.

Exemplo 1.2 As imagens inversas de valores requlares ¢ € R™ de aplicagoes diferencidveis
f W — R definidas em abertos W C R™" ou seja, o conjunto dos pontos w € W tais
que f(w) = ¢ e que a diferencial D f(w) # 0, sao superficies diferencidveis em R™ ™. Neste
caso, a existéncia do atlas para M = f=' (c) € consequéncia do Teorema da Aplicagao Implicita
e do exemplo anterior. Considerando f (x) = (x,z), * € R™ concluimos que a hiperesfera

S™(r) = f~1(r), de centro na origem e raio r > 0, € uma hipersuperficie de R



Outra consequéncia do Teorema da Aplicacao Implicita é o fato da mudanca de coordenada
ser um difeomorfismo. Precisamente, se X, : Uy — VN M e Xg : Ug — VzgN M sao
parametrizacoes de vizinhancas Wy, = VAN M e Wiz = V3N M, com W = Wy N Wz # 0
e se p € W tem coordenadas u = (uy,...,u,) = X, (p) em relagio & X, e coordenadas

v=(v1,...,0,) = Xgl (p) em relagao a Xg, entdo a mudanca de coordenadas
Xgl oX):U—YV,

u — v, é um difeomorfismo entre os abertos U = X; ' (W) e V = Xﬁ_1 (W) do R™.
Esse resultado fornece a boa definicao da no¢ao de diferenciabilidade para aplicagoes definidas

em superficies. Dizemos que uma aplicagao
f:M— RP,

definida numa superficie M™ C R”, é diferenciavel em p € M quando existe uma parametrizacao

X:U—=VNMcompeVnNM=X(U) tal que a representagio local de f
foX:U—RP

é diferencidvel em u = X! (p) no sentido usual.

Sejam M™ C R"™ uma superficie, X : U — R" uma parametrizacao de uma vizinhanca de
p € X(U) em M. Definimos o conjunto T,M, chamado espago tangente a M no ponto p, como
sendo tanto a imagem da transformagao linear injetiva X'(u) : R™ — R” com p = X (u), quanto
o conjunto dos vetores tangentes X' (0) de todos os caminhos diferencidveis A : (—¢,e) — M
passando por p = A(0).

Sejam M™ C R" e N™ C R® duas superficies e f : M — N uma aplicacao continua.
Dizemos que f é diferencidvel em p € M se existem uma vizinhanga parametrizada X (U) de p

e uma vizinhanga parametrizada Y (V') de ¢ = f (p) tais que f(X(U)) C Y (V) e a aplicagao
Y lofoX:U—YV,

denominada representacio local de f, é diferencidvel em X1 (p). Assim, definimos f dife-
renciavel num aberto W C M se sua representacao local for diferenciavel em cada ponto do
aberto X ().

Dada uma aplicacao diferenciavel f : M™ — N" para cada p € M e cada v € T,M,
escolha uma curva diferencidvel a : (—¢,e) — M com a(0) =pe o/ (0) =v e faga f = foau
A derivada f’ (p) é uma aplicacao df, : T,M — TN, em que df, (v) = ' (0). Tal aplicagao

¢ uma transformacao linear e sua definicao nao depende da curva « escolhida.



Usando os conceitos de diferenciabilidade e de derivada de aplicacoes entre superficies es-
tendemos, de forma natural, os resultados e conceitos do calculo diferencial para aplicagoes
definidas em superficies. Em particular temos a regra da cadeia, o Teorema da Aplicacao
Implicita, o Teorema da Aplicacao Inversa, entre outros resultados, e também os conceitos de

gradiente, divergente, etc.

1.2 Orientacao de uma superficie

Note que toda superficie M C R"™ é localmente o grafico de uma aplicagao diferenciavel e,
portanto, é localmente a imagem inversa de um valor regular de uma aplicacao diferenciavel.
Se V.C M é o grafico de uma aplicagao diferenciavel f : U — R"™™ definida no aberto
U C R™, entao podemos definir V' como a imagem inversa do valor regular 0 da aplicacao
g:UxR"™ — R"™ definida por g(z,y) = y — f(z). Porém nem sempre a imagem inversa
de um valor regular ¢ € R"™™, de uma aplicacao f : U C R" — R"™, pode ser definida,
globalmente, como grafico de uma aplicacao g : U — R™™™ em um aberto V' C R™, pois,
esta superficie pode ser compacta e um grafico sempre é homeomorfo ao seu dominio, logo, um
aberto.

Nem todas as superficies sao dadas pela imagem inversa do valor regular de uma aplicacao
diferenciavel, uma condi¢ao necessaria para que isso ocorra é que a superficie seja orientavel,
conforme definiremos a seguir.

Um atlas A={X,:Uy—=>VaNnM=W,, A& F} de uma superficie M™ C R™ é dito
positivo quando quaisquer duas parametrizagoes X; e X; sao positivas, ou seja, ou temos W =
W, N W; = 0 ou para todo p = X, (u) em W, o determinante Jacobiano da mudanga de

coordenadas (X; ' o X;) (u) é positivo. Assim temos:

X

Figura 1.2: Parametrizacoes positivas.



Definicao 1.2 Uma superficie M € dita ser orientavel quando admite um atlas positivo. Do
contrdrio dizemos que M € uma superficie nao-orientavel. Uma escolha de um atlas positivo é

denominada uma orientagao de M.

Observacao 1.1 Como estamos trabalhando com superficies conexas, qualquer superficie ori-

entavel M admite apenas duas orientacoes.

Exemplo 1.3 Toda superficie que admite um atlas formado por uma unica parametriza¢ao
global € uma superficie orientdvel. Logo, os conjuntos abertos 2 C R™ e os graficos de funcoes

diferencidveis sao superficies orientdveis.

Uma forma de caracterizar uma superficie orientavel M C R™ é através de campos continuos
de vetores normais desta superficie, que sao aplicagoes v : M — R"™ tais que para todo p € M
temos v(p) pertencente ao complemento ortogonal do plano tangente (v(p) € T,M=*). Se
uma superficie M™ C R"™ admite n — m campos de vetores normais vy, ..., Vp_pm : M — R”
linearmente independentes em cada p € M, entao M é orientavel.

De fato, seja M™ C R™ uma superficie que admite tais campos e considere um atlas maximal
A*={X, : Uy = Wy =V,NM,\ € F} para M, vamos usar os campos v; e A* para produzir
um atlas positivo A para M, ou seja, uma orientacdo. Dado X : Uy — W), A € F, temos que

a matriz coluna do tipon x n

[, 2%
| Ox T Oy

D)\ (u) (w),v1 (X2 (W), ..., Ve (Xa ()

tem determinante nao nulo pelo fato das m primeiras colunas formarem uma base de T'x(,) M
e as outras n — m uma base para TX(U)ML, com R" = (TxwyM) @ (TX(U)ML). Sendo U, é
conexo, o sinal do determinante da matriz ®,(u) ndo muda em U,. Assim, se det ®)(u) > 0
em U,, adicionamos X, ao conjunto A. Agora, se det ®,(u) < 0, entdo compondo X, com a
aplicagao & (uy, ug, ..., u,) = (—ug, ug,...,u,), obtendo X, = X, o0& com a mesma imagem
W, e adicionamos X, & A. Aplicando esse procedimento para todo A € F obtemos um atlas
positivo A para M. Para mostrar que A é positivo sejam X, : Uy — Wy e Xg : Us — W
parametrizagoes em A com W = WyNWj # (. Em termos matriciais a Jacobiana da mudanca

de coordenadas de u = X' (p) para v = Xﬁ_1 (p) é dada por
J(Xﬁ_l OX)\) (u) = (aij) = A,

com




Além disso, as matrizes ®y(u) = aaX’\ (w),..., ?(u), o1 (Xa(w)), ..., Vnepm (X (w)) e
T L,
Us(v) = 90X (v)y.. .,y %(v), v1(X5(v)), ..., Vpem(Xs(v)) | satisfazem
ayl 8Z/m
A 0
Dp(u) = Vg (v)
@ Infm

com det @, (u) > 0 e det ¥ (v) > 0. Logo, por I,,_,, ser a matriz identidade de ordem n — m,

temos

B A0
det J (X5 o Xy) (u) = det =det A > 0,
@ In—m

o que significa que X, e Xz sao parametrizacoes positivas e, segue da arbitrariedade de X e

Xp que A é um atlas positivo, ou seja, M ¢é orientavel.

Exemplo 1.4 Se uma superficie M™ C R™ € imagem inversa de um wvalor reqular de uma

aplicacao diferencidvel f : U C R" — R"™™ entdao M € orientdvel.
Quando a codimensao de M ¢ igual a 1, vale a reciproca da afirmacao acima. Ou seja:

Teorema 1.1 Uma hipersuperficie M C R™! ¢ orientdvel se, e somente se, existe um campo

continuo de vetores normais n: M — R com n(p) # 0 para todo p € M.

Como exemplo de superficies nao orientéveis temos a faixa de Moebius em R?, garrafa de
Klein em R* e o plano projetivo P* em R?" com n par, as quais nao podem ser dadas como

imagem inversa de um valor regular de um aplicagao diferenciavel.

Figura 1.3: Faixa de Moebius [18] e Garrafa de Klein [17].

1.3 Aplicacao de Gauss em hipersuperficies de R""!

Pelo Teorema 1.1 visto acima, a orientacao de uma hipersuperficie orientdvel M C R"*! pode

ser dada pela escolha de um campo continuo de vetores normais unitarios em M.



s

Definicao 1.3 A Aplicacao Normal de Gauss de uma hipersuperficie orientdvel M C R"*! ¢
definida como o campo continuo de vetores normais unitarios que dd a orienta¢do positiva desta
hipersuperficie. Ou seja, € uma aplicagio N : M — S™ em que dado p € M o vetor N(p) é
perpendicular ao espago tangente T,M e o conjunto {X,,, ..., Xu,, N(p)} forma, nesta ordem,
uma base orientada positivamente em R"™L. Logo, o determinante da matriz da transformacao
linear A : R™ — R"L que leva vetores da base candnica para a base {X,,, ..., Xy, N(x)},

deve ter valor positivo.

Para definirmos localmente a Aplicagao Normal de Gauss, além de uma parametrizacao
é necessério utilizar de alguns resultados de Algebra Multilinear (ver Capitulo VII de [11]).

Temos:

e O produto vetorial de n vetores vy,vs,...,v, € R" é um vetor em R™*! definido for-

malmente pelo determinante

€1 €y - ST |
Vit V12 0 Vi(n+1)
VU XUg X+ XUp =1 Uy Vg - V2(n+1) | (11>
Un1 Un2 - Up(ntl)
n+1
em que v; = g vije;, para todo 1 = 1,2,...,n;
Jj=1
n+1
e Denotando por (z,y) = E x;1; 0 produto interno candnico em R™*! e usando o desen-

i=1
volvimento de Laplace para calcular v; X vy X - -+ X v,, obtemos a igualdade

w wy W2 - Wpyl
U1 Vit V12 0 Ui(n+1)

(w,v1 X -+ X v,) = Vg | = | V21 Va2 --- U(ntl) |> (1.2)
Un Un1 Un2 " Up(ntl)

em que w = (wy,...,W,11) € R*L

e Dada uma aplicacdo linear auto-adjunta T : E — E, onde a dimensao de E ¢é finita,
existe uma base do espaco vetorial F formada por autovetores de T, em que T admite

uma representacgao diagonal.
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Rn+1 S

Figura 1.4: Aplicacao Normal de Gauss.

w

. . ~ .. .~ w
Seja X : U — M uma parametrizacao de uma vizinhanca de p € M, entao m e —m
w w

onde w = X, X X, X -+ x X, , sdo vetores unitdrios normais a M, e por (1.2),

Y

X, w
X, )
= (=1)" =(-1)" <w,w>=(=1)"w|"
Xu, :
w Xu,

Dai,

Proposicao 1.1 A Aplicagao Normal de Gauss N : M —— S"™ é diferencidvel e sua repre-
sentagao local na parametrizacao X : U — V N M ¢é dada por

o Xuyg X Xy X oo X Xy,

1.3
| Xy X Xy X oo X Xy (1.3)

N(p) =No X (u) = (=1)

n |

Ela associa a cada ponto p = X (u), a um dos dois vetores unitdrios e perpendiculares a T, M.

Proposicao 1.2 A diferencial dN, : T,M —— T,M da aplicagio normal de Gauss é uma
aplicagao linear auto-adjunta. Assim, existe uma base de T, M formada por autovetores ortonor-

mais vy, ..., Uy, associados a autovalores ki, ..., ky,, que diagonalizam dN,.
Dem. Seja u = (uy,...,u,) € U C R" com X (u) = p. Devemos mostrar que

n

Tome c(t) = (u1(t),...,un(t)), sendo c(0) = u, e a(t) = X(c(t)) temos o'(t) = > ", ;X .
Assim, pela Regra da Cadeia,

dN
an(t) = —(NoX)(c(t)) =
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onde N,, = (N o X),,. Por outro lado, temos

AN
— 0 alt) = dNag( ZudNa(t) W)

donde concluimos que dNyw) (Xy,) = Ny, .
Das igualdades (N, X,,) =0 e (N, X, ) =0 temos

0 = a%- (N, Xu.) = (Nuy, Xy ) + (N, Xy ) »
0 = a(z (N, Xu,) = (Nup, Xu;) + (N, X0, -
Dai, (N, Xu,) = — (N, Xy, ) = (Xo;, N, ), ou seja,
(dNa) (X)), Xu) = = (N, Xuy) = (X, dNa (X)) - (1.4)
Segue-se da linearidade da diferencial dN, e do produto interno que dN, é auto-adjunta. [

Definicao 1.4 Os autovalores da aplicagao —dN, sao as curvaturas principais da hipersu-

perficie M em p.

Por meio das m curvaturas principais de uma hipersuperficie M™ C R""!  definimos as

r-ésimas curvaturas médias de hipersuperficies por:

H,(p) = % S kiky ki, 1<r<n (1.5)

r/ 1<i1<ig < <ir<n

e algumas dessas r-ésimas curvaturas médias recebem um nome especial como:

o Curvatura Média:
=)= Y= S

H:k1+k2+~~+kn (1.6)
n

o Curvatura Escalar:
S = Hy(p Zk k;j
1<J

2
S=———(k1ko+ -+ kiky+koks+ -+ kakp+- -+ kn1.ky) (1.7)
n(n—1)

o Curvatura Gauss-Kronecker:

1

n/ 1<i1 < <ip<n

Neste estudo, iremos tratar das hipersuperficies com curvatura escalar nula invariantes por

rotacoes, ou por produto de rotacoes.
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1.4 Hiperesferas em R""! de raio 1

Primeiramente definimos uma parametrizacao da hiperesfera S™ de raio unitario e centro na
origem, que sera fixada desta forma sempre que fizermos uma referéncia a ela, e obteremos
igualdades que sao importantes nos estudo das hipersuperficies invariantes.

Tomando um ponto P = (x1,29,...,Tpy1) € S™ se P, é a projecao ortogonal de P no
hiperplano de R"*! dado por z,,; = 0, entdo P := P, + cos(6,).e,41 com |B,| = sen(d,).
Prosseguindo obtemos P, := P,_; + sen(#,,) cos(6,_1).e, com |P,_1| = sen(f,)sen(d,,_1) onde
P,_1 é a projecao de P, no hiperplano z, = 0 de R", e assim por diante. Através desse

procedimento conseguimos escrever as coordenadas de P da seguinte forma

Tpr1 = cos(f,)
T, = sen(fy,)cos(fy_1)
Tn_1 = sen(6,)sen(6,_1)cos(fy_2)
rg = sen(f,)sen(f,_1) - -sen(fs) cos(s)

xe = sen(f,)sen(6, 1) -sen(fs)sen(fy) cos(f;)

r1 = sen(f,)sen(6, 1) - -sen(fs)sen(hy)sen(6;)

en+1

Figura 1.5: Construcao de uma parametrizagao para a hiperesfera.

Chamemos de parametrizacao em coordenadas esféricas da hiperesfera S* ¢ R**! a aplicacao

\If"(@l, Ce 7977,) = (xl(Ql, . 70n>7 Ce ,$n+1<91, Ce ,Qn)),

onde 0; € (0,27) e 6; € (0,7), para 2 < ¢ < n. Simplificando, podemos escrever W™~ =

n—1 n—1 —1 _ _ .n—1 .
(2,2 ) e U = (2, 2h, ..., 20, ) em que x}' =z sen(f,), para 1 < i < n,
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como sendo as parametrizacoes em coordenadas esféricas de S" ' C R* c R*™™!' = R*" @ R e

S™ ¢ R™*!, respectivamente. Assim:

U" = (2}, 25,...,2,,)
=sen(f,)(z7 1, 257t o 2" ) @ cos(6,,)

= sen(0,) ¥ @ cos(6,,)

e portanto,
Uy =sen(6,) V5 &0 parai##n
Uy = cos(0,)¥" ! @ (—sen(h,)),

sendo @ a soma direta. Logo, valem as seguintes igualdades

(T, T") = 1

(U, Wy ) =0

< 317‘Ilgj>2077’%j7
sen?(0,)(Wy ', Wy~t), sei#n

l,set=n

(1.9)

(1.10a)
(1.10b)
(1.10¢)

(1.10d)

que podem ser deduzidas, usando inducao sobre a dimensao n. Outro resultado importante na

hiperesfera de raio 1 é sua Aplicacao de Gauss em coordenadas locais dada por (1.3).

Proposicao 1.3 Sejam S" a hiperesfera unitdria em R*™! e U™ sua parametrizacao em coor-

denadas esféricas. Temos as igualdades

€1 €2 ** €py1
vy .
pox g X x Uy = vy = [(—1)”.Hseni1(9i) wn
. i=1
vy
2
\IlTL
3 .
(O", Wp x U o x U ) = | | = (=1 ] [ sen™"(6))
. i=1
vy

Logo, a representacao local da Aplicagao Normal de Gauss sera N = U™,

(1.11)

(1.12)
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Dem. Esta demonstracao sera feita usando o desenvolvimento de Laplace e inducao sobre n.

Para isso usaremos as igualdades (1.1) e (1.2). Assim

e Paran =1, temos W' = (sen(6;),cos(f,)) e U5 = (cos(6;), —sen(6;)) logo:

€1 €2

= (—sen(f;), —cos(#;)) = -V = (—1)'w!
cos (01) —sen(ty)
v sen(f) cos(f;

= ( ) ( ) _ —sen2(€1) _ 0082(91) - 1
s, cos (01) —sen(6;)

e Para n = 2, temos

U2 = sen(fy). ¥ @ cos(bs)
U5 = sen(fy). Wy &0
U5, = cos(fr). W' @ —sen(6s)
€1 €9 €3
\Ifgl X \Ilgz = \Ifgl
g,
143 s, 3+3
= (=1)""ezsen(by) cos(hz) + (—1)*"3(—sen(fy))sen(b)
! vl
= (—1)%sen(fy)[sen ()T + cos(6)es]
= (—1)%sen(f,)W?

(W2, U7 x U5 ) = (0% (—1)%sen(6,)P?)
= (—1)%sen(6s)

e Supondo verdadeira para n = k, ou seja, que

k
Uh X Up, x o x U= (=1 ] [ sen™"(6;). 0
=1

k
(TF, Wh x T, x oo x U ) = (=1)F T sen™" (6;),
=1

e Vamos mostrar para n = k + 1. Temos:

U = sen(fp41).U* @ cos(Oy1)

‘Ij]g:rl = Sen(ekﬂ)-‘lf'gi ©0 parai < k+1
\115;11 = ¢08(0gs1).V* @ —sen(fy1)
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e, usando o método de Laplace na ultima coluna, obtemos

WAL AL L gt
1 2 k+1

= (=) osen® (Orr1) cos(Opr ) (—1)F(TF | Wh X Up > - x U )+

+(—1)(k+2)+(k+2)(—sen(0k+1))senk(9k+1)(\I/’gl X Wp X x Wh ) =

= (—1)k+! Hsen )[errosen® (0r41) cos(Bpr1) + sen (g1 )sen® (04,). U] =

k1
= (—1)k+t H sen’ ! ( sen(@kﬂ)\I’k + €pt2 cos(@kﬂ)} =

k+1

_ k:+1 H sen’ 1 Pkl

ket 1
k+1 gkt Bt o EALy (kL ()R k+1
(UAE W™ x Wy x Wp) = (¥ — sen’ 1 (6;)WHt)

k+1

= (=1)1! H seni_l(Qi)

O
Em qualquer ponto p da hiperesfera e para w € T,,S™, temos uma igualdade da forma
dNy(w) = a1V + a ¥y +--- + a, ¥y,
e usando a igualdade (1.4) podemos escrever
(any(wy), w5 ) = — (N Wy ) = (W5, 03 )
Logo, concluimos de (1.10c) e (1.10d) que
_ gl — 32 \Ijgn
{Ul - pr , U2 = N ). \Ij }
w5, v, AL
é uma base ortonormal de autovetores associados a autovalores k; = 1,..., k, = 1, que

diagonalizam —dN. Portanto todas as curvaturas principais sao iguais a 1 e como con-

Ayl Lot L n ox _ rl(n—r)! o
sequéncia as r-ésimas curvaturas médias de S" sao H,(p) = == kiki, ki =

1< << <ipr<n
rl(n—mr)  nl




Capitulo 2

Hipersupertficies invariantes pela acao

de um subgrupo de isometrias

Uma hipersuperficie M"™ C R"*! ¢ dita invariante se existe um subgrupo G do grupo de
isometrias do R TSO(R™), que deixa M invariante, isto é, g(M) = M, Vg € G.

Identificando o grupo das matrizes 4 x 4,

A a
G(4) = :
0 1

em que A : R3 — R3 ¢ transformacao linear ortogonal, a é um vetor 3 x 1 que representa uma

translacao T, e ) é a matriz nula 1 x 3 com o grupo de isometrias do R?,
ISO(R?) = {F =AoT,:R* — R3} ,

por meio do isomorfismo

A a
01
MEDEIROS & RIPOLL em [12] d4 uma classificagdo dos subgrupos a um parametro de isome-

(A a) —>

trias do R3. Usando esta classificacao obtemos trés tipos de superficies invariantes por um

subgrupo a um parametro de isometrias:
e as superficies rotacionais, invariantes por O(2);
e as superficies helicoidais, invariantes pela composicao de translacoes com rotacgoes;
e as superficies translacionais, invariantes por translagoes.

Neste capitulo determinaremos as expressoes da curvatura escalar de hipersuperficies in-

variantes pela agdo dos grupos de isometrias O(n+ 1) e O(n +1) x O(n + 1).

16
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As drbitas principais da acio de G = O(n + 1) em M = R"*! x R = R"*+2,

7 GxM — M
(A, (u,v)) — (Au,v),

sao hiperesferas S™(||u||), se observarmos a proje¢ao no hiperplano z,,2 = 0, a uma altura v. As
hipersuperficies invariantes M"*! ¢ M = R"*? sio denominadas hipersuperficies rotacionais.
Essas hipersuperficies sdo dadas pela uniao de érbitas G, onde y(u) = (x(u), z(uv)), u € I,
é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco (ppca), ou seja, [2/(u)]* + [2/(u)]? = 1,
contida no espaco de orbitas

Q= {(z,2) € R*z >0},

chamada curva geratriz, aqui x define o raio da hiperesfera e z sua altura. Todo ponto da curva
interior a () corresponde a uma orbita principal da acao do grupo.

Para G = O (n+1) x O (n+ 1) temos a acdo de G em M = R"*! x R = R2+2

T GxM — M
((A,B),(u,v)) — (Au,Bv),

onde A, B € O(n+1) e (u,v) € M. As érbitas principais desta acdo sdo produtos de hiperesferas
S™(|lull) x S*(||v||) e as hipersuperficies invariantes M?"*! ¢ M = R?"*2 sdo dadas pela unido
de orbitas Gy(), onde y(u) = (x(u),z(u)), u € I, é uma curva ppca contida no espaco de
orbitas

Q={(z,2);2 >0,z >0},

chamada curva geratriz. Aqui x e z fornecem os raios das hiperesferas.

Observagao 2.1 As hipersuperficies do espaco euclidiano com r— curvaturas médias constantes
sao dadas, no caso geral, por solugoes de equagoes diferenciais parciais (EDP) (ver equagao
1.5). Esse problema, quase sempre, vem de natureza bastante complicada. A vantagem de
se trabalhar com hipersuperficies invariantes é podermos reduzir o problema de E.D.P. a um
problema de FE.D.O, em termos das fungoes coordenadas da curva geratriz como veremos a

SequiT.

2.1 Hipersuperficies rotacionais O(n + 1)

Seja M C R™? uma hipersuperficie rotacional O(n + 1) com geratriz, y(u) = (x(u), z(u)),

u € I, parametrizada pelo comprimento de arco. Para construirmos uma parametrizacao para
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M, vamos utilizar as parametrizacoes das esferas S* C R®™! em coordenadas esféricas, vista
no capitulo anterior, dadas por ¥" = sen(f,). V" ! @ cos(f,). Uma parametrizagio desta

hipersuperficie gerada por y(u) = (x(u), z(u)) é dada por:

X(u,b0p,...,0,) = x(u). V" + z(u)e, 10 = 29" @ 2,

em que V" define as (n + 1) primeiras coordenadas da parametrizacdo e z a coordenada em
relacao a e, o.

Para calcular a curvatura escalar destas hipersuperficies precisamos calcular a aplicacao
normal N e os autovalores da diferencial —dN, que sao as curvaturas principais. Temos as

derivadas parciais:

X, = 2V @ (2.1)
Xo, = 2V ©0, i=1,...,n. (2.2)

Logo, usando o desenvolvimento de Laplace e a Proposicao 1.3, obtemos:

€1 €2 - €En42 €1 €2 " €Epp1 Epy2
X, ik Z
Xgl 33'\1/31 0
Xo, Vg, 0
X, vy 0
’un €] € Eni1
n n
vy vy
1 2 2 2) 1
(1) e, 1y x|+ (—1)>*m+2)y x\Wy,
n n
x Wy Wy
n n

Portanto,
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Sendo assim, por (1.3) obtemos o campo normal:

N = (_1)n+1 1:1
o] [sen' ™ (6:) (/0" @ —2')
=1

Como na curvatura escalar o sinal nao ira interferir, pode-se tratar a aplicagdo normal

N = (=1 (—z’\If; da).

simplesmente por
N=(-2v"@2),
tendo como derivadas

dNX(u,Ol ..... On)(Xu) = Nu — (_Z”\Ijn D -T”)

9n)(X9i) = Nei = (_Z,\Iﬂgj SZ 0) :

......

Pelas igualdades (1.10a)-(1.10d) vemos que o conjunto {X,, Xo,, ..., Xy, } forma uma base

ortogonal para T, M, logo, para um w € T, M temos que
dNX(u,gl 77777 gn)(w) =aX, + Ozl)(g1 + ...+ Oangn.

Fazendo o produto interno com as derivadas parciais X, e Xy, na igualdade acima, obtemos

<dN(w)7 Xu> <dN(w)7 X9> . : = 4 :
a=-——"——"ecq;=——"———-, t=1,...,n. Mas a aplicagao normal é auto-adjunta,
(X, X.) (Xo,, Xs,) J

logo, concluimos que as curvaturas principais sao

(dN(Xy), Xu)

ko=a = _ (—z”x’ + x”z’)

(Xus Xu)
[§
i 7 <X9HX92.> . yoeey 1.

Agora que achamos as curvaturas principais em fungao das coordenadas da curva geratriz
v(u) = (z(u), z(u)) temos que a curvatura escalar S das hipersuperficies rotacionais geradas
pela curva ppca y(u) = (z(u), z(u)) é

St = (2.4)

2.2 Hipersuperficies invariantes por O(n+ 1) x O(n + 1)

Considere uma hipersuperficie M?"*1 C R?"*2 invariante pela agdo de G = O (n + 1)xO (n + 1)

em M = R"! x R = R?"*2 com geratriz, v(u) = (x(u), 2(v)), u € I, parametrizada pelo
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comprimento de arco. Uma parametrizacao explicita para a hipersuperficie M é dada por

X(u,0,0) = x(u)V™(0) © 2(u)®"(0),

em que U"(6) e ®"(f) sao parametrizagoes em coordenadas esféricas da esfera S C R"! com

0= (01,...,0,) el = (@1, . ,én) . Temos como derivadas parciais:
X, = 29" @ o
Xo, = a2V & 0 i=12...,n

ng = 0 @& zCIng 7=12 ... n.

Assim, pelas igualdades em (1.10a)-(1.10d) observe que para todo 1 < 4,j < n:

<Xu>Xu> = [x’P + [Z/]Q -1

(Xo,, Xo.) = o 31-7‘1’3), sei =7
) J 07 - 7&]

<X§ Xé > — Z2<®gﬁq>3j>> se Z :]
1 J 0, se i #j

<Xu’X9i> =0

<X'U,7X7j> = 0

<X9¢7X§j> = 07

logo, o conjunto {X,, Xo,,...,Xy,, Xg,,..., X5, } é uma base ortogonal para T,M.

Da mesma forma que na secao anterior, devemos calcular

Xy X Xg, X -+ X Xg, X Xg X+ X Xg

para encontrar a aplicagao normal N e, em seguida calcular a curvatura escalar S.

Para isso, fixemos n e consideremos

X(u,0,0) = x(u)¥"(0) & z(u)d"(0)

em que U"(0), 0 = (0y,...,0,), parametriza S* C R"* e ®%(f), § = (0y,...,0), parametriza

S* c R¥1. Um processo recursivo, usando matrizes em bloco, propriedades do determinante e
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a Proposicao 1.3 fornece a igualdade

€1 Cntl CEn42° " Cnik+l

VAL Z'sen(f)F 1
zWy 0

: e B

= pnpkt Hsen (0;) Hsenj_l(Gj) [— Z'sen(0,) V" @ 2’/ Pk—1

vV, 0 j=1

0 zsen(@k)q)’gl_l

0 zsen(@k)@lgk 11

para k = 1,2,...,n, em que ®*(0) = sen(f;) "' @ cos(f;).

Usando essa igualdade e o desenvolvimento de Laplace obtemos o seguinte determinante:

€1 Cntl Cn42 """ Cntkt2
' on 2 Ok
Wy 0
: k
= (—1)k1g Hsen (6;) Hsenj’l(Qj) [— 20 @ x’@k] .
vy 0 j=1
k
0 z@él
k
0 ZCI)ék
Com este resultado temos que o produto vetorial de X, Xy, ,..., Xy, Xg,,..., X5, ¢ dado

por

1) Hgn "Hsen Qi)Hsenj_l(Q_j) [—2'0" @ 2/ D"
e a Aplicagao Normal de Gauss destas hipersuperficies fica definida por:

N — (_1>n+1 [—Z/\I/n D x/q)n] .

Mas, novamente por trabalharmos com a curvatura escalar, iremos desprezar o sinal (—1)"!
e considerar
N =—2'0" @ a'o". (2.5)
Assim, suas derivadas parciais sao
ANx (w00 (Xu) = Ny= —2"0" @ 2 P (2.6)
dNX(u,Oﬁ)(X@i) = N@i = —z/\I/gi &0 (27)

dNX(u,G,é) (Xe’]) = N@’J = 0 b I',(I)gj . (28)
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Escrevendo
AN x (w90 (W) = aXy + a1 Xy, + - + an Xy, + 01 Xg, + - + @, Xy, (2.9)

e tomando o produto interno em ambos os membros da igualdade acima com X, Xy, e Xg,
(dN(w), Xu) (AN (w), Xo,) ~_ _ {dN(w), X)) .

obtemos 0« = —————, @ = ————— ;= ————— . Em particular, tomando

<Xu7Xu> <X9i7X9¢> ’ <X9_J7X§J> P

w igual a uma das derivadas parciais de X (u, 0, #), obtemos:

dN(X,), X
a = < <)§u’u;5u> u> — M g
P <dN(X91)7 X91> —z
o <X0i7X9i x
IRUALS 5 S
’ (X, Xa,) z

Portanto, as curvaturas principais sao dadas por

kO — —ZI/LL'/ + I”Z/
/
—Z
l{ii —
X
_ x’
kj _ —

e a curvatura escalar é

1 - 1 —1 _
St = 2n+ )n [nkok - ko.k; n(nz )k‘? n(n2 )""5 +”2k2kj}
— 1 1"t oo % 7 (n—1) [_Z/P [i/]Q (—=2')x'
T (2n+1) [(_2x+xz)(7+?)+ 2 < e R
_ 1 "1 pon—Zz+rr  n—1 [—2/2]2 + [$/$]2 —2' 2
S(u) = 1 [(—Z ' +a"2) — +— < 5.2 tn— (2.10)

sendo aplicado em hipersuperficies O(n + 1) x O(n + 1).

Observagao 2.2 Se tivéssemos nas hipersuperficies invariantes por O(m+1) x O(n+1), entao
teriamos como curvatura escalar

!/ /
"1

= +n(=2"2" +x z)£—|—
z

2 "0 /v
Slu) = (m+n+1)(m+n) m(=2"2' + ")

P () e () 2.




Capitulo 3

Estudo qualitativo de E.D.O.

Neste capitulo faremos uma rapida introducao ao estudo qualitativo das equacgoes diferenciais
ordindrias, maiores detalhes podem ser encontrados em DOERING [6]. Os conceitos abor-
dados sao necessarios para estudar o comportamento das solugoes de E.D.O.’s associadas as

hipersuperficies invariantes com curvatura escalar nula.

Dada uma aplicacao f : U — R", definida em cada ponto (¢, z) de um aberto U de Rx R™ =

R™*! dizemos que a igualdade

= f(t,z) (3.1)

é uma equacdo diferencial ordindria (E.D.O.) em R™ definida por f. As solugdes desta equagao
sao caminhos x : I — R™ derivdveis em I, tais que (t, x(t)) CUe2(t)= f(t, x(t)), para todo
t € I. Se fixarmos um ponto (tg,z9) € U, entao pelo Teorema da Existéncia e Unicidade de
Solugoes existe uma tnica solugao z (t) satisfazendo a condicao inicial x(ty) = x¢, desde que

f(t,x) e sua derivada parcial g—i(t, r) sejam aplicagoes continuas no aberto U C R"™!. Dizemos

. d(t) = f(t,x) | .
que o sistema ¢ um problema de valor inicial (P.V.L.).
£L‘(t0) = 29
Quando f independe da varidvel temporal ¢ a equagao =’ = f(t,z) := f(x) é chamada

equacgao diferencial autonoma, f: U C R"™ — R" é denominado campo de vetores e as solugoes
x (t) sdo suas trajetdrias ou orbitas. Dado uma E.D.O. arbitraria #’ = f(t,z) podemos definir
a aplicagdo F(X) = F(z,t) = (1, f(t,x)), em que X(t) = (¢,z(t)) e temos que a equagdo
diferencial vetorial ' = f(¢,z) em R"™ é equivalente a equacao diferencial vetorial auténoma
X' = F(X) em R"". Assim, é sempre possivel fazer o estudo qualitativo da E.D.O. (3.1) por

meio de um campo de vetores F': U C R*"*! — R*H,

23
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3.1 Equacoes diferenciais lineares de coeficientes con-
stantes em R"

As equagoes diferenciais lineares homogéneas a coeficientes constantes, ' = f(x) sao E.D.O.’s
autonomas associadas aos campos lineares f(x) = Ta(x) = A.x, onde o operador linear f =
T, : R" — R™ é dado, em termos matriciais, pelo produto da matriz A € M(n) com o vetor-
coluna n x 1 representando x € R”. O caminho x : R — R" derivavel em R é uma solucao

quando

' (t) = Ax ().

Equivalentemente, as funges coordenadas x; : R — R de z(t) sao solugoes do sistema associado
a matriz A, o que significa que sao solugoes do sistema de n equacoes diferenciais lineares de

primeira ordem
1 (t) = anwi(t) + arpxa(t) + - - - + a1, 2,(t)
1o(t) = anwi(t) + anra(t) + - + azwn(t)

| 2n(t) = am@i(t) 4 anawa(t) + -+ + anna(t)

Toda teoria algébrica sobre sistemas lineares contém, como caso particular, toda a teoria
de uma tunica E.D.O., em particular, determinar a solucao geral de um sistema de n equacoes
consiste em encontrar um conjunto de n solucoes linearmente independentes.

A matriz A € M(n), sobre o corpo dos C, possui escalares ¢; € C tais que a matriz
(A —¢;.1I) seja singular, conhecidos por autovalores. Resumindo, os autovalores sdo os escalares

A que resolvem a equagao p4(A) = 0, em que o polinémio
pa(A) = det(A — \I) (3.2)

é chamado polinomio caracteristico, sendo I a matriz identidade de ordem n. Os autovetores
associados aos autovalores A sao os vetores v # 0 tais que Av = \wv.

Se v € R™ é um autovetor real de A € M(n) associado ao autovalor real A € R, entdo por
derivacao direta concluimos que

z(t) =eMv, teR (3.3)

é solucao do P.V.I. 2/ = Az, x(0) = v. No caso complexo, se w = u+iv € C" é um autovetor
complexo de A € M(n) associado ao autovalor complexo A = a +ib € C, b # 0, entao
z(t) = e™[(cos bt)u — (senbt)v]

page (3.4)
y(t) = e[(senbt)u + (cos bt)v]



25

sao duas solugbes de &' = Az, com condigoes iniciais z(0) = u e y(0) = v, respectivamente.

Segue do exposto acima que quando a matriz A é diagonalizavel o problema de encon-

¥ = Ax
trar a solugao geral de um P.V.I. estd completamente resolvido. No caso geral,
z(0) = zo

introduzimos o conceito de exponencial da matriz A, dada por

1 1 >~ 1
eA:]+A+_A2+...+__AJ+...:ZfAJ
2! J! — ;!
7=0
e temos o seguinte resultado geral.
Teorema 3.1 Se A € M(n) e xy € R", entdo o caminho
z(t) = ez, tER,
define a unica solugao da E.D.O. linear ¥’ = Ax com condi¢do inicial x(0) = xo. Mais

precisamente, cada coordenada da solugdo x (t) € uma combinagdao linear das fungoes
t— tle® cos (bt) et — tfesen (bt),
com0<j<n-—1¢ea,beR tais que a + ib é um autovalor complexo da matriz.

Para um problema de valor inicial

= Ax

l’(to) = X
com condicio inicial em (ty,z) a solucdo é dada por z(t) = e~z ¢t € R, que pode ser
expressa por mudanca de parametro (translacio) como wz(s) = ez, onde s € I(z) e a

condigao inicial passa a ser (0, o).

Nem sempre podemos explicitar a solucao de uma equacao diferencial nao linear, mas, do
ponto de vista qualitativo, mais importante do que explicitar a solugao é compreender seu
comportamento assintotico, quando t — oco. Para estudar o comportamento assintético das
solugoes vamos introduzir a terminologia de sistemas dinamicos para campos lineares e, mais
tarde, estenderemos estas nogoes para campos associados as equacoes nao lineares autonomas.

Dado a E.D.O. linear 2’ = Az, A € M(n), a aplicacdo ¢ : R x R" — R", definida

4z, e conhecida como fluzo do campo linear A ou fluxo da equacdo diferencial

por ¢s(x) = €
2’ = Ax, fornece informagoes globais do comportamento de todas trajetérias da E.D.O 2’ = Ax
(equivalentemente do campo A). O retrato de fase desse campo consiste no esboco de algumas

trajetorias representativas do préprio campo, observando que, da unicidade de solugoes, uma
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trajetéria fica determinada por uma condigao inicial z (ty) = xg, e que, além disso, quaisquer
duas trajetorias ou sao coincidentes ou nao possuem pontos em comum.
Note que et = @, : é um homomorfismo de grupos, do grupo aditivo (R, +) no grupo dos

difeomorfismos de R"™ (Dif(R™)) com

Pppy = T4 = 434 — B, 0 @,

¢t(0) = 0.

Um ponto xy € R™ tal que Azg = 0 é chamado uma singularidade (ou ponto de equilibrio)
do campo linear x — Ax. Uma trajetéria por um ponto singular zy de A é sempre trivial

t=to)Agy = x4, para todo t € R.

e é denominada trajetdria singular, ou seja, temos x (t) = e
Os pontos nao singulares sao chamados pontos requlares e as trajetorias por esses pontos de
trajetorias requlares do campo. Um outro tipo topoldgico de trajetoria que é bem especifico,
mas importante, é o tipo trajetéria fechada que a partir de um periodo T, se repete (isto é,
xz(t) = x(t+T),Vt € R), denominadas trajetdrias periddicas.

Dada uma trajetéria por um ponto nao singular z; proximo de um ponto singular z

gostarfamos de tentar responder as seguintes perguntas:
1. A trajetéria regular tende a singularidade xo? Isto é, lim;,_,\ o 2 () = 27

2. Se a trajetéria regular nao tende para a singularidade, ela descreve uma orbita fechada

em torno dessa singularidade ou se afasta dela?

Isso nos leva aos seguintes conceitos. Dizemos que xg é uma singularidade estdvel quando, para
qualquer € > 0, podemos sempre encontrar 6 > 0 tal que |¢;(x) — xy| < € para todot > 0 e
qualquer x € R™ com |z — | < 4, sendo |.| a norma euclidiana. Se o ponto zy nao é uma

singularidade estavel, dizemos que é uma singularidade instavel.

3.2 Classificacao das singularidades de E.D.O. em R?

. arir Gr2 . : . 9 : o
Seja A = uma matriz associada a um campo linear em R* e seja a matriz diagonal
a21  Qa22
At 0 N :
D = ,onde A\; e Ay sdo autovalores generalizados (real ou complexo) de A, dados
0 A

pelos zeros de

pa(t) = pp(t) =12 — (A + M)t + Ao = t2 — (trD)t + det D, (3.5)
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onde trD é a soma dos termos da diagonal de D chamado traco. Temos que det A = det D e
ambas as matrizes possuem os mesmos autovalores, além disso, estudando a forma canonica de
Jordan concluimos que estudar a equacao ' = Ax equivale a estudarmos a equacao
, A O
y = Y. (3.6)
0 X
O ponto de equilibrio zy que, sem perda de generalidade, vamos supor zo = (0,0) = O,
pode ser classificado de acordo com a natureza dos autovalores A\; e \y. Levando em conta as
expressoes explicitas das trajetdrias (solugdes) dadas pelo Teorema 3.1, cuja prova passa pelo
estudo da forma de Jordan da matriz A. Para campos em R? temos o seguinte resumo dos

possiveis resultados dos autovalores em uma singularidade O:

1. Ambos os autovalores sao reais, distintos, e negativos. Neste caso as solugoes z(t) — O

quando t — 400 (Figura 3.1) e a singularidade é conhecida como né estavel (atrator);

2. Ambos os autovalores sao reais, distintos, e positivos. As solugoes z(t) — O quando

t — —oo (Figura 3.2) e a singularidade é denominada né instavel (repulsor);

3. Os autovalores sao reais com sinais opostos. Existem quatro solucoes limites que tendem
a O sobre as retas determinadas pelos autovetores, duas quando t — 400 e duas quando
t — —oo, e as demais nao tendem a O para t — +oo (Figura 3.3). Tal singularidade é

chamada sela.

4. Os autovalores sao reais iguais a A # 0 (A ndo é a matriz nula). A singularidade é
denominada né improprio, e temos duas possibilidades, conforme A admita apenas um ou
dois autovetores. No segundo caso as trajetérias sao semirretas que tendem a O, sendo
que O é um n6 improéprio estavel quando A < 0 ou né impréprio instavel quando A > 0.
Agora, no primeiro caso as trajetérias na direcao do autovetor sao semirretas e as outras
possuem retas tangentes cujas diregoes tendem a direcao do autovalor. Da mesma forma
temos que é um né impréprio estavel quando A < 0 ou nd improéprio instavel quando

A > 0.

5. Os autovalores sao complexos conjugados com partes reais nulas. Para este caso temos as
trajetorias periddicas, sendo que nenhuma solugao nao-trivial tende para a origem quando
t — +00, e a partir de um periodo T a trajetdria se repete (x(t) =z(t+1T), te R). A

singularidade O é denominada centro.
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6. Os autovalores sao complexos conjugados com parte real nao nula. Nesse caso, as tra-
jetorias terao a forma de espiral, sendo uma espiral estavel quando a parte real for negativa

e, quando for positiva, é uma espiral instavel.

Figura 3.3: Singularidade - Sela.

Se pensarmos no discriminante A = (trD)? — 4 det D, vemos que:

1. Os autovalores sao ambos reais e distintos se A > 0, isto é, se

A = (tl"D)2 —4detD = ()\1 + )\2)2 - 4()\1)\2)
= (/\1 — /\2)2 > O,
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2. Os autovalores sao complexos conjugados se

A=\ —A)? <0

3. Os autovalores sao reais e iguais se
A=\ — ) =0;
)\1 == )\2.

Assim, a figura abaixo no plano cartesiano trD x det D fornece um resumo da classificacao
das singularidades de uma E.D.O. linear em R? e viabiliza a construcao de seu retrato de fase

(Figura 3.4).

det D

(trD)=4detD

espiral espiral
estavel instavel

né estavel L,
né instavel

no estavel /" \ U
né instavel

degenerado degenerado

> tr D

sela

Figura 3.4: Classificagao dos Retratos de Fase[19].

3.3 Equacoes diferenciais nao-lineares em R"

Seja 2’ = f(z) uma E.D.O. autonoma nao-linear associada ao campo f : E — R™, no aberto
E C R. Para estudarmos o retrato de fase desse campo fazemos um estudo da existéncia e
comportamento de suas trajetérias x (t). A imagem z(/) de uma trajetéria da E.D.O com
condigao inicial z(ty) = xo, chamamos de érbita de f por xy. Para as drbitas regulares temos o
Teorema do Fluxo Tubular, para as orbitas periodicas de campos bidimensionais, o Teorema de

Poincaré-Bendixson e, mediante um processo de linearizacao, classificamos um tipo especial de
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singularidade (singularidades hiperbdlicas), que fornecem o comportamento das drbitas singu-
lares na vizinhanca de uma singularidade. Varios conceitos introduzidos para campos lineares
estendem-se para campos associados as equagoes autonomas e quase sempre utilizaremos estes

conceitos de maneira natural.

Admitiremos f : E C R* — R" de classe C', logo, temos a garantia da existéncia e
unicidade de solucoes. Dadas as condicOes iniciais em t; = 0, para cada g € F existe um
intervalo aberto maximo I (xg), onde estd definida a tnica solugao ¢, (t) = ¢(t, x¢) da E.D.O.
tal que ¢,,(0) = ¢ (0,79) = z¢ e fica definida a aplicagao de classe C', ¢ : R R"™, definida
num aberto 2 C R"™! dada por ¢(¢,z) = ¢¢(x) = x(t) e denominada fluzo do campo de vetores

fem E. A derivada parcial em relacao de t do fluxo satisfaz, para cada (¢,z) € Q,

99 /
3¢ (H@) = f(9(t,2)) = 2'(2).

Para um fluxo ¢ : 2 — R™ de um campo f : F — R", a propriedade de grupos vale tanto para

equacoes diferenciais lineares quanto para nao-lineares, entao

<;5(t, o(s, x)) =o(t+ s, 7)

para quaisquer s,t € R e x € E tais que s,t + s € I(x).
Uma propriedade interessante das equacoes autonomas é que, qualquer trajetoria sai de
qualquer subconjunto compacto do dominio £ de seu campo, logo, vale a seguinte consequéncia

importante (ver [6], pdgina 149).

Proposicao 3.1 Se um campo f tem dominio R™ e se x : [ — R™ € uma trajetoria de f tal

que |z (t)| € limitada, para todo t € I, entdo I = R.

Raramente é possivel obter a estabilidade de uma singularidade em sistemas nao-lineares
através de solugoes explicitas. Por isso, faz-se um processo de substituicao, chamado lineari-
za¢do, em que o fluxo f de um sistema 2’ = f(x) é substituido por um termo linear A(z —
o) que aproxima f(z). Sendo zo uma singularidade (f(zo) = 0), como f é de classe C*,

podemos utilizar a Formula de Taylor e escrever f(z) = f(zo) + f'(z0) (x — x0) + r(z — xp),

onde lim M

, tendo a aproximacao
w20 o — o]

f(@) = f'(w0)(x — w0)
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em que f'(xg) é a transformagao linear representada pela matriz jacobiana

Do) ) o+ )
IR I 0%,
A= fi(xo) = 8—%(900) 0_x2($0> axn(%)

0 n' 0 n' 0 n:

Prian) ) e G )

e, assim temos o sistema linear 2/ = A(x — xy) com A = f'(xg), denominado lineariza¢ao de
' = f(x) numa vizinhanga de x.

Em alguns casos, uma E.D.O. nao-linear pode ser melhor estudada usando uma fungao
diferenciavel conforme definimos abaixo. Uma integral primeira de uma equacao diferencial
x' = f(x) de primeira ordem associado a um campo f : E — R", onde F C R" é aberto, é uma
funcao diferenciavel V : E — R que nao é constante em abertos, porém é constante ao longo
de cada solucao da equagao diferencial, ou seja, dada uma solugdo z : I C R — E de 2’ = f(z)
teremos, para todo t € I, que

(Vo x)/(t) = 0.

Assim, cada solugao da E.D.O. é expressa por uma tnica superficie de nivel Vi) = {z €
E; V(z) = a}, @ € R constante, da integral primeira V. A cada superficie de nivel temos
condicoes que restringem a posicao da evolucao temporal das solucoes da equacgao diferencial.
Logo, para obter as solugoes de equacoes diferenciais de primeira ordem em R", sao necessarias
n — 1 integrais primeiras V;(z) linearmente independentes, isto é, para cada = € E, os vetores
gradientes VVi(z), VVa(x),...,VV,_1(x), s@o linearmente independentes e definem as curvas-
solucoes da E.D.O. pelas intersegoes das superficies de nivel V; = «; de dimensao n — 1 obtidas
em cada integral primeira. Estas curvas-solu¢oes nao estao explicitamente em funcao da variavel

temporal ¢, portanto, elas determinam implicitamente as orbitas.

Exemplo 3.1 Seja a equagdo diferencial (z1, 22, 73) = (—x2,21,0) em R3, obtemos duas in-
tegrais primeiras Vi (1, xe,x3) = x3 € Va(xy, 29, x3) = 3:% + x% Essas duas integrais primeiras
permitem identificar as curvas definidas pelas solucoes da equacao diferencial: as orbitas estdao
sempre nas intersecoes de planos 3 = ky com cilindros x3 + x2 = ky, sendo ki, ko constantes,

logo, sao circulos horizontais centrados no eizo x3 do R3.

Apés ver outra maneira de estudar uma equacao diferencial nao-linear, comecemos o estudo
do retrato de fase, analisando as orbitas por pontos regulares. Para isso introduz-se o conceito

de conjugacao.
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Dados dois campos f; : F; — R" e fy : E5 — R", ou os seus fluxos ¢; e ¢, dizemos que
eles sao topologicamente conjugados quando existe um homeomorfismo g : E; — FEy, tal que
P2 09 = go ¢ para cada t € R. Um fluxo é dito tubular quando todas as trajetérias do fluxo
d(y1, .- Yn) = (x1,...,2,) que estao num hiperplano H : y; = ¢, ¢ constante, estdo também
no hiperplano H : y; = ¢+t apés decorrido um tempo .

Dizemos que um campo f : E — R" tem propriedade do fluxo tubular em um ponto xg € F
quando existem uma vizinhanca U C E de zy, denominada wvizinhanca tubular, um aberto
W C R"!, uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : U — (—r,7) x W que conjuga o fluxo
¢ de f em U com o fluxo ¢ do campo constante f(y1,va,...,yn) = (1,0,...,0) em (—r,7) x W,
ou seja, ¢(t,g(x)) = g(gb(t,x)) para qualquer z € U e cada t com |t| < 7.

Teorema 3.2 (Teorema do Fluxo Tubular) Seja f : E — R™ um campo de classe C' no
aberto E C R™. Se xqg € E nao é um ponto de equilibrio, entao xy tem a propriedade do fluxo

tubular.

Com esse teorema, demonstrado em DOERING [6], podemos dizer que o comportamento de
todos os campos na vizinhanga de um ponto regular tem, localmente, o mesmo comportamento
tubular.

Para entendermos como funciona este comportamento, definimos a secao transversal local
do campo f num ponto xy € F pelo conjunto S =W N H C E obtido pela intersecao de uma
vizinhanga W C R™ de zy em F com um hiperplano transversal H por xg, tal que, para cada
x € S, colocando a origem do vetor f(z) no ponto x, temos f(z) ¢ H.

Dado um ponto regular qualquer de um campo f de classe C' num aberto de R", existe
uma sec¢ao transversal local conexa S de f em z, tal que f(z) # 0 para cada = € S, e os

vetores f(x), com z € S, apontam todos para o mesmo lado de S em R".

Figura 3.5: Secao transversal conexa de um campo planar.
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Faremos agora um breve comentario sobre o comportamento das oérbitas de um campo
nao-linear que se aproximam de uma singularidade desse campo.

A nocao de ponto de equilibrio estdvel para campos nao-lineares f : £ — R" é a mesma do
caso linear e, dizemos que um ponto de equilibrio z é assintoticamente estavel para f : E — R",
quando para qualquer vizinhanca U C R" de z, existe uma vizinhanca W C R" de xy, tal que

WcENUe

e ¢i(x) € U, para quaisquer z € W et >0e

e lim ¢,(z) = x¢ para qualquer x € W.

t—-+o00

Se o for um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para o campo — f, entao dizemos
que xq é assintoticamente instdvel para f.

Dizemos que uma singularidade =y € E é um poco (atrator) de f quando f'(zq) € M(n)
tem autovalores complexos com parte real negativa; quando f’ (zg) tem autovalores complexos
com parte real positiva dizemos que xy € E é uma fonte (repulsor) de f. Assim, se formos
pensar em relacdo aos autovalores das matrizes, A para o caso linear, ou f’(xy) no caso nao-
linear, teremos que o sinal da parte real dos autovalores caracteriza estabilidade assintotica.

Precisamente temos:

Teorema 3.3 (Liapunov-Perron) Seja xg € E uma singularidade de um campo de vetores
f:E — R" de classe Ct. Se xy é um poco, entio xy € um ponto de equilibrio assintoticamente
estdavel de f. Agora, se xo € uma fonte, entao xo € um ponto de equilibrio assintoticamente

instavel de f.

Dizemos que uma singularidade xy é um ponto hiperbolico se todos os autovalores generaliza-
dos da parte linear D f(xy) do campo f em z( tem parte real nao-nula. O comportamento local
de uma singularidade hiperbdlica é sempre classificado pelo comportamento da parte linear do

campo, pois

Teorema 3.4 (Grobman-Hartman) Sejazg € E um ponto de equilibrio do campo de vetores
f: E — R" de classe C' definido no aberto E C R™. Se x¢ € uma singularidade hiperbdlica,

entao f em xqy € localmente conjugado ao campo linear D f(xq) : R™ — R™ na origem 0.

Segue dos Teoremas de Liapunov-Perron e Grobman-Hartman a seguinte adaptacao do caso
linear (ver péagina 29) para o estudo local das singularidades de um campo planar nao linear
f:U c R? — R? de acordo com a Figura 3.6, em que nao sao possiveis concluir sobre os
casos em que a parte real dos autovalores se anulam, ou seja, nas fronteiras de acordo com a

figura abaixo.
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(tr IO = 4 det Jf

espiral
instavel

2 espiral
estavel

-~

né estével P
né instavel

?
2
. ? I
estavelﬁ o > instavel
' ?
? ? ? ? ? 7 S trdf

?

Figura 3.6: Classificacao das singularidades de uma E.D.O. nao-linear [19].

3.4 Conjuntos invariantes

Da mesma forma que definimos hipersuperficie invariante, dizemos que um conjunto ¢é invariante
pelo fluxo ¢ do campo f quando ¢,(C') C C paratodo t € R". Quando um fluxo em um conjunto
C permanecer em C' para t > 0, dizemos que C' é positivamente invariante, quando permanecer

em C para t < 0 é um conjunto negativamente invariante.

Figura 3.7: Campo vetorial 1. Figura 3.8: Campo vetorial 2.

Nas Figuras 3.7 e 3.8 observamos dois campos em que as orbitas, quando ¢ — +o00, tendem
ou para um ponto ou para um conjunto de pontos. Dizemos conjunto w-limite de um ponto
x € FE ao conjunto L, (x) dos pontos y € E para os quais existe uma sequéncia ¢, — +oo tal
que nl_l}}_loo ¢, (x) = y. Analogamente, o conjunto a-limite de um ponto x € E é o conjunto
Lo (z) dos pontos y € E em que ¢y, () — y para alguma sequéncia ¢, — —o0.

Destas duas defini¢coes concluimos que dois pontos x e y de uma mesma Oorbita tem os
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mesmos conjuntos « e w-limite, ou seja, Ly (z) = La(y) e L,(z) = L,(y). Outro resultado é o
fato de Lo (z) (ou Ly (x)) ser fechado e invariante.

Para termos um entendimento global do comportamento das trajetérias, ja vimos os pontos
de equilibrio e pontos regulares, agora faremos um breve comentario sobre o comportamento
dos campos em érbitas compactas através de suas estabilidades.

Se a érbita de f por z é periddica de periodo T, entao L, (x) é a prépria 6rbita periddica,
pois para todo z, se tomarmos a sequéncia t, = n1l entao ¢, (r) — x quando t — 400, logo
o conjunto w-limite é a prépria érbita. Ja se tivermos L, (z) compacto, entao ele também serd
conexo.

Para campos de vetores no plano temos

Teorema 3.5 (Poincaré-Bendixson) Os dnicos conjuntos a-limite ou w-limite de um campo
planar que sao compactos, nao-vazios e sem singularidades sao as orbitas periodicas desse

campo.

Uma demonstragao deste resultado encontra-se em [6], sendo que a prova de tal teorema é
valido somente para o caso planar por causa do Teorema da Curva de Jordan o complemento
de uma curva fechada sem auto-intersegoes no plano tem duas componentes conexas abertas e
disjuntas, uma limitada e a outra ilimitada, e a curva é a fronteira comum das duas.

Um outro teorema importante nos estudos de campos vetoriais no plano é o Teorema de
Bendixson que ¢é aplicado a um campo em uma regiao simplesmente conexa E, ou seja, uma
regiao na qual o interior de qualquer curva de Jordan em F estd inteiramente contido em
E; visualmente falando, nao tem buracos. Mas para enuncid-lo relembremos o conceito de
divergente e o Teorema de Green.

Dada um campo f = (f, f2) : E — R? chamamos de divergente do campo ao trago da

matriz jacobiana de f, e a nomenclatura é dada por div. Assim div f: E — R é dado por:

.. Ofi 0fs
lef—a—xl a—xQ—tI'Df

O Teorema de Green diz que dado um compacto K C R? com interior nao-vazio cuja
fronteira é imagem de uma curva \ : I — R2, fechada e sem auto-intersecao, C'' por partes,

e P e (Q sdo funcoes reais de classe C' num aberto contendo K, entdo f/\P de + Qdy =
0Q 0P
— — —|dz dy.

J Jx [ O (:)y} Lray

Teorema 3.6 (Teorema de Bendixson) Se o campo f : E — R?, de classe C' no aberto
simplesmente conero E de R?, tem uma orbita periddica, entio ou div f € identicamente nulo

ou troca de sinal em E.
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Dem. Esta demonstracao estd em [6] em que seja A uma érbita periédica do campo f = (f1, f2)
parametrizada pela solugao (2}, z}) = ( fi(zq, x9), f2($1,x2)) em um ponto qualquer de \, de
modo que fidxy — fodry = (= fo, f1).(dv1,dxy) = (= fo, f1).(f1, fo)dt = 0dt, pois dx, = fidt e
dry = fodt. Assim,

//Rdiv fdA://R(g—£+g—£>dA:£fldx2_f2dxl:07

onde R ¢ o interior de A, contido em E, e a segunda igualdade é garantida pelo Teorema de
Green.
Como f é C' em E, o divergente de f é continuo e, portanto, a igualdade [ [, div fdA =0
garante que div f é identicamente nulo ou troca de sinal em R. 0
Estes resultados de E.D.O. nos possibilitarao estudar as equacoes diferenciais 2.4 e 2.10 no

R*, como veremos no préximo capitulo.



Capitulo 4

Hipersuperficies em R* invariantes por
um subgrupo de isometrias com

curvatura escalar nula

Ap6s feito todos os calculos para encontrar as E.D.O.’s da curvatura escalar das hipersuperficies
invariantes por um dos grupos de isometrias O(n+ 1) ou O(n+ 1) x O(n + 1), e também apos
o resumo de estudos qualitativos de E.D.O., neste capitulo apresentaremos a parte principal
do trabalho. Faremos uma analise através de integral primeira e do campo vetorial associado
as E.D.O.’s (2.4) e (2.10) no caso do espago euclidiano R*, obtendo e classificando classes de

solucoes.

4.1 Hipersuperficies rotacionais em R* com curvatura

escalar nula

As hipersuperficies rotacionais de R* com curvatura escalar S nula sao hipersuperficies M? C
R*  invariantes por O (3) e geradas por uma curva ppca v (u) = (x (u),2(u)), u € I, cuja
coordenada z é, conforme visto no Capitulo 2, solucao da E.D.O.

22"z + (1—(2)?)

S(U) = 31;2 = 07

ou seja, € solucao da E.D.O. de segunda ordem

22"x — (1 — (2)%) =0, (4.1)

37
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que é equivalente ao sistema linear

x =
v (4.2)

; _ 1-y

¥y =

Estudamos este sistema baseado no trabalho de LEITE [10], que leva em conta a existéncia de
uma integral primeira (ver pagina 31) para o sistema. Multiplicando a E.D.O. (4.1) por 2’ e

integrando em relagao a u, concluimos que
flz,y) =2 (1-9y?)
define uma integral primeira f : R* — R para o sistema. E imediato verificar que
flry) =z (1-y*) =c (4.3)

define uma superficie de nivel das solugoes x. As geratrizes sao curvas em @ = {(x, z);z > 0},
assim, para estudar a integral primeira, tomemos x = w e y = v, entao teremos como solugoes

locais de (4.3) as curvas de niveis com w > 0 na fungao
flw,v) = w(l —v?). (4.4)

Fazendo o estudo das curvas de niveis f = ¢ chegamos as seguintes classes (Figura 4.1):

Figura 4.1: Curva de nivel de f.

e Parac <0

Por ser w > 0 temos w(1 — v?) < 0 logo v* > 1. Supondo a constante ¢ = —1, logo

1 :
teremos v? = — +1 > 1. Assim, v* -+ 1 = w — oo e quando v* — oo = w — 0.
w

e Parac=0

Como w > 0 logo 1 — v? = 0, ou seja, v = £1.
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e Parac>0

1
Logo 1 —v? > 0, ou seja, v € (—1,1). Supondo ¢ = 1, entao 1 — v* = —. Assim, quando
w

v—1=w—o00equando v - —1 = w — o0.

Feito o estudo do comportamento das curvas de nivel de f(w, v), observemos que nao existem

pontos singulares da funcao f em (w,v) € @, pois

aof o
(6_1]:1’ 3_£) = (1 — v, —2wv)

serd nulo apenas quando v = £1 e w = 0, logo, f nao possui singularidades em Q).

Por outro lado, lembrando que a geratriz A(u) = (z(u), z(u)) é ppca, ou seja, [2/(u)]* +
[2/(u)]? = 1, logo (2')? = v? < 1, assim temos duas familias de solugoes para a integral primeira
V' que satisfazem f(w,v) > 0.

Para definirmos esta familia em funcao de f, fixemos f = ¢ > 0 e observemos pela igualdade

(4.4), o fato da curva geratriz ser ppca e a mudanca de varidvel, assim:

c .

que resulta em ¢ = z.(2')> = — = (2/)? < 1. Daqui notamos que = > c.
x

Teorema 4.1 As geratrizes ppca de hipersuperficies rotacionais M3 C R* com curvatura es-

calar nula satisfazem a E.D.O. x(2')* = c. Se ¢ =0 entao a hipersuperficie ¢ um hiperplano.

Dem. Se tivermos ¢ = 0 concluimos, pelo fato da solugao estar em @ com x > 0, que 2z’ = 0,
ou seja, z é uma constante k, sendo a geratriz uma semirreta v (u) = (u,k), u > 0. Pela
parametrizagao de rotacionais (2.1) em R* da geratriz v(u) e visto que z é constante, teremos
por X (u,01,05) = u. V2 + k.ey, = u¥? @ k que a hipersuperficie é a uniao das esferas do R? de
raio u no hiperplano e, = k. Isto mostra que a hipersuperficie ¢ dada por R® @ z para algum

z € R constante, ou seja, ¢ um hiperplano. O

Teorema 4.2 As geratrizes ppca de hipersuperficies rotacionais M3 C R* com curvatura es-

calar nula que satisfazem a E.D.O. x(2')? = ¢ com ¢ > 0 sdo pardbolas dadas por 2> = 4dcx+4c.

Dem. Se ¢ > 0, obtemos a familia de solugdes das expressoes (£2)? =

o] =T

Temos
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0
logo jza—z(x) S Integrando em ambos os lados temos que +z = 2/c.\/z — ¢, isto é, a
x r—c

curva geratriz é uma parabola de equacao 22 = 4cx — 4c%, ¢ > 0. O

4.2 Hipersuperficies O(2) x O(2) em R! com curvatura es-
calar nula

Agora caracteriza-se as familias de curvas geratrizes ppca que geram hipersuperficies de M3 C
R* invariantes pela acdo do grupo O(2) x O(2) com a curvatura escalar nula. Os resultados
aqui apresentados seguem de perto o artigo de PALMAS [14].

Se v (u) = (z (u),z(u)), u € I, é uma geratriz, entao suas coordenadas x e z sdo, conforme

estudo feito no Capitulo 2, solugoes da E.D.O. de segunda ordem
0= (=2"2"+2") (=224 2"x) - 22 (4.5)

Estudaremos essa equacao pelo método usado por BOMBIERI, de GIORGI e GIUSTT em [2],
introduzindo a mudanga de coordenadas (z, z) — (w,v) em que w e v sdo os angulos formados

do eixo Ox para os vetores posicao e tangente, respectivamente,

z
w = arctg (—)
T

o (4.6)
v =arctg | —|.
T

Essa mudanga reduz o estudo qualitativo da E.D.O. (4.5) ao estudo das drbitas de um campo
vetorial definido num aberto de R.
Observe que w e v sdo invariantes por homotetia w(z, z) = w(A\x, Az) e v(x, z) = v(Az, \2)

e que satisfazem

2’ = cosv
Z' =sen v (47
xr=+vx?+ 22 cosw .
z =22+ z%sen w.
- d 1 , .
Observacao 4.1 Sabemos que Earctg (f(t)) = Tf(t)?f (t), assim temos
W — d aret (2) Yo —a'z
TN\ T e
(4.8)
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Observagao 4.2 Ao fazermos a comparagao entre x, z,x', 2’ v e w obtemos 0s sequintes resul-

tados:
w=0 & z2=0 v=0 & 2 =0
w=7% & =0 v=7% & =0
w=v & =2 v=2—w & a2’ —22=0
T x 2

Multiplicando (4.5) por (2'x — 2'z), fazendo uso da mudanca de coordenada (4.6) e usando

as igualdades (4.7) e (4.8) obtemos

0 = (=2"2'+2") (=224 2x) (e —a'z) — 2o (Fx — a'z)

0 = —v((—=2)2zx+ /22?4 2'0/2% — (2/)%2x) — 22/ (2% + 22w/

0 = v'((zz — 2’2 (2% + 22)) — 22/ (2 + 22w/

0 = v'((2*+ 2%)[coswsen w — cosvsen v]) — sen v cosv(z? + 2w’
0 = (coswsen w — coswvsen v)v’ — (sen v cosv)w’

Esta igualdade equivale ao sistema dado por

"= L(sen 2w — sen 2v) (4.9)

v' = 3(sen 20)

w

ao qual podemos associar o campo vetorial X (w,v) = (Xi(w,v), Xa(w,v)) onde

Xi(w,v) =
Xo(w,v) =

(sen 2w — sen 2v)
(4.10)

N= N

sen 2v

Resolver o sistema de equagoes diferenciais (4.9) é o mesmo que determinar as érbitas ¢(t) =
(w(t),v(t)) do campo vetorial X.

Observemos que X é m-periddico em cada coordenada e, além disso,

X(w+g,v+g> = —X(w,v), (w,v) € (O,g) X (O,%)
X(w—k%,v—%) = —X(w,v), (w,v) € (Qg) X (g,ﬁ>

s

nos possibilitando estudar o campo vetorial somente no retangulo R = [0, 5] x [, 5], para

obter a resolucao em todo o R2. Sendo X um campo limitado, segue da Proposicao 3.1 que as
6rbitas 1(t) = (w(t),v(t)) do campo vetorial X estao definidas para todo valor de ¢ € R.

Para estudar o retrato de fase desse campo obtemos as familias de orbitas através dos pontos

singulares. Os pontos singulares (w,v) de X na regiao R sao (0,0), (O, j:%), (g,O), (%, j:%)

A classificagao desses pontos singulares é feita de acordo com a matriz jacobiana J(X (w,v))

de cada um desses pontos. Temos que X é nao linear e

cos2w — cos2v
J(X (w,0)) = ,
0 Cos 2v
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logo, pelo que vimos na pagina 28, tomando os resultados do discriminante, concluimos que:
- (0,0) é um repulsor;
- (%,:t%) sao atratores;
- (0, i%), (g,O) sao pontos de sela.

Para melhor observarmos o comportamento das drbitas na regiao R dada por {(w,v);

O<w< g, —5<v< %}, a dividimos em sub-regioes

RY = {(w,v) eER0<v<
T <
2 -

N MI>1

}

R™ = {(w,v) € R;—

)

Ry = {(w,v) ER*;v>g—w}

Ry = {(w,v) €R+;0<g—w}.

Lema 4.1 O divergente do campo X ¢é

X X
div(X) = % + % = cos 2w + cos 2v,

e, portanto, X nao possui orbitas fechadas nas regioes Ry ou Rs.

Dem. Temos as derivadas parciais

%—COSQw e %—COSQU
ow o ’

o que fornece a expressio do divergente. Em R; temos v > 7 — w, ou seja, cos2v <

cos 2 (— — w) = — cos 2w, logo,
div(X) = cos 2w + cos 2v < cos 2w + cos 2 <g - w) = cos 2w — cos 2w = 0.

Da mesma forma, em R, teremos cosv > cos (% — w) mostrando que div(X) > 0. Segue do
critério de Bendixson, Teorema 3.6, que X nao possui orbita fechada em R; ou Rs. 0

Através destas informagoes acima e fazendo algumas andlises do campo (4.10) por meio da
teoria sobre equagoes diferenciais (ver Capitulo 3) obtemos uma descri¢ao do retrato de fase do

campo X:
Proposigao 4.1 As trajetorias do campo X em R sdo de uma das sequintes categorias:

1. Existem apenas trés trajetdrias horizontais com a-limite (0,v) e w-limite (3,v),  onde

27
v E {—%,O,g}.
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2. Trajetorias com a-limite (0,0) que entram no interior de R™ e a deizam em pontos da

forma (0,v), onde 0 < v < 7.

3. Uma tnica trajetoria com a-limite (0,0) e w-limite (0, ).

4. Trajetorias com a-limite (0,0) e w-limite (5,5) possuindo uma tangente vertical nos

- S _
pontos (w,v) satisfazendo w =v ouv = F —

g

5. Uma tinica trajetoria com a-limite (3,0) e w-limite (5, 75).

6. Trajetdrias que entram no interior de Rt por pontos da forma (5,v), 0 < v < F possuindo

w-limite (3, %).

7. Todas as trajetorias intersectando R~, entram nessa regiao por pontos da forma (0,v1) e

2, v), onde vi,vy € (—=5,0).

a deiza por pontos da forma ( -5,

Retrato de Fase do Campo X )

Figura 4.2: Campo vetorial X (w,v) = (X1 (w,v), Xa(w,v)).

Dem. Inicialmente observemos que o campo X satisfaz o Teorema de existéncia e unicidade
de solugoes, assim concluimos que as trajetérias do item (1) sdo as unicas que passam pelos
segmentos de reta (¢,v) em que t € (0,5) e com v = —7,0 ou 7.

Pelo Lema 4.1, nao ha érbitas fechadas nas regices R; e Ry e, além disso, nao ha singu-
laridades no interior dessas regioes. Logo, pelo Teorema 3.5 de Poincaré-Bendixson, todas as
trajetorias precisam sair de R; e Ry. Usando a unicidade de solugoes e a transversalidade de
X na fronteira de Ry, concluimos que todas as trajetérias que entram na regiao Ry, a deixam

m T

no ponto (%,%). Em particular, toda trajetéria que entra em R; através de pontos da forma

(%,v), onde v € (0, %), saem por (5, %) provando o item (6).



44

Para o item (5) temos pelo comportamento do campo X que sua jacobiana no ponto (7, 0),

-1 -1
dada por J(X(5,0)) = , nos dé os autovetores (—1,0) e (—1,2), logo, observamos
0 1

que a trajetéria deixa o ponto (

us

7,0) e entra na R; por ser tangente a (—1,2), deixando essa

T T

regiao em (3, 5) definindo a trajetéria do item (5).

Da mesma forma, obtemos (2) e (3) na regiao Rs.

Observando que algumas trajetérias de X podem deixar R, pela reta v = 7 —w, entao elas

T T

entram em R; e, pela primeira parte desta andlise, deixam R; em (F,7), o que é o caso (4)

ois se tivermos w = v e v = £ — w entao a aplicacao X; se anula.
2

Para o item (7) temos que (0,0) é um repulsor e (5, —7) é um atrator e na fronteira onde
w=0e—F <wv <0 as trajetérias entram na regiao R~ e tem como a-limite o repulsor (0,0)
e saem de R~ na fronteira em que w = 5 e —5 < v <0. U

Observe que se tomarmos as fungoes-coordenadas da curva-geratriz v(u) = (z(u), z(u)) de

forma que z esteja em fungao de z, obtemos:

Lema 4.2 Seja M uma hipersuperficie invariante por O(2) x O(2) em R*, com curvatura

escalar nula, gerada pela curva ppca v(u) = (z(u), z(u)) com z = z(x), entdo

d?z dz\?%\ dz dz]7"
5 = (1 + <%) > . {—x—kz%} : (4.11)

d
d 2 z

z
Dem. Lembrando que v é ppca, (2/)? + (2/)? = 1, e que e o — —, entao o resultado
r & g
du

decorre da equacao (4.5) através das igualdades:

2 ! 1 / /N W/
dz_d(ZN_ 1 dz Zv—Za (4.12)
dr?  dx \ 2/ dz " du ' (x')?
du
d d d d
2z —ale = d—zz — ﬁx = £ {zé - :B} (4.13)
dz dz dz]? [d=
YA el I ed 4.14
7T Qudu [du} [dx] (4.14)

Loy (%)2 (4.15)

OJ
Z/

Do lema obtemos os seguintes resultados que relacionam v = arctg (—/), definido no
x

campo X, com a concavidade da curva geratriz:

Proposicao 4.2 Temos as sequintes relagoes entre o angulo v e a concavidade da curva geratriz

de M :
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1. Sev< i —w,0<v<3%, acurva geratriz tem concavidade para baizo e nao toca o eiro

2. Sev >3 —w,0<wv <3, acurva geratriz tem concavidade para cima e nao toca o eiro

Dem. Primeiramente observamos que 0 < v < 7 implica 2’ # 0 e 2’ # 0, pelas equacdes (4.7).
Assim, % +£ 0 e podemos tomar z = z(z) ou z = z(z), se tomarmos a curva geratriz como a

fungao z = z(x), podemos usar a relagao

2! dz
v = arctg— = arctg—
x dz

para obtermos na 1¢ afirmacao o resultado

s dz
— — N = — =

<
v 2 dx

s x
tg v < tg <§—w):cotgw:— e —=tgv>0
z

e assim concluindo parte da afirmac¢ao com o Lema 4.2.

Para mostrar que a curva toca o eixo x primeiro que o eixo z, suponha por absurdo que
(0, z9) esteja na fronteira de Q@ = {(z,2);2 > 0,z > 0} e (x1,21) € @ sejam pontos de uma
curva geratriz (x(u), z(u)), respectivamente, correspondendo a ug e u;. Logo a fungao continua

z , .- . . .
z(u)d—(u) — x(u) é positiva em ug e negativa em u;, sendo assim existe um ponto entre ug e
x
2
u; em que anula a fungao, tornando T2 singular, concluindo que a curva nao passa por estes
T

pontos.
A demonstragao de (2) é andloga. O
Agora podemos demonstrar o principal resultado desta segao, classificando as hipersu-

perficies por meio das curvas geratrizes.

Teorema 4.3 As hipersuperficies invariantes pela agao do grupo O(2) x O(2) em R* com

curvatura escalar nula, pertencem a uma das sequintes classes:
1. Cilindros, ou seja, hipersuperficies da forma R* x St.

2. Hipersuperficies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaco de orbitas () no eixo z,

. . T
formando um angulo v com o eizo x, onde 0 < v < 5 Neste caso temos x # 0.

3. Hipersuperficies cuja curva geratriz intersecta a fronteira do espaco de orbitas Q) no eixo

x, formando um angulo reto com ele.

4. Hipersuperficies cuja curva geratriz tem uma singularidade em Q).
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5. Hipersuperficies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaco de orbitas () no eixo z,

formando um angulo reto com ele.

6. Hipersuperficies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaco de orbitas ) no eixo z,

. , T
formando um angulo v com o eizo z, onde 0 < v < 5 Neste caso temos z # 0.

7. Hipersuperficies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaco de orbitas (Q em pontos da
forma (x,0), x #0 € (0,2), z # 0, em ambos o0s casos formando um dangulo diferente de

5 com o eiro de intersecao.

Dem. Temos como resultados tteis para essa demonstracao as Proposicoes 4.1 e 4.2 e as
relagdes (4.7), que transformam a andlise do comportamento das trajetérias de X na anélise
do comportamento das curvas. Estamos seguindo a mesma numeragao dada na Proposicao 4.1.

Assim concluimos:

.Aw =

Figura 4.3: Caso 1.

1. As trajetérias horizontais de X satisfazem v = 0 ou v = +Z

5, assim 2/ = 0 ou 2’ = 0,

respectivamente. Isto nos diz que a curva geratriz é z = constante ou x = constante,

gerando um cilindro.

2. Essas sao as hipersuperficies cuja curva geratriz intersecta o eixo z, tendo 0 = 2z =
A / ~ . \ . Va .
Vz? + z%senw, em um angulo vy = arctg %. Elas estao associadas as trajetérias de X

que passam por pontos da forma (0, v), 0 < vy < 5. Sendo z = 0 no ponto de intersecgao,

v z

<

.nw =

Figura 4.4: Caso 2.

a equacao (4.5) nos diz que = # 0 neste ponto, pois, caso contrario, devemos ter 2’2" = 0

neste ponto, contradizendo 0 < vy < 7.
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3. B facil ver que se (w,v) — (0,%), entdo z — 0. Devido a Proposicao 4.2 temos que
a curva geratriz associada a essa trajetéria é concava para baixo e estd completamente
contida em 0 < £ < 1, pois neste caso 0 < w < 7. Ela aproxima-se do eixo x com angulo

limite g

..w =

Figura 4.5: Caso 3.

4. Aqui as trajetérias podem ser divididas em duas partes: uma de (0,0) para o tinico ponto

Z —w e outra de P para (Z,Z).

P onde a trajetoria intersecta a reta v = 7 5

Figura 4.6: Caso 4.

Esta reta corresponde as singularidades das curvas geratrizes, entao, de fato, podemos

considerar essas duas partes separadamente. A primeira parte, indo de (0,0) para v =

T _

5 —w nos da uma curva com concavidade para baixo e a segunda parte nos dd uma curva

com concavidade para cima.

5. Este caso é similar ao caso (2), em que a curva geratriz pode ser obtida refletindo-a com
relacao a reta z = .

v z

w €T

Figura 4.7: Caso 5.

6. Este caso é similar ao caso (3). Novamente, as curvas geratrizes podem ser obtidas por

uma reflexao com relagao a reta z = .
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z
/\M
xXr

Figura 4.8: Caso 6.

w

7. As trajetérias de X que passam por (0,v1) e (3,v2), com 0 > v1,v3 > —7, nos dizem que

as curvas geratrizes passam por x = 0 e z = 0 com angulos diferentes de 0 e 7.

v

z

T

w
T

Figura 4.9: Caso 7.



Conclusao

Da mesma forma que obtemos estes resultados de hipersuperficies em R*, os métodos de geo-
metria diferencial equivariante tém sido usados por pesquisadores para classificar as hiper-
superficies invariantes por subgrupos de isometrias que possuem a r-ésima curvatura média
constante em espagos R™, como é feito por HSIANG e LAWSON [§].

Nesta area de pesquisa temos no trabalho de HSIANG et al [9] a constru¢do de novas

S?¢=1 em espacos euclidianos R?* com curvatura média constante,

familias de imersoes de esferas
provando a existéncia de infinitas imersoes generalizando as hipersuperficies rotacionais do tipo
O(k) x O(k) que sao difeomorfas a S?*~! e que tem curvatura média constante. H& também o
artigo de PALMAS [14], em que estuda e classifica as hipersuperficies invariantes O(2) x O(2)
em R* com curvatura escalar zero, e o de SATO & NETO [16], que generaliza o caso de Palmas
para as hipersuperficies invariantes O(p + 1) x O(q + 1) no espago RP™2 com p, ¢ < 1.

Ja OKAYASU [13] cita o primeiro exemplo de hipersuperficies completas com curvatura
escalar constante negativa. DO CARMO e DAJCZER [5] estendem as notagoes classicas de
superficies rotacionais do R?® para R™ e ALENCAR [1] estabeleceu uma classificagiao das hiper-
superficies minimais de R*™ invariantes por SO(m) x SO(m).

PALMAS em [15] estuda a classificacdo de todas as hipersuperficies de rotagdo completas

com Hj, constante em espacos euclidianos R"*! e hiperbélicos H**!, além de resultados parciais

no espago esférico S"*!, tendo como base o artigo de Maria Luiza Leite [10].
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