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Agradecimentos são dados à CAPES, pelo apoio financeiro e a todos da Faculdade de
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Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Nesta dissertação estudamos as hipersuperf́ıcies que possuem curvatura escalar nula. O tra-

balho teve como foco as hipersuperf́ıcies invariantes por um subgrupo de isometrias, que são

obtidas através de uma curva geratriz parametrizada pelo comprimento de arco. Usamos as

geratrizes para reduzir as equações diferenciais parciais das curvaturas escalares S, num sis-

tema de coordenadas locais, tornando-as equações diferenciais ordinárias nas coordenadas da

geratriz.

Fizemos uma śıntese do estudo qualitativo de equações diferenciais ordinárias para con-

cluirmos a dissertação, analisando as equações ordinárias das curvaturas escalares e classifi-

camos as hipersuperf́ıcies de R4 com curvatura escalar nula que são invariantes por um dos

seguintes subgrupos de isometrias: O(3), O(2)×O(2).

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcies Invariantes, Normal de Gauss, Curvatura Escalar, Equações

Diferenciais.
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GUIMARÃES, T. Hypersurfaces of R4 invariant by an isometry subgroup with zero scalar
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MG.

Abstract

In this dissertation we study hypersurfaces with zero scalar curvature. The work is based

on hypersurfaces that are invariant by an isometry subgroup and are generated by curves

parametrized by arc length. These curves are used to transform the partial differential equations

S, given by local coordinates, into ordinary differential equations given by the coordinates of

the curves that generate the hypersurfaces.

We made a summary of the qualitative study of ordinary differential equations to con-

clude the dissertation, analyzing the differential equations and classifying the O (3)-invariant

hypersurfaces and O(2)×O(2)-invariant hypersurfaces with zero scalar curvature.

Keywords : Invariant Hypersurfaces, Gauss Map, Scalar Curvature, Differential Equations.
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Introdução

Os métodos da geometria equivariante têm permitido a construção e classificação de vários

exemplos de hipersuperf́ıcies invariantes com uma dada condição sobre a r-ésima curvatura

média.

Nesta área de pesquisa, temos de ińıcio a classificação das superf́ıcies rotacionais com cur-

vatura média constante em R3 obtidas por Delaunay em 1841 no trabalho [3]. Após a classi-

ficação dos grupos de isometrias de baixa cohomogenidade feita por HSIANG e LAWSON [8],

vários trabalhos abordando geometria equivariante foram divulgados por Hsiang e seus colabo-

radores. Estudando hipersuperf́ıcies de R2m invariantes por O(m)×O(m), HSIANG, TENG e

YU [9] mostram a existência de imersões de S2m−1 em R2m(m ≥ 2), com curvatura média cons-

tante, que não são hiperesferas redondas. Tais imersões são contra-exemplos para a conjectura

de Hopf em dimensões n maior do que ou igual a 3, no caso n = 2 um contra-exemplo é o toro

de Wente (não mergulhado) [7].

O objetivo desse trabalho foi construir e classificar algumas classes de hipersuperf́ıcies de R4

com curvatura escalar zero. Os principais artigos que embasam esta dissertação são “Rotational

hypersurfaces in space of constant curvature”de Maria Luiza Leite [10] e “O(2)×O(2)-invariant

hypersurfaces with zero scalar curvature”de Oscar Palmas [14].

No Caṕıtulo 1 citamos conceitos e resultados básicos da teoria de superf́ıcies, introduzindo a

Aplicação Normal de Gauss e as curvaturas principais. Ainda nesse caṕıtulo definimos a r-ésima

curvatura média Hr de uma hipersuperf́ıcie e obtemos alguns resultados sobre a hiperesfera Sn

que serão usados no Caṕıtulo 2.

No Caṕıtulo 2 estudamos a Aplicação Normal de Gauss das hipersuperf́ıcies rotacionais

O(n + 1) e das hipersuperf́ıcies invariantes por produto de rotações O(n + 1) × O(n + 1),

fornecendo explicitamente as equações da curvatura escalar S destas hipersuperf́ıcies.

No Caṕıtulo 3, fizemos um resumo do estudo qualitativo das equações diferenciais ordinárias

para termos condições, de, no quarto caṕıtulo, estudarmos as equações associadas às hipersu-

perf́ıcies com curvatura escalar nula.

1
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O Caṕıtulo 4 trata da resolução das equações diferenciais para curvatura escalar das hiper-

superf́ıcies rotacionais S(u) =
−2x′′x+ (1− (x′)2)

3x2
= 0 e das hipersuperf́ıcies invariantes por

produtos de rotações S(u) =
1

3xz
[(−z′′x′ + x′′z′)(−z′z + x′x)− z′x′] = 0, em que para hipersu-

perf́ıcies rotacionais resolvemos através da integral primeira e para hipersuperf́ıcies invariantes

por produtos de rotações contruiremos o retrato de fase associado à equação, traduzindo os

resultados no campo vetorial para as geratrizes, o que permite a classificação dessas hipersu-

perf́ıcies.

Túlio Guimarães

Uberlândia-MG, 01 de julho de 2011.



Caṕıtulo 1

Superf́ıcies no espaço euclidiano

Neste caṕıtulo estenderemos alguns conceitos da geometria de superf́ıcies em R3 (ver DO

CARMO [4]) para o espaço euclidiano Rn, usando alguns resultados encontrados em LIMA

[11], possibilitando o estudo de hipersuperf́ıcies do Rn.

1.1 Alguns conceitos básicos

Definição 1.1 Um conjunto conexo M ⊂ Rn é uma superf́ıcie regular de dimensão m quando,

para cada p ∈ M , existe uma vizinhança V de p em Rn e uma aplicação X : U → V ∩M de

um aberto conexo U ⊂ Rm sobre V ∩M ⊂ Rn tal que:

1. X é diferenciável, isto é, suas funções coordenadas têm derivadas parciais cont́ınuas de

todas as ordens em U ;

2. X é um homeomorfismo;

3. Para cada u ∈ U , a diferencial dXu : Rm → Rn é injetiva.

A aplicação X : U → V ∩M com p ∈ V ∩M = X (U) é denominada uma parametrização

de M em p = X (u), u = (u1, . . . , un) é a coordenada de p e X (U) é então chamada uma

vizinhança coordenada de M em p. A notação Mm ⊂ Rn significa que M é uma superf́ıcie de

dimensão m em Rn, e o número n−m > 0 é a codimensão de M em Rn. Uma superf́ıcie com

co-dimensão 1 é chamada de hipersuperf́ıcie .

Assim, uma superf́ıcie Mm ⊂ Rn é um subconjunto que admite uma famı́lia F de para-

metrizações Xλ : Uλ → Vλ ∩M , λ ∈ F , denominada atlas, cujas imagens cobrem M , isto é,

M ⊆
⋃
λ

Xλ (Uλ). O atlas permite estender as noções do cálculo diferencial à superf́ıcie M e,

este processo inclui dois importantes teoremas do cálculo diferencial em Rm:

3
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1. TEOREMA DA APLICAÇÃO INVERSA

Seja f : U → Rm diferenciável no aberto U ⊂ Rm. Se a ∈ U é tal que f ′(a) : Rm → Rm

é invert́ıvel, então existe uma bola aberta B = B(a; δ) ⊂ U tal que a restrição f |B é um

difeomorfismo sobre um aberto V = f(B) ⊂ Rm com f(a) ∈ V .

2. TEOREMA DA APLICAÇÃO IMPLÍCITA

Seja f = (f1, . . . , fn) : Rm × Rn → Rn uma aplicação diferenciável. Suponha que

f(x0, y0) = c e a matriz n × n dada por
[
∂fi
∂yj

(x0, y0)
]
é invert́ıvel. Então, existem um

aberto W ⊂ Rm com x0 ∈ W e uma aplicação diferenciável ξ : W → Rn, com ξ(x0) = y0,

tais que ∀ x ∈ W temos

f (x, ξ(x)) = c.

f
c

W
 

( 
)

x0

( )y0

(c)
-1

R

R

R
nf

n

m

Figura 1.1: Aplicação Impĺıcita.

Geometricamente essa igualdade significa que f−1 ∩Z, onde Z =W × ξ(W ), é o gráfico da

aplicação ξ.

Exemplo 1.1 Os gráficos de aplicações diferenciáveis f : U → R, definidas em abertos

U ⊂ Rn, são hipersuperf́ıcies em Rn+1. Elas admitem um atlas constitúıdo por uma única

parametrização global X : U → Rn+1, dada por X(u) = (u, f(u)), u ∈ U .

Exemplo 1.2 As imagens inversas de valores regulares c ∈ Rn de aplicações diferenciáveis

f : W → Rn, definidas em abertos W ⊂ Rm+n, ou seja, o conjunto dos pontos w ∈ W tais

que f(w) = c e que a diferencial Df(w) 6= 0, são superf́ıcies diferenciáveis em Rm+n. Neste

caso, a existência do atlas para M = f−1 (c) é consequência do Teorema da Aplicação Impĺıcita

e do exemplo anterior. Considerando f (x) = 〈x, x〉 , x ∈ Rn+1 conclúımos que a hiperesfera

Sn (r) = f−1 (r), de centro na origem e raio r > 0, é uma hipersuperf́ıcie de Rn+1.
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Outra consequência do Teorema da Aplicação Impĺıcita é o fato da mudança de coordenada

ser um difeomorfismo. Precisamente, se Xλ : Uλ → Vλ ∩ M e Xβ : Uβ → Vβ ∩ M são

parametrizações de vizinhanças Wλ = Vλ ∩ M e Wβ = Vβ ∩ M , com W = Wλ ∩ Wβ 6= ∅

e se p ∈ W tem coordenadas u = (u1, . . . , un) = X−1
λ (p) em relação à Xλ e coordenadas

v = (v1, . . . , vn) = X−1
β (p) em relação à Xβ, então a mudança de coordenadas

X−1
β ◦Xλ : U −→ V,

u 7−→ v, é um difeomorfismo entre os abertos U = X−1
λ (W ) e V = X−1

β (W ) do Rm.

Esse resultado fornece a boa definição da noção de diferenciabilidade para aplicações definidas

em superf́ıcies. Dizemos que uma aplicação

f :M −→ Rp,

definida numa superf́ıcieMm ⊂ Rn, é diferenciável em p ∈M quando existe uma parametrização

X : U → V ∩M com p ∈ V ∩M = X (U) tal que a representação local de f

f ◦X : U −→ Rp

é diferenciável em u = X−1 (p) no sentido usual.

Sejam Mm ⊂ Rn uma superf́ıcie, X : U → Rn uma parametrização de uma vizinhança de

p ∈ X(U) em M . Definimos o conjunto TpM , chamado espaço tangente a M no ponto p, como

sendo tanto a imagem da transformação linear injetiva X ′(u) : Rm → Rn com p = X(u), quanto

o conjunto dos vetores tangentes λ′(0) de todos os caminhos diferenciáveis λ : (−ε, ε) → M

passando por p = λ(0).

Sejam Mm ⊂ Rr e Nn ⊂ Rs duas superf́ıcies e f : M −→ N uma aplicação cont́ınua.

Dizemos que f é diferenciável em p ∈M se existem uma vizinhança parametrizada X (U) de p

e uma vizinhança parametrizada Y (V ) de q = f (p) tais que f (X(U)) ⊂ Y (V ) e a aplicação

Y −1 ◦ f ◦X : U −→ V,

denominada representação local de f , é diferenciável em X−1 (p). Assim, definimos f dife-

renciável num aberto W ⊂ M se sua representação local for diferenciável em cada ponto do

aberto X−1(W ).

Dada uma aplicação diferenciável f : Mm −→ Nn para cada p ∈ M e cada v ∈ TpM ,

escolha uma curva diferenciável α : (−ε, ε) −→M com α (0) = p e α′ (0) = v e faça β = f ◦ α.

A derivada f ′ (p) é uma aplicação dfp : TpM −→ Tf(p)N , em que dfp (v) = β′ (0). Tal aplicação

é uma transformação linear e sua definição não depende da curva α escolhida.



6

Usando os conceitos de diferenciabilidade e de derivada de aplicações entre superf́ıcies es-

tendemos, de forma natural, os resultados e conceitos do cálculo diferencial para aplicações

definidas em superf́ıcies. Em particular temos a regra da cadeia, o Teorema da Aplicação

Impĺıcita, o Teorema da Aplicação Inversa, entre outros resultados, e também os conceitos de

gradiente, divergente, etc.

1.2 Orientação de uma superf́ıcie

Note que toda superf́ıcie M ⊂ Rn é localmente o gráfico de uma aplicação diferenciável e,

portanto, é localmente a imagem inversa de um valor regular de uma aplicação diferenciável.

Se V ⊂ M é o gráfico de uma aplicação diferenciável f : U → Rn−m definida no aberto

U ⊂ Rm, então podemos definir V como a imagem inversa do valor regular 0 da aplicação

g : U × Rn−m → Rn−m definida por g(x, y) = y − f(x). Porém nem sempre a imagem inversa

de um valor regular c ∈ Rn−m, de uma aplicação f : U ⊂ Rn → Rn−m, pode ser definida,

globalmente, como gráfico de uma aplicação g : U → Rn−m em um aberto V ⊂ Rm, pois,

esta superf́ıcie pode ser compacta e um gráfico sempre é homeomorfo ao seu domı́nio, logo, um

aberto.

Nem todas as superf́ıcies são dadas pela imagem inversa do valor regular de uma aplicação

diferenciável, uma condição necessária para que isso ocorra é que a superf́ıcie seja orientável,

conforme definiremos a seguir.

Um atlas A = {Xλ : Uλ → Vλ ∩M =Wλ, λ ∈ F} de uma superf́ıcie Mm ⊂ Rn é dito

positivo quando quaisquer duas parametrizações Xi e Xj são positivas, ou seja, ou temos W =

Wi ∩ Wj = ∅ ou para todo p = Xj (u) em W , o determinante Jacobiano da mudança de

coordenadas
(
X−1

i ◦Xj

)
(u) é positivo. Assim temos:

Wj
Wi

Uj

nm

m

Ui

Xi

Xj

m

M

X (W)

Figura 1.2: Parametrizações positivas.
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Definição 1.2 Uma superf́ıcie M é dita ser orientável quando admite um atlas positivo. Do

contrário dizemos que M é uma superf́ıcie não-orientável. Uma escolha de um atlas positivo é

denominada uma orientação de M .

Observação 1.1 Como estamos trabalhando com superf́ıcies conexas, qualquer superf́ıcie ori-

entável M admite apenas duas orientações.

Exemplo 1.3 Toda superf́ıcie que admite um atlas formado por uma única parametrização

global é uma superf́ıcie orientável. Logo, os conjuntos abertos Ω ⊂ Rn e os gráficos de funções

diferenciáveis são superf́ıcies orientáveis.

Uma forma de caracterizar uma superf́ıcie orientávelM ⊂ Rn é através de campos cont́ınuos

de vetores normais desta superf́ıcie, que são aplicações v : M → Rn tais que para todo p ∈ M

temos v(p) pertencente ao complemento ortogonal do plano tangente (v(p) ∈ TpM
⊥). Se

uma superf́ıcie Mm ⊂ Rn admite n − m campos de vetores normais v1, . . . , vn−m : M → Rn

linearmente independentes em cada p ∈M , então M é orientável.

De fato, sejaMm ⊂ Rn uma superf́ıcie que admite tais campos e considere um atlas maximal

A∗= {Xλ : Uλ → Wλ = Vλ ∩M,λ ∈ F} para M , vamos usar os campos vi e A∗ para produzir

um atlas positivo A para M , ou seja, uma orientação. Dado Xλ : Uλ → Wλ, λ ∈ F , temos que

a matriz coluna do tipo n× n

Φλ(u) =

[
∂Xλ

∂x1
(u), . . . ,

∂Xλ

∂xm
(u), v1

(
Xλ(u)

)
, . . . , vn−m

(
Xλ(u)

)]
tem determinante não nulo pelo fato das m primeiras colunas formarem uma base de TX(u)M

e as outras n − m uma base para TX(u)M
⊥, com Rn = (TX(u)M) ⊕ (TX(u)M

⊥). Sendo Uλ é

conexo, o sinal do determinante da matriz Φλ(u) não muda em Uλ. Assim, se detΦλ(u) > 0

em Uλ, adicionamos Xλ ao conjunto A. Agora, se detΦλ(u) < 0, então compondo Xλ com a

aplicação ξ (u1, u2, . . . , un) = (−u1, u2, . . . , un), obtendo X̃λ = Xλ ◦ ξ com a mesma imagem

Wλ e adicionamos X̃λ à A. Aplicando esse procedimento para todo λ ∈ F obtemos um atlas

positivo A para M. Para mostrar que A é positivo sejam Xλ : Uλ → Wλ e Xβ : Uβ → Wβ

parametrizações em A com W = Wλ∩Wβ 6= ∅. Em termos matriciais a Jacobiana da mudança

de coordenadas de u = X−1
λ (p) para v = X−1

β (p) é dada por

J
(
X−1

β ◦Xλ

)
(u) = (aij) = A,

com
∂Xλ

∂xj
(u) =

n∑
i=0

aij
∂Xβ

∂yi
(v), j = 1, 2, . . . , n.
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Além disso, as matrizes Φλ(u) =

[
∂Xλ

∂x1
(u), . . . ,

∂Xλ

∂xm
(u), v1

(
Xλ(u)

)
, . . . , vn−m

(
Xλ(u)

)]
e

Ψβ(v) =

[
∂Xβ

∂y1
(v), . . . ,

∂Xβ

∂ym
(v), v1

(
Xβ(v)

)
, . . . , vn−m

(
Xβ(v)

)]
satisfazem

Φλ(u) = Ψβ (v)

A ∅

∅ In−m

 ,

com detΦλ(u) > 0 e detΨβ (v) > 0. Logo, por In−m ser a matriz identidade de ordem n−m,

temos

det J
(
X−1

β ◦Xλ

)
(u) = det

A ∅

∅ In−m

 = detA > 0,

o que significa que Xλ e Xβ são parametrizações positivas e, segue da arbitrariedade de Xλ e

Xβ que A é um atlas positivo, ou seja, M é orientável.

Exemplo 1.4 Se uma superf́ıcie Mm ⊂ Rn é imagem inversa de um valor regular de uma

aplicação diferenciável f : U ⊂ Rn −→ Rn−m, então M é orientável.

Quando a codimensão de M é igual a 1, vale a rećıproca da afirmação acima. Ou seja:

Teorema 1.1 Uma hipersuperf́ıcie M ⊂ Rn+1 é orientável se, e somente se, existe um campo

cont́ınuo de vetores normais n :M → Rn+1, com n(p) 6= 0 para todo p ∈M .

Como exemplo de superf́ıcies não orientáveis temos a faixa de Moebius em R3, garrafa de

Klein em R4 e o plano projetivo Pn em R2n com n par, as quais não podem ser dadas como

imagem inversa de um valor regular de um aplicação diferenciável.

Figura 1.3: Faixa de Moebius [18] e Garrafa de Klein [17].

1.3 Aplicação de Gauss em hipersuperf́ıcies de Rn+1

Pelo Teorema 1.1 visto acima, a orientação de uma hipersuperf́ıcie orientável M ⊂ Rn+1 pode

ser dada pela escolha de um campo cont́ınuo de vetores normais unitários em M .
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Definição 1.3 A Aplicação Normal de Gauss de uma hipersuperf́ıcie orientável M ⊂ Rn+1 é

definida como o campo cont́ınuo de vetores normais unitários que dá a orientação positiva desta

hipersuperf́ıcie. Ou seja, é uma aplicação N : M → Sn em que dado p ∈ M o vetor N(p) é

perpendicular ao espaço tangente TpM e o conjunto {Xu1 , . . . , Xun , N(p)} forma, nesta ordem,

uma base orientada positivamente em Rn+1. Logo, o determinante da matriz da transformação

linear A : Rn+1 → Rn+1 que leva vetores da base canônica para a base {Xu1 , . . . , Xun , N(x)},

deve ter valor positivo.

Para definirmos localmente a Aplicação Normal de Gauss, além de uma parametrização

é necessário utilizar de alguns resultados de Álgebra Multilinear (ver Caṕıtulo VII de [11]).

Temos:

• O produto vetorial de n vetores v1, v2, . . . , vn ∈ Rn+1 é um vetor em Rn+1 definido for-

malmente pelo determinante

v1 × v2 × · · · × vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 · · · en+1

v11 v12 · · · v1(n+1)

v21 v22 · · · v2(n+1)

...
...

. . .
...

vn1 vn2 · · · vn(n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.1)

em que vi =
n+1∑
j=1

vijej, para todo i = 1, 2, ..., n;

• Denotando por 〈x, y〉 =
n+1∑
i=1

xiyi o produto interno canônico em Rn+1 e usando o desen-

volvimento de Laplace para calcular v1 × v2 × · · · × vn obtemos a igualdade

〈w, v1 × · · · × vn〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w

v1

v2
...

vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w1 w2 · · · wn+1

v11 v12 · · · v1(n+1)

v21 v22 · · · v2(n+1)

...
...

. . .
...

vn1 vn2 · · · vn(n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.2)

em que w = (w1, . . . , wn+1) ∈ Rn+1.

• Dada uma aplicação linear auto-adjunta T : E −→ E, onde a dimensão de E é finita,

existe uma base do espaço vetorial E formada por autovetores de T , em que T admite

uma representação diagonal.
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R
n+1 S

n

Figura 1.4: Aplicação Normal de Gauss.

Seja X : U → M uma parametrização de uma vizinhança de p ∈ M , então
w

|w|
e − w

|w|
,

onde w = Xu1 ×Xu2 × · · · ×Xun , são vetores unitários normais a M , e por (1.2),∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Xu1

...

Xun

w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w

Xu1

...

Xun

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n < w,w >= (−1)n|w|2.

Dáı,

Proposição 1.1 A Aplicação Normal de Gauss N : M 7−→ Sn é diferenciável e sua repre-

sentação local na parametrização X : U → V ∩M é dada por

N(p) = N ◦X (u) = (−1)n
Xu1 ×Xu2 × · · · ×Xun

|Xu1 ×Xu2 × · · · ×Xun|
. (1.3)

Ela associa a cada ponto p = X(u), a um dos dois vetores unitários e perpendiculares a TpM .

Proposição 1.2 A diferencial dNp : TpM 7−→ TpM da aplicação normal de Gauss é uma

aplicação linear auto-adjunta. Assim, existe uma base de TpM formada por autovetores ortonor-

mais v1, . . . , vn, associados a autovalores k1, . . . , kn, que diagonalizam dNp.

Dem. Seja u = (u1, ..., un) ∈ U ⊂ Rn com X(u) = p. Devemos mostrar que〈
dNX(u)(Xui

), Xuj

〉
=
〈
Xui

, dNX(u)(Xuj
)
〉
.

Tome c(t) = (u1(t), ..., un(t)), sendo c(0) = u, e α(t) = X(c(t)) temos α′(t) =
∑n

i=1 u
′
iX

′
ui
.

Assim, pela Regra da Cadeia,

dN

dt
◦ α(t) =

d

dt
(N ◦X)(c(t)) =

=
n∑

i=1

u′i (N ◦X)ui
,=

n∑
i=1

u′iNui
,
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onde Nui
= (N ◦X)ui

. Por outro lado, temos

dN

dt
◦ α(t) = dNα(t)(α

′(t)) =
n∑

i=1

u′idNα(t)(Xui
),

donde conclúımos que dNα(t)(Xui
) = Nui

.

Das igualdades 〈N,Xui
〉 = 0 e

〈
N,Xuj

〉
= 0 temos

0 =
∂

∂uj
〈N,Xui

〉 =
〈
Nuj

, Xui

〉
+
〈
N,Xuiuj

〉
,

0 =
∂

∂ui

〈
N,Xuj

〉
=
〈
Nui

, Xuj

〉
+
〈
N,Xujui

〉
.

Dáı,
〈
Nuj

, Xui

〉
= −

〈
N,Xuiuj

〉
=
〈
Xuj

, Nui

〉
, ou seja,〈

dNα(t)(Xuj
), Xui

〉
= −

〈
N,Xuiuj

〉
=
〈
Xuj

, dNα(t)(Xui
)
〉
. (1.4)

Segue-se da linearidade da diferencial dNp e do produto interno que dNp é auto-adjunta. �

Definição 1.4 Os autovalores da aplicação −dNp são as curvaturas principais da hipersu-

perf́ıcie M em p.

Por meio das n curvaturas principais de uma hipersuperf́ıcie Mn ⊂ Rn+1, definimos as

r-ésimas curvaturas médias de hipersuperf́ıcies por:

Hr(p) =
1(
n
r

) ∑
16i1<i2<···<ir6n

ki1ki2 · · · kir , 1 6 r 6 n. (1.5)

e algumas dessas r-ésimas curvaturas médias recebem um nome especial como:

• Curvatura Média:

H = H1(p) =
1(
n
1

)∑
i

ki =
1

n

∑
i

ki

H =
k1 + k2 + · · ·+ kn

n
(1.6)

• Curvatura Escalar :

S = H2(p) =
1(
n
2

) n∑
i<j

ki.kj

S =
2

n(n− 1)
(k1.k2 + · · ·+ k1.kn + k2.k3 + · · ·+ k2.kn + · · ·+ kn−1.kn) (1.7)

• Curvatura Gauss-Kronecker :

K = Hn(p) =
1(
n
n

) ∑
16i1<···<in6n

ki1ki2 · · · kin

K = k1k2 · · · kn. (1.8)

Neste estudo, iremos tratar das hipersuperf́ıcies com curvatura escalar nula invariantes por

rotações, ou por produto de rotações.
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1.4 Hiperesferas em Rn+1 de raio 1

Primeiramente definimos uma parametrização da hiperesfera Sn de raio unitário e centro na

origem, que será fixada desta forma sempre que fizermos uma referência a ela, e obteremos

igualdades que são importantes nos estudo das hipersuperf́ıcies invariantes.

Tomando um ponto P = (x1, x2, ..., xn+1) ∈ Sn se Pn é a projeção ortogonal de P no

hiperplano de Rn+1 dado por xn+1 = 0, então P := Pn + cos(θn).en+1 com |Pn| = sen(θn).

Prosseguindo obtemos Pn := Pn−1 + sen(θn) cos(θn−1).en com |Pn−1| = sen(θn)sen(θn−1) onde

Pn−1 é a projeção de Pn no hiperplano xn = 0 de Rn, e assim por diante. Através desse

procedimento conseguimos escrever as coordenadas de P da seguinte forma

xn+1 = cos(θn)

xn = sen(θn) cos(θn−1)

xn−1 = sen(θn)sen(θn−1) cos(θn−2)
...

x3 = sen(θn)sen(θn−1) · · · sen(θ3) cos(θ2)

x2 = sen(θn)sen(θn−1) · · · sen(θ3)sen(θ2) cos(θ1)

x1 = sen(θn)sen(θn−1) · · · sen(θ3)sen(θ2)sen(θ1)

en+1

R
n

cos q

q

senq P

P

n-1

n

n

n

n

Figura 1.5: Construção de uma parametrização para a hiperesfera.

Chamemos de parametrização em coordenadas esféricas da hiperesfera Sn ⊂ Rn+1 a aplicação

Ψn(θ1, . . . , θn) =
(
x1(θ1, . . . , θn), . . . , xn+1(θ1, . . . , θn)

)
,

onde θ1 ∈ (0, 2π) e θi ∈ (0, π), para 2 6 i 6 n. Simplificando, podemos escrever Ψn−1 =

(xn−1
1 , xn−1

2 , . . . , xn−1
n ) e Ψn = (xn1 , x

n
2 , . . . , x

n
n+1) em que xni = xn−1

i sen(θn), para 1 6 i 6 n,
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como sendo as parametrizações em coordenadas esféricas de Sn−1 ⊂ Rn ⊂ Rn+1 = Rn ⊕ R e

Sn ⊂ Rn+1, respectivamente. Assim:

Ψn = (xn1 , x
n
2 , . . . , x

n
n+1)

= sen(θn)(x
n−1
1 , xn−1

2 , . . . , xn−1
n )⊕ cos(θn)

= sen(θn)Ψ
n−1 ⊕ cos(θn)

e portanto,

Ψn
θi
= sen(θn)Ψ

n−1
θi

⊕ 0 para i 6= n

Ψn
θn

= cos(θn)Ψ
n−1 ⊕ (−sen(θn)),

(1.9)

sendo ⊕ a soma direta. Logo, valem as seguintes igualdades

〈Ψn,Ψn〉 = 1 (1.10a)

〈Ψn,Ψn
θi
〉 = 0 (1.10b)

〈Ψn
θi
,Ψn

θj
〉 = 0, i 6= j, (1.10c)

〈Ψn
θi
,Ψn

θi
〉 =

 sen2(θn)〈Ψn−1
θi

,Ψn−1
θi

〉, se i 6= n

1, se i = n
(1.10d)

que podem ser deduzidas, usando indução sobre a dimensão n. Outro resultado importante na

hiperesfera de raio 1 é sua Aplicação de Gauss em coordenadas locais dada por (1.3).

Proposição 1.3 Sejam Sn a hiperesfera unitária em Rn+1 e Ψn sua parametrização em coor-

denadas esféricas. Temos as igualdades

Ψn
θ1
×Ψn

θ2
× · · · ×Ψn

θn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 · · · en+1

Ψn
θ1

Ψn
θ2
...

Ψn
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

[
(−1)n.

n∏
i=1

seni−1(θi)

]
Ψn (1.11)

e

〈Ψn , Ψn
θ1
×Ψn

θ2
× · · · ×Ψn

θn〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ψn

Ψn
θ1

Ψn
θ2
...

Ψn
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n.

n∏
i=1

seni−1(θi) (1.12)

Logo, a representação local da Aplicação Normal de Gauss será N = Ψn.



14

Dem. Esta demonstração será feita usando o desenvolvimento de Laplace e indução sobre n.

Para isso usaremos as igualdades (1.1) e (1.2). Assim

• Para n = 1, temos Ψ1 = (sen(θ1), cos(θ1)) e Ψ1
θ1
= (cos(θ1),−sen(θ1)) logo:∣∣∣∣∣∣ e1 e2

cos (θ1) −sen(θ1)

∣∣∣∣∣∣ = (−sen(θ1),− cos(θ1)) = −Ψ1 = (−1)1Ψ1

∣∣∣∣∣∣ Ψ1

Ψ1
θ1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ sen(θ1) cos(θ1)

cos (θ1) −sen(θ1)

∣∣∣∣∣∣ = −sen2(θ1)− cos2(θ1) = −1

• Para n = 2, temos

Ψ2 = sen(θ2).Ψ
1 ⊕ cos(θ2)

Ψ2
θ1

= sen(θ2).Ψ
1
θ1
⊕ 0

Ψ2
θ2

= cos(θ2).Ψ
1 ⊕−sen(θ2)

Ψ2
θ1
×Ψ2

θ2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

Ψ2
θ1

Ψ2
θ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+3e3sen(θ2) cos(θ2)

∣∣∣∣∣∣ Ψ
1
θ1

Ψ1

∣∣∣∣∣∣+ (−1)3+3(−sen(θ2))sen(θ2)

∣∣∣∣∣∣ e1 e2Ψ1
θ1

∣∣∣∣∣∣
= (−1)2sen(θ2)[sen(θ2)Ψ

1 + cos(θ2)e3]

= (−1)2sen(θ2)Ψ
2

〈Ψ2 , Ψ2
θ1
×Ψ2

θ2
〉 = 〈Ψ2, (−1)2sen(θ2)Ψ

2〉

= (−1)2sen(θ2)

• Supondo verdadeira para n = k, ou seja, que

Ψk
θ1
×Ψk

θ2
× · · · ×Ψk

θk
= (−1)k.

k∏
i=1

seni−1(θi).Ψ
k

〈Ψk , Ψk
θ1
×Ψk

θ2
× · · · ×Ψk

θk
〉 = (−1)k.

k∏
i=1

seni−1(θi),

• Vamos mostrar para n = k + 1. Temos:

Ψk+1 = sen(θk+1).Ψ
k ⊕ cos(θk+1)

Ψk+1
θi

= sen(θk+1).Ψ
k
θi
⊕ 0 para i < k + 1

Ψk+1
θk+1

= cos(θk+1).Ψ
k ⊕−sen(θk+1)
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e, usando o método de Laplace na última coluna, obtemos

Ψk+1
θ1

×Ψk+1
θ2

× · · · ×Ψk+1
θk+1

=

= (−1)1+(k+2)ek+2sen
k(θk+1) cos(θk+1)(−1)k〈Ψk , Ψk

θ1
×Ψk

θ2
× · · · ×Ψk

θk
〉+

+(−1)(k+2)+(k+2)(−sen(θk+1))sen
k(θk+1)

(
Ψk

θ1
×Ψk

θ2
× · · · ×Ψk

θk

)
=

= (−1)k+1.
k∏

i=1

seni−1(θi)[ek+2sen
k(θk+1) cos(θk+1) + sen(θk+1)sen

k(θk+1).Ψ
k] =

= (−1)k+1

k+1∏
i=1

seni−1(θi)
[
sen(θk+1)Ψ

k + ek+2 cos(θk+1)
]
=

=

[
(−1)k+1

k+1∏
i=1

seni−1(θi)

]
Ψk+1

e

〈Ψk+1 , Ψk+1
θ1

×Ψk+1
θ2

× · · · ×Ψk+1
θk+1〉 = 〈Ψk+1, (−1)k+1

k+1∏
i=1

seni−1(θi)Ψ
k+1〉

= (−1)k+1

k+1∏
i=1

seni−1(θi)

�
Em qualquer ponto p da hiperesfera e para w ∈ TpSn, temos uma igualdade da forma

dNp(w) = a1Ψ
n
θ1
+ a2Ψ

n
θ2
+ · · ·+ anΨ

n
θn

e usando a igualdade (1.4) podemos escrever〈
dNp(Ψ

n
θi
),Ψn

θj

〉
= −

〈
N,Ψn

θiθj

〉
=
〈
Ψn

θi
,Ψn

θj

〉
.

Logo, conclúımos de (1.10c) e (1.10d) que{
v1 =

Ψn
θ1∥∥Ψn
θ1

∥∥ , v2 = Ψn
θ2∥∥Ψn
θ2

∥∥ , . . . , vn =
Ψn

θn∥∥Ψn
θn

∥∥
}

é uma base ortonormal de autovetores associados a autovalores k1 = 1, . . . , kn = 1, que

diagonalizam −dN . Portanto todas as curvaturas principais são iguais a 1 e como con-

sequência as r-ésimas curvaturas médias de Sn são Hr(p) =
r!(n−r)!

n!

∑
16i1<i2<···<ir6n

ki1ki2 · · · kir =

r!(n− r)!

n!

n!

r!(n− r)!
= 1.



Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies invariantes pela ação

de um subgrupo de isometrias

Uma hipersuperf́ıcie Mn ⊂ Rn+1 é dita invariante se existe um subgrupo G do grupo de

isometrias do Rn+1 , ISO(Rn+1), que deixa M invariante, isto é, g(M) =M, ∀g ∈ G.

Identificando o grupo das matrizes 4× 4,

G(4) =


 A a

∅ 1

 ,

em que A : R3 −→ R3 é transformação linear ortogonal, a é um vetor 3× 1 que representa uma

translação Ta e ∅ é a matriz nula 1× 3 com o grupo de isometrias do R3,

ISO(R3) =
{
F = A ◦ Ta : R3 −→ R3

}
,

por meio do isomorfismo

(A, a) 7−→

 A a

∅ 1

 .
MEDEIROS & RIPOLL em [12] dá uma classificação dos subgrupos a um parâmetro de isome-

trias do R3. Usando esta classificação obtemos três tipos de superf́ıcies invariantes por um

subgrupo a um parâmetro de isometrias:

• as superf́ıcies rotacionais, invariantes por O(2);

• as superf́ıcies helicoidais, invariantes pela composição de translações com rotações;

• as superf́ıcies translacionais, invariantes por translações.

Neste caṕıtulo determinaremos as expressões da curvatura escalar de hipersuperf́ıcies in-

variantes pela ação dos grupos de isometrias O(n+ 1) e O(n+ 1)×O(n+ 1).

16



17

As órbitas principais da ação de G = O(n+ 1) em M = Rn+1 × R = Rn+2,

π : G×M → M

(A, (u, v)) → (Au, v),

são hiperesferas Sn(‖u‖), se observarmos a projeção no hiperplano xn+2 = 0, a uma altura v. As

hipersuperf́ıcies invariantes Mn+1 ⊂ M = Rn+2 são denominadas hipersuperf́ıcies rotacionais.

Essas hipersuperf́ıcies são dadas pela união de órbitas Gγ(u), onde γ(u) = (x(u), z(u)), u ∈ I,

é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco (ppca), ou seja, [x′(u)]2 + [z′(u)]2 = 1,

contida no espaço de órbitas

Q = {(x, z) ∈ R2;x > 0},

chamada curva geratriz, aqui x define o raio da hiperesfera e z sua altura. Todo ponto da curva

interior a Q corresponde a uma órbita principal da ação do grupo.

Para G = O (n+ 1)×O (n+ 1) temos a ação de G em M = Rn+1 × Rn+1 = R2n+2

π : G×M → M

((A,B) , (u, v)) → (Au,Bv),

onde A,B ∈ O(n+1) e (u, v) ∈M . As órbitas principais desta ação são produtos de hiperesferas

Sn(‖u‖)× Sn(‖v‖) e as hipersuperf́ıcies invariantes M2n+1 ⊂ M = R2n+2 são dadas pela união

de órbitas Gγ(u), onde γ(u) = (x(u), z(u)), u ∈ I, é uma curva ppca contida no espaço de

órbitas

Q = {(x, z);x > 0, z > 0},

chamada curva geratriz. Aqui x e z fornecem os raios das hiperesferas.

Observação 2.1 As hipersuperf́ıcies do espaço euclidiano com r−curvaturas médias constantes

são dadas, no caso geral, por soluções de equações diferenciais parciais (EDP) (ver equação

1.5). Esse problema, quase sempre, vem de natureza bastante complicada. A vantagem de

se trabalhar com hipersuperf́ıcies invariantes é podermos reduzir o problema de E.D.P. a um

problema de E.D.O, em termos das funções coordenadas da curva geratriz como veremos a

seguir.

2.1 Hipersuperf́ıcies rotacionais O(n + 1)

Seja Mn+1 ⊂ Rn+2 uma hipersuperf́ıcie rotacional O(n + 1) com geratriz, γ(u) = (x(u), z(u)),

u ∈ I, parametrizada pelo comprimento de arco. Para construirmos uma parametrização para
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M , vamos utilizar as parametrizações das esferas Sn ⊂ Rn+1 em coordenadas esféricas, vista

no caṕıtulo anterior, dadas por Ψn = sen(θn).Ψ
n−1 ⊕ cos(θn). Uma parametrização desta

hipersuperf́ıcie gerada por γ(u) = (x(u), z(u)) é dada por:

X(u, θ1, . . . , θn) = x(u).Ψn + z(u)en+2 = xΨn ⊕ z,

em que Ψn define as (n+ 1) primeiras coordenadas da parametrização e z a coordenada em

relação a en+2.

Para calcular a curvatura escalar destas hipersuperf́ıcies precisamos calcular a aplicação

normal N e os autovalores da diferencial −dN , que são as curvaturas principais. Temos as

derivadas parciais:

Xu = x′Ψn ⊕ z′ (2.1)

Xθi = xΨn
θi
⊕ 0, i = 1, . . . , n. (2.2)

Logo, usando o desenvolvimento de Laplace e a Proposição 1.3, obtemos:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 · · · en+2

Xu

Xθ1

Xθ2

...

Xθn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 · · · en+1 en+2

x′Ψn z′

xΨn
θ1

0

xΨn
θ2

0
...

xΨn
θn

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)1+(n+2)en+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x′Ψn

xΨn
θ1

xΨn
θ2
...

xΨn
θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)2+(n+2)z′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 · · · en+1

xΨn
θ1

xΨn
θ2
...

xΨn
θi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1en+2x

′xn(−1)n
n∏

i=1

seni−1(θi) + (−1)nz′xn(−1)n
n∏

i=1

seni−1(θi)Ψ
n

=

[
xn

n∏
i=1

seni−1(θi)

]
(z′Ψn ⊕−x′) .

Portanto,

Xu ×Xθ1 × · · · ×Xθn =

[
xn

n∏
i=1

seni−1(θi)

]
(z′Ψn ⊕−x′) (2.3)
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Sendo assim, por (1.3) obtemos o campo normal:

N = (−1)n+1

xn

n∏
i=1

seni−1(θi) (z
′Ψn ⊕−x′)∥∥∥∥xn

n∏
i=1

seni−1(θi) (z
′Ψn ⊕−x′)

∥∥∥∥
N = (−1)n (−z′Ψn ⊕ x′) .

Como na curvatura escalar o sinal não irá interferir, pode-se tratar a aplicação normal

simplesmente por

N = (−z′Ψn ⊕ x′) ,

tendo como derivadas

dNX(u,θ1,...,θn)(Xu) = Nu = (−z′′Ψn ⊕ x′′)

dNX(u,θ1,...,θn)(Xθi) = Nθi =
(
−z′Ψn

θi
⊕ 0
)
.

Pelas igualdades (1.10a)-(1.10d) vemos que o conjunto {Xu, Xθ1 , . . . , Xθn} forma uma base

ortogonal para TpM , logo, para um w ∈ TpM temos que

dNX(u,θ1,...,θn)(w) = αXu + α1Xθ1 + . . .+ αnXθn .

Fazendo o produto interno com as derivadas parciais Xu e Xθi na igualdade acima, obtemos

α =
〈dN(w), Xu〉
〈Xu, Xu〉

e αi =
〈dN(w), Xθi〉
〈Xθi , Xθi〉

, i = 1, . . . , n. Mas a aplicação normal é auto-adjunta,

logo, conclúımos que as curvaturas principais são

k0 = α =
〈dN(Xu), Xu〉

〈Xu, Xu〉
= (−z′′x′ + x′′z′)

e

ki = αi =
〈dN(Xθi), Xθi〉

〈Xθi , Xθi〉
=

−z′

x
i = 1, . . . , n.

Agora que achamos as curvaturas principais em função das coordenadas da curva geratriz

γ(u) = (x(u), z(u)) temos que a curvatura escalar S das hipersuperf́ıcies rotacionais geradas

pela curva ppca γ(u) = (x(u), z(u)) é:

S(u) =
−2x′′x+ (n− 1)(1− (x′)2)

(n+ 1)x2
. (2.4)

2.2 Hipersuperf́ıcies invariantes por O(n + 1)×O(n + 1)

Considere uma hipersuperf́ıcieM2n+1 ⊂ R2n+2 invariante pela ação deG = O (n+ 1)×O (n+ 1)

em M = Rn+1 × Rn+1 = R2n+2, com geratriz, γ(u) = (x(u), z(u)), u ∈ I, parametrizada pelo



20

comprimento de arco. Uma parametrização expĺıcita para a hipersuperf́ıcie M é dada por

X(u, θ, θ̄) = x(u)Ψn(θ)⊕ z(u)Φn(θ̄),

em que Ψn(θ) e Φn(θ̄) são parametrizações em coordenadas esféricas da esfera Sn ⊆ Rn+1, com

θ = (θ1, . . . , θn) e θ̄ =
(
θ̄1, . . . , θ̄n

)
. Temos como derivadas parciais:

Xu = x′Ψn ⊕ z′Φn

Xθi = xΨn
θi

⊕ 0 i = 1, 2, . . . , n

Xθ̄j = 0 ⊕ zΦn
θ̄j

j = 1, 2, . . . , n.

Assim, pelas igualdades em (1.10a)-(1.10d) observe que para todo 1 6 i, j 6 n:

〈Xu, Xu〉 = [x′]2 + [z′]2 = 1

〈Xθi , Xθj〉 =

 x2〈Ψn
θi
,Ψn

θj
〉, se i = j

0, se i 6= j

〈Xθ̄i , Xθ̄j〉 =

 z2〈Φn
θ̄i
,Φn

θ̄j
〉, se i = j

0, se i 6= j

〈Xu, Xθi〉 = 0

〈Xu, Xθ̄j〉 = 0

〈Xθi , Xθ̄j〉 = 0,

logo, o conjunto {Xu, Xθ1 , . . . , Xθn , Xθ̄1 , . . . , Xθ̄n} é uma base ortogonal para TpM .

Da mesma forma que na seção anterior, devemos calcular

Xu ×Xθ1 × · · · ×Xθn ×Xθ̄1 × · · · ×Xθ̄n

para encontrar a aplicação normal N e, em seguida calcular a curvatura escalar S.

Para isso, fixemos n e consideremos

X(u, θ, θ̄) = x(u)Ψn(θ)⊕ z(u)Φk(θ̄)

em que Ψn(θ), θ = (θ1, . . . , θn), parametriza Sn ⊂ Rn+1 e Φk(θ̄), θ̄ = (θ̄1, . . . , θ̄k), parametriza

Sk ⊂ Rk+1. Um processo recursivo, usando matrizes em bloco, propriedades do determinante e
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a Proposição 1.3 fornece a igualdade∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 · · · en+1 en+2 · · · en+k+1

x′Ψn z′sen(θ̄k)Φ
k−1

xΨn
θ1

0
...

...

xΨn
θn

0

0 zsen(θ̄k)Φ
k−1
θ̄1

...
...

0 zsen(θ̄k)Φ
k−1
θ̄k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)kxnzk−1

[
n∏

i=1

seni−1(θi)

]k−1∏
j=1

senj−1(θ̄j)

[− z′sen(θ̄k)Ψ
n ⊕ x′Φk−1

]
.

para k = 1, 2, . . . , n, em que Φk(θ̄) = sen(θ̄k)Φ
k−1 ⊕ cos(θ̄k).

Usando essa igualdade e o desenvolvimento de Laplace obtemos o seguinte determinante:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 · · · en+1 en+2 · · · en+k+2

x′Ψn z′Φk

xΨn
θ1

0
...

...

xΨn
θn

0

0 zΦk
θ̄1

...
...

0 zΦk
θ̄k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)k+1xnzk

[
n∏

i=1

seni−1(θi)

][
k∏

j=1

senj−1(θ̄j)

] [
− z′Ψn ⊕ x′Φk

]
.

Com este resultado temos que o produto vetorial de Xu, Xθ1 , . . . , Xθn , Xθ̄1 , . . . , Xθ̄n é dado

por

(−1)n+1xnzn
n∏

i=1

seni−1(θi)
n∏

j=1

senj−1(θ̄j) [−z′Ψn ⊕ x′Φn]

e a Aplicação Normal de Gauss destas hipersuperf́ıcies fica definida por:

N = (−1)n+1 [−z′Ψn ⊕ x′Φn] .

Mas, novamente por trabalharmos com a curvatura escalar, iremos desprezar o sinal (−1)n+1

e considerar

N = −z′Ψn ⊕ x′Φn. (2.5)

Assim, suas derivadas parciais são

dNX(u,θ,θ̄)(Xu) = Nu = −z′′Ψn ⊕ x′′Φn (2.6)

dNX(u,θ,θ̄)(Xθi) = Nθi = −z′Ψn
θi
⊕ 0 (2.7)

dNX(u,θ,θ̄)(Xθ̄j) = Nθ̄j = 0⊕ x′Φn
θ̄j
. (2.8)
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Escrevendo

dNX(u,θ,θ̄)(w) = αXu + α1Xθ1 + · · ·+ αnXθn + ᾱ1Xθ̄1 + · · ·+ ᾱnXθ̄n (2.9)

e tomando o produto interno em ambos os membros da igualdade acima com Xu, Xθi e Xθ̄j

obtemos α =
〈dN(w), Xu〉
〈Xu, Xu〉

, αi =
〈dN(w), Xθi〉
〈Xθi , Xθi〉

e ᾱj =
〈dN(w), Xθ̄j〉
〈Xθ̄j , Xθ̄j〉

. Em particular, tomando

w igual a uma das derivadas parciais de X(u, θ, θ̄), obtemos:

α =
〈dN(Xu), Xu〉

〈Xu, Xu〉
= −z′′x′ + x′′z′

αi =
〈dN(Xθi), Xθi〉

〈Xθi , Xθi〉
=

−z′

x

ᾱj =
〈dN(Xθ̄j), Xθ̄j〉

〈Xθ̄j , Xθ̄j〉
=
x′

z
.

Portanto, as curvaturas principais são dadas por

k0 = −z′′x′ + x′′z′

ki =
−z′

x

k̄j =
x′

z

e a curvatura escalar é

S(u) =
1

(2n+ 1)n

[
nk0.ki + nk0.k̄j +

n(n− 1)

2
k2i +

n(n− 1)

2
k̄2j + n2kik̄j

]

=
1

(2n+ 1)

[
(−z′′x′ + x′′z′)

(
−z′

x
+
x′

z

)
+

(n− 1)

2

(
[−z′]2

x2
+

[x′]2

z2

)
+ n

(−z′)
x

x′

z

]

S(u) =
1

2n+ 1

[
(−z′′x′ + x′′z′)

−z′z + x′x

xz
+
n− 1

2

(
[−z′z]2 + [x′x]2

x2z2

)
+ n

−z′x′

xz

]
(2.10)

sendo aplicado em hipersuperf́ıcies O(n+ 1)×O(n+ 1).

Observação 2.2 Se tivéssemos nas hipersuperf́ıcies invariantes por O(m+1)×O(n+1), então

teŕıamos como curvatura escalar

S(u) =
2

(m+ n+ 1)(m+ n)

[
m(−z′′x′ + x′′z′)

−z′

x
+ n(−z′′x′ + x′′z′)

x′

z
+

+
m(m− 1)

2

(
[z′]2

x2

)
+
n(n− 1)

2

(
[x′]2

z2

)
+ nm

(−z′x′)
xz

]
.



Caṕıtulo 3

Estudo qualitativo de E.D.O.

Neste caṕıtulo faremos uma rápida introdução ao estudo qualitativo das equações diferenciais

ordinárias, maiores detalhes podem ser encontrados em DOERING [6]. Os conceitos abor-

dados são necessários para estudar o comportamento das soluções de E.D.O.’s associadas às

hipersuperf́ıcies invariantes com curvatura escalar nula.

Dada uma aplicação f : U → Rn, definida em cada ponto (t, x) de um aberto U de R×Rn =

Rn+1, dizemos que a igualdade

x′ = f(t, x) (3.1)

é uma equação diferencial ordinária (E.D.O.) em Rn definida por f . As soluções desta equação

são caminhos x : I → Rn deriváveis em I, tais que
(
t, x(t)

)
⊂ U e x′(t) = f

(
t, x(t)

)
, para todo

t ∈ I. Se fixarmos um ponto (t0, x0) ∈ U , então pelo Teorema da Existência e Unicidade de

Soluções existe uma única solução x (t) satisfazendo a condição inicial x(t0) = x0, desde que

f(t, x) e sua derivada parcial ∂f
∂x
(t, x) sejam aplicações cont́ınuas no aberto U ⊂ Rn+1. Dizemos

que o sistema

 x′(t) = f(t, x)

x(t0) = x0
é um problema de valor inicial (P.V.I.).

Quando f independe da variável temporal t a equação x′ = f(t, x) := f (x) é chamada

equação diferencial autônoma, f : U ⊂ Rn → Rn é denominado campo de vetores e as soluções

x (t) são suas trajetórias ou órbitas. Dado uma E.D.O. arbitrária x′ = f(t, x) podemos definir

a aplicação F (X) = F (x, t) = (1, f(t, x)), em que X(t) = (t, x(t)) e temos que a equação

diferencial vetorial x′ = f(t, x) em Rn é equivalente à equação diferencial vetorial autônoma

X ′ = F (X) em Rn+1. Assim, é sempre posśıvel fazer o estudo qualitativo da E.D.O. (3.1) por

meio de um campo de vetores F : U ⊂ Rn+1 → Rn+1.

23



24

3.1 Equações diferenciais lineares de coeficientes con-

stantes em Rn

As equações diferenciais lineares homogêneas a coeficientes constantes, x′ = f(x) são E.D.O.’s

autônomas associadas aos campos lineares f(x) = TA(x) = A.x, onde o operador linear f =

TA : Rn → Rn é dado, em termos matriciais, pelo produto da matriz A ∈ M(n) com o vetor-

coluna n × 1 representando x ∈ Rn. O caminho x : R → Rn derivável em R é uma solução

quando

x′ (t) = Ax (t) .

Equivalentemente, as funções coordenadas xi : R → R de x(t) são soluções do sistema associado

à matriz A, o que significa que são soluções do sistema de n equações diferenciais lineares de

primeira ordem 

x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + · · ·+ a1nxn(t)

x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + · · ·+ a2nxn(t)
...

x′n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + · · ·+ annxn(t)

.

Toda teoria algébrica sobre sistemas lineares contém, como caso particular, toda a teoria

de uma única E.D.O., em particular, determinar a solução geral de um sistema de n equações

consiste em encontrar um conjunto de n soluções linearmente independentes.

A matriz A ∈ M(n), sobre o corpo dos C, possui escalares ci ∈ C tais que a matriz

(A− ci.I) seja singular, conhecidos por autovalores. Resumindo, os autovalores são os escalares

λ que resolvem a equação pA(λ) = 0, em que o polinômio

pA(λ) = det(A− λI) (3.2)

é chamado polinômio caracteŕıstico, sendo I a matriz identidade de ordem n. Os autovetores

associados aos autovalores λ são os vetores v 6= 0 tais que Av = λv.

Se v ∈ Rn é um autovetor real de A ∈ M(n) associado ao autovalor real λ ∈ R, então por

derivação direta conclúımos que

x(t) = eλtv, t ∈ R (3.3)

é solução do P.V.I. x′ = Ax, x(0) = v. No caso complexo, se w = u+ iv ∈ Cn é um autovetor

complexo de A ∈M(n) associado ao autovalor complexo λ = a+ ib ∈ C, b 6= 0, então

page

 x(t) = eat[(cos bt)u− (senbt)v]

y(t) = eat[(senbt)u+ (cos bt)v]
(3.4)
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são duas soluções de x′ = Ax, com condições iniciais x(0) = u e y(0) = v, respectivamente.

Segue do exposto acima que quando a matriz A é diagonalizável o problema de encon-

trar a solução geral de um P.V.I.

 x′ = Ax

x(0) = x0
está completamente resolvido. No caso geral,

introduzimos o conceito de exponencial da matriz A, dada por

eA = I + A+
1

2!
A2 + · · ·+

1

j!
Aj + · · · =

∞∑
j=0

1

j!
Aj

e temos o seguinte resultado geral.

Teorema 3.1 Se A ∈ M(n) e x0 ∈ Rn, então o caminho

x (t) = etAx0, t ∈ R,

define a única solução da E.D.O. linear x′ = Ax com condição inicial x (0) = x0. Mais

precisamente, cada coordenada da solução x (t) é uma combinação linear das funções

t 7−→ tjeat cos (bt) e t 7−→ tjeatsen (bt) ,

com 0 ≤ j ≤ n− 1 e a, b ∈ R tais que a+ ib é um autovalor complexo da matriz.

Para um problema de valor inicial  x′ = Ax

x(t0) = x0

com condição inicial em (t0, x0) a solução é dada por x(t) = e(t−t0)Ax0, t ∈ R, que pode ser

expressa por mudança de parâmetro (translação) como x(s) = esAx0, onde s ∈ I(x0) e a

condição inicial passa a ser (0, x0).

Nem sempre podemos explicitar a solução de uma equação diferencial não linear, mas, do

ponto de vista qualitativo, mais importante do que explicitar a solução é compreender seu

comportamento assintótico, quando t −→ ∞. Para estudar o comportamento assintótico das

soluções vamos introduzir a terminologia de sistemas dinâmicos para campos lineares e, mais

tarde, estenderemos estas noções para campos associados às equações não lineares autônomas.

Dado a E.D.O. linear x′ = Ax, A ∈ M(n), a aplicação φ : R × Rn −→ Rn, definida

por φt(x) = etAx, e conhecida como fluxo do campo linear A ou fluxo da equação diferencial

x′ = Ax, fornece informações globais do comportamento de todas trajetórias da E.D.O x′ = Ax

(equivalentemente do campo A). O retrato de fase desse campo consiste no esboço de algumas

trajetórias representativas do próprio campo, observando que, da unicidade de soluções, uma
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trajetória fica determinada por uma condição inicial x (t0) = x0, e que, além disso, quaisquer

duas trajetórias ou são coincidentes ou não possuem pontos em comum.

Note que etA = Φt : é um homomorfismo de grupos, do grupo aditivo (R,+) no grupo dos

difeomorfismos de Rn (Dif(Rn)) com

Φt+s = e(t+s)A = etAesA = Φt ◦ Φs.

φt(0) = 0.

Um ponto x0 ∈ Rn tal que Ax0 = 0 é chamado uma singularidade (ou ponto de equiĺıbrio)

do campo linear x 7−→ Ax. Uma trajetória por um ponto singular x0 de A é sempre trivial

e é denominada trajetória singular, ou seja, temos x (t) = e(t−t0)Ax0 = x0, para todo t ∈ R.

Os pontos não singulares são chamados pontos regulares e as trajetórias por esses pontos de

trajetórias regulares do campo. Um outro tipo topológico de trajetória que é bem espećıfico,

mas importante, é o tipo trajetória fechada que a partir de um peŕıodo T , se repete (isto é,

x(t) = x(t+ T ),∀t ∈ R), denominadas trajetórias periódicas.

Dada uma trajetória por um ponto não singular x1 próximo de um ponto singular x0

gostaŕıamos de tentar responder as seguintes perguntas:

1. A trajetória regular tende à singularidade x0? Isto é, limt−→+∞ x (t) = x0?

2. Se a trajetória regular não tende para a singularidade, ela descreve uma órbita fechada

em torno dessa singularidade ou se afasta dela?

Isso nos leva aos seguintes conceitos. Dizemos que x0 é uma singularidade estável quando, para

qualquer ε > 0, podemos sempre encontrar δ > 0 tal que |φt(x) − x0| ≤ ε para todo t > 0 e

qualquer x ∈ Rn com |x − x0| ≤ δ, sendo |.| a norma euclidiana. Se o ponto x0 não é uma

singularidade estável, dizemos que é uma singularidade instável.

3.2 Classificação das singularidades de E.D.O. em R2

Seja A =

 a11 a12

a21 a22

 uma matriz associada a um campo linear em R2 e seja a matriz diagonal

D =

 λ1 0

0 λ2

, onde λ1 e λ2 são autovalores generalizados (real ou complexo) de A, dados

pelos zeros de

pA(t) = pD(t) = t2 − (λ1 + λ2)t+ λ1λ2 = t2 − (trD)t+ detD, (3.5)
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onde trD é a soma dos termos da diagonal de D chamado traço. Temos que detA = detD e

ambas as matrizes possuem os mesmos autovalores, além disso, estudando a forma canônica de

Jordan conclúımos que estudar a equação x′ = Ax equivale a estudarmos a equação

y′ =

 λ1 0

0 λ2

 y. (3.6)

O ponto de equiĺıbrio x0 que, sem perda de generalidade, vamos supor x0 = (0, 0) = O,

pode ser classificado de acordo com a natureza dos autovalores λ1 e λ2. Levando em conta as

expressões expĺıcitas das trajetórias (soluções) dadas pelo Teorema 3.1, cuja prova passa pelo

estudo da forma de Jordan da matriz A. Para campos em R2 temos o seguinte resumo dos

posśıveis resultados dos autovalores em uma singularidade O:

1. Ambos os autovalores são reais, distintos, e negativos. Neste caso as soluções x(t) → O

quando t→ +∞ (Figura 3.1) e a singularidade é conhecida como nó estável (atrator);

2. Ambos os autovalores são reais, distintos, e positivos. As soluções x(t) → O quando

t→ −∞ (Figura 3.2) e a singularidade é denominada nó instável (repulsor);

3. Os autovalores são reais com sinais opostos. Existem quatro soluções limites que tendem

a O sobre as retas determinadas pelos autovetores, duas quando t→ +∞ e duas quando

t → −∞, e as demais não tendem a O para t → ±∞ (Figura 3.3). Tal singularidade é

chamada sela.

4. Os autovalores são reais iguais a λ 6= 0 (A não é a matriz nula). A singularidade é

denominada nó impróprio, e temos duas possibilidades, conforme λ admita apenas um ou

dois autovetores. No segundo caso as trajetórias são semirretas que tendem a O, sendo

que O é um nó impróprio estável quando λ < 0 ou nó impróprio instável quando λ > 0.

Agora, no primeiro caso as trajetórias na direção do autovetor são semirretas e as outras

possuem retas tangentes cujas direções tendem à direção do autovalor. Da mesma forma

temos que é um nó impróprio estável quando λ < 0 ou nó impróprio instável quando

λ > 0.

5. Os autovalores são complexos conjugados com partes reais nulas. Para este caso temos as

trajetórias periódicas, sendo que nenhuma solução não-trivial tende para a origem quando

t → ±∞, e a partir de um peŕıodo T a trajetória se repete
(
x(t) = x(t + T ), t ∈ R

)
. A

singularidade O é denominada centro.
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6. Os autovalores são complexos conjugados com parte real não nula. Nesse caso, as tra-

jetórias terão a forma de espiral, sendo uma espiral estável quando a parte real for negativa

e, quando for positiva, é uma espiral instável.

Figura 3.1: Singularidade - Atrator.

Figura 3.2: Singularidade - Repulsor.

Figura 3.3: Singularidade - Sela.

Se pensarmos no discriminante ∆ = (trD)2 − 4 detD, vemos que:

1. Os autovalores são ambos reais e distintos se ∆ > 0, isto é, se

∆ = (trD)2 − 4 detD = (λ1 + λ2)
2 − 4(λ1λ2)

= (λ1 − λ2)
2 > 0;
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2. Os autovalores são complexos conjugados se

∆ = (λ1 − λ2)
2 < 0;

3. Os autovalores são reais e iguais se

∆ = (λ1 − λ2)
2 = 0;

λ1 = λ2.

Assim, a figura abaixo no plano cartesiano trD× detD fornece um resumo da classificação

das singularidades de uma E.D.O. linear em R2 e viabiliza a construção de seu retrato de fase

(Figura 3.4).

Figura 3.4: Classificação dos Retratos de Fase[19].

3.3 Equações diferenciais não-lineares em Rn

Seja x′ = f(x) uma E.D.O. autônoma não-linear associada ao campo f : E → Rn, no aberto

E ⊂ R. Para estudarmos o retrato de fase desse campo fazemos um estudo da existência e

comportamento de suas trajetórias x (t). A imagem x(I) de uma trajetória da E.D.O com

condição inicial x(t0) = x0, chamamos de órbita de f por x0. Para as órbitas regulares temos o

Teorema do Fluxo Tubular, para as órbitas periódicas de campos bidimensionais, o Teorema de

Poincaré-Bendixson e, mediante um processo de linearização, classificamos um tipo especial de
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singularidade (singularidades hiperbólicas), que fornecem o comportamento das órbitas singu-

lares na vizinhança de uma singularidade. Vários conceitos introduzidos para campos lineares

estendem-se para campos associados às equações autônomas e quase sempre utilizaremos estes

conceitos de maneira natural.

Admitiremos f : E ⊂ Rn → Rn de classe C1, logo, temos a garantia da existência e

unicidade de soluções. Dadas as condições iniciais em t0 = 0, para cada x0 ∈ E existe um

intervalo aberto máximo I (x0), onde está definida a única solução φx0(t) = φ(t, x0) da E.D.O.

tal que φx0(0) = φ (0, x0) = x0 e fica definida a aplicação de classe C1, φ : Ω
C1

→ Rn, definida

num aberto Ω ⊂ Rn+1, dada por φ(t, x) = φt(x) = x(t) e denominada fluxo do campo de vetores

f em E. A derivada parcial em relação de t do fluxo satisfaz, para cada (t, x) ∈ Ω,

∂φ

∂t
(t, x) = f(φ(t, x)) = x′(t).

Para um fluxo φ : Ω → Rn de um campo f : E → Rn, a propriedade de grupos vale tanto para

equações diferenciais lineares quanto para não-lineares, então

φ
(
t, φ(s, x)

)
= φ(t+ s, x)

para quaisquer s, t ∈ R e x ∈ E tais que s, t+ s ∈ I(x).

Uma propriedade interessante das equações autônomas é que, qualquer trajetória sai de

qualquer subconjunto compacto do domı́nio E de seu campo, logo, vale a seguinte consequência

importante (ver [6], página 149).

Proposição 3.1 Se um campo f tem domı́nio Rn e se x : I −→ Rn é uma trajetória de f tal

que |x (t)| é limitada, para todo t ∈ I, então I = R.

Raramente é posśıvel obter a estabilidade de uma singularidade em sistemas não-lineares

através de soluções expĺıcitas. Por isso, faz-se um processo de substituição, chamado lineari-

zação, em que o fluxo f de um sistema x′ = f(x) é substitúıdo por um termo linear A(x −

x0) que aproxima f(x). Sendo x0 uma singularidade
(
f(x0) = 0

)
, como f é de classe C1,

podemos utilizar a Fórmula de Taylor e escrever f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) + r(x − x0),

onde lim
x→x0

r(x− x0)

‖x− x0‖
, tendo a aproximação

f(x) ' f ′(x0)(x− x0)
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em que f ′(x0) é a transformação linear representada pela matriz jacobiana

A = f ′(x0) =



∂f1
∂x1

(x0)
∂f1
∂x2

(x0) · · · ∂f1
∂xn

(x0)

∂f2
∂x1

(x0)
∂f2
∂x2

(x0) · · · ∂f2
∂xn

(x0)

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x0)
∂fn
∂x2

(x0) · · · ∂fn
∂xn

(x0)


.

e, assim temos o sistema linear x′ = A(x − x0) com A = f ′ (x0), denominado linearização de

x′ = f(x) numa vizinhança de x0.

Em alguns casos, uma E.D.O. não-linear pode ser melhor estudada usando uma função

diferenciável conforme definimos abaixo. Uma integral primeira de uma equação diferencial

x′ = f(x) de primeira ordem associado a um campo f : E → Rn, onde E ⊆ Rn é aberto, é uma

função diferenciável V : E → R que não é constante em abertos, porém é constante ao longo

de cada solução da equação diferencial, ou seja, dada uma solução x : I ⊂ R → E de x′ = f(x)

teremos, para todo t ∈ I, que (
V ◦ x

)′
(t) = 0.

Assim, cada solução da E.D.O. é expressa por uma única superf́ıcie de ńıvel V[α] = {x ∈

E; V (x) = α}, α ∈ R constante, da integral primeira V . A cada superf́ıcie de ńıvel temos

condições que restringem a posição da evolução temporal das soluções da equação diferencial.

Logo, para obter as soluções de equações diferenciais de primeira ordem em Rn, são necessárias

n− 1 integrais primeiras Vi(x) linearmente independentes, isto é, para cada x ∈ E, os vetores

gradientes ∇V1(x),∇V2(x), . . . ,∇Vn−1(x), são linearmente independentes e definem as curvas-

soluções da E.D.O. pelas interseções das superf́ıcies de ńıvel Vi = αi de dimensão n− 1 obtidas

em cada integral primeira. Estas curvas-soluções não estão explicitamente em função da variável

temporal t, portanto, elas determinam implicitamente as órbitas.

Exemplo 3.1 Seja a equação diferencial (x1, x2, x3)
′ = (−x2, x1, 0) em R3, obtemos duas in-

tegrais primeiras V1(x1, x2, x3) = x3 e V2(x1, x2, x3) = x21 + x22. Essas duas integrais primeiras

permitem identificar as curvas definidas pelas soluções da equação diferencial: as órbitas estão

sempre nas interseções de planos x3 = k1 com cilindros x21 + x21 = k2, sendo k1, k2 constantes,

logo, são ćırculos horizontais centrados no eixo x3 do R3.

Após ver outra maneira de estudar uma equação diferencial não-linear, comecemos o estudo

do retrato de fase, analisando as órbitas por pontos regulares. Para isso introduz-se o conceito

de conjugação.
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Dados dois campos f1 : E1 → Rn e f2 : E2 → Rn, ou os seus fluxos φ1 e φ2, dizemos que

eles são topologicamente conjugados quando existe um homeomorfismo g : E1 → E2, tal que

φ2 ◦ g = g ◦ φ1 para cada t ∈ R. Um fluxo é dito tubular quando todas as trajetórias do fluxo

φ(y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn) que estão num hiperplano H : y1 = c, c constante, estão também

no hiperplano H : y1 = c+ t após decorrido um tempo t.

Dizemos que um campo f : E → Rn tem propriedade do fluxo tubular em um ponto x0 ∈ E

quando existem uma vizinhança U ⊆ E de x0, denominada vizinhança tubular, um aberto

W ⊂ Rn−1, uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : U → (−r, r)×W que conjuga o fluxo

φ de f em U com o fluxo ψ do campo constante f̄(y1, y2, . . . , yn) = (1, 0, . . . , 0) em (−r, r)×W ,

ou seja, ψ
(
t, g(x)

)
= g
(
φ(t, x)

)
para qualquer x ∈ U e cada t com |t| < r.

Teorema 3.2 (Teorema do Fluxo Tubular) Seja f : E → Rn um campo de classe C1 no

aberto E ⊂ Rn. Se x0 ∈ E não é um ponto de equiĺıbrio, então x0 tem a propriedade do fluxo

tubular.

Com esse teorema, demonstrado em DOERING [6], podemos dizer que o comportamento de

todos os campos na vizinhança de um ponto regular tem, localmente, o mesmo comportamento

tubular.

Para entendermos como funciona este comportamento, definimos a seção transversal local

do campo f num ponto x0 ∈ E pelo conjunto S = W ∩H ⊂ E obtido pela interseção de uma

vizinhança W ⊂ Rn de x0 em E com um hiperplano transversal H por x0, tal que, para cada

x ∈ S, colocando a origem do vetor f(x) no ponto x, temos f(x) /∈ H.

Dado um ponto regular qualquer de um campo f de classe C1 num aberto de Rn, existe

uma seção transversal local conexa S de f em x0, tal que f(x) 6= 0 para cada x ∈ S, e os

vetores f(x), com x ∈ S, apontam todos para o mesmo lado de S em Rn.

S

x0

x1

Figura 3.5: Seção transversal conexa de um campo planar.
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Faremos agora um breve comentário sobre o comportamento das órbitas de um campo

não-linear que se aproximam de uma singularidade desse campo.

A noção de ponto de equiĺıbrio estável para campos não-lineares f : E → Rn é a mesma do

caso linear e, dizemos que um ponto de equiĺıbrio x0 é assintoticamente estável para f : E → Rn,

quando para qualquer vizinhança U ⊂ Rn de x0, existe uma vizinhança W ⊂ Rn de x0, tal que

W ⊂ E ∩ U e

• φt(x) ∈ U , para quaisquer x ∈ W e t > 0 e

• lim
t→+∞

φt(x) = x0 para qualquer x ∈ W .

Se x0 for um ponto de equiĺıbrio assintoticamente estável para o campo −f , então dizemos

que x0 é assintoticamente instável para f .

Dizemos que uma singularidade x0 ∈ E é um poço (atrator) de f quando f ′ (x0) ∈ M(n)

tem autovalores complexos com parte real negativa; quando f ′ (x0) tem autovalores complexos

com parte real positiva dizemos que x0 ∈ E é uma fonte (repulsor) de f . Assim, se formos

pensar em relação aos autovalores das matrizes, A para o caso linear, ou f ′(x0) no caso não-

linear, teremos que o sinal da parte real dos autovalores caracteriza estabilidade assintótica.

Precisamente temos:

Teorema 3.3 (Liapunov-Perron) Seja x0 ∈ E uma singularidade de um campo de vetores

f : E → Rn de classe C1. Se x0 é um poço, então x0 é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente

estável de f . Agora, se x0 é uma fonte, então x0 é um ponto de equiĺıbrio assintoticamente

instável de f .

Dizemos que uma singularidade x0 é um ponto hiperbólico se todos os autovalores generaliza-

dos da parte linear Df(x0) do campo f em x0 tem parte real não-nula. O comportamento local

de uma singularidade hiperbólica é sempre classificado pelo comportamento da parte linear do

campo, pois

Teorema 3.4 (Grobman-Hartman) Seja x0 ∈ E um ponto de equiĺıbrio do campo de vetores

f : E → Rn de classe C1 definido no aberto E ⊆ Rn. Se x0 é uma singularidade hiperbólica,

então f em x0 é localmente conjugado ao campo linear Df(x0) : Rn → Rn na origem 0.

Segue dos Teoremas de Liapunov-Perron e Grobman-Hartman a seguinte adaptação do caso

linear (ver página 29) para o estudo local das singularidades de um campo planar não linear

f : U ⊂ R2 −→ R2 de acordo com a Figura 3.6, em que não são posśıveis concluir sobre os

casos em que a parte real dos autovalores se anulam, ou seja, nas fronteiras de acordo com a

figura abaixo.
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Figura 3.6: Classificação das singularidades de uma E.D.O. não-linear [19].

3.4 Conjuntos invariantes

Da mesma forma que definimos hipersuperf́ıcie invariante, dizemos que um conjunto é invariante

pelo fluxo φ do campo f quando φt(C) ⊂ C para todo t ∈ Rn. Quando um fluxo em um conjunto

C permanecer em C para t > 0, dizemos que C é positivamente invariante, quando permanecer

em C para t < 0 é um conjunto negativamente invariante.

Figura 3.7: Campo vetorial 1. Figura 3.8: Campo vetorial 2.

Nas Figuras 3.7 e 3.8 observamos dois campos em que as órbitas, quando t→ ±∞, tendem

ou para um ponto ou para um conjunto de pontos. Dizemos conjunto ω-limite de um ponto

x ∈ E ao conjunto Lω(x) dos pontos y ∈ E para os quais existe uma sequência tn → +∞ tal

que lim
n→+∞

φtn(x) = y. Analogamente, o conjunto α-limite de um ponto x ∈ E é o conjunto

Lα(x) dos pontos y ∈ E em que φtn(x) → y para alguma sequência tn → −∞.

Destas duas definições conclúımos que dois pontos x e y de uma mesma órbita tem os
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mesmos conjuntos α e ω-limite, ou seja, Lα(x) = Lα(y) e Lω(x) = Lω(y). Outro resultado é o

fato de Lα(x) (ou Lω(x)) ser fechado e invariante.

Para termos um entendimento global do comportamento das trajetórias, já vimos os pontos

de equiĺıbrio e pontos regulares, agora faremos um breve comentário sobre o comportamento

dos campos em órbitas compactas através de suas estabilidades.

Se a órbita de f por x é periódica de peŕıodo T , então Lω(x) é a própria órbita periódica,

pois para todo x, se tomarmos a sequência tn = nT então φtn(x) → x quando t → +∞, logo

o conjunto ω-limite é a própria órbita. Já se tivermos Lω(x) compacto, então ele também será

conexo.

Para campos de vetores no plano temos

Teorema 3.5 (Poincaré-Bendixson) Os únicos conjuntos α-limite ou ω-limite de um campo

planar que são compactos, não-vazios e sem singularidades são as órbitas periódicas desse

campo.

Uma demonstração deste resultado encontra-se em [6], sendo que a prova de tal teorema é

válido somente para o caso planar por causa doTeorema da Curva de Jordan o complemento

de uma curva fechada sem auto-interseções no plano tem duas componentes conexas abertas e

disjuntas, uma limitada e a outra ilimitada, e a curva é a fronteira comum das duas.

Um outro teorema importante nos estudos de campos vetoriais no plano é o Teorema de

Bendixson que é aplicado a um campo em uma região simplesmente conexa E, ou seja, uma

região na qual o interior de qualquer curva de Jordan em E está inteiramente contido em

E; visualmente falando, não tem buracos. Mas para enunciá-lo relembremos o conceito de

divergente e o Teorema de Green.

Dada um campo f = (f1, f2) : E → R2 chamamos de divergente do campo ao traço da

matriz jacobiana de f, e a nomenclatura é dada por div. Assim div f : E → R é dado por:

div f =
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

= tr Df.

O Teorema de Green diz que dado um compacto K ⊂ R2 com interior não-vazio cuja

fronteira é imagem de uma curva λ : I → R2, fechada e sem auto-interseção, C1 por partes,

e P e Q são funções reais de classe C1 num aberto contendo K, então
∮
λ
P dx + Q dy =∫ ∫

K

[
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

]
dx dy.

Teorema 3.6 (Teorema de Bendixson) Se o campo f : E → R2, de classe C1 no aberto

simplesmente conexo E de R2, tem uma órbita periódica, então ou div f é identicamente nulo

ou troca de sinal em E.
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Dem. Esta demonstração está em [6] em que seja λ uma órbita periódica do campo f = (f1, f2)

parametrizada pela solução (x′1, x
′
2) =

(
f1(x1, x2), f2(x1, x2)

)
em um ponto qualquer de λ, de

modo que f1dx2 − f2dx1 = (−f2, f1).(dx1, dx2) = (−f2, f1).(f1, f2)dt = 0dt, pois dx1 = f1dt e

dx2 = f2dt. Assim,

∫ ∫
R

div fdA =

∫ ∫
R

(
∂f1
∂x1

+
∂f2
∂x2

)
dA =

∮
λ

f1dx2 − f2dx1 = 0,

onde R é o interior de λ, contido em E, e a segunda igualdade é garantida pelo Teorema de

Green.

Como f é C1 em E, o divergente de f é cont́ınuo e, portanto, a igualdade
∫ ∫

R
div fdA = 0

garante que div f é identicamente nulo ou troca de sinal em R. �
Estes resultados de E.D.O. nos possibilitarão estudar as equações diferenciais 2.4 e 2.10 no

R4, como veremos no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies em R4 invariantes por

um subgrupo de isometrias com

curvatura escalar nula

Após feito todos os cálculos para encontrar as E.D.O.’s da curvatura escalar das hipersuperf́ıcies

invariantes por um dos grupos de isometrias O(n+ 1) ou O(n+ 1)×O(n+ 1), e também após

o resumo de estudos qualitativos de E.D.O., neste caṕıtulo apresentaremos a parte principal

do trabalho. Faremos uma análise através de integral primeira e do campo vetorial associado

às E.D.O.’s (2.4) e (2.10) no caso do espaço euclidiano R4, obtendo e classificando classes de

soluções.

4.1 Hipersuperf́ıcies rotacionais em R4 com curvatura

escalar nula

As hipersuperf́ıcies rotacionais de R4 com curvatura escalar S nula são hipersuperf́ıcies M3 ⊂

R4, invariantes por O (3) e geradas por uma curva ppca γ (u) = (x (u) , z (u)), u ∈ I, cuja

coordenada x é, conforme visto no Caṕıtulo 2, solução da E.D.O.

S(u) =
−2x′′x+ (1− (x′)2)

3x2
= 0,

ou seja, é solução da E.D.O. de segunda ordem

2x′′x− (1− (x′)2) = 0, (4.1)

37
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que é equivalente ao sistema linear  x′ = y

y′ = 1−y2

2x

. (4.2)

Estudamos este sistema baseado no trabalho de LEITE [10], que leva em conta a existência de

uma integral primeira (ver página 31) para o sistema. Multiplicando a E.D.O. (4.1) por x′ e

integrando em relação a u, conclúımos que

f(x, y) = x
(
1− y2

)
define uma integral primeira f : R2 → R para o sistema. É imediato verificar que

f(x, y) = x
(
1− y2

)
= c (4.3)

define uma superf́ıcie de ńıvel das soluções x. As geratrizes são curvas em Q = {(x, z);x > 0},

assim, para estudar a integral primeira, tomemos x = w e y = v, então teremos como soluções

locais de (4.3) as curvas de ńıveis com w > 0 na função

f(w, v) = w(1− v2). (4.4)

Fazendo o estudo das curvas de ńıveis f = c chegamos às seguintes classes (Figura 4.1):

f<0

f<0

f>0

f=0

f=0

1

-1

v

w

Figura 4.1: Curva de ńıvel de f .

• Para c < 0

Por ser w > 0 temos w(1 − v2) < 0 logo v2 > 1. Supondo a constante c = −1, logo

teremos v2 =
1

w
+ 1 > 1. Assim, v2 → 1 ⇒ w → ∞ e quando v2 → ∞ ⇒ w → 0.

• Para c = 0

Como w > 0 logo 1− v2 = 0, ou seja, v = ±1.
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• Para c > 0

Logo 1− v2 > 0, ou seja, v ∈ (−1, 1). Supondo c = 1, então 1− v2 =
1

w
. Assim, quando

v → 1 ⇒ w → ∞ e quando v → −1 ⇒ w → ∞.

Feito o estudo do comportamento das curvas de ńıvel de f(w, v), observemos que não existem

pontos singulares da função f em (w, v) ∈ Q, pois(
∂f

∂w
,
∂f

∂v

)
=
(
1− v2,−2wv

)
será nulo apenas quando v = ±1 e w = 0, logo, f não possui singularidades em Q.

Por outro lado, lembrando que a geratriz λ(u) =
(
x(u), z(u)

)
é ppca, ou seja, [x′(u)]2 +

[z′(u)]2 = 1, logo (x′)2 = v2 6 1, assim temos duas famı́lias de soluções para a integral primeira

V que satisfazem f(w, v) > 0.

Para definirmos esta famı́lia em função de f , fixemos f = c ≥ 0 e observemos pela igualdade

(4.4), o fato da curva geratriz ser ppca e a mudança de variável, assim:

(x′)2 + (z′)2 = 1

c = w(1− v2)

w = x

v = x′

que resulta em c = x.(z′)2 ⇒ c

x
= (z′)2 6 1. Daqui notamos que x > c.

Teorema 4.1 As geratrizes ppca de hipersuperf́ıcies rotacionais M3 ⊂ R4 com curvatura es-

calar nula satisfazem à E.D.O. x(z′)2 = c. Se c = 0 então a hipersuperf́ıcie é um hiperplano.

Dem. Se tivermos c = 0 conclúımos, pelo fato da solução estar em Q com x > 0, que z′ = 0,

ou seja, z é uma constante k, sendo a geratriz uma semirreta γ (u) = (u, k), u > 0. Pela

parametrização de rotacionais (2.1) em R4 da geratriz γ(u) e visto que z é constante, teremos

por X(u, θ1, θ2) = u.Ψ2 + k.e4 = uΨ2 ⊕ k que a hipersuperf́ıcie é a união das esferas do R3 de

raio u no hiperplano e4 = k. Isto mostra que a hipersuperf́ıcie é dada por R3 ⊕ z para algum

z ∈ R constante, ou seja, é um hiperplano. �

Teorema 4.2 As geratrizes ppca de hipersuperf́ıcies rotacionais M3 ⊂ R4 com curvatura es-

calar nula que satisfazem à E.D.O. x(z′)2 = c com c > 0 são parábolas dadas por z2 = 4cx+4c2.

Dem. Se c > 0, obtemos a famı́lia de soluções das expressões (±z′)2 =
c

x
e (x′)2 + (z′)2 = 1.

Temos [
∂z

∂x
(x)

]2
=

(z′)2

(x′)2
=

c

x− c
,
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logo ±∂z
∂x

(x) =

√
c

x− c
. Integrando em ambos os lados temos que ±z = 2

√
c.
√
x− c, isto é, a

curva geratriz é uma parábola de equação z2 = 4cx− 4c2, c > 0. �

4.2 Hipersuperf́ıcies O(2)×O(2) em R4 com curvatura es-

calar nula

Agora caracteriza-se as famı́lias de curvas geratrizes ppca que geram hipersuperf́ıcies de M3 ⊂

R4 invariantes pela ação do grupo O(2) × O(2) com a curvatura escalar nula. Os resultados

aqui apresentados seguem de perto o artigo de PALMAS [14].

Se γ (u) = (x (u) , z (u)), u ∈ I, é uma geratriz, então suas coordenadas x e z são, conforme

estudo feito no Caṕıtulo 2, soluções da E.D.O. de segunda ordem

0 = (−z′′x′ + x′′z′)(−z′z + x′x)− z′x′. (4.5)

Estudaremos essa equação pelo método usado por BOMBIERI, de GIORGI e GIUSTI em [2],

introduzindo a mudança de coordenadas (x, z) 7−→ (w, v) em que w e v são os ângulos formados

do eixo Ox para os vetores posição e tangente, respectivamente,
w = arctg

(z
x

)
v = arctg

(
z′

x′

)
.

(4.6)

Essa mudança reduz o estudo qualitativo da E.D.O. (4.5) ao estudo das órbitas de um campo

vetorial definido num aberto de R2.

Observe que w e v são invariantes por homotetia w(x, z) = w(λx, λz) e v(x, z) = v(λx, λz)

e que satisfazem

x′ = cos v

z′ = sen v

x =
√
x2 + z2 cosw

z =
√
x2 + z2sen w.

(4.7)

Observação 4.1 Sabemos que
d

dt
arctg

(
f(t)

)
=

1

1 + f(t)2
.f ′(t), assim temos

w′ =
d

du
arctg

(z
x

)
=
z′x− x′z

x2 + z2
.

v′ =
d

du
arctg

(
z′

x′

)
= z′′x′ − x′′z′.

(4.8)
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Observação 4.2 Ao fazermos a comparação entre x, z, x′, z′, v e w obtemos os seguintes resul-

tados:

w = 0 ⇔ z = 0 v = 0 ⇔ z′ = 0

w = π
2

⇔ x = 0 v = π
2

⇔ x′ = 0

w = v ⇔ z
x
= z′

x′ v = π
2
− w ⇔ xx′ − zz′ = 0

Multiplicando (4.5) por (z′x− x′z), fazendo uso da mudança de coordenada (4.6) e usando

as igualdades (4.7) e (4.8) obtemos

0 = (−z′′x′ + x′′z′)(−z′z + x′x)(z′x− x′z)− z′x′(z′x− x′z)

0 = −v′
(
(−z′)2zx+ x′z′x2 + z′x′z2 − (x′)2zx

)
− z′x′(x2 + z2)w′

0 = v′
(
(xz − x′z′(x2 + z2)

)
− z′x′(x2 + z2)w′

0 = v′
(
(x2 + z2)[coswsen w − cos vsen v]

)
− sen v cos v(x2 + z2)w′

0 = (coswsen w − cos vsen v)v′ − (sen v cos v)w′

Esta igualdade equivale ao sistema dado por w′ = 1
2
(sen 2w − sen 2v)

v′ = 1
2
(sen 2v)

(4.9)

ao qual podemos associar o campo vetorial X(w, v) =
(
X1(w, v), X2(w, v)

)
onde X1(w, v) =

1
2
(sen 2w − sen 2v)

X2(w, v) =
1
2
sen 2v

. (4.10)

Resolver o sistema de equações diferenciais (4.9) é o mesmo que determinar as órbitas ψ(t) =(
w(t), v(t)

)
do campo vetorial X.

Observemos que X é π-periódico em cada coordenada e, além disso,

X
(
w +

π

2
, v +

π

2

)
= −X(w, v), (w, v) ∈

(
0,
π

2

)
×
(
0,
π

2

)
X
(
w +

π

2
, v − π

2

)
= −X(w, v), (w, v) ∈

(
0,
π

2

)
×
(π
2
, π
)

nos possibilitando estudar o campo vetorial somente no retângulo R = [0, π
2
] × [−π

2
, π
2
], para

obter a resolução em todo o R2. Sendo X um campo limitado, segue da Proposição 3.1 que as

órbitas ψ(t) =
(
w(t), v(t)

)
do campo vetorial X estão definidas para todo valor de t ∈ R.

Para estudar o retrato de fase desse campo obtemos as famı́lias de órbitas através dos pontos

singulares. Os pontos singulares (w, v) de X na região R são (0, 0),
(
0,±π

2

)
,
(
π
2
, 0
)
,
(
π
2
,±π

2

)
.

A classificação desses pontos singulares é feita de acordo com a matriz jacobiana J(X(w, v))

de cada um desses pontos. Temos que X é não linear e

J(X(w, v)) =

cos 2w − cos 2v

0 cos 2v

 ,
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logo, pelo que vimos na página 28, tomando os resultados do discriminante, conclúımos que:

- (0, 0) é um repulsor;

-
(
π
2
,±π

2

)
são atratores;

-
(
0,±π

2

)
,
(
π
2
, 0
)
são pontos de sela.

Para melhor observarmos o comportamento das órbitas na região R dada por {(w, v);

0 6 w 6 π
2
, −π

2
6 v 6 π

2

}
, a dividimos em sub-regiões

R+ =
{
(w, v) ∈ R; 0 6 v 6 π

2

}
R− =

{
(w, v) ∈ R;−π

2
6 v 6 0

}
R1 =

{
(w, v) ∈ R+; v >

π

2
− w

}
R2 =

{
(w, v) ∈ R+; v <

π

2
− w

}
.

Lema 4.1 O divergente do campo X é

div(X) =
∂X1

∂w
+
∂X2

∂v
= cos 2w + cos 2v,

e, portanto, X não possui órbitas fechadas nas regiões R1 ou R2.

Dem. Temos as derivadas parciais

∂X1

∂w
= cos 2w e

∂X2

∂v
= cos 2v,

o que fornece a expressão do divergente. Em R1 temos v > π
2
− w, ou seja, cos 2v <

cos 2
(
π
2
− w

)
= − cos 2w, logo,

div(X) = cos 2w + cos 2v < cos 2w + cos 2
(π
2
− w

)
= cos 2w − cos 2w = 0.

Da mesma forma, em R2 teremos cos v > cos
(
π
2
− w

)
mostrando que div(X) > 0. Segue do

critério de Bendixson, Teorema 3.6, que X não possui órbita fechada em R1 ou R2. �
Através destas informações acima e fazendo algumas análises do campo (4.10) por meio da

teoria sobre equações diferenciais (ver Caṕıtulo 3) obtemos uma descrição do retrato de fase do

campo X:

Proposição 4.1 As trajetórias do campo X em R são de uma das seguintes categorias:

1. Existem apenas três trajetórias horizontais com α-limite (0, v) e ω-limite (π
2
, v), onde

v ∈
{
−π

2
, 0, π

2

}
.



43

2. Trajetórias com α-limite (0, 0) que entram no interior de R+ e a deixam em pontos da

forma (0, v), onde 0 < v < π
2
.

3. Uma única trajetória com α-limite (0, 0) e ω-limite (0, π
2
).

4. Trajetórias com α-limite (0, 0) e ω-limite (π
2
, π
2
) possuindo uma tangente vertical nos

pontos (w, v) satisfazendo w = v ou v = π
2
− w.

5. Uma única trajetória com α-limite (π
2
, 0) e ω-limite (π

2
, π
2
).

6. Trajetórias que entram no interior de R+ por pontos da forma (π
2
, v), 0 < v < π

2
possuindo

ω-limite (π
2
, π
2
).

7. Todas as trajetórias intersectando R−, entram nessa região por pontos da forma (0, v1) e

a deixa por pontos da forma (π
2
, v2), onde v1, v2 ∈ (−π

2
, 0).

–2

–1

0

1

2

3

v

–1 1 2 3
u

Retrato de Fase do Campo X
1

1

1

2
3 4 5

6

7

w

v

Figura 4.2: Campo vetorial X(w, v) = (X1(w, v), X2(w, v)).

Dem. Inicialmente observemos que o campo X satisfaz o Teorema de existência e unicidade

de soluções, assim conclúımos que as trajetórias do item (1) são as únicas que passam pelos

segmentos de reta (t, v) em que t ∈ (0, π
2
) e com v = −π

2
, 0 ou π

2
.

Pelo Lema 4.1, não há órbitas fechadas nas regiões R1 e R2 e, além disso, não há singu-

laridades no interior dessas regiões. Logo, pelo Teorema 3.5 de Poincaré-Bendixson, todas as

trajetórias precisam sair de R1 e R2. Usando a unicidade de soluções e a transversalidade de

X na fronteira de R1, conclúımos que todas as trajetórias que entram na região R1, a deixam

no ponto (π
2
, π
2
). Em particular, toda trajetória que entra em R1 através de pontos da forma

(π
2
, v), onde v ∈ (0, π

2
), saem por (π

2
, π
2
) provando o item (6).



44

Para o item (5) temos pelo comportamento do campo X que sua jacobiana no ponto (π
2
, 0),

dada por J(X(π
2
, 0)) =

−1 −1

0 1

, nos dá os autovetores (−1, 0) e (−1, 2), logo, observamos

que a trajetória deixa o ponto (π
2
, 0) e entra na R1 por ser tangente a (−1, 2), deixando essa

região em (π
2
, π
2
) definindo a trajetória do item (5).

Da mesma forma, obtemos (2) e (3) na região R2.

Observando que algumas trajetórias de X podem deixar R2 pela reta v = π
2
−w, então elas

entram em R1 e, pela primeira parte desta análise, deixam R1 em (π
2
, π
2
), o que é o caso (4)

pois se tivermos w = v e v = π
2
− w então a aplicação X1 se anula.

Para o item (7) temos que (0, 0) é um repulsor e (π
2
,−π

2
) é um atrator e na fronteira onde

w = 0 e −π
2
< v < 0 as trajetórias entram na região R− e tem como α-limite o repulsor (0, 0)

e saem de R− na fronteira em que w = π
2
e −π

2
< v < 0. �

Observe que se tomarmos as funções-coordenadas da curva-geratriz γ(u) = (x(u), z(u)) de

forma que z esteja em função de x, obtemos:

Lema 4.2 Seja M uma hipersuperf́ıcie invariante por O(2) × O(2) em R4, com curvatura

escalar nula, gerada pela curva ppca γ(u) = (x(u), z(u)) com z = z(x), então

d2z

dx2
=

(
1 +

(
dz

dx

)2
)
dz

dx

[
−x+ z

dz

dx

]−1

. (4.11)

Dem. Lembrando que γ é ppca, (x′)2 + (z′)2 = 1, e que
dz

dx
=

dz
du
dx
du

=
z′

x′
, então o resultado

decorre da equação (4.5) através das igualdades:

d2z

dx2
=

d

dx

(
z′

x′

)
=

1

dx

du

.
d

du

z′

x′
=
z′′x′ − z′x′′

(x′)3
(4.12)

z′z − x′x =
dz

du
z − dx

du
x =

dx

du

[
z
dz

dx
− x

]
(4.13)

x′z′ =
dx

du

dz

du
=

[
dx

du

]2 [
dz

dx

]
(4.14)

1(
dx

du

)2 = 1 +

(
dz

dx

)2

(4.15)

�
Do lema obtemos os seguintes resultados que relacionam v = arctg

(
z′

x′

)
, definido no

campo X, com a concavidade da curva geratriz:

Proposição 4.2 Temos as seguintes relações entre o ângulo v e a concavidade da curva geratriz

de M :
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1. Se v < π
2
− w, 0 < v < π

2
, a curva geratriz tem concavidade para baixo e não toca o eixo

z.

2. Se v > π
2
− w, 0 < v < π

2
, a curva geratriz tem concavidade para cima e não toca o eixo

x.

Dem. Primeiramente observamos que 0 < v < π
2
implica x′ 6= 0 e z′ 6= 0, pelas equações (4.7).

Assim, dz
dx

6= 0 e podemos tomar x = x(z) ou z = z(x), se tomarmos a curva geratriz como a

função z = z(x), podemos usar a relação

v = arctg
z′

x′
= arctg

dz

dx

para obtermos na 1a afirmação o resultado

v <
π

2
− w =⇒ dz

dx
= tg v < tg

(π
2
− w

)
= cotg w =

x

z
e

dz

dx
= tg v > 0

e assim concluindo parte da afirmação com o Lema 4.2.

Para mostrar que a curva toca o eixo x primeiro que o eixo z, suponha por absurdo que

(0, z0) esteja na fronteira de Q = {(x, z);x > 0, z > 0} e (x1, z1) ∈ Q sejam pontos de uma

curva geratriz (x(u), z(u)), respectivamente, correspondendo a u0 e u1. Logo a função cont́ınua

z(u)
dz

dx
(u) − x(u) é positiva em u0 e negativa em u1, sendo assim existe um ponto entre u0 e

u1 em que anula a função, tornando
d2z

dx2
singular, concluindo que a curva não passa por estes

pontos.

A demonstração de (2) é análoga. �
Agora podemos demonstrar o principal resultado desta seção, classificando as hipersu-

perf́ıcies por meio das curvas geratrizes.

Teorema 4.3 As hipersuperf́ıcies invariantes pela ação do grupo O(2) × O(2) em R4 com

curvatura escalar nula, pertencem a uma das seguintes classes:

1. Cilindros, ou seja, hipersuperf́ıcies da forma R2 × S1.

2. Hipersuperf́ıcies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaço de órbitas Q no eixo x,

formando um ângulo v com o eixo x, onde 0 < v <
π

2
. Neste caso temos x 6= 0.

3. Hipersuperf́ıcies cuja curva geratriz intersecta a fronteira do espaço de órbitas Q no eixo

x, formando um ângulo reto com ele.

4. Hipersuperf́ıcies cuja curva geratriz tem uma singularidade em Q.
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5. Hipersuperf́ıcies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaço de órbitas Q no eixo z,

formando um ângulo reto com ele.

6. Hipersuperf́ıcies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaço de órbitas Q no eixo z,

formando um ângulo v com o eixo z, onde 0 < v <
π

2
. Neste caso temos z 6= 0.

7. Hipersuperf́ıcies cuja geratriz intersecta a fronteira do espaço de órbitas Q em pontos da

forma (x, 0), x 6= 0 e (0, z), z 6= 0, em ambos os casos formando um ângulo diferente de

π
2
com o eixo de interseção.

Dem. Temos como resultados úteis para essa demonstração as Proposições 4.1 e 4.2 e as

relações (4.7), que transformam a análise do comportamento das trajetórias de X na análise

do comportamento das curvas. Estamos seguindo a mesma numeração dada na Proposição 4.1.

Assim conclúımos:

w

v z

x

Figura 4.3: Caso 1.

1. As trajetórias horizontais de X satisfazem v = 0 ou v = ±π
2
, assim z′ = 0 ou x′ = 0,

respectivamente. Isto nos diz que a curva geratriz é z = constante ou x = constante,

gerando um cilindro.

2. Essas são as hipersuperf́ıcies cuja curva geratriz intersecta o eixo x, tendo 0 = z =
√
x2 + z2senw, em um ângulo v0 = arctg z′

x′ . Elas estão associadas às trajetórias de X

que passam por pontos da forma (0, v0), 0 < v0 <
π
2
. Sendo z = 0 no ponto de intersecção,

w

v z

x

v0

Figura 4.4: Caso 2.

a equação (4.5) nos diz que x 6= 0 neste ponto, pois, caso contrário, devemos ter x′z′ = 0

neste ponto, contradizendo 0 < v0 <
π
2
.
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3. É fácil ver que se (w, v) → (0, π
2
), então z → 0. Devido à Proposição 4.2 temos que

a curva geratriz associada a essa trajetória é côncava para baixo e está completamente

contida em 0 < z
x
< 1, pois neste caso 0 < w < π

4
. Ela aproxima-se do eixo x com ângulo

limite π
2
.

w

v z

x

Figura 4.5: Caso 3.

4. Aqui as trajetórias podem ser divididas em duas partes: uma de (0, 0) para o único ponto

P onde a trajetória intersecta a reta v = π
2
− w e outra de P para (π

2
, π
2
).

w

v z

x

Figura 4.6: Caso 4.

Esta reta corresponde às singularidades das curvas geratrizes, então, de fato, podemos

considerar essas duas partes separadamente. A primeira parte, indo de (0, 0) para v =

π
2
−w nos dá uma curva com concavidade para baixo e a segunda parte nos dá uma curva

com concavidade para cima.

5. Este caso é similar ao caso (2), em que a curva geratriz pode ser obtida refletindo-a com

relação à reta z = x.

w

v z

x

Figura 4.7: Caso 5.

6. Este caso é similar ao caso (3). Novamente, as curvas geratrizes podem ser obtidas por

uma reflexão com relação à reta z = x.
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w

v z

x

Figura 4.8: Caso 6.

7. As trajetórias de X que passam por (0, v1) e (
π
2
, v2), com 0 > v1, v2 > −π

2
, nos dizem que

as curvas geratrizes passam por x = 0 e z = 0 com ângulos diferentes de 0 e π
2
.

w

v
z

x

Figura 4.9: Caso 7.

�



Conclusão

Da mesma forma que obtemos estes resultados de hipersuperf́ıcies em R4, os métodos de geo-

metria diferencial equivariante têm sido usados por pesquisadores para classificar as hiper-

superf́ıcies invariantes por subgrupos de isometrias que possuem a r-ésima curvatura média

constante em espaços Rn, como é feito por HSIANG e LAWSON [8].

Nesta área de pesquisa temos no trabalho de HSIANG et al [9] a construção de novas

famı́lias de imersões de esferas S2k−1 em espaços euclidianos R2k com curvatura média constante,

provando a existência de infinitas imersões generalizando as hipersuperf́ıcies rotacionais do tipo

O(k)×O(k) que são difeomorfas a S2k−1 e que tem curvatura média constante. Há também o

artigo de PALMAS [14], em que estuda e classifica as hipersuperf́ıcies invariantes O(2)×O(2)

em R4 com curvatura escalar zero, e o de SATO & NETO [16], que generaliza o caso de Palmas

para as hipersuperf́ıcies invariantes O(p+ 1)×O(q + 1) no espaço Rp+q+2 com p, q ≤ 1.

Já OKAYASU [13] cita o primeiro exemplo de hipersuperf́ıcies completas com curvatura

escalar constante negativa. DO CARMO e DAJCZER [5] estendem as notações clássicas de

superf́ıcies rotacionais do R3 para Rn e ALENCAR [1] estabeleceu uma classificação das hiper-

superf́ıcies minimais de R2m invariantes por SO(m)× SO(m).

PALMAS em [15] estuda a classificação de todas as hipersuperf́ıcies de rotação completas

com Hk constante em espaços euclidianos Rn+1 e hiperbólicos Hn+1, além de resultados parciais

no espaço esférico Sn+1, tendo como base o artigo de Maria Luiza Leite [10].
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