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Resumo

Neste trabalho estudamos reticulados em espacos quocientes. Os espacos quocientes consi-
derados foram: (1) toros euclidianos n-dimensionais, obtidos pelo quociente de R™ por grupos
discretos de isometrias gerados por translagoes linearmente independentes e (2) g-toros planos
hiperbdlicos (g > 2), obtidos pelo quociente do plano hiperbdlico por grupos fuchsianos. No
caso euclidiano, os reticulados considerados foram provenientes de Z?, enquanto que no caso
hiperbdlico os reticulados estudados foram os geometricamente uniformes e os ciclicos.
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Abstract

In this dissertation we study lattices in quotient spaces. The basic quotient spaces are: (1)
n-dimensional euclidean tori, obtained from quotient of R™ by discrete groups of isometries ge-
nerated by linearly independent translations and (2) hyperbolic flat g-tori (tori of genus g > 2),
obtained from quotient of hyperbolic plane by fuchsian groups. In the euclidean environment,
the considered lattices are provided of the additive group Z?, while in the hyperbolic case the
studied lattices are the geometrically uniform and the cyclic ones.
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Introducao

Nesta dissertacao utilizamos principalmente as referéncias [2] e [7] para desenvolver um estudo
detalhado de algumas classes de reticulados em dois espagos quocientes muito importantes: os
toros euclidianos n-dimensionais e os g-toros planos hiperbdlicos, g > 2. A divisao do trabalho
¢ a seguinte:

Capitulo 1 (baseado em [2]): estudo de reticulados gerados por Z™ em superficies quocientes
n-dimensionais obtidas por meio de quociente entre o espagco R™ e um grupo discreto de isome-
trias gerado por um conjunto linearmente independente de translagoes. Sao os “flat tori” de
2], que chamamos de toros euclidianos de dimensao m, nos quais apenas ao de dimensao 2
atribuimos o nome toro plano.

Capitulo 2 (baseado principalmente em [7], além de [5], [4] e [9]): estudo de tépicos impor-
tantes de geometria hiperbdlica para o estudo de reticulados. Neste capitulo introduzimos os
grupos fuchsianos e os g-toros, g > 2, que sao os espacos quocientes nos quais consideramos
nossos reticulados. Também apresentamos os modelos de Poincaré para a geometria hiperbdlica
plana, além de alguns dos principais teoremas dessa geometria no que diz respeito a geodésicas,
métricas e trigonometria.

Capitulo 3 (baseado principalmente em [7], inspirado em [3] e [6]): estudo de alguns reti-
culados geometricamente uniformes em bitoros e tritoros. Esses sao reticulados associados a
tesselacoes do plano hiperbdlico e possuem uma estrutura algébrica bastante interessante, uma
vez que todos os pontos dos mesmos sao obtidos por meio de grupos de simetrias que agem de
modo transitivo sobre os reticulados.

Capitulo 4: é a nossa principal contribuicao. Estudamos dois tipos de reticulados ciclicos
(isto é, reticulados cujos pontos podem ser rotulados naturalmente por Z,,) sobre bitoros e
tritoros. Os reticulados ciclicos que estamos considerando estao sobre curvas fechadas nesses
espagos quociente, ou seja, estao sobre nos. Ha dois tipos de reticulados ciclicos no nosso estudo:
aqueles que estao sobre geodésicas invariantes denominadas de eizos de isometrias hiperbdlicas;
e os que estao sobre geodésicas que triseccionam os lados do poligono fundamental que origina
o espaco quociente. A diferenca entre esses dois tipos de reticulados ciclicos esta no fato de que
no primeiro caso, o né que o contém ¢é diferenciavel, enquanto no outro, nao.

Por fim, conclusoes, perspectivas e referéncias bibliograficas sao esbocadas.



Capitulo 1

Reticulados no Toro Euclidiano

Este capitulo é baseado no artigo [2] e introduz a nocao de reticulados gerados por Z™ em
toros euclidianos. Além das definigoes pertinentes, os principais resultados deste capitulo sao
as proposicoes 1.1, 1.2 e 1.5. Além do estudo de reticulados em ambiente euclidiano, também
necessitamos desse capitulo para fazer uma analogia com os resultados dos proximos capitulos,
nos quais faremos, até certo ponto, um estudo andlogo para o caso hiperbdlico.

1.1 Um Espaco Quociente Importante

Consideremos o conjunto das n-uplas ordenadas de nimeros reais, R™, munido das operacoes
de adicao e multiplicagao por escalar real usuais. Temos assim, o espago vetorial euclidiano R™.

Dada uma base o« = {uy,...,u,} de R™, consideremos o conjunto das translacoes geradas
pelos vetores de «, que indicaremos por A,, munido da operagao de composicao. Temos que
A« é um grupo e define uma relacao de equivaléncia em R™, ou seja, X ~ Y &=y = t( (X)
para alguma translacao t( gerada pelos vetores de .. Desta forma, R™ pode ser particionado
em classes de equivaléncia.

O conjunto das classes de equivaléncia de R™ pela relacao de equivaléncia oriunda de Ay
serd definido como sendo o toro euclidiano n-dimensional gerado por Ay e sera indicado por
T* =R"/A4 Também nos referimos a T* como sendo um espaco quociente. Além disso, dado
x € R™ a orbita de x por A, ou seja, Agx = {t<a> (x)}, serda chamada de reticulado gerado
por Ay a partir de x. Se tomarmos y # x em R™, existe uma isometria i de R™ que leva Ay x
em Ayy, ou seja, Aqy = 1(Agx). Logo, a estrutura métrica do reticulado gerado por A4 nao
depende do ponto de partida. Desta forma, é natural chamar A, simplesmente de reticulado e
T% pode ser considerado como sendo o quociente de R™ pelo reticulado Ag.

Quando n = 2 é usual chamar T* de toro plano.

O toro euclidiano n-dimensional também pode ser definido como imagem de uma “fungao
modulo” definida por

Hy: R™ — R™ : (1.1)
x > xmodAy=x—> |xi]w

i=1

sendo x = Y 1" xiu; e |xi] denotando o maior inteiro menor do que ou igual a x;.
Observemos que dois pontos x e Yy estao na mesma classe lateral se, e somente se, [Ly(X) =



o (y), o que equivale a dizer que py(x —y) = 0, uma vez que
0=x—y— ;(WJ — [yi)hw
= 27%111_ 291“1_ > ([xi) = lyi))ws

i=1

n

= ;(Xi_ xi] — (Vi — [y )wi &=

O:Xi_ inj _(yl_ Lylj)a Vi= ],...,Tl
i (%4

Assim, x; —yi = [xi] — |yi). Portanto, x; —y; € Z. Logo, x —y = ) .,
coordenadas inteiras e, entao, nus(x —y) = 0. Isto significa que

— Yi)u; tem

O=x—y—) |xi—vijuu &=
i=1

n

x—y =3 [xi—Vyijuw &
=i
n

X—Y =) My, com m; € Z.

i=1

A métrica euclidiana d em R™ induz uma métrica d, sobre o toro euclidiano T* de forma
natural. Dados a,b € T%, definimos

dy (H, B) =min{d(x,y):x €Edey € b} (1.2)

Geometricamente, para n = 2 e « = {u,v}, o toro plano T* pode ser visto como um
paralelogramo gerado por u e v com os lados opostos identificados (este paralelogramo contém
todos os representantes das classes laterais com redundéancia na fronteira).

A FIGura 1 ilustra um toro plano, que topologicamente é um toro usual do espaco, e
mostra as distancias d a b = d(a b) e dy(a,c)=d(d,c).

0, 0,~0,~0,~0,
A% = L X =
/OI~OZ /03"‘"04
O, Dois lados paralelos
u horizontais sdo Os outros dois lados
identificados também sao identificados

-

Fi1cUrA 1: No topo, uma vista topologica do toro plano como toro usual no espaco, obtida
por meio da identificacao dos lados opostos de um paralelogramo em duas etapas. Abaixo, a
distancia d4 sobre o toro plano ¢ vista como casos de distancia euclidiana d em R?.

1.2 Mergulho Isométrico do Toro Plano em uma Esfera
de R*

Vimos na sec¢ao acima que o toro plano também pode ser visto como um toro padrao no espago
euclidiano tridimensional (FIGURA 1). No entanto, o toro plano distingue-se deste tltimo por



ser como um cilindro em R3, ou seja, é perfeitamente homogéneo e pode ser planificado em
um paralelogramo, portanto, localmente isométrico ao plano. Diferentemente do cilindro, que
é obtido a partir da identificagao de apenas dois lados de um retangulo e pode ser mergulhado
isometricamente no espago euclidiano tridimensional, o toro plano, sendo compacto s6 pode ser
mergulhado isometricamente como uma superficie diferenciavel de R™ com n > 4.

Descrevemos a seguir como um toro plano, construido a partir de um reticulado ortogonal
(a base « é ortogonal) pode ser mergulhado isometricamente no R?.

Consideremos os vetores u = (r1,0) e v = (0,72) na base o = {u,v} de R? e a regido
retangular [0, 1] x [0,15]. O toro plano T* pode ser inserido em R* a partir da aplicacao

@: R? — R? .
() — 3 (Iallcos (325) Il sen () vl cos (254 ), Ivllsen (25¢) )

Neste caso, temos

_ 1 27 27mx 2my 27ty
o(x,y) = 5 <1‘1 cos (T) , T1sen (T) , T2 COS (T) , T2 sen <T>> i

Primeiramente, notamos que @(x,y) = @(X,y) se, e somente se, lUa(X,Y) = Ua(X,Y), isto
é, (x,y) — (x,y) = mu+nv com m,n € Z. De fato, se

€1 27x 27 2my 2my ) )
5= <T1 cos ( - > ,T1 sen(T1 ) , T2 COS ( = > ,rzsen< o >> =
€1 27x 27 2y 2my

3 (T] cos ( = ) ,T1sen ( = ) , T2 COS ( = ) ,rzsen( = )) ,

entao das igualdades envolvendo os cossenos temos

2mx _ 27tx 2y _ 2my
= + 2kt e o= + 2k,
2mx . 21x 2my _ 2my
L= 2ksm e o=—51 2k4mt

e das igualdades envolvendo os senos temos

ZT&ZZ%X-{—Z](]T( e @:Zﬂ-{-ZkﬁT

ZL&ZH—ZT—:D(—}—Z](};W e @:T{—zﬂ‘f‘ZkGW

™ T2 T2
sendo ki, ..., ke € Z. Logo, para que a igualdade entre as quadruplas ordenadas seja verdadeira,
devemos trabalhar com as primeiras linhas das igualdades acima. Deste modo:
X—X= k]T] ~ ~
{ J—y =k, & (x—xY—Y)e = (kirr,kar2)c

- k1 (T] y O) + kZ (O> TZ)
= k1'LL + kz\)
= (k1,k2)

sendo (.,.). as coordenadas na base canonica e (.,.), na base «. Tomamos k; =m e k, =n.
Portanto, ¢ (RZ) = ¢ ([0,11] x [0,T3]) e desta forma, ¢ identifica com precisao os lados opostos
do retangulo. Formalmente, podemos dizer que ¢ induz uma correspondencia injetiva entre
T* =R2/A4 e a superficie @ (RZ) em R*,

Esta correspondéncia ¢, na verdade, uma isometria, ou seja, uma aplicacao que preserva
distancia quando consideramos a distancia geodésica em ¢ (]RZ). Isto significa que se p =



@ (x,y) e q = @(x,y), entao dy ((x,y), (35,15)) é precisamente o comprimento do caminho

mais curto, com a métrica euclidiana, em (]Rz) conectando p e . Essa ultima afirmacao
justifica-se pelo fato de que os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de ¢ (]Rz) Sao0
E=G=1eF=0, confirmando que a métrica em ¢ (Rz) é a euclidiana. De fato, temos

ox(x,y) = <— sen <2T—7]“> , COS (i—:“) ,0,0)

@y (x,y) = (0,0, sen (2)  cos (22} )
logo,

;

E(x,y) = (@x (x, 1), @x (x,y)) = —sen? (2%") + cos? (%") =1

F(x,y) = <‘~px (x,y), ©Oy (X,y» =0

G (%,y) = (@y (x,Y), @y (x,y)) = sen? (ZT—T?") + cos? (i—ty) =1

O toro plano gerado por u = (a,b) e v = t(—b, a), com t € R*, pode ser inserido em R*
por meio de uma isometria local @ : R? — R? que é a composicio de ¢ com uma rotacao de
angulo 0 = £(u, ey), sentido horario, sendo e; = (1,0), isto é,

\

(D(va) =@ (Re (X)U)) )

X}
y )
ja que 0 é tomado no sentido horario, como observado na FIGURA 2. De fato, temos |[u/| cos (0) =

a e [jul[sen (0) = b, logo,

cos (—0) —sen(—@)} _ [ cos (0) sen(G)] ] [a b}

sendo

1 a b
meﬂmha}

[Rel =

sen (—0)  cos (—0) —sen(0) cos(0)] || |-b a|-

Y

b

v =1(-b,a)

F1cUrA 2: Rotacao de angulo 8 = £(u, e7) sentido horario.

Destacamos que a superficie ®© (Rz) C R* estd contida em uma esfera tridimensional de raio

llull® +vI[2 .
55  , PoIs
ax+by
Va?+b?
RG (X) y ) -
ay—bx
Va2 +b2
e, portanto,

@ (x,y) = ¢ (Rg (x,y))

_ <\/a2+b2 <COS (271(ax+by))  sen (27t(ax+by))> , tvVaZ+b? <COS (ZH(ay—bx])  sen (27t(ay—bx)))> '

a?+b? aZ+b? 27 t(a2+b?) t(a?+b?)



Seja P = @ (x,y). Calculando a distancia d de P até a origem, obtemos

2
d? = (—V a;f’z) (cos2 <—2ﬁé§:§y)> + sen? (—Z“jgj;‘;y)))
2
N 27 ay— 2n(ay—
+ (—t Cf:bz) (cos2 <—§E1(§y+b2§)) + sen? (—:fgib?;))) =
~a’+b*  t*a’+b?)

2
C="42 T 4w

Portanto,

- \/a2+b2 L Bla? b)) a2 b? i (1Y) VI + vl
N 472 472 27 27 ‘
Se t = 1, o toro plano T* é gerado por um quadrado e temos, w = (a,b),v = (—=b,a).

Assim,
ax+by
VaZ+b?

RB(X)y) =

ay—bx

VaZ+b?

e, portanto,

_ _ Va?2+b? 27t(ax+by) 27t(ax+by) 27t(ay—bx) 27t(ay—bx)
® (x,y) = ¢ (Ro (x,Y)) I COS — a7 »Se — o7, COS — 7 37—, SeN — 7737 )

uma vez que |[ul| = |v|| = vaZ + b2.

O procedimento descrito acima, pode ser generalizado para dimensoes maiores. O toro
euclidiano n-dimensional T* « = {uy,...,un}, é, entdo, visto como o politopo (poliedro n-
dimensional) em R™ apoiado em « com faces paralelas identificadas. Se o é uma base ortogonal
h4 um mergulho de T* em uma esfera de R?™ que pode ser facilmente descrita em termos da
base . De fato, para x = ) I' ; x{u; temos

— o lhull 271txq [y | 27mxq [[en || 27txn [[uen || 27txn
(I)(x1,...,xn)—<—z7T cos (ot ) 2 sen (ot ) v 2w cos (o ) o sen (2 ) ) -

Na préxima secao iremos trabalhar com toros planos, reticulados e tesselacoes colocadas
sobre os mesmos, considerando rotulamentos dos pontos desse reticulado por meio de isome-
trias do plano. A construcao descrita acima mostra que os reticulados que podemos obter
podem ser usados para projetar codigos esféricos com rotulamentos e procedimentos especiais
de decodificacao, como citado em [2].

1.3 Tesselacoes e Grafos sobre Toros Euclidianos

Uma tesselacdao, pavimentacao ou ladrilhamento em R™ é uma familia de conjuntos conexos
nao vazios de R™ de tal modo que:

- A reuniao de tais conjuntos é R™;

- A interseccao de dois quaisquer conjuntos distintos desta familia é vazia ou um conjunto
cujo interior é vazio (na métrica euclidiana).

Com a definicao acima, uma tesselacao pode ser bastante estranha. Por exemplo, a familia
de todas as retas de R? que passam pela origem é um ladrilhamento de R?.



Sendo assim, iremos sempre considerar tesselagoes em R™ por politopos. Os vértices e
arestas desses politopos induzem grafos em R™ e, sob certas condicoes, esses politopos induzem
grafos e tesselagoes nos toros euclidianos.

Vamos considerar um toro euclidiano T* gerado por uma base « de R™ e a aplicagao quo-
ciente associada Ity induzida por Mg,

He: R™ — T
X palx)

Um fato interessante a ser observado é que, quando restrita ao politopo gerado por «, iy
é injetiva e é uma isometria local (considerando a métrica definida em 1.2). Isto implica que
qualquer comprimento, area, ou volume k-dimensional (3 < k < n) sobre o toro euclidiano pode
ser medido em R™ sobre o politopo gerado por «. Essa observacao vem ao encontro do fato
de dizermos que o toro plano, como um cilindro, pode ser planificado em R? e suas medicoes
podem ser feitas em um paralelogramo.

Dada uma tesselacao por politopos em R™ surge de forma natural o seguinte questionamento:
em que condigoes a aplicacdo [y induz uma tesselacao por politopos em T*. Para n = 2,
vamos considerar tesselacoes do plano por quadrados (reticulado Z?), hexdgonos regulares e
triangulos equilateros, e discutir sob quais condigoes essas tesselacoes induzem grafos regulares
e tesselagoes regulares em um toro plano. Como as tesselagoes que iremos considerar possuem
uma estrutura de grupo associada, vamos definir regiao fundamental e G-tesselacao.

Seja G um grupo discreto de isometrias em R™ Um subconjunto IT de R™ é chamado uma
regiao fundamental associada a G quando:

a) A reunido das érbitas de TT por G cobrem R™, ou seja, [ cg9T = R™;

b) intTTN g (intTT) # & &= g =1d, (intIT é o interior de TT na métrica euclidiana);

c) intTT # @.

A cobertura de R™ pelas cépias de TT (que também podem ser chamados de ladrilhos ou
tesselas) sob a acao de G é chamada de tesselagao de R™ associada a G, ou G-tesselagao.

Quando G = A, dizemos que a tesselacao é induzida por um reticulado de R™.

Uma regiao de Voronoi de um ponto x de um reticulado A, em R™ é o fecho do subconjunto
dos pontos de R™ mais préximos de x (na métrica euclidiana) do que qualquer outro ponto do
reticulado.

Observemos que, dado um reticulado gerado por A, a partir de x, uma regiao de Voronoi
pode ser congruente a uma regiao fundamental de A,.

Todas as tesselagoes que consideramos neste trabalho sao induzidas por reticulados em R™.
Um dado reticulado A, pode induzir mais de uma tesselacao em R™, dentre elas uma dada
pelas regices de Voronoi, outra por copias da regiao fundamental e, ainda outra, por cépias dos
ladrilhos formados pelos pontos do préprio reticulado. O grupo discreto G é o mesmo em todos
os casos, G ~ A,

Como exemplo, para n = 2, & = {wy,wz}, w; = (1,0) e w, = %(1,\/§>, Ao gera
ladrilhamentos por hexdgonos (regiao de Voronoi), losangos (regiao fundamental) ou triangulos

(ladrilhos com vértices no reticulado). Por outro lado, quando ws = (0,1) e ¢ = {wq, w3}, Ay
induz, em qualquer situacao, apenas tesselagoes por quadrados congruentes.

A seguir daremos condigoes para obter uma tesselacdo em um toro euclidiano T% induzida
por iy aplicada a uma tesselagao associada a um reticulado Ag em R™. Para tanto, iremos con-
siderar os chamados grupos quocientes, cujos elementos sao classes laterais, conforme defini¢ao
abaixo.



Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre G, definimos a relacao de equivaléncia ~

da sequinte maneira :
y ~x & Jh € H tal que y = xh.

A classe de equivaléncia que contém x € definida com sendo o conjunto {y € G | y ~ X} =

{xh | h € H}. Denotamos esse conjunto por xH e o chamamos de classe lateral a esquerda
de H em G que contém x.
De forma andloga, podemos definir a prorima relacao de equivaléncia:

Yy ~x < Jh € H tal que y = hx.

Obtemos entao as classes laterais a direita de H em G. A classe lateral de x a direita seria
Hx = {hx | h € H}.

Vamos definir uma operagdo sobre o conjunto das classes laterais (4 esquerda ou a direita)
e mostrar que esse conjunto munido dessa operag¢ao possui a estrutura algébrica de grupo.
Primeiramente, queremos saber se a operacao de G induz de maneira natural uma opera¢ao
sobre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G, isto €, se a operacao

(gH,hH) — ghH

¢ bem definida, no sentido de nao depender da escolha dos representantes g e h.

Dados g, h € G e f, k € H arbitrarios, entao g e gf sao representantes da mesma classe
gH e, h e hk sao representantes da mesma classe hH. Assim, a operacdo induzida sobre as
classes laterais a esquerda € bem definida quando

ghH = gfhkH <= h 'g7'"ghH = h'g 'gfhkH &= H =h 'fhH &= |h"'fh € H|

Nessas condicoes, dizemos que o grupo H € um subgrupo normal de G.

O conjunto das classes laterais gH, g € G, munido da operacdo definida acima €, de fato,
um grupo:

(i) (g1Hg2H) gsH = (g192) HgsH = ((g192) g3) H = (g1(9293))H = giH(g2g93) H =
g1H (g2HgsH); (ou seja, o conjunto das classes laterais com a opera¢do acima é associativo).

(ii) Seja e € G elemento neutro. Temos gHeH = (ge) H = gH, Vg € G; (ou seja, eH =H
¢ elemento neutro no conjunto das classes laterais).

(iii) Seja gH. Tomemos g~' € G. Logo, gHg 'H = (gg_1)H = eH; (ou seja, gH €
invertivel no conjunto das classes laterais).

O conjunto das classes laterais gH com a operacao definida acima recebe o nome de grupo
quociente, e indicamos por %

No caso do toro euclidiano n-dimensional, onde H = Ay e G = Ag sao grupos de translacoes
e, portanto, sao grupos comutativos, temos sempre que A, é subgrupo normal de Ag. Além
disso, um fato muito curioso é que o grupo de simetrias do toro euclidiano é o grupo quociente

A .
2, conforme veremos a seguir nos Lemas 1.1 e 1.2,
X

Lema 1.1 Sejam g € Ap e g isometria induzida de Ag em T por [y, ou seja, g(Hq(a)) =
U«(g(a)). Entio, g =1d se, e somente se, g € Agy.

Demonstracao: <) Quando g € Ay (Ay C Ag), temos
Palgla)) =Hala)

ja que, neste caso, a e g(a) estardo na mesma classe de equivaléncia (FIGURA 3). Logo,

g(ix(a)) = 9(Halg(a)) = Halg o g(a)) = T(a).
Portanto, g = Id.
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FIGURA 3: Paran =2, « = {w7, w5}, onde wy = (1,0) e wp, = (0, 1).

=) Sendo g = Id, temos

Hala) =7 (Hx(a)) = pa(g(a)),
ou seja, g € Ny 0

Lema 1.2 O grupo de isometrias /\_B: induzido de Ag sobre T* por Wy, € isomorfo ao grupo
quociente Ag/Nq.

Demonstracao: Devemos mostrar que existe F: /\_(5 — Ap/Aq, tal que F é bijecao e

F(g192) = F(g1)F(92).

Definimos
F(g) = gAy com g € Ag.
Logo,
F(9192) = 9192« = 1A ag2A e = F(91)F(92).
Para mostrar que F é sobrejetiva, seja gA elemento qualquer de Ag/A4. Logo, tomando
g, temos F(g) = gA4.

Quanto a injetividade, sejam

F(g1) =F(92) <

g1/\cx - gZAOL —

0591 = Aoy =

95'91 € Aq bt g Tar g95'g1 =1d.

Temos

0, '01(Fa(a)) = id(Fa(a)) =
Exl97'01(a)) = Fala) &
TFh € Ay tal que g5'g1(a) = h(a) (FIGURA 4) &=

gi(a) = gzh(a), Ya € R" <=
g1 = g2h —
g1 = g2h &=

g7 (Tx(a)) = g2h (Tia(a)) = Tia (92N (a)) = 92 (Fx (h(a))) = T2 (Fx(a)) <=
g1 = 92
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A
.
b § '
) ) ) /ua(g(a)) 9(a

- _ o ¢_(
9( (M) 4] wa? 77 o

v, ° ‘

Ho(17)

FiGuraA 4: Comportamento da aplicacao g.

Portanto, F é injetiva. l

Com o que fizemos até aqui, temos condicoes de provar o principal resultado dessa secao,
ou seja, sob quais condicoes uma determinada tesselacao em R™ induz uma tesselacao em um
toro euclidiano n-dimensional.

Proposigao 1.1 Sejam o« = {uy,...,un} e B = {vi,...,vn} bases de R™, e seja Lg a Ag-
tesselacao de R™ que tem como regidao fundamental o politopo TT gerado pela base . Se Ay €
um subreticulado de A, e se iy € a aplicagcao quociente do toro euclidiano T%plano, podemos
afirmar o sequinte:
a) Lg induz uma G-tesselagdo Ly em T com regiago fundamental ix(TT), e G = Ap/Aq.
b) Ag induz um grafo homogéneo g sobre T™ por meio de Yiq.

Demonstracao:
(a) A prova decorre essencialmente do fato de que, nas condigoes exigidas, Iy, restrita a um
ladrilho de Lg, é uma isometria local (portanto, é continua e leva aberto em aberto) e uma
bijecao. Assim, 1 (TT) tem a mesma area de TT e também todas as condigdes para a tesselacao
sao cumpridas para G = Ag/A4, como mostramos a seguir.

Para ver que G = Ag/A« atua como um grupo discreto de isometrias em T%, podemos
mostrar que cada isometria g € Ap induz uma isometria g no toro euclidiano T* definida por

g(x(a)) =Hxlg(a)). De fato, desde que Apg é um grupo comutativo de translagoes, podemos
escrever

du(g(Ha(a)), g(ra(b))) = da(talgla)), Halg(b)))
= min{d(g19(a), g29(b) : 91,92 € Aq}
= min{d(ggi(a), gg2(b) : g1,92 € Au}
_mln{d(gl(a)> 92(b) 1 91,92 € Ao}

(

do(Tx(a), Tx(b)) = @ é uma isometria.

Na expressdo acima tomamos g e g isometrias que levam o mais proximo possivel g(a) e
g(b).

Recordemos que, pelo Lema 1.1, temos que g = Id se, e somente se, g € Ay e para ver que
o grupo das isometrias induzidas, /\_(3 é isomorfo a Ag/Ag, utilizamos o Lema 1.2.

As condicgoes da definicao de G-tesselagao sao deduzidas do seguinte modo:

(1) Ugeng /a, 2T = Tz (Ugen, 90N ) = (R =T



(ii) se U € g (Ha (intTT)) N Hy (int TT) = Ty (g (int TT)) N g (int TT), entdo § = (g (a)) e
Y =« (b), onde
a,beintlT = g(a) = ¢'(b) € intTT para algum ¢’ € Ay =
(9’)_] gla)=b (e abeintll) =
(¢) 'g=1=
g=10 € Aq

portanto, g = Id.
(iii) Como 4 € injetiva quando restrita a TT, temos int [y (TT) = o (int TT) # &

(b) Os vértices e arestas de 'y serdo definidas como as imagens por Ky de vértices e arestas
de Apg. A homogeneidade de I'gf (o mesmo numero de arestas de politopos n-dimensionais a
partir de cada vértice) segue, uma vez que é construido por um grupo quociente de isometrias.
A prova de que este grafo gera as arestas da tesselagao sobre o toro euclidiano decorre de (a) e,
novamente, pelo fato de que [ty restrita ao interior de um ladrilho ser uma aplicacao injetiva.[]

Para o reticulado Ag = Z* C R?, o resultado indicado pela tltima proposigao diz que Ag
induz uma tesselagao no toro plano T* (por quadrados unitérios) se & = {u, v}, onde u = (a, b)
ev =(c,d) com a,b,c,d inteiros. Além disso, o grafo Iz associado com Z? induz através de
uma aplicagdo quociente [y um grafo I's' e uma tesselagao por quadrados no toro plano T%
Esta tesselacdo pode ser vista como o paralelogramo P, apoiado em o tesselado por Z? com
os lados opostos colados um ao outro. A FIGURA 5 ilustra isto para u = (3,2) e v = (—2, 3):
temos 13 vértices e 13 quadrados na tesselacao do toro plano T*.

v =(-2,3)

N\ w=03.2)
L~

0
(0,0)

F1GURA 5: Tesselagao e rotulamento ciclico para o grafo I'§ no toro plano gerado por
u=(3,2)ev=(-2,3).

Em geral, o conjunto de vértices do grafo induzido é dado por Tix(Z?) e o ntimero de vértices
e quadrados no toro plano é |ad — be|. Este resultado é provado em um contexto mais amplo
na proxima proposicao. No que se segue, denotaremos por e; = (0,0, ...,1,...,0) o i-ésimo vetor
da base canonica de R™.

Proposicao 1.2 Seja o = {uy, ..., un} uma base de R™ e T* o toro plano associado.

a) Para 3 = {ey,...,en}, base candonica de R™, o reticulado Ag = Z™ C R™ induz (por meio
de uma aplicagao quociente Tiy) um grafo reqular Tg e uma tesselagio no toro euclidiano Ty,
& ={Uy, ..., Un} por hipercubos unitdrios, se Uy, ..., U, tem coordenadas inteiras. Neste caso:
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b) T (Z™) sdo os vértices de TP.

¢) Balli, i1 + 1T X ZV YU RK(Z X [i2,i2+ 1] X ZM2) U s UTR(Z™ ! X [in, in + 11), 1 inteiros,
€ a uniao das arestas.

d) Ballit, 11+ 1] x iz, 12+ 1] X ... X [in,in+ 11), 1j inteiros, sdo os ladrilhos hipercibicos.

e) O numero de vértices, V, e o numero de ladrilhos hipercibicos, F, de ' ambos sao iguais a
|det[wq, ..., unll.

Demonstracao:
Os itens a) a d) sao deduzidos da Proposicao 1.1, para o reticulado Z™ associado ao grupo
discreto de isometrias Ag, onde 3 = {ey, ..., en} é a base canonica de R™, a regiao fundamental é

o hipercubo unitario IT = [0, 1] x [0, 1] x ... X [0, 1] em R™ e A4 é um subreticulado de Ag =Z™,
uma vez que os vetores de « tem coordenadas inteiras e desta forma as hipdteses da proposicao
sao satisfeitas.

A prova do item e) baseia-se na homogeneidade da tesselagao induzida. Como o grafo Fy
¢ obtido através de um quociente de isometrias, nao se pode distinguir de qualquer forma
um vértice de um outro. Além disso, o grafo I'g herdara toda homogeneidade da tesselagao
associada com Ag (que pode ser visto como a tesselagao por Z™ do politopo Py, com seus lados
identificados). Se temos um vértice de Ag = Z™ dentro do politopo Py todos os vértices de
I's terdo as mesmas caracterfsticas de um vértice no reticulado padrao Z™ (por exemplo, 2™
hipercubos se encontram em um dos vértices). Para esclarecer os argumentos geométricos a
serem usados, vamos comecar com os casos de baixa dimensao.

Sejan=2,u=(a,b)ev=(c,d), a,b,c,dinteiros, & = {u, v} e P4 o paralelogramo gerado
por wev. Como Iy (Py) = T* e uy restrita ao interior de P, é uma isometria local e é injetiva
(um-para-um), preserva area, isto é, a area de T* é igual a de P4, que é [det[u, V]| = |ad — bc],
ja que a area de P4 é dada pela norma do vetor u X v, como vemos abaixo

UXV= =014+ 0j+ (ad —bec)k = (0,0, ad — bc)

o0 -
Q_‘c‘\_).
o o &

e lux vl =lad— bc].

Por outro lado, como a tesselagao de T* é por quadrados unitarios, isto implica que temos
precisamente F = |ad — bc| quadrados nesta tesselacdo. Para ver que isto é também o nimero
V de vértices, ressaltamos que a tesselagao no toro plano é perfeitamente homogénea, ja que
os lados do paralelogramo sao identificados. Se py restrita ao ladrilho é injetiva, cada face
quadrado no toro plano terd também 22 = 4 vértices e cada vértice pertence a quatro faces
como nds temos em Z?. Isso implica que V = 474F =F

Prosseguindo com o mesmo raciocinio para n = 3, obtemos um numero F = |det[uw, u,, usl|
de cubos unitarios para a tesselacao, uma vez que o volume do toro plano é o volume do
prisma gerado por & = {uy, uz, us} e este volume é dado pelo valor absoluto do produto misto
dos vetores 1y, Uz, usz, que por definicao é igual a det[u, uz, uz]. O nimero de vértices de cada
cubo nesta tesselacdo é 23 = 8 mas, novamente, cada vértice pertence a oito cubos. Isto implica
que V = % = F = |det[u, u,, usl|.

A prova para n geral segue da mesma maneira. O toro plano é homogeneamente tesselados
por hipercubos e é Tty uma isometria local, que é injetiva quando restrita ao interior do P,
o que implica que o volume n-dimensional do P, é igual ao volume n-dimensional de T%, que
é igual ao F nimero de hipercubos da tesselacao. Como Wy € injetiva dentro de uma regiao
que contém um hipercubo de Ag, e como cada hipercubo de Ag = Z™ tem 2™ vértices e cada
vértice do grafo I'g em T* pertence a 2™ hipercubos, obtemos V = F = |det[uy, ..., un]|. O
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1.4 Tesselacoes Regulares por Quadrados e seus Rotula-
mentos

Nesta se¢ao iremos nos restringir a n = 2. O objetivo desta secao é construir grafos regulares
em duas dimensoes sobre toros planos com rotulamentos induzidos por isometrias planas que,
em um contexto de Teoria da Informacao e Codificacao, podem ser utilizados para criar codigos
corretores de erros.

Consideramos o grupo de translagoes planas Ap =~ Z? o ladrilho TT = [0,1] x [0,1] e
o« = {u,v} com u = (a,b) e v = (c,d), sendo a,b,c,d inteiros. O grafo I'g" no toro plano e
sua tesselacao dada pela Proposi¢ao 1.2 tem, entdo, |det[u, V]| vértices e o mesmo nimero de
quadrados unitarios.

Em um contexto de teoria dos codigos, os vértices de I'g' correspondem as classes laterais
de A/A’ onde A é o reticulado Z? e A’ = 0Z? sendo 0 um operador linear no plano cuja matriz

¢ dada por
a b
e_{c d]'

Translagoes horizontais e verticais por uma unidade no plano induzem um rotulamento
natural em toros planos. Comecamos com dois exemplos:

Exemplo (i) Para u = (4,3) e v = (—=5,2), obtemos um toro plano tesselado por M =
|det[u,v]| = |ad —bc| = 23 quadrados, como ilustrado & direita na FIGURA 6. Notemos
que neste caso, as arestas verticais do grafo estao conectadas ao identificar os lados opostos
do paralelogramo e formam uma curva fechada (que é um né) no toro plano. As translagoes
verticais por uma unidade no plano induzem uma acao neste toro plano: se comecarmos a
partir de qualquer vértice do grafo e seguirmos para cima de uma em uma unidade (FIGURA
6 a esquerda), todos os vértices serdo atingidos (todos eles se encontram no né do toro). Isto
significa que temos um grupo ciclico de isometrias, Z»3 ~ Z?/A4, que rotula o grafo completo

e regular T'g.
¥(O,22)

AV
\9
(0,6) 17 122 14
05 0 Lie [ 3 Ls Tids
(0’4) 0 5 |10 |15 [20 [2 [7 |12 )
X o ]
v ~ = 14 119 |1 6//
A 03) >u ~_ [
W on | g ©.0)
[~ O A
-
T~ lod

FiGURA 6: Rotulamento ciclico para o grafo 'Y, o« = {u,v}, u=(4,3) e v =(-5,2).

Exemplo (ii) Para o = {u,v}, u = (m,0) e v = (0,m), as arestas da Z*-tesselacio sdo
paralelas aos lados do quadrado que gera o toro plano. Translagoes de uma unidade vertical
(ou horizontal) a partir de qualquer vértice ird produzir um ciclo com m vértices, e hd m tais
ciclos. O grafo I'g" é entao naturalmente rotulado por 72 /A« Ressaltamos que, neste caso, Fy
é conhecido como o espaco de Lee e a métrica do grafo é a métrica de Lee. A ilustracao da
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FIGURA T refere-se ao espaco de Lee para m = 4 e I'" gerado por translagoes unitdrias verticais
e horizontais iniciadas no ponto (3, 1).

22
A
©0.4) (4,4)
©,3
0.0[ .0 @0
FIGURA 7: O grafo ZZJF/(\:?’%) = S no toro plano T* = Ré, onde G’ = (Tye, 4e,) = N =472

4

O rotulamento “vertical” proposto no Exemplo (i) pode ser estendido para o caso geral
u = (a,b) e v = (c,d). Do ponto de vista geométrico, este rotulamento pode ser feito da
seguinte forma: se mdc(a,c) = 1, a imagem através da aplicacdo quociente de qualquer linha
vertical x =k, k € Z , é uma curva simples e fechada C no toro plano que contém todos os M
vértices de F(g‘ com M = |ad — bc|. O rotulamento por Zjqq_uc| ¢ feito percorrendo ciclicamente
esta curva. Partimos de um vértice de I'g e, em seguida, vamos para cima a partir dai, de
uma em uma unidade, até a fronteira do paralelogramo fundamental ser alcangada. Entao,
atravessando a fronteira, recomecamos do ponto equivalente no paralelogramo e vamos para
cima novamente. Repetimos esse procedimento até o ultimo ponto da curva C ser atingido.
Se mdc(b,d) = 1, um rotulamento ciclico de I'e" pode ser feito da mesma maneira por meio
de linhas horizontais. Se mdc(a,c) = m # 1, um rotulamento para cima indo em uma linha
vertical ird atingir apenas ’\—n/ll vértices de I'g', como vemos no exemplo abaixo. Um argumento

analogo é aplicavel para mdc(b, d) # Te rotulamentos horizontais.

Exemplo (iii) Considere u = (4,3) e v = (—2,2). Assim, temos que M = |ad —bc| =
4.2 —3.(—2)] = 14 e mdc(4,—2) = 2. Entao, um rotulamento para cima indo em uma linha
vertical ird atingir 7 vértices do grafo, como podemos observar na FIGURA 8.

A

/E/ g.
A d fl N =43
v=(-2,2)q, C A
AN b ] -
g 7
0.0) g

F1GURA 8: Rotulamento quando mdc(a,c) # 1.



15

Uma abordagem algébrica de um processo de rotulamento de um toro plano T* gerado por
u=(a,b) ev={c,d) pode ser considerado de modo simples devido ao fato de que o grafo I'g
é naturalmente rotulado pelo grupo quociente Z?/A.

As proximas proposicoes, apresentam uma condi¢ao que garante um rotulamento ciclico.

No que se segue  ={wy, ..., wn} e & = {vy,..., v} sdo bases para Ag e A, respectivamente;
a matriz geradora de Ay sobre Ag é A = (ay), onde v; = Y " jaywy, e |A| = |det Al.

Proposicao 1.3 Sejam « e 3 duas bases de R™, Ay e Apg os reticulados gerados por « e [3,
respectivamente, e suponha que Ay C Apg. Seja A a matriz geradora de Ay sobre Ag, v um
vetor de Ag, e Ay a matriz obtida de A substituindo v* na i-ésima coluna de A. Entdo, a ordem

deV=v+ Ay em Ag/Ay € dada por |A| /mdc{|Al|Aq],...,[AL]}.

Demonstracao:
Para u,v € Ag, u =V € Ay se, e somente se, u—Vv € Ay, isto é, se, e somente se, existe
x € Z™ tal que Ax = u—v. Entretanto, a ordem de um elemento v é o menor inteiro positivo k
tal que o sistema Ax = kv tem uma solu¢ao x com coordenadas inteiras (férmulas de Cramer).
J& que A ¢ inversivel, pelas féormulas de Cramer, o sistema Ax = kv tem uma unica solugao
dada por
x=KIA (A, AR

Isto significa que Axo = |A|v tem a solucao
Xo = (|A1‘ PIRERE} ’An’) € ZTI.

Ja que |A| = |[Ag/Adl, se kv + Ay = Ay entao k divide |A|. Agora, seja k a ordem de v + A,.
Temos |A| = kl, e a tnica solucao de Ax = kv é dada por x = (%) Xo. Portanto, 1 divide cada

|Ail. Agora, para outro inteiro 1y tal que 1y divide |A|, |A4], ..., |Anl, seja k1 dado por |A| = kq1;.
Entao klk, o que implica que 14]l. Isto mostra que 1 = mdc{|A|, |A1],...,|Anl}, € que

v+ Ao =k =I[A[/mdc{|Al,[Aq], ..., [Axl},
o que conclui a demonstracao. O

Exemplo (iv) Aplicando a Proposi¢ao 1.3 para o = {vq,v,} com v; = (4,3) e v, = (—2,2)

e B = {er e come; = (1,0) e ey = (0.1) e v = (0,1) temos que A — {‘3‘ ‘22},/\1 _

{O _zl,Azz {4 O} e o sistema Ax = kv serd dado por

1 2 31
4 -2 X1 . 0
EEiMEh
Assim, det A = 14, det A; = 2 e det A, = 4. Logo, x = %4 (2,4), o que implica que k = 7. o
que equivale a 14/2 = mdc(A, A1, A3).
Particularizando o resultado da proposi¢ao anterior, para a tesselacao por quadrados unitarios

en =2, onde B ¢ a base canonica de R?, e v = e; obtemos a proposicio seguinte.

Proposicao 1.4 Seja u = (a,b) ev = (c,d) e M = |ad — bc|. Se mdc(a,c) =1, entdo o
grupo 72 /Ay € isomorfo ao grupo ciclico Zn, a translacdo vertical unitdria é wm dos geradores
e pode ser usada para rotular isometricamente I'g. Analogamente, o mesmo resultado vale se
mdc(b,d) = le a translacdo for a horizontal unitdria.

Nas condicoes da proposicao acima vamos denotar por
)\v : ZM — Fé"
k — (0,k) =T1x(0,k)

um rotulamento de I'g" por translagoes verticais.
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1.5 Meétrica do Grafo Induzida sobre o Conjunto de
Roétulos

A distancia no grafo entre dois vértices, indicada por drg, ou a métrica em 'Y, é definida como
de costume, ou seja, como sendo o nimero minimo de arestas ligando os dois vértices. Esta
distancia ¢ também induzida pela distancia euclidiana no reticulado Ag. Para dois vértices

(mq,n1) e (my,n2) no grafo temos

dre ((mhn])) (mz,n2)> = min{[i; — iz + [j1 —j2l}

sendo (i1,j1) € (my,m4) e (i2,72) € (M2, n2).

Apresentaremos nessa secao uma forma sistematica de determinacao, e também de visu-
alizagdo, do perfil de distancias no grafo I's" para uw = (a,b), v = (c¢,d) e mdc(a,c) = 1
ou mde(b,d) = 1, uma vez que, neste caso, podemos rotular e por um grupo ciclico Zm,
M = |ad — bc|. Essa forma sistemética é equivalente a descobrir qual é a métrica drg em Zm
que coincide com a distancia do grafo I'g no toro plano.

Partimos de uma observagao importante: dado que Zp é induzido por translagoes (verticais)
no plano euclidiano, e que essas translagoes sao isometrias no toro plano via g, a métrica drg
que procuramos deve satisfazer

dre (P,q) = drg (0,a—p)
para quaisquer P, q € Zm.

A fim de obter expressoes para o rotulamento e a distancia no grafo, usamos a fun¢ao médulo
Wy introduzida em 1.1 que associa ao vetor w = (W7, W;) o representante da mesma classe que
estd dentro do paralelogramo P, apoiado em « = {u,v}. Expressando w em termos da base «,
w = xu + yv e calculando x e y pelas formulas de Cramer, temos

(WnWﬂzxwﬂﬂ+ykﬂJ=#{cm+cyzw1

bx +dy =w;
. a ¢ w1 C a wj
Seja D = —ad—Dbc, D, = =wid—wyce D, = = wya — wyb.
| b d ) X W, d 1 2 y b Ws 2 1
Assim, temos
X—&—Wldfwzc
- D ad—bc
{ — Dy wya—wib
Y=o ad—bc

e a funcao modulo pode ser expressada como

Ha(w) =w — [x]u—[y]v,

onde |.| denota parte inteira. A imagem [ty (RZ) é o paralelogramo fundamental que define o

toro T* e, é claro, uy(W) = W uma vez que w — nu(w) é um inteiro combinacao de u e v.
A translacao vertical A, que estabelece o rotulamento ciclico _quando mdc(a,c) = 1 pode
ser usada para rotular os vértices de Fé". Desta maneira, o rétulo k € Zn do vértice k(0,1) é o

mesmo que o do vértice A, (k) definido como

M) = s 0,1 =k (0,1) - | 5 (b = | ] e
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no paralelogramo fundamental, ja que, neste caso, temos w = (0, k) e, desta forma, substituimos
na expressao acima w; =0 e wy = k.

No Exemplo (i) ilustrado na FIGURA 6, foram considerados os rotulamentos dos 23 vértices
dados por translacoes verticais, utilizando-se a funcdo médulo k = A, (E) = Uy (k(0,1)),
0 < k < 22. Notamos que, através deste rotulamento, os vizinhos a uma distancia 1 para
0=\, (6) = 1o (0(0,1)) =0 s@o

T=A (1) =ua(10,1) =01 - | 5] 43) - | 35| (5,21 = 0.1
2=2\ (22) = 1a (22(0,1)) = (0,22) w—;J (4.3)— {%J (=5,2) = (—1,4)
520 5) = a(5(0,1) = (0,5~ | 33| 4.3~ | 33| (-5.2 = (-4.2

T8 =, (18) = 1a (18(0,1)) = (0,18) — B—gJ (4,3) — EJ (-5,2) = (3,3).

Vamos agora considerar uma métrica em Zp que coincide com a métrica do grafo no toro
plano

drg (5) a) - dl‘g ()\v (ﬁ) )AV (a)) com ﬁ)a € ZM
Devido a homogeneidade do grafo, para deduzir uma expressao analitica para a métrica
drg em Zm, que coincida com a métrica do grafo, precisamos saber quais sao os vizinhos de
Ay (6) em Fg‘. Além dos vizinhos A, (T) e, (M — 1), temos que encontrar os vizinhos A, (s) e
Av (M — s), com s # 1, que sao estabelecidos pela proxima proposicao.

Proposigao 1.5 Sejam u = (a,b) e v = (¢,d) com mdc(a,c) = 1. Entao, I'g" é rotulado por
Zm, M = |ad — bc|, e, sendo drg a métrica em Zm que coincide com a distancia do grafo T,

temos que os quatro vizinhos a distancia 1 de A,(0) sao A(1), A,(M —1), A,(M —s) e A,(35),
onde s € o menor inteiro tal que

l=ma+nces=mb+nd
com m,n € Z.

Chamamos de s, o “fator soma médulo”. A solucao s pode ser obtida a partir de qualquer
solucao s’ do sistema acima via o algoritmo de Euclides.

Demonstracao:

A primeira parte da afirmagao é dada pela Proposicao 1.4. Os vizinhos no grafo a uma
distancia um de 0 séo 1, M—1, 5 e M —s onde (0,s) ~ (—1,0). Para algum s’ tal que
(0,s") ~ (—1,0) obtemos a condicao (1,s’) = m(a,b)+n(c,d) com m,n € Z, isto é,

1 =ma+nc
s’ = mb + nd.

A primeira equacao tem sempre uma solucdo uma vez que mdc(a,c) = 1. Uma solucao
m, n pode ser determinada por meio do algoritmo de Euclides. Desta forma, podemos obter s’
na segunda equacao. E pode ser facilmente verificado que todas as solugbes s’ diferem-se por
um miiltiplo de M. Como o rétulo A, é definido em {0, 1, ..., M — 1}, estamos interessados na
menor soluc¢ao positiva s. Esta solugao é dada por s = lggiZEHSI — kM|}. OJ
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Podemos visualizar o grafo I's" por meio de seu rotulamento ciclico, definindo um diagrama

circular para Zm, onde cada vértice i é conectado com os vértices i+s, M —(s—1i), i+ 1 e
i— 1, como podemos observar, considerando o exemplo da FIGURA 6 (onde s =5 e M = 23),
o vértice 3 esta conectado aos vértices

A distancia no grafo circular é precisamente a distancia em Zn induzida por T'g. Isto
¢ garantido pela homogeneidade do toro plano e suas isometrias induzidas por translacgoes
unitarias verticais.

No exemplo da FIGURA 6, temos s = 5 (Proposicao 1.5) e podemos construir o rotulamento
Ay e o diagrama ilustrado na FIGURA 9, onde os vértices a distancia 1 estao ligados por um
segmento de reta ou um arco.

FiGURrA 9: Diagrama circular de rétulos para o grafo I'§, w = (4,3) e v = (=5, 2).

Na préxima proposicao estabelecemos a expressao analitica para drg (M, ), que é simples-
mente deduzida para tornar o grafo circular (com auto-intertsecgdo) equivalente a T'g".

Proposicao 1.6 Sejam o« = {u,v}, w = (a,b), v=(c,d) e mdc(a,c) = 1. Entao, a métrica
em Zm que coincide com a distancia no grafo T'g é dada por

drs (0,9) = min {k+ ks —al ,k+[(M —ks) — dl}

drs (7,@) =ds (0,9 —p).

Demonstracao:
Seja @ um vértice do grafo. Existem ntimeros inteiros positivos ki e k, tais que

k]S§q<(k]+1)SGM—(k2—|—])S<qSM—sz.

Temos que
Ly =min{k; + (g —kis), (ki + 1) + ((ks + 1) s — q)}

é o comprimento do menor caminho conectanto q a 0 no sentido horario (FIGURA 10)
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s 2s K;s (ki D)s

0 q

FIGURA 10: Caminho conectando 0 a q no sentido horério.

e que
L =min{(k2+1)+qg— (M — (k2 +1))s,ka + (M —kzs) — q}
é o comprimento do caminho mais curto no sentido anti-horario (FIGURA 11).
M-(k+1)s M-k,s M-3s M-2s M-s
0 q M

FIGURA 11: Caminho conectando 0 a g no sentido anti-horario.

Por isso, temos

dre (0,9) = min{ly, 1}
= min {ki+|qg—ks|, (ki +1)+[(ki+1)s —dql,

ki,k2€Z+
(k2 +1)+1g— (M —=(kz+ 1)) s[, k2 + [(M —kas) — ql}

= min {ki+|q—Kkis|,ka+[(M —kzs) —ql}
ki k2 €Z,

— min [k + [ks — q| , k + |(M —ks) — ql}.
keZ4

o que conclui a demonstragao. 0

1.6 Cobdigos Perfeitos

Seja I' um grafo com vértices no conjunto X e d a distancia usual definida sobre I'; ou seja, a
distancia entre dois vértices é o nimero minimo de arestas de I" ligando-os.

Consideremos as seguintes definicoes:
(1) Um cddigo em I' é um subconjunto nao vazio C de X.
(1) A bola de raio r centrada em x em I' é o conjunto B.(x) ={y € X: d(x,y) < r}.
(1i1) O numero 8(C) = min{d(x,y) : x,y € C com x # y} é chamado de distancia minima de
C.
(iv) O cédigo C é chamado de cddigo corretor de e-erros quando d(C) > 2e + 1.
(v) A distancia de x € X a C é definida como sendo d(x,C) = min{d(x,y) :y € C}.
(vi) A regiao de Voronoi V. associada com ¢ € C é o subconjunto formado pelos elementos de
X para os quais ¢ é o ponto mais proximo em C, isto é, V. ={y € X : d(y,c) = d(y,C)}.
(viit) O numero t(C) = max{d(x, C) : x € X} é chamado raio de cobertura de C.

Claramente, o raio de cobertura é o menor nimero t tal que as bolas de raio t centrado
em pontos de C cobrem X. Essas quantidades estao relacionadas pela desigualdade 6(C) <
2t (C)+1; e tem-se a igualdade quando as bolas de raio t(C) em torno dos pontos de C formam
uma particao de X. Um cdédigo com estas propriedades é chamado de cédigo perfeito e
dizemos que ele corrige t(C) — 1 erros.

Se considerarmos uma bola B de raio k na métrica do grafo associada a uma tesselacao
regular em R?, a condicao para um cédigo ser perfeito equivale a ter outra tesselacdo com o
poligono de Voronoi cobrindo uma destas bolas (ou seja, a uniao de todas as regides de Voronoi
em R? de vértices em B) como uma regido fundamental.

Exemplo 1. Cédigo nao perfeito com 6(C) =4, t(C) = 2. O toro T* é gerado pelos vetores
u=(12,0) e v =(0,12) e o reticulado Ag é gerado pelos vetores w; = (4,0) e wy = (2,2)
(FIGURA 12).
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I

Ficura 12: Cdédigo nao perfeito sobre o grafo.

Exemplo 2. Na métrica do grafo dado pelo reticulado plano Z?, uma bola de raio k = 3 tem 25
vértices. O poligono de Voronoi que cobre esta bola é a regiao fundamental de uma tesselagao
pelo reticulado Ag, B = {wi, Wy}, onde wy = (4,3) e w, = (—3,4). Esta tesselacao induz
uma outra no toro plano T* gerado por o« = {u,v}, u = (25,0) e v = (0,25). A translacao
dada por wy induz (nos termos de uma agao ciclica) um cédigo perfeito corretor de 3-erros
C=1{j(4,3):j=0,1,...,24} de ordem 25 no espaco de Lee Z35 (FIGURA 13).

@ 1 I

e
+

e
1 IJI, !

F1iGurA 13: Tesselagao que induz cédigo perfeito sobre grafo.

Este ultimo exemplo vem de um resultado mais geral que pode ser entendido como uma
consequéncia da Proposi¢ao 1.1 cuja demonstracao pode ser encontrada em [2].

Proposicao 1.7 (Uma receita para cédigos perfeitos) Seja I um grafo associado a uma
tesselacdo reqular em R? por um reticulado A gerado por uma base de R? e P o poligono de
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Voronoi que cobre uma bola B de raio k na métrica do grafo. Se existe uma tesselagao de
R? por P através de um reticulado N e se A" é um reticulado gerado por uma base de R?,
A" C N C A, entio N induz um cédigo perfeito corretor de k-erros no toro plano R%/A” com
rotulamento pelo grupo N1/N\”.

Como corolério, vamos considerar A = Z? e a tesselacdo associada de R? por quadrados
unitarios.

Corolario 1.1 Seja T um grafo associado a tesselacao de R? por A = Z?. Sejaw; = (k+1,k),
wy; = (=k,k+ 1) (ouw; = (kK,k+ 1), wy = (=k —1,k)), k € N, e seja Ay, x ={u,v}, o
reticulado gerado por w = a;wi + bywy, v = ¢ciywy + dywy, ag,by,cq1,dy € Z. Entao, se
mdc(by,dy) =1 (oumde(ar,ci) =1), C={w;:j=0,1,.... M —1} € um cdédigo K-perfeito de

ordem
o a; ¢
N—'det[b1 Ch”.

Demonstracao:
Uma bola B de raio k em Z? com a métrica do grafo é um quadrado rotacionado com
14+4(1+...4+ k) = (k+ 1)%2 + k? vértices. De fato, temos

1+4(1+...+k):1+4@

—1+2k(k+1)
=1+2Kk*+ 2k
=142k +Kk*>+K?
=(k+1)7+K

O reticulado A’ gerado por wy, w; dé origem a uma tesselagao plana com regiao fundamental
P, o poligono de Voronoi que cobre B, que é um quadrado irregular. Para

. ar ¢
N—‘det[b] d]H.

Consideremos a equacao Nw; = xu 4+ yv, que é equivalente a

Nw; = x(a1wq + biwa) + y(ciwr + diwy
= (xar +yci)wr + (xby +ydi) w,
xai +ycy o xb; +yd;

— =1
N N

=0

N N
(:)X:dJNeU:—hN

Assim, se mdc (by,d;) =1 com x, y € Z <= N = mN para algum m € Z, pois supondo que

by

NZd]X:>d1X:a1d1—C1b1:>X:(11—C1d.
1

Mas X ¢ um ntimero inteiro e mdc (by, d1) =1, logo, N|N. Portanto, N = M é o menor inteiro
positivo tal que Nw; = xu + yv para x,y € Z. 0

Sob as condigoes do corolario acima, exceto que mdc(by,dy) =1 1, vamos ter um codigo
perfeito em I'g” com um grupo nao ciclico de rotulamento Zy X Zm.
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Exemplo 3 (Cédigos Perfeitos em Espagos de Lee) Se no corolario anterior considerarmos
ar=d;=k+1,eb; =—c; =—k, obtemos u = ((k+1)2+%k%0) ev = (0,(k+ 1)% +k?).
Entdao C = {j(k+1,k) :j = 0,1,...,(k + 1) + k?} é um cédigo k-perfeito no espaco de Lee

7% 5 2+ Temos também codigos k-perfeitos em Zf( ( ) rotulados por Zy X Zp1y242-

(k+1) k+41)2 4+Kk2

Exemplo 4 (a) Parau = (4,3), v = (—3,4) e considerando w; = (k,k+1) e w, = (—k — 1,k),
com k = 1 temos que wy; = (1,2) e w, = (—2,1). Escrevendo u e v como combinacao linear
de wy e wy

(4,3) =2(1,2) —1(-2,1)
2 1

Assim, aplicando o Corolério 1.1, temos que N = 'det 1 2= 5.

(b) Para uw = (7,6), v=(—6,7) e considerando w; = (k+1,k) e w, = (—=k,k+ 1), com k =1
temos que wy = (2,1) e wy = (—1,2). Escrevendo u e v como combinacao linear de wy e w;

(7,6) =4(2,1)+1(-1,2)
4 —1

Novamente, pelo Corolario 1.1, temos que N = ‘det 1 4 =17.

(c) Para u = (7,24), v = (—26,—7) e considerando wy = (k+ 1,k) e wy = (—k,k + 1), com
k = 3 temos que wy = (4,3) e w, = (—3,4) . Escrevendo u e v como combinagao linear de wy
€ Wy

(7,24) =4 (4,3) +3(-3,4)
(—26,—7)=—-5(4,3) +2(-3,4)

) =23

Na tabela abaixo, organizamos os dados dos itens (a), (b) e (c)

Novamente, pelo Corolario 1.1, temos que N = ‘det g > }

ré Cédigo Perfeito Capacidade de corregao Ordem
x de erros
u=(4,3),v=(-3,4),M =25 ((1,2)) k=1 N =
u=(7,6),v=(—6,7),M =85 ((2,1)) k=1 N =17
u=(7,24),v=(-26,7),M =575 ((—4,3)) k=3 N =23




Capitulo

Alguns Toépicos Importantes de
Geometria Hiperbdlica

Com o objetivo de estudar reticulados em toros de género g > 2, que sao modelados como
espagos quocientes do plano hiperbdlico por um grupo discreto de isometrias, vamos introduzir
neste capitulo alguns resultados de geometria hiperbdlica e teoria de grupos fuchsianos. Maiores
detalhes sobre esse capitulo podem ser encontrados principalmente em [7], além de [4], [5] e [9].

2.1 Grupos Fuchsianos no Modelo do Semiplano Supe-
rior de Poincaré

Consideremos o grupo linear especial

SLZ(R):{M: E 3} ra,b,c,deRe detM:1}

no qual a operacao considerada ¢ a multiplicagao usual de matrizes.
Consideremos o modelo do semiplano superior de Poincaré para a geometria hiperbdlica
contido no plano complexo, ou seja,

H={ze C:Im(z) > 0}.

2 2
dxy;dy que corresponde aos

Logo, a métrica riemanniana considerada em H é dada por ds? =
coeficientes E (x,y) = 1 , F(x,y) =0e G (x,y) = = na Primeira Forma Quadratica de H.
Consideremos o conJunto das transformagoes framonals lineares (ou transformagoes de Mébius)

M:{f:H—>C, fz) = 3210
cz+d

tal que a,b,c,deRead—bc:1},

munido da operagao de composicao usual de aplicagoes (que esta bem definida, pois f (H) = H).
Também é possivel mostrar facilmente que f: H — H ¢é bijecao.

Observando que, dada f (z) = SZI 3 em M podemos correspondé-la a matriz M :{‘Cl Z} de

SL, (R), verificamos facilmente que a composicao de duas transformacoes de M corresponde ao

produto usual de duas matrizes de SL;(R) e a transformacao inversa de f corresponde & matriz

inversa de M. De fato, se 1 (z) = ‘Cll‘z—j:g: efy(z) = 2;—135, entao a composta

a g;ﬁ; +b1 (aja2+bicy)z+ arbr 4+ bidy

fi(f =
1(f2(2)) cqLztb 4 g (C1C12 +c2di) z + bacy + didz
crz+dy
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corresponde ao produto MM, = [m b1] [az bz], que estd em SL, (R) pois det MM, =

C1 d] C2 dz
detM1detM2: 1.1=1.
Também, calculando f~'(z), temos

z=" (f_1 (Z)) =
B af'(z) +b
cf~-1(z) +d
af "2)+b=zcf (2) +dz =
af '(z) —zcf '(z) =dz—b =

f1(z)(—cz+a)=dz—b =

dz—bDb
f(z) = ——,
—cz+a
que corresponde & matriz M~ que, também, estd em SL; (R) pois det M~ = degM = % =1.

Na verdade, M munido da operagao de composi¢ao possui a estrutura de grupo, cujas
propriedades sao facilmente checadas por meio da associacao que fizemos com SL; (R). Da
fato:

(1) A composicao é associativa: sejam fq(z) = %, fa(z) =
Mostrar que fq o (f; 0 f3) = (f; o f3) o f3 equivale a mostrar que

as b] ap bz as b3 . aj b] az bz as b3
C1 d] Co dz C3 d3 o C1 d] Co dz C3 d3 !

o que sabemos ser verdade por propriedades de matrizes.

4 . - _ az+b
(2) f(z) =z é o elemento neutro da composicao, pois dada f(z) = {7 temos

R Rk Y-

(3) Todo elemento do conjunto de Mobius é simetrizével: seja f(z) = % com ad—bc =1.A

ayz+by __ azz+bs
cyz+dy f (Z) T c3ztd3

_ab] e portanto, f'(z) = 4=%

. a b ..
matriz, [C d} possul Inversa | - “erta”

Embora SL, (R) e M possuam a estrutura de grupo e cada elemento de M estd associado
a um elemento de SL;(R), ndo é verdade que esses grupos sao isomorfos. De fato, cada
transformacao f de M pode ser representada por um par de matrizes =M € SL,(R).

Para estabelecer um isomorfismo com M, consideremos o grupo quociente SL>(R)/{£1d,}.
A relacao de equivaléncia ~ considerada em SL,(R) é tal que M ~N & M =N ou M = —N.
Temos que ~ é, de fato, uma relacao de equivaléncia:
e ¢ reflexiva pois M = M para qualquer M € SL,(RR);
e ¢é simétrica poisse M ~N,entao M=NouM=-—-N=N=MouN=—-M=—7 N~

M;
e ¢ transitiva pois se M ~ N e N ~ P entao
M =NouM=-—N M=PouM=-P M=P
e == e - ou = M ~ P.
N=PouN=-P M=—-PouM=P M=—P

Dessa forma, SL(R)/{£1d,} = {M =M{*Idy}: M e SLz(R)}, sendo M = M{+1d,} as
classes de equivaléncia (classes laterais a esquerda) que ~ determina em SL,(R). A operacao
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que torna SL,(R)/{#1Id,} um grupo é tal que M.N = MN. Observemos que esta operacio
estd, de fato, bem definida pois independe do representante escolhido na classe de equivaléncia,
ou seja, {#1d,} é subgrupo normal de SL, (R) pois M~ '1d, M, M~T (—1d,) M € {+1d,} para
qualquer M € SL, (R).

Finalmente, temos o isomorfismo entre M e SL,(R)/{+1d,} dado por

az a b
==t o0 =3 ]
De fato, se f1(z) = % e f(z) = %, entao
_las b] ar bz o las b] ar bz .
E(f1o0f2) = Lﬁ d]:| [Cz dz] = [m dj[cz dz] = ¢(f1)P(f2).

Além disso, & é injetiva, pois se
E(f1) = &(f2)) =

aq b] a2 bz
Lﬁ d]] N {Cz dz] -

S B P e [l e e

aq b1 a2 bz aq b1 a2 —bz

Lﬁ d1:| B [Cz dz] o Lﬁ d1:| B [—Cz —dz] =
f (Z) (l1Z+b] ClzZ—|—b2 f (Z) f (Z) (l1Z+b] —ClzZ—bz (12Z+b2
= — — ou = = = —
! ciz+ d; crz+ dy 2 ! ciz+ dg —cz—dy crz+dy

f1 =f,.

f2(z) =

E, & é sobrejetiva, pois dada {g g]e SL,(R)/{&1d,)}, entdo f(z) = 9&tb = —azb ¢ Af ¢

cz+d —cz—d
e =[¢ 5

C

E comum utilizar a notagado PSL; (R) no lugar de M e chama-lo de grupo linear especial
projetivo.

Notemos que PSL;(R) contém todas as transformacoes fracionais lineares da forma f(z) =
aztb com a,b,c,d € Re A =ad —bc > 0.

cz+d
_a_ +L _a_ _b_
De fato, f(z) = %2 = VETVE o det[‘/cz ‘QZ]: 1. Em particular, PSL,(R) contém
z+—= —“= =
ZSARVZN NVZ-ERVIN
todas as transformacoes da forma f(z) = az+ b com a,b € R e a > 0, pois f estd associada
a b
a matriz [\g \/F] € SL,(R). O mesmo ocorre com f(z) = —lz que estd associada a matriz
Va

[? ‘01]6 SL,(R).

Seja M :[2 3] € SL,(R) matriz associada a f(z) = % € PSL,(R). Definimos a norma de

f por

[l = [IM]| = Va2 + b2+ ¢2 + d2.
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Seja N € SL, (R) associada a g € PSL,(R). Com a distancia induzida d(f,g) = [|[M — N|[,
PSL,(R) é um grupo topoldgico e a topologia é a induzida pela norma definida acima (é a
topologia do R*). Um subgrupo G de PSL,(R) ¢ discreto quando a topologia induzida de
PSL,(R) sobre G é discreta. Portanto, um subgrupo discreto G de PSL, (R) corresponde a
um conjunto discreto de pontos de R*. Um subgrupo discreto G de PSL,(R) é chamado de
fuchsiano.

Os grupos fuchsianos desempenham papel importante na geometria hiperbdlica, pois serao
eles que irao gerar os reticulados de pontos hiperbdlicos que iremos considerar nesse trabalho.
Além disso, o resultado mais importante dessa secao é o fato de que transformacoes de Mobius
sao isometrias no modelo do semiplano de Poincaré. Esse é o contetido da proposicao abaixo,
cuja demonstragao encontra-se em [7].

Teorema 2.1 Seja Iso (H) o grupo de simetrias, munido da operacao de composicdo, do modelo
H do semiplano superior de Poincaré para a Geometria Hiperbolica com a métrica riemanniana
ds? = %. Entao, PSL, (R) € subgrupo normal de indice 2 de Iso (H), composto por todas
as isometrias proprias (que preservam orienta¢do de dangulos) de H.

Observacao: é possivel demonstrar que Iso (H) é o grupo gerado por PSL, (R) e g (z) = —Z.

2.2 Grupos Fuchsianos no Modelo do Disco Unitario de
Poincaré

O estudo de grupos fuchsianos no modelo do disco de Poincaré é andlogo ao que fizemos no
modelo do semiplano superior de Poincaré na se¢ao anterior. Faremos apenas um breve resumo.
Consideremos o modelo do disco unitario de Poincaré para a geometria hiperbélica contido
no plano complexo, ou seja,
D={zeC:l|z| < 1}.

S . . . , 4( dx2 +dy?
Logo, a métrica riemanniana considerada em D é dada por ds? = ﬁ, que corresponde
aos coeficientes E (x,y) = ﬁ, Fix,y) = 0 e G(x,y) = ﬁ na Primeira Forma

Quadratica de D.

Consideremos grupo linear especial sobre C, denotado SL,(C), composto pelas matrizes
b
d

tiplicacao usual de matrizes. Para que uma transformacao de Mdébius f : D — C, tal que

f(z) = 9% tenha imagem em D, é necessério que b =€ e d =@ e, assim, temos
cz+d’ ) ’ )

complexas A = [(Cl } com det A = ad — bc = 1, no qual a operacao considerada é a mul-

f: D — D

az+c
z cz+a

(2.1)

com aa —cc = 1.
O conjunto

c a

A= { {a q c SLZ((C)} C SL,(C)

é na verdade, um subgrupo de SL,(C) quando consideramos a operacao de composicao herdada
de SL,(C).

Como no caso do semiplano, o conjunto de transformacoes de Mobius acima munido da
operacao de composicao usual forma um grupo de tal modo que a composicao de duas trans-
formagoes corresponde ao produto de duas matrizes de A e a inversa corresponde a matriz
inversa. Além disso, cada transformacao f da forma acima pode ser representada por um par
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de matrizes A € A. Entao, o grupo de todas as transformagoes f definidas em 2.1, chamado
de PSL,(C), é isomorfo ao grupo quociente A/{#+Id,}, sendo Id, a matriz identidade de ordem
2 e escrevemos PSL,(C) ~ A/ {£1d,}.

Seja A = {ccl ﬂ € A matriz associada a f(z) = 22t € PSL,(C). Definimos

cz+a

111 = AT = /el + [ + leP + [ = \/2]al* + 2 [cl

Seja N € A associada a g € PSL,(C). Com a distancia induzida d(f,g) = |IM — N]||,
PSL,(C) é um grupo topolégico e a topologia é a induzida pela norma definida acima. Na
verdade, é a mesma topologia do PSL; (R).

Um subgrupo G de PSL,(C) é discreto quando a topologia induzida de PSL,(C) sobre G é
discreta. Também chamamos um subgrupo discreto de PSL,(C) de fuchsiano.

A semelhanca do semiplano temos o seguinte, e importante, teorema, cuja demonstracao
também pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.2 SejaIso (D) o grupo de simetrias, munido da operacdo de composiciao, do modelo

D do disco unitdrio de Poincaré para a Geometria Hiperbolica com a métrica riemanniana
ds? — 4 dx?+dy?)

ST i
todas as isometrias proprias (que preservam orientacdo de dangulos) de D.

Entao, PSL, (C) é subgrupo normal de indice 2 de Iso (D), composto por

Observagao: é possivel demonstrar que Iso (D) é o grupo gerado por PSL, (C) e g(z) =Z.

Por fim, um importante teorema, que estabelece um isometria entre os modelos de Poincaré
¢ dado abaixo, e sua demonstragao pode sem encontrada em [7].

Teorema 2.3 Sejam H e D os modelos de Poincaré para a geometria hiperbdlica munidos de
suas respectivas métricas riemannianas. Entao,

f: H — D

zit1
z = z+1

é isometria entre os modelos H e D.

Por fim, outro fato curioso interessante de ressaltar em nossos estudos é que os dois modelos
de Poincaré sao conformes, ou seja, a nocao de medida de angulos nesses modelos coincide com
a nocao euclidiana. Isto se deve ao fato de que o segundo coeficiente, F, nas Primeiras Formas
Quadraticas sao nulos em ambos os modelos.

2.3 Geodésicas, Distancias e Trigonometria nos Modelos
de Poincaré

Nosso objetivo nesta secao é apresentar os principais teoremas relacionados com o formato
euclidiano das geodésicas (retas hiperbdlicas) nos modelos de Poincaré, bem como apresentar
expressoes analiticas para o calculo de distancias (realizadas por segmentos hiperbdlicos) nesses
modelos. Também apresentamos as quatro principais féormulas trigonométricas hiperbdlicas
para célculos envolvendo comprimento de lados e angulos em triangulos hiperbélicos.

Como esta secgao sera utilizada apenas como ferramenta matemética para o desenvolvimento
dos proximos capitulos, nao faremos as demonstragoes dos diversos teoremas aqui apresentados.
Essa demonstragoes podem ser encontradas nas referéncias [7], para as geodésicas e distancias
e [5] para a trigonometria.

Consideremos os modelos de Poincaré de acordo com as se¢bes anteriores.
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Teorema 2.4 As geodésicas em H sao as semicircunferéncias e as semirretas euclidianas or-
togonais ao eixo real R, bordo de H.

Observemos que, da geometria euclidiana, dados dois pontos em H, existe uma tinica semicir-
cunferéncia ou semirreta em H, ortogonal ao bordo de H, passando pelos pontos dados. Como
era de se esperar, esse fato e o teorema acima estao de acordo com o axioma da geometria
hiperbdlica que afirma que por dois pontos quaisquer passa uma tnica geodésica.

Com o teorema acima e a isometria f(z) Z4l de H em D é facil deduzir o formato

zH
euclidiano das geodésicas em D, que é dado pelo teorema abaixo.

Teorema 2.5 No modelo D as geodésicas sao arcos de circunferéncia e diametros euclidianos
ortogonais a circunferéncia unitiria que € bordo de D.

Observagao analoga a que fizemos acima, sobre o axioma que diz que dois pontos determinam
uma unica reta, vale para o modelo do disco.

Para a introducao de uma férmula para a distancia hiperbdlica, é 1til, quando se trabalha
com o modelo H, estender o plano complexo C com a introducao do simbolo co para representar
o infinito, ou seja, considerar C = C U {oo}. A razdo-cruzada de pontos distintos z1, 2, 23,24 €
C é definida pela férmula

(z1 — z2)(23 — 24)
(z2 —z3)(z4 — 21) '

(z1,22;23,24) =

Além disso, também ¢é ttil considerar a compactificacio de H, ou seja, H = H U R U {0
Os pontos de R U {oco} sao chamados de pontos ideais de H, enquanto que os pontos de H
sao chamados de pontos ordindrios. Também é 1util estender as transformacoes de Mobius
T(z) = “Z+b a H definindo:

(1) (oo) oo, no caso ¢ = 0;

(i1) T(oo) 4 no caso ¢ # 0;

(iii) T (—2) = o0, no caso ¢ # 0;

(

iv) T(z) Sﬁig nos demais pontos de R.

Com essas defini¢oes, temos a seguinte proposicao, que é um espécie de lema para o teorema
que estabelece a férmula da distancia.

Il nlm
— |
[e]

Proposicao 2.1 Sejam z,w € H, z # w, e seja a geodésica unindo z e w que tem pontos
finais z*,w* em R U {0}, escolhidos de forma que z fique entre z* e w. FEntdo, a distincia
hiperbdlica p entre z e w € dada por p(z,w) = In(w, z*;z, w*).

A FIGURA 14 ilustra a posicao dos pontos considerados na proposicao acima

W= 00
A A.k A

H H

Z*
F1GurA 14: Razao cruzada.

Abaixo seguem as férmulas explicitas para a distancia hiperbdlica em H, sendo p a distancia

X —X X __o»—X h X __o—X
nesse modelo e cosh (x) = £5—, senh (x) = £5— e tanh (x) = z‘:;h&; = e
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Teorema 2.6 Para z,w € H:
(1) p(z,w) =1n (—‘Z*WH'Z*W‘) ;

|z—W|—|z—w|
(ii) cosh(p(z,w)) = 1 + 522"

2Im(z) Im(w )’

1 =l
(i) senh (zp(Z’W)> " 2¢/Im(2)Im(w)’
. 1 _ =Wl
(iv) cosh (zp(z W)) © 2¢/Im(z) Im(w)’

(v) tanh (5p(z,w)) = | =2|.

Mais uma vez, com o auxilio da isometria f(z) = Zzl—il] de H em D ¢ facil deduzir, a partir
do teorema acima, as formulas da distancia hiperbdlica p* no modelo D. Este é o contetido do
seguinte teorema.

Teorema 2.7 Para z,w € D
(i) 0*(z,w) = In (=22

(ii) cosh?® (3p* (z, w)) %;
(iti) senh ? (3p* (z,w)) = —(1—\z‘|§§(v:‘ilwlz);
(iv) tanh (§p* (z w ) = |=£|-

Os préximos teoremas sao de trigonometria hiperbdlica e, o fato mais interessante envolvendo-
os é que, por incrivel que pareca, eles nao dependem do modelo escolhido para modelar a geo-
metria hiperbodlica plana. Este fato se deve a uma caracteristica muito peculiar da geometria
hiperbdlica, ausente na geometria euclidiana, que ¢ a existéncia de uma unidade de medida
de comprimento universal hiperbdlica. Sendo essa unidade uma das constantes que surgem de
modo natural no estudo abstrato da geometria hiperbdlica, ela nao depende, evidentemente,
do modelo escolhido para as construgoes geométricas.

Teorema 2.8 (Teorema de Pitagoras Hiperbdlico) Em um triangulo retangulo hiperbélico de
hipotenusa medindo ¢ e catetos medindo a e b wvale

cosh (¢) = cosh (a) cosh (b) .

Teorema 2.9 (Primeira Lei dos Cossenos) Em um triangulo hiperbdlico com lados medindo a,
b ec e, sendo & a medida do angulo interno oposto ao lado de medida a, entao vale

cosh (a) = cosh (b) cosh (¢) — senh (b) senh (c) cos (&) .

Quanto estamos trabalhando nos modelos de Poincaré, a medida dos angulos sao euclidianas,
pois trata-se de modelos conformes.

Teorema 2.10 (Lei dos Senos) Em um triangulo hiperbdlico com lados medindo a, b e c e,
sendo «, 3 ey a medida dos angulos internos opostos aos lados de medida a, b e c, respecti-

vamente, entao vale
senh (a) senh(b) senh (c)

sen(a)  sen(B)  sen(y)

Por fim, uma segunda Lei dos Cossenos, que nao possui féormula andloga na Geometria
Euclidiana.
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Teorema 2.11 (Segunda Lei dos Cossenos) Em um triangulo hiperbélico com lados medindo
a, b ece sendo «, p ey a medida dos angulos internos opostos aos lados de medida a, b e
¢, respectivamente, entao vale

~ cos (&) cos (B) + cos (v)
cosh (¢) = sen (o) sen (B)

Observemos que esta segunda Lei dos Cossenos segue do fato de que na Geometria Hiperbdlica
nao existe semelhanca, ou seja, dados trés valores de angulos internos de um triangulo hiperbdélico
(portanto, com soma menor do que dois retos), os comprimentos dos lados do triangulo ficam
univocamente determinados.



Capitulo 3

Reticulados Geometricamente
Uniformes em Espacos Quociente

Neste capitulo, vamos introduzir um reticulado que sera objeto de nossos estudos, bem como o

espaco no qual ele esta inserido: o bitoro, que é um toro de género 2 obtido por quociente do

plano hiperbdlico por grupos fuchsianos. Este capitulo é baseado na referencia [7].
Comecemos com o conceito de reticulados geometricamente uniformes.

3.1 Reticulados Geometricamente Uniformes

Vamos estender o conceito de reticulado definido no primeiro capitulo para espacos mais gerais.

Sejam [E um espaco n-dimensional com curvatura gaussiana constante, P C E um conjunto
finito de pontos e ] um grupo discreto de isometrias de E. A 6rbita R=JP = {(h(P):heJe
P € P} de P por J em E chamaremos de reticulado em E.

Um reticulado R em E é dito geometricamente uniforme quando o grupo de simetrias G
de R ¢ transitivo, ou seja, dados dois pontos P e Q de R, existe uma simetria g € G tal que
g(P)=Q.

Observemos que se P for um conjunto unitario, entao R sera necessariamente, geometrica-
mente uniforme, pois nesse caso, ] ¢ um subgrupo do grupo de simetrias G, como podemos
observar no exemplo seguinte.

Exemplo 1. Seja P ={P}e] = <p% , sendo pz rotagao de J radianos em torno da origem.

Ent&o, temos | = {Id, oz, Pr p%n} eG = {Id, p%, P Pix, R1, Ra, Rs, R4} sendoRy,i=1,..4,
reflexdes em torno dos eixos coordenados e bissetrizes dos quadrantes. Logo, R = {P, Py, P2, P3}
é geometricamente uniforme (FIGURA 15).

FiGuRrA 15: Reticulado geometricamente uniforme gerado a partir de P = {P} por | = <p%> .
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Os reticulados no espaco R™ obtidos a partir da origem pela acao de um grupo de translagoes
por n vetores linearmente independentes sao os reticulados A, tratados no Capitulo 1. Con-
forme observado acima, esses reticulados (que tém uma quantidade infinita de pontos) s@o
geometricamente uniformes. Entretanto, subconjuntos finitos de tais reticulados podem nao

ser geometricamente uniformes. Por exemplo, se P = {(1,0),(2,0)} C R?e ] = <p%>, sendo

pz rotagao de 7 em torno da origem, o grupo G de simetrias de P nao ¢ transitivo, pois con-
siderando os pontos P e Q, conforme FIGURA 16 abaixo, nao existe simetria g de R = JP tal

que P = g(Q).

\ 4

(1.0) (20)

F1GURA 16: Reticulado ndao geometricamente uniforme gerado a partir de P ={(1,0),(2,0)}

por = (o).

Outro exemplo importante de reticulado que nao é geometricamente uniforme é dado no
Exemplo 2 abaixo.

Exemplo 2. Consideremos um reticulado R de 16 pontos em forma de quadrado 4 x 4
no plano euclidiano R?. Em Teoria da Informacdo e Codificacdo, tal reticulado é conhecido
como 16—QAM (quadrature amplitude modulation) e é gerado pela érbita de P = {Pq, P2, P}
(FIGURA 17) pelo grupo de simetrias ] = (Ry, Rz), gerado pelas reflexdes Ry pela reta que passa
por P1 e Pg e Ry pela mediatriz do segmento PsPo. Esse reticulado nao é geometricamente uni-
forme. De fato, o grupo de simetrias ] é composto pelos elementos Id, Ry, Ry, R3, Ry, Pz, P
Pax, sendo R; reflexoes e pg rotagoes de giro 8 e centro O. Observemos que translagoes nao
podem fazer parte de ] pois elas nao fixam o reticulado, bem como qualquer outra isometria
que nao as listadas no grupo J. Assim, fixados os pontos Py e P,, ndo temos uma simetria o de
R tal que o (Py) = P,, o que permite concluir a afirmacao.

YU A
R,
[ ] [J
P‘3 PM P” Pw
P, i NP, P
9 10 11: 12 Rz
[J ]
P P | PN P
[J [ ]
P1 Pz P3 P4 -
X
R, R,

FiGurA 17: Reticulado 16—QAM.
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Existem reticulados de pontos no plano euclidiano bastante utilizados em modulacao de
sinais e codigos corretores de erros em canais de transmissao ruidosos que nao sao geometrica-
mente uniformes, como o do Exemplo 2 acima, mas possuem estrutura interessante do ponto
de vista de codificagao. Para “torna-los” geometricamente uniformes, fazemos uso de espagos
quociente, a semelhanca do que fizemos no Capitulo 1.

Sejam [E um espaco n-dimensional com curvatura gaussiana constante, ] um grupo discreto
de isometrias de E e a relagao de equivaléncia ~ em E definida por

Pi~Py4&=P,=h(Py),he].
Denotamos a classe de equivaléncia de um ponto P por P. Ao conjunto
E=E/]={P:PcE}

chamamos de espaco quociente de E por J.
Abaixo, consideramos o reticulado 16—QAM sobre um espaco quociente.

Consideremos:
(i) o grupo discreto de isometrias G; = (Te,, Te,), gerado pelas translagoes Te, e T,, sendo
{e1, >} base candnica do espaco vetorial usual R2.

(ii) o ponto P = (;, 2) em P ={P} e sua 6rbita G;P = {(p JER?: @ € G1}.
(iii) o grupo discreto de isometrias Gz = (Tae,, Tae,) gerado pelas translagoes Tae, € Tae, .
(i

iv) o espaco quociente E = R?/G, (FIGURA 18).

EN 74
Reticulado e TV Reticulado
G,P Pe | e ie e ie e TPV 16-QAM
G,~(Te T i Qi
1 < > N i ° ° ; ° : ) : ° : ° ;-" . Gz:a}g ,Tﬂ)
Q=T (Te)(P) | o | oo ioiel ol -
i ol oP' ° el e e :
i L] 0%,5 L] L] L] L]

Ficura 18: O reticulado 16—QAM obtido por quociente.

Logo, sobre E temos o conjunto das classes de equivaléncia de 16 pontos da orbita de P, que
definimos como sendo o reticulado 16—QAM obtido por quociente. O grupo de simetrias S
desse reticulado quociente possu1 translagoes pelos vetores e; = P1P; e e; = P1P5 (ver FIGURA
17). Assim, dados dois pontos P; e P), existe uma simetria G € S composta de translacoes tal
que © (P ) = P], ou seja, sobre E, o reticulado obtido é geometricamente uniforme.
Observemos que quando “quocientamos” o reticulado G1P pelo grupo G;, estamos iden-
tificando os lados opostos do quadrado azul da FIGURA 18 de tal modo que, do ponto de
vista topoldgico, os pontos do 16—QAM podem ser vistos sobre o toro plano. Como vimos

no Capitulo 1, este toro pode ser mergulhado em uma esfera de raio Y2

¥2 no R*, por meio do
mergulho @ (x,y) = (21 cos (2mx) 2 sen (27x) , 21 cos (2my) , zﬂ sen (Zﬂy))

No Exemplo 3 abaixo consideramos um reticulado de 16 pontos em um bitoro, que pode ser
obtido como espago quociente do plano hiperbdlico por um grupo fuchsiano. Trata-se, portanto,
de um reticulado “genuinamente hiperbélico”.
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Exemplo 3. Consideremos:

(a) o grupo discreto de isometrias F; = (8¢, 81, 02), no disco D, gerado pelas reflexdes hiperbdlicas

do tipo f(z) = %ﬁ nos lados de um triangulo hiperbdlico equildtero OBE de angulos internos
7T

7> com o lado OB no eixo das abscissas e o vértice O na origem. (FIGURA 19).

F1GURA 19: As isometrias 0; representam as reflexoes nos lados de um triangulo hiperbdlico
equildtero e as isometrias @; as que identificam lados opostos do octégono hiperbdlico regular.

(b) o ponto Q, centro do triangulo OBE como pode ser visto na FIGURA 19, e o reticulado
R gerado pela sua drbita F1Q = {6 (Q) € D: 8 € F;}, onde Q = (acos (%) , asen (%‘)) = ae's
com a = 0,405. Para o célculo do valor de a, consideremos a FIGURA 20. Se fizermos y = OA,

entdo, aplicando a Segunda Lei dos Cossenos (hiperbélica) no triangulo OAB, temos

cos (5) cos (8) + cos (5) _ cos? (3) + cos (3)

cosh(y) sen (%) sen (%) sen? () ’
Assim,
evY+e v _ - P N
— =5828=—=¢e"+e Y=11,656 = (eY)"—11,656e" +1=0.
Logo,
eV =11,570 = y = 2,448.
Agora, observando que o triangulo OBA ¢ iséceles, fazendo OB = AB = x e aplicando o

Teorema de Pitagoras Hiperbodlico a esse triangulo temos,

cosh (y) = cosh(x) cosh(x) = cosh? (x) .

Assim,
e +e ™\’ e +e ™
(—2 > =5 828 = —5 =2,414 =
e+ e X =4 828 = (eX)* —4,828¢*+ 1= 0.
Logo,

e*=4,611— x=1,528.
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Daf, fazendo OC = z e usando a Lei dos Senos (hiperbélica) no triangulo OCB, temos

h h h
sen (:) _sen (:) _, sen (2) — senh(x) = senh (z) = 1,553
sen () sen (3) ‘/72
ef—e”

—

S =158 = et e =3,107 = (e*)?—3,107e*— 1= 0.

Logo,
e“=3,401 = z=1,224.

Fazendo QC = w, temos, no triangulo OQD), novamente pela Lei dos Senos,

senh (z—w)  senh (w)

=— 0,382senh (z — w) = senh (W) =

sen (%‘) "~ sen (g)

=W _ ,—z+w w_ p—Ww z w
0,382 ¢ =8 7 3Lz e —
2 2 ew ez
zZ\2 _ (pW)\2
0,382 [M] N
eWve?
[ pW)2
0.382 (1070 (€)Y o oow 3 784(e™)2 = 7,829 —
3,401ew

eV = 1,438 — w = 0, 363.

Portanto, 0Q =z —w = 0, 860.

FicuraA 20: Encontrando o centro do triangulo equilatero hiperbdlico.

Agora, considerando a férmula da distancia p* no disco entre os pontos O = 04+ 0ie Q =

a cos (%‘) + iasen (%‘) com a > 0 temos

))’—}—‘O—I—Oi—(acos(
))‘—‘O-I—Oi—(acos(

) + iasen (

[1—(0+01) (acos (§) —iasen ( z )|
§) +tasen <7—;>>\> -

|1 — (04 01) (acos(
o,%ozm(] +a) =
1—a

a=0,405.

0,860£1n< 8 8
3 3

) — iasen (

(¢) o grupo discreto de isometrias fuchsiano F, = (@o, @1, @2, 3) gerado pelas isometrias
az+c

hiperbdlicas @g, @1, @2, @3 do tipo f(z) = que identificam pares de lados do octégono

cz+a
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hiperbdlico regular com centro na origem composto de 16 triangulos equilateros congruentes ao
triangulo descrito no Item (a) (FIGURA 19).

(d) a relagao de equivaléncia ~ em D definida por Q1 ~ Q2 <= Q2 = ¢ (Q1), sendo ¢ € F,.
Denotamos a classe de equivaléncia de um ponto Q por Q.

(e) o espago quociente F = D/F, = {6 Qe D}.

Logo, sobre F temos o conjunto das classes de equivaléncia de 16 pontos da orbita de
Q, que definimos como sendo o reticulado 16—HQAM (F1GuraA 21). O grupo de simetrias
desse reticulado quociente contém todas as isometrias do grupo F;. Esse reticulado quociente
é geometricamente uniforme, pois dados Q; e @, que sao centros de triangulos hiperbdlicos,
sempre havera uma composicao 6 de reflexdes em lados desses triangulos tais que 6 (@) = 6)

FicuraA 21: O reticulado hiberbdlico 16— HQAM.

Para uma efetiva implementacao do reticulado do Exemplo 3 acima, é necessario encontrar
as expressoes para as isometrias dos grupos F; e F,. Para tanto, precisamos do conceito de
circulos isométricos, que é objeto de nossa proxima secao.

3.2 Circulos Isométricos

Seja T(z) = %2 ¢ PSL,(R), com ¢ # 0, estendida a C. O circulo

cz+d

I(T)={z€eC:lcz+d =1},

que ¢é o lugar geométrico completo de pontos onde a transformacao T age como uma isometria
euclidiana, é chamado circulo isométrico da transformagao T.

De forma andloga, quando T(z) = % € PSL,(C), com ¢ # 0, estendida a C, o circulo
isométrico com relacao a T é

[(TY={zeC:lcz+al =1}

A afirmacao de que T da forma T(z) = gzz—j:g com ad —bc =1elcz+ d| =1 age como uma
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isometria euclidiana deve-se ao fato de que, se tomarmos dois pontos z7 e z; em I(T), entao

az1+b az;+b
T{z) = T(z)l = czi+d  cz+d
(az; +b) (czz +d) — (azz + b) (czy + d)
(cz1+d) (cz2 +d)
_ laczizz + adz; + bezy + bd — acziz; — adz; — bezy — bd|
B lczy + d.[cz, + d]
=|(ad —be)z; — (ad — be) zy|
=|z1—za| .
Analogamente, para T (z) = % comada—cc =1e|cz+al =1 e, considerando dois pontos

z1ezyem I(T), entao

azi+c¢ azy+¢
czi+a cz+a
(azy +7¢) (czz+a) — (azz +¢) (cz1 + @)
(cz1 +a)(czz + @)
_lacziz; + aazy + Cez; + €a — acziz; — aaz; —cczq —ca
- lczi + . [cz; + @]
=|(aa@—=cc)zy — (aa@—cc) zy)

T(z1) = T(z2)| =

= |z1 — z,|.

Para as demonstragoes dos préximos teoremas recordemos que se temos uma curva parame-
trizada em R?, y (t) = (x(t),y (t)) com t € [a,b], entdo o comprimento 1, é dado por 1, =

f Iy’ (t)] dt. No nosso caso, T(z) = ‘:Zig comad—bc=1e
T'(2) = a(cz+4d) —c(zaz—i—b) _acz+ ad—aczz—bc (2t d)?
(cz+d) (cz+d)

Logo, os comprimentos euclidianos sao multiplicados por [T’ (z)| = |cz + dlfz, pois

= [T (v ()] (Dldt = [T (D]l (v (1)) + d > dt

Uma regiao infinitesimal é levado em uma regiao similar com comprimentos multiplicados
—2 ‘ ©1e , T —4 .
por |cz+ d| °. A area euclidiana, portanto, é multiplicada por |cz+ d| . Os comprimentos e
areas euclidianos sao inalterados em magnitude se, e somente se, [cz+ d| = 1.

Teorema 3.1 Seja T € PSL;(R), com ¢ # 0, estendida a C. A transformacao T aumenta
0s comprimentos e dreas euclidianas dentro do circulo isométrico 1(T), e os diminui fora do
circulo isométrico 1(T).

Demonstracao:
Seja z pertencente ao interior de I(T).

%| < |lc|’ isto é, |cz+ d| < 1, o que implica
que |T'(z)| > 1, ou seja, a transformagao T aumenta os comprimentos euclidianos de curvas
dentro de I(T). De forma anéloga, se z pertence ao exterior de I(T) entao |T' (z)| < 1. Como

T (2) > 1= [T (2)]* > 1

T (2) <1 =T (2)* <1

a afirmacao segue com relacao as areas euclidianas. 0
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Teorema 3.2 Seja T € PSL,(R), com ¢ # 0, estendida a C. Os circulos isométricos 1(T) e
L(T") tém o mesmo raio, e I(T) € levado em I(T™") pela transformacdo T.

Demonstracao:
Seja T(z) = <2 com ad —bec = 1. Daf, T (z) = =2 [(T) ={z€ C:lez+d =1} e

I(T7")={ze€C||cz—a] =1}. Fazendo z = x + iy € I(T), entédo

1 d\? 1\?
=— = (x+—-) +v’=(—=] ,
c| ( C) <|C|>

ou seja, I(T) é um circulo euclidiano de centro ( d O) e raio — Agora sez=x+iy € [(T ),
entao

: d .
cz+d=1=lex+iy)+dl=1= x+_+iy

1 2 1\°
!cz—a|—1:>|c(x+1y)—a!_1:>‘x——+1y) |—:><x—%> +y2=(—) ,

cl
ou seja, I(T™") é um circulo euclidiano de centro (‘—cl, O) e raio \II Portanto, I(T)e I(T~') tém o

mesmo raio. Suponha agora que z € I(T), entao z = —< + ‘C‘ e® com 0 € [0,27[, e
_d —ad+b 1 1 a i
T(z): ( +\C\ >+b c+c+|c| ’ _E+Hee

1T a4 |c| | i e, @ 1 . a

=—+ —e¥ ) — el 4 = = (cos(0) —isen(0)) + —.

c c ceie 2 c Ic] c

Vejamos que T (z) € I(T). De fato,
Ic(T(z)) —al = ‘—% (cos (0) —isen (0)) + a— a| = cos?(0) +sen? (0) = 1.
Logo, T(I(T)) c I(T™), ou seja, I(T) é levado em I(T~') por T. O

Teorema 3.3 Seja T € PSL(R), com ¢ # 0. A restricao do circulo isométrico I(T) a H é
geodésica em H.

Demonstracao:

Como vimos no teorema anterior se T(z) = b

cztd
euclidiano de centro (—— O) e raio ‘ - Logo, o eixo x contém um dos diametros de I(T). Logo,

com ad —bec = 1 entao I(T) é um circulo

I(T) é um circulo ortogonal ao eixo x, portanto, geodésica em H. O

Resultados analogos valem para circulos isométricos no modelo do disco de Poincaré.

3.3 Encontrando Geradores do Grupo Fuchsiano F,

Para encontrar as isometrias @o,91,92,93, que geram F, no Exemplo 3 (reticulado 16— HQAM),
primeiramente observamos que a rotacao T (z) = €'z pode ser escrita na forma T (z) = %
com aa—cc = 1, ou seja, como elemento de PSL,(C). De fato, tomemos a = cos (%) +1isen (%’)
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e ¢ = 0. Logo,
(cos () +1isen (%))z+0 _ (cos (%) +1isen (%)) i (£) + isen (%)
0z + (cos () —isen (%)) cos (§) —1isen($) cos(4) +1isen($)
_ (cos? (£) +icos (%) sen (%) + icos ((%))sen (£) —sen? (%)) z

Além disso,

5= om (§) 0 (3)) () -t () =t (3) 4o (3) =1

Consideremos a FIGURA 22 abaixo.

C
T
@) B ©
1 C, T
A
d(0,B)=x
d(B,0”) =y

FicurA 22: Encontrando expressoes para isometrias.

O circulo de centro O" contém a curva y; (um dos lados do octégono hiperbdlico regular de
angulos %) representada na FIGURA 19.

Observemos que OAQ’ é reto em A e BCO' é reto em C. Além disso, B = 3t3=
triangulo BCO’ temos

. No

BN

sen(%)zi—;:}y:%:r\/}

cos(%)z%ﬁ)(z?r\/z:r.

No triangulo OO’A temos
2 2
x+yP=r+1= (r+1v2) =P+l = (14V2) =r+1=

r2<<1+\/§>2_]>:]=ﬂ2=;:ﬂ= 1

2+2V2 V2+2v2
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Além disso,

+2v2  V3+2v2 V2+2V2

; 2 1 3
4yl =4/r (1+ﬁ) _\/m(wzﬁﬂ)_ T T Vs Vs

\/(3+2\/§)<2+2ﬁ>_¢6+6ﬁ+4ﬁ+8_ 144 10V2
- 2+2V2 o 2+2v2

2+2V2
Queremos mostrar que o circulo de centro O’ na FIGURA 22 é o circulo isométrico da
transformacao g e, mais ainda, que I((po_]) é o circulo que contém a curva y3 da FIGURA 19.

Para isso, precisamos descobrir os valores de a e ¢ complexos tais que

a  V14+10V2

¢ 2422

a \/14+1oﬁ>i'

c \ 2422

Para justificar as igualdades acima, utilizamos argumentos geométricos descritos a seguir.
Temos que |cz + a| = 1. Fazendo z = re*® + d temos
lc(re’®+d) +a| =1
lcre +cd+a| =1

. a
re®+d+ — )
c Ic|

Observando a expressao acima, temos uma circunferéncia de centro d + ¢ e raio ﬁ Assim,
1 ;.
> O que 80 €

tomando dois pontos p; e Pz nesta circunferéncia temos que [pi| = |p2] =
possivel se esta circunferéncia estiver centrada na origem, como podemos observar na FIGURA

23 abaixo.

A
1 3 P > A
c| ] d)/ T
Tel P2
P

FicurA 23: Encontrando os centros e raios de circulos isométricos.

Logo, I(T) é um circulo euclidiano de raio 4= e centro —%.Analogamente, para T~ (z
_ ’ Ic| c )
azC temos que I(T™') é um circulo euclidiano de raio % e centro ¢. Mas, observando a

—cz+a’
FIGURA 19, temos que o centro de I(¢g) é dado por (x +y,0) = (x +y) + 0i, portanto,

a  V14+10V2

o 242v2

Por outro lado, I((pg1) tem centro em (0,x +y) = 0+ (x + y)i, portanto,

V14 +10v2

€:< 2+22 )i'
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Facamos a = x + iy e ¢ = z + iw. Sabemos que z2 + w? =2 + 2v/2, j4 que |c| = Vz2 + W2
er= ﬁ e, portanto, V22 + w2 = /24 2v/2. Logo,

a_a E__(x—iy)(z—iw) _ —xz+ixw+iyz +yw
c cc  (z4+iw)(z—iw) z2 +w?
o —xztywHilwtyz)  —xz+yw+ilw+yz)  V14+10V2
z2 +w? 2+4+2V2 242V2
—xz+yw = V14 +10v2 M
xw +yz =0 '
Por outro lado,
a EE_(X—l—iy)(z—iw)_xz—ixw+iyz+yw
c c¢cc 22 +w? N z2 + w2
_xz+yw+i(—xw+yz) 14 +10v2 :
2+2V2 2+2V2
=0
Xz +yw . (1)
yz—xw =V 14+ 102

Os sistemas (I) e (IT) nos fornecem as equacoes

2yw =14+ 102
2uz =V 144+ 10V2

2xz = —/ 14+ 10V/2
2xw = —/14 4+ 10v/2
Logo,
Ay*w? +4y?22 =2 (14+ 10\/2) — y?= ’ <3 :2(\2@2(\2/;;2\/2) —y= i?\/S + 22,
+
Além disso,
Ax222 + dxPw? :2(14+10ﬁ) X2 = 2<3 22(\2/?2(\2/;;2\&) :>x—i—\/3—|—2\/_
Dali,
_V3+2V2V2+42v2 f/
+V2V3+2v2 2422
(§]
_V34+2V2V242v2 V2
NS \/2+2\/_

Se escolhermos x < 0,y > 0, z > 0 e w > 0 as equacoes que os sistemas (I) e (II) fornecem
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ficam satisfeitas. Dessa forma, temos a transformacao

T(z):“zjf
Ccz a
(Va2 VIR V) 2+ (BV2H V- 12V2 1 2V2)
(B2 22+ 12V 2V2) 2+ (- 2VE 2V - 12V3+ 2V2)
(\/3+2 2+1V3+2V2) 2+ (V2422 1V2+2V2)
( 242V2+iV2+2 )z+<—\/3+2 2—iV3+2 2)
aa—cc =

V2 V2
7\/3+z\f+1 \/3+2f> ( 3+2\/Z—1— 3+2\/Z>
\V24+2V2 +i-= \/2+2f)< 2+z\/2—1£ 2+2\/Z>

(3+2\/i+3+2\/§)—§(2+2\/§+2+2\/§>
(6+4\/§—4—4\/§)

|
Nlﬁ

Mostremos que se T(z) é a transformacao encontrada acima, entao [cz+ al = 1 para z =

144+10v2 1 0 .
TRV \/z+z\/§e com 0 € [0, 27t[. De fato:

st |VEVERRE (VBRI e\ VBVBRaVR L ’
2 2422 2422 2
V2 ) 34+2v2  cos(0)+1isen(0) )
== [ \/2+2v2(1 + —\/3+2V2(1 +
> < ( +1)<m N SN ) +2V2( 1))‘
= g <\/3+2\/§+COS(9)+isen(9)+i\/3+2\/z)
+icos (0) —sen ( 3+2V2—1i 3—|—2\/_

72 (cos (0) +1isen (0) +1icos (0) — sen (9))

(cos2 (0) — 2cos (8) sen (0) + sen? (0) 4 cos? (0) + 2 cos (0) sen (0) + sen? (9))

— Nl =

Logo, para essa T o conjunto I(T) é um circulo isométrico. Temos

(-V3+2V2-1V3+2v2) 2 - (\/2+2\/§—i\/2+2\/§>
B <\/2+2\/§+i\/2+2\/§> z+ <—\/3+2\/§+i\/3+2\/§>.

T (2) =
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Tomando

( V3+2v2+1y/ 3+z\/§> z+ < V2+2v2-1y/ z+2\/2>
<\/ 242V2+iV/242V2 ) z+< —V/342v2-1V/342v2 )

o o <\/ 3+2v2-iy/ 3+2\ﬁ> z—!—(\/ 2+2v2-i/ z+zﬁ>
o1(z) =e (T (e (Z))) - <\/z+zﬁ+i\/z+zﬁ> z+<\/3+2\/2+i\/3+2ﬁ) ;

e am <7\/ 3+2v2-1/3+2v2 > (22 H—i))7<\/ 242v2-1y/ z+zﬁ> .
@2(z) =e ' (T (e (2))) = (\2[ - 1§> ( <\/z+2f+1\/2+2f> (2= 1+1))+<—\/3+2ﬁ+1\/3+2ﬁ>) ’

<\/ 3+2v2+iV/342V2 ) (—2=0+0)+ <\/ 242v2-4/ z+zﬁ> ‘
) ( <\/ 242V2+iV/242V2 > (—220+1)+ (—\/ 3+2v2+iy/ 3+2ﬁ> ) ’

03(2) = e (p2 (e (2))) = (2 -

temos o grupo discreto de isometrias F» = (@0, @1, @2, @3) gerado pelas isometrias hiperbélicas
©o, P1, P2, 3 que identificam os lados do octégono regular com centro na origem compostos
por 16 triangulos equilateros gerados por Fy.

Temos que @o (Y1) =7v3, ©1(vs) =7v7, ©2(v2) =vs e @3(vs) =va

3.4 Encontrando (Geradores do Grupo Fuchsiano F,

Para encontrar as isometrias 8¢, 61, 82 que geram F; no Exemplo 3 do reticulado 16— HQAM,
devemos desenvolver um pouco as inversoes em circulos.

Seja Q um circulo em R? com centro k e raio r. Dado um ponto qualquer p # k em R?,
um ponto p; é chamado inverso de p quando
(1) ps encontra—se no raio que vai de k a p,
(i1) kpr.kp = 1

A relagao é reciproca: se pp € o inverso de p, p é o inverso de py. Dizemos que p e py sao
inversos em relagao a q.

Facamos p, py e k serem os pontos z, z; e k em C. As condigoes da definicao acima podem
ser reescritas como

(z1 — k) (z— k)| =12, arg(z; —k) =arg (z— k).

Como arg(z—k) = —arg (Z—E) (F1GURA 24), as duas equagdes sao satisfeitas se, e so-
mente se,

(Z] —k) (Z—E) = T‘Z.

FI1GURA 24: Inversoes em circulos.
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De fato:
—) Lembremos que zz = !z! e ainda que, se temos z; = |z1]€¥®" e z, = |z,/e'®?, entdo
212> = |z1] . |22 €1®1+92) Chamemos arg (Z1 k) = —« e, portanto, arg (z — k) = «. Logo,

(-F) (z— k) = |7 — K| .l — Kl.e") =
Z1 —k|.lz— Kkl =|z1 = X.|z— k| =(z1 — k) (z— K| =17 (III)

Temos ainda que
(21=K) (i —K) (2= k) Z=K) = [z — kP 2= K" = [(z1 = k) = K) | =~
Substituindo (III) na equacao anterior temos

(z1—k) (zi—k) (z—k) (Z—k) = (z1 —K)* (z— k) =1 = (z1 - k) (z— k) =1~

<) Como (z7 — k), (Z—E) € C e, por outro lado, (z; — k) (2— E) € R, entao

arg (z1 — k) + arg (z— ) =0=arg(z; —k) =—arg (Z—k) =arg (z—k).
Agora,

T,2 _ (21 . k) (Z o ) |Z1 k| ‘Z— kl arg z k)+arg(ifi))

=lz1—kl.|z—Xk| =|z1 —kl.lz— k| = [(z1 = k) (z— k).

Entao, temos uma féormula para a inversao em circulo pois,

2 kz—I—r K2

(z1—k)(2—E):r2:>z1:z_k —

No nosso Exemplo 3 do 16—QAM temos trés isometrias (FIGURA 19):

do=2
o1 =1zi
z\ /1 + 2+;\/2 (cos( )+lsen(8)) —1
o =
1+ zéﬁ (cos (%f) —1isen (%‘))
Para a isometria 6, temos que k = /1 + 2+;f (cos( ) + isen (7—§)) e, portanto, K* =

1 1
1+2+2\[2 Desta forma, r 2_ k2= 2+2f 1—m——1.
Entao, o grupo discreto de isometrias procurado é F; = (8¢, 81, 02) sendo o ponto Q =
(a cos (lg) , asen (%‘)) com a = 0,405.



Capitulo 4

Reticulados Ciclicos em Espacos
Quociente

Neste capitulo apresentamos nossa principal contribuicao: o estudo de uma classe de reticulados
ciclicos sobre g-toros, ou seja, toros planos de género g > 2, que sao obtidos como espacgo
quociente entre o plano hiperbdlico e grupos fuchsianos gerados por isometrias hiperbélicas.

Apresentamos dois tipos distintos de reticulados chamados ciclicos:

(a) proveniente das auto-intersecgoes de uma curva diferencidvel e fechada sobre o g-toro
plano (né) originada a partir dos chamados eizos de isometrias hiperbdlicas.

(b) proveniente de intersecgoes de geodésicas que triseccionam os lados do poligono funda-
mental que origina o g-toro.

Neste capitulo, estamos entendendo por reticulado ciclico aquele cujos pontos estao sobre
uma tunica curva fechada sobre o g-toro plano. Esta curva também ¢é designada de nd. Isto
significa que os pontos desse reticulado podem ser associados de modo natural aos elementos
do grupo aditivo Z,,, bastando para tal, percorrermos uma unica vez o né. A associacao de
Z., a pontos de reticulado ja foi abordada no Capitulo 1, no caso dos toros euclidianos, e sera
resgatada nesse capitulo. Essa associacao ¢ o que estamos designando por rotulamento.

Para trabalharmos com um reticulado proveniente do item (a) acima, precisamos encontrar
as geodésicas que ficam invariantes por uma dada isometria hiperbédlica. Partindo de uma dada
isometria em H ou D, nem sempre existem geodésicas invariantes pela isometria. Mas, no caso
das isometrias hiperbélicas que identificam lados de um poligono hiperbdlico regular (como por
exemplo, as que geram o grupo fuchsiano que da origem ao g-toro), essas geodésicas sempre
existem e sao perpendiculares aos lados do poligono que sao identificados pela isometria. Uma
isometria como as que estamos descrevendo, possui no maximo, uma geodésica invariante, que
¢ chamada de eixo da isometria.

Do ponto de vista computacional, para encontrar o eixo de uma isometria que identifica
dois lados de um poligono regular, basta impor as condi¢oes de perpendicularismo do eixo com
os lados.

Neste capitulo temos duas secoes com reticulados ciclicos construidos a partir de eixos, uma

secao com reticulados ciclicos construidos a partir de geodésicas e uma generalizagao.

4.1 Reticulado ciclico de 16 pontos gerado por eixos so-
bre o bitoro rotulado pelo grupo Zig

Consideremos o bitoro obtido como quociente de D por F, conforme estudado no Capitulo 3.
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J& temos as isometrias @o, @1, @2, @3 que identificam os lados do octégono hiperbédlico
fundamental de F, gerando o bitoro,confome ilustrado na FIGURA 25.

Consideremos as isometrias @y, ..., @17 que identificam os lados especificados na tabela
abaixo, cujos eixos também estao ilustrados na FIGURA 25.

Isometria \ Lados Identicados ‘

Po Y1 — Y3
P1 Ys — VY7
P2 Y2 — Vs
P3 Ye — Y4
(o Y1 — Ya
Ps Y2 —Ys
Pe Y3 — Ye
Pz Ya — Y7
Ps Y5 — Vs
P9 Ye — Y1
P10 Y7 Y2
P11 Ys — V3

FicurA 25: Eixos e rétulos de reticulado ciclico.

Precisamos da expressoes das isometrias @4 a @17. Para encontra-las impomos que o circulo
de centro O’ que contém o lado vy seja I (@4), ou seja, o circulo isométrico da transformacao @4
e, mais ainda, que I ((pf) seja o circulo que contém o lado y4. Para isso, precisamos encontrar
os valores de a e ¢ complexos tais que:

a_ 1
= 1+2+2ﬁ

_ 1 1 - 1 1 ’
o ﬁ\/1+z+z\/§+1\/§ 1+2+2f2

Facamos a = x + iy e ¢ = z + iw. Sabemos que z2 + w? = 2 4+ 2v/2, pois |¢| = VZ2+w? ¢

olp

11
r—m——zﬂﬁ.Logo,
_E_EE_—(x—iy)(z—iw)_(—xz+yw)+i(xw+yz)
c c¢cc z2 +w? N z2 +w?
_ 1 _ V14 4+10v2 —xz4+yw = V144102
=1+ = = (2)
24+2V2 242V2 xw+yz=0

Por outro lado,
(x+1iy)(z—iw)  (xz+yw) +1i(—xw+yz)
z2 +w? 2+2V2

¢
[
VZ (Va1 10v2\ | V2 [(V1d+10v2 xz+yw = =% (V14 +10V2
S Eve YTV o "
242V2 —xw +yz = %2 (V14 +10v2
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Os sistemas (a) e (b) nos fornecem as equacoes

2yw = (572) (Vi4+10v2)
2yz=§ \/W)
2xz = (’2"/2)( 14+10\/§) '

p

| 200 =2 (V14+10V2)
Logo,
s (14+10v2) (6—4;/2) +2(14+10v2) .
o (14+10v2) (6-4v2+2)
16 (2+2v2)
. (3+2v2) (2+2v2) (3-4v2)
Yo 16 <2+2f> —
p )
y2:2+\/§:>
Y- \/2+\/§.
Além disso,
st (14+10v2) (6+44\/2) +2(14+10v2) .
i (14+10ﬁ) (6+4\/Z+2>
T 16<2+2\/§>
. (3+2v2) (2+2v2) (8+4v2)
T 16 (2+2v2) —
<3+2\/§) <2+x/_)
XZ:1o+7\/'4
4
S 10;—7\/2.
Portanto,
4432
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V2
2

Se escolhermos x < 0,y >0,z > 0 e w > 0, as equacoes que os sistemas (a) e (b) fornecem
ficam satisteitas. Desta forma, temos a transformacao

V1047V2 | /212 4432 _ s [\V2
az+E (— = NSz (Y -1/ 5

w ==+

cz+a ( 4+§ﬁ—|—i /%j)z+<_\/10;7ﬁ_i\/2;ﬁ)
com
_ (104 7vV2 2+V2 44+3V2 V2
aa—cec = 1 + 7 — —2 _|__2

_(12+8V2 4+4v2
4 ) U2
12+8V2-8-8V2

- 4

=1.

Tomemos @4 (z) =T (z).
As outras isometria sao obtidas por composicao da seguinte forma:

@5 (z) = e ((04 (qu (Z)))
9s(z) = €2 (@4 (e72 (2)))
97 (z) = €2 (g5 (e72 (2)))
9s3(z) = e (@4 (677 (2)))
9o (z) = @5 (72 (2))
@10(z) = @5' (72 (2))

(z)

Agora, vamos encontrar os eixos das isometrias @y, ..., @11.

Para encontrar o eixo da isometria @4, impomos as seguintes condig¢oes

(1) d((a,b),(0,0))* = R*+1
(i) d((a,b),(a1,b1))* =R* 412
(ii1) d((a,b),(az,bs))* = R*+1?
sendo (ar,by) e (az, by) os centros dos circulos isométricos de raio T das isometrias @4 € @,

respectivamente, e (a,b) e R sdo o centro e o raio da cincunferéncia que contém o eixo de 4.
Com isso temos o sistema

a?+b2=R%2+1
(a— | — >+b2

2
2422 R%+ z+zf

2 2
\/ / — R2 1
<a+\[ 1+2+2\f +< ]+2+zf> =R T 72z
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Resolvendo o sitema acima, encontramos a = V2v2—2,b=v2vV2+2eR=v4v2 —1.

Assim, o eixo E,, ~da isometria ¢4 ¢ dado pela equagao euclidiana

(x—\/Z\/Z—Z)Z—I- <y—\/2\/§+2)2=4\/§—1.

Os eixos Eg_, ..., Eq,  sdo encontrados girando E, por multiplos de 45°. Ou seja,

(s ) o 23
bu (v y2vE2) (323 -2) —ava o1
Eo, <x+ 2\/§+z) +<y+ 2ﬁ—2)2:4\/§—1
Eg, : <x+M)Z+<y+M)Zm_1
E, : (x 272 — z) +<y+ zﬁ+z)2_4ﬁ—1
Eo,, : <x 2\/E+z)2+<y+ 2@—2)2—4\/2—1

Eq,”:<x— 2\/§+2) ( —\V2v2- 2) =4v2-1.

Para encontrar os pontos do reticulado, determinamos a intersecgao entre By, € Eg_ e, em
seguida, de By | e Eg_e, também por rotacao multiplas de 45°, encontramos os demais pontos.
Assim, para a interseccao entre E,,, e E,,. temos o sistema

<x— z\/i—z)2+(y— 2ﬁ+2)zz4\/§—1
<x+ \/zﬁ—z)er <y—\/2\/§+2)2:4\/§—1

e, para a intersec¢ao entre E(pn e E(p5 temos o sistema

(x+V2avZ-2) 4 (y—V2VZ+2) =avZi-1
<x— 2ﬁ+2)2+(y— 2\/2—2)2:4\/2—1

A solucao do sistema (c¢) é (0,0.240) e do sistema (d) é (0.126,0.304).

Observemos que, sobre o bitoro e do ponto de vista topoldgico, todos os eixos considerados
formam uma tnica curva fechada (né sobre o bitoro) e diferencidvel, sendo os 16 pontos do
reticulado as auto-interseccoes dessa curva.

Do ponto de vista local, cada ponto do reticulado fica determinado pelo cruzamento de dois
pedacgos do né. Assim, o rotulamento desses pontos por Zg pode ser feito de modo alternado,
a medida que o né é percorrido. A FIGURA 25 ilustra esse rotulamento.

Abaixo, temos uma tabela com as coordenadas dos 16 pontos do reticulado ciclico e seus
rotulos. Podemos perceber, pelas coordenadas a disposicao simétrica dos pontos do reticulado.
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’ (coord. x , coord. y) \ Rétulo ‘
T o0 ., ol )] T |
] ( —0.170 , 0.1170 ) \ 11 ‘
] ( —0.240 0 ) \ 5 ‘
( —0170 , 0370 )| 7 |
] ( 0 , —0.240 ) \ 9 \
] ( 0170 , —=0.170 ) \ 3 ‘
] ( 0.240 0 ) \ 13 ‘
] ( 0170 , 0170 ) \ 15 ‘
] ( 0126 , 0304 ) \ 10 ‘
] ( —-0.126 , 0304 ) \ 4 ‘
] ( —0.304 , 0.126 ) \ 6 \
] ( —0.304 , -—0.122 ) \ 8 \
] ( —0.126 , —0.304 ) \ 2 ‘
] ( 0126 , —0.304 ) \ 12 ‘
] ( 0304 , —-0.126 ) \ 14 ‘
] ( 0304 , 0126 ) \ 0 ‘

Por fim, observemos que este reticulado ciclico possui 16 simetrias (o), sendo 8 reflexoes e
8 rotagoes (a identidade estd sendo considerada nas rotagoes). Além disso, ele nao é geometri-
camente uniforme, pois nao hé, por exemplo, simetria tal que o (1) = 15.

4.2 Reticulado ciclico de 48 pontos gerado por eixos so-
bre o tritoro rotulado pelo grupo Zjs

O tritoro plano pode ser concebido a partir do quociente entre o plano hiperbdlico e um grupo
fuchsiano, gerado por seis isometrias, cuja regiao fundamental é um dodecagono hiperbdlico
regular (FIGURA 26).

Vs

F1GurA 26: Dodecagono hiperbdlico regular.

A semelhanca do que foi feito no Capitulo 3, precisamos das isometrias @y, ..., @5 que geram
o tritoro.
Consideremos a FIGURA 27.
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d(0,B)=x
d(B,0")=y

FIGURA 27: Encontrando as isometrias que geram o grupo fuchsiano do tritoro.

O circulo de centro O’ contém a curva y; (um dos lados do dodecdgono hiperbdlico regular
de angulos %) representada na FIGURA 26.

Observemos que OAQ’ é reto em A e BCO’ é reto em C. Além disso, B= 5+
triangulo BCO’ temos

jus

_m
2—6.N0

—_

s T r 1
sen(—) == —==-=y=2r
6 y y 2
s X
cos <—) = - =
6/ vy
No triangulo OO’A temos

2
(x+y)P=r’+1= (r\/§+2r> =41 =7 +423=1+1=
1 1

ri 443 =1—=1"=—  —r=—
6+4v3 V6+4V3

Além disso,

Xty = VT = 1y 1EeEAa3 7443 V9045243
6443 6443 6443 64+4v3

Queremos mostrar que o circulo de centro O’ na FIGURA 27 seja o circulo isométrico da
transformacao @o e, mais ainda, que I((pgl) seja o circulo que contém a curva y3 da FIGURA
26. Para isso, precisamos descobrir os valores de a e ¢ complexos tais que

a  \/90+52v3

c 643
a 4 90+52v/3 {3 90+52v/3
c 2 6+4v3 2 6+4v/3

Facamos a = x + iy e ¢ = z 4 iw. Sabemos que z% + w? = 6 +4/3, j4 que |c| = V22 + W2
er = % Logo,

(x —1y) (z—1iw —xz+yw+ilxw+yz)  —xz+yw+i(xw+yz)
(z+1iw) (z —iw z2 +w? N 6+ 43

~ V90+52V3 —xz+yw = V90 + 52V/3
S St SN (e)
6+4v3 xw+yz =0

olal
ol ol

) =
)



Por outro lado,

52

a_ac_ (x+1iy)(z—iw) xz—ixw+iyz+yw xz+yw+i(—xw+yz)
c c¢c 22 4+ w2 N 22 4+ w2 N 6 +4v3
(1 (V9 +52V3 H@ 90 +52v/3 ] xeyw = Yims V015273 "
2 6+ 43 2 6+ 43 yZ_XW_\f\/%JrSz
Os sistemas (e) e (f) nos fornecem as equacoes
34/90+52V/3
2w = 2/05
V31 90+52V/3
2z = /52l
904521/3
2xz = —Y—5——
| 2xw = _ V3 9g+52\/§
Logo,
3(90+52V3 135 + 783
dyPw? + 4y’z 3(90—|—52\/_):>y _ ( >;\,y: 135+78V3
(6—|—4\/§> 12+8V3
Além disso,
2 45 + 2
222 + AxPw? = 90 + 52v/3 = x2 = M _ 5+—6\/§
4(6+4v3) 12+8V3
Portanto,
34+2V3
2
e
w=d= 7 +26\/_

Se escolhermos x < 0,y >0,z > 0ew > 0, as equagoes que os Sistemas (e) e

ficam satisfeitas. Dessa forma, temos a transformacao

T(z) =

(f) fornecem

45426v3 | i /1354783 3423 : /946V3
" (‘\/W“\/W)” (\/T—lv T)

com

cz+a 342V3 | s /9+6f 4542613
< 2o T z+ ( \/ 12+8V3

1354783
+1\/ 124+8V/3 >

_|_
12+ 8V3 12+ 8V3

_180+104v3  12+8V3

T 12483 2

360 4208v/3 — 144 —192¢/3 —192
B 24+16V/3

24 +16V3

T 24116V3
_ 1.

o (45+26\/§
aa —cc =

135 + 78\/§> - (3 +2V3

7 T3

9+6\/§>
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Tomemos @q(z) = T(z).

As outras isometrias sao encontradas por composi¢ao da seguinte forma

Consideremos a isometria @¢ que identifica os lados y1 e y¢ do dodecagono, conforme a
Ficura 28.

Vs
Vs Y3
Ye Y2
S \_(Ps/ v,
Vs Y12
Yo Y
N

FIicuRrA 28: Isometria @s.

Vamos encontrar a expressao de @g, bem como as isometrias @z, ..., @17, que identificam os
lados v2 —v7,vY3 — Vs, ..., Y12 — V5, respectivamente.

Para encontrar a isometria @g, queremos que o circulo de centro O’ que contém a curva
Y1 seja o circulo isométrico da transformacao g e, mais ainda, que I ((pg]) seja o circulo que
contém a curva yg da FIGURA 26. Para isso, precisamos encontrar os valores de a e ¢ complexos
tais que

Q4 V/90+52v3
T 6+4Y3

a_ 90+52v/3 i 90+52v/3
c 2 6+4v3 2 6+4v/3

Facamos a = x + 1y e ¢ = z + iw. Sabemos que z2 +w? = 6 +4/3, ja que |c| = vVZZ+ w2 e

— 1
T=1 Logo,

o

(x —1y) (z—1iw —xz+yw+ilxw+yz)  —xz+yw+i(xw+yz)
(z+1iw) (z —iw z2 +w? N 6+ 43
_\/90+52\/§:>{—xz—|—yw: 90 +52/3

6443 xw+yz =0

olal
ol ol

) =
)

(2)
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Por outro lado,

a ac (x+iy)lz—iw) xz—ixw+iyz+yw xz+yw+i(—xw +yz)

T z2 +w? N 22 +w? B 6+ 43
\/_’ V/90+52V/3 3) L 1 (V90+52v3 _ xz +yw = —V3V/%0r52/3 .
2\ 6443 ) 2\ 6+4v3 Yz — xw = V201523
Os sistemas ( ) nos fornecem as equagcoes
([ 2yw = (55) V90 +52v3
zyZ — 90;52\/3 |
2xz = (Z32) 90+ 5213
Iw — — 90;52\@
Logo,
—4 1
dy*w? + 4y?2? = (—7 :l/g + > (90 + 52\/§> ==
(z - \G) (90 + 52\/§)
Y=
4(6+4v3)
: (2 - ﬁ) (90 + 52[3)
y==5 )
<6 + 4\/3)
Além disso,
Ax*2% + 4x*w? = (—7 — 4;/3 + ) <9O + 52\/5) —
(z + \@) (90 + 52\/§)
Xz ::>
4 (6 + 4\/§)
1| (2+v3) (90+52v3)
X ==x= .
2 (6 + 4ﬁ)
Portanto,
3423
4-2V3
€
3423
4423

Se escolhermos x < 0,y > 0, z > 0 e w > 0 as equagoes que os sistemas (g) e (h) fornecem
ficam satisfeitas. Dessa forma, temos a transformacao

1 [(3)(90452v3) | o [(2V3)(SV3) Y L ( faiavE _ [312v3
az+¢c 2 (6+4v3) b2 (6+4v3) z < a2zt 4+N§>

cz+a 3:2V3 4 [3:203) 4 4 (2+v3)(90+52v3) . [(2—v3)(90+52v3)
( 4273 YW 423 ) z (6+4v73) 12 (6+4v3)
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com

aa—cc =

(2+¢§)(9o+52\/§>+(2—ﬁ)(9o+sz\/§) _(3+N§+3+2ﬂ>
4(6—|—4\/§> (6+4\/§) 4—-23 4+2V3

:9o+52\/§_2<3+2@)

6+4v3
904523 —36—48/3—48
B 6+4V3
_6+4V3
Tt a3

=1.

Tomemos g =T (z).
As outras isometrias podem ser encontradas por composi¢ao com rotagoes multipas de g

Agora vamos aos eixos de @, ..., ©17.
Para encontrar o eixo da isometria @¢, impomos as seguintes condigoes

(1) d((a,b),(0,0))>=R*+1
(i1) d((a,b),(ar,b1))  =R*+7
(iii) d((a,b),(az,b2)* =R*+7

sendo (a,by) e (az, ba) os centros dos circulos isométricos de raio v das isometrias @g¢ e (pg1,
respectivamente, e (a,b) e R sdo o centro e o raio da cincunferéncia procurada. Com isso temos
o sistema

a?+b2=R2+1

904523 2 2 1
(a 643 ) T =R+ 5

2
V34/90+52/3 90+52+/3 2
(a—i— (6+4f) > —I—(b (6+4f)> = R°+

6+4f

Resolvendo o sistema acima, encontramos a = 0.96343, b = 3.5956 e R = 3.5856. Assim, o eixo
E,, da isometria ¢ ¢ dado pela equagao cartesiana

(x —0.963)* + (y — 3.595)% = (3.585)”.

Os eixos Ee ,...,Ep,, s@o encontrados girando E,_ por rotacoes multiplas de Z radianos.
Ou seja,
Ep. = (x+0.963)* + (y — 3.595)% = (3.585)°
Eg, = (x +2.632)* + (y — 2.632)* = (3.585)°
E

9
x 4+ 3.595)% + (y + 0.963)* = (3.585)"
X+ 2.632)* + (y + 2.632)* = (3.585)"

P10

( )"+ (
( )7+ (

0. = (x+3.595) + (y — 0.9634)* = (3.585)*
E ( )7+ (
Eo = ( )7+ (

®1q



Ep, = (x +0.963)% + (y +3.595)* =
Ep, = (x—0.963)% + (y + 3.595)* =
Eq, = (x—2.632)* + (y +2.632)* =
o, = (x—3.595)% + (y + 0.963)* =
Eg,, = (x—3.595)% + (y — 0.963)* =
Ep = (x—2.632)°+ (y —2.632)° =

56

(3.585)%
(3.585)*
(3.585)*
(3.585)*
(3.585)
(3.585)*

2

Para encontrar os pontos do reticulado, faremos a intersecao de £, com Ey , By com Eg,

E, com E, eE, com Eg, ,etambém por rotagoes, encontramos os demais pontos. Assim,
6 9 6 10 >

teremos os quatro seguintes sistemas

(x — 0.963)% + (y — 3.595)* = (3.585)*
(x +0.963)% + (y — 3.595)* = (3.585)*
(x — 0.963)% + (y — 3.595)% = (3.585)*
(x +2.632)* + (y — 2.632)* = (3.585)*
(x —O0. 963)2 + (y — 3.595)% = (3.585)"
(x +3.595)% + (y — 0.963)* = (3.585)*
(x — 0. 96343 + (y — 3.5956)% = (3.585)*
(x +3.595)% + (y + 0.963)* = (3.585)*

com solucgoes (0,0.141), (—0.041,0.153), (—0.098,0.170) e
Os outros pontos serao obtidos por rotacao e estao reuinidos na tabela abaixo com seus respec-
tivos rétulos, conforme a FIGURA 29.

(—0.206,0.206), res-pectivamente.

)

)

’ (coord. x , coord. y) \ Rétulo ‘ ’ (coord. x , coord. y) \ Rétulo ‘
' o , 0141 )] 2 | [(—0.041 , 0153 )| 41 |
(=007 , 0122 )| 30 | (. —0112 , o012 )| 5 |
(0122 , 007 )| 42 | [( 0153 , 0.041 )[ 33 |
' —o0141 , 0 )] 6 | [( —0153 , —0.041 )| 13 |
[ —0122 , —0.07 )] 34 | [( —om12 , —0m2 )| 25 |
[ —0.07 , —0.122 )| 14 | [ —0.041 , —0153 )] 37 |
o , —0141 )] 26 | (0041 | —0153 )| 17 |
(007 , —0122 )| 38 | (0112 , —0112 )| 45 |
(0122, —0.07 )| 18 | [( 0153 , —0.041 )[ 9 |
o141, 0 )] 4 | [( 0153 , 0041 )| 21 |
(0122 , 007 [ 10 | [( omi2 , om2 )| 1 |
(007 0122 )| 22 | [( 0.041 0.1531 )| 29 |




’ (coord. x , coord. y) \ Rétulo ‘ ’ (coord. x , coord. y) \ Rétulo ‘
] ( —0.098 0.17 ) \ 3 \ ] ( —0.206 , 0206 ) \ 32 \
] ( =017 , 0.098 ) \ 31 \ ] ( —0.281 , 0.075 ) \ 12 \
] ( —0.197 0 ) \ 43 \ ] ( —0.281 , —0.075 ) \ 24 \
] ( =017 , —0.098 ) \ 7 \ ] ( —0.206 , —0.206 ) \ 36 \
] ( —0.098 , —0.17 ) \ 35 \ ] ( —0,075 , —0.281 ) \ 16 \
] ( 0 , —0.197 ) \ 15 \ ] ( 0.075 , —0.281 ) \ 44 ‘
] ( 0.098 , —0.17 ) \ 27 \ ] ( 0206 , —0.206 ) \ 8 \
] ( 0.17 , —0.098 ) \ 39 \ ] (0281 , —0.075 ) \ 20 \
] ( 0197 | 0 ) \ 19 \ ] (0281 , 0,075 ) \ 0 \
] ( 0.17 , 0.098 ) \ 47 \ ] ( 0206 , 0206 ) \ 28 \
(0098 , 017 )] 11 | (0075 , 0281 )| 40 |
] ( 0 , 0197 ) \ 23 \ ] ( —0.075 0.281 ) \ 4 \

F1cUurA 29: Reticulado ciclico sobre o tritoro rotulado pelo grupo Zgs.
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4.3 Reticulado ciclico de 16 pontos gerado por geodésicas

sobre o bitoro

O reticulado que tratamos a seguir é gerado por geodésicas que ligam pontos que trisectam cada
lado do octégono hiperbdlico regular que gera o bitoro. O procedimento é bastante semelhante
ao que fizemos nas secoes anteriores, mas neste caso, o né que iremos obter sobre o bitoro nao
é diferenciavel. A vantagem de considerarmos a técnica que descrevemos a seguir é a de que os
pontos do reticulado sao mais distantes uns dos outros, o que significa uma melhor distancia
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minima do reticulado com a métrica hiperbdlica, o que pode ser de grande valia em uma possivel
implementagao do reticulado em Teoria da Informagao e Codificacao.

Consideremos, na FIGURA 19, C; o circulo isométrico que contém a curva yq, C, o circulo
isométrico que contém a curva 'y, e C3 o circulo isométrico que contém a curva ys. Desta forma,

temos as equacoes
2
14 +10v/2 1
(x——) +y? = (Cy)

24+2V2 24+2V2
(Via+10v2) vz (Viariova)vi\©
X — +{y— REFS N (C2)
(2+2v2)2 (2+2v2)2
) (V14+10v2) v2 2+ y+< 14+10V2) v2 2: .
(2+2v2)2 (2+2v2)2 2+2v2

Fazendo a interseccao entre C; e C, encontramos o ponto P; e da interseccao entre Cq e C3
temos o ponto P,. Para isso temos os seguintes sistemas

( 2
<X @) +y2 2+;f
<\/mi)\/§ ( 14+1o\/§)\/2 2_
(‘W) +<‘J‘W> v
0
(X_%ﬁ) tyt= z+zf2
<\/14+1of) < 14+10 > 2_ :
(X—(m—ﬁ)> +< v ) = v
(

cujas solugoes sao,

_ (%\/Z\/5\/Z+7— %\/5\/2+7é\/5\/§+7— fzx/S\/Z+7)

e
1 1 3
P, = (Zﬁ 5v2+ —z\/5ﬁ+7,x/§\/5x/§+7—§\/5\/§+7) :
Para calcular a distancia hiperbélica d entre P; e P5, calculemos inicialmente P;P; e Py —Ps.
Entao,
— 1 1 (3
PiP, = (Z\/Z\/S\/E—I—7—Z\/5\/§+7—I—1(z 5V247—V2 5\/§+7)) .
1 1

(Z\fz\/sx/iw— z\/5ﬁ+7+i (—f2V5f2+7+ ;/5\/§+ 7))

==+ 1i

202
e

e (38 (7)) (00,
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Logo, d serd dada por:

n<\1—P1P_z\+IP1—PzI> 1138 [ (3-2v2) (VB2 T)
|

|1 —P1P2| =[Py — Pl 1-1-4[i(3-2v2) (V5v2+7)
L (F o) ()
o 2) (V51)
= 3.057

Seja s = % =1.019.
Consideremos a FIGURA 30.

P
d_~ 5 ¢
— A

B

P,

FicuraA 30: Interseccao entre C; e 7.

Vamos encontrar o valor de x, usando a Primeira Lei dos Cossenos Hiperbdlica; o angulo
« por meio da Lei dos Senos Hiperbdlica; e finalmente, a reta r, que intersecta o circulo Cj.
Portanto,

cosh (x) = cosh (d) cosh (s) —senh (d) senh (s) cos (g)

= cosh (3.057) cosh (1.019) — senh (3.057) senh (1.019) (0.923)
=4.8758 =— x = 2.266

senh (x)  senh (s) . sen (o) = senh (1.019) (0.38)

sen (§) ~ sen () "~ senh (2.266)

e o angulo 3 = 22.5° —5.544° = 16.955°.
Logo, a equacao da reta r é dada por

y = (tan (16.9556°)) x =— y = 0.304x.

sen («) = 0.096 — o = 5.544°

Fazendo a interseccao da reta r com C; temos o ponto A = (0.696,0.212) . E a interseccao
da reta y = —0.304x com C; nos dd o ponto B = (0.696,—0.212) . Estamos interessados na
geodésica que passa por A e B (obtido rotacionando B de 135°). Com isso, temos o seguinte

sistema
a?+b?=r2+1

(0.696 — a)* + (0.212 — b)? = 12
(—0.342 — a)* + (0.642 — b)* = 12
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que tem como solucao a = 0.632, b = 1.527 e v = 1.317, ou seja, a circuferéncia procurada é

dada pela equacao

G]Z

(x — 0.632)% + (y — 1.527)% = (1.317)?

As outras circunferéncias sao obtidas por rotagdes miltiplas de 45°.

Gy:
Gs:
Gy:
Gs:
Geg:
G-
Gg:

(x +0.632)% + (y — 1.527)* = (1.317)*
(x + 1.527)% + (y — 0.632)* = (1.317)?
(x +1.527)% + (y + 0.632)* = (1.317)?
(x +0.632)% + (y + 1.527)* = (1.317)?
(x —0.632)* + (y 4 1.527)* = (1.317)*
(x — 1.527)% + (y 4 0.632)* = (1.317)*
(x — 1.527)* + (y — 0.632)* = (1.317)*

Fazendo a interseccao entre G; e G, obtemos o ponto P; do reticulado e por rotacao de
45° deste ponto obtemos os demais, num total de 8 pontos. Em seguida, fazemos a intersecgao
entre G, e Gg, e encontramos o ponto P, e, novamente por rotacao de 45°, obtemos os demais,
num total, também, de 8 pontos. Assim, temos um reticulado de 16 pontos sobre o bitoro,

como mostra a FIGURA 31.

FicurA 31: Reticulado hiperbdlico.

4.4 Reticulado ciclico de 48 pontos gerado por geodésicas

sobre o tritoro

Passaremos agora ao reticulado gerado por geodésicas que ligam os pontos que trisectam os
lados do dodecagono hiperbdlico regular que gera o tritoro.

Para isso, considere C; o circulo isométrico que contém a curva vy, C, o circulo isométrico
que contém a curva y; e Cs o circulo isométrico que contém a curva yi;, da FIGURA 26. Desta
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forma, temos

9015273\ 1
_ V7V TILVS 2 _
(X 6+ 43 ) V= as @
(Vo0+5273) v3\ 0 53\
X — by YTV L ()
(6+4\/§>2 (6+4\/§>2 6+43
(Vo0+52/3) 3\ 01503\
X +lyt+————vF— == (C3)
<6+4\/§>2 <6+4\/§>z 6143

Fazendo a interseccao entre C; e C; encontramos o ponto Py e da interseccao entre Cq e C3
temos o ponto P,. Para isso temos os seguintes sistemas

( 2
90+52v/3 2 1
(X VIV ) Ty T 6+4v3
2
< 9o+52f3>\/§ 90+521/3 2 1
X7 T (61av3)2 + (y - (6+4\/§)2> T 6143

2
904+52v/3
<X Teia3 ) +y? 6+4f

2

2
y _( 9o+52\/§>\/§ N RVCES A\
(6+4v3)2 Y (6+4v3)2 |~ 6+4v3

cujas solugoes sao, P; = (0.898,0.24) e P, = (0.898,—0.24) o
Para calcular a distancia hiperbédlica d entre P; e P,, calcularemos inicialmente P{P, e

P1 — Pz. Entéo,

7f+1z
16\/_+28

Pi—Py=1i (7‘f 5 4f> (\/26\/§+45) .

PP, = (0.898 +10.24) (0.898 4 10.24) =

Logo, d seré dada por:

= 3 7V3+12 7V2-4V6 4\/6
<|1 — P1Py| +P1—Pz|> I -3 1220+ 1( ) ( 26\/§+45)>
1—PiPo| =[PPy ) _3_ 7/ v2-ave) (/
| 1P2| = [P — P 11— 116\[128 ‘1( > )( 26\/§+45>‘

|

-
7f+1z‘+<7\/2 4f><

(

— 111 Yi6v3+28 26V/3 + 45))
L 176@;;8( W) (V2613 +45)
(2 () (vasv +45>)
1y (M@) ( 26\/§+45>
—3.983

SeJas— =1.327
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Aproveitando a FIGURA 30, vamos encontrar o valor de x, usando a Primeira Lei do
Cossenos Hiperbdlica; o angulo « por meio da Lei dos Senos Hiperbodlica; e finalmente, a
reta T, que intersecta o circulo Cy. Portanto,

cosh (x) = cosh (d) cosh (s) —senh (d) senh (s) cos (15°)
= cosh (3.983) cosh (1.327) — senh (3.983) senh (1.327) (0.923)
=8.760 =— x = 2.860
senh (x)  senh (s) senh (1.327) (0.258)
— =0.052 = 2.989°
sen (15°)  sen(«) = e senh (2.860) = sena=002= a 787

e o angulo 3 = 15°—2.989° =12.011°.
Logo a equacao da reta r é dada por

y = (tan (12.011°)) x =y = 0.212x.

Fazendo a interseccao de r com C; temos o ponto A = (0.821,0.174) . E a interseccao da reta
y = —0.212x com C; nos dd o ponto B = (0.821,—0.174) . Estamos interessados na geodésica
que passa por A e B (obtido rotacionando B de 150°). Com isso temos o seguinte sistema

a?+b2=1r2+1
(0.821 — a)* + (0.174 — b)* =
(—0.624 — a)* + (0.561 — b)* = 12

que tem como solucao a = 0.579, b = 2.162 e r = 2.003, ou seja, a circuferéncia procurada é
dada pela equagao

H: (x —0.579)% + (y — 2.162)* = (2.003)*

As outras circunferéncias sao obtidas por rotagoes multiplas de 30°.

H,: (x +0.818)% + (y — 2.023)* = (2.003)*
Hs: (x 4 1.720)% + (y — 1.343)* = (2.003)*
Hu: (x +2.162)% + (y — 0.579)* = (2.003)*
Hs : (x 4 1.638)% + (y + 0.818)% = (2.003)*
He : (x +1.058)% + (y + 1.720)* = (2.003)*
Hy @ (x 4+ 0.579) + (y + 2.162)* = (2.003)*
Hs: (x — 1.103)* + (y + 1.638)* = (2.003)*
Ho : (x —1.582)% + (y + 1.582)% = (2.003)*
Hio: (x —2.162)* + (y + 0.579)* = (2.003)*
Hip: (x —2.162)* + (y — 0.579)* = (2.003)?
Hio: (x — 1.582)% + (y — 1.582)* = (2.003)*

Fazendo a interseccao entre H; e H; obtemos o ponto P; do reticulado e por rotacoes
multiplas de 30° deste ponto obtemos os demais, num total de 12 pontos. Em seguida, fazemos
a interseccao entre H; e Hiz, e encontramos o ponto P, e, novamente por rotagoes multiplas de
30°, obtemos os demais, num total também de 12 pontos. Analogamente, para a interseccao
de H; e Hyy, ponto P3, e H, e Hyp, ponto P4. Assim, temos um reticulado de 48 pontos sobre
o tritoro, parte deles mostrados na FIGURA 32.
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FiGUrA 32: Reticulado hiperbdlico sobre o tritoro. De preto temos o ponto P;, vermelho o
ponto P,, azul o ponto P3 e amarelo o ponto Py

Baseados nos exemplos que consideramos, é possivel conjecturar, tanto com eixos, quanto
com geodésicas que trisectam os lados do poligono fundamental, a seguinte generalizacao:

Teorema 4.1 (conjectura) Seja um g-toro plano g > 2 gerado por um grupo fuchsiano com
poligono hiperbolico reqular fundamental de 4n lados. Entao, o reticulado ciclico gerado por
eiros ou geodésicas que trisectam os lados do poligono fundamental considerado conforme as
construcoes descritas nos exemplos acima, possui (2n — 2)4n = 8n? — 8n pontos.



Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho estudamos algumas classes de reticulados em dois ambientes distintos:

(1) em superficies quocientes n-dimensionais obtidas por meio de quociente entre o espago
R™ e um grupo discreto de isometrias gerado por um conjunto linearmente independentes de
translacoes. Sao os toros euclidianos de dimensao n, nos quais o de dimensao 2 recebe o nome
de toro plano. Os reticulados sobre os toros euclidianos n-dimensionais considerados nesse
estudo foram os provenientes de Z?.

(2) em superficies quocientes bidimensionais obtidas por meio de quociente entre o plano
hiperbdlico e um grupo discreto gerado por isometrias hiperbdlicas, chamado de grupo fuch-
siano. Essas superficies quocientes sao os g-toros planos, ou seja, toros que do ponto de
vista topoldgico possuem género g > 2. Estudamos, mais especificamente, bitoros e tritoros,
considerando reticulados geometricamente uniformes provenientes de tesselacoes e reticulados
ciclicos provenientes de eixos de isometrias ou geodésicas que triseccionam lados de poligono
fundamental que origina o g-toro.

Com relagao aos estudos do item (1), concluimos que a abordagem geométrica de reticulados
canodnicos (gerados por Z?) em toros euclidianos apresenta, devido as suas inimeras simetrias,
uma simplicidade que possivelmente é superior a uma abordagem puramente algébrica. Isso
sem dizer que qualquer reticulado em toros euclidianos podem ser imersos em espacos esféricos,
o que é muito interessante para a Teoria da Informacao e Codificagao. Prova da simplicidade
geométrica do qual estamos falando sao os grafos circulares provenientes desses reticulados,
cujas simetrias tornam seu estudo e visualizagdo muito simples. Além disso, ha um campo
gigante de estudos futuros em reticulados em toros euclidianos quando consideramos outro
grupo gerador, diferente de Z?. Além disso, o estudo de cédigos perfeitos com a abordagem
geométrica é apenas incipiente em ambientes euclidianos com reticulados gerais.

Com relagao aos estudos do item (2), ha muito o que fazer. Comegando pelo fato de que
o espaco hiperbdlico nao possui estrutura vetorial normada compativel a métrica hiperbdlica
usual, temos o problema da nao existéncia de tesselacoes no plano hiperbdlico vinculadas ao
grupo Z?2, o que impossibilita, no ambiente hiperbdlico, um estudo totalmente analogo ao que
foi feito no ambiente euclidiano. Desta forma, o campo de estudos recai basicamente sobre
dois tipos de reticulados: os geometricamente uniformes (provenientes de tesselagoes) e os
ciclicos (sobre nés nos g-toros planos). Os estudos em dimensao maior do que 2 no ambiente
hiperbdlico estao, também, todos por fazer. Além disso, ha a questao dos cddigos perfeitos,
que nao abordamos nos g-toros. Por fim, ha o estudo de distancias minimas em reticulados
hiperbdlicos, que é a porta de entrada para comparagoes e possiveis aplicacoes em Teoria da
Informagao e Codificacao.
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