
LILYANE GONZAGA FIGUEIREDO

Reticulados em toros euclidianos
n-dimensionais e em g-toros planos hiperbólicos
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UBERLÂNDIA - MG
2011



iii





v

Dedicatória
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Resumo

Neste trabalho estudamos reticulados em espaços quocientes. Os espaços quocientes consi-
derados foram: (1) toros euclidianos n-dimensionais, obtidos pelo quociente de Rn por grupos
discretos de isometrias gerados por translações linearmente independentes e (2) g-toros planos
hiperbólicos (g ≥ 2) , obtidos pelo quociente do plano hiperbólico por grupos fuchsianos. No
caso euclidiano, os reticulados considerados foram provenientes de Z2, enquanto que no caso
hiperbólico os reticulados estudados foram os geometricamente uniformes e os ćıclicos.

Palavras-chave: reticulados, toros, grupos fuchsianos, geometria hiperbólica, isometrias.
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Abstract

In this dissertation we study lattices in quotient spaces. The basic quotient spaces are: (1)
n-dimensional euclidean tori, obtained from quotient of Rn by discrete groups of isometries ge-
nerated by linearly independent translations and (2) hyperbolic flat g-tori (tori of genus g ≥ 2),
obtained from quotient of hyperbolic plane by fuchsian groups. In the euclidean environment,
the considered lattices are provided of the additive group Z2, while in the hyperbolic case the
studied lattices are the geometrically uniform and the cyclic ones.

Keywords : lattices, tori, fuchsian groups, hyperbolic geometry, isometries.



Sumário

Resumo vii

Abstract viii

Introdução 1

1 Reticulados no Toro Euclidiano 2
1.1 Um Espaço Quociente Importante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Mergulho Isométrico do Toro Plano em uma Esfera de R4 . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Tesselações e Grafos sobre Toros Euclidianos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Tesselações Regulares por Quadrados e seus Rotulamentos . . . . . . . . . . . . 13
1.5 Métrica do Grafo Induzida sobre o Conjunto de
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Introdução

Nesta dissertação utilizamos principalmente as referências [2] e [7] para desenvolver um estudo
detalhado de algumas classes de reticulados em dois espaços quocientes muito importantes: os
toros euclidianos n-dimensionais e os g-toros planos hiperbólicos, g ≥ 2. A divisão do trabalho
é a seguinte:

Caṕıtulo 1 (baseado em [2]): estudo de reticulados gerados por Zn em superf́ıcies quocientes
n-dimensionais obtidas por meio de quociente entre o espaço Rn e um grupo discreto de isome-
trias gerado por um conjunto linearmente independente de translações. São os “flat tori” de
[2], que chamamos de toros euclidianos de dimensão n, nos quais apenas ao de dimensão 2

atribúımos o nome toro plano.

Caṕıtulo 2 (baseado principalmente em [7], além de [5], [4] e [9]): estudo de tópicos impor-
tantes de geometria hiperbólica para o estudo de reticulados. Neste caṕıtulo introduzimos os
grupos fuchsianos e os g-toros, g ≥ 2, que são os espaços quocientes nos quais consideramos
nossos reticulados. Também apresentamos os modelos de Poincaré para a geometria hiperbólica
plana, além de alguns dos principais teoremas dessa geometria no que diz respeito a geodésicas,
métricas e trigonometria.

Caṕıtulo 3 (baseado principalmente em [7], inspirado em [3] e [6]): estudo de alguns reti-
culados geometricamente uniformes em bitoros e tritoros. Esses são reticulados associados a
tesselações do plano hiperbólico e possuem uma estrutura algébrica bastante interessante, uma
vez que todos os pontos dos mesmos são obtidos por meio de grupos de simetrias que agem de
modo transitivo sobre os reticulados.

Caṕıtulo 4: é a nossa principal contribuição. Estudamos dois tipos de reticulados ćıclicos
(isto é, reticulados cujos pontos podem ser rotulados naturalmente por Zm) sobre bitoros e
tritoros. Os reticulados ćıclicos que estamos considerando estão sobre curvas fechadas nesses
espaços quociente, ou seja, estão sobre nós. Há dois tipos de reticulados ćıclicos no nosso estudo:
aqueles que estão sobre geodésicas invariantes denominadas de eixos de isometrias hiperbólicas;
e os que estão sobre geodésicas que triseccionam os lados do poĺıgono fundamental que origina
o espaço quociente. A diferença entre esses dois tipos de reticulados ćıclicos está no fato de que
no primeiro caso, o nó que o contém é diferenciável, enquanto no outro, não.

Por fim, conclusões, perspectivas e referências bibliográficas são esboçadas.



Caṕıtulo 1

Reticulados no Toro Euclidiano

Este caṕıtulo é baseado no artigo [2] e introduz a noção de reticulados gerados por Zn em
toros euclidianos. Além das definições pertinentes, os principais resultados deste caṕıtulo são
as proposições 1.1, 1.2 e 1.5. Além do estudo de reticulados em ambiente euclidiano, também
necessitamos desse caṕıtulo para fazer uma analogia com os resultados dos próximos caṕıtulos,
nos quais faremos, até certo ponto, um estudo análogo para o caso hiperbólico.

1.1 Um Espaço Quociente Importante

Consideremos o conjunto das n-uplas ordenadas de números reais, Rn, munido das operações
de adição e multiplicação por escalar real usuais. Temos assim, o espaço vetorial euclidiano Rn.

Dada uma base α = {u1, ..., un} de Rn, consideremos o conjunto das translações geradas
pelos vetores de α, que indicaremos por Λα, munido da operação de composição. Temos que
Λα é um grupo e define uma relação de equivalência em Rn, ou seja, x ∼α y ⇐⇒ y = t〈α〉 (x)

para alguma translação t〈α〉 gerada pelos vetores de α. Desta forma, Rn pode ser particionado
em classes de equivalência.

O conjunto das classes de equivalência de Rn pela relação de equivalência oriunda de Λα

será definido como sendo o toro euclidiano n-dimensional gerado por Λα e será indicado por
Tα = Rn/Λα. Também nos referimos a Tα como sendo um espaço quociente. Além disso, dado
x ∈ Rn, a órbita de x por Λα, ou seja, Λαx =

{
t〈α〉 (x)

}
, será chamada de reticulado gerado

por Λα a partir de x. Se tomarmos y 6= x em Rn, existe uma isometria i de Rn que leva Λαx

em Λαy, ou seja, Λαy = i (Λαx). Logo, a estrutura métrica do reticulado gerado por Λα não
depende do ponto de partida. Desta forma, é natural chamar Λα simplesmente de reticulado e
Tα pode ser considerado como sendo o quociente de Rn pelo reticulado Λα.

Quando n = 2 é usual chamar Tα de toro plano.

O toro euclidiano n-dimensional também pode ser definido como imagem de uma “função
módulo” definida por

µα : Rn −→ Rn

x 7−→ x mod Λα = x −
n∑

i=1

bxicui

, (1.1)

sendo x =
∑n

i=1 xiui e bxic denotando o maior inteiro menor do que ou igual a xi.

Observemos que dois pontos x e y estão na mesma classe lateral se, e somente se, µα(x) =
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µα(y), o que equivale a dizer que µα(x − y) = 0, uma vez que

0 = x − y −
n∑

i=1

(bxic− byic)ui

=
n∑

i=1

xiui −
n∑

i=1

yiui −
n∑

i=1

(bxic− byic)ui

=
n∑

i=1

(xi − bxic− (yi − byic))ui ⇐⇒

0 = xi − bxic− (yi − byic), ∀i = 1, ..., n.

Assim, xi − yi = bxic − byic. Portanto, xi − yi ∈ Z. Logo, x − y =
∑n

i=1(xi − yi)ui tem
coordenadas inteiras e, então, µα(x − y) = 0. Isto significa que

0 = x − y −
n∑

i=1

bxi − yicui ⇐⇒

x − y =
n∑

i=1

bxi − yicui ⇐⇒

x − y =
n∑

i=1

miui, com mi ∈ Z.

A métrica euclidiana d em Rn induz uma métrica dα sobre o toro euclidiano Tα de forma
natural. Dados a, b ∈ Tα, definimos

dα

(
a, b

)
= min{d(x, y) : x ∈ a e y ∈ b}. (1.2)

Geometricamente, para n = 2 e α = {u, v}, o toro plano Tα pode ser visto como um
paralelogramo gerado por u e v com os lados opostos identificados (este paralelogramo contém
todos os representantes das classes laterais com redundância na fronteira).

A Figura 1 ilustra um toro plano, que topologicamente é um toro usual do espaço, e
mostra as distâncias dα

(
a, b

)
= d (a, b) e dα (a, c) = d (a′, c).

b

a

c b

a

c

a´

O
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O
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Os outros dois lados
também são identificados

Dois lados paralelos
horizontais são
identificados

u

v

u

v

Figura 1: No topo, uma vista topológica do toro plano como toro usual no espaço, obtida
por meio da identificação dos lados opostos de um paralelogramo em duas etapas. Abaixo, a

distância dα sobre o toro plano é vista como casos de distância euclidiana d em R2.

1.2 Mergulho Isométrico do Toro Plano em uma Esfera

de R4

Vimos na seção acima que o toro plano também pode ser visto como um toro padrão no espaço
euclidiano tridimensional (Figura 1). No entanto, o toro plano distingue-se deste último por
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ser como um cilindro em R3, ou seja, é perfeitamente homogêneo e pode ser planificado em
um paralelogramo, portanto, localmente isométrico ao plano. Diferentemente do cilindro, que
é obtido a partir da identificação de apenas dois lados de um retângulo e pode ser mergulhado
isometricamente no espaço euclidiano tridimensional, o toro plano, sendo compacto só pode ser
mergulhado isometricamente como uma superf́ıcie diferenciável de Rn com n ≥ 4.

Descrevemos a seguir como um toro plano, constrúıdo a partir de um reticulado ortogonal
(a base α é ortogonal) pode ser mergulhado isometricamente no R4.

Consideremos os vetores u = (r1, 0) e v = (0, r2) na base α = {u, v} de R2 e a região
retangular [0, r1]× [0, r2]. O toro plano Tα pode ser inserido em R4 a partir da aplicação

ϕ : R2 −→ R4

(x, y) 7−→ 1
2π

(
||u|| cos

(
2πx
||u||

)
, ||u|| sen

(
2πx
||u||

)
, ||v|| cos

(
2πy
||v||

)
, ||v|| sen

(
2πy
||v||

)) .

Neste caso, temos

ϕ(x, y) = 1
2π

(
r1 cos

(
2πx
r1

)
, r1 sen

(
2πx
r1

)
, r2 cos

(
2πy
r2

)
, r2 sen

(
2πy
r2

))
.

Primeiramente, notamos que ϕ(x, y) = ϕ(x̃, ỹ) se, e somente se, µα(x, y) = µα(x̃, ỹ), isto
é, (x, y) − (x̃, ỹ) = mu + nv com m,n ∈ Z. De fato, se

1
2π

(
r1 cos

(
2πx
r1

)
, r1 sen

(
2πx
r1

)
, r2 cos

(
2πy
r2

)
, r2 sen

(
2πy
r2

))
=

1
2π

(
r1 cos

(
2πx̃
r1

)
, r1 sen

(
2πx̃
r1

)
, r2 cos

(
2πỹ
r2

)
, r2 sen

(
2πỹ
r2

))
,

então das igualdades envolvendo os cossenos temos





2πx̃
r1

= 2πx
r1

+ 2k1π e 2πỹ
r2

= 2πy
r2

+ 2k2π

2πx̃
r1

= −2πx
r1

+ 2k3π e 2πỹ
r2

= −2πy
r2

+ 2k4π

e das igualdades envolvendo os senos temos





2πx̃
r1

= 2πx
r1

+ 2k1π e 2πỹ
r2

= 2πy
r2

+ 2k2π

2πx̃
r1

= π − 2πx
r1

+ 2k5π e 2πỹ
r2

= π − 2πy
r2

+ 2k6π

,

sendo k1, ..., k6 ∈ Z. Logo, para que a igualdade entre as quádruplas ordenadas seja verdadeira,
devemos trabalhar com as primeiras linhas das igualdades acima. Deste modo:

{
x̃ − x = k1r1

ỹ − y = k2r2
⇐⇒ (x̃ − x, ỹ − y)c = (k1r1, k2r2)c

= k1 (r1, 0) + k2 (0, r2)

= k1u + k2v

= (k1, k2)α,

sendo (., .)c as coordenadas na base canônica e (., .)α na base α. Tomamos k1 = m e k2 = n.
Portanto, ϕ

(
R2

)
= ϕ ([0, r1]× [0, r2]) e desta forma, ϕ identifica com precisão os lados opostos

do retângulo. Formalmente, podemos dizer que ϕ induz uma correspôndencia injetiva entre
Tα = R2/Λα e a superf́ıcie ϕ

(
R2

)
em R4.

Esta correspondência é, na verdade, uma isometria, ou seja, uma aplicação que preserva
distância quando consideramos a distância geodésica em ϕ

(
R2

)
. Isto significa que se p =
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ϕ (x, y) e q = ϕ (x̃, ỹ), então dα

(
(x, y), (x̃, ỹ)

)
é precisamente o comprimento do caminho

mais curto, com a métrica euclidiana, em ϕ
(
R2

)
conectando p e q. Essa última afirmação

justifica-se pelo fato de que os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de ϕ
(
R2

)
são

E = G = 1 e F = 0, confirmando que a métrica em ϕ
(
R2

)
é a euclidiana. De fato, temos





ϕx (x, y) =
(
− sen

(
2πx
r1

)
, cos

(
2πx
r1

)
, 0, 0

)

ϕy (x, y) =
(
0, 0, − sen

(
2πy
r2

)
, cos

(
2πy
r2

)) ,

logo, 



E (x, y) = 〈ϕx (x, y) , ϕx (x, y)〉 = − sen2
(

2πx
r1

)
+ cos2

(
2πx
r1

)
= 1

F (x, y) = 〈ϕx (x, y) , ϕy (x, y)〉 = 0

G (x, y) = 〈ϕy (x, y) , ϕy (x, y)〉 = sen2
(

2πy
r2

)
+ cos2

(
2πy
r2

)
= 1

.

O toro plano gerado por u = (a, b) e v = t(−b, a), com t ∈ R∗, pode ser inserido em R4

por meio de uma isometria local Φ : R2 → R2 que é a composição de ϕ com uma rotação de
ângulo θ = ](u, e1), sentido horário, sendo e1 = (1, 0), isto é,

Φ(x, y) = ϕ (Rθ (x, y)) ,

sendo

Rθ(x, y) =
1

||u||

[
a b

−b a

] [
x

y

]
,

já que θ é tomado no sentido horário, como observado na Figura 2. De fato, temos ||u|| cos (θ) =

a e ||u|| sen (θ) = b, logo,

[Rθ] =

[
cos (−θ) − sen (−θ)

sen (−θ) cos (−θ)

]
=

[
cos (θ) sen (θ)

− sen (θ) cos (θ)

]
=

1

||u||

[
a b

−b a

]
.

u a b= ( , )

v t  b a= (- , )

ae10

b

x

y

q

Figura 2: Rotação de ângulo θ = ](u, e1) sentido horário.

Destacamos que a superf́ıcie Φ
(
R2

) ⊂ R4 está contida em uma esfera tridimensional de raio√
‖u‖2+‖v‖2

2π
, pois

Rθ(x, y) =




ax+by√
a2+b2

ay−bx√
a2+b2




e, portanto,

Φ (x, y) = ϕ (Rθ (x, y))

=
(√

a2+b2

2π

(
cos

(
2π(ax+by)

a2+b2

)
, sen

(
2π(ax+by)

a2+b2

))
, t
√

a2+b2

2π

(
cos

(
2π(ay−bx)
t(a2+b2)

)
, sen

(
2π(ay−bx)
t(a2+b2)

)))
.
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Seja P = Φ (x, y). Calculando a distância d de P até a origem, obtemos

d2 =
(√

a2+b2

2π

)2 (
cos2

(
2π(ax+by)

a2+b2

)
+ sen2

(
2π(ax+by)

a2+b2

))

+
(

t
√

a2+b2

2π

)2 (
cos2

(
2π(ay−bx)
t(a2+b2)

)
+ sen2

(
2π(ay−bx)
t(a2+b2)

))
⇒

d2 =
a2 + b2

4π2
+

t2(a2 + b2)

4π2
.

Portanto,

d =

√
a2 + b2

4π2
+

t2(a2 + b2)

4π2
=

√
a2 + b2 + t2(a2 + b2)

2π
=

√
||u||

2
+ ||v||

2

2π
.

Se t = 1, o toro plano Tα é gerado por um quadrado e temos, u = (a, b), v = (−b, a).
Assim,

Rθ(x, y) =




ax+by√
a2+b2

ay−bx√
a2+b2




e, portanto,

Φ (x, y) = ϕ (Rθ (x, y)) =
√

a2+b2

2π

(
cos 2π(ax+by)

a2+b2 , sen 2π(ax+by)
a2+b2 , cos 2π(ay−bx)

a2+b2 , sen 2π(ay−bx)
a2+b2

)
,

uma vez que ||u|| = ||v|| =
√

a2 + b2.

O procedimento descrito acima, pode ser generalizado para dimensões maiores. O toro
euclidiano n-dimensional Tα, α = {u1, ..., un}, é, então, visto como o poĺıtopo (poliedro n-
dimensional) em Rn apoiado em α com faces paralelas identificadas. Se α é uma base ortogonal
há um mergulho de Tα em uma esfera de R2n que pode ser facilmente descrita em termos da
base α. De fato, para x =

∑n
i=1 xiui temos

Φ (x1, ..., xn) =
(

||u1||
2π

cos
(

2πx1

||u1||

)
,

||u1||
2π

sen
(

2πx1

||u1||

)
, ...,

||un||
2π

cos
(

2πxn

||un||

)
,

||un||
2π

sen
(

2πxn

||un||

))
.

Na próxima seção iremos trabalhar com toros planos, reticulados e tesselações colocadas
sobre os mesmos, considerando rotulamentos dos pontos desse reticulado por meio de isome-
trias do plano. A construção descrita acima mostra que os reticulados que podemos obter
podem ser usados para projetar códigos esféricos com rotulamentos e procedimentos especiais
de decodificação, como citado em [2].

1.3 Tesselações e Grafos sobre Toros Euclidianos

Uma tesselação, pavimentação ou ladrilhamento em Rn é uma famı́lia de conjuntos conexos
não vazios de Rn de tal modo que:

- A reunião de tais conjuntos é Rn;
- A intersecção de dois quaisquer conjuntos distintos desta famı́lia é vazia ou um conjunto

cujo interior é vazio (na métrica euclidiana).

Com a definição acima, uma tesselação pode ser bastante estranha. Por exemplo, a famı́lia
de todas as retas de R2 que passam pela origem é um ladrilhamento de R2.
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Sendo assim, iremos sempre considerar tesselações em Rn por poĺıtopos. Os vértices e
arestas desses poĺıtopos induzem grafos em Rn e, sob certas condições, esses poĺıtopos induzem
grafos e tesselações nos toros euclidianos.

Vamos considerar um toro euclidiano Tα gerado por uma base α de Rn e a aplicação quo-
ciente associada µα induzida por µα,

µα : Rn −→ Tα

x 7−→ µα(x)
.

Um fato interessante a ser observado é que, quando restrita ao poĺıtopo gerado por α, µα

é injetiva e é uma isometria local (considerando a métrica definida em 1.2). Isto implica que
qualquer comprimento, área, ou volume k-dimensional (3 ≤ k ≤ n) sobre o toro euclidiano pode
ser medido em Rn sobre o poĺıtopo gerado por α. Essa observação vem ao encontro do fato
de dizermos que o toro plano, como um cilindro, pode ser planificado em R2 e suas medições
podem ser feitas em um paralelogramo.

Dada uma tesselação por poĺıtopos em Rn surge de forma natural o seguinte questionamento:
em que condições a aplicação µα induz uma tesselação por poĺıtopos em Tα. Para n = 2,
vamos considerar tesselações do plano por quadrados (reticulado Z2), hexágonos regulares e
triângulos equiláteros, e discutir sob quais condições essas tesselações induzem grafos regulares
e tesselações regulares em um toro plano. Como as tesselações que iremos considerar possuem
uma estrutura de grupo associada, vamos definir região fundamental e G-tesselação.

Seja G um grupo discreto de isometrias em Rn. Um subconjunto Π de Rn é chamado uma
região fundamental associada a G quando:

a) A reunião das órbitas de Π por G cobrem Rn, ou seja,
⋃

g∈GgΠ = Rn;
b) int Π ∩ g (int Π) 6= ∅ ⇐⇒ g = Id, (int Π é o interior de Π na métrica euclidiana);
c) int Π 6= ∅.

A cobertura de Rn pelas cópias de Π (que também podem ser chamados de ladrilhos ou
tesselas) sob a ação de G é chamada de tesselação de Rn associada a G, ou G-tesselação.

Quando G = Λα dizemos que a tesselação é induzida por um reticulado de Rn.

Uma região de Voronoi de um ponto x de um reticulado Λα em Rn é o fecho do subconjunto
dos pontos de Rn mais próximos de x (na métrica euclidiana) do que qualquer outro ponto do
reticulado.

Observemos que, dado um reticulado gerado por Λα a partir de x, uma região de Voronoi
pode ser congruente a uma região fundamental de Λα.

Todas as tesselações que consideramos neste trabalho são induzidas por reticulados em Rn.
Um dado reticulado Λα pode induzir mais de uma tesselação em Rn, dentre elas uma dada
pelas regiões de Voronoi, outra por cópias da região fundamental e, ainda outra, por cópias dos
ladrilhos formados pelos pontos do próprio reticulado. O grupo discreto G é o mesmo em todos
os casos, G ≈ Λα.

Como exemplo, para n = 2, α = {w1, w2}, w1 = (1, 0) e w2 = 1
2

(
1,
√

3
)
, Λα gera

ladrilhamentos por hexágonos (região de Voronoi), losangos (região fundamental) ou triângulos
(ladrilhos com vértices no reticulado). Por outro lado, quando w3 = (0, 1) e α = {w1, w3}, Λα

induz, em qualquer situação, apenas tesselações por quadrados congruentes.

A seguir daremos condições para obter uma tesselação em um toro euclidiano Tα induzida
por µα aplicada a uma tesselação associada a um reticulado Λβ em Rn. Para tanto, iremos con-
siderar os chamados grupos quocientes, cujos elementos são classes laterais, conforme definição
abaixo.
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Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre G, definimos a relação de equivalência ∼
E

da seguinte maneira :
y ∼

E
x ⇐⇒ ∃h ∈ H tal que y = xh.

A classe de equivalência que contém x é definida com sendo o conjunto {y ∈ G | y ∼
E

x} =

{xh | h ∈ H}. Denotamos esse conjunto por xH e o chamamos de classe lateral à esquerda
de H em G que contém x.

De forma análoga, podemos definir a próxima relação de equivalência:

y ∼
D

x ⇐⇒ ∃h ∈ H tal que y = hx.

Obtemos então as classes laterais à direita de H em G. A classe lateral de x à direita seria
Hx = {hx | h ∈ H} .

Vamos definir uma operação sobre o conjunto das classes laterais (à esquerda ou à direita)
e mostrar que esse conjunto munido dessa operação possui a estrutura algébrica de grupo.
Primeiramente, queremos saber se a operação de G induz de maneira natural uma operação
sobre o conjunto das classes laterais à esquerda de H em G, isto é, se a operação

(gH, hH) 7−→ ghH

é bem definida, no sentido de não depender da escolha dos representantes g e h.
Dados g, h ∈ G e f, k ∈ H arbitrários, então g e gf são representantes da mesma classe

gH e, h e hk são representantes da mesma classe hH. Assim, a operação induzida sobre as
classes laterais à esquerda é bem definida quando

ghH = gfhkH ⇐⇒ h−1g−1ghH = h−1g−1gfhkH ⇐⇒ H = h−1fhH ⇐⇒ h−1fh ∈ H .

Nessas condições, dizemos que o grupo H é um subgrupo normal de G.
O conjunto das classes laterais gH, g ∈ G, munido da operação definida acima é, de fato,

um grupo:
(i) (g1Hg2H) g3H = (g1g2)Hg3H = ((g1g2) g3)H = (g1 (g2g3)) H = g1H (g2g3)H =

g1H (g2Hg3H); (ou seja, o conjunto das classes laterais com a operação acima é associativo).
(ii) Seja e ∈ G elemento neutro. Temos gHeH = (ge) H = gH, ∀g ∈ G; (ou seja, eH = H

é elemento neutro no conjunto das classes laterais).
(iii) Seja gH. Tomemos g−1 ∈ G. Logo, gHg−1H =

(
gg−1

)
H = eH; (ou seja, gH é

invert́ıvel no conjunto das classes laterais).
O conjunto das classes laterais gH com a operação definida acima recebe o nome de grupo

quociente, e indicamos por G
H
.

No caso do toro euclidiano n-dimensional, onde H = Λα e G = Λβ são grupos de translações
e, portanto, são grupos comutativos, temos sempre que Λα é subgrupo normal de Λβ. Além
disso, um fato muito curioso é que o grupo de simetrias do toro euclidiano é o grupo quociente
Λβ

Λα
, conforme veremos a seguir nos Lemas 1.1 e 1.2.

Lema 1.1 Sejam g ∈ Λβ e g isometria induzida de Λβ em Tα por µα, ou seja, g(µα(a)) =

µα(g(a)). Então, g = Id se, e somente se, g ∈ Λα.

Demonstração: ⇐) Quando g ∈ Λα (Λα ⊂ Λβ), temos

µα(g(a)) = µα(a)

já que, neste caso, a e g(a) estarão na mesma classe de equivalência (Figura 3). Logo,

g(µα(a)) = g(µα(g(a)) = µα(g ◦ g(a)) = µα(a).

Portanto, g = Id.
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a

a

g a( )

μ
α

μ
α

g

w1

w2

Figura 3: Para n = 2, α = {w1, w2}, onde w1 = (1, 0) e w2 = (0, 1).

⇒) Sendo g = Id, temos

µα(a) = g (µα(a)) = µα(g(a)),

ou seja, g ∈ Λα. ¤

Lema 1.2 O grupo de isometrias Λβ, induzido de Λβ sobre Tα por µα, é isomorfo ao grupo
quociente Λβ/Λα.

Demonstração: Devemos mostrar que existe F : Λβ −→ Λβ/Λα, tal que F é bijeção e

F(g1g2) = F(g1)F(g2).

Definimos
F(g) = gΛα com g ∈ Λβ.

Logo,
F(g1g2) = g1g2Λα = g1Λαg2Λα = F(g1)F(g2).

Para mostrar que F é sobrejetiva, seja gΛα elemento qualquer de Λβ/Λα. Logo, tomando
g, temos F(g) = gΛα.

Quanto a injetividade, sejam

F(g1) = F(g2) ⇐⇒
g1Λα = g2Λα ⇐⇒
g−1

2 g1Λα = Λα ⇐⇒
g−1

2 g1 ∈ Λα
Lema 1.1⇐⇒ g−1

2 g1 = Id .

Temos

g−1
2 g1(µα(a)) = id(µα(a)) ⇐⇒
µα(g−1

2 g1(a)) = µα(a) ⇐⇒
∃h ∈ Λα tal que g−1

2 g1(a) = h(a) (Figura 4) ⇐⇒
g1(a) = g2h(a), ∀a ∈ Rn ⇐⇒

g1 = g2h ⇐⇒
g1 = g2h ⇐⇒

g1 (µα(a)) = g2h (µα(a)) = µα (g2h(a)) = g2 (µα (h(a))) = g2 (µα(a)) ⇐⇒
g1 = g2.
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v1

v2
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u2
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g a( )

μ
α
( )a

g

μ
α
( )Π

g( μ
α
( ))Π

T
α

μ
α
( ( ))g a

Figura 4: Comportamento da aplicação g.

Portanto, F é injetiva. ¤

Com o que fizemos até aqui, temos condições de provar o principal resultado dessa seção,
ou seja, sob quais condições uma determinada tesselação em Rn induz uma tesselação em um
toro euclidiano n-dimensional.

Proposição 1.1 Sejam α = {u1, ..., un} e β = {v1, ..., vn} bases de Rn, e seja Lβ a Λβ-
tesselação de Rn que tem como região fundamental o poĺıtopo Π gerado pela base β. Se Λα é
um subreticulado de Λβ, e se µα é a aplicação quociente do toro euclidiano Tαplano, podemos
afirmar o seguinte:

a) Lβ induz uma G-tesselação Lα
β em Tα com região fundamental µα(Π), e G = Λβ/Λα.

b) Λβ induz um grafo homogêneo Γα
β sobre Tα por meio de µα.

Demonstração:
(a) A prova decorre essencialmente do fato de que, nas condições exigidas, µα, restrita a um
ladrilho de Lβ, é uma isometria local (portanto, é cont́ınua e leva aberto em aberto) e uma
bijeção. Assim, µα(Π) tem a mesma área de Π e também todas as condições para a tesselação
são cumpridas para G = Λβ/Λα, como mostramos a seguir.

Para ver que G = Λβ/Λα atua como um grupo discreto de isometrias em Tα, podemos
mostrar que cada isometria g ∈ Λβ induz uma isometria g no toro euclidiano Tα definida por
g(µα(a)) = µα(g(a)). De fato, desde que Λβ é um grupo comutativo de translações, podemos
escrever

dα(g(µα(a)), g(µα(b))) = dα(µα(g(a)), µα(g(b)))

= min{d(g1g(a), g2g(b) : g1, g2 ∈ Λα}

= min{d(gg1(a), gg2(b) : g1, g2 ∈ Λα}

= min{d(g1(a), g2(b) : g1, g2 ∈ Λα}

= dα(µα(a), µα(b)) =⇒ g é uma isometria.

Na expressão acima tomamos g1 e g2 isometrias que levam o mais próximo posśıvel g(a) e
g(b).

Recordemos que, pelo Lema 1.1, temos que g = Id se, e somente se, g ∈ Λα e para ver que
o grupo das isometrias induzidas, Λβ é isomorfo a Λβ/Λα, utilizamos o Lema 1.2.

As condições da definição de G-tesselação são deduzidas do seguinte modo:

(i)
⋃

g∈Λβ/Λα
gµα(Π) = µα

(⋃
g∈Λβ

g(Π)
)

= µα(Rn) = Tα.
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(ii) se y ∈ g (µα (int Π)) ∩ µα (int Π) = µα (g (int Π)) ∩ µα (int Π), então y = µα (g (a)) e
y = µα (b), onde

a, b ∈ int Π =⇒ g(a) = g′(b) ∈ int Π para algum g′ ∈ Λα =⇒
(g′)−1

g(a) = b (e a, b ∈ int Π) =⇒
(g′)−1

g = 1 =⇒
g = g′ ∈ Λα,

portanto, g = Id.
(iii) Como µα é injetiva quando restrita a Π, temos int µα (Π) = µα (int Π) 6= ∅.

(b) Os vértices e arestas de Γα
β serão definidas como as imagens por µα de vértices e arestas

de Λβ. A homogeneidade de Γα
β (o mesmo número de arestas de poĺıtopos n-dimensionais a

partir de cada vértice) segue, uma vez que é constrúıdo por um grupo quociente de isometrias.
A prova de que este grafo gera as arestas da tesselação sobre o toro euclidiano decorre de (a) e,
novamente, pelo fato de que µα restrita ao interior de um ladrilho ser uma aplicação injetiva.¤

Para o reticulado Λβ = Z2 ⊂ R2, o resultado indicado pela última proposição diz que Λβ

induz uma tesselação no toro plano Tα (por quadrados unitários) se α = {u, v}, onde u = (a, b)

e v = (c, d) com a, b, c, d inteiros. Além disso, o grafo Γβ associado com Z2 induz através de
uma aplicação quociente µα um grafo Γα

β e uma tesselação por quadrados no toro plano Tα.

Esta tesselação pode ser vista como o paralelogramo Pα apoiado em α tesselado por Z2 com
os lados opostos colados um ao outro. A Figura 5 ilustra isto para u = (3, 2) e v = (−2, 3):
temos 13 vértices e 13 quadrados na tesselação do toro plano Tα.

0

1

2

3

4

57

8

9

10

11

12

u 3 2= (  ,  )

v 2 3= (- , )

( , )0 0

6

Figura 5: Tesselação e rotulamento ćıclico para o grafo Γα
β no toro plano gerado por

u = (3, 2) e v = (−2, 3).

Em geral, o conjunto de vértices do grafo induzido é dado por µα(Z2) e o número de vértices
e quadrados no toro plano é |ad − bc|. Este resultado é provado em um contexto mais amplo
na próxima proposição. No que se segue, denotaremos por ei = (0, 0, ..., 1, ..., 0) o i-ésimo vetor
da base canônica de Rn.

Proposição 1.2 Seja α = {u1, ..., un} uma base de Rn e Tα o toro plano associado.
a) Para β = {e1, ..., en}, base canônica de Rn, o reticulado Λβ = Zn ⊂ Rn induz (por meio
de uma aplicação quociente µα) um grafo regular Γβ e uma tesselação no toro euclidiano Tα,
α = {u1, ..., un} por hipercubos unitários, se u1, ..., un tem coordenadas inteiras. Neste caso:
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b) µα (Zn) são os vértices de Γβ
α .

c) µα([i1, i1 + 1]×Zn−1)∪ µα(Z× [i2, i2 + 1]×Zn−2)∪ ...∪ µα(Zn−1 × [in, in + 1]), ij inteiros,
é a união das arestas.

d) µα([i1, i1 + 1]× [i2, i2 + 1]× ...× [in, in + 1]), ij inteiros, são os ladrilhos hipercúbicos.

e) O número de vértices, V, e o número de ladrilhos hipercúbicos, F, de Γα
β ambos são iguais a

|det[u1, ..., un]|.

Demonstração:

Os itens a) a d) são deduzidos da Proposição 1.1, para o reticulado Zn associado ao grupo
discreto de isometrias Λβ, onde β = {e1, ..., en} é a base canônica de Rn, a região fundamental é
o hipercubo unitário Π = [0, 1]× [0, 1]× ...× [0, 1] em Rn e Λα é um subreticulado de Λβ = Zn ,
uma vez que os vetores de α tem coordenadas inteiras e desta forma as hipóteses da proposição
são satisfeitas.

A prova do item e) baseia-se na homogeneidade da tesselação induzida. Como o grafo Γα
β

é obtido através de um quociente de isometrias, não se pode distinguir de qualquer forma
um vértice de um outro. Além disso, o grafo Γα

β herdará toda homogeneidade da tesselação
associada com Λβ (que pode ser visto como a tesselação por Zn do politopo Pα, com seus lados
identificados). Se temos um vértice de Λβ = Zn dentro do politopo Pα todos os vértices de
Γα
β terão as mesmas caracteŕısticas de um vértice no reticulado padrão Zn (por exemplo, 2n

hipercubos se encontram em um dos vértices). Para esclarecer os argumentos geométricos a
serem usados, vamos começar com os casos de baixa dimensão.

Seja n = 2, u = (a, b) e v = (c, d), a, b, c, d inteiros, α = {u, v} e Pα o paralelogramo gerado
por u e v. Como µα (Pα) = Tα e µα restrita ao interior de Pα é uma isometria local e é injetiva
(um-para-um), preserva área, isto é, a área de Tα é igual a de Pα, que é |det[u, v]| = |ad − bc|,
já que a área de Pα é dada pela norma do vetor u× v, como vemos abaixo

u× v =

∣∣∣∣∣∣

i j k

a b 0

c d 0

∣∣∣∣∣∣
= 0i + 0j + (ad − bc)k = (0, 0, ad − bc)

e |u× v| = |ad − bc| .

Por outro lado, como a tesselação de Tα é por quadrados unitários, isto implica que temos
precisamente F = |ad − bc| quadrados nesta tesselação. Para ver que isto é também o número
V de vértices, ressaltamos que a tesselação no toro plano é perfeitamente homogênea, já que
os lados do paralelogramo são identificados. Se µα restrita ao ladrilho é injetiva, cada face
quadrado no toro plano terá também 22 = 4 vértices e cada vértice pertence a quatro faces
como nós temos em Z2. Isso implica que V = 4F

4
= F.

Prosseguindo com o mesmo racioćınio para n = 3, obtemos um número F = |det[u1, u2, u3]|

de cubos unitários para a tesselação, uma vez que o volume do toro plano é o volume do
prisma gerado por α = {u1, u2, u3} e este volume é dado pelo valor absoluto do produto misto
dos vetores u1, u2, u3, que por definição é igual a det[u1, u2, u3]. O número de vértices de cada
cubo nesta tesselação é 23 = 8 mas, novamente, cada vértice pertence a oito cubos. Isto implica
que V = 8F

8
= F = |det[u1, u2, u3]|.

A prova para n geral segue da mesma maneira. O toro plano é homogeneamente tesselados
por hipercubos e é µα uma isometria local, que é injetiva quando restrita ao interior do Pα,
o que implica que o volume n-dimensional do Pα é igual ao volume n-dimensional de Tα, que
é igual ao F número de hipercubos da tesselação. Como µα é injetiva dentro de uma região
que contém um hipercubo de Λβ, e como cada hipercubo de Λβ = Zn tem 2n vértices e cada
vértice do grafo Γα

β em Tα pertence a 2n hipercubos, obtemos V = F = |det[u1, ..., un]|. ¤
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1.4 Tesselações Regulares por Quadrados e seus Rotula-

mentos

Nesta seção iremos nos restringir a n = 2. O objetivo desta seção é construir grafos regulares
em duas dimensões sobre toros planos com rotulamentos induzidos por isometrias planas que,
em um contexto de Teoria da Informação e Codificação, podem ser utilizados para criar códigos
corretores de erros.

Consideramos o grupo de translações planas Λβ ≈ Z2, o ladrilho Π = [0, 1] × [0, 1] e
α = {u, v} com u = (a, b) e v = (c, d), sendo a, b, c, d inteiros. O grafo Γα

β no toro plano e
sua tesselação dada pela Proposição 1.2 tem, então, |det[u, v]| vértices e o mesmo número de
quadrados unitários.

Em um contexto de teoria dos códigos, os vértices de Γα
β correspondem às classes laterais

de Λ/Λ′ onde Λ é o reticulado Z2 e Λ′ = θZ2 sendo θ um operador linear no plano cuja matriz
é dada por

θ =

[
a b

c d

]
.

Translações horizontais e verticais por uma unidade no plano induzem um rotulamento
natural em toros planos. Começamos com dois exemplos:

Exemplo (i) Para u = (4, 3) e v = (−5, 2), obtemos um toro plano tesselado por M =

|det[u, v]| = |ad − bc| = 23 quadrados, como ilustrado à direita na Figura 6. Notemos
que neste caso, as arestas verticais do grafo estão conectadas ao identificar os lados opostos
do paralelogramo e formam uma curva fechada (que é um nó) no toro plano. As translações
verticais por uma unidade no plano induzem uma ação neste toro plano: se começarmos a
partir de qualquer vértice do grafo e seguirmos para cima de uma em uma unidade (Figura
6 à esquerda), todos os vértices serão atingidos (todos eles se encontram no nó do toro). Isto
significa que temos um grupo ćıclico de isometrias, Z23 ≈ Z2/Λα, que rotula o grafo completo
e regular Γα

β .
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Figura 6: Rotulamento ćıclico para o grafo Γα
β , α = {u, v}, u = (4, 3) e v = (−5, 2).

Exemplo (ii) Para α = {u, v}, u = (m, 0) e v = (0, m), as arestas da Z2-tesselação são
paralelas aos lados do quadrado que gera o toro plano. Translações de uma unidade vertical
(ou horizontal) a partir de qualquer vértice irá produzir um ciclo com m vértices, e há m tais
ciclos. O grafo Γα

β é então naturalmente rotulado por Z2
m/Λα. Ressaltamos que, neste caso, Γα

β

é conhecido como o espaço de Lee e a métrica do grafo é a métrica de Lee. A ilustração da
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Figura 7 refere-se ao espaço de Lee para m = 4 e Γα
β gerado por translações unitárias verticais

e horizontais iniciadas no ponto (1
2
, 1

2
).

( )4 0,( ),0

( )0,

( )0 4, ( )4 4,

( )0 0, 1

2

1

2

Figura 7: O grafo
Z2+( 1

2
, 1
2
)

Λ′ ≡ S no toro plano Tα = R2

G′ onde G′ = 〈T4e1,4e2
〉 ≡ Λ′ = 4Z2.

O rotulamento “vertical” proposto no Exemplo (i) pode ser estendido para o caso geral
u = (a, b) e v = (c, d). Do ponto de vista geométrico, este rotulamento pode ser feito da
seguinte forma: se mdc(a, c) = 1, a imagem através da aplicação quociente de qualquer linha
vertical x = k, k ∈ Z , é uma curva simples e fechada C no toro plano que contém todos os M

vértices de Γα
β com M = |ad − bc|. O rotulamento por Z|ad−bc| é feito percorrendo ciclicamente

esta curva. Partimos de um vértice de Γα
β e, em seguida, vamos para cima a partir dáı, de

uma em uma unidade, até a fronteira do paralelogramo fundamental ser alcançada. Então,
atravessando a fronteira, recomeçamos do ponto equivalente no paralelogramo e vamos para
cima novamente. Repetimos esse procedimento até o último ponto da curva C ser atingido.
Se mdc(b, d) = 1, um rotulamento ćıclico de Γα

β pode ser feito da mesma maneira por meio
de linhas horizontais. Se mdc(a, c) = m 6= 1, um rotulamento para cima indo em uma linha
vertical irá atingir apenas M

m
vértices de Γα

β , como vemos no exemplo abaixo. Um argumento
análogo é aplicável para mdc(b, d) 6= 1e rotulamentos horizontais.

Exemplo (iii) Considere u = (4, 3) e v = (−2, 2). Assim, temos que M = |ad − bc| =

|4.2 − 3. (−2)| = 14 e mdc(4, −2) = 2. Então, um rotulamento para cima indo em uma linha
vertical irá atingir 7 vértices do grafo, como podemos observar na Figura 8.

a

b

c

d f

ge

g

u 4 3=( , )

v 2 2=(- , )

( , )0 0

Figura 8: Rotulamento quando mdc(a, c) 6= 1.
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Uma abordagem algébrica de um processo de rotulamento de um toro plano Tα gerado por
u = (a, b) e v = (c, d) pode ser considerado de modo simples devido ao fato de que o grafo Γα

β

é naturalmente rotulado pelo grupo quociente Z2/Λα.
As próximas proposições, apresentam uma condição que garante um rotulamento ćıclico.
No que se segue β = {w1, ..., wn} e α = {v1, ..., vn} são bases para Λβ e Λα, respectivamente;

a matriz geradora de Λα sobre Λβ é A = (aij), onde vj =
∑n

i=1aijwi, e |A| = |det A| .

Proposição 1.3 Sejam α e β duas bases de Rn, Λα e Λβ os reticulados gerados por α e β,
respectivamente, e suponha que Λα ⊂ Λβ. Seja A a matriz geradora de Λα sobre Λβ, v um
vetor de Λβ, e Ai a matriz obtida de A substituindo vt na i-ésima coluna de A. Então, a ordem
de v = v + Λα em Λβ/Λα é dada por |A| / mdc {|A| , |A1| , ..., |An|} .

Demonstração:
Para u, v ∈ Λβ, u = v ∈ Λα se, e somente se, u − v ∈ Λα, isto é, se, e somente se, existe

x ∈ Zn tal que Ax = u− v. Entretanto, a ordem de um elemento v é o menor inteiro positivo k

tal que o sistema Ax = kv tem uma solução x com coordenadas inteiras (fórmulas de Cramer).
Já que A é inverśıvel, pelas fórmulas de Cramer, o sistema Ax = kv tem uma única solução
dada por

x = k |A|
−1

(|A1| , ..., |An|) .

Isto significa que Ax0 = |A| v tem a solução

x0 = (|A1| , ..., |An|) ∈ Zn.

Já que |A| = |Λβ/Λα|, se kv + Λα = Λα então k divide |A|. Agora, seja k a ordem de v + Λα.
Temos |A| = kl, e a única solução de Ax = kv é dada por x =

(
1
l

)
x0. Portanto, l divide cada

|Ai|. Agora, para outro inteiro l1 tal que l1 divide |A| , |A1| , ..., |An|, seja k1 dado por |A| = k1l1.
Então k|k, o que implica que l1|l. Isto mostra que l = mdc {|A| , |A1| , ..., |An|}, e que

|v + Λα| = k = |A| / mdc {|A| , |A1| , ..., |An|} ,

o que conclui a demonstração. ¤

Exemplo (iv) Aplicando a Proposição 1.3 para α = {v1, v2} com v1 = (4, 3) e v2 = (−2, 2)

e β = {e1, e2} com e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1) e v = (0, 1) temos que A =

[
4 −2

3 2

]
, A1 =

[
0 −2

1 2

]
, A2 =

[
4 0

3 1

]
e o sistema Ax = kv será dado por

[
4 −2

3 2

] [
x1

x2

]
= k

[
0

1

]

Assim, det A = 14, det A1 = 2 e det A2 = 4. Logo, x = k
14

(2, 4), o que implica que k = 7. o
que equivale a 14/2 = mdc(A,A1, A2).

Particularizando o resultado da proposição anterior, para a tesselação por quadrados unitários
e n = 2, onde β é a base canônica de R2, e v = ei obtemos a proposição seguinte.

Proposição 1.4 Seja u = (a, b) e v = (c, d) e M = |ad − bc|. Se mdc(a, c) = 1, então o
grupo Z2/Λα é isomorfo ao grupo ćıclico ZM, a translação vertical unitária é um dos geradores
e pode ser usada para rotular isometricamente Γα

β . Analogamente, o mesmo resultado vale se
mdc(b, d) = 1e a translação for a horizontal unitária.

Nas condições da proposição acima vamos denotar por

λv : ZM −→ Γα
β

k 7−→ (0, k) = µα(0, k)

um rotulamento de Γα
β por translações verticais.



16

1.5 Métrica do Grafo Induzida sobre o Conjunto de

Rótulos

A distância no grafo entre dois vértices, indicada por dΓα
β
, ou a métrica em Γα

β , é definida como
de costume, ou seja, como sendo o número mı́nimo de arestas ligando os dois vértices. Esta
distância é também induzida pela distância euclidiana no reticulado Λβ. Para dois vértices

(m1, n1) e (m2, n2) no grafo temos

dΓα
β

(
(m1, n1), (m2, n2)

)
= min{|i1 − i2| + |j1 − j2|}

sendo (i1, j1) ∈ (m1, n1) e (i2, j2) ∈ (m2, n2).

Apresentaremos nessa seção uma forma sistemática de determinação, e também de visu-
alização, do perfil de distâncias no grafo Γα

β para u = (a, b), v = (c, d) e mdc(a, c) = 1

ou mdc(b, d) = 1, uma vez que, neste caso, podemos rotular Γα
β por um grupo ćıclico ZM,

M = |ad − bc|. Essa forma sistemática é equivalente a descobrir qual é a métrica dΓα
β

em ZM

que coincide com a distância do grafo Γα
β no toro plano.

Partimos de uma observação importante: dado que ZM é induzido por translações (verticais)
no plano euclidiano, e que essas translações são isometrias no toro plano via µα, a métrica dΓα

β

que procuramos deve satisfazer

dΓα
β

(p, q) = dΓα
β

(
0, q − p

)

para quaisquer p, q ∈ ZM.

A fim de obter expressões para o rotulamento e a distância no grafo, usamos a função módulo
µα introduzida em 1.1 que associa ao vetor w = (w1, w2) o representante da mesma classe que
está dentro do paralelogramo Pα apoiado em α = {u, v}. Expressando w em termos da base α,
w = xu + yv e calculando x e y pelas fórmulas de Cramer, temos

(w1, w2) = x(a, b) + y(c, d) =⇒
{

ax + cy = w1

bx + dy = w2
.

Seja D =

∣∣∣∣
a c

b d

∣∣∣∣ = ad − bc, Dx =

∣∣∣∣
w1 c

w2 d

∣∣∣∣ = w1d − w2c e Dy =

∣∣∣∣
a w1

b w2

∣∣∣∣ = w2a − w1b.

Assim, temos {
x = Dx

D
= w1d−w2c

ad−bc

y =
Dy

D
= w2a−w1b

ad−bc

e a função módulo pode ser expressada como

µα(w) = w − bxcu − bycv,

onde b.c denota parte inteira. A imagem µα

(
R2

)
é o paralelogramo fundamental que define o

toro Tα e, é claro, µα(w) = w uma vez que w − µα(w) é um inteiro combinação de u e v.
A translação vertical λv que estabelece o rotulamento ćıclico quando mdc(a, c) = 1 pode

ser usada para rotular os vértices de Γα
β . Desta maneira, o rótulo k ∈ ZM do vértice k(0, 1) é o

mesmo que o do vértice λv(k) definido como

λv(k) = µα (k (0, 1)) = k (0, 1) −

⌊
−kc

ad − bc

⌋
(a, b) −

⌊
ka

ad − bc

⌋
(c, d)
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no paralelogramo fundamental, já que, neste caso, temos w = (0, k) e, desta forma, substitúımos
na expressão acima w1 = 0 e w2 = k.

No Exemplo (i) ilustrado na Figura 6, foram considerados os rotulamentos dos 23 vértices
dados por translações verticais, utilizando-se a função módulo k = λv

(
k
)

= µα (k (0, 1)),
0 ≤ k ≤ 22. Notamos que, através deste rotulamento, os vizinhos a uma distância 1 para
0 ≡ λv

(
0
)

= µα (0 (0, 1)) = 0 são

1 ≡ λv

(
1
)

= µα (1 (0, 1)) = (0, 1) −

⌊
5

23

⌋
(4, 3) −

⌊
4

23

⌋
(−5, 2) = (0, 1)

22 ≡ λv

(
22

)
= µα (22 (0, 1)) = (0, 22) −

⌊
110

23

⌋
(4, 3) −

⌊
88

23

⌋
(−5, 2) = (−1, 4)

5 ≡ λv

(
5
)

= µα (5 (0, 1)) = (0, 5) −

⌊
25

23

⌋
(4, 3) −

⌊
20

23

⌋
(−5, 2) = (−4, 2)

18 ≡ λv

(
18

)
= µα (18 (0, 1)) = (0, 18) −

⌊
90

23

⌋
(4, 3) −

⌊
72

23

⌋
(−5, 2) = (3, 3) .

Vamos agora considerar uma métrica em ZM que coincide com a métrica do grafo no toro
plano

dΓα
β

(p, q) = dΓα
β

(λv (p) , λv (q)) com p, q ∈ ZM.

Devido à homogeneidade do grafo, para deduzir uma expressão anaĺıtica para a métrica
dΓα

β
em ZM, que coincida com a métrica do grafo, precisamos saber quais são os vizinhos de

λv

(
0
)

em Γα
β . Além dos vizinhos λv

(
1
)

e λv

(
M − 1

)
, temos que encontrar os vizinhos λv (s) e

λv

(
M − s

)
, com s 6= 1, que são estabelecidos pela próxima proposição.

Proposição 1.5 Sejam u = (a, b) e v = (c, d) com mdc(a, c) = 1. Então, Γα
β é rotulado por

ZM, M = |ad − bc|, e, sendo dΓα
β

a métrica em ZM que coincide com a distância do grafo Γα
β ,

temos que os quatro vizinhos à distância 1 de λv(0) são λv(1), λv(M − 1), λv(M − s) e λv(s),
onde s é o menor inteiro tal que

1 = ma + nc e s = mb + nd

com m,n ∈ Z.

Chamamos de s, o “fator soma módulo”. A solução s pode ser obtida a partir de qualquer
solução s′ do sistema acima via o algoritmo de Euclides.

Demonstração:
A primeira parte da afirmação é dada pela Proposição 1.4. Os vizinhos no grafo a uma

distância um de 0 são 1, M − 1, s e M − s onde (0, s) ≈ (−1, 0). Para algum s′ tal que
(0, s′) ≈ (−1, 0) obtemos a condição (1, s′) = m(a, b) + n(c, d) com m,n ∈ Z, isto é,

1 = ma + nc

s′ = mb + nd.

A primeira equação tem sempre uma solução uma vez que mdc(a, c) = 1. Uma solução
m,n pode ser determinada por meio do algoritmo de Euclides. Desta forma, podemos obter s′

na segunda equação. E pode ser facilmente verificado que todas as soluções s′ diferem-se por
um múltiplo de M. Como o rótulo λv é definido em {0, 1, ..., M − 1}, estamos interessados na
menor solução positiva s. Esta solução é dada por s = min

k∈Z+

{|s′ − kM|}. ¤
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Podemos visualizar o grafo Γα
β por meio de seu rotulamento ćıclico, definindo um diagrama

circular para ZM, onde cada vértice i é conectado com os vértices i + s, M − (s − i), i + 1 e
i − 1, como podemos observar, considerando o exemplo da Figura 6 (onde s = 5 e M = 23),
o vértice 3 está conectado aos vértices

i + s = 3 + 5 = 8

M − (s − i) = 23 − (5 − 3) = 21

i + 1 = 3 + 1 = 4

i − 1 = 3 − 1 = 2.

A distância no grafo circular é precisamente a distância em ZM induzida por Γα
β . Isto

é garantido pela homogeneidade do toro plano e suas isometrias induzidas por translações
unitárias verticais.

No exemplo da Figura 6, temos s = 5 (Proposição 1.5) e podemos construir o rotulamento
λv e o diagrama ilustrado na Figura 9, onde os vértices à distância 1 estão ligados por um
segmento de reta ou um arco.

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
1112

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Figura 9: Diagrama circular de rótulos para o grafo Γα
β , u = (4, 3) e v = (−5, 2).

Na próxima proposição estabelecemos a expressão anaĺıtica para dΓα
β

(m, n), que é simples-

mente deduzida para tornar o grafo circular (com auto-intertsecção) equivalente a Γα
β .

Proposição 1.6 Sejam α = {u, v}, u = (a, b), v = (c, d) e mdc(a, c) = 1. Então, a métrica
em ZM que coincide com a distância no grafo Γα

β é dada por

dΓα
β

(
0, q

)
= min

k∈Z+

{k + |ks − q| , k + |(M − ks) − q|}

dΓα
β

(p, q) = dΓβ
α

(
0, q − p

)
.

Demonstração:
Seja q um vértice do grafo. Existem números inteiros positivos k1 e k2 tais que

k1s ≤ q < (k1 + 1) s e M − (k2 + 1) s < q ≤ M − k2s.

Temos que
l1 = min {k1 + (q − k1s) , (k1 + 1) + ((k1 + 1) s − q)}

é o comprimento do menor caminho conectanto q a 0 no sentido horário (Figura 10)
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0

s 2s k s1

q
(k 1 s1+ )

Figura 10: Caminho conectando 0 a q no sentido horário.

e que
l2 = min {(k2 + 1) + q − (M − (k2 + 1)) s, k2 + (M − k2s) − q}

é o comprimento do caminho mais curto no sentido anti-horário (Figura 11).

0

M  k 1 s-( + )2

q
M k s- 2

M

M s-M s-2M s-3

Figura 11: Caminho conectando 0 a q no sentido anti-horário.

Por isso, temos

dΓβ
α

(
0, q

)
= min {l1, l2}

= min
k1,k2∈Z+

{k1 + |q − k1s| , (k1 + 1) + |(k1 + 1) s − q| ,

(k2 + 1) + |q − (M − (k2 + 1)) s| , k2 + |(M − k2s) − q|}

= min
k1,k2∈Z+

{k1 + |q − k1s| , k2 + |(M − k2s) − q|}

= min
k∈Z+

{k + |ks − q| , k + |(M − ks) − q|} .

o que conclui a demonstração. ¤

1.6 Códigos Perfeitos

Seja Γ um grafo com vértices no conjunto X e d a distância usual definida sobre Γ , ou seja, a
distância entre dois vértices é o número mı́nimo de arestas de Γ ligando-os.

Consideremos as seguintes definições:
(i) Um código em Γ é um subconjunto não vazio C de X.
(ii) A bola de raio r centrada em x em Γ é o conjunto Br(x) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}.
(iii) O número δ(C) = min{d(x, y) : x, y ∈ C com x 6= y} é chamado de distância mı́nima de
C.
(iv) O código C é chamado de código corretor de e-erros quando δ(C) ≥ 2e + 1.
(v) A distância de x ∈ X a C é definida como sendo d(x,C) = min{d(x, y) : y ∈ C}.

(vi) A região de Voronoi Vc associada com c ∈ C é o subconjunto formado pelos elementos de
X para os quais c é o ponto mais próximo em C, isto é, Vc = {y ∈ X : d(y, c) = d(y,C)}.
(vii) O número t(C) = max{d(x,C) : x ∈ X} é chamado raio de cobertura de C.

Claramente, o raio de cobertura é o menor número t tal que as bolas de raio t centrado
em pontos de C cobrem X. Essas quantidades estão relacionadas pela desigualdade δ(C) ≤
2t (C)+1; e tem-se a igualdade quando as bolas de raio t(C) em torno dos pontos de C formam
uma partição de X. Um código com estas propriedades é chamado de código perfeito e
dizemos que ele corrige t(C) − 1 erros.

Se considerarmos uma bola B de raio k na métrica do grafo associada a uma tesselação
regular em R2, a condição para um código ser perfeito equivale a ter outra tesselação com o
poĺıgono de Voronoi cobrindo uma destas bolas (ou seja, a união de todas as regiões de Voronoi
em R2 de vértices em B) como uma região fundamental.

Exemplo 1. Código não perfeito com δ(C) = 4, t (C) = 2. O toro Tα é gerado pelos vetores
u = (12, 0) e v = (0, 12) e o reticulado Λβ é gerado pelos vetores w1 = (4, 0) e w2 = (2, 2)

(Figura 12).
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P

Figura 12: Código não perfeito sobre o grafo.

Exemplo 2. Na métrica do grafo dado pelo reticulado plano Z2, uma bola de raio k = 3 tem 25

vértices. O poĺıgono de Voronoi que cobre esta bola é a região fundamental de uma tesselação
pelo reticulado Λβ, β = {w1, w2}, onde w1 = (4, 3) e w2 = (−3, 4). Esta tesselação induz
uma outra no toro plano Tα gerado por α = {u, v}, u = (25, 0) e v = (0, 25). A translação
dada por w1 induz (nos termos de uma ação ćıclica) um código perfeito corretor de 3-erros
C = {j(4, 3) : j = 0, 1, ..., 24} de ordem 25 no espaço de Lee Z2

25 (Figura 13).

Figura 13: Tesselação que induz código perfeito sobre grafo.

Este último exemplo vem de um resultado mais geral que pode ser entendido como uma
consequência da Proposição 1.1 cuja demonstração pode ser encontrada em [2].

Proposição 1.7 (Uma receita para códigos perfeitos) Seja Γ um grafo associado a uma
tesselação regular em R2 por um reticulado Λ gerado por uma base de R2 e P o poĺıgono de



21

Voronoi que cobre uma bola B de raio k na métrica do grafo. Se existe uma tesselação de
R2 por P através de um reticulado Λ′ e se Λ′′ é um reticulado gerado por uma base de R2,
Λ′′ ⊂ Λ′ ⊂ Λ, então Λ′ induz um código perfeito corretor de k-erros no toro plano R2/Λ′′ com
rotulamento pelo grupo Λ′/Λ′′.

Como corolário, vamos considerar Λ = Z2 e a tesselação associada de R2 por quadrados
unitários.

Corolário 1.1 Seja Γ um grafo associado a tesselação de R2 por Λ = Z2. Seja w1 = (k+1, k),
w2 = (−k, k + 1) (ou w1 = (k, k + 1), w2 = (−k − 1, k)), k ∈ N, e seja Λα, α = {u, v}, o
reticulado gerado por u = a1w1 + b1w2, v = c1w1 + d1w2, a1, b1, c1, d1 ∈ Z. Então, se
mdc(b1, d1) = 1 (ou mdc(a1, c1) = 1), C = {jw1 : j = 0, 1, ..., M − 1} é um código k-perfeito de
ordem

N =

∣∣∣∣det

[
a1 c1

b1 d1

]∣∣∣∣ .

Demonstração:
Uma bola B de raio k em Z2 com a métrica do grafo é um quadrado rotacionado com

1 + 4(1 + ... + k) = (k + 1)2 + k2 vértices. De fato, temos

1 + 4(1 + ... + k) = 1 + 4
k (k + 1)

2

= 1 + 2k (k + 1)

= 1 + 2k2 + 2k

= 1 + 2k + k2 + k2

= (k + 1)
2
+ k2

O reticulado Λ′ gerado por w1, w2 dá origem a uma tesselação plana com região fundamental
P, o poĺıgono de Voronoi que cobre B, que é um quadrado irregular. Para

N =

∣∣∣∣det

[
a1 c1

b1 d1

]∣∣∣∣ .

Consideremos a equação Nw1 = xu + yv, que é equivalente a

Nw1 = x(a1w1 + b1w2) + y(c1w1 + d1w2)

= (xa1 + yc1) w1 + (xb1 + yd1) w2

⇐⇒ xa1 + yc1

N
= 1 e

xb1 + yd1

N
= 0

⇐⇒ x = d1
N

N
e y = −b1

N

N

Assim, se mdc (b1, d1) = 1 com x, y ∈ Z⇐⇒ N = mN para algum m ∈ Z, pois supondo que

N = d1X =⇒ d1X = a1d1 − c1b1 =⇒ X = a1 − c1
b1

d1

.

Mas X é um número inteiro e mdc (b1, d1) = 1, logo, N|N. Portanto, N = M é o menor inteiro
positivo tal que Nw1 = xu + yv para x, y ∈ Z. ¤

Sob as condições do corolário acima, exceto que mdc(b1, d1) = l 6= 1, vamos ter um código
perfeito em Γα

β com um grupo não ćıclico de rotulamento Zl × ZM.
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Exemplo 3 (Códigos Perfeitos em Espaços de Lee) Se no corolário anterior considerarmos
a1 = d1 = k + 1, e b1 = −c1 = −k, obtemos u = ((k + 1)2 + k2, 0) e v = (0, (k + 1)2 + k2).
Então C = {j(k + 1, k) : j = 0, 1, ..., (k + 1)2 + k2} é um código k-perfeito no espaço de Lee
Z2

(k+1)2+k2 . Temos também códigos k-perfeitos em Z2
l((k+1)2+k2) rotulados por Zl × Z(k+1)2+k2 .

Exemplo 4 (a) Para u = (4, 3), v = (−3, 4) e considerando w1 = (k, k+1) e w2 = (−k − 1, k),
com k = 1 temos que w1 = (1, 2) e w2 = (−2, 1) . Escrevendo u e v como combinação linear
de w1 e w2

(4, 3) = 2 (1, 2) − 1 (−2, 1)

(−3, 4) = 1 (1, 2) + 2 (−2, 1)

Assim, aplicando o Corolário 1.1, temos que N =

∣∣∣∣det

[
2 1

−1 2

]∣∣∣∣ = 5.

(b) Para u = (7, 6), v = (−6, 7) e considerando w1 = (k + 1, k) e w2 = (−k, k + 1), com k = 1

temos que w1 = (2, 1) e w2 = (−1, 2) . Escrevendo u e v como combinação linear de w1 e w2

(7, 6) = 4 (2, 1) + 1 (−1, 2)

(−6, 7) = −1 (2, 1) + 4 (−1, 2)

Novamente, pelo Corolário 1.1, temos que N =

∣∣∣∣det

[
4 −1

1 4

]∣∣∣∣ = 17.

(c) Para u = (7, 24), v = (−26, −7) e considerando w1 = (k + 1, k) e w2 = (−k, k + 1), com
k = 3 temos que w1 = (4, 3) e w2 = (−3, 4) . Escrevendo u e v como combinação linear de w1

e w2

(7, 24) = 4 (4, 3) + 3 (−3, 4)

(−26, −7) = −5 (4, 3) + 2 (−3, 4)

Novamente, pelo Corolário 1.1, temos que N =

∣∣∣∣det

[
4 −5

3 2

]∣∣∣∣ = 23

Na tabela abaixo, organizamos os dados dos itens (a), (b) e (c)

Γβ
α Código Perfeito

Capacidade de correção
de erros

Ordem

u = (4, 3), v = (−3, 4), M = 25 〈(1, 2)〉 k = 1 N = 5

u = (7, 6), v = (−6, 7), M = 85 〈(2, 1)〉 k = 1 N = 17

u = (7, 24), v = (−26, 7),M = 575 〈(−4, 3)〉 k = 3 N = 23



Caṕıtulo 2

Alguns Tópicos Importantes de
Geometria Hiperbólica

Com o objetivo de estudar reticulados em toros de gênero g ≥ 2, que são modelados como
espaços quocientes do plano hiperbólico por um grupo discreto de isometrias, vamos introduzir
neste caṕıtulo alguns resultados de geometria hiperbólica e teoria de grupos fuchsianos. Maiores
detalhes sobre esse caṕıtulo podem ser encontrados principalmente em [7], além de [4], [5] e [9].

2.1 Grupos Fuchsianos no Modelo do Semiplano Supe-

rior de Poincaré

Consideremos o grupo linear especial

SL2 (R) =

{
M =

[
a b

c d

]
: a, b, c, d ∈ R e det M = 1

}

no qual a operação considerada é a multiplicação usual de matrizes.
Consideremos o modelo do semiplano superior de Poincaré para a geometria hiperbólica

contido no plano complexo, ou seja,

H = {z ∈ C : Im (z) > 0} .

Logo, a métrica riemanniana considerada em H é dada por ds2 = dx2+dy2

y2 , que corresponde aos

coeficientes E (x, y) = 1
y2 , F (x, y) = 0 e G (x, y) = 1

y2 na Primeira Forma Quadrática de H.

Consideremos o conjunto das transformações fracionais lineares (ou transformações de Möbius)

M =

{
f : H → C, f (z) =

az + b

cz + d
tal que a, b, c, d ∈ R e ad − bc = 1

}
,

munido da operação de composição usual de aplicações (que está bem definida, pois f (H) = H).
Também é posśıvel mostrar facilmente que f : H → H é bijeção.

Observando que, dada f (z) = az+b
cz+d

em M podemos correspondê-la à matriz M =
[
a b
c d

]
de

SL2 (R), verificamos facilmente que a composição de duas transformações de M corresponde ao
produto usual de duas matrizes de SL2(R) e a transformação inversa de f corresponde à matriz
inversa de M. De fato, se f1 (z) = a1z+b1

c1z+d1
e f2 (z) = a2z+b2

c2z+d2
, então a composta

f1 (f2 (z)) =
a1

a2z+b2

c2z+d2
+ b1

c1
a2z+b2

c2z+d2
+ d1

=
(a1a2 + b1c2) z + a1b2 + b1d2

(c1a2 + c2d1) z + b2c1 + d1d2
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corresponde ao produto M1M2 =
[
a1 b1

c1 d1

] [
a2 b2

c2 d2

]
, que está em SL2 (R) pois det M1M2 =

det M1 det M2 = 1.1 = 1.

Também, calculando f−1(z), temos

z = f
(
f−1 (z)

) ⇒

z =
af−1(z) + b

cf−1(z) + d
⇒

af−1(z) + b = zcf−1(z) + dz ⇒
af−1(z) − zcf−1(z) = dz − b ⇒

f−1(z)(−cz + a) = dz − b ⇒
f−1(z) =

dz − b

−cz + a
,

que corresponde à matriz M−1 que, também, está em SL2 (R) pois det M−1 = 1
det M

= 1
1

= 1.

Na verdade, M munido da operação de composição possui a estrutura de grupo, cujas
propriedades são facilmente checadas por meio da associação que fizemos com SL2 (R). Da
fato:

(1) A composição é associativa: sejam f1(z) = a1z+b1

c1z+d1
, f2 (z) = a2z+b2

c2z+d2
, f3 (z) = a3z+b3

c3z+d3
.

Mostrar que f1 ◦ (f2 ◦ f3) = (f1 ◦ f2) ◦ f3 equivale a mostrar que

[
a1 b1

c1 d1

]([
a2 b2

c2 d2

] [
a3 b3

c3 d3

])
=

([
a1 b1

c1 d1

] [
a2 b2

c2 d2

])[
a3 b3

c3 d3

]
,

o que sabemos ser verdade por propriedades de matrizes.
(2) f(z) = z é o elemento neutro da composição, pois dada f(z) = az+b

cz+d
temos

[
a b

c d

] [
1 0

0 1

]
=

[
a b

c d

]
e

[
1 0

0 1

] [
a b

c d

]
=

[
a b

c d

]

(3) Todo elemento do conjunto de Möbius é simetrizável: seja f(z) = az+b
cz+d

com ad−bc = 1.A

matriz,
[
a b

c d

]
possui inversa

[
d −b

−c a

]
e portanto, f−1(z) = dz−b

−cz+a
.

Embora SL2 (R) e M possuam a estrutura de grupo e cada elemento de M está associado
a um elemento de SL2 (R), não é verdade que esses grupos são isomorfos. De fato, cada
transformação f de M pode ser representada por um par de matrizes ±M ∈ SL2(R).

Para estabelecer um isomorfismo com M, consideremos o grupo quociente SL2(R)/ {± Id2} .

A relação de equivalência ∼ considerada em SL2(R) é tal que M ∼ N ⇐⇒ M = N ou M = −N.
Temos que ∼ é, de fato, uma relação de equivalência:
• é reflexiva pois M = M para qualquer M ∈ SL2(R);
• é simétrica pois se M ∼ N, então M = N ou M = −N =⇒ N = M ou N = −M =⇒ N ∼

M;
• é transitiva pois se M ∼ N e N ∼ P então





M = N ou M = −N

e
N = P ou N = −P

=⇒




M = P ou M = −P

e
M = −P ou M = P

=⇒




M = P

ou
M = −P

=⇒ M ∼ P.

Dessa forma, SL2(R)/ {± Id2} =
{
M = M {± Id2} : M ∈ SL2(R)

}
, sendo M = M {± Id2} as

classes de equivalência (classes laterais à esquerda) que ∼ determina em SL2(R). A operação
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que torna SL2(R)/ {± Id2} um grupo é tal que M.N = MN. Observemos que esta operação
está, de fato, bem definida pois independe do representante escolhido na classe de equivalência,
ou seja, {± Id2} é subgrupo normal de SL2 (R) pois M−1 Id2 M, M−1 (− Id2) M ∈ {± Id2} para
qualquer M ∈ SL2 (R).

Finalmente, temos o isomorfismo entre M e SL2(R)/ {± Id2} dado por

ξ : M −→ SL2(R)/ {± Id2}

f(z) = az+b
cz+d

7−→ φ(f) =

[
a b

c d

] .

De fato, se f1(z) = a1z+b1

c1z+d1
e f2(z) = a2z+b2

c2z+d2
, então

ξ(f1 ◦ f2) =

[
a1 b1

c1 d1

] [
a2 b2

c2 d2

]
=

[
a1 b1

c1 d1

]
.

[
a2 b2

c2 d2

]
= φ(f1)φ(f2).

Além disso, ξ é injetiva, pois se

ξ(f1) = ξ(f2) =⇒
[
a1 b1

c1 d1

]
=

[
a2 b2

c2 d2

]
=⇒

{[
a1 b1

c1 d1

]
, −

[
a1 b1

c1 d1

]}
=

{[
a2 b2

c2 d2

]
, −

[
a2 b2

c2 d2

]}
=⇒

[
a1 b1

c1 d1

]
=

[
a2 b2

c2 d2

]
ou

[
a1 b1

c1 d1

]
=

[
−a2 −b2

−c2 −d2

]
=⇒

f1(z) =
a1z + b1

c1z + d1

=
a2z + b2

c2z + d2

= f2(z) ou f1(z) =
a1z + b1

c1z + d1

=
−a2z − b2

−c2z − d2

=
a2z + b2

c2z + d2

= f2(z) =⇒
f1 = f2.

E, ξ é sobrejetiva, pois dada
[
a b
c d

]
∈ SL2(R)/ {± Id2}, então f(z) = az+b

cz+d
= −az−b

−cz−d
∈ M e

ξ(f) =
[
a b
c d

]
.

É comum utilizar a notação PSL2 (R) no lugar de M e chamá-lo de grupo linear especial
projetivo.

Notemos que PSL2(R) contém todas as transformações fracionais lineares da forma f(z) =
az+b
cz+d

com a, b, c, d ∈ R e 4 = ad − bc > 0.

De fato, f(z) = az+b
cz+d

=
a√4z+ b√4
c√4z+ d√4

e det

[
a√4

b√4
c√4

d√4

]
= 1. Em particular, PSL2(R) contém

todas as transformações da forma f(z) = az + b com a, b ∈ R e a > 0, pois f está associada

à matriz

[
a√
a

b√
a

0 1√
a

]
∈ SL2(R). O mesmo ocorre com f(z) = −1

z
que está associada à matriz

[
0 −1
1 0

]
∈ SL2(R).

Seja M =
[
a b
c d

]
∈ SL2(R) matriz associada a f(z) = az+b

cz+d
∈ PSL2(R). Definimos a norma de

f por

||f|| = ||M|| =
√

a2 + b2 + c2 + d2.
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Seja N ∈ SL2 (R) associada a g ∈ PSL2(R). Com a distância induzida d(f, g) = ‖M − N‖,
PSL2(R) é um grupo topológico e a topologia é a induzida pela norma definida acima (é a
topologia do R4). Um subgrupo G de PSL2(R) é discreto quando a topologia induzida de
PSL2(R) sobre G é discreta. Portanto, um subgrupo discreto G de PSL2 (R) corresponde a
um conjunto discreto de pontos de R4. Um subgrupo discreto G de PSL2(R) é chamado de
fuchsiano.

Os grupos fuchsianos desempenham papel importante na geometria hiperbólica, pois serão
eles que irão gerar os reticulados de pontos hiperbólicos que iremos considerar nesse trabalho.
Além disso, o resultado mais importante dessa seção é o fato de que transformações de Möbius
são isometrias no modelo do semiplano de Poincaré. Esse é o conteúdo da proposição abaixo,
cuja demonstração encontra-se em [7].

Teorema 2.1 Seja Iso (H) o grupo de simetrias, munido da operação de composição, do modelo
H do semiplano superior de Poincaré para a Geometria Hiperbólica com a métrica riemanniana

ds2 = dx2+dy2

y2 . Então, PSL2 (R) é subgrupo normal de ı́ndice 2 de Iso (H), composto por todas

as isometrias próprias (que preservam orientação de ângulos) de H.

Observação: é posśıvel demonstrar que Iso (H) é o grupo gerado por PSL2 (R) e g (z) = −z.

2.2 Grupos Fuchsianos no Modelo do Disco Unitário de

Poincaré

O estudo de grupos fuchsianos no modelo do disco de Poincaré é análogo ao que fizemos no
modelo do semiplano superior de Poincaré na seção anterior. Faremos apenas um breve resumo.

Consideremos o modelo do disco unitário de Poincaré para a geometria hiperbólica contido
no plano complexo, ou seja,

D = {z ∈ C : |z| < 1} .

Logo, a métrica riemanniana considerada em D é dada por ds2 =
4(dx2+dy2)
(1−x2−y2)

, que corresponde

aos coeficientes E (x, y) = 4
1−x2−y2 , F (x, y) = 0 e G (x, y) = 4

1−x2−y2 na Primeira Forma
Quadrática de D.

Consideremos grupo linear especial sobre C, denotado SL2(C), composto pelas matrizes

complexas A =
[
a b
c d

]
com det A = ad − bc = 1, no qual a operação considerada é a mul-

tiplicação usual de matrizes. Para que uma transformação de Möbius f : D −→ C, tal que
f (z) = az+b

cz+d
, tenha imagem em D, é necessário que b = c e d = a e, assim, temos

f : D −→ D

z 7−→ az+c
cz+a

(2.1)

com aa − cc = 1.
O conjunto

A =

{[
a c

c a

]
∈ SL2(C)

}
⊂ SL2(C)

é na verdade, um subgrupo de SL2(C) quando consideramos a operação de composição herdada
de SL2(C).

Como no caso do semiplano, o conjunto de transformações de Möbius acima munido da
operação de composição usual forma um grupo de tal modo que a composição de duas trans-
formações corresponde ao produto de duas matrizes de A e a inversa corresponde à matriz
inversa. Além disso, cada transformação f da forma acima pode ser representada por um par
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de matrizes ±A ∈ A. Então, o grupo de todas as transformações f definidas em 2.1, chamado
de PSL2(C), é isomorfo ao grupo quociente A/ {± Id2}, sendo Id2 a matriz identidade de ordem
2 e escrevemos PSL2(C) ≈ A/ {± Id2}.

Seja A =
[
a c
c a

]
∈ A matriz associada a f(z) = az+c

cz+a
∈ PSL2(C). Definimos

||f|| = ||A|| =

√
|a|

2
+ |c|

2
+ |c|

2
+ |a|

2
=

√
2 |a|

2
+ 2 |c|

2.

Seja N ∈ A associada a g ∈ PSL2(C). Com a distância induzida d(f, g) = ||M − N||,
PSL2(C) é um grupo topológico e a topologia é a induzida pela norma definida acima. Na
verdade, é a mesma topologia do PSL2 (R).

Um subgrupo G de PSL2(C) é discreto quando a topologia induzida de PSL2(C) sobre G é
discreta. Também chamamos um subgrupo discreto de PSL2(C) de fuchsiano.

À semelhança do semiplano temos o seguinte, e importante, teorema, cuja demonstração
também pode ser encontrada em [5].

Teorema 2.2 Seja Iso (D) o grupo de simetrias, munido da operação de composição, do modelo
D do disco unitário de Poincaré para a Geometria Hiperbólica com a métrica riemanniana

ds2 =
4(dx2+dy2)
(1−x2−y2)

. Então, PSL2 (C) é subgrupo normal de ı́ndice 2 de Iso (D), composto por

todas as isometrias próprias (que preservam orientação de ângulos) de D.

Observação: é posśıvel demonstrar que Iso (D) é o grupo gerado por PSL2 (C) e g (z) = z.

Por fim, um importante teorema, que estabelece um isometria entre os modelos de Poincaré
é dado abaixo, e sua demonstração pode sem encontrada em [7].

Teorema 2.3 Sejam H e D os modelos de Poincaré para a geometria hiperbólica munidos de
suas respectivas métricas riemannianas. Então,

f : H −→ D

z 7−→ zi+1
z+i

é isometria entre os modelos H e D.

Por fim, outro fato curioso interessante de ressaltar em nossos estudos é que os dois modelos
de Poincaré são conformes, ou seja, a noção de medida de ângulos nesses modelos coincide com
a noção euclidiana. Isto se deve ao fato de que o segundo coeficiente, F, nas Primeiras Formas
Quadráticas são nulos em ambos os modelos.

2.3 Geodésicas, Distâncias e Trigonometria nos Modelos

de Poincaré

Nosso objetivo nesta seção é apresentar os principais teoremas relacionados com o formato
euclidiano das geodésicas (retas hiperbólicas) nos modelos de Poincaré, bem como apresentar
expressões anaĺıticas para o cálculo de distâncias (realizadas por segmentos hiperbólicos) nesses
modelos. Também apresentamos as quatro principais fórmulas trigonométricas hiperbólicas
para cálculos envolvendo comprimento de lados e ângulos em triângulos hiperbólicos.

Como esta seção será utilizada apenas como ferramenta matemática para o desenvolvimento
dos próximos caṕıtulos, não faremos as demonstrações dos diversos teoremas aqui apresentados.
Essa demonstrações podem ser encontradas nas referências [7], para as geodésicas e distâncias
e [5] para a trigonometria.

Consideremos os modelos de Poincaré de acordo com as seções anteriores.
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Teorema 2.4 As geodésicas em H são as semicircunferências e as semirretas euclidianas or-
togonais ao eixo real R, bordo de H.

Observemos que, da geometria euclidiana, dados dois pontos em H, existe uma única semicir-
cunferência ou semirreta em H, ortogonal ao bordo de H, passando pelos pontos dados. Como
era de se esperar, esse fato e o teorema acima estão de acordo com o axioma da geometria
hiperbólica que afirma que por dois pontos quaisquer passa uma única geodésica.

Com o teorema acima e a isometria f(z) = zi+1
z+i

de H em D é fácil deduzir o formato
euclidiano das geodésicas em D, que é dado pelo teorema abaixo.

Teorema 2.5 No modelo D as geodésicas são arcos de circunferência e diâmetros euclidianos
ortogonais à circunferência unitária que é bordo de D.

Observação análoga à que fizemos acima, sobre o axioma que diz que dois pontos determinam
uma única reta, vale para o modelo do disco.

Para a introdução de uma fórmula para a distância hiperbólica, é útil, quando se trabalha
com o modelo H, estender o plano complexo C com a introdução do śımbolo ∞ para representar
o infinito, ou seja, considerar C = C ∪ {∞}. A razão-cruzada de pontos distintos z1, z2, z3, z4 ∈
C é definida pela fórmula

(z1, z2; z3, z4) =
(z1 − z2)(z3 − z4)

(z2 − z3)(z4 − z1)
.

Além disso, também é útil considerar a compactificação de H, ou seja, H = H ∪ R ∪ {∞}.
Os pontos de R ∪ {∞} são chamados de pontos ideais de H, enquanto que os pontos de H

são chamados de pontos ordinários. Também é útil estender as transformações de Möbius
T(z) = az+b

cz+d
a H definindo:

(i) T(∞) = ∞, no caso c = 0;

(ii) T(∞) = a
c
, no caso c 6= 0;

(iii) T
(
−d

c

)
= ∞, no caso c 6= 0;

(iv) T(z) = az+b
cz+d

nos demais pontos de R.
Com essas definições, temos a seguinte proposição, que é um espécie de lema para o teorema

que estabelece a fórmula da distância.

Proposição 2.1 Sejam z,w ∈ H, z 6= w, e seja a geodésica unindo z e w que tem pontos
finais z∗, w∗ em R ∪ {∞}, escolhidos de forma que z fique entre z∗ e w. Então, a distância
hiperbólica ρ entre z e w é dada por ρ(z,w) = ln(w, z∗; z,w∗).

A Figura 14 ilustra a posição dos pontos considerados na proposição acima

z

w

w*= ¥

H

z* w*

z w

H

z*

Figura 14: Razão cruzada.

Abaixo seguem as fórmulas expĺıcitas para a distância hiperbólica em H, sendo ρ a distância
nesse modelo e cosh (x) = ex+e−x

2
, senh (x) = ex−e−x

2
e tanh (x) = senh(x)

cosh(x)
= ex−e−x

ex+e−x .



29

Teorema 2.6 Para z,w ∈ H :

(i) ρ(z,w) = ln
(

|z−w|+|z−w|
|z−w|−|z−w|

)
;

(ii) cosh(ρ(z,w)) = 1 + |z−w|2

2 Im(z) Im(w)
;

(iii) senh
(

1
2
ρ(z,w)

)
= |z−w|

2
√

Im(z) Im(w)
;

(iv) cosh
(

1
2
ρ(z,w)

)
= |z−w|

2
√

Im(z) Im(w)
;

(v) tanh
(

1
2
ρ(z,w)

)
=

∣∣z−w
z−w

∣∣ .

Mais uma vez, com o aux́ılio da isometria f(z) = zi+1
z+i

de H em D é fácil deduzir, a partir
do teorema acima, as fórmulas da distância hiperbólica ρ∗ no modelo D. Este é o conteúdo do
seguinte teorema.

Teorema 2.7 Para z,w ∈ D

(i) ρ∗(z,w) = ln
(

|1−zw|+|z−w|
|1−zw|−|z−w|

)
;

(ii) cosh2
(

1
2
ρ∗ (z,w)

)
= |1−zw|2

(1−|z|2)(1−|w|2)
;

(iii) senh 2
(

1
2
ρ∗ (z,w)

)
= |z−w|2

(1−|z|2)(1−|w|2)
;

(iv) tanh
(

1
2
ρ∗ (z,w)

)
=

∣∣ z−w
1−zw

∣∣ .

Os próximos teoremas são de trigonometria hiperbólica e, o fato mais interessante envolvendo-
os é que, por incŕıvel que pareça, eles não dependem do modelo escolhido para modelar a geo-
metria hiperbólica plana. Este fato se deve a uma caracteŕıstica muito peculiar da geometria
hiperbólica, ausente na geometria euclidiana, que é a existência de uma unidade de medida
de comprimento universal hiperbólica. Sendo essa unidade uma das constantes que surgem de
modo natural no estudo abstrato da geometria hiperbólica, ela não depende, evidentemente,
do modelo escolhido para as construções geométricas.

Teorema 2.8 (Teorema de Pitágoras Hiperbólico) Em um triângulo retângulo hiperbólico de
hipotenusa medindo c e catetos medindo a e b vale

cosh (c) = cosh (a) cosh (b) .

Teorema 2.9 (Primeira Lei dos Cossenos) Em um triângulo hiperbólico com lados medindo a,

b e c e, sendo α a medida do ângulo interno oposto ao lado de medida a, então vale

cosh (a) = cosh (b) cosh (c) − senh (b) senh (c) cos (α) .

Quanto estamos trabalhando nos modelos de Poincaré, a medida dos ângulos são euclidianas,
pois trata-se de modelos conformes.

Teorema 2.10 (Lei dos Senos) Em um triângulo hiperbólico com lados medindo a, b e c e,
sendo α, β e γ a medida dos ângulos internos opostos aos lados de medida a, b e c, respecti-
vamente, então vale

senh (a)

sen (α)
=

senh (b)

sen (β)
=

senh (c)

sen (γ)
.

Por fim, uma segunda Lei dos Cossenos, que não possui fórmula análoga na Geometria
Euclidiana.
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Teorema 2.11 (Segunda Lei dos Cossenos) Em um triângulo hiperbólico com lados medindo
a, b e c e, sendo α, β e γ a medida dos ângulos internos opostos aos lados de medida a, b e
c, respectivamente, então vale

cosh (c) =
cos (α) cos (β) + cos (γ)

sen (α) sen (β)
.

Observemos que esta segunda Lei dos Cossenos segue do fato de que na Geometria Hiperbólica
não existe semelhança, ou seja, dados três valores de ângulos internos de um triângulo hiperbólico
(portanto, com soma menor do que dois retos), os comprimentos dos lados do triângulo ficam
univocamente determinados.



Caṕıtulo 3

Reticulados Geometricamente
Uniformes em Espaços Quociente

Neste caṕıtulo, vamos introduzir um reticulado que será objeto de nossos estudos, bem como o
espaço no qual ele está inserido: o bitoro, que é um toro de gênero 2 obtido por quociente do
plano hiperbólico por grupos fuchsianos. Este caṕıtulo é baseado na referencia [7].

Comecemos com o conceito de reticulados geometricamente uniformes.

3.1 Reticulados Geometricamente Uniformes

Vamos estender o conceito de reticulado definido no primeiro caṕıtulo para espaços mais gerais.
Sejam E um espaço n-dimensional com curvatura gaussiana constante, P ⊂ E um conjunto

finito de pontos e J um grupo discreto de isometrias de E. À órbita R = JP = {h(P) : h ∈ J e
P ∈ P} de P por J em E chamaremos de reticulado em E.

Um reticulado R em E é dito geometricamente uniforme quando o grupo de simetrias G

de R é transitivo, ou seja, dados dois pontos P e Q de R, existe uma simetria g ∈ G tal que
g (P) = Q.

Observemos que se P for um conjunto unitário, então R será necessariamente, geometrica-
mente uniforme, pois nesse caso, J é um subgrupo do grupo de simetrias G, como podemos
observar no exemplo seguinte.

Exemplo 1. Seja P = {P} e J =
〈
ρπ

2

〉
, sendo ρπ

2
rotação de π

2
radianos em torno da origem.

Então, temos J =
{

Id, ρπ
2
, ρπ, ρ3π

2

}
e G =

{
Id, ρπ

2
, ρπ, ρ3π

2
, R1, R2, R3, R4

}
, sendo Ri, i = 1, ..., 4,

reflexões em torno dos eixos coordenados e bissetrizes dos quadrantes. Logo, R = {P, P1, P2, P3}

é geometricamente uniforme (Figura 15).

PP
1

P
2 P

3

R
1

R
2

R
3

R
4

Figura 15: Reticulado geometricamente uniforme gerado a partir de P = {P} por J =
〈
ρπ

2

〉
.
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Os reticulados no espaço Rn obtidos a partir da origem pela ação de um grupo de translações
por n vetores linearmente independentes são os reticulados Λα tratados no Caṕıtulo 1. Con-
forme observado acima, esses reticulados (que têm uma quantidade infinita de pontos) são
geometricamente uniformes. Entretanto, subconjuntos finitos de tais reticulados podem não

ser geometricamente uniformes. Por exemplo, se P = {(1, 0) , (2, 0)} ⊂ R2 e J =
〈
ρπ

4

〉
, sendo

ρπ
4

rotação de π
4

em torno da origem, o grupo G de simetrias de P não é transitivo, pois con-
siderando os pontos P e Q, conforme Figura 16 abaixo, não existe simetria g de R = JP tal
que P = g(Q).

( )1,0 ( )2 0,

Q

P

Figura 16: Reticulado não geometricamente uniforme gerado a partir de P = {(1, 0), (2, 0)}

por J =
〈
ρρ

4

〉
.

Outro exemplo importante de reticulado que não é geometricamente uniforme é dado no
Exemplo 2 abaixo.

Exemplo 2. Consideremos um reticulado R de 16 pontos em forma de quadrado 4 × 4

no plano euclidiano R2. Em Teoria da Informação e Codificação, tal reticulado é conhecido
como 16−QAM (quadrature amplitude modulation) e é gerado pela órbita de P = {P1, P2, P6}

(Figura 17) pelo grupo de simetrias J = 〈R1, R2〉, gerado pelas reflexões R1 pela reta que passa
por P1 e P6 e R2 pela mediatriz do segmento P5P9. Esse reticulado não é geometricamente uni-
forme. De fato, o grupo de simetrias J é composto pelos elementos Id, R1, R2, R3, R4, ρπ

2
, ρπ,

ρ3π
2

, sendo Ri reflexões e ρθ rotações de giro θ e centro O. Observemos que translações não

podem fazer parte de J pois elas não fixam o reticulado, bem como qualquer outra isometria
que não as listadas no grupo J. Assim, fixados os pontos P1 e P2, não temos uma simetria σ de
R tal que σ (P1) = P2, o que permite concluir a afirmação.

x

y
R1

R3

R2

R4

P16
P15P14

P13

P9 P10
P11 P12

P8P7
P6P5

P1
P2 P3

P4

Figura 17: Reticulado 16−QAM.
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Existem reticulados de pontos no plano euclidiano bastante utilizados em modulação de
sinais e códigos corretores de erros em canais de transmissão ruidosos que não são geometrica-
mente uniformes, como o do Exemplo 2 acima, mas possuem estrutura interessante do ponto
de vista de codificação. Para “torná-los” geometricamente uniformes, fazemos uso de espaços
quociente, à semelhança do que fizemos no Caṕıtulo 1.

Sejam E um espaço n-dimensional com curvatura gaussiana constante, J um grupo discreto
de isometrias de E e a relação de equivalência ∼ em E definida por

P1 ∼ P2 ⇐⇒ P2 = h (P1) , h ∈ J.

Denotamos a classe de equivalência de um ponto P por P. Ao conjunto

E = E/J = {P : P ∈ E}

chamamos de espaço quociente de E por J.
Abaixo, consideramos o reticulado 16−QAM sobre um espaço quociente.

Consideremos:
(i) o grupo discreto de isometrias G1 = 〈Te1

, Te2
〉, gerado pelas translações Te1

e Te2
, sendo

{e1, e2} base canônica do espaço vetorial usual R2.
(ii) o ponto P =

(
1
2
, 1

2

)
em P = {P} e sua órbita G1P =

{
ϕ (P) ∈ R2 : ϕ ∈ G1

}
.

(iii) o grupo discreto de isometrias G2 = 〈T4e1
, T4e2

〉 gerado pelas translações T4e1
e T4e2

.
(iv) o espaço quociente E = R2/G2 (Figura 18).

x

y

Q

P

P

1
2 x

y

Reticulado
G P1

Q=( ) (2T Te e1 2

2 P) ( )

Reticulado
-16 QAM

G2= e e1 2á ñT T4 4,

E R G=
2
/ 2

1
2

°

® ®

G1= e e1 2á ñT T,® ®

® ®

1
2

1
2

Figura 18: O reticulado 16−QAM obtido por quociente.

Logo, sobre E temos o conjunto das classes de equivalência de 16 pontos da órbita de P, que
definimos como sendo o reticulado 16−QAM obtido por quociente. O grupo de simetrias S

desse reticulado quociente possui translações pelos vetores e1 =
−−→
P1P2 e e2 =

−−→
P1P5 (ver Figura

17). Assim, dados dois pontos Pi e Pj, existe uma simetria σ ∈ S composta de translações tal
que σ

(
Pi

)
= Pj, ou seja, sobre E, o reticulado obtido é geometricamente uniforme.

Observemos que quando “quocientamos” o reticulado G1P pelo grupo G2, estamos iden-
tificando os lados opostos do quadrado azul da Figura 18 de tal modo que, do ponto de
vista topológico, os pontos do 16−QAM podem ser vistos sobre o toro plano. Como vimos

no Caṕıtulo 1, este toro pode ser mergulhado em uma esfera de raio
√

2
2π

no R4, por meio do
mergulho Φ (x, y) =

(
1
2π

cos (2πx) , 1
2π

sen (2πx) , 1
2π

cos (2πy) , 1
2π

sen (2πy)
)
.

No Exemplo 3 abaixo consideramos um reticulado de 16 pontos em um bitoro, que pode ser
obtido como espaço quociente do plano hiperbólico por um grupo fuchsiano. Trata-se, portanto,
de um reticulado “genuinamente hiperbólico”.
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Exemplo 3. Consideremos:

(a) o grupo discreto de isometrias F1 = 〈δ0, δ1, δ2〉, no disco D, gerado pelas reflexões hiperbólicas
do tipo f(z) = az+c

cz+a
nos lados de um triângulo hiperbólico equilátero OBE de ângulos internos

π
4
, com o lado OB no eixo das abscissas e o vértice O na origem. (Figura 19).

g
2

g
3

g
4

g
5

g
6

g
7

g
8

g
1

j2j1

j3

j0

d
0

d
1

d
2

B

E

O

D

Figura 19: As isometrias δi representam as reflexões nos lados de um triângulo hiperbólico
equilátero e as isometrias ϕi as que identificam lados opostos do octógono hiperbólico regular.

(b) o ponto Q, centro do triângulo OBE como pode ser visto na Figura 19, e o reticulado
R gerado pela sua órbita F1Q = {δ (Q) ∈ D : δ ∈ F1}, onde Q =

(
a cos

(
π
8

)
, a sen

(
π
8

)) ≡ aei π
8

com a ∼= 0, 405. Para o cálculo do valor de a, consideremos a Figura 20. Se fizermos y = OA,
então, aplicando a Segunda Lei dos Cossenos (hiperbólica) no triângulo OAB, temos

cosh(y) =
cos

(
π
8

)
cos

(
π
8

)
+ cos

(
π
2

)

sen
(

π
8

)
sen

(
π
8

) =
cos2

(
π
8

)
+ cos

(
π
2

)

sen2
(

π
8

) ∼= 5, 828 .

Assim,

ey + e−y

2
∼= 5, 828 =⇒ ey + e−y ∼= 11, 656 =⇒ (ey)

2
− 11, 656ey + 1 ∼= 0.

Logo,

ey ∼= 11, 570 =⇒ y ∼= 2, 448.

Agora, observando que o triângulo OBA é isóceles, fazendo OB = AB = x e aplicando o
Teorema de Pitágoras Hiperbólico a esse triângulo temos,

cosh (y) = cosh(x) cosh(x) = cosh2 (x) .

Assim,

(
ex + e−x

2

)2

∼= 5, 828 =⇒ ex + e−x

2
∼= 2, 414 =⇒

ex + e−x ∼= 4, 828 =⇒ (ex)
2
− 4, 828ex + 1 ∼= 0.

Logo,

ex ∼= 4, 611 =⇒ x ∼= 1, 528.
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Dáı, fazendo OC = z e usando a Lei dos Senos (hiperbólica) no triângulo OCB, temos

senh (z)

sen
(

π
4

) =
senh(x)

sen
(

π
2

) =⇒ senh (z)
√

2
2

= senh(x) =⇒ senh (z) ∼= 1, 553

=⇒ ez − e−z

2
∼= 1, 553 =⇒ ez − e−z ∼= 3, 107 =⇒ (ez)

2
− 3, 107ez − 1 ∼= 0.

Logo,
ez ∼= 3, 401 =⇒ z ∼= 1, 224.

Fazendo QC = w, temos, no triângulo OQD, novamente pela Lei dos Senos,

senh (z − w)

sen
(

π
2

) =
senh (w)

sen
(

π
8

) =⇒ 0, 382 senh (z − w) ∼= senh (w) =⇒

0, 382

(
ez−w − e−z+w

2

)
∼=

ew − e−w

2
=⇒ 0, 382

(
ez

ew
−

ew

ez

)
∼= ew − e−w =⇒

0, 382

[
(ez)2 − (ew)2

ewez

]
∼= ew − e−w =⇒

0, 382

(
11, 570 − (ew)2

3, 401ew

)
∼= ew − e−w =⇒ 3, 784(ew)2 ∼= 7, 829 =⇒

ew ∼= 1, 438 =⇒ w ∼= 0, 363.

Portanto, OQ = z − w ∼= 0, 860.

O D
B

A
C

Q
p

8

p

8

p

4

p

4

Figura 20: Encontrando o centro do triângulo equilátero hiperbólico.

Agora, considerando a fórmula da distância ρ∗ no disco entre os pontos O = 0 + 0i e Q =

a cos
(

π
8

)
+ ia sen

(
π
8

)
com a > 0 temos

0, 860 ∼= ln

(∣∣1 − (0 + 0i)
(
a cos

(
π
8

)
− ia sen

(
π
8

))∣∣ +
∣∣0 + 0i −

(
a cos

(
π
8

)
+ ia sen

(
π
8

))∣∣
∣∣1 − (0 + 0i)

(
a cos

(
π
8

)
− ia sen

(
π
8

))∣∣ −
∣∣0 + 0i −

(
a cos

(
π
8

)
+ ia sen

(
π
8

))∣∣

)
⇒

0, 860 ∼= ln

(
1 + a

1 − a

)
⇒

a ∼= 0, 405.

(c) o grupo discreto de isometrias fuchsiano F2 = 〈ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3〉 gerado pelas isometrias
hiperbólicas ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 do tipo f (z) = az+c

cz+a
que identificam pares de lados do octógono
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hiperbólico regular com centro na origem composto de 16 triângulos equiláteros congruentes ao
triângulo descrito no Item (a) (Figura 19).

(d) a relação de equivalência ∼ em D definida por Q1 ∼ Q2 ⇐⇒ Q2 = ϕ (Q1), sendo ϕ ∈ F2.
Denotamos a classe de equivalência de um ponto Q por Q.

(e) o espaço quociente F = D/F2 =
{
Q : Q ∈ D

}
.

Logo, sobre F temos o conjunto das classes de equivalência de 16 pontos da órbita de
Q, que definimos como sendo o reticulado 16−HQAM (Figura 21). O grupo de simetrias
desse reticulado quociente contém todas as isometrias do grupo F1. Esse reticulado quociente
é geometricamente uniforme, pois dados Qi e Qj, que são centros de triângulos hiperbólicos,
sempre haverá uma composição δ de reflexões em lados desses triângulos tais que δ

(
Qi

)
= Qj.

Q

Figura 21: O reticulado hiberbólico 16−HQAM.

Para uma efetiva implementação do reticulado do Exemplo 3 acima, é necessário encontrar
as expressões para as isometrias dos grupos F1 e F2. Para tanto, precisamos do conceito de
ćırculos isométricos, que é objeto de nossa próxima seção.

3.2 Ćırculos Isométricos

Seja T(z) = az+b
cz+d

∈ PSL2(R), com c 6= 0, estendida a C. O ćırculo

I (T) = {z ∈ C : |cz + d| = 1},

que é o lugar geométrico completo de pontos onde a transformação T age como uma isometria
euclidiana, é chamado ćırculo isométrico da transformação T .

De forma análoga, quando T(z) = az+c
cz+a

∈ PSL2(C), com c 6= 0, estendida a C, o ćırculo
isométrico com relação a T é

I (T) = {z ∈ C : |cz + a| = 1}.

A afirmação de que T da forma T(z) = az+b
cz+d

com ad − bc = 1 e |cz + d| = 1 age como uma
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isometria euclidiana deve-se ao fato de que, se tomarmos dois pontos z1 e z2 em I (T), então

|T (z1) − T (z2)| =

∣∣∣∣
az1 + b

cz1 + d
−

az2 + b

cz2 + d

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
(az1 + b) (cz2 + d) − (az2 + b) (cz1 + d)

(cz1 + d) (cz2 + d)

∣∣∣∣

=
|acz1z2 + adz1 + bcz2 + bd − acz1z2 − adz2 − bcz1 − bd|

|cz1 + d| . |cz2 + d|

= |(ad − bc) z1 − (ad − bc) z2|

= |z1 − z2| .

Analogamente, para T (z) = az+c
cz+a

com aa − cc = 1 e |cz + a| = 1 e, considerando dois pontos
z1 e z2 em I (T), então

|T (z1) − T (z2)| =

∣∣∣∣
az1 + c

cz1 + a
−

az2 + c

cz2 + a

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
(az1 + c) (cz2 + a) − (az2 + c) (cz1 + a)

(cz1 + a) (cz2 + a)

∣∣∣∣

=
|acz1z2 + aaz1 + ccz2 + ca − acz1z2 − aaz2 − ccz1 − ca|

|cz1 + a| . |cz2 + a|

= |(aa − cc) z1 − (aa − cc) z2|

= |z1 − z2| .

Para as demonstrações dos próximos teoremas recordemos que se temos uma curva parame-
trizada em R2, γ (t) = (x (t) , y (t)) com t ∈ [a, b], então o comprimento lγ é dado por lγ =∫b

a
|γ′ (t)| dt. No nosso caso, T(z) = az+b

cz+d
com ad − bc = 1 e

T ′ (z) =
a (cz + d) − c (az + b)

(cz + d)
2

=
acz + ad − acz − bc

(cz + d)
2

= (cz + d)−2.

Logo, os comprimentos euclidianos são multiplicados por |T ′ (z)| = |cz + d|
−2, pois

lT(γ) =
∫T(b)

T(a)
|T ′ (γ (t))| . |γ′ (t)| dt =

∫T(b)

T(a)
|γ′ (t)| . |c (γ (t)) + d|

−2
dt.

Uma região infinitesimal é levado em uma região similar com comprimentos multiplicados
por |cz + d|

−2. A área euclidiana, portanto, é multiplicada por |cz + d|
−4. Os comprimentos e

áreas euclidianos são inalterados em magnitude se, e somente se, |cz + d| = 1.

Teorema 3.1 Seja T ∈ PSL2 (R), com c 6= 0, estendida a C. A transformação T aumenta
os comprimentos e áreas euclidianas dentro do ćırculo isométrico I (T), e os diminui fora do
ćırculo isométrico I (T) .

Demonstração:
Seja z pertencente ao interior de I (T). Dáı,

∣∣z + d
c

∣∣ < 1
|c|

, isto é, |cz + d| < 1, o que implica

que |T ′ (z)| > 1, ou seja, a transformação T aumenta os comprimentos euclidianos de curvas
dentro de I (T). De forma análoga, se z pertence ao exterior de I (T) então |T ′ (z)| < 1. Como

|T ′ (z)| > 1 =⇒ |T ′ (z)|2 > 1

e
|T ′ (z)| < 1 =⇒ |T ′ (z)|2 < 1

a afirmação segue com relação às áreas euclidianas. ¤
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Teorema 3.2 Seja T ∈ PSL2(R), com c 6= 0, estendida a C. Os ćırculos isométricos I(T) e
I(T−1) têm o mesmo raio, e I(T) é levado em I(T−1) pela transformação T .

Demonstração:

Seja T (z) = az+b
cz+d

com ad − bc = 1. Dáı, T−1 (z) = −dz+b
cz−a

, I(T) = {z ∈ C : |cz + d| = 1} e

I(T−1) = {z ∈ C | |cz − a| = 1}. Fazendo z = x + iy ∈ I(T), então

|cz + d| = 1 =⇒ |c (x + iy) + d| = 1 =⇒
∣∣∣∣x +

d

c
+ iy

∣∣∣∣ =
1

|c|
=⇒

(
x +

d

c

)2

+ y2 =

(
1

|c|

)2

,

ou seja, I(T) é um ćırculo euclidiano de centro
(
−d

c
, 0

)
e raio 1

|c|
. Agora , se z = x+ iy ∈ I(T−1),

então

|cz − a| = 1 =⇒ |c (x + iy) − a| = 1 =⇒
∣∣∣x −

a

c
+ iy

∣∣∣ =
1

|c|
=⇒

(
x −

a

c

)2

+ y2 =

(
1

|c|

)2

,

ou seja, I(T−1) é um ćırculo euclidiano de centro
(

a
c
, 0

)
e raio 1

|c|
. Portanto, I(T)e I(T−1) têm o

mesmo raio. Suponha agora que z ∈ I(T), então z = −d
c

+ 1
|c|

eiθ, com θ ∈ [0, 2π[, e

T(z) =
a

(
−d

c
+ 1

|c|
eiθ

)
+ b

c
(
−d

c
+ 1

|c|
eiθ

)
+ d

=

−ad+bc
c

+ a
|c|

eiθ

−d + c
|c|

eiθ + d
=

−1
c

+ a
|c|

eiθ

c
|c|

eiθ

=

(
−

1

c
+

a

|c|
eiθ

)
|c|

ceiθ
= −

|c|

c2
ei(−θ) +

a

c
= −

1

|c|
(cos (θ) − i sen (θ)) +

a

c
.

Vejamos que T (z) ∈ I(T−1). De fato,

|c (T (z)) − a| =

∣∣∣∣−
c

|c|
(cos (θ) − i sen (θ)) + a − a

∣∣∣∣ = cos2 (θ) + sen2 (θ) = 1.

Logo, T(I(T)) ⊂ I(T−1), ou seja, I(T) é levado em I(T−1) por T . ¤

Teorema 3.3 Seja T ∈ PSL2(R), com c 6= 0. A restrição do ćırculo isométrico I(T) a H é
geodésica em H.

Demonstração:

Como vimos no teorema anterior, se T (z) = az+b
cz+d

com ad − bc = 1 então I(T) é um ćırculo

euclidiano de centro
(
−d

c
, 0

)
e raio 1

|c|
. Logo, o eixo x contém um dos diâmetros de I(T). Logo,

I(T) é um ćırculo ortogonal ao eixo x, portanto, geodésica em H. ¤

Resultados análogos valem para ćırculos isométricos no modelo do disco de Poincaré.

3.3 Encontrando Geradores do Grupo Fuchsiano F2

Para encontrar as isometrias ϕ0,ϕ1,ϕ2,ϕ3, que geram F2 no Exemplo 3 (reticulado 16−HQAM),
primeiramente observamos que a rotação T (z) = eiωz pode ser escrita na forma T (z) = az+c

cz+a

com aa−cc = 1, ou seja, como elemento de PSL2(C). De fato, tomemos a = cos
(

ω
2

)
+i sen

(
ω
2

)
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e c = 0. Logo,

(
cos

(
ω
2

)
+ i sen

(
ω
2

))
z + 0

0z +
(
cos

(
ω
2

)
− i sen

(
ω
2

)) =

(
cos

(
ω
2

)
+ i sen

(
ω
2

))
z

cos
(

ω
2

)
− i sen

(
ω
2

) .
cos

(
ω
2

)
+ i sen

(
ω
2

)

cos
(

ω
2

)
+ i sen

(
ω
2

)

=

(
cos2

(
ω
2

)
+ i cos

(
ω
2

)
sen

(
ω
2

)
+ i cos

(
ω
2

)
sen

(
ω
2

)
− sen2

(
ω
2

))
z

cos2
(

ω
2

)
+ sen2

(
ω
2

)

=
(
cos2

(ω

2

)
+ i

(
2 cos

(ω

2

)
sen

(ω

2

))
− sen2

(ω

2

))
z

=
(
cos

(
2
ω

2

)
+ i sen

(
2
ω

2

))
z

= (cos (ω) + i sen (ω)) z

= eiωz.

Além disso,

aa − cc =
(
cos

(α

2

)
+ i sen

(α

2

))(
cos

(α

2

)
− i sen

(α

2

))
= cos2

(α

2

)
+ sen2

(α

2

)
= 1.

Consideremos a Figura 22 abaixo.

O’

r

r

A

C’

B

C

O
1

p

8

p

8

p

4

d O B x
d B O y

( , ) =
( , ’) =

Figura 22: Encontrando expressões para isometrias.

O ćırculo de centro O′ contém a curva γ1 (um dos lados do octógono hiperbólico regular de
ângulos π

4
) representada na Figura 19.

Observemos que OAO′ é reto em A e BCO′ é reto em C. Além disso, B̂ = π
8

+ π
8

= π
4
. No

triângulo BCO′ temos

sen
(π

4

)
=

r

y
=⇒ y =

2r√
2

= r
√

2

e

cos
(π

4

)
=

x

y
=⇒ x =

√
2

2
r
√

2 = r.

No triângulo OO′A temos

(x + y)2 = r2 + 1 =⇒
(
r + r

√
2
)2

= r2 + 1 =⇒ r2
(
1 +

√
2
)2

= r2 + 1 =⇒

r2

((
1 +

√
2
)2

− 1

)
= 1 =⇒ r2 =

1

2 + 2
√

2
=⇒ r =

1√
2 + 2

√
2
.
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Além disso,

|x + y| =

√
r2

(
1 +

√
2
)2

=

√
1

2 + 2
√

2

(
1 + 2

√
2 + 2

)
=

√
3 + 2

√
2

2 + 2
√

2
=

√
3 + 2

√
2√

2 + 2
√

2
.

√
2 + 2

√
2√

2 + 2
√

2

=

√(
3 + 2

√
2
)(

2 + 2
√

2
)

2 + 2
√

2
=

√
6 + 6

√
2 + 4

√
2 + 8

2 + 2
√

2
=

√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2
.

Queremos mostrar que o ćırculo de centro O′ na Figura 22 é o ćırculo isométrico da
transformação ϕ0 e, mais ainda, que I(ϕ−1

0 ) é o ćırculo que contém a curva γ3 da Figura 19.
Para isso, precisamos descobrir os valores de a e c complexos tais que





−
a

c
=

√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

a

c
=

(√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

)
i

.

Para justificar as igualdades acima, utilizamos argumentos geométricos descritos a seguir.
Temos que |cz + a| = 1. Fazendo z = reiθ + d temos

∣∣c (
reiθ + d

)
+ a

∣∣ = 1∣∣creiθ + cd + a
∣∣ = 1∣∣∣∣reiθ + d +

a

c

∣∣∣∣ =
1

|c|
.

Observando a expressão acima, temos uma circunferência de centro d + a
c

e raio 1
|c|

. Assim,

tomando dois pontos p1 e p2 nesta circunferência temos que |p1| = |p2| = 1
|c|

, o que só é
posśıvel se esta circunferência estiver centrada na origem, como podemos observar na Figura
23 abaixo.

d

z

p1
p2

c½½
1

c½½
1

d c½½
1

p2

p1

Figura 23: Encontrando os centros e raios de ćırculos isométricos.

Logo, I(T) é um ćırculo euclidiano de raio 1
|c|

e centro −a
c
.Analogamente, para T−1 (z) =

az−c
−cz+a

, temos que I(T−1) é um ćırculo euclidiano de raio 1
|c|

e centro a
c
. Mas, observando a

Figura 19, temos que o centro de I(ϕ0) é dado por (x + y, 0) = (x + y) + 0i, portanto,

−
a

c
=

√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2
.

Por outro lado, I(ϕ−1
0 ) tem centro em (0, x + y) = 0 + (x + y)i, portanto,

a

c
=

(√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

)
i.
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Façamos a = x + iy e c = z + iw. Sabemos que z2 + w2 = 2 + 2
√

2, já que |c| =
√

z2 + w2

e r = 1
|c|

e, portanto,
√

z2 + w2 =
√

2 + 2
√

2. Logo,

−
a

c
= −

a

c
.
c

c
= −

(x − iy) (z − iw)

(z + iw) (z − iw)
=

−xz + ixw + iyz + yw

z2 + w2

=
−xz + yw + i (xw + yz)

z2 + w2
=

−xz + yw + i (xw + yz)

2 + 2
√

2
=

√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2
=⇒

{
−xz + yw =

√
14 + 10

√
2

xw + yz = 0
. (I)

Por outro lado,

a

c
=

a

c
.
c

c
=

(x + iy) (z − iw)

z2 + w2
=

xz − ixw + iyz + yw

z2 + w2

=
xz + yw + i (−xw + yz)

2 + 2
√

2
=

(√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

)
i =⇒

{
xz + yw = 0

yz − xw =
√

14 + 10
√

2
. (II)

Os sistemas (I) e (II) nos fornecem as equações





2yw =
√

14 + 10
√

2

2yz =
√

14 + 10
√

2

2xz = −
√

14 + 10
√

2

2xw = −
√

14 + 10
√

2

.

Logo,

4y2w2 + 4y2z2 = 2
(
14 + 10

√
2
)

=⇒ y2 =
2

(
3 + 2

√
2
)(

2 + 2
√

2
)

4
(
2 + 2

√
2
) =⇒ y = ±

√
2

2

√
3 + 2

√
2.

Além disso,

4x2z2 + 4x2w2 = 2
(
14 + 10

√
2
)

=⇒ x2 =
2

(
3 + 2

√
2
)(

2 + 2
√

2
)

4
(
2 + 2

√
2
) =⇒ x = ±

√
2

2

√
3 + 2

√
2.

Dáı,

z =

√
3 + 2

√
2
√

2 + 2
√

2

±
√

2
√

3 + 2
√

2
= ±

√
2

2

√
2 + 2

√
2

e

w =

√
3 + 2

√
2
√

2 + 2
√

2

±
√

2
√

3 + 2
√

2
= ±

√
2

2

√
2 + 2

√
2.

Se escolhermos x < 0, y > 0, z > 0 e w > 0 as equações que os sistemas (I) e (II) fornecem
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ficam satisfeitas. Dessa forma, temos a transformação

T (z) =
az + c

cz + a

=

(
−
√

2
2

√
3 + 2

√
2 + i

√
2

2

√
3 + 2

√
2
)

z +
(√

2
2

√
2 + 2

√
2 − i

√
2

2

√
2 + 2

√
2
)

(√
2

2

√
2 + 2

√
2 + i

√
2

2

√
2 + 2

√
2
)

z +
(
−
√

2
2

√
3 + 2

√
2 − i

√
2

2

√
3 + 2

√
2
)

=

(
−

√
3 + 2

√
2 + i

√
3 + 2

√
2
)

z +
(√

2 + 2
√

2 − i
√

2 + 2
√

2
)

(√
2 + 2

√
2 + i

√
2 + 2

√
2
)

z +
(
−

√
3 + 2

√
2 − i

√
3 + 2

√
2
) .

com

aa − cc =

(
−

√
2

2

√
3 + 2

√
2 + i

√
2

2

√
3 + 2

√
2

)(
−

√
2

2

√
3 + 2

√
2 − i

√
2

2

√
3 + 2

√
2

)

−

(√
2

2

√
2 + 2

√
2 + i

√
2

2

√
2 + 2

√
2

)(√
2

2

√
2 + 2

√
2 − i

√
2

2

√
2 + 2

√
2

)

=
2

4

(
3 + 2

√
2 + 3 + 2

√
2
)

−
2

4

(
2 + 2

√
2 + 2 + 2

√
2
)

=
2

4

(
6 + 4

√
2 − 4 − 4

√
2
)

= 1.

Mostremos que se T(z) é a transformação encontrada acima, então |cz + a| = 1 para z =√
14+10

√
2

2+2
√

2
+ 1√

2+2
√

2
eiθ com θ ∈ [0, 2π[. De fato:

|cz + a|
2

=

∣∣∣∣∣

√
2
√

2 + 2
√

2

2
(1 + i)

(√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2
+

eiθ

√
2 + 2

√
2

)
−

√
2
√

3 + 2
√

2

2
(1 + i)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣

√
2

2

(√
2 + 2

√
2 (1 + i)

(√
3 + 2

√
2√

2 + 2
√

2
+

cos (θ) + i sen (θ)√
2 + 2

√
2

)
−

√
3 + 2

√
2 (1 + i)

)∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣

√
2

2

(√
3 + 2

√
2 + cos (θ) + i sen (θ) + i

√
3 + 2

√
2

)

+i cos (θ) − sen (θ) −

√
3 + 2

√
2 − i

√
3 + 2

√
2

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣

√
2

2
(cos (θ) + i sen (θ) + i cos (θ) − sen (θ))

∣∣∣∣∣

2

=
1

2

(
cos2 (θ) − 2 cos (θ) sen (θ) + sen2 (θ) + cos2 (θ) + 2 cos (θ) sen (θ) + sen2 (θ)

)

= 1.

Logo, para essa T o conjunto I(T) é um ćırculo isométrico. Temos

T−1 (z) =

(
−

√
3 + 2

√
2 − i

√
3 + 2

√
2
)

z −

(√
2 + 2

√
2 − i

√
2 + 2

√
2

)

−

(√
2 + 2

√
2 + i

√
2 + 2

√
2

)
z +

(
−

√
3 + 2

√
2 + i

√
3 + 2

√
2
) .
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Tomando

ϕ0 (z) = T (z) =

(
−
√

3+2
√

2+i
√

3+2
√

2

)
z+

(√
2+2

√
2−i
√

2+2
√

2

)

(√
2+2

√
2+i
√

2+2
√

2

)
z+

(
−
√

3+2
√

2−i
√

3+2
√

2

) ;

ϕ1 (z) = eiπ
(
T

(
e−iπ (z)

))
=

(√
3+2

√
2−i
√

3+2
√

2

)
z+

(√
2+2

√
2−i
√

2+2
√

2

)

(√
2+2

√
2+i
√

2+2
√

2

)
z+

(√
3+2

√
2+i
√

3+2
√

2

) ;

ϕ2 (z) = e−i π
4

(
T−1

(
ei π

4 (z)
))

=
(√

2
2

− i
√

2
2

)( (
−
√

3+2
√

2−i
√

3+2
√

2

)(√
2

2
z(1+i)

)
−

(√
2+2

√
2−i
√

2+2
√

2

)

−

(√
2+2

√
2+i
√

2+2
√

2

)(√
2

2
z(1+i)

)
+

(
−
√

3+2
√

2+i
√

3+2
√

2

)

)
;

ϕ3 (z) = eiπ
(
ϕ2

(
eiπ (z)

))
=

(√
2

2
− i

√
2

2

) ( (√
3+2

√
2+i
√

3+2
√

2

)(
−
√

2
2

z(1+i)
)
+

(√
2+2

√
2−i
√

2+2
√

2

)

−

(√
2+2

√
2+i
√

2+2
√

2

)(
−
√

2
2

z(1+i)
)
+

(
−
√

3+2
√

2+i
√

3+2
√

2

)

)
;

temos o grupo discreto de isometrias F2 = 〈ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3〉 gerado pelas isometrias hiperbólicas
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 que identificam os lados do octógono regular com centro na origem compostos
por 16 triângulos equiláteros gerados por F1.

Temos que ϕ0 (γ1) = γ3, ϕ1 (γ5) = γ7, ϕ2 (γ2) = γ8 e ϕ3 (γ6) = γ4.

3.4 Encontrando Geradores do Grupo Fuchsiano F1

Para encontrar as isometrias δ0, δ1, δ2 que geram F1 no Exemplo 3 do reticulado 16−HQAM,
devemos desenvolver um pouco as inversões em ćırculos.

Seja Q um ćırculo em R2 com centro k e raio r. Dado um ponto qualquer p 6= k em R2,
um ponto p1 é chamado inverso de p quando
(i) p1 encontra-se no raio que vai de k a p,
(ii) kp1.kp = r2.

A relação é rećıproca: se p1 é o inverso de p, p é o inverso de p1. Dizemos que p e p1 são
inversos em relação a q.

Façamos p, p1 e k serem os pontos z, z1 e k em C. As condições da definição acima podem
ser reescritas como

|(z1 − k) (z − k)| = r2, arg (z1 − k) = arg (z − k) .

Como arg (z − k) = − arg
(
z − k

)
(Figura 24), as duas equações são satisfeitas se, e so-

mente se,
(z1 − k)

(
z − k

)
= r2.

z k
1
-

z k
1
-

k

z

z
1

r

z k-

z k-

a

-a

Figura 24: Inversões em ćırculos.
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De fato:
=⇒) Lembremos que zz = |z|

2 e ainda que, se temos z1 = |z1| e
iθ1 e z2 = |z2| e

iθ2 , então
z1z2 = |z1| . |z2| e

i(θ1+θ2). Chamemos arg
(
z1 − k

)
= −α e, portanto, arg (z − k) = α. Logo,

(
z1 − k

)
(z − k) =

∣∣z1 − k
∣∣ . |z − k| .ei(α−α) =∣∣z1 − k

∣∣ . |z − k| = |z1 − k| . |z − k| = |(z1 − k) (z − k)| = r2. (III)

Temos ainda que

(z1 − k)
(
z1 − k

)
(z − k)

(
z − k

)
= |z1 − k|

2
∣∣z − k

∣∣2 =
∣∣(z1 − k)

(
z − k

)∣∣2 = r4.

Substituindo (III) na equação anterior temos

(z1 − k)
(
z1 − k

)
(z − k)

(
z − k

)
= (z1 − k) r2

(
z − k

)
= r4 =⇒ (z1 − k)

(
z − k

)
= r2.

⇐=) Como (z1 − k),
(
z − k

) ∈ C e, por outro lado, (z1 − k)
(
z − k

) ∈ R, então

arg (z1 − k) + arg
(
z − k

)
= 0 =⇒ arg (z1 − k) = − arg

(
z − k

)
= arg (z − k) .

Agora,

r2 = (z1 − k)
(
z − k

)
= |z1 − k| .

∣∣z − k
∣∣ .ei(arg(z1−k)+arg(z−k))

= |z1 − k| .
∣∣z − k

∣∣ = |z1 − k| . |z − k| = |(z1 − k) (z − k)| .

Então, temos uma fórmula para a inversão em ćırculo pois,

(z1 − k)
(
z − k

)
= r2 =⇒ z1 =

r2

z − k
+ k =⇒ z1 =

kz + r2 − |k|
2

z − k
.

No nosso Exemplo 3 do 16−QAM temos três isometrias (Figura 19):

δ0 = z

δ1 = zi

δ2 =
z
√

1 + 1
2+2

√
2

(
cos

(
π
8

)
+ i sen

(
π
8

))
− 1

z −
√

1 + 1
2+2

√
2

(
cos

(
π
8

)
− i sen

(
π
8

))

Para a isometria δ2 temos que k =
√

1 + 1
2+2

√
2

(
cos

(
π
8

)
+ i sen

(
π
8

))
e, portanto, |k|

2
=

1 + 1
2+2

√
2
. Desta forma, r2 − |k|

2
= 1

2+2
√

2
− 1 − 1

2+2
√

2
= −1.

Então, o grupo discreto de isometrias procurado é F1 = 〈δ0, δ1, δ2〉 sendo o ponto Q =(
a cos

(
π
8

)
, a sen

(
π
8

))
com a ∼= 0, 405.



Caṕıtulo 4

Reticulados Ćıclicos em Espaços
Quociente

Neste caṕıtulo apresentamos nossa principal contribuição: o estudo de uma classe de reticulados
ćıclicos sobre g-toros, ou seja, toros planos de gênero g ≥ 2, que são obtidos como espaço
quociente entre o plano hiperbólico e grupos fuchsianos gerados por isometrias hiperbólicas.

Apresentamos dois tipos distintos de reticulados chamados ćıclicos :
(a) proveniente das auto-intersecções de uma curva diferenciável e fechada sobre o g-toro

plano (nó) originada a partir dos chamados eixos de isometrias hiperbólicas.
(b) proveniente de intersecções de geodésicas que triseccionam os lados do poĺıgono funda-

mental que origina o g-toro.

Neste caṕıtulo, estamos entendendo por reticulado ćıclico aquele cujos pontos estão sobre
uma única curva fechada sobre o g-toro plano. Esta curva também é designada de nó. Isto
significa que os pontos desse reticulado podem ser associados de modo natural aos elementos
do grupo aditivo Zn, bastando para tal, percorrermos uma única vez o nó. A associação de
Zn a pontos de reticulado já foi abordada no Caṕıtulo 1, no caso dos toros euclidianos, e será
resgatada nesse caṕıtulo. Essa associação é o que estamos designando por rotulamento.

Para trabalharmos com um reticulado proveniente do item (a) acima, precisamos encontrar
as geodésicas que ficam invariantes por uma dada isometria hiperbólica. Partindo de uma dada
isometria em H ou D, nem sempre existem geodésicas invariantes pela isometria. Mas, no caso
das isometrias hiperbólicas que identificam lados de um poĺıgono hiperbólico regular (como por
exemplo, as que geram o grupo fuchsiano que dá origem ao g-toro), essas geodésicas sempre
existem e são perpendiculares aos lados do poĺıgono que são identificados pela isometria. Uma
isometria como as que estamos descrevendo, possui no máximo, uma geodésica invariante, que
é chamada de eixo da isometria.

Do ponto de vista computacional, para encontrar o eixo de uma isometria que identifica
dois lados de um poĺıgono regular, basta impor as condições de perpendicularismo do eixo com
os lados.

Neste caṕıtulo temos duas seções com reticulados ćıclicos constrúıdos a partir de eixos, uma
seção com reticulados ćıclicos constrúıdos a partir de geodésicas e uma generalização.

4.1 Reticulado ćıclico de 16 pontos gerado por eixos so-

bre o bitoro rotulado pelo grupo Z16

Consideremos o bitoro obtido como quociente de D por F2 conforme estudado no Caṕıtulo 3.
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Já temos as isometrias ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 que identificam os lados do octógono hiperbólico
fundamental de F2 gerando o bitoro,confome ilustrado na Figura 25.

Consideremos as isometrias ϕ4, ..., ϕ11 que identificam os lados especificados na tabela
abaixo, cujos eixos também estão ilustrados na Figura 25.

Isometria Lados Identicados

ϕ0 γ1 → γ3

ϕ1 γ5 → γ7

ϕ2 γ2 → γ8

ϕ3 γ6 → γ4

ϕ4 γ1 → γ4

ϕ5 γ2 → γ5

ϕ6 γ3 → γ6

ϕ7 γ4 → γ7

ϕ8 γ5 → γ8

ϕ9 γ6 → γ1

ϕ10 γ7 → γ2

ϕ11 γ8 → γ3
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Figura 25: Eixos e rótulos de reticulado ćıclico.

Precisamos da expressões das isometrias ϕ4 a ϕ11. Para encontrá-las impomos que o ćırculo
de centro O′ que contém o lado γ1 seja I (ϕ4), ou seja, o ćırculo isométrico da transformação ϕ4

e, mais ainda, que I
(
ϕ−1

4

)
seja o ćırculo que contém o lado γ4. Para isso, precisamos encontrar

os valores de a e c complexos tais que:





−a
c

=
√

1 + 1
2+2

√
2

a
c

= − 1√
2

√
1 + 1

2+2
√

2
+ i 1√

2

√
1 + 1

2+2
√

2

.

Façamos a = x + iy e c = z + iw. Sabemos que z2 + w2 = 2 + 2
√

2, pois |c| =
√

z2 + w2 e
r = 1

|c|
= 1

2+2
√

2
. Logo,

−
a

c
=

a

c
.
c

c
=

−(x − iy) (z − iw)

z2 + w2
=

(−xz + yw) + i (xw + yz)

z2 + w2

=

√
1 +

1

2 + 2
√

2
=

√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2
=⇒

{
−xz + yw =

√
14 + 10

√
2

xw + yz = 0
(a)

Por outro lado,

a

c
=

a

c
.
c

c
=

(x + iy) (z − iw)

z2 + w2
=

(xz + yw) + i (−xw + yz)

2 + 2
√

2

= −

√
2

2

(√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

)
+ i

√
2

2

(√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

)
=⇒





xz + yw = −
√

2
2

(√
14 + 10

√
2
)

−xw + yz =
√

2
2

(√
14 + 10

√
2
) .

(b)
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Os sistemas (a) e (b) nos fornecem as equações




2yw =
(

2−
√

2
2

)(√
14 + 10

√
2
)

2yz =
√

2
2

(√
14 + 10

√
2
)

2xz =
(

−2−
√

2
2

)(√
14 + 10

√
2
)

2xw =
√

2
2

(√
14 + 10

√
2
)

.

Logo,

4y2w2 + 4y2z2 =

(
14 + 10

√
2
)(

6 − 4
√

2
)

+ 2
(
14 + 10

√
2
)

4
=⇒

y2 =

(
14 + 10

√
2
)(

6 − 4
√

2 + 2
)

16
(
2 + 2

√
2
) =⇒

y2 =

(
3 + 2

√
2
)(

2 + 2
√

2
)(

8 − 4
√

2
)

16
(
2 + 2

√
2
) =⇒

y2 =

(
3 + 2

√
2
)(

2 −
√

2
)

4
=⇒

y2 =
2 +

√
2

4
=⇒

y = ±
√

2 +
√

2

2
.

Além disso,

4x2w2 + 4x2z2 =

(
14 + 10

√
2
)(

6 + 4
√

2
)

+ 2
(
14 + 10

√
2
)

4
=⇒

x2 =

(
14 + 10

√
2
)(

6 + 4
√

2 + 2
)

16
(
2 + 2

√
2
) =⇒

x2 =

(
3 + 2

√
2
)(

2 + 2
√

2
) (

8 + 4
√

2
)

16
(
2 + 2

√
2
) =⇒

x2 =

(
3 + 2

√
2
)(

2 +
√

2
)

4
=⇒

x2 =
10 + 7

√
2

4
=⇒

x = ±
√

10 + 7
√

2

2
.

Portanto,

z = ±
√

4 + 3
√

2

2

e
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w = ±
√√

2

2

Se escolhermos x < 0, y > 0, z > 0 e w > 0, as equações que os sistemas (a) e (b) fornecem
ficam satisteitas. Desta forma, temos a transformação

T (z) =
az + c

cz + a
=

(
−

√
10+7

√
2

2
+ i

√
2+
√

2

2

)
z +

(√
4+3

√
2

2
− i

√√
2

2

)

(√
4+3

√
2

2
+ i

√√
2

2

)
z +

(
−

√
10+7

√
2

2
− i

√
2+
√

2

2

)

com

aa − cc =

(
10 + 7

√
2

4
+

2 +
√

2

4

)
−

(
4 + 3

√
2

2
+

√
2

2

)

=

(
12 + 8

√
2

4

)
−

(
4 + 4

√
2

2

)

=
12 + 8

√
2 − 8 − 8

√
2

4

= 1.

Tomemos ϕ4 (z) = T (z).
As outras isometria são obtidas por composição da seguinte forma:

ϕ5 (z) = ei π
4

(
ϕ4

(
e−i π

4 (z)
))

ϕ6 (z) = ei π
2

(
ϕ4

(
e−i π

2 (z)
))

ϕ7 (z) = ei π
2

(
ϕ5

(
e−i π

2 (z)
))

ϕ8 (z) = eiπ
(
ϕ4

(
e−iπ (z)

))

ϕ9 (z) = ϕ−1
4

(
e−i π

2 (z)
)

ϕ10 (z) = ϕ−1
5

(
e−i π

2 (z)
)

ϕ11 (z) = ϕ−1
4

(
e−i 3π

4 (z)
)

.

Agora, vamos encontrar os eixos das isometrias ϕ4, ..., ϕ11.

Para encontrar o eixo da isometria ϕ4, impomos as seguintes condições

(i) d ((a, b) , (0, 0))
2

= R2 + 1

(ii) d ((a, b) , (a1, b1))
2

= R2 + r2

(iii) d ((a, b) , (a2, b2))
2

= R2 + r2

sendo (a1, b1) e (a2, b2) os centros dos ćırculos isométricos de raio r das isometrias ϕ4 e ϕ−1
4 ,

respectivamente, e (a, b) e R são o centro e o raio da cincunferência que contém o eixo de ϕ4.
Com isso temos o sistema





a2 + b2 = R2 + 1(
a −

√
1 + 1

2+2
√

2

)2

+ b2 = R2 + 1
2+2

√
2(

a + 1√
2

√
1 + 1

2+2
√

2

)2

+
(
b − 1√

2

√
1 + 1

2+2
√

2

)2

= R2 + 1
2+2

√
2
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Resolvendo o sitema acima, encontramos a =
√

2
√

2 − 2, b =
√

2
√

2 + 2 e R =
√

4
√

2 − 1.
Assim, o eixo Eϕ

4
da isometria ϕ4 é dado pela equação euclidiana

(
x −

√
2
√

2 − 2

)2

+

(
y −

√
2
√

2 + 2

)2

= 4
√

2 − 1.

Os eixos Eϕ
5
, ..., Eϕ

11
são encontrados girando Eϕ

4
por múltiplos de 45◦. Ou seja,

Eϕ
5

:

(
x +

√
2
√

2 − 2

)2

+

(
y −

√
2
√

2 + 2

)2

= 4
√

2 − 1

Eϕ
6

:

(
x +

√
2
√

2 + 2

)2

+

(
y −

√
2
√

2 − 2

)2

= 4
√

2 − 1

Eϕ7
:

(
x +

√
2
√

2 + 2

)2

+

(
y +

√
2
√

2 − 2

)2

= 4
√

2 − 1

Eϕ
8

:

(
x +

√
2
√

2 − 2

)2

+

(
y +

√
2
√

2 + 2

)2

= 4
√

2 − 1

Eϕ
9

:

(
x −

√
2
√

2 − 2

)2

+

(
y +

√
2
√

2 + 2

)2

= 4
√

2 − 1

Eϕ
10

:

(
x −

√
2
√

2 + 2

)2

+

(
y +

√
2
√

2 − 2

)2

= 4
√

2 − 1

Eϕ
11

:

(
x −

√
2
√

2 + 2

)2

+

(
y −

√
2
√

2 − 2

)2

= 4
√

2 − 1.

Para encontrar os pontos do reticulado, determinamos a intersecção entre Eϕ
4

e Eϕ
5

e, em
seguida, de Eϕ

11
e Eϕ

5
e, também por rotação múltiplas de 45◦, encontramos os demais pontos.

Assim, para a intersecção entre Eϕ4
e Eϕ5

temos o sistema





(
x −

√
2
√

2 − 2
)2

+
(
y −

√
2
√

2 + 2
)2

= 4
√

2 − 1
(
x +

√
2
√

2 − 2
)2

+
(
y −

√
2
√

2 + 2
)2

= 4
√

2 − 1
(c)

e, para a intersecção entre Eϕ
11

e Eϕ
5

temos o sistema





(
x +

√
2
√

2 − 2
)2

+
(
y −

√
2
√

2 + 2
)2

= 4
√

2 − 1
(
x −

√
2
√

2 + 2
)2

+
(
y −

√
2
√

2 − 2
)2

= 4
√

2 − 1
(d)

A solução do sistema (c) é (0, 0.240) e do sistema (d) é (0.126, 0.304).

Observemos que, sobre o bitoro e do ponto de vista topológico, todos os eixos considerados
formam uma única curva fechada (nó sobre o bitoro) e diferenciável, sendo os 16 pontos do
reticulado as auto-intersecções dessa curva.

Do ponto de vista local, cada ponto do reticulado fica determinado pelo cruzamento de dois
pedaços do nó. Assim, o rotulamento desses pontos por Z16 pode ser feito de modo alternado,
à medida que o nó é percorrido. A Figura 25 ilustra esse rotulamento.

Abaixo, temos uma tabela com as coordenadas dos 16 pontos do reticulado ćıclico e seus
rótulos. Podemos perceber, pelas coordenadas a disposição simétrica dos pontos do reticulado.
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( coord. x , coord. y ) Rótulo

( 0 , 0.141 ) 1

( −0.170 , 0.1170 ) 11

( −0.240 , 0 ) 5

( −0.170 , 0.170 ) 7

( 0 , −0.240 ) 9

( 0.170 , −0.170 ) 3

( 0.240 , 0 ) 13

( 0.170 , 0.170 ) 15

( 0.126 , 0.304 ) 10

( −0.126 , 0.304 ) 4

( −0.304 , 0.126 ) 6

( −0.304 , −0.122 ) 8

( −0.126 , −0.304 ) 2

( 0.126 , −0.304 ) 12

( 0.304 , −0.126 ) 14

( 0.304 , 0.126 ) 0

Por fim, observemos que este reticulado ćıclico possui 16 simetrias (σ), sendo 8 reflexões e
8 rotações (a identidade está sendo considerada nas rotações). Além disso, ele não é geometri-
camente uniforme, pois não há, por exemplo, simetria tal que σ (1) = 15.

4.2 Reticulado ćıclico de 48 pontos gerado por eixos so-

bre o tritoro rotulado pelo grupo Z48

O tritoro plano pode ser concebido a partir do quociente entre o plano hiperbólico e um grupo
fuchsiano, gerado por seis isometrias, cuja região fundamental é um dodecágono hiperbólico
regular (Figura 26).
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Figura 26: Dodecágono hiperbólico regular.

À semelhança do que foi feito no Caṕıtulo 3, precisamos das isometrias ϕ0, ..., ϕ5 que geram
o tritoro.

Consideremos a Figura 27.
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Figura 27: Encontrando as isometrias que geram o grupo fuchsiano do tritoro.

O ćırculo de centro O′ contém a curva γ1 (um dos lados do dodecágono hiperbólico regular
de ângulos π

6
) representada na Figura 26.

Observemos que OAO′ é reto em A e BCO′ é reto em C. Além disso, B̂ = π
12

+ π
12

= π
6
. No

triângulo BCO′ temos

sen
(π

6

)
=

r

y
=⇒ r

y
=

1

2
=⇒ y = 2r

e

cos
(π

6

)
=

x

y
=⇒ x

y
=

√
3

2
=⇒ x = r

√
3.

No triângulo OO′A temos

(x + y)2 = r2 + 1 =⇒
(
r
√

3 + 2r
)2

= r2 + 1 =⇒ 7r2 + 4r2
√

3 = r2 + 1 =⇒

6r2 + 4r2
√

3 = 1 =⇒ r2 =
1

6 + 4
√

3
=⇒ r =

1√
6 + 4

√
3
.

Além disso,

|x + y| =
√

r2 + 1 =

√
1

6 + 4
√

3
+ 1 =

√
1 + 6 + 4

√
3

6 + 4
√

3
=

√
7 + 4

√
3

6 + 4
√

3
=

√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3
.

Queremos mostrar que o ćırculo de centro O′ na Figura 27 seja o ćırculo isométrico da
transformação ϕ0 e, mais ainda, que I(ϕ−1

0 ) seja o ćırculo que contém a curva γ3 da Figura
26. Para isso, precisamos descobrir os valores de a e c complexos tais que





−
a

c
=

√
90+52

√
3

6+4
√

3

a

c
= 1

2

(√
90+52

√
3

6+4
√

3

)
+ i

√
3

2

(√
90+52

√
3

6+4
√

3

)

Façamos a = x + iy e c = z + iw. Sabemos que z2 + w2 = 6 + 4
√

3, já que |c| =
√

z2 + w2

e r = 1
|c|

. Logo,

−
a

c
= −

a

c
.
c

c
= −

(x − iy) (z − iw)

(z + iw) (z − iw)
=

−xz + yw + i (xw + yz)

z2 + w2
=

−xz + yw + i (xw + yz)

6 + 4
√

3

=

√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3
=⇒

{
−xz + yw =

√
90 + 52

√
3

xw + yz = 0
(e)
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Por outro lado,

a

c
=

a

c
.
c

c
=

(x + iy) (z − iw)

z2 + w2
=

xz − ixw + iyz + yw

z2 + w2
=

xz + yw + i (−xw + yz)

6 + 4
√

3

=

(
1

2

(√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3

)
+ i

√
3

2

(√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3

))
=⇒





xz + yw =

√
90+52

√
3

2

yz − xw =
√

3
√

90+52
√

3

2

(f)

Os sistemas (e) e (f) nos fornecem as equações




2yw =
3
√

90+52
√

3

2

2yz =
√

3
√

90+52
√

3

2

2xz = −

√
90+52

√
3

2

2xw = −
√

3
√

90+52
√

3

2

.

Logo,

4y2w2 + 4y2z2 = 3
(
90 + 52

√
3
)

=⇒ y2 =
3

(
90 + 52

√
3
)

4
(
6 + 4

√
3
) =⇒ y = ±

√
135 + 78

√
3

12 + 8
√

3
.

Além disso,

4x2z2 + 4x2w2 = 90 + 52
√

3 =⇒ x2 =
90 + 52

√
3

4
(
6 + 4

√
3
) =⇒ x = ±

√
45 + 26

√
3

12 + 8
√

3
.

Portanto,

z = ±
√

3 + 2
√

3

2
e

w = ±
√

9 + 6
√

3

2
.

Se escolhermos x < 0, y > 0, z > 0 e w > 0, as equações que os Sistemas (e) e (f) fornecem
ficam satisfeitas. Dessa forma, temos a transformação

T (z) =
az + c

cz + a
=

(
−

√
45+26

√
3

12+8
√

3
+ i

√
135+78

√
3

12+8
√

3

)
z +

(√
3+2

√
3

2
− i

√
9+6

√
3

2

)

(√
3+2

√
3

2
+ i

√
9+6

√
3

2

)
z +

(
−

√
45+26

√
3

12+8
√

3
+ i

√
135+78

√
3

12+8
√

3

)

com

aa − cc =

(
45 + 26

√
3

12 + 8
√

3
+

135 + 78
√

3

12 + 8
√

3

)
−

(
3 + 2

√
3

2
+

9 + 6
√

3

2

)

=
180 + 104

√
3

12 + 8
√

3
−

12 + 8
√

3

2

=
360 + 208

√
3 − 144 − 192

√
3 − 192

24 + 16
√

3

=
24 + 16

√
3

24 + 16
√

3

= 1.
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Tomemos ϕ0 (z) = T(z).

As outras isometrias são encontradas por composição da seguinte forma

ϕ1 (z) = e
−iπ

2 (ϕ0(e
−iπ

6 (z)))

ϕ2 (z) = e
iπ
2 (ϕ0(e

−iπ
2 (z)))

ϕ3 (z) = e
2iπ
3 (ϕ0(e

−2iπ
3 (z)))

ϕ4 (z) = e− iπ
3 (ϕ1(e

−iπ(z)))

ϕ5 (z) = e− iπ
3 (ϕ−1

0 (e−iπ(z))).

Consideremos a isometria ϕ6 que identifica os lados γ1 e γ6 do dodecágono, conforme a
Figura 28.

g
1

g
2

g
3

g
4

g
5

g
6

g
7

g
8

g
9

g
10

g
11

g
12

j
6

Figura 28: Isometria ϕ6.

Vamos encontrar a expressão de ϕ6, bem como as isometrias ϕ7, ..., ϕ17, que identificam os
lados γ2 − γ7, γ3 − γ8, ..., γ12 − γ5, respectivamente.

Para encontrar a isometria ϕ6, queremos que o ćırculo de centro O′ que contém a curva
γ1 seja o ćırculo isométrico da transformação ϕ6 e, mais ainda, que I

(
ϕ−1

6

)
seja o ćırculo que

contém a curva γ6 da Figura 26. Para isso, precisamos encontrar os valores de a e c complexos
tais que 




−
a

c
=

√
90+52

√
3

6+4
√

3

a

c
= −

√
3

2

(√
90+52

√
3

6+4
√

3

)
+ i

2

(√
90+52

√
3

6+4
√

3

) .

Façamos a = x + iy e c = z + iw. Sabemos que z2 + w2 = 6 + 4
√

3, já que |c| =
√

z2 + w2 e
r = 1

|c|
. Logo,

−
a

c
= −

a

c
.
c

c
= −

(x − iy) (z − iw)

(z + iw) (z − iw)
=

−xz + yw + i (xw + yz)

z2 + w2
=

−xz + yw + i (xw + yz)

6 + 4
√

3

=

√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3
=⇒

{
−xz + yw =

√
90 + 52

√
3

xw + yz = 0
(g)
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Por outro lado,

a

c
=

a

c
.
c

c
=

(x + iy) (z − iw)

z2 + w2
=

xz − ixw + iyz + yw

z2 + w2
=

xz + yw + i (−xw + yz)

6 + 4
√

3

=

(
−

√
3

2

(√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3

)
+

i

2

(√
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3

))
=⇒





xz + yw = −
√

3
√

90+52
√

3

2

yz − xw =

√
90+52

√
3

2

(h)

Os sistemas (g) e (h) nos fornecem as equações



2yw =
(

2−
√

3
2

) √
90 + 52

√
3

2yz =

√
90+52

√
3

2

2xz =
(

−2−
√

3
2

) √
90 + 52

√
3

2xw = −

√
90+52

√
3

2

.

Logo,

4y2w2 + 4y2z2 =

(
7 − 4

√
3 + 1

4

)(
90 + 52

√
3
)

=⇒

y2 =

(
2 −

√
3
) (

90 + 52
√

3
)

4
(
6 + 4

√
3
) =⇒

y = ±1

2

√√√√√
(
2 −

√
3
)(

90 + 52
√

3
)

(
6 + 4

√
3
) .

Além disso,

4x2z2 + 4x2w2 =

(
7 − 4

√
3 + 1

4

)(
90 + 52

√
3
)

=⇒

x2 ==⇒

(
2 +

√
3
)(

90 + 52
√

3
)

4
(
6 + 4

√
3
)

x = ±1

2

√√√√√
(
2 +

√
3
)(

90 + 52
√

3
)

(
6 + 4

√
3
) .

Portanto,

z = ±
√

3 + 2
√

3

4 − 2
√

3
e

w = ±
√

3 + 2
√

3

4 + 2
√

3
.

Se escolhermos x < 0, y > 0, z > 0 e w > 0 as equações que os sistemas (g) e (h) fornecem
ficam satisfeitas. Dessa forma, temos a transformação

T (z) =
az + c

cz + a
=

(
−1

2

√
(2+

√
3)(90+52

√
3)

(6+4
√

3)
+ i1

2

√
(2−

√
3)(90+52

√
3)

(6+4
√

3)

)
z +

(√
3+2

√
3

4−2
√

3
− i

√
3+2

√
3

4+2
√

3

)

(√
3+2

√
3

4−2
√

3
+ i

√
3+2

√
3

4+2
√

3

)
z +

(
−1

2

√
(2+

√
3)(90+52

√
3)

(6+4
√

3)
− i1

2

√
(2−

√
3)(90+52

√
3)

(6+4
√

3)

)



55

com

aa − cc =




(
2 +

√
3
)(

90 + 52
√

3
)

4
(
6 + 4

√
3
) +

(
2 −

√
3
)(

90 + 52
√

3
)

(
6 + 4

√
3
)


 −

(
3 + 2

√
3

4 − 2
√

3
+

3 + 2
√

3

4 + 2
√

3

)

=
90 + 52

√
3

6 + 4
√

3
− 2

(
3 + 2

√
3
)

=
90 + 52

√
3 − 36 − 48

√
3 − 48

6 + 4
√

3

=
6 + 4

√
3

6 + 4
√

3

= 1.

Tomemos ϕ6 = T (z).

As outras isometrias podem ser encontradas por composição com rotações múltipas de π
6
.

Agora vamos aos eixos de ϕ6, ..., ϕ17.

Para encontrar o eixo da isometria ϕ6, impomos as seguintes condições

(i) d ((a, b) , (0, 0))
2

= R2 + 1

(ii) d ((a, b) , (a1, b1))
2

= R2 + r2

(iii) d ((a, b) , (a2, b2))
2

= R2 + r2,

sendo (a1, b1) e (a2, b2) os centros dos ćırculos isométricos de raio r das isometrias ϕ6 e ϕ−1
6 ,

respectivamente, e (a, b) e R são o centro e o raio da cincunferência procurada. Com isso temos
o sistema 




a2 + b2 = R2 + 1(
a −

√
90+52

√
3

6+4
√

3

)2

+ b2 = R2 + 1
6+4

√
3(

a +
√

3
√

90+52
√

3

2(6+4
√

3)

)2

+

(
b −

√
90+52

√
3

2(6+4
√

3)

)2

= R2 + 1
6+4

√
3

Resolvendo o sistema acima, encontramos a = 0.96343, b = 3.5956 e R = 3.5856. Assim, o eixo
Eϕ

6
da isometria ϕ6 é dado pela equação cartesiana

(x − 0.963)
2
+ (y − 3.595)

2
= (3.585)

2
.

Os eixos Eϕ
7
, ..., Eϕ

17
são encontrados girando Eϕ

6
por rotações múltiplas de π

6
radianos.

Ou seja,

Eϕ
7

= (x + 0.963)
2
+ (y − 3.595)

2
= (3.585)

2

Eϕ
8

= (x + 2.632)
2
+ (y − 2.632)

2
= (3.585)

2

Eϕ
9

= (x + 3.595)
2
+ (y − 0.9634)

2
= (3.585)

2

Eϕ
10

= (x + 3.595)
2
+ (y + 0.963)

2
= (3.585)

2

Eϕ
11

= (x + 2.632)
2
+ (y + 2.632)

2
= (3.585)

2
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Eϕ
12

= (x + 0.963)
2
+ (y + 3.595)

2
= (3.585)

2

Eϕ
13

= (x − 0.963)
2
+ (y + 3.595)

2
= (3.585)

2

Eϕ
14

= (x − 2.632)
2
+ (y + 2.632)

2
= (3.585)

2

Eϕ
15

= (x − 3.595)
2
+ (y + 0.963)

2
= (3.585)

2

Eϕ
16

= (x − 3.595)
2
+ (y − 0.963)

2
= (3.585)

2

Eϕ
17

= (x − 2.632)
2
+ (y − 2.632)

2
= (3.585)

2

Para encontrar os pontos do reticulado, faremos a interseção de Eϕ
6

com Eϕ
7
, Eϕ

6
com Eϕ

8
,

Eϕ
6

com Eϕ
9

e Eϕ
6

com Eϕ
10

, e também por rotações, encontramos os demais pontos. Assim,
teremos os quatro seguintes sistemas

{
(x − 0.963)

2
+ (y − 3.595)

2
= (3.585)

2

(x + 0.963)
2
+ (y − 3.595)

2
= (3.585)

2

{
(x − 0.963)

2
+ (y − 3.595)

2
= (3.585)

2

(x + 2.632)
2
+ (y − 2.632)

2
= (3.585)

2

{
(x − 0.963)

2
+ (y − 3.595)

2
= (3.585)

2

(x + 3.595)
2
+ (y − 0.963)

2
= (3.585)

2

{
(x − 0.96343)

2
+ (y − 3.5956)

2
= (3.585)

2

(x + 3.595)
2
+ (y + 0.963)

2
= (3.585)

2

com soluções (0, 0.141), (−0.041, 0.153), (−0.098, 0.170) e (−0.206, 0.206), res-pectivamente.
Os outros pontos serão obtidos por rotação e estão reuinidos na tabela abaixo com seus respec-
tivos rótulos, conforme a Figura 29.

( coord. x , coord. y ) Rótulo

( 0 , 0.141 ) 2

( −0.07 , 0.122 ) 30

( −0.122 , 0.07 ) 42

( −0.141 , 0 ) 6

( −0.122 , −0.07 ) 34

( −0.07 , −0.122 ) 14

( 0 , −0.141 ) 26

( 0.07 , −0.122 ) 38

( 0.122 , −0.07 ) 18

( 0.141 , 0 ) 46

( 0.122 , 0.07 ) 10

( 0.07 , 0.122 ) 22

( coord. x , coord. y ) Rótulo

( −0.041 , 0.153 ) 41

( −0.112 , 0.112 ) 5

( −0.153 , 0.041 ) 33

( −0.153 , −0.041 ) 13

( −0.112 , −0.112 ) 25

( −0.041 , −0.153 ) 37

( 0.041 , −0.153 ) 17

( 0.112 , −0.112 ) 45

( 0.153 , −0.041 ) 9

( 0.153 , 0.041 ) 21

( 0.112 , 0.112 ) 1

( 0.041 , 0.1531 ) 29
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( coord. x , coord. y ) Rótulo

( −0.098 , 0.17 ) 3

( −0.17 , 0.098 ) 31

( −0.197 , 0 ) 43

( −0.17 , −0.098 ) 7

( −0.098 , −0.17 ) 35

( 0 , −0.197 ) 15

( 0.098 , −0.17 ) 27

( 0.17 , −0.098 ) 39

( 0.197 , 0 ) 19

( 0.17 , 0.098 ) 47

( 0.098 , 0.17 ) 11

( 0 , 0.197 ) 23

( coord. x , coord. y ) Rótulo

( −0.206 , 0.206 ) 32

( −0.281 , 0.075 ) 12

( −0.281 , −0.075 ) 24

( −0.206 , −0.206 ) 36

( −0, 075 , −0.281 ) 16

( 0.075 , −0.281 ) 44

( 0.206 , −0.206 ) 8

( 0.281 , −0.075 ) 20

( 0.281 , 0, 075 ) 0

( 0.206 , 0.206 ) 28

( 0.075 , 0.281 ) 40

( −0.075 , 0.281 ) 4
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Figura 29: Reticulado ćıclico sobre o tritoro rotulado pelo grupo Z48.

4.3 Reticulado ćıclico de 16 pontos gerado por geodésicas

sobre o bitoro

O reticulado que tratamos a seguir é gerado por geodésicas que ligam pontos que trisectam cada
lado do octógono hiperbólico regular que gera o bitoro. O procedimento é bastante semelhante
ao que fizemos nas seções anteriores, mas neste caso, o nó que iremos obter sobre o bitoro não
é diferenciável. A vantagem de considerarmos a técnica que descrevemos a seguir é a de que os
pontos do reticulado são mais distantes uns dos outros, o que significa uma melhor distância
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mı́nima do reticulado com a métrica hiperbólica, o que pode ser de grande valia em uma posśıvel
implementação do reticulado em Teoria da Informação e Codificação.

Consideremos, na Figura 19, C1 o ćırculo isométrico que contém a curva γ1, C2 o ćırculo
isométrico que contém a curva γ2 e C3 o ćırculo isométrico que contém a curva γ8. Desta forma,
temos as equações

(
x −

√
14 + 10

√
2

2 + 2
√

2

)2

+ y2 =
1

2 + 2
√

2
(C1)


x −

(√
14 + 10

√
2
)√

2
(
2 + 2

√
2
)

2




2

+


y −

(√
14 + 10

√
2
)√

2
(
2 + 2

√
2
)

2




2

=
1

2 + 2
√

2
(C2)


x −

(√
14 + 10

√
2
)√

2
(
2 + 2

√
2
)

2




2

+


y +

(√
14 + 10

√
2
)√

2
(
2 + 2

√
2
)

2




2

=
1

2 + 2
√

2
(C3)

Fazendo a intersecção entre C1 e C2 encontramos o ponto P1 e da intersecção entre C1 e C3

temos o ponto P2. Para isso temos os seguintes sistemas




(
x −

√
14+10

√
2

2+2
√

2

)2

+ y2 = 1
2+2

√
2

(
x −

(√
14+10

√
2

)√
2

(2+2
√

2)2

)2

+

(
y −

(√
14+10

√
2

)√
2

(2+2
√

2)2

)2

= 1
2+2

√
2





(
x −

√
14+10

√
2

2+2
√

2

)2

+ y2 = 1
2+2

√
2

(
x −

(√
14+10

√
2

)√
2

(2+2
√

2)2

)2

+

(
y +

(√
14+10

√
2

)√
2

(2+2
√

2)2

)2

= 1
2+2

√
2

cujas soluções são,

P1 =

(
1

2

√
2

√
5
√

2 + 7 −
1

2

√
5
√

2 + 7,
3

2

√
5
√

2 + 7 −
√

2

√
5
√

2 + 7

)

e

P2 =

(
1

2

√
2

√
5
√

2 + 7 −
1

2

√
5
√

2 + 7,
√

2

√
5
√

2 + 7 −
3

2

√
5
√

2 + 7

)
.

Para calcular a distância hiperbólica d entre P1 e P2, calculemos inicialmente P1P2 e P1 −P2.
Então,

P1P2 =

(
1

2

√
2

√
5
√

2 + 7 −
1

2

√
5
√

2 + 7 + i

(
3

2

√
5
√

2 + 7 −
√

2

√
5
√

2 + 7

))
.

(
1

2

√
2

√
5
√

2 + 7 −
1

2

√
5
√

2 + 7 + i

(
−
√

2

√
5
√

2 + 7 +
3

2

√
5
√

2 + 7

))

=
1

2
+

1

2
i

e

P1 − P2 = 2i

(
3

2
−
√

2

)(√
5
√

2 + 7

)
= i

(
3 − 2

√
2
) (√

5
√

2 + 7

)
.
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Logo, d será dada por:

ln

(∣∣1 − P1P2

∣∣ + |P1 − P2|∣∣1 − P1P2

∣∣ − |P1 − P2|

)
= ln




∣∣1 − 1
2

− i
2

∣∣ +
∣∣∣i

(
3 − 2

√
2
)(√

5
√

2 + 7
)∣∣∣

∣∣1 − 1
2

− i
2

∣∣
∣∣∣i

(
3 − 2

√
2
)(√

5
√

2 + 7
)∣∣∣




= ln




√
2

2
+

(
3 − 2

√
2
)(√

5
√

2 + 7
)

√
2

2
+

(
3 − 2

√
2
)(√

5
√

2 + 7
)




= 3.057.

Seja s = d
3

= 1.019.

Consideremos a Figura 30.

A

B

P
2

P
1

sd
a
b

x r

Figura 30: Intersecção entre C1 e r.

Vamos encontrar o valor de x, usando a Primeira Lei dos Cossenos Hiperbólica; o ângulo
α por meio da Lei dos Senos Hiperbólica; e finalmente, a reta r, que intersecta o ćırculo C1.
Portanto,

cosh (x) = cosh (d) cosh (s) − senh (d) senh (s) cos
(π

8

)

= cosh (3.057) cosh (1.019) − senh (3.057) senh (1.019) (0.923)

= 4.8758 =⇒ x = 2.266

e

senh (x)

sen
(

π
8

) =
senh (s)

sen (α)
=⇒ sen (α) =

senh (1.019) (0.38)

senh (2.266)
=⇒ sen (α) = 0.096 =⇒ α = 5.544◦

e o ângulo β = 22.5◦ − 5.544◦ = 16.955◦.
Logo, a equação da reta r é dada por

y = (tan (16.9556◦)) x =⇒ y = 0.304x.

Fazendo a intersecção da reta r com C1 temos o ponto A = (0.696, 0.212) . E a intersecção
da reta y = −0.304x com C1 nos dá o ponto B = (0.696, −0.212) . Estamos interessados na
geodésica que passa por A e B (obtido rotacionando B de 135◦). Com isso, temos o seguinte
sistema 




a2 + b2 = r2 + 1

(0.696 − a)
2
+ (0.212 − b)

2
= r2

(−0.342 − a)
2
+ (0.642 − b)

2
= r2
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que tem como solução a = 0.632, b = 1.527 e r = 1.317, ou seja, a circuferência procurada é
dada pela equação

G1 : (x − 0.632)
2
+ (y − 1.527)

2
= (1.317)

2

As outras circunferências são obtidas por rotações múltiplas de 45◦.

G2 : (x + 0.632)
2
+ (y − 1.527)

2
= (1.317)

2

G3 : (x + 1.527)
2
+ (y − 0.632)

2
= (1.317)

2

G4 : (x + 1.527)
2
+ (y + 0.632)

2
= (1.317)

2

G5 : (x + 0.632)
2
+ (y + 1.527)

2
= (1.317)

2

G6 : (x − 0.632)
2
+ (y + 1.527)

2
= (1.317)

2

G7 : (x − 1.527)
2
+ (y + 0.632)

2
= (1.317)

2

G8 : (x − 1.527)
2
+ (y − 0.632)

2
= (1.317)

2

Fazendo a intersecção entre G1 e G2 obtemos o ponto P1 do reticulado e por rotação de
45◦ deste ponto obtemos os demais, num total de 8 pontos. Em seguida, fazemos a intersecção
entre G2 e G8, e encontramos o ponto P2 e, novamente por rotação de 45◦, obtemos os demais,
num total, também, de 8 pontos. Assim, temos um reticulado de 16 pontos sobre o bitoro,
como mostra a Figura 31.

P
1 P

2

Figura 31: Reticulado hiperbólico.

4.4 Reticulado ćıclico de 48 pontos gerado por geodésicas

sobre o tritoro

Passaremos agora ao reticulado gerado por geodésicas que ligam os pontos que trisectam os
lados do dodecágono hiperbólico regular que gera o tritoro.

Para isso, considere C1 o ćırculo isométrico que contém a curva γ1, C2 o ćırculo isométrico
que contém a curva γ2 e C3 o ćırculo isométrico que contém a curva γ12, da Figura 26. Desta
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forma, temos
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Fazendo a intersecção entre C1 e C2 encontramos o ponto P1 e da intersecção entre C1 e C3

temos o ponto P2. Para isso temos os seguintes sistemas


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cujas soluções são, P1 = (0.898, 0.24) e P2 = (0.898, −0.24)

Para calcular a distância hiperbólica d entre P1 e P2, calcularemos inicialmente P1P2 e
P1 − P2. Então,

P1P2 = (0.898 + i0.24) (0.898 + i0.24) =
3

4
+ i

7
√
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16
√
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7
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2

)(√
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√
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)
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Logo, d será dada por:
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Seja s = d
3

= 1.327
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Aproveitando a Figura 30, vamos encontrar o valor de x, usando a Primeira Lei do
Cossenos Hiperbólica; o ângulo α por meio da Lei dos Senos Hiperbólica; e finalmente, a
reta r, que intersecta o ćırculo C1. Portanto,

cosh (x) = cosh (d) cosh (s) − senh (d) senh (s) cos (15◦)

= cosh (3.983) cosh (1.327) − senh (3.983) senh (1.327) (0.923)

= 8.760 =⇒ x = 2.860

senh (x)

sen (15◦)
=

senh (s)

sen (α)
=⇒ sen α =

senh (1.327) (0.258)

senh (2.860)
=⇒ sen α = 0.052 =⇒ α = 2.989◦

e o ângulo β = 15◦ − 2.989◦ = 12.011◦.
Logo a equação da reta r é dada por

y = (tan (12.011◦)) x =⇒ y = 0.212x.

Fazendo a intersecção de r com C1 temos o ponto A = (0.821, 0.174) . E a intersecção da reta
y = −0.212x com C1 nos dá o ponto B = (0.821, −0.174) . Estamos interessados na geodésica
que passa por A e B (obtido rotacionando B de 150◦). Com isso temos o seguinte sistema





a2 + b2 = r2 + 1

(0.821 − a)
2
+ (0.174 − b)

2
= r2

(−0.624 − a)
2
+ (0.561 − b)

2
= r2

que tem como solução a = 0.579, b = 2.162 e r = 2.003, ou seja, a circuferência procurada é
dada pela equação

H1 : (x − 0.579)
2
+ (y − 2.162)

2
= (2.003)

2

As outras circunferências são obtidas por rotações múltiplas de 30◦.

H2 : (x + 0.818)
2
+ (y − 2.023)

2
= (2.003)

2

H3 : (x + 1.720)
2
+ (y − 1.343)

2
= (2.003)

2

H4 : (x + 2.162)
2
+ (y − 0.579)

2
= (2.003)

2

H5 : (x + 1.638)
2
+ (y + 0.818)

2
= (2.003)

2

H6 : (x + 1.058)
2
+ (y + 1.720)

2
= (2.003)

2

H7 : (x + 0.579)
2
+ (y + 2.162)

2
= (2.003)

2

H8 : (x − 1.103)
2
+ (y + 1.638)

2
= (2.003)

2

H9 : (x − 1.582)
2
+ (y + 1.582)

2
= (2.003)

2

H10 : (x − 2.162)
2
+ (y + 0.579)

2
= (2.003)

2

H11 : (x − 2.162)
2
+ (y − 0.579)

2
= (2.003)

2

H12 : (x − 1.582)
2
+ (y − 1.582)

2
= (2.003)

2

Fazendo a intersecção entre H1 e H2 obtemos o ponto P1 do reticulado e por rotações
múltiplas de 30◦ deste ponto obtemos os demais, num total de 12 pontos. Em seguida, fazemos
a intersecção entre H2 e H12, e encontramos o ponto P2 e, novamente por rotações múltiplas de
30◦, obtemos os demais, num total também de 12 pontos. Analogamente, para a intersecção
de H2 e H11, ponto P3, e H2 e H10, ponto P4. Assim, temos um reticulado de 48 pontos sobre
o tritoro, parte deles mostrados na Figura 32.
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Figura 32: Reticulado hiperbólico sobre o tritoro. De preto temos o ponto P1, vermelho o
ponto P2, azul o ponto P3 e amarelo o ponto P4.

Baseados nos exemplos que consideramos, é posśıvel conjecturar, tanto com eixos, quanto
com geodésicas que trisectam os lados do poĺıgono fundamental, a seguinte generalização:

Teorema 4.1 (conjectura) Seja um g-toro plano g ≥ 2 gerado por um grupo fuchsiano com
poĺıgono hiperbólico regular fundamental de 4n lados. Então, o reticulado ćıclico gerado por
eixos ou geodésicas que trisectam os lados do poĺıgono fundamental considerado conforme as
construções descritas nos exemplos acima, possui (2n − 2) 4n = 8n2 − 8n pontos.



Conclusões e Perspectivas Futuras

Neste trabalho estudamos algumas classes de reticulados em dois ambientes distintos:

(1) em superf́ıcies quocientes n-dimensionais obtidas por meio de quociente entre o espaço
Rn e um grupo discreto de isometrias gerado por um conjunto linearmente independentes de
translações. São os toros euclidianos de dimensão n, nos quais o de dimensão 2 recebe o nome
de toro plano. Os reticulados sobre os toros euclidianos n-dimensionais considerados nesse
estudo foram os provenientes de Z2.

(2) em superf́ıcies quocientes bidimensionais obtidas por meio de quociente entre o plano
hiperbólico e um grupo discreto gerado por isometrias hiperbólicas, chamado de grupo fuch-
siano. Essas superf́ıcies quocientes são os g-toros planos, ou seja, toros que do ponto de
vista topológico possuem gênero g ≥ 2. Estudamos, mais especificamente, bitoros e tritoros,
considerando reticulados geometricamente uniformes provenientes de tesselações e reticulados
ćıclicos provenientes de eixos de isometrias ou geodésicas que triseccionam lados de poĺıgono
fundamental que origina o g-toro.

Com relação aos estudos do item (1), conclúımos que a abordagem geométrica de reticulados
canônicos (gerados por Z2) em toros euclidianos apresenta, devido às suas inúmeras simetrias,
uma simplicidade que possivelmente é superior a uma abordagem puramente algébrica. Isso
sem dizer que qualquer reticulado em toros euclidianos podem ser imersos em espaços esféricos,
o que é muito interessante para a Teoria da Informação e Codificação. Prova da simplicidade
geométrica do qual estamos falando são os grafos circulares provenientes desses reticulados,
cujas simetrias tornam seu estudo e visualização muito simples. Além disso, há um campo
gigante de estudos futuros em reticulados em toros euclidianos quando consideramos outro
grupo gerador, diferente de Z2. Além disso, o estudo de códigos perfeitos com a abordagem
geométrica é apenas incipiente em ambientes euclidianos com reticulados gerais.

Com relação aos estudos do item (2), há muito o que fazer. Começando pelo fato de que
o espaço hiperbólico não possui estrutura vetorial normada compat́ıvel a métrica hiperbólica
usual, temos o problema da não existência de tesselações no plano hiperbólico vinculadas ao
grupo Z2, o que impossibilita, no ambiente hiperbólico, um estudo totalmente análogo ao que
foi feito no ambiente euclidiano. Desta forma, o campo de estudos recai basicamente sobre
dois tipos de reticulados: os geometricamente uniformes (provenientes de tesselações) e os
ćıclicos (sobre nós nos g-toros planos). Os estudos em dimensão maior do que 2 no ambiente
hiperbólico estão, também, todos por fazer. Além disso, há a questão dos códigos perfeitos,
que não abordamos nos g-toros. Por fim, há o estudo de distâncias mı́nimas em reticulados
hiperbólicos, que é a porta de entrada para comparações e posśıveis aplicações em Teoria da
Informação e Codificação.
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