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Figura 2.17 –Campo de tensões na direção x do modelo, com apenas carga normal. 

 

 
Figura 2.18 - Campo de tensões na direção y do modelo com apenas carga normal. 

 

 
 

Figura 2.19 - Campo de tensões no plano xy do modelo, com apenas carga normal. 
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Após a solução do passo de integração obtida apenas com a carga normal, aplica-se a 

carga tangencial com valor inferior ao necessário para provocar escorregamento entre as 

superfícies dos cilindros. Tal procedimento permite que o problema seja melhor condicionado 

numericamente. Como os esforços cisalhantes sobre a superfície são diretamente 

proporcionais aos esforços normais aplicados, de acordo com a teoria de atrito de Coulomb, 

uma vez que se conhecem as forças normais na superfície, as forças tangenciais são 

automaticamente calculadas, permitindo a superposição das soluções para os campos de 

tensões. Caso as cargas tangencial e normal sejam aplicadas simultaneamente, a cada passo 

de integração o algoritmo deve resolver seqüencialmente o problema devido a cada uma das 

cargas, aumentando o tempo de convergência e a complexidade do problema numérico. 

Na Figura 2.20 onde nota-se que o campo de tensões é pouco sensível a presença do 

esforço tangencial aplicado aos cilindros. Isto ocorre principalmente nas regiões próximas ao 

contato, pois o efeito da força normal sobre as tensões nesta direção é preponderante em 

relação aos efeitos da força tangencial. 

Para o campo de tensões mostrado na Figura 2.21, correspondente à máxima tensão 

de cisalhamento, nota-se a influência dos esforços tangenciais na superfície dos cilindros, pois 

houve uma redução da tensão máxima de 61.8 MPa, como mostrado na Figura 2.18, para 57.7 

MPa. Nota-se também que este campo de tensões não é mais simétrico, sendo a assimetria 

atribuída aos esforços tangenciais na superfície de contato. O mesmo comportamento é 

verificado na Figura 2.22 que mostra o campo de tensões cisalhantes no plano xy do modelo. 

Os corpos cilíndricos, somente com carga normal aplicada, tendem a ser deformar do 

centro da área de contato para a periferia em amplitudes simétricas. Quando se adiciona uma 

carga tangencial, soma-se à deformação simétrica uma outra que possui sentido único ao 

longo de toda área de contato, provocando o aumento das deformações sobre uma das 

metades da área de contato e uma diminuição na outra. 
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Figura 2.20 - Campo de tensões no eixo x do modelo com aplicação de cargas normal e 

tangencial. 

 
Figura 2.21 – Campo de tensões no eixo y do modelo com aplicação de cargas normal 

e tangencial. 

 

 
Figura 2.22 - Campo de tensões no plano xy do modelo com aplicação de cargas 

normal e tangencial. 
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2.5.6 Resultados das Simulações do Contato entre Cilindros de Comprimentos 
Diferentes - Modelo Tridimensional. 

 

Para simulação do problema de contato entre dois cilindros de comprimentos diferentes 

o modelo foi construído com regiões distintas de refinamento da malha a fim de se reduzir o 

esforço computacional. A região de malha mais refinada, em torno da área de contato, possui 

uma distância entre dois nós consecutivos equivalente a ¼ do comprimento da área de contato 

calculada pela teoria de Hertz, mantendo uma relação coerente com a teoria de amostragem 

de NYQUIST, o que reduz o erro na determinação do comprimento da área de contato.  

A região de malha mais grosseira não guarda uma relação constante com a área de 

contato e possui elementos que respeitam apenas as restrições de forma do programa 

ANSYSTM.  

Na Figura 2.23 é mostrado um diagrama esquemático das regiões de malhas distintas, 

destacando a região de malha refinada que possui dimensões equivalentes a três vezes o 

comprimento da área de contato . 

Na Figura 2.24 é mostrado um diagrama esquemático das condições de contorno. No 

primeiro passo de integração, onde existe somente força normal, os deslocamentos dos graus 

de liberdade no plano de simetria são nulos nas direções y e z. No segundo passo de 

integração, quando é aplicada a carga tangencial, os graus de liberdade no plano de simetria 

são nulos apenas na direção z. Adicionalmente os graus de liberdade na área do raio interno 

do cilindro de menor diâmetro são nulos para representar a condição de engaste deste cilindro. 
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Figura 2.23 – Diagrama esquemático das regiões de malha diferenciadas no modelo. 

 
Figura 2.24 – Condições de contorno 
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Ao longo do comprimento dos cilindros a malha foi dimensionada de forma a se obter 

como maior distância entre nós um valor equivalente ao dobro do comprimento da área de 

contato. Manteve-se também uma relação entre os comprimentos dos cilindros e o número de 

elementos de tal forma que o nó na borda do cilindro de menor comprimento tem as mesmas 

coordenadas de um nó no cilindro de maior comprimento.  

O par de contato foi definido como: o cilindro de maior comprimento é o contato e o 

cilindro de menor comprimento é o alvo. Esta escolha implica que os valores das pressões de 

contato são resolvidas apenas para os elementos de contato e não para os elementos alvo, e 

desta forma pode-se avaliar a variação da pressão de contato ao longo de todo o comprimento 

dos cilindros. Esta configuração também permite obter-se um problema melhor condicionado 

numericamente. 

Na Tabela 2.2 são apresentados os valores das principais grandezas físicas envolvidas 

nos problemas de contato calculadas pela teoria de Hertz e pelo modelo tridimensional de 

elementos finitos. Os valores para os modelos de elementos finitos são aqueles obtidos no 

plano de simetria ao longo do comprimento, pois nesta região ainda é valida a hipótese de 

estado plano de deformações. 

 

Tabela 2.2 – Comparativo entre os resultados obtidos pelo modelo de elementos finitos 

e a teoria de Hertz. 

Parâmetro Teoria de Hertz Modelo de elementos finitos 

Comprimento da área de contato: a [m] 43.510−  43.5410−  

Pressão máxima [MPa] 521 434.7 

Tensão de cisalhamento máxima [MPa] 156.3 ( )max0.3p  127 ( )  max0.29p

 

Nota-se na Tabela 2.2 que os valores da máxima pressão de contato e da máxima 

tensão de cisalhamento calculadas pelo modelo de elementos finitos são inferiores aquelas 

calculadas pela teoria de Hertz. Isto se deve principalmente ao erro proveniente da 

discretização do modelo que implica em pequenos erros no comprimento da área de contato de 

tal forma que a força será distribuída sobre uma área ligeiramente maior que a real no modelo 

de elementos finitos reduzindo assim o valor da pressão máxima de contato. 

Na Figura 2.25 seguinte é apresentada a pressão de contato ao longo do cilindro de 

maior comprimento. Nota-se que ocorre uma elevação da pressão a medida que nos 
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aproximamos da borda do cilindro de menor comprimento, coordenada . Nota-se 

também que ao contrário da teoria de Hertz para estado plano de deformações, ocorre 

variação da pressão de contato ao longo de todo comprimento dos cilindros demonstrando que 

para estas condições tal hipótese não é mais valida. Há somente na região central do contato, 

equivalente ao plano de simetria do modelo, uma situação válida para o estado plano de 

tensões. 

23 10 m−

Esta alteração na pressão de contato é responsável também pelas variações entre os 

valores calculados através da teoria de Hertz e os valores calculados pelo modelo de 

elementos finitos.  

Outro aspecto importante a ser notado na Figura 2.25 é que na coordenada de  

do cilindro de maior comprimento ocorre um aumento da pressão de contato, que pode explicar 

a ocorrência de marcas de desgaste mais acentuadas nestas regiões dos cilindros de 

laminação. Com o aumento da pressão ocorre um aumento da força normal nesta região e por 

conseqüência maior desgaste. 

23 10 m−

 

 
Figura 2.25 – Distribuição da pressão de contato ao longo do comprimento do cilindro 

de maior comprimento. 
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Na Figura 2.26 e na Figura 2.27 são mostradas as distribuições de pressão sobre a área 

de contato ao longo de todo o cilindro de maior comprimento sem a aplicação de força 

tangencial e com a aplicação de força tangencial respectivamente. Pode-se notar que tais 

resultados são novamente coerentes com a teoria de Hertz que não prevê alteração na área de 

contato quando se tem uma carga tangencial à superfície proveniente apenas do coeficiente de 

atrito entre os corpos. 

Da Figura 2.28 à Figura 2.31 são mostrados os campos de tensões para a tensão 

principal máxima e para a tensão de cisalhamento máxima atuantes no plano de simetria dos 

cilindros de maior e menor comprimento respectivamente. Nota-se nas figuras que os valores 

calculados se aproximam daqueles previstos pela teoria de Hertz com a tensão de 

cisalhamento máxima correspondendo a max0.29p  e situada a uma distância da superfície de 

. Tais valores são comparados a teoria de Hertz pois são os únicos valores calculados 

pelo modelo de elementos finitos que podem ser utilizados na sua validação, desde que os 

valores de tensões atuantes nas demais regiões não possuem valores analíticos que possam 

ser validados. 

0.69a

 

 
Figura 2.26 – Distribuição de pressão sobre a superfície de contato no cilindro de maior 

comprimento. Situação sem carga tangencial. 
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Figura 2.27 - Distribuição de pressão sobre a superfície de contato no cilindro de maior 

comprimento. Situação com carga tangencial. 

 

 

Figura 2.28 – Campo de tensão principal, 1σ ,  no cilindro de maior comprimento sem a 

aplicação de carga tangencial. 
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Figura 2.29 – Campo de tensão de cisalhamento máxima, maxτ , no cilindro de maior 

comprimento sem a aplicação de carga tangencial. 

 

Figura 2.30 – Campo de tensão principal, 1σ ,  no cilindro de menor comprimento sem a 

aplicação de carga tangencial. 
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Figura 2.31 – Campo de tensão de cisalhamento máxima, maxτ ,  no cilindro de menor 

comprimento sem a aplicação de carga tangencial. 

 

Os campos de tensões foram obtidos também para a situação em que se aplicou uma 

carga tangencial de 1000 N, inferior ao limite de atrito estático que é de 4500N. Da Figura 2.32 

à Figura 2.35 são mostrados os resultados obtidos para o caso em que se aplicou a carga 

tangencial. 
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Figura 2.32 – Campo de tensão principal, 1σ ,  no cilindro de maior comprimento com a 

aplicação de carga tangencial. 

 

Figura 2.33 – Campo de tensão de cisalhamento máxima, maxτ ,  no cilindro de maior 

comprimento com a aplicação de carga tangencial. 
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Figura 2.34 – Campo de tensão principal, 1σ ,  no cilindro de menor comprimento com a 

aplicação de carga tangencial. 

 

Figura 2.35 – Campo de tensão de cisalhamento máxima, maxτ , no cilindro de menor 

comprimento com a aplicação de carga tangencial. 
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Na Figura 2.32 e na Figura 2.34 pode-se notar que a introdução da força tangencial 

provoca uma assimetria dos campos de tensões devido a superposição dos efeitos da carga 

normal e da carga tangencial. A aplicação da carga tangencial provoca ainda um aumento das 

tensões atuantes nas superfícies de ambos os cilindros, este aumento pode induzir o 

aparecimento de trincas nas superfícies dos corpos dependendo do valor da tensão. Ao se 

comparar a Figura 2.28 com a Figura 2.32 e a Figura 2.30 com a Figura 2.34 pode-se notar que 

antes da aplicação da carga tangencial a maior tensão de tração na superfície ocorria fora da 

região de contato, porém com a aplicação da carga tangencial esta tensão passa ocorrer 

dentro da região de contato e apresenta um valor maior. 

Para as tensões máximas de cisalhamento apresentadas na Figura 2.29, na Figura 

2.31, na Figura 2.33 e na Figura 2.35 pode-se notar que a posição do maior valor da tensão de 

cisalhamento não ocorre mais no centro da área de contato e também a profundidade não 

guarda mais a relação de . Isto se deve novamente à superposição de efeitos, desde que 

o campo de tensões, provocado pela carga tangencial isoladamente, faz com que a máxima 

tensão de cisalhamento ocorra na superfície. Combinando este efeito com o campo de tensões 

da carga normal resulta uma tensão de cisalhamento máxima localizada entre a superfície e a 

profundidade 0.7 . 

0.7a

a
Os modelos de elementos finitos que se aplicam ao estudo do contato mecânico, 

quando não são válidas as hipóteses simplificadoras do campo de pressão e do estado plano 

de deformações, propostas por Hertz, levaram a resultados coerentes com a teoria, somente 

em regiões especiais dos cilindros em contato. Fora destas não há uma solução analítica para 

este tipo de problema e a comparação dos resultados numéricos só poderia ser feita por 

extrapolação. Desta forma os modelos de elementos finitos são uma alternativa viável para o 

estudo de problemas mais complexos de mecânica do contato. 

 

2.5.7 Simulação da distribuição de temperatura no contato cilindro-cilindro 
 

Willians (1994) sugere que o calor entre dois corpos é uma fonte decorrente do trabalho 

realizado pela força de atrito. Esta interpretação, segundo o autor, pode apenas ser 

considerada como um comportamento global, e que nos picos das superfícies em contato a 

quantidade de calor gerada pode localmente suplantar o valor do trabalho da força de atrito 

aparente entre as superfícies. A taxa com a qual se gera esta energia pode ser estimada 

considerando-se o número de PECLET, que é interpretado como a razão entre a velocidade 

relativa das superfícies e a velocidade de difusão de calor nos corpos. Willians (1994) 

utilizando o mesmo sistema de referenciais desenvolvido no item 2.1 sugere que a taxa com 

que o calor é gerado pelo atrito é dada por: 
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onde m é o coeficiente de atrito de Coulomb, a e o comprimento da área de contato, L é 

o comprimento do cilindro, u e w são a velocidade linear e angular do cilindro respectivamente. 

Deve-se notar que a aproximação do contato cilindro-cilindro para estimativa do fluxo de calor h 

através do contato cilindro-plano é coerente desde que a área de contato calculada, a, é muito 

menor que as dimensões dos cilindros de tal maneira que este pode ser aproximado por um 

plano. 

Substituindo-se os valores calculados através do modelo de elementos finitos e as 

propriedades termo físicas do material (Dieter, 1986) e as condições de velocidades, ambas 

listadas abaixo, na equação (2.92) resulta um fluxo de calor para o cilindro igual a 9542 kJ. 

 

 - Calor Específico : 0.475 J/(g*oC) 

 - Condutividade Térmica : 44.5 W/(m*K) 

 - Densidade : 7800 Kg/m3 

 - u : 0.094 m/s 

 

O fluxo de calor  é aplicado ao modelo apresentado na Figura 2.36. O movimento de 

rotação do cilindro é representado pela rotação das condições de contorno: fluxo de calor  na 

área de contato e convecção no restante da superfície. Este procedimento foi adotado pois 

requer um menor esforço computacional desde que não há necessidade de mover a malha de 

elementos finitos no modelo a cada passo de integração, o que representa uma redução 

significativa do esforço computacional para integração das equações. 

h�

h�
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