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2012. 72 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Esta dissertacao ¢ um texto detalhado resultante do estudo do artigo [14] de Lazari & Palazzo
Jr. (2005), no qual ha a generalizagdo dos conceitos de particoes geometricamente uniformes
e codigos geometricamente uniformes, amplamente empregados em espacos euclidianos, para
espacos hiperbdlicos. O principal teorema estudado é uma caracterizacao de cddigos de classes
laterais generalizados por meio do conceito de cddigos G-lineares (Teorema 4.3). Além do
estudo detalhado do artigo, também apresentamos uma pequena contribuicao: a demonstragao
de que o grupo fundamental 7y de uma superficie compacta S de género g > 2, obtida por
quociente do plano hiperbdlico por 7y, é subgrupo normal do grupo gerado pelas reflexoes
nos lados de um triangulo hiperbélico retangulo que estabelece um ladrilhamento simétrico na
regiao fundamental do 7ty (Teorema 3.4).

Palavras-chave: Reticulado, Particao, Cédigo, Cédigo G-linear, Grupo Fundamental, Grupo
Triangulo.
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LEITE, E. Jr. F. Topics of Geometrically Uniform Codes in Hyberbolic Spaces. 2012. 72 p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This dissertation is an extended text resulting from the study of paper [14] by Lazari & Palazzo
Jr. (2005), in which there is the generalization of the concepts of geometrically uniform parti-
tions and geometrically uniform codes, widely used in euclidean spaces, to hyperbolic spaces.
The main studied theorem is a characterization of generalized coset codes through the concept
of G-linear codes (Theorem 4.3). Besides the detailed study of the paper, we also establish a
small contribution: the proof that the fundamental group 7y of a compact surface S of genus
g > 2, obtained by quocient of a hyperbolic space by 7y, is a normal subgroup of the group
generated by reflections at the sides of a hyperbolic right triangle that establishes a symmetric
tiling in the fundamental region of 7y (Theorem 3.4).

Key-words: Lattice, Partition, Code, G-linear Code, Fundamental Group, Triangle Group.
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Introducao

A teoria dos sistemas de comunicagoes digitais teve origem a partir do trabalho fundamental [21]
de Claude Shannon, do Bell Laboratories, publicado em 1948. Neste trabalho foi mostrado que
dado um canal de comunicacao digital, é possivel, com uma codificagao adequada, transmitir
informagoes com probabilidade de erro arbitrariamente pequena. O trabalho inicial para a
aquisicao de bons cédigos foi arduo, pois exigia um profundo conhecimento de algebra abstrata,
sendo desenvolvido por um grupo restrito apenas por matematicos nas décadas de 50 e 60.

Os elementos dos cédigos corretores de erros sao sequéncias de simbolos pertencentes a um
alfabeto, tomado frequentemente entre os elementos de algum corpo Fy. Mesmo quando os
simbolos nao tém uma estrutura algébrica natural, um procedimento usual e 1til é produzir
um rotulamento dos simbolos do alfabeto por elementos de algum grupo, ou seja, definir uma
aplicacao injetiva do alfabeto no grupo, sujeita a determinadas condigdes (Secao 3.4).

O conceito de cédigo geometricamente uniforme foi introduzido por David Forney [8] em
1991. Este conceito tem se mostrado muito apropriado no contexto de coédigos que podem
ser representados como reticulados em espagos euclidianos. Um dos principais objetivos dos
codigos geometricamente uniformes esté relacionado a construcao de particoes geometricamente
uniformes e em particular na construcao de coédigos de classes laterais generalizados.

O objetivo deste trabalho ¢ o estudo da extensao do conceito de reticulados e partigoes geo-
metricamente uniformes no plano hiperbélico conforme estabelecido no artigo [14] de Henrique
Lazari e Reginaldo Palazzo Jr., de 2005. Embora os grupos de isometrias hiperbolicos tenham
maior complexidade que os grupos de isometrias euclidianos, os procedimentos e os conceitos
para particoes geometricamente uniformes podem ser considerados os mesmos.

Este trabalho esta subdividido do seguinte modo:

O Capitulo 1 descreve e fornece as propriedades basicas das estruturas matematicas (algébri-
cas e métricas) com maior relevancia para a Teoria da Informacdo e Comunicagao.

No Capitulo 2, discorremos sobre alguns topicos em Geometria Hiperbodlica essenciais a
nossa dissertacao, com o objetivo de tornar acessivel a leitura deste trabalho aqueles que, nao
possuam conhecimentos mais consistentes em tal geometria. Cabendo salientar que, devido ao
seu carater secundario, optamos por uma abordagem “sem muitas demonstragoes” dos diversos
resultados apontados.

No Capitulo 3 demonstramos que o grupo fundamental 7ty de uma superficie compacta S
género g > 2, obtida por quociente do plano hiperbélico U por 7y é subgrupo normal do
grupo gerado pelas reflexoes nos lados de um triangulo hiperbdlico retangulo que estabelece
um ladrilhamento simétrico na regiao fundamental do 7ty (Teorema 3.4). Este resultado é de
vital importancia para o estudo de reticulados sobre superficies compactas os quais, por sua
vez, sao muito importantes no estudo de codigos corretores de erros, como podemos constatar

m [14]. O fato desse resultado ser bastante intuitivo do ponto de vista geométrico faz com que



o mesmo seja amplamente utilizado em textos especificos sobre esse assunto. Entretanto, uma
prova desse teorema nao € simples e nao é apresentada em tais textos. Esta demonstracao é
a nossa principal contribuicao, ressaltando que, também, encontramos uma expressao para os
geradores de 4. Por fim, definimos com detalhes cédigos G-lineares e estabelecemos o fato que
um reticulado S é U(S)-linear (Teorema 3.7).

O objetivo do Capitulo 4 ¢ estender a teoria das partigoes geometricamente uniformes ao
plano hiperbélico, de modo a permitir que reticulados casados a grupos, como aqueles descritos
na Secao 3.4, possam ser decompostos em partigoes geometricamente uniformes. Mostramos que
um cédigo de classes laterais generalizado é U(S)-linear (Teorema 4.3). A extensao da teoria foi
feita sob a hipdtese geral de que codigos de rotulos sao subgrupos normais do grupo de rétulos,
concluindo entao com o resultado fundamental sobre cadeias de particoes geometricamente
uniformes hiperbdlicas, ou seja, que sdo cadeias geometricamente uniformes (Teorema 4.4).



Capitulo 1

Grupos e Espacos Métricos

Neste capitulo, apresentamos, de forma sucinta, nogoes gerais das estruturas matematicas
(algébricas e geométricas) com maior relevancia para a Teoria da Informacao e Codificagao.
Para uma abordagem completa, hé excelentes livros textos sobre o assunto como, por exemplo:

[10], [16], [9], [12], [19] e [20)].

1.1 Grupos

Definicao 1.1 Um grupo é um par consistindo de um conjunto nao vazio G e uma opera¢ao
bindria * : G x G — G, onde denotamos x(a,b) por a x b, satisfazendo as propriedades:
Gl:ax(bxc)=(ax*xb)xc,Va,b ece G. (Associativa);

G2: Existe e € G tal que axe =exa = a, Ya € G. (Existéncia do elemento neutro);

G3 : Para cada elemento a € G, podemos determinar um elemento a* € G tal que a x a* =
a*x a = e. (Existéncia do Elemento Inverso).

Denotamos o grupo por (G, *), ou simplesmente por G, se nao houver ambiguidade. No
caso de * denotar uma das operagoes usuais - ou +, entao denotaremos e por 1 ou 0 e a* por
a”! ou —a, respectivamente. Um grupo G é dito comutativo ou abeliano se estiver satisfeita
a condicao adicional:

G4 : Para todos a e b em G, a*b =b * a. (Propriedade Comutativa).

2kmi

Exemplo 1.1 O conjunto M — PSK = {e M k=0, ...,M—]} C C com a operagcao usual

de multiplicagao de nimeros complexos é um grupo chamado de grupo ciclico de ordem M.
27mi

Se denotamos ( = e™ entao temos que M — PSK = {C" :n € Z}, (ver Figura 1) e neste caso

dizemos que C € um gerador do M — PSK e denotamos também M — PSK = ().

Definicao 1.2 Seja G um grupo. Se G possui um numero finito de elementos, dizemos que G
¢ um grupo finito. No caso de um grupo G ser finito, chamamos de ordem de G ao numero
de elementos do conjunto G, denotamos a ordem de G por |G|. Caso contrario, dizemos que G
¢ um grupo infinito.

Exemplo 1.2 Seja X um conjunto finito comn > 1 elementos, digamos X = {X1, ..., Xn}, entdao
denotando por Sx ou S, o conjunto que consiste de todas as aplicagoes bijetivas @ : X — X
munido da operacdao de composi¢do de fungoes, resulta que Sy, € um grupo. Chamamos o grupo
(Sn,0) de grupo simétrico de grau n e os elementos ¢ de S, sao também chamados de
permutacoes de X. Temos que |S,| = nl.



F1GURA 1: Representacao de alguns elementos do grupo M — PSK.
Exemplo 1.3 Consideremos um poligono reqular de M lados assentado no circulo
S'={zeC:|zl =1}

e com um dos vértices no ponto 1 = 14 01, vamos denotar por Dy o conjunto de todas as
simetrias deste poligono, entao com a operagao de composicao de funcgoes, Dy € um grupo. Os
seus elementos sao:

Notando que Ry = R* onde

N

SoRy onde S = [ (]) _0] } , isto €, reflexdo sobre o eixo real.
| cos ( ") —sen

i [sen(% cos (% >]

. - . . L. Lo 2kmi
e que aplicar R* nos vértices do poligono equivale a multiplicar estes vértices por e ™ | temos
que

N~
=iy

~—

N

Dm = {Id,R,...,R™" /S SoR,...,So RM T},
Este grupo pode ser também descrito como
Dm = (S,R:RM=85>=1d;RoS =SoRM ).
Como R # R71 =RM-1 5¢ M > 2, temos que este grupo nao é abeliano. Dy € chamado de

grupo diedral de grau M. A Figura 2 ilustra o caso M = 7.

R(1)

FIGURA 2: Representacdo da acio do grupo Dy com elementos em S'.



Definicao 1.3 Sejam G um grupo e H um subconjunto de G tal que com a restri¢ao da operacao
de G, H € ele mesmo um grupo, entdo dizemos que H é um subgrupo de G. Denotamos o fato
de H ser um subgrupo de G por H < G.

Lema 1.1 Seja (G,*) um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Entao (H,*) é um
subgrupo de G se, e somente se ()axbeH,VaebeH
e ’ "1 (ii) a' €H,YVa e H

Demonstracao:

(=) Obvio.
(&) E claro que vale ax (bxc) = (axb)*c, Va,bec € H. Como aea”’ € H, temos
e=axa'€H. 0

Exemplo 1.4 Seja g um elemento qualquer de um grupo G, entdo o conjunto (g) ={g"™ : n € Z}
¢ um subgrupo de G, chamado de subgrupo ciclico gerado por g. Se (g) tem ordem finita,
entdo dizemos que g tem ordem finita e chamamos de ordem de g ao nimero |g| = |(g)].
Caso contrdrio, dizemos que g tem ordem infinita.

Sejam (G, *) um grupo e H um subgrupo de G, entdao dado a € G os conjuntos aH =
{axb:beH} e Ho = {b*xa:b e H} sdo chamados respectivamente de classe lateral a
esquerda médulo H e classe lateral a direita médulo H. Se o niimero de classes laterais
a esquerda ou a direita for finito, entao essas quantidades sao iguais, e entao, este valor comum
é chamado de indice de H em G e denotado por [G : H]. No caso em que valer aH = Ha para
todo a € G, dizemos que H é um subgrupo normal de G e denotamos H <1 G. Neste caso,
o conjunto G/H = {aH : a € G} munido da operagao (aH) *x (bH) := (a*b)H é um grupo
denominado grupo quociente de G pelo subgrupo normal H.

Observe que se G é abeliano entao todo subgrupo é normal.

Proposicao 1.1 Seja H um subgrupo de (G, *). Sao equivalentes:
(1) H< G;

(it) aHa":={axhxa' € G:he H} CH, Va € G;

(iii) aHa™' = H, Ya € G.

Exemplo 1.5 Se [G: H] = 2, entao H< G.
Vamos mostrar que TH = Hr, Vr € G. Se r € H entao tH=H = Hr. Se r ¢ H temos

TH # H,
{Hr;éH.

Como [G : H] = 2, existem exatamente duas classes laterais a esquerda, que sao TH e H.
Agora, uma relacdo de equivaléncia num espaco decompaie o espaco na unido disjunta de suas
classes de equivaléncia; assim vTH = G\H. Da mesma forma, Hr = G\H.

Portanto tH = G\H = Hr.

Proposicao 1.2 Sejam (G, *) um grupo, H um subgrupo de G e g e g € G, g = g mod H
& (g’)f1 x g € H define uma relacao de equivaléncia no conjunto G.

Demonstracao:

(i) g=g mod H Vg € G, pois g7' g =e € H.



(i1) g = ¢’ mod H = ¢’ = g mod H, pois se (¢’)"' * g € H entdo

g xg =((g) " xg) €H.
(iii) g= ¢’ mod H e ¢ =z mod H = g =z mod H pois,
(@) 'xgeHez'sxgdeH=z"xg=2z"x¢g x(¢g)"xgecH.
E isto demonstra a proposicao. [l

Teorema 1.1 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao |G| = [H|[G : H]; em particular, a ordem de H e o indice de H em G dividem a ordem
de G.

Dados os grupos G e H, isto é, (G, *;) e (H, %), dizemos que uma aplicacao f: G — H é
um homomorfismo quando, para todos gy e g2 € G, (g1 %7 g2) = f(g1) *2f(g2). Notemos que
a operacao no lado esquerdo da igualdade é a operacao de G e a operacao do lado direito é a
de H. Um homomorfismo bijetor é chamado de isomorfismo. Quando existir um isomorfismo
f: G — H dizemos que G e H sao isomorfos e denotamos G ~ H. A relagao ~ é uma relacgao
de equivaléncia no conjunto de todos os grupos. O fato de dois grupos serem isomorfos significa
que eles sao indistinguiveis sob o ponto de vista das propriedades dos grupos.

Definicao 1.4 Seja G um grupo. Um automorfismo de G é um isomorfismo f: G — G. O
conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(G). FE fdcil verificar que a composi¢ao
de dois automorfismos de G é um automorfismo de G e que (Aut(G),o) € um grupo.

Definicao 1.5 Dado f: G — H um homomorfismo de grupos, a itmagem de f é o conjunto
Im(f) ={f(g): g € G} e 0 nicleo de f ¢ o conjunto ker(f) ={g € G: f(g) = en}, sendo ey o
elemento neutro de H.

Proposigao 1.3 Seja f: G — H um homomorfismo de grupos. Entao Im(f) é um subgrupo de
H e ker(f) € um subgrupo normal de G.

Corolario 1.1 Sejam H e K dois subgrupos de (G,x). Se H ou K for normal em G, entdo
HK ={hxk:h € H ek €K} é um subgrupo de G.

Proposicao 1.4 Sejam H, K dois subgrupos de G. Entao:
HK é um subgrupo de G & HK = KH.

Proposicao 1.5 Seja G um grupo. Sejam H e K dois subgrupos de G tais que HK seja um
subgrupo. Entao,

HK: K] =[H:HNK]
HK:H] = [K:HNK].

Teorema 1.2 (Teorema do Homomorfismo). Sejam G e H grupos. Seja f: G — H um
homomorfismo, entao

G
for(7) ~ Im(f).

Definigao 1.6 Sejam K e Q grupos, definimos uma extensao de K por Q como sendo um
grupo G tal que:

(1) K € um subgrupo normal de G.
(i1) % é isomorfo a Q.



Exemplo 1.6 Sejan um inteiro positivo. Sobre Z, definimos a relagao = da maneira sequinte:
n

para a e b € 7,
a=b& a—Db é um multiplo de n.
n

E imediato verificar que = é uma relacao de equivaléncia, denominada relagao de equiva-

n
léncia modulo n. Se a € 7Z, entao,

a+nZ:{beZ:b a}:{a+kn:keZ}.

n

Denotaremos por n% o conjunto das classes de equivaléncia modulo n; claramente temos

que ZZ = {6,T,...,n—1}.

nZ
z : .
Sobre =%, definimos duas operagoes:

z z z . L 7 z
X T W . O X 7w
(x,y) +— x+y x,y) +— Xy
Logo, (%,@) ¢ um grupo finito com n elementos.
n
. 7\ * . . . . 7 7 \* -
Seja (@) o conjunto dos elementos invertiveis de 7%. Logo, (@) é um grupo com a

opera¢ao ®, chamado grupo multiplicativo.
n

* * *
. . . ~ 7 R . . 7 7 7
Se p é um numero primo, entao <pZ> € ciclico, isto ¢, (pZ) ~ 5o sendo <pZ> um

grupo multiplicativo.
Proposicao 1.6 Sejam n > 1 um inteiro e (%)* o grupo multiplicativo dos elementos in-
vertiveis de %Z. Entao P : Aut (%) — (f—Z)*, definida por P(f) = (1), é um isomorfismo.

5. VAW A . .
Conclusao: Aut (pZ) >~ oo sendo p um numero primo.

Definicao 1.7 Sejam os grupos (Gi,*1) e (Ga,*;). Considere o produto cartesiano Gy X G;
com a 0peracao
(x1,%2) - (Y1, Y2) :== (x1 %1 Y1, %2 %2 Y2) -

O grupo definido pelo par (Gy X Gaz,-) € chamado produto direto de Gy com G;.

Sejam (H,#) e (K,#;) dois grupos quaisquer e suponhamos que podemos definir um

homomorfismo:
o: H — Aut(K)

O'hiK—) K

o= k ~—— on(k)

Nesta situacao, dizemos que H age sobre K. Uma acao trivial é aquela em que oy, = 1d,
para todo h € H, ou seja,

o: H — Aut(K)

O'hiK—)K
h— k — k



Considerando uma acao o : H — Aut(K) e o conjunto dos pares ordenados:
Hx K={(h,k):heHekeK}.

Entao - denotara a operacao definida sobre o conjunto H x K da seguinte maneira:
o

(h,k) - (W,X) = (h#R, k#hon(kK)),he h € H: ke K € K.

o
Teorema 1.3 Sejam K e H dois grupos e o : H — Aut(K) um homomorfismo. Entao,
(H x K, > € um grupo.

(o)

Definicao 1.8 O grupo (H x K, > ¢ chamado de produto semzidireto de H por K com

homomorfismo o. FEle serd denotado por (H x K, ) ou por H x K.
[0 o

Exemplo 1.7 Consideremos H= (a) e K = (b) dois grupos ciclicos de ordem 2 e 3, respecti-
vamente. Logo, H ~ % e K~ 322'

Efcicz’l ver que b — b~ define um automorfismo de K, o que induz a acdo de H sobre K:

o: H — Aut(K)
0.: K — K

¢« b — @a(b)=b"

Portanto, temos definido um produto semidireto

HxK={(1,1),(1,b),(1,b7"),(a,1),(a,b), (a,b ) }.

Note que este grupo nao € isomorfo a 6%, pois nao e abeliano:

((1,]) ) (a)bil) = ((l' a)] : Ga(bi])) = (1)b)

(a)bi]) . (O-)]):(a'a)bi]'o-a(])) (Lbi])'

o

A

Logo, 5

ZN
XS_Z_83°
o

Em geral, um exemplo de um produto semidireto é o grupo diedral de ordem 2n.
De fato, tome H ~ % (ciclico gerado por a) e K ~ nLZZ (ciclico gerado por x), comn > 3 e
considere a acao
o: H — Aut(K)
o,: K — K
a +— 1
X — X

~ 1 4 L L~
Portanto, H >; K=~ Dy, isto ¢, 57 é =~ D,.

Teorema 1.4 Sejam G, K e H grupos. Entao, existe um homomorfismo o : K — Aut(H) tal
que G seja isomorfo a K x H se, e somente se, G possui subgrupos H; ~ H e Ky ~ K tais que:

1)G=KiH;={ki*h; € G:ky € Ky, hy € Hy e * € a operacdo do grupo G};
2) H1<IG;
3) KyNHy ={e}.



Exemplo 1.8 Seja G um grupo de ordem 15. Mostremos que G € isomorfo a 15%.
Seja H, um subgrupo de ordem 5 e seja K um subgrupo de ordem 3, tais que pelo menos um
dos dois é normal a G. Entao, temos que:

G=KH={kxheG:keK, heH e *x éa operacio do grupo G}.

De fato, pelo Teorema 1.1, KH pode ter ordem 1,3,5 ou 15.

Os casos 1 e 3 nao ocorrem, pois H possui ordem 5 e K ordem 3. Agora suponhamos por
absurdo que KH tenha ordem 5. Logo K € subgrupo de H. Porém pelo mesmo teorema, K deve
ter ordem 1 ou 5. Absurdo, pois K possui ordem 3. Portanto KH possui ordem 15 e isto prova
a igualdade acima e demonstra também que:

KNH=/{e}.
Pelo Teorema 1.4, 0 grupo G ¢ isomorfo a um produto semzdzreto de 2 PorT L ou a um

Z
produto semidireto de ﬁ por z5. Ora, o unico hOmomorﬁsmo de 35 em Aut ( Z3 ~ L ¢o

47

homomorfismo trivial, e tambem o unico homomorfismo de = em Aut( ) o~ ﬁ € o trivial;
logo, a menos de um isomorfismo o produto direto (2) X (2) ~ L ¢ o inico grupo de ordem

3Z 52) = 5%
15. Portanto o grupo G € isomorfo a 7=5.

1.2 Outras Estruturas Algébricas

Um conjunto nao vazio A ¢ dito anel se A estiver munido de duas operacoes binarias denotadas
por + e - de modo que (A,+) é um grupo abeliano e também valem as propriedades:
Ml:a-(b-c)=(a-b)-c, para todos a, b e c em A. (Associativa);
M2 : Existe 1 € A tal que a-1=1-a = a, para todo a € A. (Existéncia do elemento neutro);
M3:a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c, paratodos a, b e c em A. (Propriedade
Distributiva).

Se além destas propriedades, valer:
M4 : Para todos a e b em A, a-b = b - a (Propriedade Comutativa) entao dizemos que o anel
A é comutativo.

Temos que (%, D, ®> é um anel, chamado anel dos inteiros médulo n.
n n

Um corpo é um anel comutativo K tal que dado a € K, se a # 0, entao existe o elemento
a'eKtalquea-a' =1.

1.3 Espacos Métricos

Definicao 1.9 Uma topologia no conjunto X é uma colecao T' de subconjuntos de X que
satisfaz:

(a) 0,X eT;

(b) Se Aq,...,A, €T, entao AyN...NA,LET;

(c) Se Ay €T para todo 1 € 1, entao iLEJIAi erl.

Os elementos de ' sdo chamados de conjuntos abertos. O par (X, ') é chamado de espago
topoldgico.
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Definicao 1.10 Um conjunto M ¢é dito espaco métrico quando existe uma funcao d : M X
M — R, chamada métrica ou distancia satisfazendo para todos x,y ez € M :

(1) d(x,y) >0 ed(x,y) =0 & x=vy;

(11) d(x,y) = d(y>x);

(iit) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).

Em geral denotamos o espaco métrico por (M, d), ou simplesmente M quando nao acarretar
ambiguidade.

O par (M, dg7) é um espaco métrico, onde M é um conjunto qualquer e dg; : M x M — R

definida por
{ 1, se x #y

dO](X)y) 0 sex =1y
)

para todos x e y € M é uma métrica sobre M. Essa métrica é chamada de métrica zero-um.
A distancia de Hamming entre x = (X1, ...,Xn) € Yy = (Y1, ..., Yyn) € M™" é definida por

du(x,y) = 21 dor (x4, Yi).

Em um espaco métrico (M, d) chamamos um conjunto A C M de aberto, se para todo
x € A existe ¢ > 0 tal que o conjunto B(x,¢) ={y € M : d(x,y) < ¢} C A. O conjunto B(x, ¢)
¢ chamado de bola aberta de centro x e raio €. Dado x € M dizemos que x é um ponto
isolado quando existe & > 0 tal que B(x,8) ={x}. Um espago métrico é denominado discreto
quando todos os seus pontos sao isolados. E facil provar que

i ={A C M;Va € A,Je > 0 tal que B(a,e) C A}

¢ uma topologia em M.
Dado um subconjunto A de um espago métrico M, dizemos que x € A é um ponto interior
de A se existe ¢ > 0 tal que B(x,e) C A. O conjunto de todos os pontos interiores de A é

demoninado de interior de A e denotado por A. O conjunto formado pelos pontos x € A tais
que para todo € > 0, B(x,e) NA # 0 e B(x,e) N (M — A) # ) é chamado de fronteira de A e
denotado por 0A.

Definicao 1.11 Uma aplicacao f : (M, d;) — (N, dz) entre espacos métricos é chamada de
continua se T (A) € Ty, para todo A € Ty,.

Teorema 1.5 Uma aplicagio f : (M, dy) — (N, d,) entre espacos métricos é continua se, e
somente se, para todo a € M e para todo € > 0, existe & > 0 tal que f(B(a,d)) C B(f(a), ¢).

Definicao 1.12 Se M e N sao espagos métricos com distancias dy e dn, respectivamente,
entao dizemos que uma aplicagao f: M — N € uma itsometria se f € uma bijecdo continua e
para todos x ey € M,

dn(f(x), f(y)) = dm(x, y).

Se M é um espaco métrico e f,g: M — M sao isometrias de M, entdo f~' e g o f também
sao isometrias de M e, portanto, o conjunto Iso(M) de todas as isometrias de M é um grupo
com a operagao de composicao de fungoes, chamado o grupo das isometrias de M.

Definicao 1.13 Seja (G, *) um grupo onde estd definida uma funcao d que é uma métrica.
Dizemos que d € compativel com a estrutura de G ou € uma métrica de grupo quando para
todos x ey € G, d(x,y) = d(x*y~',e), ou em notagdo aditiva d(x,y) = d(x —y,0).
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Definicao 1.14 Uma figura geométrica é um conjunto finito e limitado de pontos numa
regiao de um espago métrico M.

Denotando por I o intervalo fechado unitério [0, 1], um caminho em um espaco métrico M
¢ uma funcao continua oc: I — M.

Definigao 1.15 Um espago M é conexo por caminhos se dados dois pontos x ey quaisquer
de M existe um caminho «: 1 — M tal que x(0) =x e x(1) =vy.

Consideremos pares do tipo (X,Xq), onde xo € X serd chamado o ponto béasico do espaco
topologico X.

Dizemos que dois caminhos «, 3 : I =& M com as mesmas extremidades sao homotdpicos,
se existe uma funcao continua H: 1 x I — M tal que H(s,0) = «(s); H(s,1) = B(s); H(0,t) =
«(0) = B(0); H(1,t) = (1) = (1) para todos s e t € 1. Denotando o fato de « ser homotdpico
a P por @ ~ 3, temos que a relacao & ~ 3 é uma relagao de equivaléncia na colecao de todos os
caminhos em M com as mesmas extremidades. Dado dois caminhos & e 3 tais que (1) = 3(0),
definimos

x(2s) se s € [0, 5]
xf(s) =
B(2s—1)ses € [3,1]

Portanto denotando por [« a classe de equivaléncia de «, temos que fica bem definida uma
operacao no conjunto quociente por [«] [B] = [«xp], desde que se considere apenas caminhos
fechados em M. Considere agora um ponto x € M fixado, entao um caminho em M com
base no ponto x é um caminho « : I — M tal que «(0) = «(1) = x. O conjunto 7 (M, x)
constituido pelas classes de homotopia de caminhos fechados em M com base no ponto x
constitui um grupo para a operacgao definida acima. Se M é um espago conexo por caminhos,
entao para todos x ey € M, m(M,x) e m;(M,y) sao isomorfos, e neste caso, (M, x) é
chamado de grupo fundamental de M com base em x, e denotado por 7t;(M).

Uma isometria u que deixa uma figura geométrica K invariante, isto é, u(K) = K, é chamada
simetria de K. O conjunto das simetrias de K forma um grupo I'(K) com relacao a operacao
de composicao.

Chamamos de superficie a um espaco métrico M tal que para todo x € M existem con-
juntos abertos A de M contendo x, B de R? e uma bijecdo f : A — B tal que f e f~! sdo
continuas.

Uma superficie compacta orientavel de género g > 1 é uma superficie construida
do seguinte modo: Considere um poligono regular de 4g lados rotulados sequencialmente do
seguinte modo:

/ !/ / /
Y]af’:])Y])5])°°°>Yg)£g>Yg)€g) (1'1)
onde em cada 4—upla v, €i, Vi, €] os lados s@o orientados de acordo com o seguinte esquema:

i & Yi &
e e T i =

/ /
Considerando, agora, a relacio de equivalencia que identifica os lados 25 e <y—i; 5 e & coe-
rentemente com as setas e mantem os outros pontos fixos (ou seja, “colamos” os lados de
acordo com a orientagao), obtemos entao a superficie conexa por caminhos, pois um poligono
regular é conexo por caminhos. Na Figura 3 ilustramos o caso para g = 3:
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F1GURA 3: Identifica¢ao para g = 3.

O aspecto da superficie é mostrado na Figura 4.

FIGURA 4: Aspecto da superficie para g = 3.



Capitulo 2

Topicos Sobre Geometria Hiperbdlica

Este capitulo tem por objetivo a apresentacao das principais defini¢oes e resultados da Geo-
metria Hiperbdlica que estao relacionados aos proximos capitulos. Nossa abordagem nao traz
demonstracoes. Textos de geometria hiperbdlica que contém de forma complementar os topicos
aqui apresentados sdo, por exemplo: [4], [13], [1] e [24].

2.1 Isometrias

Isometrias no Modelo do Semiplano H?

Seja C o plano complexo. Usamos as notacoes usuais para as partes reais e imaginarias
de z=x+1y € C, Re(z) = x e Im (z) = y. Tomemos a parte superior do plano complexo,
H? ={z € C:Im (z) > 0}. Munido da métrica riemanniana

2 2
ds v/ dxs 4+ dy

Ty
também chamada de métrica hiperbdlica do semiplano. Temos, assim, o modelo do semi-
plano de Poincaré ou modelo de Lobachewsky para a Geometria Hiperbdlica.
Seja I =[0,1] e v : I — H? um caminho diferencidvel por partes, v (t) = z (t) = x (t) +
iy (t) € H? com t € 1. Entdo, o comprimento hiperbdlico h (y) é dado por

V@, ik
hiv) = Jo y(t) B Joy (t)

A distancia hiperbdlica p (z,w) entre dois pontos zew € H? é definida pela férmula
p(z,w) = inf{h (y)}, onde o infimo é tomado sobre todo y ligando os pontos z e w € H2.
Logo, para z e w € H?:

dt.

|z—W|+|z—w| >

|z—wl|—|z—w|

dyz2 (z,w) = p(z,w) =1n (

Com esta métrica, o par (H?, d;;2) constitui um espaco métrico, que é um modelo para o
plano hiperbdlico.
O “bordo” do modelo H2, que é o conjunto

dH? ={(x,y):xeyeRey=0}U{oco}
é definido como sendo a fronteira ideal de H?. Utilizamos, quando conveniente, a notacao

H2 = H? U 9H?
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para denotar a uniao do modelo e sua fronteira ideal. Um ponto na fronteira ideal de um
modelo é dito ponto ideal.
Consideremos o grupo linear especial, denotado por SL (2, R), composto pelas matrizes reais

A= {(Cl 3] com det (A) = ad — bc = 1, no qual a operacao considerada é a multiplicacao

usual de matrizes.
Vamos denotar por M o conjunto de todas as transformacao de Mobius, ou seja, trans-
formacoes fracionais lineares complexas da forma:
T: H* — C
arp tal que a,b,cedeRead—bc=1.
z — cz+d

Notemos que T(H?) = H2. Nestas condicoes M ¢é um grupo para a operacao de composicio
de fungoes de tal modo que a composicao de duas transformagoes corresponde ao produto de
duas matrizes de SL (2,R) e a inversa corresponde a matriz inversa.

. _ ajz+b; _ azz+by ~ _ (ajap+bicy)ztaiby+bidy
De fato: se Ty (z) = peve il T(z) = e entao TioTh(z) = Catdizrabardias?

b b
que corresponde ao produto [2]1 dj . {gj dj . Também T7' (z) = _‘15;:’(1, que corresponde
A matriz |© bl Por outro lado, como T (z) = Qe (D) poglta que — | & b também

c d| - ’ ~ Coed q c d
representa I, e assim, podemos considerar que
¢: SL(2,R) — M
a b
HERCE

é um homomorfismo sobrejetor de grupos. Além disso, como Ker(¢d) = {£1d,}, pelo Teorema

do Homomorfismo
SL(2,R) ~M

{£1d,} 7

que é chamado grupo topoldgico especial linear projetivo das matrizes 2 x 2 sobre R, isto
é,

PSL (2,R) =

az+b
cz+d

PSL(Z,R):{T(Z): eM: a,b,cedERead—bc:1}.

Podemos ainda estender o domfnio de T a H2 = H2 UR U {o0}. Os pontos de R U {oo}
sao chamados de pontos ideais de H?, enquanto que os pontos de H? sao chamados de pontos
ordinarios. Para isto definimos:

T (00) = 00, no caso ¢ = 0

T (00) = ¢, no caso ¢ # 0;

T (—% = 00, No caso ¢ # 0;

T(z) = % nos demais pontos de R.

A importancia destas defini¢oes encontra-se no fato de que as transformacoes T sao isome-

trias que preservam orientacao e, portanto, pertencem ao Iso(H?).

Definimos agora o grupo

SL*(2,R)
{£1dy}
sendo SL*(2,R) o grupo das matrizes reais 2 x 2 com determinante +1. Com esta definicao,

PSL(2,R) é subgrupo de indice dois de PS*L(2,R) e temos o seguinte resultado que estende o
fato de PSL(2,R) ser isomorfo ao grupo das transformagoes de Mbius M.

PS*L (2,R) =
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Proposicao 2.1 Iso(H?) ¢ isomorfo ao PS*L(2,R).

Como consequéncia, podemos pensar em PS*[(2,R) como sendo o grupo composto por
transformacoes de Mobius, ou seja,

az+b

Iso(H?) — <T(z) — L

(z) =—z:z€ H* a,b,cedeRe ad—bc:1>,TE PSL(2,R).

Notemos que @ é uma reflexao pelo eixo imaginario no plano C.

O grupo ortogonal denotado por O(R?), consiste das matrizes A € SL*(2,R) tais que
A - A' = 1d,, onde A" denota a matriz transposta da matriz A, e portanto det(A) - det(At) =
det(Id,) = 1 e consequentemente (det(A)) = £1, assim O(R?) < SL* (2,R). O grupo ortogo-
nal especial SO(R?) = {A € O(R?) : det(A) = 1} . Os elementos destes grupos sao simetrias
de qualquer circulo centrado na origem e no mesmo sentido que uma circuferéncia pode ser con-
siderada um limite de poligonos regulares, os grupos O(R?) e SO(R?) podem ser considerados
como limites de Dy; e do M — PSK, respectivamente, quando M — oo.

Classificacao de Isometrias em H?

Ha trés tipos distintos de isometrias T (z) = % em PSL(2,R), sendo ad — bc = 1,

. . : . b
diferenciados pelo valor absoluto do trago da matriz associada [ (Cl d ] , que chamaremos de

traco de T, indicado por tr (T) = |a + d].

Se tr (T) < 2, T é chamada isometria eliptica (ou rotagao hiperbdlica);
Se tr (T) = 2, T é chamada isometria parabdlica;

Se tr (T) > 2, T é chamada translagao hiperbdlica.

Diremos ainda que duas matrizes A,B € SL(2,R) sdo conjugadas quando existir M €
SL(2,R) tal que A = MBM ™. De modo analogo, duas isometrias Ta, Tg € PSL (2,R) serao
ditas conjugadas quando suas matrizes correspondentes A e B assim o forem. Nesse caso, existe
Tm € PSL(2,R) tal que Ta = Ty o Tz o Ty,

Isometrias no Modelo do Disco U

De modo andlogo ao do modelo do semiplano, tomemos o disco unitario com centro na
origem do plano C, U= {(x,y) : x ey € R e x¥* + y? < 1} . Munido da métrica riemanniana

ds 2¢/dx? + dy?

-2+

também chamada de métrica hiperbdlica do disco unitario. Temos, assim, o modelo do
disco unitario de Poincaré ou modelo de Lobachewsky para a Geometria Hiperbdlica.

Seja I = [0,1] e y : I — U um caminho diferenciavel por partes, vy (t) = z(t) = x (t) +
iy (t) € U com t € L. Entao, o comprimento hiperbélico h (y) é dado por

A distancia hiperbdlica p (z,w) entre dois pontos zew € U é definida pela férmula
p* (z,w) = inf{h (y)}, onde o infimo é tomado sobre todo vy ligando os pontos zew € U.

Logo, parazew € U:
[T—zW|+|z—w|
[T—zw|—|z—w| | *

du (z,w) = p* (z,w) = 1n
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Com esta métrica, o par (U, dy) constitui um espago métrico, que é um modelo para o
plano hiperbdlico.

Consideremos o grupo linear especial sobre C, denotado por SL(2,C), composto pelas

matrizes complexas M = {2 } com det (M) = ad —bc = 1, no qual a operacao considerada

d

¢ a multiplicagao usual de matrizes.
O “bordo” do modelo U, que é o conjunto

U= {(xy):xeyeRex’+y*=1}
¢ definido como sendo a fronteira ideal de U. Utilizamos, quando conveniente, a notagao
U=uuau

para denotar a uniao do modelo e sua fronteira ideal. Um ponto na fronteira ideal de um
modelo é dito ponto ideal.
Para que uma transformacao de Mobius

T: U — C
az+b
z cz+d

tenha imagem em U, é necessario que b =¢C e d = a e, assim, teremos

T: U — U
az+c
z cz+a
com aa —cc = 1.
O conjunto
a ¢

A:{{ %} eSL(Z,(C)} c SL(2,C)

é, na verdade, um subgrupo de SL (2, C) quando consideramos a operacao de composicao her-
dada de SL(2,C).

Como no caso do semiplano, o conjunto de transformagoes de Mobius acima munido da
operacao de composicao usual forma um grupo de tal modo que a composicao de duas trans-
formagoes corresponde ao produto de duas matrizes de A e a inversa corresponde a matriz
inversa. Além disso, cada transformacao T da forma acima pode ser representada por um par
de matrizes =M € A. Logo

A
PSL (2,C) ~ T

e podemos demonstrar que

Iso(U):<T(z):2§i(_i, o(z) = —z: aebeCeaﬁ—cE:1>, T € PSL(2,C).

Como em H?, notemos que ¢ é uma reflexdo pelo eixo imaginério no plano C.

A classificacao de isometrias em PSL (2, C) segue de modo anédlogo a realizada para PSL (2, R) .
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2.2 Grupos Fuchsianos

Iniciamos o estudo dos grupos fuchsianos com o conceito de grupo discreto de isometrias.
Fizemos o estudo para U; lembrando, entretanto, que tudo que foi feito em U possui andlogo
em HZ%:

Comecamos com a estrutura de grupo topoldégico em PSL (2, C).

Introduzimos uma norma em PSL (2,C) do seguinte modo: seja

f: U — Uu
z — £
isometria em WU.
Seja M = {2 %] € SL (2,C) matriz associada a f(z) = % € PSL(2,C).

Definimos sua norma por

11l = [IMI] = /1 + 6P + el + [P = y/2]aP + 2]cP.

Seja N € SL(2,C) associada a g € PSL(2,C). Com a distancia induzida d(f,g) =
IIM — NJ|, PSL(2,C) é um grupo topoldgico e a topologia é a induzida pela norma definida
acima (é a topologia do R*).

Definicao 2.1 Um subgrupo G de PSL (2, C) € discreto quando a topologia induzida de PSL (2,C)
sobre G € discreta.

Percebemos que um subgrupo discreto de isometrias de U constitui um conjunto discreto
de pontos em R*. Temos a seguinte caracterizacio dos subgrupos discretos de PSL(2, C).

Proposicao 2.2 G < PSL(2,C) € discreto se, e somente se, T, — 1d, T, € G (convergéncia
na norma definida acima) implica Ing € N tal que T, = Id para n > n,.

Mostremos um exemplo de um grupo nao discreto.

Seja s um numero irracional. O conjunto G = {e ‘ne Z} C C com a operagao usual
de multiplicacao de nimeros complexos é um grupo. De fato,
(i) Sejam e™7st, en2™st o MW7t o G,

nrmsi

mnsi( no7si n37'rsi)

e e e

= (cos(nyms) + isen(ny7s)) . ((cos(ny7s) 4+ isen(n,7s)) . (cos(nzms) + isen(nzms)))
= ((cos(nyms) 4+ isen(nyms)) . (cos(n,ms) + isen(n,7ms))) . (cos(nzms) 4 isen(nsms))

ny7mst ,no7si n37msi
(eMTstena™t) e,

(il) Seja eV € G.
eTlT[Sl.e/ — e/.ennm — eTlT[Sl # e/ — ‘I)
que é um elemento de G. Logo existe ¢’ = 1 tal que

emrsij — -l.emrsi — emrsi) \v/enﬂsi c G
(ii1) Seja e™™t € G.

nrsi ( nﬂsi)* sti)* nmsi ]

= (e

é (enﬂSI)* — e*ﬂ’T‘[Sl,

e € .€
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que é um elemento de G.

Portanto G é um grupo.

Provemos agora que para todo n € Z os pontos e"™! sao distintos dois a dois, isto é, G é
infinito.

Suponhamos, por absurdo, que existe j € Z tal que &™! = e para algum n €
ZejeZ—A{0}

. . 2t
jst=mnsm+ 2nt = j :n+?.

Absurdo, pois j =n + % ¢ 7.

Logo, G é um grupo infinito contido em S' que é compacta. Pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass toda sequéncia limitada em R™ possui uma subsequéncia convergente, isto é, G
possui um ponto de acumulacao.

Portanto G nao é discreto.

eSn31 e7TCSl

e4rc51

eT:si
FIGURA 5: Para s = \/Z

Definicao 2.2 Um grupo fuchsiano é um subgrupo discreto de PSL(2,C) (ou PSL(2,R)).

Proposicao 2.3 SeT € PSL(2,R) (ouPSL (2,C)) € isometria parabélica ou transla¢ao hiperbd-
lica, entao (T) é fuchsiano.

2.3 Area Hiperbdlica e Teorema de Gauss-Bonnet

Nesta se¢ao, abordamos o conceito de area nos modelos de Poincaré e apresentamos um im-
pressionante resultado, provando que a area hiperbdlica de um triangulo hiperbdlico depende
apenas de seus angulos internos. Este resultado é uma consequéncia de um famoso teorema
chamado Teorema de Gauss-Bonnet que iremos enunciar sem detalhes, pois em nosso trabalho
utilizaremos apenas a parte citada acima. Para maiores detalhes consulte [5].

Definicao 2.3 Seja A C H2. Definimos a drea hiperbélica de A como sendo

1
HH(A) :J — dxdy
A

Y

se a integral estiver bem definida.
Se A C U, a definicao € andloga:

Hu(A) = dxdy.

Lm — (x2 +y2))?
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Observamos que areas hiperbélicas sdo invariantes por isometrias de Iso(H?) e Iso(U).

Definimos o &ngulo hiperbdlico entre duas semi-retas hiperbédlicas r e s de mesma origem
nos modelos de Poincaré como sendo o angulo (euclidiano) entre suas tangentes (euclidianas)
no ponto de intersecgdo (Figura 6). Assim, a medida de angulo é feita exatamente como no
sentido euclidiano e, portanto, obedece os axiomas relativos a tais medigoes.

| tangente a r em P
1

FIGURA 6: /ingulo hiperbolico no modelo do disco de Poincaré.

Poligonos em H? ou U sao definidos como sendo curvas fechadas compostas por um ntmero
finito de segmentos geodésicos. No entanto, na geometria hiperbdlica, devemos atentar ao
fato da possibilidade de existéncia de vértices na fronteira ideal do modelo (vértices de angulo
zero). Com esta observagao, para encontrarmos a area destes poligonos precisamos do seguinte
resultado.

Teorema 2.1 (Teorema de Gauss-Bonnet - Versao local) Sejam S superficie reqular,
R C S regigo simples com fronteira « orientada positivamente e parametrizada pelo compri-
mento de arco em cada arco reqular de x. Sejam o(tg), ..., x(ty) vértices de x e 0y, ..., Ox angulos
externos (orientados) de o. Entdo:

k rti+r k
ZJ kg(t)dt+J K(P)do + >_6; = 2m,
i=0Jt; R i=0

sendo kg curvatura geodésica de cada arco reqular e K curvatura gaussiana de S.

A principal consequéncia deste teorema é a obtengao de areas em superficies regulares. Em
nosso trabalho, o plano de interesse é o hiperbdlico cuja curvatura gaussiana K é igual a —1.
Logo temos o reguinte resultado.

Corolario 2.1 Se A € triangulo hiperbolico com angulos internos «, 3,7y, entao
up (A) =7 — (a4 +7)
sendo P, = H? ou U.

2.4 Grupos com Acao Propriamente Descontinua

As defini¢oes que seguem sao validas para espagos mais gerais que os modelos de Poincaré, por
isso serao introduzidas de modo genérico.

Definicao 2.4 Dizemos que uma aplicacao continua F: M — M, sendo M espaco métrico,
¢ um homeomorfismo sobre F(M) se F € injetiva e a inversa F~' : (M) — M € continua.
Neste caso, M e F(M) sdo conjuntos homeomorfos.
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Uma familia {A, : @ € F} de subconjuntos de um espago métrico M (F é um conjunto de
indices) é chamada de localmente finita, quando, para qualquer conjunto compacto K C M,
temos Ay N K # () somente para um ndmero finito de indices « € F.

Seja M um espago métrico. Se x € M e G é grupo de homeomorfismos em M, dizemos que
Gx = {g(x) : g € G} é 6rbita de x por G. A multiplicidade de um elemento G, é a ordem
do estabilizador de x; ou seja, |[Eg(x)], sendo Eg(x) ={g € G : g(x) = x} (subgrupo de G que
fixa x).

Definicao 2.5 Dizemos que G age de maneira propriamente descontinua em M, quando
a orbita de qualquer ponto x € M € localmente finita.

Um espago métrico M é localmente compacto, quando todo ponto x de M possui uma
vizinhanga compacta, ou seja, 3K, compacto tal que x € K.

O resultado abaixo estabelece equivaléncias importantes envolvendo os conceitos definidos
acima.

Proposicao 2.4 Seja G um grupo de homeomorfismos de um espago métrico M localmente
compacto. Sao equivalentes:

- A agdo de G ¢é propriamente descontinua;

- Para qualquer x € M, existe uma vizinhanga aberta V, de x tal que g(Vy) N'Vy # 0 apenas
para uma quantidade finita de elementos g € G;

- Para qualquer x € M, 3V, aberto contendo x tal que (g(Vy) N Vy # 0 = g(x) =x, Vg € G);
- Seja K € M compacto. Temos g(K) N K # () apenas para um nimero finito de elementos
geaG.

Retornando aos modelos de Poincaré, temos os resultados seguintes.

Proposicao 2.5 (i) Se x € H? e K C H? € compacto, entio o conjunto
C={T ePSL(2,R):T(x) € K}

¢ compacto (topologia de PSL(2,R));
(i) Se G < PSL(2,R) tem acdo propriamente descontinua em H?, entdo o conjunto

{x e H*:3T € G com T(x) =x}
é discreto.
O seguinte resultado é central.

Proposicao 2.6 G < PSL(2,R) € fuchsiano se, e somente se, sua ac¢do for propriamente
descontinua em H2.

Desta proposicao e das equivaléncias acima (Proposigao 2.4), resulta que G < PSL(2,R) é
fuchsiano se, e somente se, a 6rbita de qualquer ponto de H? por G for discreta.

Definicao 2.6 O conjunto de todos os pontos de acumulacio das drbitas de pontos x € H? por
um grupo fuchsiano G € chamado de congunto limite de G e indicado por A(G).

Na verdade, A(G) pode ser obtido apenas pelos pontos de acumulag{xo de uma Orbita ar-
bitraria qualquer, pois os pontos de acumulacao de qualquer /g’rbita em H? sdao os mesmos.

De imediato, temos que se G é fuchsiano, entao A(G) C HZ. Além disso, A(G) é invariante
por elementos de G.

Baseados nestes apontamentos, dizemos que um grupo fuchsiano é de primeiro tipo se
A(G) = 0H? e de segundo tipo caso contrario.

Finalizando, um resultado interessante: A(PSL(2,7)) = 0H2.
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2.5 Regiao Fundamental e Dominio de Dirichlet

Definicao 2.7 Sejam M um espaco métrico e G um grupo de homeomorfismos agindo de modo
propriamente descontinuo em M. Dizemos que um subconjunto fechado F C M é dominio
fundamental de G se:
(1) U g(F) =M

geG

(i) FNg(F) =0, g # Id;
({)F £ 0.

Em virtude de {g(F) : g € G} formar um ladrilhamento de M, chamamos F, as vezes, de
ladrilho.

O préximo passo é bastante proveitoso por estabelecer uma relacao entre dominios funda-
mentais de grupos.

Proposicao 2.7 Sejam:
- M espaco métrico,
- G grupo de isometrias agindo de modo propriamente descontinuo em M,
- F dominio fundamental de G;
-K <G de indicem < 00 € giyeeygn € G tais que G = g1K U ... U gnK seja decomposicao de
G em classes laterais.
Entao F = g1(F) U...U gn(F) € dominio fundamental de K.

Proposicao 2.8 Dois dominios fundamentais Fy e Fy de um grupo fuchsiano G tal que uy(Fy) <
o0 e uy(0F1) = pun(0F2) = 0 sao tais que pn(Fr) = pu(F2).

Como conseqiiéncia dos ltimos resultados, temos: se K é um subgrupo de indice n < oo
do grupo fuchsiano G tal que F e F' sdo dominios fundamentais de G e K respectivamente,
un(F) < oo e uu(0F) =0, entao pn(F) = npuy(F).

Como vimos, a érbita de um ponto p € H? por um grupo fuchsiano G é discreta. Isto nos
remete ao estudo de um tipo especial de conjunto que, a primeira vista, é um candidato natural
a dominio fundamental; porém, com propriedades importantes. E o dominio de Dirichlet.

Seja [E um espaco euclidiano ou hiperbdlico.
Definicao 2.8 Sejam G grupo fuchsiano e p € E tal que T(p) # p; VT € G. O conjunto
D,(G) ={x € E: dg(p,x) < dg(T(p),x), VT € G}
¢ chamado de dominio de Dirichlet (ou regiao de Voronoi) de G em p.

Exemplo 2.1 A representacio no plano R? dos elementos de um grupo ciclico M — PSK com
M elementos € um conjunto de sinais chamado de Codigo de Slepian correspondente a um
esquema de modulagdo por fase [22]. As regides de Voronoi sao as regides internas entre pares
de semirretas (mediatrizes dos pontos (" e (™) { = e%), passando pela origem (Figura 7).

s

Proposicao 2.9 Todo dominio de Dirichlet de um grupo fuchsiano em um ponto de H? é
dominio fundamental.

Como conseqiiéncia deste resultado, todo dominio de Dirichlet é convexo (geodesicamente).
Os proximos resultados mostram como os dominios de Dirichlet podem ser tteis para a
compreensao da estrutura de um grupo fuchsiano.
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Dy(7-PSK)
p

F1GURA T7: Regiao de Voronoi do grupo ciclico 7 —PSK em p = e7.

Proposicao 2.10 Sejam G grupo fuchsiano e p € H? tal que D, (G) ¢ dominio de Dirichlet.
(i) O ladrilhamento proveniente de um dominio de Dirichlet de G em p; {T(Dp(G)): T € G};
¢ localmente finito.

(i1) Dado x € 0D, (G); fronteira de D,,(G); 3T € G, T # 1d, tal que T(x) € 0D, (G).

Estabeleceremos uma distingao entre os vértices da fronteira (composta por geodésicas, raios
ou segmentos geodésicos) de um dominio de Dirichlet.

O ponto de encontro de duas arestas distintas de D,,(G) é chamado de vértice ordinario de
D, (G). Se G possuir isometrias elipticas de ordem dois, entao os pontos fixos destas isometrias
estao sobre as arestas da fronteira de D,,(G) (e nao coincidem com os vértices ordindrios). A
estes pontos fixos, chamamos de vértice singulares de D,(G).

Proposicao 2.11 Sejam G grupo fuchsiano, p € H? e D, (G) dominio de Dirichlet de G em
p.
(i) Dada uma aresta A de D,(G), 3T € G, T # Id; tal que A C D,(G) N T(D,(G)).
(il) Seja v vértice de Dy(G). Temos:

v € vértice ordindrio de D,(G) se, e somente se, IT e T' € G;T e T' # Id tais que v =
D,(G)NT(D,(G)) NT(Dy(G)).

Dizemos que duas arestas A; e A; de um dominio de Dirichlet D,(G) s@o equivalentes

quando dT € G tal que T(A;) = A,. E imediato verificar que esta é uma relagao de equivaléncia.
Temos o resultado seguinte envolvendo tal relacao.

Proposicao 2.12 Cada classe de equivaléncia de arestas de um dominio de Dirichlet possui
dois elementos.

Por conseguinte, se D,,(G) possui uma quantidade finita de arestas, estas necessariamente
devem ocorrer em nimero par. Além disso, dado A; aresta de D,(G), 3!T € G e A, aresta de
D, (G) tal que T(A;) = A,. Por esse motivo, chamamos A; e A, de arestas emparelhadas
(ou identificadas).

Teorema 2.2 Seja I' um grupo fuchsiano, entao existe uma regidgo fundamental convexa com
um numero finito de lados se, e somente se, I' € finitamente gerado. Se F € um dominio de
Dirichlet de T' nestas condi¢oes e {Ti};o; € o subconjunto de T consistindo dos elementos que
emparelham os lados de F, entao:

r= <{Ti}iel> :

E conveniente também definirmos uma classe de equivaléncia especial de vértices de um
dominio de Dirichlet: os ciclos.
Chamamos de ciclo o conjunto

C ={T(x) : x e T(x) sao vértices de D,(G)}.
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Teorema 2.3 Seja D,(G) a regidgo de Dirichlet de G em p. Sejam 0y, ...,0; dngulos internos
congruentes dos vértices de Dy (G). Seja m ordem do estabilizador em G de um destes vértices.
Entdo 67 + ... + 6, = .

2.6 Assinaturas de Grupos Fuchianos

Pn

Trabalhamos, neste t6pico, com um pouco de espagos quocientes. Particularmente, com %

sendo Py, = HZ ou U e G grupo fuchsiano.

. o~ . . . Ph .o
Definigao 2.9 Dizemos que um grupo fuchsiano G € co-compacto se -+ for uma superficie
compacta.

Consideremos G co-compacto e D,(G) dominio de Dirichlet compacto de G em p. Temos
D, (G) com um nimero finito de vértices e, portanto, com um nimero finito de ciclos. Conside-
remos um eventual ciclo C que possui vértices (ordinérios ou singulares) fixados por isometrias
elipticas de G. Como os estabilizadores de vértices de um mesmo ciclo sao conjugados entre
si, estes possuem a mesma ordem nos vértices de um ciclo. Chamemos de m a ordem de um
estabilizador de um vértice de C. De modo analogo ao ciclo C, tomemos todos os ciclos de

D, (G) que possuem vértices fixos por isometrias elipticas de G e chamemos de my,...,m, a
ordem de seus estabilizadores de vértices.
Iremos chamar de assinatura de G a (r+ 1)—upla (g, my, ..., m,) sendo my, ..., m, obtidos

como no paragrafo anterior e g o género de %‘.
Enunciamos abaixo um importante (e impressionante) resultado envolvendo assinaturas.

Teorema 2.4 (i) Seja G grupo fuchsiano co-compacto com assinatura (g, My, ...,m,). Temos

() a0+ £ -1)

(i1) Dados inteiros g e v > 0, my > 2 tais que

2(9—1)+i(1—i> >0
k=1

Ty
entdo existe G, grupo fuchsiano co-compacto, com assinatura (g, my, ..., m,).

Como consequéncia do resultado acima, toda superficie compacta S com género g > 2
pode ser modelada no plano hiperbdlico (ou seja, 3G grupo fuchsiano tal que S = %h) Esta
consequéncia pode ser encontrada em [23] e é importantissima para o desenvolvimento de

codigos geometricamente uniformes no plano hiperbélico.

Se G nao possui elementos elipticos, entao a agao de G em Py, € livre, ou seja, a projegao
p: Pn — Pn/G é uma aplicagao de recobrimento:

Definigao 2.10 Sejam um plano hiperbélico Py, e uma superficie compacta orientdvel Py,/G de
género g. Dizemos que Py, € um recobrimento de P,,/G se existe uma aplicacao p : P, — Pr/G,
a saber, p(x) € o ponto da regiao fundamental correspondente ao que X ocupa no elemento do
ladrilhamento de Py, que o contém, e p € tal que para cada m € Py/G, existe um conjunto
aberto V contendo m, tal que p~'(m) = UgA4 onde 0s Ay sio abertos dois a dois disjuntos
e para cada &, Pla, : Ax — V € uma bijecdo continua e com inversa continua, portanto um
homeomorfismo.

Como mencionado, para que p : P, — Pp/G seja uma aplicagdo de recobrimento, o grupo
fuchsiano G associado nao pode assumir elementos elipticos. A assinatura de G é dada por
(g, myy..., m;) = (g,0,...,0), que denotaremos por (g,—). Como consequéncia, o grupo fuch-
siano G ¢é formado apenas por elementos hiperbélicos.
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2.7 Grupos Triangulos

Seja A*ABC um triangulo de angulos internos A= & % eC= $ Sejam a, b e ¢ os lados

do triangulo A* opostos aos angulos g,% e $ e Ry, Ry e R, reflexdes nas retas que contém os
lados a, b e ¢ de A*, respectivamente.

O grupo (e, B,v) = (Ray Rp, R¢), gerado por Rg, Ry e R, é chamado grupo triangulo.
Quando o = 2, denotaremos '*(2, 3,y) simplesmente por [(3,V].
Chamemos A* de regiao fundamental do ™ (e, B,7v).

2.8 Aplicacoes Conformes

O significado geométrico da defini¢ao abaixo é que angulos (mas nao necessariamente compri-
mentos) sao preservados por aplicagoes conformes. Para maiores detalhes consulte [5].

Definicdo 2.11 Um difeomorfismo @ : S — S é chamado uma aplicacdo conforme se para
todo p € S e quaisquer vi,v; € T,S temos

<d(Pp (VI)» d(Pp (V2)>(p(p) = }\Z(p) <V1,V2>p y

onde N é uma funcao diferencidvel em S que nunca se anula; as superficies S e S sdo entdo
chamadas conformes.

Utilizando a Projecao Estereogréfica, observamos que a esfera é localmente conforme a um
plano. Porém elas nao sao isométricas.

Conclusao: Toda isometria é uma aplicacao conforme, mas nem toda aplicacao conforme é
isometria.

2.9 Circulos Isométricos

Seja T (z) = =55 € PSL(2,R), com b # 0, estendida a C. O circulo
I[(T)={zeC:|bz+d|l =1},

que é o lugar geométrico completo de pontos onde a transformacao T age como uma isometria
euclidiana, é chamado circulo isométrico da transformacao T. De forma anéloga, quando T (z) =
azte ¢ PSL(2,C), com € # 0, estendida a C, o circulo isométrico com relacao a T é

czt+a
[(TY={zeC:lcz+a =1}.

Observagao: A afirmacio de que T da forma T (z) = $Z5 com ad —bc =1 e [bz+d| = 1

age como uma isometria euclidiana deve-se ao fato de que, se tomarmos dois pontos z; e z, em
[(T), entao
az; +c¢ az; +c¢
bzi+d bz +d
(az; +c¢) (bzy +d) — (az; + ¢) (bzy + d)
(bzy + d) (bzy + d)
_labziz; + adz; + bezp + cd — abziz; — adz; — bezy — cd]
- |bz; + d|.|bz; + d|
=|(ad —bc)z; — (ad — be) 25

=l|z; — zy|.

IT(z1) =T (z2)| =
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Teorema 2.5 Seja T € PSL(2,C), com € # 0, estendida a C. Os circulos isométricos 1(T) e
| (T_1) tem o mesmo raio, e L1 (T) € levado em 1 (T_l) pela transformagao T.

Demonstracao:

Seja T(z) = 2 com aa—cc = 1. Daf, T (z) = =2 I(T) = {zeC:[cz+a/=1}e

cz+a cz—a ’

I(T") ={z€C:fcz—a| =1}. Fazendo z = x + iy € I(T), entdo

1 a\’ 1\?
=—= (x+=) +y*=(=),
Ic| C el

ou seja, I(T) é um circulo euclidiano de centro —2 e raio —. Agora, se z =x+1iy € | (Tfl) ’

c

. _ a .

entao
2
SHNPS N NECS I NI\ S
z—al = X— = = — X— = ==
ST ¢ Y cl)
ou seja, I (T*]) ¢ um circulo euclidiano de centro ¢ e raio %‘ Portanto, I(T) e I (Tq) tem o
mesmo raio. Suponha agora que z € I(T), entao z = —% + %Ieie, com 0 € [0,27[, e
a (—% + leie> +c

[cl

T =

=) C (_E + 1_eie> +a
c [

faHEJrEc + l%eie

—a+ et +a

_ 14 a,ib
EJr‘ae

Logo, T(I(T)) C I (T’l) ,ouseja, I(T) é levado em 1 (T") por T. O



Capitulo 3

Cddigos e Reticulados

Forney [8] generalizou os cédigos de grupos de Slepian permitindo que os elementos do grupo
gerador sejam isometrias arbitrarias do espago euclidiano R™, ao invés de transformacoes orto-
gonais ou translagoes consideradas de forma separadas. Tais cédigos foram denominados codigos
geometricamente uniformes.

Estendemos o conceito de reticulados para o plano hiperbélico, marcando assim o uso das
tesselacoes hiperbdlicas regulares associadas aos seus correspondentes grupos de simetrias.

Também apresentamos com detalhes o conceito de cdédigos G-lineares que sera utilizado no
principal teorema deste trabalho, apresentado no préximo capitulo.

Nas secoes deste capitulo utilizamos o modelo do disco unitario U que é equivalente ao
semiplano H2. Para maiores detalhes sobre tais segoes indicamos [15], [2], [6], [23], [13], [3], [7],
[11] e [25].

3.1 Caddigos

Apresentamos nesta secao, resumidamente, conceitos basicos sobre sistemas de comunicagoes.
Podemos considerar um sistema de comunicagoes como sendo um conjunto de equipamentos
e meios fisicos, que tem por objetivo o transporte da informacao de uma fonte a um destinatario
via um canal de comunicagoes. De um modo geral, podemos trabalhar com dois tipos de
sistemas de comunicagoes:
(i) Sistema analdgico onde a informagao (ex. voz) é transmitida por meio de sinais elétricos,
magnéticos ou eletromagnéticos que variam continuamente em amplitude e/ou freqiiéncia e/ou
fase e tempo.
(i1) Sistema digital onde a informacao é transmitida em uma seqiiéncia de mensagens discretas
por meio de sinais elétricos, magnéticos, eletromagnéticos ou luminosos (fibras oticas) que
variam em amplitude e/ou fase e/ou freqiiéncia em intervalos fixos de tempo.
Um sistema de comunicagoes digital pode ser esquematizado basicamente do seguinte modo:

: (u) : (Vj)
Codificador| "’ |Codificador
— — — Modul
Fonte de Fonte de Canal odulado
Ruido — Canal
: (G pu— @
- Decodificador| " | Decodificador| " [Demodulador
-Destmo e Fonte de Canal [Demodulador]

FicurA 8: Sistema de Comunicagoes Digital.

sendo:
- Fonte (de informagcao): pode ser uma pessoa ou uma maquina que gera uma onda sonora
continua ou uma seqiiéncia de simbolos discretos. Iremos considerar apenas fontes sem memoria,
ou seja, fontes que emitem mensagens independentes das enviadas anteriormente.
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- Codificador de fonte: associa as saidas da fonte as seqiiéncias (1) = (uy, ..., ) de digitos
(geralmente binarios) chamadas de seqiiéncias de informagao ou palavras-cédigo fonte. Tendo
em vista a eliminagao de redundancias, nesta etapa deve-se utilizar o menor nimero possivel de
digitos por unidade de tempo para representar a saida da fonte. Além disso, a saida da fonte
deve ser reconstruida a partir da seqiiéncia de informacao associada sem ambiguidades.

- Codificador de canal: transforma a palavra-cédigo fonte (u;) em uma outra seqiiéncia
(vj) = (viy...,vq) chamada de palavra-cédigo de canal. Este estdgio tem por objetivo inserir
redundancia a seqiiéncia (1) com vistas a minimizar a interferéncia de ruidos no canal.

- Modulador: gera formas de ondas que sao apropriadas para a transmissao através do canal.
O modulador digital transforma simbolos discretos da saida do codificador de canal em um
sinal continuo com duracao de T segundos, de tal forma que a amplitude e/ou freqiiéncia e/ou
fase seja(m) alterada(s) de acordo com a necessidade.

- Canal: é o meio fisico por onde a informagao é transmitida/armazenada. Alguns exemplos
de canais sao:

(i) Canais de transmissao: linhas telefonicas, meios de propagacao de sinais entre antenas
de radio, meios de propagacao de sinais entre antenas de microondas, meios de propagacao de
sinais entre estagoes terrestres e satélites, fibras oticas, cabos coaxiais, etc.

(ii) Canais de armazenagem: fitas cassetes, disquetes de computador, pendrives, CD’s,
DVD’s, memoérias de computador, etc.

- Demodulador, decodificador de canal e decodificador de fonte: fazem o inverso do
modulador, codificador de canal e codificador de fonte, respectivamente.

Consideremos um espago métrico (A, da) e I C Z um subconjunto de indices. Chamamos de
espaco de sequéncias A! sobre o alfabeto A, ao conjunto de todas as sequéncias a = (a;)ier
tal que cada a; € A. Quando I = {i:1 <1< mn}, indicamos A! por A™. A cardinalidade do
alfabeto A, sera indicada por |A].

Um cédigo C sobre o alfabeto A é qualquer subconjunto nao vazio de Al. Um cédigo de
bloco C de comprimento n sobre o alfabeto A é qualquer subconjunto nao vazio de A™.

Um cédigo C’' obtido de outro cédigo C através de uma permutacao de coordenadas, é
denominado equivalente a C, isto é, codigos equivalentes possuem as mesmas propriedades
métricas.

Consideremos o alfabeto A como sendo um grupo finito. Dizemos que o cédigo de bloco C
de comprimento n é um cédigo de grupo sobre A quando C for um subgrupo de A™.

3.2 Reticulados Geometricamente Uniformes

Sejam [E espaco de dimensao n com curvatura gaussiana constante, P C [E conjunto finito de
pontos e G grupo discreto de isometrias de E. A 6rbita

S=Gp={h(P):heGePecP}

de P por G em E chamaremos de reticulado em E.

Um reticulado § é dito geometricamente uniforme quando o grupo de simetrias I'(S)
de S é transitivo, ou seja, dados dois pontos P e Q de S, existe uma simetria g € I'(S) tal que
g (P) = Q. Equivalentemente se dado um ponto P em S, existe uma simetria @ em I'(S) tal
que @(P) =Q, VQ € S, temos que S é geometricamente uniforme. De fato, sejam Q e Q' em
S. Entao, existem simetrias @ e o em I'(S) tais que @(P) = Q e o(P) = Q’. Tomemos oo @'
em I'(S). Logo,

co Q) = o(P) = Q.

Portanto, § é um reticulado geometricamente uniforme.
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Definicao 3.1 Dado um reticulado S geometricamente uniforme, dizemos que um subgrupo
transitivo U(S) de T'(S) € um grupo gerador de S, se S = {g(so) : g € U(S)}, para sy fizo
em S, e U(S) € minimal para a geracdo de S mo sentido de que a funcao m : U(S) — S,
m(g) = g(so) € uma bijegao.

Seja U (S§) subgrupo de I' (S) . Se dados dois pontos P e Q de S, existe uma unica simetria
g € U(S) tal que g (P) = Q, diremos que a acao de U(S) sobre § é fortemente transitiva
(nesse caso |[U(S)] =[S]).

Exemplo 3.1 Os reticulados no espaco R™ obtidos a partir da origem (P ={0}) pela ac¢do de
um grupo G de translagoes por n vetores linearmente independentes sao os chamados reticulados
classicos do R™. Tais reticulados sao geometricamente uniformes.

Por outro lado, sen =2, P ={(0,0),(1,0)} CR? ¢ G = <pg>, sendo pz rotagdo de §

em torno da origem, entao o grupo I'(S), sendo S = Gp, de simetrias de S ndo € transitivo,
portanto, S nao € geometricamente uniforme.

3.3 Reticulados Hiperbdlicos

Definicao 3.2 Uma tesselagcao regular do plano hiperbolico U é uma particio de U por
poligonos requlares nao sobrepostos todos com o mesmo numero de lados sujeitos a restricao de
se interceptarem somente em suas arestas ou em vértices, onde se encontram sempre 0 MesmMo
numero de poligonos. Uma tesselagao regular em que q p—dgonos regulares se encontram em
cada vértice € denotada por {p,q}.

F1GURA 9: Tesselagao {5,4}.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo hiperbdlico é sempre menor que 7t temos
entdo que existe uma tesselacao {p, q} do plano hiperbdlico U se, e somente se,

(p—2)(q—2)>4.
Demonstracao:

Sejam T um poligono regular com p lados e angulos internos de medida %‘ e S; a soma dos

angulos internos de T.
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Logo,
2
Si:p?ﬂ eSi < (p—2)m

Portanto,

2 2
(p—2)7t>Si:p§(:)7rp—27r>p§ Spq—2p—29>0
Spq—2p—2q+4>4& (p—2)(q—2) >4

Associado a cada tesselagao {p, q} existe um grupo que denotaremos [p,q], chamado o
grupo completo de simetrias de {p, q}. Este grupo é o grupo de isometrias de U, denomi-
nado por Iso(U), gerado pelas reflexdes em torno de todas as retas (hiperbdlicas) nas quais a
tesselagao {p, q} se reflete nela mesma. O grupo [p, q] é gerado pelas reflexées 11, T2 € T3 nOS
lados do triangulo hiperbdlico com angulos 7, % e % como mostrado na Figura 10. Observe que
[p, q] é, na verdade, o grupo triangulo I'(2,p, q).

F1cURA 10: Reflexoes Geradoras.

Consequentemente, a descrigao do grupo [p, q] associado com a tesselacao {p, q} é dado por
2
[p, ql = <r1,rz,r3 =1 =ri=(rom)’ =(romn)i=(r30m) = e>.
Para verificar esta igualdade, precisamos do seguinte teorema:

Teorema 3.1 Sejam 11,13 e v3 reflexoes nos lados de um triangulo A hiperbolico de angulos

o e’ (o, B ey, naturais tais que % + gt+3< 7t). Entao as imagens F de A sob a ag¢ao do
(e, B,v) formam uma cobertura do plano hiperbdlico U sem sobreposi¢ao (exceto nos bordos)

e
(o, Byy) = <T1,T‘2>T3 : T% = T% = T’é = (m 01‘2)rs =(ryom3)" =(r301)* = €>-

Em particular para « = 2, temos:
c2 22 2
p,ql = <r1,r2,r3 ri=ry=13=(r0om)’ =(r013)"=(r301)" = e>.
Demonstracao:

Facamos a demonstracao em duas partes. A primeira viabiliza a construcao do ladrilhamento
e a segunda, as composi¢oes que representam o elemento neutro e.

(a) Sejam A o triangulo hiperbdlico ABC com angulos internos A= z C=ZecB= g e lados
a, c e b respectivamente opostos aos angulos =, & e £

0B e sendo 17 reflexao sobre a reta que contem
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o lado de A onde estao os angulos 7 e 7—[5‘, T, reflexao sobre a reta que contem o lado de A onde

estao os angulos % e %,Tg reflexao sobre a reta que contem o lado de A onde estao os angulos

Tel.

Syuponhamos, sem perda de generalidade que A possui A no centro de U. Entao, A possui
os lados b e ¢ nos “diametros” de U.

Tomemos C; ={T(A): T € (r; 0ry,11)} 0 poligono hiperbélico composto por 2« triangulos
isométricos a A. Chamemos os triangulos que compde C;y de triangulos de ordem um (Figura

11 & esquerda).

FiGura 11

Tomando os vértices de C; a aplicando um procedimento andlogo ao feito com o vértice A
de A, obtemos um novo poligono hiperbélico que denotamos C, e que possui Cy no seu interior.
Os triangulos que compoe C; mas nao pertencem a C; chamaremos de triangulos de ordem dois
(Figura 11 a direita).

Mostremos que este procedimento pode ser realizado indefinidamente. Para isto, mostremos
que os triangulos de ordem k nao se sobrepoem com triangulos de ordens inferiores.

Sabemos que

T T T
—+ o +-<m
x Y

P

Assim, separamos esta demonstracao em trés casos:

1° caso: «, B ey > 3.

Facamos a demonstracao por indugao: suponhamos que os triangulos de ordem k — 1 nao
interceptam (exceto nos bordos) os de ordem inferiores (uma vez que os de ordem 2 nao inter-
ceptam os de ordem 1).

Os triangulos de ordem k—1 formam uma “regidao anular” A em torno do poligono hiperbélico
Cx_2. Chamemos os triangulos de A de Ay, ..., A,. E facil ver que todo vértice de Ay, ..., Ay que
nio estd em Cy_, é comum a dois ou trés triangulos de A (Figura 12 & esquerda). Juntando
esta observacao com o fato de o, 3 e Yy > 3, temos que cada angulo interno de Cy,_; é < 7.
Logo, Cy_1 é convexo.

Tomemos dois lados consecutivos de Cy_; com vértices R;S e T e as retas hiperbdlicas
MRSM’ e N'STN; M, M/, N e N’ € 0U que contém os lados RS e ST de Cy_;. Mais ainda:
o interior de Cy_; estd contido no interior do angulo hiperbélico MSNK. Assim, os triangulos
de ordem k em S nao possuem interior no angulo MSNK. Como S é arbitrario, temos que
os tridngulos de ordem k nao se sobrepoem com os triangulos de ordem inferior (Figura 12 a
direita).
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FIGURA 12

Resta mostrar que os triangulos de ordem k nao se sobrepoem. Para tanto, dividamos estes
triangulos em duas classes:
- Os que possuem dois vértices em comum com Cy_;, que chamamos de Z;, ..., Z;.
- Os que possuem apenas um vértice em comum com Cy_7, que chamamos de Ey, ..., E, (Figura
13 & esquerda).

Ficura 13

Tomemos os segmentos que unem a origem O de U com os vértices de Cy. Sejam Ry,R e R,
trés vértices consecutivos de Cy. Se R é encontro de dois triangulos de ordem k entéo, <(RO, RR;)
e <(RO,RR,) < Z.

Se R é encontro de trés triangulos de ordem k, o mesmo resultado vale. Demonstraremos
por inducao.

Como o resultado ¢ verdadeiro para C,, suponhamos que seja verdadeiro para Cy_;. Mostre-
mos que vale para Cy:

Sejam Ty, T e T, vértices em Cy, T encontro de trés triangulos de ordem k. Tomemos o
triangulo Z; = T;T4T com T3 e Ty vértices de Cy_y (Figura 13 & esquerda).

De «(T;0,T3T4) e <«(T,O0, T, T3) < 2?” e (BT, T3Ty) e <(T4T, TyT3) < § temos que Zy estd

contido no setor de angulo ﬁ. Logo, <(T7T, TO) e «(T,T,TO) < 2?" O que demonstra nossa
assercao.

Com isto, chegamos que Zi, 1 <1 < t, nao se sobrepoem.

Tomemos dois triangulos consecutivos de ordem k do tipo Z;, digamos Z; e Z; e todos os
triangulos do tipo Ej de ordem k “entre” Z; e Z, (Figura 13 a direita).

Pelo fato de todos os angulos dos triangulos que se encontram num ponto serem congruentes,
temos, como indicado na Figura 13 a direita, que o poligono OTUV...T; é convexo, pois todos
os seus angulos internos sao < 7. Isto mostra que os triangulos do tipo E; nao se sobrepoem.
Logo os triangulos de ordem k nao se sobrepoem.
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Finalmente, mostramos que F cobre U. Para tanto, tomemos um ponto X pertencente a
algum triangulo IJK de F. Tomemos C* poligono composto pelos triangulos de F que possuem
alguma interseccao com o AIJK.

Temos que d(9(AIJK),9(C*)) = d > 0 (constante). Assim, todo ponto X de F possui uma
vizinhanca Vyx tal que B(X,d) C Vx e Vx pertence a [ . Logo, XgFVX =U.

2° caso: x=2¢ B,y > 4.

Sem perda de generalidade, tomemos A com A na origem do disco unitario U.

Criando os poligonos C; como anteriormente, temos que C, nao é convexo pois possui
angulos internos de medida 3%(que ocorrem nos vértices dos triangulos do tipo Z; que nao
pertencem a C;, conforme Figura 14).

Ficura 14

Tomemos os triangulos H; refletidos dos triangulos E; adjacentes a Z; em C; (Figura 15 a

esquerda).
O
Ficura 15
Temos, assim, que C; Uy Hi = C5 é um poligono convexo e podemos utilizar raciocinio

analogo ao do 1° caso para este caso.

3% caso: x=2,3=3ey>6.
Tomemos A e aplicamos a reflexao T3 de modo a obter um novo triangulo A’ de angulos %, %
e 2$ < % (Figura 15 a direita). Temos que A’ estd de acordo com as hipéteses do 1° caso.

(b) E facil ver que 13 =12 =2 = Id. .
Sabemos que 1701, = Pcoz rotacao de centro C e giro 2%. Logo, (17 0 1'2)[5 = (paz%) = Id.

Analogamente, (13 013)" = (13 017)% = Id.
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Portanto,
= (r101)P = (ry013)" = (r30m)% = 1d.

Logo,
(o, Byy) = <T1,1‘zﬂ‘3 : rf = 1’% = r% = (7 OTz)B =(ror;3)’ =(r;30m)% = €>-

Em particular para o« = 2, temos:

2
[>q]=<T1>T2>T31T$=T§=T§=(T1OTz)p=(TzOT3) =(r301m) =€>-

Se x = 3 =7y = 00, teremos uma tesselagao {00, 0o, 0o} com grupo I'* (oo, 00, 00). Logo o
grupo fuchsiano ' (oo, 00, 00) nao é co-compacto, pois m nao é uma superficie compacta
(Figura 16).

F1GURA 16: Tesselagdo {00, 00, 00} .

Dada uma tesselacao {p, q} com grupo [p, q] entao a sua tesselagdo dual é {q, p} com grupo
[q,p]. E imediato que [p, q] e [q,p] sdo isomorfos, mas as tesselacoes {p, q} e {q, p} diferem a
menos de uma translagao e coincidem se, e somente se, p = . O caso p = g ¢ chamado de
autodual e se p = q = 4g, para algum inteiro g > 2, entao a tesselagao {4g,4g} é tal que
a identificacao dos lados dos poligonos torna U um recobrimento de uma superficie compacta
orientavel M de género g.

FIGURA 17: Tesselagoes {4,5} e {5,4}.
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A teoria das superficies de Riemann nos fornece as seguintes informagoes: todas as su-
perficies de Riemann fechadas de género g > 2 podem ser mapeadas por um poligono nao
euclidiano hiperbdlico Tsg com 4g lados e vértices, onde os lados sao identificados em pares.
Uma vez que Tsq pode ser considerado no Modelo do Disco de Poincaré U C C para a Geome-
tria Hiperbolica, existe uma métrica natural, a métrica hiperbdlica, em T4y que nos permite
trabalhar com um mapeamento conforme. O poligono Tsy serd entao uma regiao canonica
fundamental para o grupo fundamental desta superficie, dado por

g
Ty = <a1, vy Qgy b1y ey by iI:T] [a;, bi] = e>,

sendo ilj [ai, bi] = arbra; by .agbgag by [17].

As isometrias a; e b; (1 =1, ..., g) produzem uma tessela¢ao autodual {4g,4g} com réplicas
congruentes do T4 de tal forma que em cada vértice, 4g destas réplicas se encontram.

Percorrendo a fronteira do poligono Tsg no sentido horario, a disposicao das setas nos dé uma
“palavra” w = a;b; af1bf1 ...agbga?bg], a qual representa um caminho fechado na superficie.

Se @ : Tag — S é a aplicagao quociente (que identifica os lados do poligono T4q para formar
a superficie compacta S) do Tsg sobre S, entao cada duas arestas de Tyq é transformada em uma
curva fechada. A reunido das 2g curvas fechadas assim obtidas terao um ponto xy em comum
[17]. As Figuras 18 e 19 ilustram a agao de ¢ para g = 2.

FIiGura 19

FIGURA 18

Sem perda de generalidade, vamos supor que Ty esteja centrado na origem de U. Con-
siderando também as arestas do Ty4q dispostas em ordem ciclica no sentido antihorario:

Y1, 513‘%) 54» Yo egy‘ylgp 82;)
e as isometrias hiperbdlicas ay, ..., ag, b1, ..., by (0s geradores do grupo fuchsiano 7y) temos:
ar(vi) = vy e bj(g) = g, sendo k,j =1,...; g. (3.1)

Por meio desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientavel % de

g9
género g. Portanto, definido por uma tesselagao autodual {4g,4g}, temos um poligono hiperbdli-
co regular T4 de 4g arestas, que por sua vez estd associado a um grupo fuchsiano 7y com
assinatura (g, —).
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Pelo Teorema 2.4 que é uma consequéncia do Teorema de Gauss-Bonnet, temos o seguinte
lema, que sera 1til na demonstracao do Teorema 3.3.

Lema 3.1 A drea da regido fundamental do 7ty é 4mt(g—1).

T
Observamos que a inexisténcia do somatério ) _ (1 — #k) na medida da &rea hiperbélica de
k=1

Y 1o Lema 3.1, é equivalente a inexisténcia de elementos elipticos no grupo 4. Isto ¢ suficiente

g
para que tenhamos o quociente 7% localmente isométrico a U.
9
Consideremos agora Tc como sendo uma transformagao eliptica de ordem 4g com matriz

associada

cos (419) + isen <%>) Y1 +0

- Oy1 + (cos (4%) —1isen (419))

e T é a poténcia de T¢ tal que

(Te)™(v1) = Tene (1) € {vi Ek)y{o £§<}> k=1,..,9. (3.2)

Isto permite escrever os geradores do 7ty como conjugacoes de a; por meio de poténcias de
Tc. Por exemplo, queremos uma transformacao a, de modo que a; (y2) = v5. Mas, a;(v1) =v;
e Tea(y1) = v2. Disso segue que Te-4(y2) =v;. Logo,

ar (Te-a(v2)) Z‘}/q & Tea (a1 (Te-a(y2))) = Tes ('Y/1) = lea

ou seja,
Teao ajo Tealyz) = V5.

Dessa forma, basta considerarmos a, = Tca o a; o Te-a. Para os demais casos, usando 3.1
e 3.2 obtemos,
Ak _ (:4(k71)A1 C74(k71) e B] _ C4]73A]C74]+3,

onde Ay e Bj sao as matrizes correspondentes as transformacoes ay e bj, respectivamente, com
k,j=1,..,9.

Portanto, de posse do gerador a; estamos, conseqiientemente, determinando os demais
geradores. O préximo teorema nos mostra a forma do gerador aj.
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Teorema 3.2 Seja Taq 0 poligono hiperbolico reqular de 49 arestas, cujo grupo fuchsiano asso-
ciado é Tty com assinatura (g,—). Consideremos yy como sendo a aresta entre os argumentos

—Je —% e a; a transformagdo hiperbdlica que emparelha as arestas yi e v} do poligono
Tag. Entao
az—+c
ar(z) = ——
cz+a

onde a e ¢ sao dados por

argla) = 20, o) g (20 0T)

Demonstracao:

Ligando por geodésicas o baricentro do poligono T4q com seus vértices, obtemos 4g triangulos
n(g—1)
9

hiperbolicos em Ty4q cada um com érea
do T4g.

e com angulo % para o vértice que é o baricentro

FIGURA 20: Encontrando geradores do grupo fundamental Ttg4.

A Figura 20 mostra parte da regiao fundamental Tsg, um poligono regular de 4g lados de
uma tesselacdo {4g,4g} com o baricentro determinado pelo ponto O = 0, centro do disco de
Poincaré. Consideremos o circulo isométrico de centro no ponto O e raio v contendo y; dada
pelo arco H'H, D’ = OO’ N H'H e o ponto N pertecente a este circulo tal que OO'N = 7.
Logo os triangulos euclidianos OO’N e OD’H sao semelhantes e dai os pontos O, H e N sao
colineares. Como OO’N é um triangulo retangulo temos que

T 4g

Seja
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az+c
czta’ ;
. A matriz associada a a;'(z) é dada por

a matriz associada a transformacao hiperbdlica a;(z) = Seja a;'(z) a transformacio

—az+c
cz—a

_ —a c

Da demonstragiao do Teorema 2.5, os centros isométricos de I(a;) e I(a;') sdo
respectivamente.

inversa de a;(z). Entao, a]’] (z) =

Como ai(y1) =7v4, a transforma(;ao Tc—2 leva o circulo isométrico I(a] ) em I(a;). Vamos

usar o fato de T2 (‘—3) = —* para determinar os elementos da matriz A;. Como,

[
a _in @
TC—Z <:> =€ 9=,
C C

_in -
temos que e 9 ¢ = —*

in
, resultando em a = +|a|\/—e9.

Se x = In (\/ —eg) , entdo e?* = —e9s = —cos <§> — isen <7—g‘) . Como g > 2 temos que

0< g < 7. Consequentemente, teremos
— COos (E) = — oS (27‘[— E) = —cos (M) ,
g g g
e
—sen (E) = sen (27‘(— T—t) = sen <(29 — 1)7’[)
g g

Como, e = —e_i[zg;”ﬂ, entdo, X = i(zgzj)” e segue que arg( ) = (292;”“.

Novamente da demonstracao do Teorema 2.5, temos [c| = , sendo 1 o raio do circulo que
contém y; e 00’ = |‘E(|l‘ Ilgll’ uma vez que o centro de I(ay) é =%, 9 implicando |a|] = [a] = @ =

tan<(29491 ) Logo,

=tulent =g (B (o0 (B7) + 1 (B357))

1
2 2
Como aa — cc = 1, temos lal* — [c* = 1, logo |c| = ((tg (29—])”)> — 1) . Como y; é uma

o, _ (g-Nm _a\ _ _ (2g-Nmn : .
aresta entre os argumentos —3 e g temos que arg ( E) = 1 Com isso, temos:
a al _a _ {29-1) ]c| (29-1)7
— = |= elarg( E) :> Cc = ’a’ e 2g e 4g :>

c C [al
_ _ s (2g—-1)
c=—|cle' %

L (2g—1)m\ . (2g—1)m
c=—Ic| <COS (T) —isen (T))
_ 2 T
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Mas, 2g — 1 < 2¢g implicando que 0 < ™2=U < Z_ Com isso,

— cos (—(29 — 1)7t) = cos (71 _2g—T)m

A s (2g+N)m 2 1 X
Disto segue que ¢ = [c|e” " 49 . Portanto, arg(c) = —%. Assim,

2 7
(e gy ) e

As demais transformagoes hiperbélicas ax(vx) = vy e bj(¢j) = € geradores do grupo fuch-
siano 7y que realizam os outros emparelhamentos de arestas sao obtidas pelas conjugacoes

U

ayx = Tc4(k7]) o qay o TC*“(k*‘)) bj = Tc4j73 o ay o TC74j+3.

Por meio do processo de construcao do grupo 7y, podemos determinar sua estrutura algébrica
através de sua apresentacao que é dada por,

9
<a1, vy Qgy b1y ey by 1_[ la;, by = e> .

i=1

De fato, por construcao, podemos verificar que existe um vértice w € Taq tal que
a by aﬂb(]...agbga;bg’1 (W) =w.

Mas, o estabilizador de w,
{d € my: d(w) =w},

é constituido apenas da identidade [13].

Exemplo 3.2 Tesselacdo {8, 8} no plano hiperbdlico U.
Consideremos Tc como sendo uma transformacao eliptica de ordem 8 com matriz associada

C:(e? Om>,
0 es

de modo que Tc(yq) = e%w = €1 e Ty € a poténcia de T¢ tal que

(Te)™(v1) = Tere (V1) € (Vi €1, Vi €ty kK =1,2.
Pelo processo anterior, temos:
A; =A;, B; = CA,C
A, =C*'A;C* e B, = C°A,C,

onde Ai, By, Ay e By sao as matrizes correspondentes as transformacoes a;, by, a; e by,
respectivamente.

Seja Tg o poligono hiperbolico regqular de 8 arestas, cujo grupo fuchsiano associado € Tig

com assinatura (2,—). Temos que a aresta yi entre os argumentos —72—‘ e —Z—T esta contida na

circunferéncia de centro (\/=”jz£ (\/2 —V2 - i\/Z + ﬁ)) e raio \/#T\/Z De fato, aplicando
3m

a rotagao de centro O e dngulo 3 na curva 'y, oblemos:




G
7 r
¢
0 B o
) c JF

A
d(0,B)=x
d(B,0’)=y

FI1GuRrA 21: Encontrando expressoes para isometrias.

Observemos que OAQ’ € reto em A e BCO' € reto em C. Além disso, B = st+t3s=17-

triangulo BCO' temos

sen<§>=;—;:>y:%:r\/z

No triangulo OO’A temos

Além disso,

39
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Tomemos ay a transformacgao hiperbolica que emparelha as arestas 'y, e y; do poligono Tg,
definida por a; (z) = 22, Entao pelo Teorema 3.2, temos:

3m /1 —cos ( 2442
arg(a) = T |a|—tg #|(l| 37[ = -7
5T
|C!:<(tg ) 2+2\/_earg (c) = —5
Logo,
a=|ale'™s@ = ZJ_r?( V2, ?) =§( \/3+2\/_+ \/3+2x/_)

2
1 _5_ 1— _om
e c =|c| el 2+2\/_( \/ +eos (=) 1\/W)

= 2+2 (\/27\/_ m)——%z(\/i+i<2+\/§>>.

Sejam ¢y = i € Cy i Portanto,

(—c1\/3+2\/§+m\/3+2\/§>z—c2 <\/§+i<2+\/§))
—e2 (V2= (24 V2)) 2+ (~V3+ 22— ic1V3+2V2) ’
a(z) = e (a; (e77(2)))

B <c1\/3+2\/§—ic1\/3+2\/§>z—cz(\/§+i<2+\/§>>

o (VI-i(2+v2)) 2+ (V3 + 22 +ieV3+2V2)
bi(z) =e7 (a1 (e (2)))

—aV3+2V2+ieV3+2V2) (erzl1 - 1) — e (V2+1 (24 V2))
—cz<\/_—1(2+\/_)) (ci1z(1—1)) +<—c1\/3+2\/§—ic1\/3+2\/§> ’
b)(z) = el (a1 (e’i%(z)»

B . —c1\/3+2\/§+ic1\/3+2\/z> (c1z(=1+1) —c, (\/Z+i<2+\/z>>
_(_C]_1C1)—CZ (\/_—1<2+\/_)> crz(— i))—l—(—cm/3+2\/§—ic1\/3—|—2\/§>'

A Figura 18 foi construida no programa Maple 12. Para isto utilizamos a aresta y, entre

os argumentos —5 e —7%, Tc e as isometrias aj, by, az e by.

ai(z) =

= (c1 +1icy)

Teorema 3.3 O grupo fundamental 7ty € um subgrupo de indice 8g do grupo triangulo [4g,4g] .

Demonstracao:

Verificar que 7ty < [49, 49] tem indice 8g ¢é equivalente a verificar que o triangulo hiperbdlico A*

de angulos internos 7, @ e 7o ladrilha (por reflexdes) Tuq, a regido fundamental do 7y, com 8g

ladrilhos. Seja O o centro da regiao poligonal Ty4q. Para tanto, consideremos os pontos médios
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my, ..., Mg dos lados de Ts4 e 0s segmentos geodésicos que ligam o centro a estes pontos médios.
Chamemos os vértices de T4q de vi,...,v4q tal que m; estd entre vj e vjq, para j = 1,...,4g,
sendo vag11 = v (Figura 22 a esquerda).

Os pontos O, mj, vj;1 e my; formam um losango hiperbdlico L de angulos internos %, Ty 3¢

respectivamente.

Afirmamos que o segmento geodésico Ovj,; divide L em dois triangulos hiperbdlicos con-
gruentes.

Para verificarmos esta assercao, observamos do fato de T4q ser um poligono regular com
centro O e:

«©«

n

€3

—~ —_— . T[ J—
MV = Vi, Omyviy = vjym 10 com medida 5 Omy = Omyy,.

Logo pelo caso LAL de congruéncia temos que os triangulos sao congruentes.

Seja A* o triangulo hiperbdlico de vértices O, vy e m,y.
Definamos:
(1) 11 como sendo a reflexdo com eixo geodésico contendo Omy (base de A*).
(i1) T2 e r3 como sendo as reflexdes com eixos geodésicos contendo Ov; e vim,y respectivamente
(lados de A*).
(iit) [49)49] = <T1,T2,1‘3> :
Assim, A* é a regido fundamental de [4g,4g] e a érbita de A* por [4g,49], [4g,4g] A*, é um

[4g,4g]lA*
T

ladrilhamento de Taq, ou seja, [4g,4g] A* é um ladrilhamento em U e ¢ um ladrilhamento

u

no g-toro —.
g

Quanto a cardinalidade, pelo Lema 3.1 a 4rea da regiao fundamental do 7ty é 47t(g —1) e,
pelo Corolério 2.1, temos que a area da regiao fundamental de [4g,4g] é:

. T[+7T+7T _m(g—1)
2 49 49) 29

Seja I o indice [[4g,44g] : mg4]. Logo,
n(g—1)

(g —1) =1
n(g—1) 79

, 0 que equivale a I = 8¢.
O

Sejam TT C U a regidao fundamental de um grupo de isometrias I' e I um subgrupo de
indice finito de I Consideremos o ladrilhamento de % por copias de hIT para algum h € I. Este

ladrilhamento em % serd dito simétrico quando a orbita I"TT puder ser mapeada, por algum

r € I, em qualquer outra érbita da forma MhIT com h € T arbitrério.

Abaixo segue o teorema que é nossa principal contribuicao neste trabalho.

Teorema 3.4 Sejam [4g,4g] grupo triangulo e 1ty o grupo fundamental da superficie compacta

S de género g > 2, obtida pelo quociente de U por my. Entao 1y € um subgrupo normal do

[4g,49] e [49,4g] = Dug x 14, sendo Dusg = <S,T 9 =g2=1Id; ros=s or49*]> 0 grupo
o

diedral de grau 4g.

Demonstracao:
Temos 7y < [4g,49] de indice 8g (Teorema 3.3) e
T49 =hA"UhA"U...U hggA*

¢ tal que hy = 1, hy = 71, han 1 = m2hon 2, han = T1han 3, hgg 1 = m2hgg 2 e hgy = Id,
Yn=2,..4g—1.
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F1GURA 22
Logo,
[49,49] = T[gh] U ﬂghz U...u TCghgg
¢ a decomposicao de [4g,4g] em classes laterais a direita da forma mghi, i = 1,...,8g. Essa

decomposicao é justificada pelo fato dos geradores 11,12 € 13 de [4g,4g] estarem em classes
laterais da forma 7tgh;.

Sejam 1gA* e MghA* com h € [4g,4g], 6rbitas em U. Logo, existem dois tridngulos A} e
Aj nessas 6rbitas em Tug. Logo, existe f = h; para algum i tal que f (A}) = A3, fazendo com
que frrgA* = ﬂgﬁA*, ou seja, o ladrilhamento de 73—9 por copias da drbita mgA* é simétrico.

Um ladrilho em % é a orbita mghiA* = {W'hiA* 1 h' € 7y} de um ladrilho hiA* do Tug.

Parte das drbitas mA* e myh,A*, para o caso g = 2, sao apresentadas esquematicamente
na Figura 22 a esquerda, nas cores azul e vermelha, respectivamente. A Figura 22 a direita é
uma ampliacao da regiao b, Tg, sendo b, uma das isometrias que geram 71;.

Assim, a simetria do ladrilhamento de % significa que a dérbita mgA* pode ser mapeada,

por algum f € [4g,4gl, em qualquer outra érbita da forma mghA* com h € [4g,4g] arbitrério.
Mas se frigA* = ﬂgEA*, entdo fh/ = h”h, com h/,h” € Ty. Segue que h'my = (h")™ Ty = T4 €,
portanto, B B B

hr, = (h”) ' fh'my = (") frry = (") myh = mgh,

ou seja, Ty é um subgrupo normal do [4g,4g].

Mostremos agora que [4g,4g] = Dag X 4.

Temos que D4g ¢ um subgrupo de ordem 8g. Entao, temos pelo Corolario 1.1 que:
[49,49] = Dygrtg ={kor € [4g,4g] : k € Dyg e v € 1y},
pois a ordem do [4g,4g] ¢ igual a ordem do Dyg7ty. Logo da Proposigao 1.5 temos:
89 = [Daugmy : tg] = [Dag : Dag N 7).
Como Dyg é um subgrupo de ordem 8g, temos:

D4g N g = {C}



43

Portanto pelo Teorema 1.4, existe um homomorfismo o : D4y — Aut(my) tal que [4g,4d]
seja isomorfo a Dyg X 714, O
o

Observemos a normalidade do 7q em [4g,4g] implica na simetria do ladrilhamento de %

por cépias de hA*, com h € [4g,4g]. De fato, se_ﬁﬂg = myh para todo h € [4g,4g], entdo h
mapeia a Orbita 7t;A* numa 6érbita arbitrdria mghA*; fazendo com que o ladrilhamento de %
por copias de hA* seja simétrico.

O Teorema 3.4, cuja prova nao é simples, é de vital importancia para o estudo de reticulados
sobre superficies compactas os quais, por sua vez, sao muito importantes no estudo de codigos
corretores de erros, como podemos constatar em [14].

Seja I'*(2,p, q) um grupo triangulo, tendo como regido fundamental um triangulo A*ABC
cujos angulos internos sao A= 7 B=ZeC= I sendo 1 reflexdao sobre a reta que contem o
lado de A* onde estao os angulos 7 e %, T, reflexao sobre a reta que contem o lado de A* onde
estao os angulos % e g e 13 reflexao sobre a reta que contem o lado de A* onde estao os angulos
Ze g. Associado com o grupo triangulo temos o grupo Fuchsiano,

2
r(z)p) q) - F*(Z,p, q) N PSL(2> (C))

com assinatura (0; 2, p, q) e regido fundamental A* U r;(A*).

De fato, como 11,13 e 13 ¢ PSL(2,C), temos que I'*(2, p, q) ndo é um grupo Fuchsiano. Entre-
tanto, tomemos I'(2,p, q) = (2,p, q)NPSL(2,C). Temos I'"(2,p,q) =T(2,p,q)UT'(2,p,q)11,
poisse S € I™"(2,p,q) —T'(2,p, q), entdao Sty é a composi¢ao de duas isometrias com orientagao
inversa, entao Sty preserva orientacao e assim Sty € PSL(2,C). Também, Sry € T™(2,p,q),
entdao Sty € T'(2,p,q) e S = (Sry)ry € T(2,p, q)r1. Segue que {T(A*): T € I'™(2,p, q)} forma
uma tesselagdo de U. Logo A* é a regidao fundamental do (2, p, q). Agora seja k um ponto
de A*. As imagens do I'™(2,p, q) do ponto k sdo pontos correspondentes de outros triangulos
da tesselacao, assim eles formam um conjunto discreto. Assim a orbita do I'(2,p, q) de cada
ponto de U é um conjunto discreto. Portanto I'(2,p,q) é um grupo fuchsiano e A* U 1 (A*)
¢ a regiao fundamental do I'(2,p, q). Pelo Teorema 2.3 temos que {B, B’ = r;(B)} é um ciclo
eliptico e ambos os vértices sao estabilizados por um grupo ciclico de ordem m; = ¢, {C} é um
ciclo eliptico, C é estabilizado por um grupo ciclico de ordem m, = p e {A} é um ciclo eliptico,
A ¢ estabilizado por um grupo ciclico de ordem msz = 2, pois

Ficura 23
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L) decompoe em 3 vértices, 2 bordos (temos 2 pares de lados na regiao funda-

mental), e 1 face simplesmente conexa. Pela Férmula de Euler, temos
2—-29g=3-2+1=2=g=0.

“Identificando” os lados AB com AB’ ¢ CB com CB’ obtemos uma superficie homeomorfa
com a esfera. Assim a assinatura do I'(2,p,q) é (0; 2, p, q).

Deste modo, o grupo I'(2,p,q) é um subgrupo de indice 2 do grupo triangulo I'*(2,p, q).
Logo I'(2,p,q) < T*(2,p, q), pelo Exemplo 1.5.

Portanto 7y ¢ um subgrupo normal de indice 4g do grupo Fuchsiano I'(2,4g,4g). De fato,
temos 1y < [4g,49] e I'(2,49,49) < [49,4g]. Logo rmy = mgr, V1 € [4g,49]. Mas I'(2,4g,4g) <
[4g,49]. Disto segue que 11y = 747, V1 € I'(2,49,49) e dai concluimos que 7y < T'(2,4g,49).
Quanto ao indice, pelo Lema 3.1 a area da regiao fundamental do 7ty é 471(g—1) e pelo Corolario
2.1, temos que a area da regiao fundamental do I'(2,4g,4g) é:

T[_(Zﬂ+7t+7t)_7t(g—])
49 49 49 g

Seja I o indice [I'(2,4g,4g) : mg). Logo,

ni(g—1)

dn(g—1) =1 = [ =4q.

Tesselagoes regulares da forma {4g,4g} podem ser encontradas como subtesselacoes da tes-
selacao associada a um grupo triangulo I'*, ou a sua parte fuchsiana I' com regiao fundamental
A*, ou A = A* Ur(A*), a partir da determinagao de 4g—agonos, formados por reunides de
cépias de A ou A*, com as respectivas identificacoes de seus lados de forma a gerar uma su-
perficie orientavel de género g. Esse procedimento é equivalente a determinar um subgrupo do
I" isomorfo a 74, 0 grupo fundamental da superficie compacta orientavel de género g. Assim,
os grupos triangulo se tornam o ambiente adequado para busca de tesselacoes relevantes para
o propésito de projetar reticulados.

3.4 Reticulados Casados a Grupos

Definicao 3.3 Um reticulado S em um espaco métrico (M, d) € casado a um grupo (G, *) se
existir uma aplicagdo sobrejetiva m: G — S, tal que para todo g e g’ € G,
d(m(g), m(g") = d(m(g * (¢') '), m(e)).

1

Chamamos m de aplicagao casada, e se m ¢ injetiva dizemos que m~ é um rotulamento

casado.

Proposicao 3.1 Se m:G — S é uma aplicacio casada entio H =m~'(m(e))
={g € G:m(g) =m(e)} € um subgrupo de G e g = g’ mod H se, e somente se, m(g) = m(g’).

Demonstracao:

Sejam g e g’ € H, isto é, m(g) = m(e) = m(g’). Como m é uma aplicagao casada, temos:

1

d(m(g™"),m(e)) =d(m((g”')  *e),m(e)) = d(m(g), m(e)) = O.

Como d é uma métrica em M, temos m(g~') = m(e). Logo g~' € H.
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Temos agora:

d(m(g=g'),m(e)) = d(m((g™") ™ *g),m(e)) = d(m(g™"), m(g) = 0.

Novamente como d é uma métrica em M, temos m(g * g’) = m(e). Logo g* g € H.
Portanto, H < G.

Pela Proposicao 1.2, temos:

g=g modH& (g) 'xgeHES m((g) ' *g) =mle)
& d(m(g),m(g)) = d(m((g) " * g),m(e)) =0 & m(g) = m(g).

O
Assim, qualquer aplicagao casada m corresponde a uma bijecaio gH —— m(g) das classes
laterais a esquerda de H em G nos elementos de S. E imediato que se H <1 G, entao a aplicacao
quociente M : % — S é um rotulamento casado. Dizemos que um rotulamento m: G — S é um
rotulamento efetivo se H nao contem um subgrupo normal de G nao trivial (ou seja # {e}).
Neste caso, dizemos que S ¢é efetivamente casado a G. Esta é a situagao geral porque se S
nao é efetivamente casado a G, entdao tomando H' # H como o maior subgrupo normal de G
contido em H, resulta que a funcao m: % — S fica bem definida, equivalentemente,

m(g) =m(g) & gH' =gH e (g) ' xge H CH.

Exemplo 3.3 Sejam A um espaco métrico com métrica da e G um grupo que possui uma
métrica dg tal que existe uma funcao m : G — A que € uma isometria. Entao temos para
quaisquer g e h € G que

da(m(g), m(h)) = de(g,h) = dg(g*h™',e) = da(m(g * h™'), m(e)),
logo por definicao m é um rotulamento casado.

Teorema 3.5 Existe um rotulamento casado entre um reticulado S e um grupo (G, x*) se, e
somente se, G € isomorfo a um subgrupo transitivo de T'(S), o grupo das simetrias de S.

Demonstracao:

Seja © um subgrupo transitivo de I'(S) com © ~ G, digamos S ={0(s) : 0 € @} paraum s € S
fixo. Definimos, entdo, m:® — S por m(o) = o(s). Logo m é bijetiva. Com isso temos para
oeTé€E O que

o que mostra que m é um rotulamento casado.

Reciprocamente, se m : G — S é um rotulamento casado (ou seja, podemos escrever S =
{m(g) : g € G}), vamos definir para cada h € G, f;, : S — S, fp(m(g)) = m(h *x g) para cada
m(g) € S, entao temos que

ds(fr(m(gi1), fn(m(gz))) = ds(m(h * g;), m(h * g3))
= ds(m(g;" *h™" xh*gy),m(e)) = ds(m(g;" * g2), m(e))
= ds(m(g1), m(g2))
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e portanto, f, é uma isometria de S para cada h. Com isto, fica definida uma funcao f: G —
I'(S). Se hy e h, € G, temos que para todo s = m(g) € S,

fhisn, (M(g)) = m((hy x hy) x g) = m(hy x (hy x g))
= f, (m(hz * g)) = i, (fn,(M(g))) = (fy, o fr,) (M(g)).

Logo, f é um homomorfismo. Além disso, se fy(m(g)) = m(g) para todo m(g) € S, entao
m(hx g) =m(g), Vg € G e como m é um rotulamento casado, resulta que h*xg =g, Vg € G
= h=e.

Portanto, Ker(f) = {e} e f é injetiva. Assim, G ~ Im(f) = © < I'(S). Finalmente, dado
s=m(e),se h € G é tal que m(h) =5’ € S, entao fr(s) = f(m(e)) = m(h*xe) = m(h) =&
e desse modo © é um subgrupo transitivo. O

3.5 G-linearidade

Um mapeamento ¢é uma funcio ¢ : Z} — 735" definida por

(l)(C) = (B(C)>Y(C)) = (B(Cl)a-") B(Cn)>Y(C1))--°>Y(Cn))> Ve = (Ch---)cn) € ZE;

onde as funcoes 3 : Zy — Z;y e vy : Zy — 7, sao especificadas na tabela abaixo:

Um codigo binario C de comprimento 2n (C C Z%“) ¢ chamado Z4-linear se a menos de
uma permutagao de coordenadas, C = ¢(H) para algum subgrupo H de Zj.

Abaixo generalizamos o conceito de Z4-linearidade para um grupo G qualquer.

Sejam G um grupo, d uma métrica de grupo em G e C um cédigo de comprimento n sobre
o alfabeto A e cuja métrica é d’. Diremos que C é G-linear se C, ou um cédigo equivalente C’,
for imagem de um cédigo de grupo H sobre o grupo G, isto é, C = ¢ (H), onde ¢ : G — A"
é uma isometria entre os espacos métricos G™ e A™.

Observacao: Pelo Exemplo 3.3, ¢ : H — C é um rotulamento casado e pelo Teorema 3.5 H é
isomorfo a um grupo transitivo de simetrias de C.

Teorema 3.6 O grupo de simetrias T'(ZY) do espago n-dimensional (23, dw) € dado por T(Z}) ~

7% x Sy, sendo que o simbolo x representa produto semidireto e Sy grupo simétrico de grau M.
® ®

Exemplo 3.4 Considere o grupo de simetrias de 75, isto é, T(Z%) ~ 7k x Sy.
®
1) Quando k = 2, temos que T'(Z3) ~ 75 x S; ~ Dy. De fato, consideremos o homomorfismo
®
@ : Zy — Aut(Z3) definido por @(0) = Idzz € Aut(Z3) e o(1) € Aut(Z3) dado por
@(1)(00) =00, @(1)(01) =10, @(1)(10) =0T e @(1)(11) =11.

Note que a = (1,10) e b = (1,00) satisfaz a* = b? = (0,00) e ba = a’b = (0,01). Assim,
identificando T com a e s com b, temos que Z3 xSy ~ Dy = <s,1‘ 1t =s2=1d; ros=so 1‘3> .
®
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Como U(Z3) = Z4 é um subgrupo de Dy cuja acdo é fortemente transitiva sobre 73, obtemos
que o0s codigos

C] :Zé :{(0,0),(O,]),“,O),(],])}, CZ :{(O>O))(1>1)} € C3 :{(O)O)}

sa0 Z4-lineares.
2) Quando k = 3, temos que T'(Z3) ~ 73 x S3. Considere o subgrupo de T(Z3) gerado pelas

®
simetrias obtidas por uma rotagao v de 5 em torno do eiro paralelo ao eivo Oz e passando

pelo centro de gravidade do cubo e por uma reflexao s em relacao ao plano xOy passando pelo
centro de gravidade do cubo (conforme Figura 24). FEstas duas simetrias geram o subgrupo Dy
isomorfo a U(Z3) = Zy x Zy. Como W(Z3) = Zy x Zy é um subgrupo de T(Z3) cuja agio é
fortemente transitiva sobre Z3, obtemos o0s cddigos Zy X Z,-lineares. Por exemplo, tomemos

Z3 ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (1,1,1)}
e o mapeamento & : Zy X Zy — 73 definido por
¢(c) = (v(cr), Bler),v(ca)), Ve = (c1,¢2) € Zs X Zy,
isto é:
Logo, $(Z4 X Z) = Zg. Portanto Zi € Ly X Zp-linear.

(1,1,1); ¢(2,0) = (1,1,0);
(1,0,1) e d(3,1) = (0,1,

Exemplo 3.5 Seja
C ={(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,0),(1,0,1,0), (1,1,0,0),(0,1,0,0), (1,1,1,0), (0,1,1,0)} C Z;

um cddigo bindrio de comprimento 4. Temos que C é um subgrupo de Z3. Tomemos o mapea-
mento & : 7z — 73 definido acima. Logo

¢1(C) = {(a,b) € ZF: d(a,b) € C} ={(0,0),(3,0), (1,0), (2,0), (2,3), (1,3),(0,3), (3,3)},
PO1S
¢(0,0) =(0,0,0,0); $(3,0) =(1,0,0,0); $(1,0) =(0,0,1,0); $(2,0) = (1,0,1,0);
®(2,3) =(1,1,1,0); $(1,3) =(0,1,1,0); &(0,3) =(0,1,0,0) e d(3,3) = (1,1,0,0).

Mais ainda &~'(C) é um subgrupo de Zz e d(p~'(C)) = C. Portanto pela defini¢io de
Zy-linearidade, C € um codigo Z4-linear.

001 — (0,1) 011 — (3,1) 001 —> s 011 — s

111 — (2,1) 101 - 1s 111 - 12s

101 — (1,1)

—_———_——_—_ -

010 b (3,0) 010 > 1’

®----—-——-

27000 — (0,0)

/
/
4
/

110 > (2,0) @
100 — (1,0) 2,0) 100 > r

Ficura 24



48

Encontrar o mapeamento ¢ : G — A é, em principio, um problema dificil. Todavia,
como o alfabeto A esta casado ao grupo G e ¢ é uma bijegao, a procura por este mapeamento é
equivalente a determinar um subgrupo transitivo isomorfo ao grupo de simetrias de A conforme
Teorema 3.5.

Uma das principais utilidades do conceito de G-linearidade é a obtencao de c6digos binarios
a partir de cédigos lineares sobre o grupo G, conforme [11].

Tendo em vista os resultados acima, concluimos que o principal objetivo buscado na G-
linearidade é uma certa uniformidade geométrica do seu alfabeto, ou seja, determinar um
subgrupo U(A™) do grupo de simetrias I'(A™) que seja isomorfo ao grupo abstrato G e sua
acao sobre A™ seja fortemente transitiva. Portanto, cédigos G-lineares em A™ correspondem a
subgrupo de G™ mapeados pelo rotulamento casado ¢, estendido componente a componente.

3.6 Resultados Envolvendo Reticulados Geometricamen-
te Uniformes

Exemplo 3.6 Consideremos a tesselacao {8,8}, no plano disco unitirio U. Entdo o conjunto
S constituido pelos centros dos octégonos da tesselagao (ou equivalentemente dos vértices dos
octdgonos da tesselag¢ao dual) é geometricamente uniforme, jd que para cada x € S fizo, temos
que

S = {g(x) :g 8,8 = <T1,T2,T‘3:T% :r% :ré = (1 orz)8 = (1’201‘3)8 = (T‘gOT’])z :e>},

logo, dados D e E, que sao centros dos octogonos, sempre haverd uma composicao v de reflexoes

nos lados do triangulo hiperbélico A* com dngulos 5,35 e 5 de A,B e C e lados a,b e ¢ respecti-
vamente, sendo 11 reflexao sobre a reta que contem o lado de A* onde estao os angulos 5 e 5,72

reflexao sobre a reta que contem o lado de A* onde estao os dngulos 5 e 3 e 13 reflexdo sobre

a reta que contem o lado de A* onde estao os angulos 5 e g, (Figura 25) tal que (D) = E.

Ficura 25

Como 18,8] = Dg x 13, onde Dg = Zg X Z,, entao Dg(x) ={g(x):x €S fizo; g € Dg} =P

¢
¢ um conjunto de vértices de um octogono e P é ele mesmo geometricamente uniforme com
I'(P) = Dg. Todavia, |P| = 8 e |Dg| = 16. Assim, I'(P) tem mais elementos que o necessdrio
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para gerar P. Contudo, tomando os subgrupos Gy = Zg e Gy = Z4 X 7, contidos em Dg entaio,
®
temos, que P = G1(x) = G,(x). Como Gy e G; nao sao isomorfos, pois Zy X Zy nao € abeliano,

©
e G1 e Gy sao subgrupos proprios de Dg, concluimos que um reticulado pode ter um grupo de
simetrias com mais elementos que o proprio conjunto, como pode ter grupos de simetrias com
0 mesmo numero de elementos, grupos estes nao isomorfos.

O teorema abaixo estabelece a importancia dos cédigos G-lineares, enquanto codigos geo-
metricamente uniformes.

Teorema 3.7 Seja S um reticulado, entao sao equivalentes as sequintes afirmacaoes:
(1) S € geometricamente uniforme;
(1) Eziste um rotulamento casado entre S e o grupo U(S);

(ii1) S é U(S)-linear com m : U(S) — S.

Demonstracao:

(1) & (ii) segue do Teorema 3.5, e (1) & (iii) segue imediatamente do Exemplo 3.3. O

Este resultado mostra que a existéncia da G-linearidade, sob o ponto de vista da construcao
de cédigos geometricamente uniformes, esta vinculada a determinacao do grupo de simetrias
do reticulado associado, isto é, todo reticulado S é U(S)-linear. Este resultado é de vital
importancia para o estudo de reticulados sobre superficies compactas quocientes obtidas dos
planos euclidiano e hiperbdlico por um grupo de isometrias, os quais, por sua vez, sao muito
importantes no estudo de cédigos corretores de erros, como podemos constatar em [14].

Lema 3.2 Seja S um reticulado geometricamente uniforme e P e Q € S quaisquer. FEntao
existe uma isometria g € I'(S) tal que g(P) = Q e g (Dp(S)) = Dq(S). Em outras palavras, as
regioes de Voronoi sao todas congruentes.

Demonstracao:
Temos que R € Dp(S) se, e somente se, d(P,R) < d(g(P),R) mas

d(g(R), Q) = d(g(R),g(P)) = d(R,P)
< d(R,g(P)) = d(g(R),g(g(P))) = d(g(R), g(Q)).

Logo g(R) € Dg(S) e g(Dp(S)) € Dg(S). Tomemos g e seja A € Dq(S).
Sabemos que A € Dq(S) se, e somente se, d(Q,A) < d(g~'(Q),A) mas

d(g7'(A),P) =d(g7'(A), g '(Q)) =d(A,Q)
<d(A,g7'(Q)=d(g '(A),g ' (g7'(Q)) =d(g '(A),g " (P)).

Logo g '(A) € Dp(S) = A € g(Dp(S)) e dai Do(S)) € g(Dp(S)).
Portanto g (Dp(S)) = Dq(S). O

O fato de toda regiao de Voronoi de um reticulado S geometricamente uniforme ter a
mesma forma é uma propriedade simétrica muito importante porque a forma da regiao de
Voronoi determina quase todas as propriedades de S que sao importantes no estabelecimento
de comunicacao digital. A reciproca deste lema nao é verdadeira.



Capitulo 4

Particoes Geometricamente Uniformes
Hiperbdlicas

O conceito de partigao geometricamente uniforme foi proposto por Forney, [8], no contexto de
reticulados euclidianos.

Neste capitulo generalizamos o conceito de parti¢coes geometricamente uniformes em espagos
Hiperbodlicos. Também mostramos uma caracterizacao de codigos de classes laterais generali-
zados através do conceito de cédigos G-lineares, conforme estabelecido em [15].

Um dos principais objetivos de codigos geometricamente uniformes é a construcao de parti-
¢oes geometricamente uniformes e em particular codigos de classes laterais generalizados.

Embora os grupos de isometrias hiperbdlicos tenham maior complexidade que os grupos
de isometrias euclidianos os procedimentos e os conceitos para particoes geometricamente uni-
formes podem ser considerados os mesmos.

O objetivo deste capitulo é estender a teoria de modo a permitir que reticulados casados a
grupos, possam ser decompostos em particoes geometricamente uniformes.

4.1 Particoes Geometricamente Uniformes Hiperbdlicas

Definicao 4.1 Seja S um reticulado geometricamente uniforme, digamos S = {u(sp) : u € U(S)}
para algum sy fixo em S. Seja W' um subgrupo normal de U(S), grupo gerador do reticulado S.
A érbita de so por U serd denotada por S’y onde S" ={u(so) : uw € U}, seque que se

ulS)=uuldauludvu...
¢ a decomposicao de U(S) em classes de U, entdo a particao de S € dada por
S=U'soUUasyUUbsyU ...,

denotada por S/S', e é chamada uma particao geometricamente uniforme. Denotamos
u(s’) por u'.

Teorema 4.1 (Teorema de Forney). Se S/S' é uma particio geometricamente uniforme,
entdo os elementos de S/S' sao geometricamente uniformes, mutuamente congruentes e tem U’
como grupo gerador comum.

Demonstracao:

Seja A denotado por A = U(S)/U". Se a € A; a = UWu, = u W para algum u, € U(S).
Denotando por S’(a) o elemento correspondente da particao S/S’ temos que:

ue uel’

@) = uall(s0) = U, o sl = | 4 5] | = (S
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Portanto, S’(a) ~ S’ e para cada a € A, os S’(a) sao todos congruentes. Por outro lado,

S'(a) = Uq(so) = U u[ua(so)]
uel’
é a Orbita de wuq(so) por W. Logo, todos os S’(a) sdo geometricamente uniformes com grupo
gerador comum U'. O
A partir deste Teorema faz sentido utilizar a notacao U(S’) para U'.

Exemplo 4.1 No espaco euclidiano R™, se A € um reticulado geometricamente uniforme e
A" € um subreticulado de A\ de indice finito, entdo qualquer reticulado S = A+ a, a € R"
¢ particionado em |A/N'| subreticulados de reticulados geometricamente uniformes N+ a +v
com v € [A/N'] para algum conjunto completo de representantes [A/A'] de A médulo N'. Por
exemplo:

Sejam o reticulado A = 72, o subreticulado N' = 27* e a particio NJN = 7?/27* (Figura
26). Observe que |AJN'| = 4, podendo ser representados por: 27* = 27* + (0,0); 27* + (1,0);
272 4+ (0,1) e 27% + (1,1).

Note que neste caso U(Z?) = (e, e2), U(2Z?) = (2e1,2e;), U(2Z* + (1,0)) = (2e1,2e;) +
er, U(2Z* + (0,1)) = (2er,2e;) + ez e U(2Z* + (1,1)) = (2e1,2e;) + e; + e;. Logo 7* =
{u(0,0) :u € (er,e2)}.

FI1GURA 26

No caso hiperbdlico, temos alguns pontos a considerar: Como a tesselacao dual é gerada
pelas translacoes, entdo a condicao equivalente a T(A) = A, onde T denota translacdo, é
exatamente o fato de a tesselagao ser autodual. Isto é equivalente a ser do tipo {p,p}. No caso

g
autodual, como o grupo 7y tem uma unica relagao <ﬂ la;, bi] = e ], segue que 7y s6 tem o

elemento neutro de ordem finita. Quando isto ocorre dizemos que o mesmo é um grupo livre
de torcao.

4.2 Rotulamentos Isométricos

Definicao 4.2 Seja S/S’ uma particao geometricamente uniforme. Dizemos que um grupo A
¢ um grupo de rdétulos para S/S’ se existe um isomorfismo

u(s)

u(s’)’

m:A —
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m € chamado de tsomorfismo de rotulamento. A aplicacdo bijetiva

¢ chamado de rotulamento isométrico dos subconjuntos de S pertencentes a partigio S/S'.
Podemos visualizar esta definigao pelo diagrama:

A = == — =
a — ulU — ma) =u.(S) ={uu(sy) :ueu}’

O fato de m ser uma fung¢do bem definida é consequéncia de que se u,U’ = v, entao
vu, € W = U(S). Logo, v'ug(S") = S'. Portanto, u(S") = v(S).

As seguintes propriedades sao imediatas:

(1) m(ea) = S', onde ea denota o elemento neutro de A;
=|Al.

Uma particao S/S’ admite rotulamento isométrico por um grupo A se:

(a) S é geometricamente uniforme;

(b) Os subconjuntos da particao geometricamente uniformes sdo mutuamente congruentes;

(c) EX1stem grupos de isometrias U(S) e U(S’) tais que U(S) gera S, U(S’) gera §', U(S") <U(S)
e A~

Definicao 4.3 A aplicacao bijetiva m : A — S/S' que leva um rdtulo a € A no subconjunto
m(a) C S induzida pela particao S/S" € denominada aplicagcao de rotulamento.

O teorema a seguir mostra uma condicao necessaria e suficiente para se obter um rotula-
mento isométrico.

Teorema 4.2 Uma aplicacdo de rotulamento M : A — S/S" € um rotulamento isométrico se,
e somente se, para todo a € A existe uma isometria ug : S/S" — S/S’ tal que para todo b € A,
m(ab) = u.(m(b)).

Demonstracao:

Sem:A — §/S é um rotulamento isométrico, do isomorfismo A ~ , temos que ab —
u s q

ugpl e ab — v UWup' = uupyW e da bijecao % — g temos que ugpUW — uepS e
U up U — uqupS'. Logo 1S = uaupS'.
Portanto,

m(ab) = uepS = uupS = u.[m(b)]

Reciprocamente, se vale m(ab) = u,(m(b)), para todos a,b € A, entao uyyS = wupS'.

Logo uabu = uau—bu = uaU’ubU.', isto e A ~ Llil((;))

Portanto m é um rotulamento isométrico. L
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Exemplo 4.2 Sejam o reticulado S = 7Z?, o subreticulado S’ = 272, o centro O do quadrado
0123, o grupo de rétulos A = Z4 para a particio S/S' = Z?/27* e a regido fundamental R do
quociente S/S" (Figura 27).

FiGcura 27

Para a = 0 uma isometria u, é a identidade.
Para a = T uma isometria u, é a rotacao de centro O e angulo T no sentido horario.
Para a = 2 uma isometria u, é a rotacao de centro O e angulo

Para a = 3 uma isometria u, é a rotacao de centro O e angulo

INTE R (ST

no sentido antihorario.

4.3 Propriedades Elementares dos Rotulamentos Isomé-
tricos

Dado um rotulamento isométrico m : A — S/S’ existem varias transformacoes de rotulamentos
simples que resultam em rotulamentos isométricos. A seguir apresentaremos alguns resultados
elementares dos rotulamentos isométricos.

Proposicao 4.1 Se m : A — S/S" € um rotulamento isométrico e T : A — A € um auto-
morfismo, entdo o rotulamento mo T : A — S/S' definido por a — m[T(a)] é também um
rotulamento isométrico.

Demonstracao:

Como T ¢ um automorfismo de A temos que T leva todos elementos de A em elementos de
A, logo como m é um rotulamento isométrico temos que M o T também é um rotulamento
isométrico. 0

Proposicao 4.2 Sem : A — S/S" € um rotulamento isométrico entdo o rotulamento Mty :
A — S/S' definido por a — m(ab) para qualquer b € A € também um rotulamento isométrico.

Demonstracao:
Como m é um rotulamento isométrico temos pelo Teorema 4.2 que para todo a € A existe uma

isometria u, : S/S" — S/S’ tal que m(ab) = u.(m(b)), Vb € A. Logo temos que Mty é um
rotulamento isométrico. O
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As duas proposicoes acima implicam que se a particao S/S’ admite um rotulamento isométri-
co com grupo de rétulos A, entdao alguma transformacao afim definida por a — T(a) + b onde
aeb € A, também produz um rotulamento isométrico. E interessante notar que em um
espago métrico onde a métrica natural é a métrica de Hamming uma transformagao afim é uma
isometria.

Proposicao 4.3 Se m : A — S/S’ é um rotulamento isométrico, e u € uma simetria em
U(S), entao o rotulamento m, : A — S/u(S’) definido por a — u[m(a)l é um rotulamento
1someétrico.

Demonstracao:

A demonstracao desta proposicao decorre diretamente do Teorema 4.2. O

4.4 Cbdigos Geometricamente Uniformes em Espacos de
Sinais

A préxima definicao estabelece o que se entende por um reticulado geometricamente uniforme
N0 espaco.

Sejam (A, *) um grupo e I C Z um conjunto (eventualmente finito). Considere o espago de
sequéncias Al = {(ay)xer : ax € A, Vk € I}, onde A denota o alfabeto e I um conjunto de indices.
Considere a estrutura natural de grupo em Al. Para todos aeb € Al, axb = (ay * bi)er -
Dados um reticulado S, uma particao geometricamente uniforme S/S’ e um conjunto de rétulos
A, extendemos de maneira natural a aplicacao de rotulamento isométrico para

m: Al = (S/S)

Desta forma, chamamos de cédigo de rétulos a qualquer subconjunto D C Al. Logo, m(c) =
(M(ck))yer» € € D, € a sequéncia de subconjuntos de S selecionados pela sequéncia de rétulos
¢ € D pela aplicagao de rotulamento m. Com estas notagoes, um cédigo de espacgo de sinais
¢ estabelecido como

C(S/S,D) = U m(c).

ceD

Como

C(S/8',D) = Um(c) = U (Mlex))ye, sendo ¢ = (cxlier

U
ceD ceD

temos que C(S/S’,D) C S..

Definicao 4.4 Uma sequéncia de sinais s € Sy s = (sy)xe1, € uma sequéncia cdédigo ou,
equivalentemente, um elemento de C(S/S',D) se existe algum ¢ € D tal que s, € M(cy), para
todo k € 1.

Se S C R™, entao C(S/S’,D) C (R™)!. Devemos notar que como o plano hiperbélico Py, nao
é um espaco vetorial normado compativel com a métrica hiperbdlica, nao ha uma forma padrao
para produtos andlogos ao produto cartesiano.

Um codificador para o cddigo de rétulos D gera uma sequéncia codificada de rétulos
¢ = (ck)ye pertencentes a D. A sequéncia individual ¢ é determinada por uma sequéncia
adequada de dados na entrada do codificador. Agora, a aplicacao de rotulamento m é usada
para determinar a sequéncia de subconjuntos m(c) = (M(cy)), - Outros dados de entrada sao
usados entao para determinar um elemento (sequéncia) especifico de m(c) para que possa ser
transmitido através do canal. Esta tltima operacao é de natureza secundaria, as propriedades
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de um cédigo gerado por um codificador deste tipo dependem fundamentalmente das pro-
priedades do cédigo de espaco de sinais C(S/S’, D) que sao determinados pela entrada a ser
codificada por D.

Os resultados seguintes descrevem como um codificador deve ser projetado nos cédigos de
espacos de sinais hiperbdlicos.

Seja S/S’" uma particdo geometricamente uniforme gerada por uma particdo cujos grupos

geradores sao U(S) e U(S'), e A ~ %SS,)) é o grupo de rétulo.

Definicao 4.5 Sejam S/S’ uma particao geometricamente uniforme com grupo de rétulos A e
D C Al um subgrupo normal (D < AI) , entao um codigo de classes laterais generalizado
¢ o subconjunto

C(S/S,D)={s e m(c):c e D}CS.

O teorema a seguir fornece uma conexao entre a G-linearidade e os codigos de classes laterais
generalizados.

Teorema 4.3 Nas hipoteses da Definicao 4.5, um codigo de classes laterais generalizado € um
codigo U(S)-linear.

Demonstracao:

Como S é geometricamente uniforme seja o rotulamento dado por:

n: G=U(s)! — ¢S

u — u(so)
para algum s fixo em S'. Denotando Al = Sg’,))ll = {uU(S’)I Tu e U(S)I} e o rotulamento
isométrico estendido bem definido
m: Al — (S/S)!

wl($) (S

De fato, se ul(S)' = vU(S)}, entdao u'v € U(S).. Logo u'v(S)! = (S')!. Portanto,
(S = v(S$). Seja, agora, H = {u € G:ul(S) € D}, entdao se uev € H, temos que
u(UNev(UW) € D e como D < Al temos que uwv ' (W) € D e uv™' € H. Como e € H,
temos que H < G. Por outro lado, como

w(H) ={u(so):ue Hj= U u(S)' = Um(c)=C(S/S,D),

u(U)leD ceb

isto mostra que C(S/S',D) é U(S)-linear. O

A defini¢ao proposta originalmente por Forney, [8], impde a condigdo de que o grupo de
rotulos A seja abeliano. Em nossa proposta mais geral temos que impor somente a condi¢ao
de que o cédigo D seja um subgrupo normal do grupo Al

Definicao 4.6 As classes laterais de D podem ser escritas como Da, onde a € Al. Para cada
classe lateral o rotulamento m : Al — (S/S")! define subconjuntos de S' chamados de rétulos
transladados de C(S/S',D) dados por

C(S/S',Da) = U m(ca).

ceD
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Lema 4.1 Se C(S/S',D) € um cédigo de classes laterais generalizado, entao

S! S\
¢ uma particio geometricamente uniforme e m : Al — (S/S')! € um rotulamento isométrico
para esta particao.

Demonstracao:

(a) U(SY) = U(S)". De fato, se sy = (Sok)er onde sp = so para todo k € I, entao dado
s = (k)i € S' existe um w, € U(S) tal que wy(so) = sx para todo k € I. Assim, tomando
w = (U)o temos que uw € U(S) e u(so) = (ux(so))ye; = s. Por outro lado, se H < U(S)!, entao
H = [THx onde Hy < U(S) para todo k € I, e se U(S') = H £ U(S)! temos Hy < U(S) para

kel

todo k € I, mas neste caso teremos S' = Hsy = (HHk) so) = [I (Hkso), isto é, S = Hyso,
Vk € I, contrariando a minimalidade de U(S). P rtl;erito u(sh = ﬁe(IS)I,
(b) Jsr — (%)I De fato, dados 1 = (U )ger € v = (Veeer € U(S)Y, temos 1y = (i), -
Logo,
(W) kerW(S)' = {(w)rer(Wiker : (Wiker € U( }
{ WW et @ (Widker € U(S } = (w Jxer -

u(s)t u(s’)

(c) U(S)'<U(S)! segue da definicao de normalidade e do fato de que U(S’) <tU(S) por hipétese;

u(s)!
(5/) induz uma partigao geometricamente uniforme

u(s)t
— usHre L

I
Portanto 451 — (&) ;

(d) m: Al = (S/S)! é uma isometria onde —=1

5511 com espaco de rétulos Al ~

Lema 4.2 Com as notacoes anteriores, se D < AL, entdo com as estruturas induzidas, (S')! <
C(S/S',D) < SL. Com isso temos os isomorfismos:

St Al C(S/S,D) st Al .
>~ —; ——————~D e ~ — ~ A%,
C(S/s',D) D (") (S 7 ean

ou seja, as cadeias de particoes de grupos S'/C(S/S',D)/(S") e Al/D/ear sao isomorfas.
Demonstracao:

A demonstracao sera feita para o caso |I| = 1. Para o caso geral, segue através da consideragao
de coordenadas.
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(a) C(S/S',D) <S.Se dep € C(S/S,D), entao existem ¢y e c; € D tais que ¢ € m(cy) =
Uue, S e € m(cz) =u.,S'. Se f: U(S) — S é a bijecao que induz a estrutura de grupo em S,
entao existem v e w € U(S) tais que f(v) = ¢ e f(w) = 1. Com isso,

vu' =u,, U
wl' =u,, U,

onde vw € u,, Uu, U = ue,u, W = ue,,,W e flvw) = dp € m(cica) = ue,.,S'. Portanto,
o € C(S/S', D).
Além disso, como vU’ = u,, U, resulta que (WVU') ™" = (ue, W) ouv W = u U = u U

Portanto, &' € m(c;') € C(S/S',D) e C(S/S',D) < S;
(b) &' < C(§/S',D). Como C(S/S,D) = LEJD m(c), definimos V: = f1(C(S/S’,D)). Assim,

V<U(S) e

V=f"C(5/8,D)) =f" ( U ﬁ(c)) = Uf'(m(c)) = Uul.

ceD ceD ceD
Em particular, m(1) = W CV, e segue que
S'=f(U)Cf(V)=C(S/S',D)e S < C(S/S,D);

(c) % ~ C(S/SS,‘D). Como V = f1(C(S/S’, D)), temos tomando quocientes em f que

us) S
vV~ C(S/S,D)

Counsiderando
®:A - U(S), ar— uV

Temos que @ estd bem definida porque w;U' = u, U implica w,’'w; € W C V. Portanto,
w1V =, V. Temos também que ker ® = D.

De fato, provar que ker ® = D e equivalente a provar que u, € V se, e somente se, a € D.
(=) Seja uq € V. Logo,

u W CV=uS=m(a) CC(S/S,D)= aecD.
(&) Seja a € D. Logo,

uS  CC(s/S,D)=u U CV=uecV

Portanto,
éNU(S)N S
D V — C(S/s,D)
us) -5 s
| |
m u(s) f
A = O &
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o isomorfismo de rotulamento dado por m(c) = u.U’, temos que

De fato, como a € D & u, € 'V, temos:

D = a /: a /:
m(b) = Gul = U ull =g

isto é,
\%
Tu(s)”
Fazendo agora f | V e tomando quocientes, temos

vV C(S/S,D)
usy s

(4.1)

(4.2)

de 4.1 e 4.2 temos entao que:
C(s/8',D)
N ’

Por fim, 3 & =~ A segue diretamente do rotulamento isométrico . U

D~

Lema 4.3 Os rétulos transladados de C(S/S’, D) sdo as classes a direita de C(S/S’, D) em S!
sob a estrutura de grupo induzida pela f: U(S)' — S' definida por f(u) = u(so).

Demonstracao:

Sejam f : U(S)! — S! a bijecdo que induz a estrutura de grupo em S', a € Al e C(S/S’,Da)
um rétulo transladado de C(S/S’, D).

-1(C(S/8, Da)) = £ (umm) — U (mlea)) = U uea (L)

ceD ceD

U (W) { (u')] {Uf—‘(r_n(c))} 1 (flua))

ceD ceD

"L (e}t =gt )

— £ [(C(S/S',D)) f
C(S/S',Da) = C(S/S', D)f(ua).

—_

—

Entao segue que

O
Os trés lemas anteriores asseguram a validade da extensao do Teorema de Forney para
codigos de classes laterais generalizados sendo propostos.

Teorema 4.4 Se C(S/S',D) € um cddigo de classes laterais generalizado, entao
s'/C(s/s',D)/(8)!

¢ uma cadeia de particoes geometricamente uniformes e os rétulos transladados C(S/S',Da) de
C(S/S',D) sao geometricamente uniformes, mutuamente congruentes e tem grupo de simetrias

comum U(C(S/S',D)) =V.
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Corolario 4.1 Se C(S/S,D) € um (transladado de a) codigo de classes laterais generalizado,
entao:

(a) As regioes de Voronoi associadas com duas sequéncias cddigo s e s’ € C(S/S',D) sao
congruentes;

(b) O perfil de distancia DF(s) = {||s —s'|| : s’ € C(S/S’, D)} de um dado ponto de sinal fizo
s € C(S/S,D) a todos os pontos s’ € C(S/S', D) independe de s.

Exemplo 4.3 Com a notagao introduzida no Teorema 4.3, definimos, por um sy arbitrario
em U, o reticulado S = [4,5] (so) e o subconjunto S" = P(sy), sendo [4,5] o grupo completo
de simetrias da tesselacao {4,5} ¢ P = [4,5] N PSL(2,C), ou seja, P € a parte fuchsiana de
[4,5] (Figura 28). Temos que P € um subgrupo normal de indice 2 do grupo [4,5]. Como uma
consequéncia, temos U(S) = [4,5] e U(S’) = P. Pelo Teorema 4.3, o grupo de rdtulos

u(s)

A= U(S') :{P;hp}ﬁ Zz,

onde denotamos Z; = {1,11}.
Com a notacao introduzida nas Definicoes 4.2 e 4.5, o rotulamento

ﬁAﬁg

tem a forma m(1) = so mdodulo P e m(ry) = r1(so) mddulo P, ou seja, m(P) =S e m(rP) =
S’ Agora, tomando 1 ={1,2}, temos a extensao natural para o rotulamento

FiGURA 28: Tesselagdo {4,5}.

Denotando A? = {(1,1);(1,71);(r1,1);(r1,11)} e considerando o cédigo de rétulos Dy =
{(1,1)5(1,7r1)}, temos o cédigo do espago de sinal:

C(5/8,Dy) = U {m(c)},

onde s = (s1,82) € C(S/S',Dq) se, e somente se, existe (c1,cz) € Dy tal que s; € m(c;) para
i1=1,2. Para o caso em consideracao, ¢ = 1, seque que s € S'xS" ous € S' x1(§'). Portanto,
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C(S/S,Dy) = (S x S"YU (S x 11(S")). Da mesma maneira, definimos D, = {(1,1);(r1,1)} e
D3 ={(1,1);(r,11)}, obtemos o cddigo do espaco de sinal C(S/S',D,) = (S’ x S")U(r(S') x §')
e C(S/S',D3) = (8" x S')U (r1(S") x 11(S')), respectivamente.

Exemplo 4.4 Considerando o grupo
AS :{(],],]);“,],ﬁ);(],ﬁ,]);(],T],T]);(Th],]);(1‘],],T]);(T’1,T],]);(T1,T1,T])}

e o grupo de rotulos
D; :{(1,1,]);(1,1,1']);(],1'1,]);(],T1,T1)},

similarmente ao processo anterior, sequindo o codigo do espago de sinal obtemos

C(S/S',D1) = (S xS xS YU (S xS x7r(S))U(S x7(S) xS)U (S x1(S) x11(S)).



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

O presente trabalho teve como finalidade estender ao plano hiperbdlico os conceitos de codigos
geometricamente uniformes, particoes geometricamente uniformes e codigos de classes laterais
generalizados. Além de estabelecer uma relacao entre os codigos e o conceito de G-linearidade.

Como na Teoria da Informacao e Codificagao existem canais de comunicacao sem memoria
que podem ser modelados por meio de superficies compactas com géneros g > 1 ([18]), e, como
tais superficies sao naturalmente obtidas como quocientes entre o plano hiperbdlico e grupos
fuchsianos, o estudo desenvolvido neste trabalho tem destacada importancia tedrica.

Além disso, uma extensao natural dos estudos desenvolvidos neste trabalho pode ser con-
duzida em espacos hiperbdlicos de dimensoes maiores do que 2, utilizando, por exemplo, gru-
pos kleinianos em espacos hiperbdlicos tridimensionais. Outra perspectiva de futuros estudos
pode ser voltada para aplicagoes praticas dos cédigos geometricamente uniformes em espagos
hiperbdlicos. Neste caso, mergulhos isométricos de espacos hiperbdlicos em espacos euclidianos
podem ser bastante uteis, uma vez que, na atualidade, a grande parte dos codigos corretores
de erros de bloco podem ser representados como reticulados em algum espaco euclidiano.
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