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SUMARIO 4

Resumo

Com o aumento na geracao de dados causado pelos avangos tecnologicos das tltimas dé-
cadas, é crucial que seja possivel armazenar e manipular tais dados em memoria principal

através de estruturas de dados que armazenam as informagoes de forma eficiente.

Diversas estruturas de dados foram criadas para representar grafos temporais utilizando
estruturas de dados compactas, visando alcancar uma diminuicdo no uso de memoria
mantendo o desempenho em tempo para realizar consultas no grafo. Dentre as estruturas
de dados para grafos temporais analisadas neste trabalho estao as listas de adjacéncia
tradicionais, assim como as estruturas Adjacency Log of Fvents (EveLog) (CARO; RO-
DRIGUEZ; BRISABOA, 2015), Time-Interval Log Per Edge (EdgeLog) (XUAN; FER-
REIRA; JARRY, 2003) e Compact Adjacency Sequence (CAS) (CARO; RODRIGUEZ;
BRISABOA, 2015), que utilizam representagoes compactas de arrays e bitvectors, assim

como wavelet trees para sua construcao.

Devido a escassez de referéncias de implementagoes das estruturas de grafos temporais
compactos analisadas neste trabalho, as mesmas foram implementadas sem um referencial
pratico, baseadas apenas nas suas respectivas propostas tedricas. Foi utilizado no projeto
o paradigma de orientagdo a objetos, assim como testes unitarios para garantir que as
operagoes foram implementadas de maneira correta. Além disso, toda a implementacao
foi feita pensando em obter um bom desempenho, de forma modularizada, clara e de facil

manutencao.

Apés a implementagao das estruturas de dados analisadas no trabalho utilizando as téc-
nicas escolhidas, foram executados experimentos para analisar a eficiéncia do uso de me-
moria e tempo médio por consulta para cada estrutura de grafos temporais, utilizando
geradores de grafos temporais aleatorios para gerar os dados de entrada para os testes.
Os experimentos mostraram um resultado inferior das implementagoes de estruturas de
grafos temporais compactos em relagao a abordagem utilizando listas de adjacéncia tradi-
cionais, tanto em uso de memoria quanto em desempenho por operacao, o que indica que
as implementacoes feitas neste projeto nao conseguiram alcangar na pratica o resultado

previsto pelas estruturas teoricamente.

Entretanto, ainda que os resultados obtidos ndo satisfizeram o que era proposto teorica-
mente, as implementacoes feitas podem servir como referencial para trabalhos futuros,
para buscar alcancar o que foi proposto de forma tedrica na préatica ou analisar estruturas

semelhantes que nao fizeram parte do escopo deste trabalho.

Palavras-chave: estruturas de dados, grafo, temporal, compacto, experimental.



1 Tabela de simbolos

Simbolo
log X

w

[a,b]
[a,b)
Ala, b]

Significado

Equivalente a log, X.

Tamanho da palavra utilizada pelo processador.
Intervalo fechado de ntimeros inteiros [a, b)].
Intervalo semi-aberto de niimeros inteiros [a, b).

Sub-intervalo da sequéncia A, composto pelos elementos
Ali], Vi € [a, b].

Elemento de indice i na sequéncia A. Considera-se 0 < i <
n, onde n indica o tamanho de A.

Notacao O de analise assintotica.

Notagao o de andlise assintética, tal que se f(n) = o(g(n)),
entao lim,,_, % =0.

Indica quantos bits sdo necessarios para representar o valor
x € N em bindrio. Equivalente a |log, x| + 1 para z > 0 e
len(x) =1 para x = 0.

Tabela 1 — Tabela de simbolos utilizados no decorrer deste trabalho.



2 Introducao

A quantidade de dados produzida hoje em dia estd aumentando mais rapidamente
que a capacidade de processar tais dados. Seja um super computador processando dados
sobre astronomia, ou um smartwatch processando dados do seu usudrio em ambos os
casos ha uma grande quantidade de dados a serem tratados em propor¢ao a capacidade

de armazenamento e processamento dos dispositivos.

Uma abordagem desejavel ¢ a manipulagao dos dados em memoria principal por
conta dos menores tempos de acesso. Entretanto, € comum nao ser possivel armazenar uma
grande quantidade de dados em meméria principal, sendo necesséario realizar acessos mais
frequentes em memoéria secundaria, que possuem um tempo de acesso maior. Por exemplo,
os discos rigidos operam na casa dos milisegundos por acesso (NEDEV; KAMENOV, 2018)
enquanto que as memorias volateis atuais como a SDRAM DDRA4 realizam operagoes de
entrada e saida com laténcia na casa dos nanosegundos' (aproximadamente um milhao

de vezes mais eficiente).

Dentre as possiveis estratégias para diminuir o impacto desse problema, inclui-
se o desenvolvimento de estruturas de dados compactas, onde o objetivo é armazenar
e manipular a informacao diretamente na forma compactada. Essas estruturas buscam
manter o desempenho semelhante ao de estruturas tradicionais, porém reduzindo o uso
de memoéria em varias ordens de magnitude. Por exemplo, teoricamente sdo necessarios
Z <logC,, =log ﬁ + log (%{,V ) bits para representar uma arvore binaria enraizada de n
nos, onde C), é o n-ésimo nimero de Catalao, que representa o nimero de arvores binarias
enraizadas com n nés. Suponha que Z é o limite tedrico de bits necessarios para armazenar
um certo conjunto de dados. Existem 3 classificagdes de estruturas de dados que visam o
uso de menos memoria, a primeira e mais econémica garante o uso de Z + O(1) bits e é
chamada de implicita. A segunda é chamada de sucinta e garante o uso de Z +o(Z) bits e

a terceira é chamada de compacta e garante o uso de Z + O(Z) bits (JACOBSON, 1988).

Diversas estruturas de dados foram desenvolvidas para reduzir o uso de bits pelas
estruturas de dados convencionais entre elas podemos citar: arrays (NAVARRO, 2016a),
bit vectors (NAVARRO, 2016a), arvores (JACOBSON, 1989) e grafos (NAVARRO, 2016a).
Recentemente, a comunidade cientifica tem proposto solugdes para estruturas de dados
compactas para grafos que registram informagoes de entidades e relacionamentos durante
periodos de tempo. Um exemplo desse cenario ¢ a modelagem de ligagoes entre usuarios
de telefonia, onde uma aresta entre dois individuos existe durante o tempo em que eles se

encontram em uma ligacao. Esse tipo de grafo temporal apresenta desafios para ser repre-

L Acessado em 15/10/2021: <https://web.archive.org/web/20211015172302/https://opendsa-server.cs.
vt.edu/ODSA /Books/Everything /html/Secondary.html>
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sentado utilizando poucos bits e realizando as operagoes de forma eficiente. Um exemplo
de desafio ¢é reduzir nimero de ponteiros utilizados, o que em contrapartida resulta em
uma perda de dinamicidade. Outro desafio é diminuir o espaco utilizado pela estrutura,

sem que haja perda significante de desempenho em tempo por consulta.

Dentre os estudos mais recentes sobre o tema podemos destacar o desenvolvimento
de algoritmos como o TGCSA (SADAKANE, 2003; BRISABOA et al., 2014), cuja ideia
principal é representar o grafo como uma string e construir um suffiz array sobre ela, com o
objetivo de reduzir uma operagao no grafo a problemas de string matching. Também pode-
mos destacar a utilizacao de estruturas de dados como a wavelet tree (GROSSI; GUPTA;
VITTER, 2003), que permite realizar operagoes eficientes baseadas em bitvectors, pos-

sibilitanto a representacao de grafos temporais utilizando compact adjacency sequences

(CAS) (CARO; RODRIGUEZ; BRISABOA, 2015).

Neste trabalho de conclusao de curso, foram analisadas empiricamente as estrutu-
ras de dados compactas mais comuns utilizadas para representar grafos temporais. Sao
elas: EdgeLog - Time-interval Log per Edge (XUAN; FERREIRA; JARRY, 2003) que
se baseia em uma lista de adjacéncia em dois niveis, FveLog - Adjacency Log of Events
(CARO; RODRIGUEZ; BRISABOA, 2015) cuja abordagem considera arestas temporais
na forma de eventos temporais e CAS - Compact Adjacency Sequence (CARO; RODRI-
GUEZ; BRISABOA, 2015) que representa o grafo como um array manipulado por uma

wavelet tree.

Dado o aumento na quantidade de estruturas de dados compactas sendo desenvol-
vidas, é dificil selecionar a mais adequada para o desenvolvimento de um projeto especifico.
Com o intuito de auxiliar na escolha da estrutura de dados ideal para uma aplicacao, este
trabalho teve como objetivo avaliar e comparar o desempenho de estruturas de dados

compactas do ponto de vista pratico, para a implementagao de grafos temporais.



3 Conceitos Fundamentais

Para o estudo das estruturas de representacao de grafos temporais apresentadas
no Capitulo 4 é necessario primeiramente conhecer as estruturas de dados elementares
que serao utilizadas. As estruturas aqui chamadas de elementares sao: arrays, bitvec-
tors e wavelet trees. Estas estruturas sao dependentes entre si (veja Figura 1), portanto
recomenda-se a leitura seguindo a ordem dessas dependéncias, para uma melhor compre-

ensao das estruturas apresentadas.

Array —— BitVector —— WawveletTree

Figura 1 — Dependéncias entre as estruturas elementares utilizadas na construcao de es-
truturas de representacao de Grafos Temporais Compactos.

3.1 Array

Arrays sao estruturas de dados fundamentais para a construcao de outras estru-
turas mais complexas. O objetivo principal de um array é armazenar dados em sequéncia
na memoria principal, de forma que eles possam ser acessados posteriormente durante a

execucao do programa.

Um array suporta as seguintes operacoes:

e read(A, x)

A operagao read permite o acesso ao valor do array A que estd armazenado na

posicao = € [0,n), onde n é o nimero de elementos de A.

o write(A, x, val)

A operagao write permite atribuir o valor val € N para a posi¢ao x € [0,n) do

array A, substituindo o valor anterior.

Os arrays comuns suportados pela maioria das linguagens de programacao arma-
zenam tipos de dados que ocupam uma quantidade de bits fixa pré-definida. Por exemplo,
para a criagdo de um array com capacidade de armazenar n inteiros em C++ utiliza-se

32n bits, uma vez que cada inteiro ocupa 4 bytes = 32 bits de meméria. O menor tipo de
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dados é o tipo char que utiliza 1 byte = 8 bits, portanto a menor quantidade de memoria
necessaria para armazenar um array de n elementos utilizando os métodos padrao das

linguagens de programacao é 8n bits.

-

E comum que os valores armazenados nao ocupem exatamente a quantidade de
bits atribuida pela linguagem de programacao. Por exemplo, para armazenar um valor
booleano é necessario apenas 1 bit, portanto seria possivel criar um array de apenas n
bits para esse proposito. Porém, como mencionado no paragrafo anterior, o menor tipo de
dados presente na linguagem C++4 ocupa 8 bits. Portanto na pratica seriam necessarios
8n bits para armagzenar um array booleano com n elementos. Neste cenédrio 7 a cada 8 bits

seriam desperdicados, o que representa 87,5% de desperdicio de espaco.

Além dos arrays de tamanho fixo (ou seja, cujas posiges utilizam um nimero fixo
de bits), podemos encontrar situagoes onde os valores armazenados no array necessitem
quantidades de bits diferentes por elemento. Por exemplo, seja A = [17,1]. A[0] = 17
precisa de 5 bits para ser armazenado enquanto que A[l] = 1 precisa de apenas 1 bit.
Neste cenario, se A utilizar uma quantidade fixa de bits para armazenar cada posicao,
serao necessarios no minimo 5 bits (quantidade de bits necessaria para armazenar o valor

méaximo de A), causando um desperdicio de 4 bits para armazenar A[1].

Portanto, seria interessante uma representacao de arrays cujas posicoes utilizem
exatamente a quantidade de bits necessaria para armazenar os valores, reduzindo o des-

perdicio de memoria resultante.

Nas proximas secoes serao discutidas algumas abordagens utilizadas neste trabalho
para a representacao de arrays que buscam trazer uma solucao para o desperdicio de

memoria apresentados nos paragrafos anteriores.

3.1.1 Arrays fixos

Para o contexto deste projeto, um array fixo k é uma sequéncia de elementos com
um valor pré-determinado k, tal que cada elemento ¢é representado em meméria utilizando
exatamente k bits. Existem arrays de tamanho fixo nas linguagens de programacao mais
populares, por exemplo o array do tipo int na linguagem C, que representa cada elemento
utilizando 32 bits. O problema é que nem sempre é desejavel utilizar £ = 32 bits. Em

alguns casos, pode ser mais interessante utilizar um valor k£ < 32.

Considere o array A = [4,6,2]. Se for utilizado um array do tipo int, serdo gastos
96 bits enquanto que apenas 9 seriam o suficiente (apenas k = 3 bits para cada elemento),

totalizando um desperdicio de 90%.

Uma proposta apresentada em (NAVARRO, 2016a) introduz uma maneira de ar-
mazenar um array fixo k, onde 0 < k < w, utilizando arrays fixos w tradicionais como

base.



Capitulo 3. Conceitos Fundamentais 10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A [ 20]18]22|22]|16]21 21

B |10100[1001010110/10110[10000]10101 10101
B |10100100101011010110 10000 10101 10101
W | 1010010010 1011010110 10000 10101 10101

W 2762827861 1991065600

Figura 2 — Exemplo de representagao de uma sequéncia A utilizando arrays fixos. O array
B ilustra a representacao légica de A na forma de uma sequéncia de bits
onde sao utilizados k = 5 bits por elemento, que é armazenada utilizando
o array W, em que cada posicao armazena blocos de w = 32 bits de B. O
clemento A[8] ilustra o caso onde os bits de um valor A[i] encontram-se em
uma tnica posicao de W, enquanto que o elemento A[6] ilustra o cenério onde
os bits de um valor encontram-se divididos em duas posicoes adjacentes de W'.

Imagem baseada na Figura 3.1 do livro Compact Data Structures - A Practical
Approach(NAVARRO, 2016a).

Considere por exemplo o array de dados A com n elementos, que serao representa-
dos utilizando k bits cada. Podemos representar este array como uma sequéncia B de nk
bits, onde cada bloco de k bits representa um elemento de A e portanto existem n blocos.
Dividindo B em blocos de tamanho w, é obtida uma nova sequéncia W, dessa vez com
[’;—ﬂ blocos. Como cada bloco possui w bits, pode-se utilizar um array fixo w ja disponivel
na linguagem de programacao para representar W, onde cada bloco seria uma posicao de

W. A Figura 2 exemplifica essa ideia.

Seguindo essa abordagem, é possivel armazenar os nk bits utilizando w [%’“1 bits
ao todo, reduzindo o desperdicio de memoria a uma quantidade constante w — 1 no pior

dos casos.

E preciso definir as operagoes read e write para arrays fixos considerando elementos
de k bits em W, que é organizado utilizando w bits por elemento. Para isso, utiliza-se
manipulacoes de bits para alcangar um desempenho satisfatério em tempo sem aumentar

o consumo de memoria.

Existem dois casos de funcionamento para cada operacao:

1. Os k bits desejados encontram-se completamente contidos dentro de uma posicao
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em W;

2. Os k bits desejados encontram-se parcialmente contidos em duas posigoes adjacentes
em W. Neste caso, uma quantidade 0 < k' < k dos k bits formam um sufixo no

bloco da esquerda e o restante dos k — &’ bits formam um prefixo no bloco da direita.

Ambos os casos mencionados acima podem ser visualizados na Figura 2 e devem

ser considerados durante a implementacao.

Para identificar qual caso devera ser tratado, ¢ preciso primeiro identificar em quais
blocos o elemento desejado encontra-se, utilizando-se o fato de que os bits em questao
estao adjacentes na sequéncia. Para descobrir em qual bloco b o i-ésimo bit da sequéncia

se encontra, utiliza-se a seguinte férmula: b = |i/w|.

Além de descobrir o bloco b que um determinado bit ¢ se encontra, também é im-
portante descobrir qual a posigao i’ do bit ¢ dentro de Wb]. Esse valor pode ser encontrado

através da seguinte formula: i =i (mod w).

3.1.1.1 Operacao read

Sejam o par (7, j) os indices do primeiro e tltimo bit de A[z] em B, tais que A[z| =
Bli, j]. Considere W [bi] e W[bj] os blocos em W que contém os bits i e j respectivamente,

sendo (bi, bj) os indices de tais blocos.

Para bi = bj, os k bits de A[z] formam um intervalo de tamanho k na méscara de
bits do bloco bi. Para descobrir o intervalo relativo dentro da mascara de bits, utilizam-se
as formulas: ' = i (mod w) e j' = j (mod w), onde (7, ;") representam o intervalo de
Alx] na méscara de bits de W [bi]. Para acessar um intervalo (a,b) em uma maéascara de

bits m podemos utilizar o seguinte comando em linguagem C:

#define access_mask_interval(m, a, b) ((m >> a) & ((1 << (b-a+1)) - 1))

Portanto, para casos em que bi = bj, pode-se escrever read(A, z) utilizando a

macro acima: read(A, x) = access_mask__interval(W/[bi/, i’, j’)

A operagao access_mask__interval(m,a,b) é composta apenas por operagoes de
manipulacao de bits, que sao implementadas em tempo constante pela linguagem de pro-

gramacao. Portanto, a complexidade em tempo da operagao read(A,z) quando bi = bj é

0(1).

Quando bi # bj, tem-se o cendrio onde o intervalo [a, b] encontra-se entre os dois
blocos. Sejam [aesq, w — 1] € [0,bgr] 0s intervalos em W(bi] e W[bj] que concatenados
compoem o intervalo [a, b]. Nesse caso, pode-se utilizar a fungao read_ diff blocks descrita

a seguir para realizar a leitura do elemento A[z]:
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int read_diff _blocks(int *W, int x) {
// calcula-se bi, bj, a_esq, e b_dir em termos de x

int val_esq = access_mask_interval (W[bil, a_esq, w-1);

int val_dir = access_mask_interval(W[bjl, 0, b_dir);
int val_esq <<= (b_dir + 1);

return val_esq | val_dir;

Assim como no caso mais simples, a leitura para blocos diferentes também se
resume a um nimero constante de manipulagoes de bit e portanto possui a mesma com-

plexidade de tempo O(1).

3.1.1.2 Operacdo write

Para executar a operacao write(A, z, val), assim como na operagido read(A, x)
discutida na secao anterior, utilizaremos o array W para representar a sequéncia de bits

B em blocos de tamanho w.

Para realizar a escrita, utiliza-se uma funcao semelhante a macro ac-
cess _mask__interval, que sera utilizada de maneira andloga para fazer a escrita de wval

na mascara de bits m (que neste caso serd um bloco no array W).

Para realizar a escrita em uma mascara de bits utilizamos a operagao logica XOR,
representada por @. Esta operagdo é interessante pois possui a seguinte propriedade:

a®a=0, que implica em: aa ®b=>b.

Essa propriedade pode ser utilizada para sobrescrever um sub-intervalo [a, b] de m
com o valor val (assumindo-se que val é representado usando no méximo b — a + 1 bits)

da seguinte forma:
1. m = m & (access_mask__interval(m,a,b) << a). Isso é equivalente a zerar o
intervalo [a, b] em m.
2. m=m® (val << a). Isso é equivalente a preencher o intervalo [a, b] na méscara de

bits m com os bits que representam val.

Os passos acima podem ser utilizados para definir a funcao

write__mask__interval(m, a, b, val):

// sobrescreve o intervalo [a, b] na médscara de bits m com o valor val
void write_mask_interval(int *m, int a, int b, int val) {

*m = *m ~ (access_mask_interval(*m, a, b) << a) ~ (val << a);
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A fungao acima pode ser utilizada para implementar a fungao write(A, z, val).
Assim como descrito para a operagao read(A, x), considera-se par (7,j) os primeiro e
ultimo bits de A[z] em B. Da mesma forma, W{bi] e W[bj] sdao os blocos em W que

contém os bits ¢ e j respectivamente.

Assim como em read(A, ), para os casos onde bi = bj, podemos definir a fungao

write(A, x, val) como:

/*
executa A[x] = val, onde A estd representado com o auxilio do array W, e
bi == bj

*/

void write(int *W, int x, int val) {
// calcula-se i’ e j’ e bi em termos de x

write_mask_interval (W[bil, i’, j’, wval);

De maneira andloga, para os casos onde bi # bj, o intervalo [a, b] pode ser dividido
em dois intervalos adjacentes [aesq, w — 1] € [0, baiy], tais que [aesq, w — 1] é um sufixo do

bloco da esquerda e [0, by;,:| é um prefixo do bloco da direita.

Sejam d = bg;, +1, d_val =val & ((1 << d)—1) ee_wval = (val >> d). Os valores
e_wal e d_wval representam as porcoes da mascara de bits do valor val que serao incluidas
nos intervalos [aesq, w — 1] e [0, bg;,| das mascaras de bits W [bi] e Wbj], respectivamente.

Desta forma, pode-se definir a seguinte fungdo write para os casos onde bi # bj:

/%
executa A[x] = val,
onde A estd representado com o auxilio do array W e bi != bj
*/
void write(int *W, int x, int val) {
// calcula-se a_esq, b_dir, bi e bj em termos de x
int d = b_dir + 1;
int d_val = val & ((1 << d)-1); // d_val contém os primeiros d bits de val
int e_val = val >> d; // e_val contém os demais bits de val
write_mask_interval(W[bil, a_esq, w-1, e_val);

write_mask_interval(W[bjl, 0, b_dir, d_val);

Assim como para a operagao read(A, z), a operagao write se baseia em um nimero
constante de operacoes de manipulacao de bits e portanto possui complexidade em tempo

de O(1) por operacao.
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3.1.2 Arrays variados

Na secao anterior foi apresentada uma abordagem bastante eficiente para lidar
com arrays cujos elementos utilizam uma quantidade fixa de bits. Apesar das técnicas
discutidas funcionarem bem com arrays cujos valores sao semelhantes, ainda ocorre muito
desperdicio quando os dados armazenados possuem distribuicao aleatéria e variada. Por
exemplo, para armazenar os valores {2, 1,16} em um array que utiliza células de tamanho
fixo, seriam necessarios pelo menos 5 bits para armazenar o valor 16 e, portanto, seriam
utilizados 15 bits para armazenar o array todo (5 bits para cada elemento). Porém, o valor
2 precisa de apenas 2 bits para ser representado e o valor 1 utiliza apenas um tnico bit.
Portanto, sao necessarios apenas 8 bits para representar os dados, apenas 53% dos 15 bits

utilizados pela abordagem mencionada.

Pensando em reduzir o uso de memoéria, (NAVARRO, 2016a) apresenta uma abor-
dagem que permite armazenar sequéncias de valores arbitrarios, reduzindo o desperdicio
de memoria e permitindo realizar acessos com um desempenho satisfatério. Essa aborda-
gem, descrita a seguir, inviabiliza a escrita dos elementos no array por se tratar de uma
abordagem estatica. Entretanto, para o contexto de grafos temporais compactos tratado

neste trabalho isso nao serda um problema.

3.1.2.1 Sampled pointers

Uma primeira abordagem para representar arrays variados ¢ a abordagem chamada
de sampled pointers. Ela consiste em construir os arrays B e W da mesma forma que é

feito para os arrays fixos (Segao 3.1.1).

Para array fixos essa abordagem funciona sem complica¢oes pois um determinado
valor A[i] é diretamente mapeado para o intervalo [ig,i1] = [ik, (i + 1)k — 1] em B.
Dessa forma, é possivel manipular os bits desejados usando as técnicas discutidas na

secao anterior.

D~

Porém, para arrays cujos elementos utilizam um numero variado de bits, nao

D~

possivel saber diretamente qual é o intervalo ocupado por um valor em B. Portanto,
necessaria uma abordagem diferente para encontrar o intervalo em que um determinado
valor ocupa em B. E exatamente esse o problema que os sampled pointers resolvem.

A ideia é dividir o array A em blocos légicos e criar um novo array P [0, [%W — 1},

onde N é a quantidade total de bits em B e k é um inteiro que representa o tamanho de
cada bloco légico. O valor P[z] indicard o inicio do intervalo de A[z x k] em B. Dessa

forma, para descobrir onde um determinado valor A[i] estd, basta identificar qual é o bloco

pi = [%J em que ele se encontra. Apds descoberto o bloco p;, itera-se linearmente sobre os

bits em B que compoem os i’ =i (mod k) elementos do bloco 16gico que aparecem antes

de Ali], para encontrar a posicao inicial de A[i] em B.
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Para que seja possivel iterar nos elementos do bloco, é necessario que os valores
estejam codificados utilizando alguma técnica que permita realizar a decodificagdo por

meio da leitura em sequéncia dos bits, como a codificacdo Gamma () (ELIAS, 1975).

Uma vez utilizados os sampled pointers para encontrar o intervalo Blig,i1] que
representam os bits do valor A[i], pode-se aplicar as mesmas técnicas demonstradas na

Secao 3.1.1 para realizar a leitura dos bits de B armazenados com o auxilio do array W.

Perceba que utilizando essa abordagem, caso seja necessario atualizar uma posicao
utilizando uma quantidade maior de bits, toda a estrutura deve ser reconstruida e, por
isso, esta abordagem nao suporta de maneira eficiente operagoes do tipo write. Por esse

motivo a estrutura utilizando sampled pointers consiste em uma abordagem estética.

Portanto, operagoes do tipo read(A, i) podem ser executadas em O(k X lmax)
de tempo, onde Imax é o nimero maximo de bits necessarios para armazenar um valor
Alt]. Em termos de memdria, para construir a estrutura dos sampled pointers, além dos
w [%1 bits necessarios para armazenar W, é necessario armazenar [%W valores, um para
cada bloco, contendo [log N| + 1 bits representando o indice do inicio do bloco em B.
Para armazenar P, utiliza-se um array fixo que utiliza w bits por elemento e, portanto, a
estrutura utiliza w [%W +w [%W bits para ser armazenada.

3.1.2.2 Dense pointers

A abordagem utilizando sampled pointers é interessante pois permite trocar efici-
éncia de tempo por economia de memoria, simplesmente variando o tamanho do bloco k.
Porém, de maneira geral, é interessante uma abordagem que nao envolva iterar entre os

elementos do bloco para conseguir acessar um determinado valor A[i].

Para solucionar esse problema, pode-se estender a estrutura dos sampled pointers,
de modo que além de armazenar os indices do inicio de cada bloco, também armazena-se

o indice de cada elemento A[i], relativo ao bloco no qual ele se encontra.

Formalmente, a ideia é criar um novo array P’'[0,n — 1], onde P'[i] =
Z;;}W Ik] len(j), onde len(z) é o nimero de bits utilizados para representar o valor x
na base binaria. Portanto, pode-se encontrar o inicio do intervalo de A[i] em B em tempo
constante por meio da férmula: indice(i) = PJ[|i/k]] + P’[i]. De maneira semelhante,
pode-se calcular o intervalo Blig,i1] que representa A[i], encontrando i = indice(i) e
iy = indice(i + 1) — 1.

Dessa forma, é possivel realizar a leitura de A[i] em W utilizando as mesmas
abordagens descritas na Secao 3.1.1 em tempo constante. Para isso, utiliza-se os dense
pointers para encontrar o intervalo em B ocupado por A[i], e os demais passos para fazer

a leitura sao os mesmos que foram utilizados para os arrays fixos.

Em termos de memoria, para armazenar P’ sao necessarios n valores, porém
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cada valor representa um indice relativo ao bloco ao qual se encontra e por isso uti-
liza [log(k x Imaz)| + 1 bits para ser armazenado. Portanto, ao todo sao utilizados
w [%1 +w [gw +nlog(k x Imazx) bits para armazenar os sampled e dense pointers. O valor
escolhido para k no trabalho foi £ = w x In 2 e portanto a complexidade final de memoria

para armazenamento da estrutura ficou em O (N + nlog(w X lmax x In2)) = O(nlogw).

3.2 Bitvector

Na Sec¢ao 3.1.1 foi discutida uma forma de armazenar arrays utilizando um niimero
fixo de bits para representar cada elemento. Essa abordagem se mostra muito eficiente
para manusear arrays de bits, pois permite armazenar sequéncias de n bits com desperdicio
de memoéria constante. Porém, além de armazenar os dados, ¢ comum que seja necessario

extrair informagoes extras sobre a sequéncia de bits B[0,n — 1], por exemplo:

1. Quantos bits de valor 1 existem no prefixo B|0,]?
2. Qual a posicao do i-ésimo bit de valor 17

3. Quantos bits de valor 1 existem no array?

Essas operagoes podem ser respondidas de maneira trivial por meio de uma busca
linear no array, veremos a seguir que ¢ possivel respondé-las em tempo constante, man-

tendo o uso de memoria na ordem de o(n) bits.

A estrutura que nos permite responder tais perguntas para uma sequéncia de
bits B é chamada de bitvector e busca suportar as seguintes operagoes (que podem ser

combinadas para responder as 3 perguntas acima):

e access(B, 1): retorna o valor do bit armazenado na posicao i.

o rank(B, i, z): retorna quantos bits iguais a z existem no intervalo [0,4), com 0 <

i<mnexe{0,1}. Quando omitido, assume-se z = 1.

o select(B, i, z): retorna o indice do i-ésimo bit igual a z, com 0 < i <nex € {0,1}.
Também pode ser definido como a primeira posigao j, tal que rank(B,j,z) = i.
Para os casos onde 7 é maior ou igual ao niimero de bits iguais a x em B, retorna-se

o valor n. Quando omitido, assume-se x = 1.

A operacao access é suportada pelo array de bits e, por isso, o foco dessa se¢ao

serda implementar as outras duas funcionalidades: rank e select.
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3.2.1 Operacdo rank

Uma solugao trivial para o problema do rank é realizar uma busca linear no array
mantendo um contador dos bits de interesse até a posicao desejada. Tal abordagem é
simples, porém possui complexidade em tempo na ordem de O(n), o que para a maioria
dos casos ¢ muito lenta.

Outra solugao seria criar um array S de soma de prefixos, onde S[0] = 0 e S[i] =

'~ Blk],Vi > 0. Com esse array criado, a operacdo rank(B, i) é equivalente ao valor
armazenado em S[i]. A construcao desse array é feita em tempo linear, porém cada
consulta é respondida em O(1). O problema dessa abordagem é que a estrutura de soma
acumulada utiliza n|logn|+n bits para ser armazenada (n valores que utilizam |logn]|+1
bits para serem representados), o que é maior que a quantidade de meméria utilizada pelos

proéprios dados.

Uma abordagem proposta por Jacobson (JACOBSON, 1988) utiliza ambas as
abordagens propostas acima para solucionar o problema utilizando o(n) de memoéria adi-

cional, alcan¢gando um desempenho de O(1) de tempo por operagao.

A ideia é dividir o array em blocos grandes de tamanho log* n. O propésito com
essa divisao é que, ao invés de pré-calcular o rank para cada posicao utilizando soma
de prefixos conforme proposto acima, pode-se pré-calcular o rank para cada inicio de
bloco grande. Dessa forma, para calcular rank(B, i), basta encontrar o rank relativo ao
inicio do bloco que contém o elemento ¢ e somar com o valor do rank no inicio do bloco,
pré-calculado.

Essa abordagem utiliza logn bits para armazenar a resposta pré-calculada para

blocos grandes existentes, totalizando ™o%" = _n
’ log® n logn

n
log® n

cada um dos [ = o(n). Porém,
para calcular o rank dentro de um bloco grande é necessario realizar uma busca linear,

gastando O(log®n) de tempo.

Entretanto, pode-se realizar a mesma técnica de divisao de blocos para calcular o
rank dentro de cada bloco grande. A ideia é dividir o array também em blocos pequenos
de logn bits. Esses blocos pequenos estarao contidos em um bloco grande e armazenarao
a soma de prefixos dentro do bloco grande, até o inicio do bloco pequeno correspondente.

Dessa forma, para calcular rank(B, i), basta somar:

1. o valor do rank pré-calculado para o inicio do bloco grande,
2. o valor do rank pré-calculado do inicio do bloco grande, até o inicio do bloco pequeno,

3. o valor do rank do prefixo ¢ dentro do bloco pequeno.

Dessa forma, é atingida uma complexidade de O(logn) de tempo para iterar line-

armente nas posicoes do bloco pequeno. Porém, nos cenarios reais log n normalmente é
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4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
B 100000100000 0110000010100000.1 1000|0001

R’ |o| |1| |2]| |2]| o] |of |2 o [1] |2

R |o h 9

Figura 3 — Exemplo da representacao da sequéncia de bits B utilizando a divisao proposta
por Jacobson, utilizando blocos grandes e pequenos para pré-calcular o rank
para o inicio de cada bloco. O array R armazena os valores pré-computados
para o rank ao inicio de cada bloco grande, enquanto que o array R’ arma-
zena os valores do rank para cada posicao de B, relativos ao inicio do bloco
grande correspondente. Imagem baseada na Figura 4.3 do livto Compact Data

Structures - A Practical Approach(NAVARRO, 2016a).

menor que w e portanto esse calculo do rank dentro do bloco pequeno pode ser feito com
manipulacoes de bits e utilizando ferramentas que nos permitem fazer a contagem de bits
em uma palavra do sistema em O(1), como a funcdo ___ builtin__popcount() implementada
pelo compilador GNU/GCC' de linguagem C/C++, alcangando-se um desempenho em
tempo de O(1) por consulta.

Em relacao a memoria, como ainda sao utilizados blocos grandes, inicialmente a
estrutura consome o(n) bits de espago conforme analisado anteriormente. Para os blocos
pequenos, ¢ preciso armazenar apenas a soma dentro do bloco grande, portanto utilizando

n

O(log(log®n)) = O(loglogn) bits para pré-calcular o rank de cada um dos LO—W blocos

gn

pequenos, totalizando um gasto de meméria adicional de O ("l%:;g") = o(n).
Portanto, utilizando a divisao em blocos de dois niveis descrita acima consegue-se
implementar uma estrutura que suporta operagoes rank(B, i) em O(1) de tempo, utili-

zando o(n) bits de meméria adicional.

3.2.2 Operacdo select

Assim como a operagao rank, é possivel implementar a operagao select(B, i) de
diversas maneiras. A mais trivial de todas é fazer uma busca linear no array para encontrar
o i-ésimo bit desejado. Porém, essa abordagem teria complexidade de tempo linear, o que

na maioria dos casos ¢ mais lento que o desejado.

Outra abordagem seria pré-calcular a resposta para o select(B, i) em uma tabela
para cada bit 1 presente no array*. O calculo seria feito em tempo linear, porém cada con-
sulta seria respondida em tempo constante, uma vez que os dados estariam pré-calculados.

Porém, no pior caso, quando o array fosse composto majoritariamente de bits de valor 1,

L Aqui assume-se que o bit desejado possui valor 1, mas o mesmo pode ser abstraido para o bit 0.
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seriam necessarias n posigoes na tabela, cada uma utilizando [logn]| bits, o que resultaria

em um consumo de meméria de n[logn| bits, mais que o préprio array.

Entretanto, para arrays esparsos, ou seja, com poucos bits iguais a 1, seriam ne-
cessarias menos entradas na tabela e, portanto, menos memoria seria utilizada para ar-
mazenar todos os possiveis pré-cdlculos. De forma geral, se o array possuir m bits de valor
1, sdo necesséarios m[logn| bits para pré-calcular as respostas. Portanto, para casos onde

m é pequeno, essa abordagem pode ser interessante.

No caso do array ser denso, isto ¢, com muitos bits iguais a 1, uma possivel solugao
¢ usar busca bindria combinada com rank para encontrar a tultima posi¢do 7, tal que
rank(B,j) = i. Dessa forma, select(B, i) = j e o calculo é feito utilizando o(n) de memoria
adicional, necesséaria para a implementacao do rank, com uma complexidade de O(logn)

de tempo para a execucao da busca binaria.

Uma abordagem que busca aproveitar os beneficios das duas anteriores foi proposta
por Clark (CLARK, 1997) e baseia-se em dividir o array em superblocos, de forma que
cada superbloco contenha s bits iguais a 1. Como os bits estao distribuidos aleatoriamente
pelo array, esses superblocos terdo tamanhos diferentes e portanto alguns serdao densos,
enquanto que outros serao esparsos. Para os superblocos esparsos sao pré-calculadas as
respostas, enquanto que os superblocos densos sao tratados utilizando busca binaria ou
busca linear (caso o tamanho do superbloco seja bem pequeno).

. 2 ,
Considere s = log”n e que um superbloco esparso é aquele com pelo menos s? =

log? n bits. De maneira analoga, um superbloco é denso se possuir menos de s? = log?n
elementos. Para cada superbloco b, serd calculado um valor S[b] indicando o inicio de b
na sequéncia de bits B.

logﬁn superblocos esparsos, cada um utilizando logn bits

No pior caso, existirao

para armazenar a resposta dos s possiveis bits iguais a 1 dentro do superbloco, totalizando

Ve . 2 .
um consumo de meméria de O (%) =0 (logn) = o(n) bits. Nos casos em que
a resposta se encontra em um superbloco denso, é necessario fazer uma busca binaria

dentro do mesmo, com um desempenho de O (log log* n) = O(loglogn) por consulta.

Para diminuir o tempo da consulta, pode-se aplicar a mesma divisao de blocos
novamente para criar sub-blocos, que serao utilizados para responder as consultas em

superblocos densos.

Considere um sub-bloco sendo um bloco que contém +/logn bits de valor 1 e esta

contido dentro de um superbloco denso. Um sub-bloco é chamado de esparso se ele contiver

logn

5 bits e denso caso contrario.

pelo menos

Para pré-calcular as respostas para os sub-blocos esparsos, serd criado um array
S’ que irda armazenar o indice em B para cada um dos +/logn bits iguais a 1 do sub-

bloco, relativos ao superbloco denso ao qual ele pertence. Existem no maximo [%1



Capitulo 3. Conceitos Fundamentais 20

sub-blocos esparsos. Para cada um dos /logn bits iguais a 1 pertencentes a um sub-bloco

esparso serao utilizados loglog* n = 4loglogn bits para armazenar o indice relativo ao

superbloco. Portanto, serdo gastos O ([%W x y/log nloglog n) =0 ("iﬁ%") = o(n)

bits de memoria para pré-calcular as respostas para os bits que se encontram dentro de

um sub-bloco esparso.

Para calcular a resposta para os sub-blocos densos, armazena-se para cada bloco

o indice de inicio em B relativo ao superbloco denso ao qual ele se encontra. Cada sub-

n

bloco denso possui pelo menos +/logn bits, logo existem [ @W sub-blocos densos e

cada indice relativo é representado utilizando O (log log? n) bits. Dessa forma, é possivel
pré-calcular o indice do inicio de cada sub-bloco utilizando O ("%%’i") = o(n) bits. Para
calcular a resposta dentro de cada sub-bloco denso, pode-se pré-calcular todas as possiveis
logn . . . .
272" respostas em uma tabela. Uma segunda abordagem seria percorrer os bits iguais a
1 da mascara de bits do sub-bloco denso utilizando técnicas de manipulacao de bits.
A abordagem escolhida neste trabalho utiliza a segunda abordagem, com complexidade
O(z) = O(w), onde z é o niimero de bits iguais a 1 existentes do inicio do sub-bloco denso

até o resultado de select(B, 1).

Portanto, ao todo sdo gastos o(n) bits para pré-calcular as respostas para consultas
em superblocos esparsos. Para os superblocos densos também sao utilizados o(n) bits para
pré-calcular as respostas para sub-blocos esparsos, assim como para armazenar o inicio
de cada sub-bloco denso. Dessa forma, sdo gastos o(n) bits de meméria no total, alcan-
cando O(1) de tempo por consulta, com excessao das consultas pertencentes a sub-blocos
densos, que possuem complexidade O(w). Na pratica, consultas em sub-blocos densos sao
eficientes devido ao uso de mascaras de bits, portanto considera-se uma complexidade

O(1) amortizada para consultas do tipo select.

3.3 Wavelet tree

Conforme apresentado na Secao 3.2, os bitvectors sao uteis quando é necessario
manipular sequéncias de bits. Porém, nem sempre as sequéncias a serem manipuladas sao
compostas de valores binarios. Uma extensao dos bitvectors seria realizar as operagoes
rank e select em uma sequéncia cujos elementos pertencem a um intervalo [0, ). Uma das
estruturas que permite fazer isso é chamada de wavelet tree (GROSSI; GUPTA; VITTER,
2003), descrita a seguir.

Seja um alfabeto 3, que representa o intervalo [0, o). A wavelet tree permite realizar

as seguintes consultas sobre elementos de uma sequéncia A[0,n — 1] onde A[i] € 3

o access(A, i): retorna Alil;
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o rank(A, i, c): retorna quantos indices j existem no intervalo A[0,i — 1] tais que

Alj]=c,parace X e j <i.

o select(A, i, ¢): retorna qual o maior indice j tal que rank(A, j, ¢) = i. Em outras
palavras, retorna qual a posicdo do i-ésimo valor ¢ na sequéncia, onde ¢ € X e
0 <i < n. Se o nimero de valores iguais a ¢ em A for menor ou igual a i, retorna-se

n.

Uma solucao trivial para responder tais consultas seria construir um array de soma
de prefixos para cada simbolo ¢ € ¥. Tal abordagem iria resultar em uma matriz M de

dimensodes o x n, onde M|c][i| = rank(A,i,c) para cada par de valores (c, ) possiveis.

Utilizando tal abordagem, seria possivel responder consultas do tipo rank(A, 1,
¢) em O(1) pois estariam pré-calculadas e consultas do tipo select(A, i, ¢) em O(logn),
utilizando busca bindria para encontrar o maior j tal que rank(A4, j,c¢) > i. Como cada
valor armazenado em M é menor ou igual a n, seriam utilizados O(onlogn) bits para

armazenar todas as possiveis respostas para o rank(A, i, c).

A wavelet tree busca reduzir o consumo de memoéria a O(wo + nlogao) bits, com

complexidade O(log o) de tempo por consulta.

3.3.1 Construcao

A ideia da wavelet tree baseia-se em construir uma arvore binaria sobre o alfabeto
2, onde cada né da arvore representa uma particao de elementos do array A, assim como
um sub-intervalo de valores de ¥, de forma que todos os elementos A[i] representados por

um no especifico estao contidos no sub-intervalo do alfabeto representado pelo mesmo.

Seja X a raiz da arvore, que portanto representa o array A inteiro e o intervalo
[0,0). Sejam também X, € Xg, os filhos da esquerda e direita de X. Os elementos
representados por X sao repassados aos filhos de forma que X.,, recebera os valores
0 < Afi] < {%J e Xgr receberd os valores {%J < Ali] < ¢. Se um né representa um
intervalo de valores [c, c|, para ¢ € ¥, esse n6 é uma folha na arvore e, portanto, nao

possui filhos.

Para implementar a operacao access(A, i), é necessario percorrer o caminho per-
corrido pela posicao ¢ da sequéncia até uma folha. Sejam X a folha que contém o elemento
Ali] e [¢, ¢] o intervalo do alfabeto representado por X, como o intervalo possui um tnico

valor possivel, conclui-se que Ali] = c.

Para percorrer o caminho de um indice ¢ na arvore até um né-folha, considere
por exemplo a sequéncia de valores A’ representada por X.,. E necessario saber qual
indice j em A’ um determinado valor A[i] encontra-se. Para conseguir essa informacao, é

mantido um bitvector B em cada né X’ indicando para cada elemento Ali] representado
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rank(A, 10, 6) — access(A, 15)7 fse\ect(A. 1,3)
o=12 A..[10,6,1,2,6,8,5,6,10,10)6,11,10,3,0,10,4,9,10,3,4,7,11,2
> =[0,0) P
B 1,1,0,01,1,01, 1, 1,1 1, 1,0,0,.1,0,1, 1,0,0,1, 1,0
Aos [1.253,04,3,4,2 A.:..[10,6,6,8,6,10,10}6/11,10,10}9,10,7,11

Boos- 0'0:1:1'0.1,1- B

10000, 1, 1,8, 1, 1,.1,1, 1,0, 1|
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A.l0] AT AnB3 ALBA ALBSSE] AL[7] A A..[10101010910
select ‘rénck l:Zi 3: 3 access L 10

Figura 4 — Exemplo de construcao da estrutura wavelet tree para uma sequéncia A com
o =12 e ¥ = [0,11], tal que cada noé representa um sub-intervalo [a,b] do
alfabeto X, indicado pela notacao A<, p> € B<qp>. Em cinza estao as sequéncias
representadas logicamente por cada né da arvore e, em preto, os elementos
que sao armazenados por cada n6é como parte da construcao da estrutura,
sao eles: bitvectors, intervalos do alfabeto e ponteiros para os filhos. Também
é possivel visualizar os nés e indices percorridos da raiz até as folhas para
o calculo das operagoes rank(A, 10, 6) e access(A, 15), assim como para a
operagao select(A, 1, 3), cujo célculo comega na folha e sobe em diregao a
raiz. Imagem baseada na Figura 6.4 do livto Compact Data Structures - A
Practical Approach(NAVARRO, 2016a).

por X', se o mesmo foi repassado para a esquerda ou para a direita durante a construcao.
Formalmente, B[i] = 0 se Ai] foi repassado para a esquerda, ou B[i] = 1 se A[i] foi
repassado para a direita.

Dessa forma, se um determinado elemento A[i] for tal que A[i] < L%

serd representado como o elemento j = rank(B,,0) em X.s,. Caso contrario, A[i] serd

J , O esmo

representado como o elemento j = rank(B,i,1) em Xg,. O processo acima é repetido
recursivamente até que o subconjunto de A representado pelo né seja vazio ou até que o
né X' seja uma folha, conforme exemplificado pelo Algoritmo 1. A Figura 4 exemplifica

uma wavelet tree.

3.3.1.1 Anilise

Como cada né ird repassar os elementos aos quais é responsavel para os filhos,
cada nivel da wavelet tree serd composto de n elementos. Consequentemente, a soma de

todos os bits necessarios para um determinado nivel da arvore é igual a n. Como descrito
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Algoritmo 1: access(A, i) utilizando wavelet tree

inicio

X = raiz da wavelet tree;

X.L e X.R compoem o intervalo em 3 representado por X;
enquanto X.L # X.R faga

B = bitvector representando os elementos do n6 X;

b = access(B,1);

i = rank(B,1,b);

se b = 0 entao

‘ X = Xesq;
fim
senao
‘ X = Xdir;
fim

fim

retorna X.L;

fim

na Se¢ao 3.2, é possivel implementar bitvectors utilizando n+ o(n) bits de meméria. Logo,
cada nivel da wavelet tree também utilizard n + o(n) bits para armazenar os bitvectors
necessarios. Além disso, serdo armazenados dois inteiros em cada nd, relativos ao inter-
valo representado pelo mesmo, assim como dois ponteiros para os seus respectivos filhos,

totalizando 4w bits por no.

Em cada nivel o intervalo do alfabeto representado por um né é dividido pela
metade, logo podem existir no maximo [log o] niveis abaixo da raiz. Portanto, ao todo,
os bitvectors utilizarao n[logo| + o(nlog o) bits para serem armazenados e, em geral, o é

constante.

Com a quantidade de niveis da arvore, pode-se calcular a quantidade de nés da
mesma. No caso da arvore ser completa, cada nivel k terd 2* nés, de maneira que o
niimero total de nés é menor ou igual a Z,Gi%‘ﬂ ok — oflogal+l _ 1 < 9 x 2flogol _ 1 < 4.
Para cada né sao armazenados 4w bits e, portanto, os nés da arvore utilizam no maximo
16wo bits para armazenar as informacgoes referentes ao alfabeto representado e os filhos

correspondentes.

Portanto, somando-se o espago ocupado pelos nés individualmente e pelos bitvec-
tors totaliza-se um consumo de n[logo|+o(nlogo)+ 16wo bits para armazenar a wavelet

tree.

3.3.2 Operacao rank

Seguindo o Algoritmo 1, chega-se ao né-folha da drvore que contém o elemento A[i,

logo representa o intervalo o[Ali], A[i]]. Um fato interessante é que se A[i] é representado
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pelo indice 0 < 4" no né-folha, entdo existem 4" elementos A[j], j < i tais que A[j] = Ali].
Portanto, rank(A, i, Afi]) =14’

Seguindo a mesma ideia, pode-se modificar o Algoritmol para que ao final dele o
no-folha resultante represente o intervalo [¢, ¢| em X e, portanto, torna-se possivel saber
quantos elementos A[j], j < i existem tais que A[j] = ¢, que é exatamente a resposta para

a operacao rank(A, i, ¢). O Algoritmo 2 representa essa ideia.

Algoritmo 2: rank(A, i, ¢) utilizando wavelet tree

inicio

X = raiz da wavelet tree;

X.L e X.R compoem o intervalo em Y representado por X;
enquanto X.L # X.R faga

B = bitvector representando os elementos do n6 X;

X.L+X.R
se c < { 5

X = Xesq;

i =rank(B,1,0);
fim

senao

X = Xdir;

i =rank(B,i,1);
fim

fim

retorna i;

fim

J entao

3.3.2.1 Anilise

Como a cada passo do algoritmo percorre-se 1 nivel na arvore, sao realizadas
[log o] iteragoes para calcular o rank. A cada iteracao é necessario realizar consultas do
tipo rank em um bitvector, que podem executadas em O(1) conforme demonstrado na
Secao 3.2.1. Portanto, a complexidade final da operagao rank é de O(log o) em tempo e
O(1) de memoéria uma vez que a wavelet tree ji estd construida, pois nao é necessario

criar nenhuma estrutura de dados adicional para o calculo da operagao.

3.3.3 Operacdo select

Assim como na operacao rank, a operacao select também é calculada por meio de
uma busca na wavelet tree. Porém, a busca tera inicio em um noé-folha da arvore e ira

subir até a raiz em busca de calcular a resposta esperada.

O objetivo é responder a consulta select(A, i, ¢), que representa qual o indice do

1-ésimo elemento de valor ¢ em A. Seja X o no-folha que representa o valor ¢ do alfabeto
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e Xy 0 ancestral direto do né X na wavelet tree, o calculo do select pode ser feito com

o Algoritmo 3.

Algoritmo 3: select(A, i, c¢) utilizando wavelet tree

inicio
X = No-folha que contém elementos de valor c;
X.L e X.R compoem o intervalo em ¥ representado por X;
Xpai representa o ancestral direto de X na arvore;
enquanto X nao € raiz faga
X = Xpai;
B = bitvector representando os elementos do n6 X;
se ¢ < | XLAXE | entdo
‘ i = select(B,1,0);
fim
senao
‘ i = select(B,1,1);
fim
fim
retorna i;
fim

3.3.3.1 Anilise

Para executar o Algoritmo 3, é necessario primeiramente fazer uma busca da raiz
até a folha, semelhante ao que é feito pelo Algoritmo 1. Como foi demonstrado, essa ope-

racao pode ser executada em tempo O(log o), utilizando O(1) bits de meméria adicional.

Uma vez que foi encontrado o né-folha, é preciso executar operagoes select nos
bitvectors dos nos presentes no caminho da folha até a raiz. Para que nao sejam armaze-
nados ponteiros para os ancestrais de cada né na arvore, armazena-se ponteiros para os
noés presentes no caminho até a raiz, para que seja possivel efetuar o célculo de X,,,; para
0s nos presentes no caminho. Outra abordagem, utilizada neste trabalho, é implementar o
algoritmo 3 de maneira recursiva, armazenando os nés do caminho até a folha na pilha de

recursao. Entretanto, ambas as abordagens utilizam O(w log o) bits de memoria adicional.

Uma vez construida a wavelet tree com bitvectors que utilizam a abordagem pro-
posta por Clark demonstrada na Secao 3.2.2 para calcular a operacao select, cada operacao
select nos bitvectors do caminho até a raiz pode ser executada em tempo O(1) utilizando
O(1) bits adicionais ao espago utilizado pela wavelet tree. Como existem [logo| ndés no
caminho da folha até a raiz, no total a operagao select(A, i, ¢) na wavelet tree possui

complexidade O(log o) de tempo e O(wlog o) bits de meméria adicional.
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4 Grafos temporais compactos

Um grafo temporal consiste em um conjunto V' de vértices, numerados no intervalo
0, |[V|—1] e um conjunto de E arestas e; = (u, v, tin;, t fim ), onde u, v sdo vértices do grafo,
que estiveram conectados no intervalo de tempo [tim-, t fim], para 0 < t;n; < tpim < T, para
tini,trim, T € N, sendo T' o valor maximo para os instantes de tempo. Para cada par de
arestas e; = (u,v,to,t1) e ea = (u,v,ts,t3) com t; < t9, é considerado que os intervalos

[to, t1] e [t2, t3] ndo possuem intersecao, a ndo ser nos instantes t; e to.

Considera-se uma representacao logica para os grafos temporais utilizando listas
de adjacéncia de eventos, como apresentado na Figura 5. Define-se um evento na lista de
adjacéncia de um determinado vértice u o par (v,t), que indica um instante no tempo
simbolizando o inicio ou o fim da aresta (u,v). A sequéncia events[u] é composta pelos
eventos que representam a lista de adjacéncia de um vértice u, para u € V', enquanto que
a ordem de um evento (v,t) em events|u] indicard se 0 mesmo representa o inicio ou o

fim da aresta (u,v).

Neste trabalho, as estruturas de dados que representam os grafos temporais im-
plementam as trés operacoes bésicas apresentadas na Tabela 2: has edge, neighbours e
aggregate, sendo as duas primeiras implementadas de maneira especifica para cada es-
trutura de dados e a ultima sendo uma implementagdo comum a todas as estruturas

analisadas.

has__edge(u, v, tini, tsim) Retornar um valor booleano indicando se existe
uma aresta do vértice u para o vértice v em algum
instante do intervalo de tempo [tini, ¢ fim]-
neighbours(u, tin, trim) Para um determinado vértice u, retornar todos
os vértices v tais que exista uma aresta de wu
para v em algum instante do intervalo de tempo
[tinis tpim]-

aggregate(tin;, tfim) Retornar todas as arestas do grafo que estao ati-
vas em algum instante do intervalo de tempo

[tinis tim)-

Tabela 2 — Operacoes basicas de grafos temporais que foram utilizadas para avaliar o
desempenho de cada uma das abordagens analisadas neste trabalho.

Para a implementacao da operacao aggregate(tini,tsim ), constréi-se um array de

pares (u/,v"), composto pela unido das sequéncias N,, definidas como:

Ny = {(u,v),Vv € neighbours(u, tin;, tfim)}, Vu € V. (4.1)
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Nas segoes a seguir, descrevem-se as estruturas e correspondentes algoritmos uti-

lizados para implementar as operacoes da Tabela 2.

Para cada operagao é feita uma analise do consumo de tempo e memoria,
utilizando-se estruturas tradicionais da biblioteca padrao da linguagem C++ para com-
putar os dados temporarios necessarios para cada uma das operagoes, por exemplo, listas
de vértices e tabelas hash auxiliares. Portanto, a analise de memoria do armazenamento
de cada estrutura foi feita de maneira aprofundada, enquanto que o foco da analise de

cada operagao mencionada na Tabela 2 foi em desempenho de tempo.

4.1 Estrutura de dados Adjacency Log of Events (Evelog)

A estrutura Adjacency Log of Events (EveLog) (CARO; RODRIGUEZ; BRISA-
BOA, 2015) baseia-se em armazenar as arestas do grafo de forma semelhante a uma
lista de adjacéncia tradicional. Para cada vértice uv € V', o que determina se um evento
e € eventsu] é o inicio ou a conclusdo de uma conexao ¢ a paridade do mesmo na sequén-
cia, onde aqueles que possuem paridade impar indicam o inicio, caso contrario representam

o término de uma aresta.

Por exemplo, considere u = 0 e events[0] = [(1,1),(2,1),(1,4),(2,5)] (veja Fi-
gura 5). O primeiro evento (1,1) representa o inicio de uma conexao entre os vértices
u = 0ewv =1no tempo t = 1. Como o terceiro evento é referente ao vértice v = 1
novamente, considera-se que o mesmo representa o fim da conexao entre os vértices u e
v no tempo ¢’ = 4. Portanto, ambos os eventos juntos representam uma aresta (u,v) que
ficou ativa no intervalo de tempo [1,4]. De forma andloga, a lista também inclui uma

aresta entre os vértices u = 0, v' = 2, no intervalo de tempo [1,5].

events

— (0,1)—(0,4)
—(0,1}—(0,5)

u
{
0 —(1,1r—(2,1)—=(1,4)—=(2,5)
1
2

Figura 5 — Exemplo da organizagao légica da lista de eventos da estrutura EveLog para
um grafo bidirecional, ilustrado na direita. Em colorido encontram-se os ins-
tantes no tempo no qual cada evento ocorreu, onde eventos com a mesma cor
na lista de eventos representam a mesma aresta no grafo. Por exemplo, em
events|0] encontra-se o evento (2, 1) que equivale ao evento bidirecional (0, 1)
de mesma cor em events|2].
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4.1.1 Construcao

Para o armazenamento de cada lista de eventos events|u], sdo utilizados dois arrays
variados com as técnicas abordadas em 3.1.2, denominados labels[u] e timestamps|ul,
onde labels[u] armazena os vértices v que fazem parte dos eventos de u e timestamps|u]
armazena os instantes em que cada evento ocorreu. Portanto, se e; = (v, ), e; € events|ul,
entéo labels[u][i] = v e timestamps[u][i] = t. E importante notar também que os eventos

sao ordenados em ordem crescente por instante de tempo.

Visando diminuir a variabilidade dos dados e diminuir o consumo de memo-
ria, utiliza-se a técnica de compressao delta gap nos valores que formardao o array
timestamps|u]. De maneira simplificada, para uma determinada sequéncia de inteiros
S[0,V — 1], a codificacao delta gap baseia-se em criar uma outra sequéncia S’[0,V — 1],

de forma que S’[0] = S[0] e S’[i] = S[i] — S[i — 1], Vi > 0.

4111 Analise

Seja m o nimero de elementos em events|ul, Vu € V. Armazena-se ambos os arrays
labels[u] e timestamps[u] utilizando arrays variados (veja 3.1.2) com dense pointers, uti-
lizando O(mlogw) bits de memoria. Em termos de tempo, é aplicada a codificacdo Delta
Gap nos tempos dos eventos para construir timestamps|u] iterando-se nos elementos com

complexidade O(m).

Como existem |E| arestas, tem-se que >_,cy my, = | F| e portanto > ,cy my, logw =
| E| log w. Dessa forma, pode-se armazenar a estrutura EveLog utilizando O(| E|log w) bits,

com tempo de construcao de O(|E|).

4.1.2 Operacdo has_edge

Para executar a operacao has_edge(u, v, tin;, tfim), calcula-se os seguintes valores:
1. 7, que é o indice do primeiro evento e = (v,t) € events[u] que ocorreu apés o inicio
do intervalo [tini, tim], tal que t > tp;,

2. j, definido como o primeiro evento e = (v,t) € events|u| que ocorreu ap6s o intervalo

[tini, trim], ou seja, t > tpim,

3. fregin, que é 0 nimero de eventos e, = (v,t) € events|u| contendo v antes do inicio

do intervalo, tais que k < 1,

4. fena, definido como o nimero de eventos e, = (v,t) € events[u] contendo v antes do

fim do intervalo, tais que k < j.
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Uma vez calculados os valores acima, a aresta (u, v) estara ativa em algum instante
do intervalo [tini,tfim] S€ foegin for impar, indicando que a aresta (u,v) estava ativa no
inicio do intervalo [tin;, t fim], OU S€ fena > foegin, O que significa que algum evento e = (v, t)

aconteceu, tal que t € [tini, tfim]-

Caso nenhum dos dois cenarios sejam verdadeiros, significa que a aresta estava
desativada no inicio do intervalo de tempo desejado e nao ficou ativa em nenhum momento.
Portanto, se algum dos casos acima forem verdadeiros, tem-se que has _edge(u, v, tini,tfim)

= true, sendo has_edge(u, v, tini, trim) = false.

4121 Andlise

Primeiramente, para acessar o array timestamps|u] é necessario fazer a decodifi-
cagdo Delta Gap, que pode ser feito em O(m) de tempo e meméria, onde m é o nimero
de elementos em events|u|. Para encontrar os indices i e j pode-se utilizar busca binaria,

alcangando um desempenho de O(logm) de tempo e consumo de memoria constante.

Para realizar o calculo de fiegin € fend, € necessdrio iterar em events|u] mantendo
a frequéncia dos eventos (v,t) em um contador, consumindo O(m) de tempo e O(1) de

memoria.

Portanto, a complexidade final de tempo e memoria adicional por consulta é

O(m) = O(|E]).

4.1.3 Operacdo neighbours

Para encontrar os vizinhos de um determinado vértice u que estiveram ativos em
pelo menos um instante do intervalo de tempo ¢ = [tin;, t fim], € necessario calcular quais
arestas (u, v) estavam ativas no inicio de ¢ e quais ficaram ativas durante o mesmo intervalo

de tempo.

Faz-se uma busca linear em events[u] com o auxilio dos arrays timestamps|u] e
labels[u] mantendo-se dois conjuntos de elementos Sunies € Saurante, que contém os vértices
v tais que: se v € Synres, €Nta0 a aresta (u, v) estava ativa no inicio do intervalo de tempo
t. Da mesma forma, se v € Sgurante, €NtA0 a aresta (u, v) ficou ativa em pelo menos um

instante de t.

A resposta para a operacao neighbours(u, v, tini, tfim) € Santes U Sdurante, que €

calculada por meio de uma busca linear com o auxilio de uma tabela hash.

4.1.3.1 Analise

Assim como na operagao has__edge, é necessario decodificar o array timestamps|u]

antes de realizar os célculos necessarios. Como visto, essa decodifica¢ao é feita em O(m)
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de tempo e meméria, onde m é o nimero de elementos em events|ul.

Para manter os conjuntos Sgnes € Saqurante foi utilizada a estrutura
std::unordered__set, que é uma implementacao de conjuntos utilizando tabelas hash, dis-

ponibilizada pela linguagem C++.

Ao todo, utilizando-se os métodos descritos, tem-se uma complexidade de O(m) =

O(|F|) em tempo e meméria para realizar o cdlculo da operagao neighbours.

4.2 Estrutura de dados Time-Interval Log Per Edge (Edgelog)

A estrutura Time-Interval Log Per Edge (EdgeLog) (XUAN; FERREIRA; JARRY,
2003) é uma representacao de grafos temporais compactos cuja ideia principal baseia-se
em manter uma lista de adjacéncias em dois niveis para cada vértice. Para cada vértice u,
mantém-se uma lista encadeada L1, com os identificadores dos vizinhos de u, em ordem
crescente. Cada vizinho v presente nessa lista ird possuir um ponteiro para uma outra lista
encadeada L2, com os pares de tempos de inicio e término da aresta (u,v), ordenados

por tempo de inicio. A Figura 6 exemplifica essa ideia.

u L1,
(¢) I - > ! labels[0]
timestamps[0] __1 , 1,
L2o,1 |—> 1> L20,2|—> 1> P

1 -0 offsets[0]
L1

2 —|0
L1

Figura 6 — Exemplo da organizacao logica das listas e sub-listas que compoem a estru-
tura FdgeLog para o grafo temporal bidirecional ilustrado. As listas L1, em
azul representam quem sao os vizinhos de um determinado vértice u e cada
vizinho possui uma sub-lista L2, , com os pares de intervalos de tempo nos
quais a aresta (u,v) ficou ativa. Na direita sao ilustrados os arrays labels|0],
timestamps|0] e offsets[0] que sao utilizados para armazenar a estutura, onde
labels[0] armazena os elementos de L1y, timestamps|0] armazena a concate-
nagao das listas L2y e L2, e offsets|0] indica o inicio de cada sub-lista L2
em timestamps|0].
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4.2.1 Construcao

Para evitar o uso de ponteiros, sao criados 3 arrays que juntos representam a lista

de adjacéncia de um determinado vértice u. Sao eles:

o labels[0, P —1], onde P é o ntimero de vértices v tais que existe pelo menos 1 evento
(u,v) na lista de adjacéncia. Esse array armazena os vizinhos de v na mesma ordem

em que eles aparecem em L1,.

o timestamps|0,Q — 1], onde @ é o nimero de eventos existentes na lista de adja-
céncia de u, armazena os instantes no tempo onde ocorreram cada evento de forma
sequencial. Pode ser visto como a concatenagao de L2,,,Yv € labels[u]. O valor
timestamps|z],0 < z < @ — 1, onde x é par, representa o inicio de um intervalo de

tempo da aresta (u,v), que teve fim no instante de tempo timestamps|[z + 1].

e of fsets|0, P — 1], onde P é o ntimero de vértices v adjacentes a u, como definido
para labels[u]. Armazena para cada vizinho v, o indice de inicio dos instantes de

tempo dos eventos (v, ) no array timestamps|ul.

Para o exemplo da Figura 6, tem-se que labels[0] = [1,2], timestamps[0] =
[1,4,1,5] e of fsets[0] = [0,2]. Visando diminuir a variabilidade dos dados e alcancar
maior compactacao, codifica-se os trés arrays utilizando a codificacao Delta Gap, as-
sim como é feito para a estrutura de dados FveLog 4.1. Apés essa primeira codificagao,
armazena-se os resultado utilizando codificacdo de Huffman (HUFFMAN, 1952).

4211 Analise

Sejam Sigpels, Stimestamps € Sof fsets as sequéncias geradas para os trés arrays menci-
onados anteriormente, codificados utilizando a codificacao delta gap. Seja também o valor
n igual a soma dos tamanhos das trés sequéncias. Apds a codificacao Huffman, tem-se
um consumo de memoria menor que O(nHy(S) +n) bits (NAVARRO, 2016b), onde S é a
concatenacao de Sigpeis; Stimestamps € Sof fsets, €nquanto que Ho(S) é a entropia de ordem

zero da sequéncia S.

Para realizar a construgao das sequéncias Sjapeis, Stimestamps € Sof fsets, € Preciso
ordenar os eventos, com um desempenho de O(|E|log|FE|) em tempo. Apé6s ordenados
os eventos, os mesmos sao comprimidos utilizando a codificagao delta gap em O(|E]) de
tempo e a codificacao de Huffman, que também é calculada em O(nHy(S)) = O(|E|) em

tempo.

Portanto, armazena-se a estrutura EdgeLog utilizando O(nHy(S)) = O(|E|) bits

de memoria.
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4.2.2 QOperacdo has_edge

Para responder a consulta has edge(u, v, tini, tfim ), primeiramente é realizada a

descompressao dos arrays labels, timestamps e offsets.

Seja pos, o indice do vértice v em labels[u], que pode ser calculado em O(log P)
utilizando busca binaria. Calcula-se i = of fsets[pos,] e j = of fsets|[pos, + 1] — 1, que
representam o sub-array timestamps|i, j] que contém informacgoes sobre os valores dos

intervalos de tempo em que a aresta (u,v) ficou ativa.

A operacao tem resultado true se existe algum intervalo de tempo [timestamps|z],
timestamps|[xz + 1]], onde x é par e i < x < j, que possui interse¢do em pelo menos um
instante com o intervalo [tin;,tm|. Caso contrario, retorna-se false indicando que nao

existe aresta entre os vértices u e v no intervalo desejado.

4221 Analise

Primeiramente é necessario descomprimir os arrays labels, timestamps e offsets,
que é feito em O(Q) de tempo e memoria adicional, onde @) é o nimero de eventos na
lista de adjacéncia de u. Apds a descompressao, percorre-se os % intervalos de tempo
t" em L2, verificando se hé alguma intersecdo entre ¢’ e o intervalo de tempo [tin;, tfim)
da consulta. Essa verificacdo pode ser feita em tempo constante e, portanto, essa etapa

também possui complexidade em tempo O(Q).

No pior dos casos @) é igual a |E| e, portanto, a complexidade final em tempo e

memoéria adicional por operagao has__edge é O(|E|).

4.2.3 QOperacao neighbours

A operacao neighbours(u, tin;, tsim) retorna como resultado uma lista composta
por todos os vértices v € labels[u], tais que has edge(u, v, tini, tim) = true. Para evitar
descompressao dos arrays labels, timestamps e offsets a cada chamada da funcao has_edge,
tais arrays sao decodificados uma tnica vez e utilizados pela funcao has edge conforme

apresentado na Secao 4.2.2.

4.2.3.1 Analise

Como cada chamada da operacao has edge ira percorrer apenas L2, para um
vizinho v especifico, ao fim do algoritmo cada lista L2 serd percorrida uma tnica vez e,

portanto, totalizando O(Q) operagdes.

Dessa forma, assim como a operagdo has_edge, a operacao neighbours possui de-

sempenho de O(|E]) em tempo e memoria.
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4.3 Estrutura de dados Compact Adjacency Sequence (CAS)

A Compact Adjacency Sequence (CAS) (CARO; RODRIGUEZ; BRISABOA, 2015)
¢ uma estrutura de dados utilizada para representar grafos temporais de maneira com-
pacta. Ela se baseia em representar a lista de adjacéncia de um determinado vértice u
como uma sequéncia de simbolos ¢ € [0, |[V| + T representando para cada tempo ¢; em
questao, quem sao os vértices v tais que existe um evento (v, t;) na lista de adjacéncia de u.
Por exemplo, seja events[u] = [(a,1), (b,3), (a,4), (b,4)] a representacdo de duas arestas:
(u,a) com intervalo de tempo [1,4] e (u,b) com intervalo de tempo [3,4]. A sequéncia de

simbolos S, para essas arestas serd [1,a,3,b,4,a,b|.

Para que seja possivel distinguir os valores referentes aos vértices e aos instantes
de tempo na sequéncia, cada instante ¢ de um evento (v,t) € events[u] é mapeado para
o valor t + |V|. Dessa forma, os valores presentes nas sequéncias pertencem ao alfabeto
¥ = [0,|V] + T, onde valores menores que |V| representam vértices no grafo e valores
t > |V| representam o instante de tempo t — |V| de algum evento presente em eventsu]. E
importante notar que esse mapeamento torna o grafo estatico, nao sendo possivel adicionar

vértices ao mesmo.

Logo, considerando T' = 4 e |[V]| = 2, a sequéncia S, utilizada como exemplo
anteriormente é representada como [3,0,5,1,6,0, 1] apds o mapeamento dos instantes de

tempo, considerando a =0e b= 1.

Seja a sequéncia de simbolos para os eventos de um vértice u € V representada
por S,. A estrutura CAS ird representar o grafo como uma sequéncia S composta pela
concatenacao das subsequéncias S, juntamente com um bitvector B representando quais
intervalos dessa concatenacao representam a sequéncia de simbolos S, de um vértice u

especifico.

Para uma sequéncia S, de m, elementos, cria-se uma sequéncia de bits B,[0, m,],
tal que B,[0] =1 e B,li] = 0 parai € [1,m,]. O bitvector B é definido como a concatena-
¢ao das sequéncias B,,u € V, tal que cada bit 1 refere-se a um vértice e cada bit 0 refere-se
a um elemento de S, de forma que se S possui m elementos e o grafo possui |V| vértices, B
possui m + |V| bits. Essa construgao de B permite encontrar em qual intervalo [i, j] de S
uma sequéncia S, é representada, por meio das férmulas ¢ = rank(B, select(B,u, 1),0) e
j = rank(B, select(B,u+1,1),0)—1. A Figura 7 exemplifica essa defini¢do das sequéncias
SeB.

Para realizar consultas no grafo utilizando esta representagdo, manipula-se a
sequéncia S com o auxilio de uma wavelet tree, definida na Secao 3.3, que reduz ope-
ragoes complexas em uma sequéncia de simbolos em um determinado alfabeto a uma

sequéncia de operacoes rank e select em bitvectors.
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Figura 7 — Exemplo da organizacao da estrutura CAS. A sequéncia S’ é o resultado da
concatenacao das subsequéncias S,,u € V, representadas em tons de cinza
distintos para cada u. Apds o mapeamento dos instantes de tempo t para
t < t+ |V], cria-se a sequéncia S que é armazenada por uma wavelet tree
(descrita na Secao 3.3). Cada instante de tempo ¢ ilustrado com cores dife-
rentes e representa um evento do grafo temporal apresentado, tal que valores
com a mesma cor representam o mesmo evento para uma determinada aresta
bidirecional. O bitvector B ¢é tal que o valor BJ[i] = 0 representa um elemento
da sequéncia S, para u = rank(B,i,1) e, portanto, cada sequéncia contigua
de zeros em B representa uma sub-sequéncia S, em S, enquanto que o valor
B[i] = 1 indica o inicio da préxima sequéncia de zeros, referente ao vértice
u=rank(B,i,1) + 1.

4.3.1 Construcao

Para construir a sequéncia S, primeiro ordena-se os eventos em events|u| para
cada vértice u € V em ordem crescente de tempo. Apds ordenados os eventos, percorre-se
events|u] para todo u € V em ordem crescente, construindo-se a sequéncia S e o bitvector
B.

Apébs a construcao da sequéncia S, constroi-se uma wavelet tree sobre a mesma,
que sera utilizada para realizar as operacoes has__edge e neighbours conforme descrito nas

Segoes 4.3.3 e 4.3.4 a seguir.

4311 Andlise

Para ordenar todos os eventos para cada vértice, foi utilizada a funcao std::sort
da biblioteca padrao da linguagem C++, com complexidade média O(|E|log |E|) para

ordenar todos os 2|E| eventos, onde |E| é o niimero de arestas do grafo.

A construgao de S ¢ feita realizando-se uma busca linear nos eventos. No pior dos
casos, existirao 2| E| elementos em S, representando todos os eventos do grafo e totalizando
uma complexidade de O(|E|) em tempo e meméria. S é utilizada para construir a wavelet
tree no alfabeto ¥ = [0, |V| + T, com ¢ = |V| + T + 1 e desempenho de O(|E|logo) de
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tempo.

Como S é representada pela wavelet tree, ndo é necessario armazenar S apés a
construcao da estrutura e, dessa forma, apenas o bitvector B é armazenado além da

wavelet tree.

Portanto, a estrutura CAS ocupa O(wo + |E|logo + ) = O(wo + |E|log o) bits
de espaco em memoria para ser armazenada, onde w é o tamanho da palavra do sistema

e pode ser construida em O(|E|log |E| + |E|log o) de tempo.

4.3.2 QOperacdes extras para a wavelet tree

Para que seja possivel realizar as operacgoes has_edge e neighbours utilizando a
wavelet tree construida sobre a sequéncia S é necessario definir 3 novas operagoes além

das que foram definidas anteriormente na Secao 3.3:

» range_next_value_pos(S, 1, r, val)

Retorna o menor indice j em S tal que 0 <1< j <r <ne S[j| > val, onde n

¢ o nimero de elementos em S. Caso nao exista nenhum j valido, retorna-se r + 1.

o range__count(S, I, r, val)

Retorna a frequéncia de val na subsequéncia S[l, r|. Formalmente, retorna quan-
tos indices j existem em S tal que 0 < 1 < j < r < n e S[j] = val, onde n é o

numero de elementos em S.

« range_report(S, I, r)

Retorna um array de pares (z, f,) indicando para cada valor x € S[l,r| qual a

sua frequéncia f, no intervalo.

4.3.2.1 Operacdo range_next_value_pos

Para implementar a operacao range next value pos(S, I, r, val), utiliza-se uma

abordagem recursiva semelhante a operagao select, descrita na Secao 3.3.3.

Sejam X a raiz da wavelet tree e [L, R| o intervalo em X representado por X.
Caso val seja maior que {#J , a resposta, caso exista, encontra-se na sub-arvore de X ;..
Caso contrario, todo elemento presente em X;,. é valido, porém, podem existir elementos
validos em Xj. . Nesse caso, é preciso calcular o minimo entre a possivel resposta em

Xieft € 0 Indice do primeiro elemento presente em Xy,

A implementacao desse algoritmo pode ser encontrado na linha 85 do c6digo no
github em <https://web.archive.org/web/20211020193747 /https://github.com/nunesg/
compact-temporal-graphs/blob/main/lib/Wavelet Tree.h> e é implementado em O(log o)

em tempo e memoéria utilizando recursao.
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4.3.2.2 Operacdo range_count

Essa operagao é equivalente a rank(S,r + 1,val) — rank(S,[,val). Dessa forma,
o célculo de range count(S, I, r, val) é feito com a mesma complexidade em tempo da
operagao rank descrita na Secao 3.3.2, com desempenho de O(log o) em tempo e O(1) de

memoria adicional a utilizada pela wavelet tree.

4.3.2.3 Operacao range_report

Para armazenar os pares (z, f,) da resposta para a operagao range__report(S, I, r),
utiliza-se uma tabela hash implementada pela estrutura std::unordered _map padrao da

linguagem C++.

Para encontrar os simbolos e suas respectivas frequéncias, realiza-se uma busca em
profundidade na arvore, com complexidade O(c) = O(|V|+ T') de tempo e O(logo) de

memoria adicional para armazenar a pilha de recursao.

No pior dos casos haverao O(|E|) resultados na resposta da operacao e, portanto,

utiliza-se O(|E|) de meméria para o armazenamento do resultado.

4.3.3 Operacdo has_edge

Para calcular has edge(u, v, tini, tfim ), primeiramente calcula-se o intervalo [4, j]
em S que representa a sequéncia S, utilizando-se o bitvector B por meio das férmulas
i = rank(B, select(B,u,1),0) e j = rank(B, select(B,u+ 1,1),0) — 1.

Calculado o intervalo [4, j], calcula-se o intervalo K = [kipi, kim) em S tal que i <

kini < kena < j 4+ 1 que representa os eventos que ocorreram em algum instante no tempo

pertencente ao intervalo [tin;, t fim]. O intervalo K pode ser calculado através das férmulas
kini = range_next wvalue pos(S,i,j,tin;) € kfim = range_next value_ pos(S,i, j,tfim+
1), onde range next wvalue_pos é a operagao descrita na Secao 4.3.2.1 executada pela

wavelet tree construida sobre a sequéncia S.

Com ambos os intervalos [i,j] e [Kini, kfim] calculados, utiliza-se a operagao

range__count da wavelet tree para calcular os seguintes valores:
o fantes = range__count(S, i, kin; — 1,v)
Representa a frequéncia de v em S|i, j| antes do tempo t;,;.
o frim =range_count(S,i, ki — 1,0)
Representa a frequéncia de v em S[i, j] até o tempo £ g,

® fdurante = ffzm - fzzntes

Representa a frequéncia de v no intervalo de tempo [tini, t fim]-
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A operacgao has edge retorna o valor true se e somente se fiurante € maior que 0,
indicando que ocorreu um evento com o vértice v em [tin;, tfim], OU S€ fantes for Impar, o

que significa que havia uma aresta (u,v) ativa no inicio do intervalo de tempo desejado.

4.3.3.1 Analise

Como todas as operagoes utilizadas possuem desempenho O(log o) em tempo e a
operacao range_next_value pos também possui essa complexidade em memoria, tem-se

que a operagao has__edge possui complexidade O(log o) de tempo e memoria.

4.3.4 QOperacdo neighbours

Primeiramente calcula-se os intervalos [i, j] € [Kini, Kfim] assim como descrito na

Secao 4.3.3. Com esses intervalos computados, pode-se calcular os seguintes valores:

o Rauntes = range_report(S, i, kpegin — 1)
Contém as frequéncias de todos os simbolos presentes em S|i, j] antes do instante
Lini-
° Rdurante = 7“0/719677’6]707'15(8, kbegin: kend - 1)

Contém as frequéncias de todos os simbolos presentes em S[i, j] durante o in-

tervalo [tznm tfzm] .

Os vizinhos de u no intervalo [t;,;,t fim] sao aqueles vértices v que aparecem em
Raurante, ou que possuem frequéncia impar em Rg,.s indicando que a aresta (u, v) estava

ativa no instante t;,;.

4341 Analise

Para construir a lista de vizinhos v é necessario fazer uma busca linear nos con-
juntos Rgurante € Rantes com 0 auxilio de uma tabela hash para evitar adicionar elementos
repetidos a resposta. Isso é feito em O(|V| 4+ T') em tempo e utiliza O(|E|) de meméria

adicional, assim como a operacao range_report utilizada no algoritmo.

Dessa forma, a complexidade da operagao neighbours ¢ O(|V| + T') em tempo e

O(|E|) em memoria.

4.4 Consideracoes finais

Apos analisar as estruturas de dados de representacao de grafos temporais é pos-
sivel comparar a eficiéncia de cada uma em tempo e consumo de memoria, como demons-

trado pelas Tabelas 3 e 4, respectivamente.
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FEveLog | EdgeLog CAS
Construgao O(|E|) | O(|E|) | O(|E|log(|]V|+T) + |E|log |E|)
Operagao has_edge | O(|E|) | O(|E|) O(log(|V|+ 1))
Operagao neighbours | O(|E|) | O(|E|) O(V|+|E|+T)

Tabela 3 — Comparacao das complexidades em tempo das operagoes has edge e neigh-
bours, assim como o tempo de construgao para cada estrutura de representagao

de grafos temporais.

EveLog EdgeLog CAS
Armazenamento (bits) | O(|E|logw) | O(|E|) | O(w(|[V|+T) + |E|log(|]V|+T))
Operagdio has__edge O(|E)) O(|E|) O(log(|V]+ 1))
Operagao neighbours O(|E]) O(|E]) O(|E))

Tabela 4 — Comparacao das complexidades em consumo de memoria adicional pelas ope-
racoes has __edge e neighbours, assim como a quantidade de bits utilizados para

o armazenamento de cada estrutura de representacao de grafos temporais.
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5 Experimentacao

Para cada representacao de grafos temporais descritas na Secgao 4, foram realizadas

as seguintes etapas:

1. Implementacao utilizando as técnicas descritas;

2. Execugao das operagoes suportadas pelo grafo (veja Tabela 2) com valores de en-

trada aleatérios de diferentes ordens de grandeza;

3. Analise da eficiéncia da implementacao utilizada, tanto em tempo médio por ope-
ragao quanto em consumo de memoéria, baseado nos dados coletados na experimen-

tacao.

Os algoritmos foram executados utilizando bases de dados de diferentes ordens de
grandeza criadas por geradores de grafos temporais artificiais com o intuito de obter o
consumo e memoria e desempenho médio por operagao, para que seja possivel comparar

as estruturas entre si.

5.1 Detalhes da implementacao

As estruturas analisadas neste trabalho foram implementadas na linguagem
de programacao C++11, utilizando o paradigma de orientagao a objetos. O codigo
pode ser acessado no diretério do GitHub pelo link <https://github.com/nunesg/

compact-temporal-graphs>.

A ferramenta de compilacao utilizada foi o programa Bazel', que possibilita a
compilacdo e a execucao de testes unitarios para o projeto. Também foram utilizados
scripts em linguagem Python3 para criagao dos grafos temporais, execugao dos testes para
cada estrutura de representacao de grafos temporais e armazenamento dos resultados em

um banco de dados MySQL.

Os grafos temporais foram gerados aleatoriamente e armazenados em um arquivo
de texto. Uma vez gerado tal arquivo com o grafo de entrada, eram executados os experi-
mentos para cada estrutura de grafo temporal, para que os resultados comparados fossem

relativos & mesma entrada.

1 Acessado em 20/10/2021: <https://web.archive.org/web/20211018114250/https://docs.bazel.build/
versions/4.2.1/bazel-overview.html>
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A medicio do tempo por operacao foi feita utilizando o método
high__resolution__clock::now() da biblioteca <chrono> da linguagem C++4, para

calcular a diferenca de tempo entre o inicio da operacao até o final de seu célculo.

Para medir o uso de memoria por cada estrutura, foi necessario implementar
um método measure_memory para cada estrutura de dados implementada, que mede
o uso de memoria alocado para a estrutura e suas sub-estruturas auxiliares através
do uso da fungdo sizeof da linguagem C. Por exemplo, para medir o uso de memo-
ria de um n6 de uma wavelet tree, soma-se os bytes utilizados pelas constantes (pon-
teiros e varidveis indicando o sub-intervalo do alfabeto representado pelo nd), assim
como o resultado do método measure memory aplicado nos filhos recursivamente e
no bitvector armazenado no noé em questao. Este algoritmo ¢ implementado na linha
133 do link <https://web.archive.org/web/20211020193747 /https://github.com /nunesg/
compact-temporal-graphs/blob/main/lib/Wavelet Tree.h>.

5.2 Resultados

As tabelas abaixo contém o tempo médio em milissegundos por operagao para
cada implementacao de grafos temporais, considerando um grafo temporal gerado alea-
toriamente com diferentes valores para |E| e T. As tabelas de armazenamento indicam,
para cada estrutura de dados, quantos kilobytes foram utilizados para armazenar o mesmo

grafo de entrada.

FEveLog EdgeLog
V] has_edge  neighbours  aggregate V] has__edge  neighbours  aggregate
10 0.0 0.1 5.8 10 0.03 0.3 6.0
100 0.0 0.0 3.2 100 0.0 0.0 7.4
1000 0.0 0.0 5.0 1000 0.0 0.0 8.2
10000 0.0 0.0 11.2 10000 0.0 0.0 11.8
100000 0.0 0.0 37.8 100000 0.0 0.0 42.6
CAS Lista de Adjacéncia
V] has_edge meighbours  aggregate V] has_edge meighbours  aggregate
10 0.0 0.45 9.6 10 0.0 0.0 0.0
100 0.0 0.0 45.0 100 0.0 0.0 0.0
1000 0.0 0.0 62.2 1000 0.0 0.0 0.2
10000 0.0 0.0 126.4 10000 0.0 0.0 5.0
100000 0.0 0.0 510.4 100000 0.0 0.0 53.0
Tempo de Construgao (ms) Armazenamento (kb)
V] Lista Adj. CAS  EdgeLog  EwveLog V] Lista Adj. CAS  EdgeLog EveLog
10 0.0 143.0 33.0 6.0 10 11 1271 4 8
100 0.0 161.0 33.0 12.0 100 14 1387 16 20
1000 0.0 190.0 31.0 12.0 1000 35 2216 113 129
10000 9.0 301.0 33.0 30.0 10000 246 4880 999 1151
100000 88.0 714.0 75.0 115.0 100000 2355 8536 9788 11347

Tabela 5 — |E| = 1000, T’ = 1000.



Capitulo 5. Ezperimentacdo

41

FEveLog EdgeLog

V] has__edge  neighbours  aggregate V| has__edge  mneighbours  aggregate
10 0.01 0.0 3.4 10 0.37 0.35 6.8
100 0.0 0.0 4.2 100 0.0 0.0 16.8
1000 0.0 0.0 6.6 1000 0.0 0.0 11.0
10000 0.0 0.0 8.2 10000 0.0 0.0 20.2
100000 0.0 0.0 47.8 100000 0.0 0.0 56.0

CAS Lista de Adjacéncia

V] has__edge  meighbours  aggregate V] has_edge  meighbours  aggregate
10 0.0 1.7 18.6 10 0.0 0.0 0.0
100 0.0 0.1 49.2 100 0.0 0.0 0.0
1000 0.0 0.0 97.2 1000 0.0 0.0 1.0
10000 0.0 0.0 141.8 10000 0.0 0.0 5.0
100000 0.0 0.0 656.6 100000 0.0 0.0 50.4

Tempo de Construgao (ms)

Armazenamento (kb)

V| Lista Adj. CAS EdgeLog  EveLog V] Lista Adj. CAS  EdgeLog EwveLog
10 0.0 384.0 47.0 16.0 10 11 11317 7 10
100 0.0 393.0 66.0 21.0 100 14 11354 18 22
1000 1.0 413.0 35.0 19.0 1000 35 12181 116 130
10000 7.0 478.0 66.0 37.0 10000 246 14675 1002 1152
100000 55.0 1141.0 95.0 121.0 100000 2355 18253 9792 11347
Tabela 6 — |E| = 1000, T = 100000.
FEveLog EdgeLog
V| has_edge  meighbours  aggregate V| has_edge  neighbours  aggregate
10 25.97 43.7 478.6 10 6.42 5.95 54.6
100 2.12 3.7 334.0 100 2.61 2.65 296.0
1000 0.0 0.0 550.6 1000 0.68 0.8 824.4
10000 0.0 0.0 405.4 10000 0.0 0.0 1068.6
100000 0.0 0.0 578.0 100000 0.0 0.0 1097.6
CAS Lista de Adjacéncia
V| has__edge  neighbours  aggregate V] has_edge  meighbours  aggregate
10 0.01 2.35 26.0 10 0.0 1.05 7.0
100 0.0 3.7 343.8 100 0.0 0.0 26.0
1000 0.0 1.9 2510.2 1000 0.0 0.0 34.2
10000 0.0 0.2 6710.2 10000 0.0 0.0 52.0
100000 0.0 0.0 13205.8 100000 0.0 0.0 121.0
Tempo de Construgao (ms) Armazenamento (kb)
V| Lista Adj. CAS EdgeLog  EveLog V| Lista Adj. CAS EdgeLog  EveLog
10 10.0 7825.0 401.0 565.0 10 1172 15846 38 705
100 16.0 12191.0 1450.0 931.0 100 1174 22790 238 797
1000 10.0 18641.0 3812.0 1552.0 1000 1195 34581 683 1018
10000 32.0 35283.0 4337.0 2226.0 10000 1406 52550 1761 2234
100000 91.0 117552.0 4038.0 2271.0 100000 3515 140745 11497 12991
Tabela 7 — | E| = 100000, T = 1000.
5.2.1 Analise

Apos a execucao dos experimentos, pode-se perceber que as estruturas de repre-
sentacdo de grafos temporais utilizando estruturas de dados compactas implementadas
neste projeto nao tiveram éxito em diminuir o uso de memoria para grafos temporais

de maior escala, quando comparadas a representacao nao-compacta que utiliza listas de
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FEveLog EdgeLog
V] has__edge  neighbours  aggregate V] has__edge  neighbours  aggregate
10 27.66 35.6 368.8 10 24.38 28.9 233.8
100 2.36 3.1 496.8 100 9.12 9.0 917.0
1000 0.0 0.0 475.4 1000 0.94 1.05 1029.0
10000 0.0 0.0 588.4 10000 0.0 0.0 1297.6
100000 0.0 0.0 706.2 100000 0.0 0.0 1304.8
CAS Lista de Adjacéncia
V| has__edge  neighbours  aggregate V| has__edge  neighbours  aggregate
10 0.0 92.55 1091.0 10 0.0 2.0 24.8
100 0.0 20.9 2278.4 100 0.0 0.0 14.6
1000 0.0 3.8 5365.0 1000 0.0 0.0 48.2
10000 0.0 0.4 8603.4 10000 0.0 0.0 35.4
100000 0.0 0.0 8629.0 100000 0.0 0.0 106.8
Tempo de Construgao (ms) Armazenamento (kb)
V] Lista Adj. CAS EdgeLog  EveLog 4 Lista Adj. CAS EdgeLog  EveLog
10 16.0 134360.0 842.0 767.0 10 1172 139983 182 749
100 12.0 134777.0 5427.0 1636.0 100 1174 142822 725 895
1000 18.0 3833020.0 4578.0 2158.0 1000 1195 145283 878 1158
10000 19.0 3445520.0 4084.0 3087.0 10000 1406 155883 1928 2384
100000 143.0 188572.0 4106.0 2640.0 100000 3515 238686 11743 13099

Tabela 8 — | E| = 100000, 7" = 100000.

adjacéncia tradicionais.

Isso pode ser consequéncia de um alto niimero de estruturas auxiliares que sdo ne-
cessarias para construir cada estrutura de grafo temporal utilizando as técnicas descritas
neste trabalho, o que aumenta a constante multiplicativa da complexidade em memoria
utilizada pelas estruturas. Por exemplo, percebe-se um alto consumo de memoéria pela
estrutura de dados CAS, que se d4 em grande parte pelo alto consumo de memoria adici-
onal necessaria para responder consultas do tipo select em bitvectors com complexidade

O(1) em tempo, conforme descrito na Se¢ao 3.2.2.

Outro fator que pode ter influenciado o desempenho foi o uso de grafos gerados
aleatoriamente, visto que as técnicas de compressao utilizadas pelas estruturas de re-
presentacao de grafos temporais analisadas podem obter um resultado superior quando

aplicadas em entradas reais.

Apesar do alto consumo de memoria, a estrutura de dados CAS se mostrou con-
sistente em executar operagoes do tipo has edge de maneira réapida, tanto em grafos
esparsos, ou seja, cuja proporc¢ao % é pequena, quanto em grafos densos, com % grande.
Porém, a abordagem utilizando listas de adjacéncia também entregou resultados excelen-
tes, o que inviabiliza o uso da estrutura CAS para grafos dos tamanhos analisados neste

projeto, devida a sua maior complexidade de implementacao e manutencao.

Em relacao as estruturas de dados FveLog e FEdgeLog, ambas mostraram desem-
penho inferior a estrutura C'AS para a execucao da operagao has_edge, apesar de serem

mais eficientes tanto em tempo de construcdo quanto em tempo por operagoes dos ti-
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pos neighbours e aggregate. Também percebe-se que a estrutura FdgeLog, é mais eficiente
que a estrutura FveLog para executar operacoes do tipo aggregate em grafos densos, mas

possui desempenho inferior em grafos esparsos.

Em termos de tempo de construcao, percebe-se que em geral a estrutura EveLog
possui um tempo de construgao menor que a estrutura EdgeLog, enquanto que o tempo
de construcao da estrutura CAS é claramente superior, em alguns casos mais de mil vezes

mais lento.
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6 Conclusoes

Durante o desenvolvimento deste projeto foram utilizados diversas referéncias teo-
ricas de como implementar as estruturas de dados de representacao de grafos temporais.
Porém, percebeu-se uma dificuldade para encontra-las implementadas em alguma lingua-
gem de programagcao para ter uma referéncia do ponto de vista pratico. Dessa forma, as
implementagoes feitas neste trabalho podem servir de base para futuras implementacoes

das mesmas estruturas, assim como de outras semelhantes.

Uma possivel continuagao para este projeto é realizar a andlise experimental de
outras estruturas de dados para representar grafos temporais, como as estruturas Compact
Events ordered by Time (CET) (CARO; RODRIGUEZ; BRISABOA, 2015) que faz o uso
de wavelet trees em alfabetos bidimensionais e Temporal Graph Compressed Suffix Array
(TGCSA) que utiliza suffiz arrays compactos (SADAKANE, 2003) para realizar consultas
em grafos temporais representados em forma de strings (BRISABOA et al., 2014).

Além disso, também pode ser interessante implementar as estruturas de represen-
tagao de grafos temporais compactos utilizando outras tecnologias, linguagens de progra-
macao e algoritmos, comparando os resultados obtidos nessas outras abordagens com o

resultado dos experimentos realizados neste trabalho.

Devido aos resultados nao esperados apés a experimentacao (estruturas compactas
utilizando mais memoéria que listas de adjacéncia tradicionais), percebe-se que devido a
forma com que foram implementadas as estruturas, nao foi possivel obter na pratica o

desempenho teoricamente previsto pelas mesmas.

Uma decisao que influenciou o alto consumo de memoéria da estrutura CAS foi o uso
de bitvectors que implementam operacoes do tipo select em tempo constante. Durante os
testes foi constatado um alto consumo de memoria pela implementacao feita neste projeto
da operagao select proposta teoricamente por (CLARK, 1997). Uma possivel solu¢ao para
o alto consumo de memoéria é implementar a operacao select utilizando uma combinacao
de rank e busca bindria para realizar o calculo da operacao com pouca memoria adicional.
Outra possivel estratégia que pode diminuir o uso de memoria pelos bitvectors é utilizar

bitvectors comprimidos, conforme apresentado em (NAVARRO, 2016a, Capitulo 4).
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