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Resumo

Esta pesquisa é do tipo quantitativa experimental e buscou investigar
o quanto a eficiéncia do algoritmo CoSaMP modificado segundo a teoria de
Compressive Sensing (CS) baseado em modelo QuadTree altera quando apli-
cado em imagens com ruido de quantizagao e esparsidade. O objetivo desta
dissertacgao foi avaliar o impacto dos ruidos de quantizacao e de aproximacao
a esparsidade na eficiéncia da reconstrucao de imagens, além de comparar a
eficiéncia entre o CoSaMP baseado em modelo QuadTree e o CoSaMP tradi-
cional. Para isso, foi necessaria uma revisao literaria aprofundada do estado
da arte em compressao de imagens, da teoria de CS convencional e da teo-
ria de CS baseado em modelo. Apds a etapa de revisao, foram construidas
rotinas no Matlab”™ e realizados varios testes variando valores de medidas
M, niveis de esparsidade S e passos de quantizacao () em quatro imagens
com diferentes esparsidades e resolucoes. Resultados demonstraram que os
erros de quantizacao nao sao percebidos quando o ruido de aproximacao a
esparsidade é grande. Por outro lado, quando os erros de esparsidade sao bai-
xo0s, foi possivel verificar melhor desempenho para os passos 1, 2, 4 e 8. Os
resultados mostraram ainda que a razao entre o nimero de medidas e o nivel
de aproximacao a esparsidade segue o seguinte critério: 3,00 < M/S < 3, 75.
Neste caso, os valores de M /.S variaram do menor para o maior, & medida que
as imagens variaram das mais esparsas para as menos esparsas. Foi possivel
observar que a eficiéncia do algoritmo nao depende do tamanho da imagem
empilhada N, mas sim do nivel de aproximacao a esparsidade S. Além disso,
observou-se que o CoSaMP QuadTree tem desempenho melhor que o Co-
SaMP para todos os valores de medidas M e desempenho melhor que o CS
convencional quando sao tomadas poucas medidas.

Palavras-chave

Modelo QuadTree, Wavelet, Quantizacao, Esparsidade, Otimizagao.
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Abstract

This work is an experimental quantitative research and it investigated
how much the efficiency of the CoSaMP algorithm modified according to the
theory that advocates the changes of the QuadTree model-based Compres-
sive Sensing (CS) when applied to images with quantization and sparsity
approximation noise. The aim of this study was to evaluate the impact
of quantization and sparsity approximation noise to the efficiency of image
reconstruction and to compare the efficiency between the Quadtree model—
based CoSaMP and the traditional CoSaMP. For this, a thorough literature
review of the state of the art in image compression, theory of conventional CS
and theory of model-based CS was done. After the review stage, Matlab?™
routines were built and several tests varying values of M measurements, S
sparsity levels and () quantization steps were applied to four images with dif-
ferent sparsity levels and resolutions. Results showed that the quantization
errors are not perceived when the sparsity approximation error level is high.
On the other hand, when the sparsity approximation error level is low we
observed better performance for steps 1, 2, 4 and 8. The results also showed
that the ratio between the number of measurements and the sparsity appro-
ximation level meets the following criteria: 3.00 < M /S < 3.75. In this case,
the values of M /S ranged from the lowest to highest, as the images varied
from less to more sparsely scattered. It was observed that the efficiency of
the algorithm does not depend on the N stacked image size, but rather the
S sparsity approximation level. Furthermore, we observed that the Quadtree
CoSaMP outperforms the CoSaMP for all M measurements and performan-
ces better than the conventional CS when we take less measurements.

Keywords

QuadTree Model, Wavelet, Quantization, Sparsity, Optimization.
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Parte 1

O Cenario



Capitulo 1

Introducao

1.1 Justificativa e Motivacao

A revolugao digital pela qual a sociedade pés-moderna estd passando tem
lancado varios desafios quanto ao processamento, armazenamento e transmis-
sao de sinais. A necessidade do homem e os consequentes avangos tecnolégicos
tem fornecido uma enorme quantidade de dados que devem ser comprimidos
para ocupar menos espaco de armazenamento e facilitar a transmissao. Neste
sentido, técnicas modernas de compressao de sinais fundamentadas no teo-
rema de amostragem de Shannon—Whittaker tém desempenhado um papel
bastante satisfatério para a maioria das aplicacoes praticas. Essas técnicas
utilizam o modelo amostragem—compressao que consiste em amostrar a uma
taxa de, no minimo, duas vezes a frequéncia de Nyquist para sinais limita-
dos em banda, aplicar técnicas de representacao de sinais e, posteriormente,
comprimi-los. Para alguns sinais que nao sao limitados em banda, como
imagens, a taxa de amostragem nao é ditada pelo teorema de Shannon—

Whittaker, mas sim pela resolugao espacial ou temporal. Porém, o teorema
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desempenha papel implicito ao se utilizar filtros passa—baixa antialiasing
para limitar a banda do sinal antes de amostrar.

Embora a teoria classica seja eficiente, existem algumas aplicagoes com
sinais ou imagens que nao se comportam tao bem utilizando o consagrado
modelo amostragem—compressao, ou porque o custo de aquisicao do sinal é
proibitivo ou porque os dispositivos amostradores nao conseguem alcangar as
altas taxas de amostragem exigidas pelo limite de Nyquist. Alguns exemplos
dessas imagens sao: imagens médicas, imagens de radar, imagens fora do
comprimento de onda visivel no espectro de frequéncia, etc.

Nesse contexto surge Compressive Sensing (CS)! — uma nova teoria ma-
tematica probabilistica capaz de adquirir poucas medidas nao adaptativas ja
na forma comprimida e reconstruir o sinal original com eficiéncia. Ela surge
como uma alternativa ao modelo amostragem—compressao e é caracterizada
pelas etapas simultaneas de aquisicao e compressao. Assim, a aquisi¢ao é
realizada como se fosse possivel conhecer a localizacao dos coeficientes mais
significativos e entao, amostrar apenas esses coeficientes.

A etapa de reconstrucao consiste em utilizar algoritmos de otimizagao
para encontrar o sinal original. Entretanto, resultados comparaveis com o
estado da arte em compressao, tal como o padrao JPEG2000, ainda nao sao
alcancaveis.

E aqui que surge CS baseado em modelo, que consiste em utilizar o co-
nhecimento prévio sobre imagens suaves e localmente suaves, que garante que
elas pertencem a uma classe ou possuem uma certa estrutura, para melho-
rar a eficiéncia do algoritmo de reconstrucao. Este procedimento é o mesmo
utilizado na etapa de representacao de sinais do padrao JPEG2000.

Ao invés de amostrar todos os elementos da cena, a etapa de aquisi¢ao

!Por ser uma nova teoria, alguns pesquisadores a denominam de Compressive Sensing
e outros, de Compressive Sampling. Devido a essa indefini¢do e a comodidade, optou-se
por utilizar a sigla CS no lugar das denominagoes anteriores.

Julio César Ferreira UFU



1.2 Objetivos 4

é realizada pelo produto de M < N funcoes de medidas aleatérias com
o sinal a ser adquirido = e a reconstrugao é realizada utilizando técnicas de
otimizacao convexa ou algoritmo guloso. A teoria de CS convencional garante

a reconstrucao com robustez para valores de

N
medidas, desde que a matriz que leva a esparsidade e a matriz de medida
tenham Propriedade de Isometria Restrita (RIP). Por outro lado, a teoria de

CS baseado em modelo garante reconstrucao com robustez para valores de
M = O(S) (1.2)

medidas, desde que tenham Propriedade de Amplificagdo Restrita (RAmP).
Esta teoria aproveita a existéncia de modelos mais realisticos para imagens,
que incluem a dependéncia entre os valores e a localizacao dos coeficientes

da imagem.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é avaliar a eficiéncia do algoritmo
de reconstrugao CoSaMP baseado em modelo na reconstrucao de imagens,
quando estas sao aproximadas por modelos realisticos baseado em transfor-
mada Wauvelet.

Inicialmente, sao avaliadas a eficiéncia do algoritmo na presenca de dois
tipos de ruido: aqueles gerados por diferentes passos de quantizacao e aqueles

obtidos a partir da aproximacao de distintos niveis de esparsidade. Deseja-

Julio César Ferreira UFU



1.3 Organizacao do Texto 5

se mostrar que a teoria de CS baseado em modelo garante robustez para o
algoritmo de reconstrucao CoSaMP com um nimero reduzido de medidas,
mesmo na presenca de ruido.

Apos a verificagao de como o algoritmo se comporta na presenca de ruido,
é avaliada a eficiéncia para diferentes valores de medidas e realizada a compa-
racao com dois outros algoritmos: CoSaMP tradicional e otimizacao convexa
minimizando a norma Total Variation (TV)?. Espera-se que o CoSaMP base-
ado em modelo tenha maior eficiéencia que o CoSaMP e seja um pouco melhor

que o algoritmo TV, principalmente para valores menores de medidas.

1.3 Organizacao do Texto

No capitulo 2 é apresentado o estado da arte em aquisicao e compressao
de imagens. Alguns dispositivos modernos de aquisicao, teorias e técnicas
consagradas de compressao de imagens baseada em codificagao por transfor-
mada sao relatadas.

No capitulo 3 é mostrada uma revisao bibliografica sobre o novo para-
digma baseado em aquisi¢ao por sensoriamento e reconstrucao, denominado
CS convencional. Os dois principais tépicos abordados sao: a etapa de
aquisicao por sensoriamento nao adaptativa do sinal e a etapa de re-
construcao a partir de algoritmos de otimizacao CoSaMP, que levam em
consideracao a representacao esparsa dos sinais, a teoria de aproximacao e
propriedades que garantem robustez para certo nimero de medidas. Além
disso, sao apresentadas algumas aplicacoes e um exemplo simples.

No capitulo 4 pode-se observar como a teoria de CS convencional foi mo-

dificada para interagir com sinais que apresentam modelos mais realisticos.

2A norma Total Variation é interpretada como a norma l; do gradiente da funcdo,
apropriadamente discretizada, [47].
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1.4 Consideragoes Finais deste Capitulo 6

Trata-se da insercao de algumas técnicas consagradas do padrao JPEG2000
na teoria de CS apresentada no capitulo 3. Sao apresentadas as novas pro-
priedades que garantem robustez para sinais suaves e localmente suaves e a
modificagao do algoritmo CoSaMP. No final do capitulo, pode-se verificar um
exemplo simples e outros modelos que podem ser utilizados para modificar o
CS convencional.

No capitulo 5 sao apresentadas as metodologias e os resultados para cada
um dos experimentos, visando inferir sobre a influéncia da variacao de passos
de quantizagdo (Experimento I) e a influéncia da variagdo da razao entre o
ntimero de medidas e o numero de esparsidade (Experimento II) na eficiéncia
do algoritmo CoSaMP baseado em modelo. Além desses dois experimentos,
a eficiéncia na reconstrucao de imagens é comparada para trés algoritmos
(Experimento III): o CoSaMP, o CoSaMP baseado em modelo e o algoritmo
com otimizagao convexa minimizando a norma TV. Por tltimo, alguns testes
especificos com imagens foram comparados com trabalhos relacionados.

No capitulo 6 sao discutidas as conclusoes obtidas dos resultados experi-
mentais, as contribui¢oes obtidas com a realizacao deste trabalho, bem como

novos trabalhos que poderao ser desenvolvidos futuramente.

1.4 Consideracgoes Finais deste Capitulo

Este capitulo apresentou a justificativa, motivagao e os objetivos deste
trabalho. Finalmente, ele mostrou como esta organizado o texto desta dis-
sertacao. O proximo capitulo apresenta o estado da arte em aquisicao e
compressao de imagens. Alguns dispositivos de aquisi¢ao e teorias consagra-
das de compressao de imagens baseada em codificagao por transformada sao

relatadas.
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Capitulo 2

Aquisicao e Compressao de
Imagens

Este capitulo apresenta o estado da arte para as técnicas de aquisigao e
compressao de imagens. A secao de aquisicao de imagens € reservada para a
apresentacao de alguns dos dispositivos sensores de intensidade luminosa mais
utilizados. Também é descrito o procedimento de digitalizacao da imagem
pela amostragem e quantizacao no dominio do espaco juntamente com a
exibi¢ao do teorema que garante, ainda que de modo implicito, a quantidade
minima de medidas necessarias para a reconstrucao exata da imagem. A
secao de compressao de imagens relata as técnicas que constituem os dois
padroes de compressao mais utilizados: o padrao de compressao JPEG e o

padrao de compressao JPEG2000.
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2.1 Aquisicao de Imagens

Como pode ser observado em [26], dois elementos sdo necessarios para
a aquisicao de imagens digitais: dispositivos fisicos constituidos de sensores
que sejam sensiveis as bandas do espectro eletromagnético e dispositivos que
visam converter a saida elétrica gerada nos sensores para a forma digital. Os
primeiros dispositivos podem operar em diversas bandas, tais como o infra-
vermelho, o visivel, o ultravioleta e o raio X. O produto obtido do segundo
dispositivo ja fica disponivel para processamento computacional subsequente.
Esses dois elementos que constituem a etapa de digitalizacao da imagem sao
denominados, respectivamente, amostragem e quantizacao. Como pode ser
visto em [44], a amostragem consiste em discretizar o dominio de definigao da
imagem nas diregoes x e y, gerando uma matriz de m por n medidas amostra-
das, respectivamente. Ja a quantizacao consiste em escolher o niimero inteiro
L de niveis de cinza permitidos para cada ponto da imagem monocromatica.

Existem diferentes dispositivos sensores especializados em diversas bandas
do espectro eletromagnético. Dentre os principais, pode-se citar os microden-
sidometros, analisadores de imagens, cameras de tubo vidicon e matrizes de
estado sélido fotossensivel, [26]. Os dois tltimos dispositivos sdo apresen-
tados com mais detalhe devido a sua maior aplicacao. Nos ultimos anos,
as cameras vidicon foram substituidas pelas cameras de estado sélido fotos-
sensiveis, tanto as constituidas de sensores por varredura de linhas quanto
as constituidas por sensores por varredura de area. A tecnologia utilizada
neste ultimo tipo de dispositivo ¢ baseada em Dispositivos de Carga Aco-
plada (CCD), que conseguem resolugoes da ordem de milhoes de pizels, [45].
Pode-se observar também em [45] que dispositivos fisicos do tipo Semicondu-
tor de Oxido Metalico Complementar (CMOS) compete proximamente com

os dispositivos baseados em tecnologia CCD, com a vantagem de serem mais
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2.1 Aquisicao de Imagens 9

baratos, compactos, portateis, robustos e com flexibilidade de adicionar ou-
tros circuitos ao circuito CMOS. Por outro lado, [45] cita que nao se espera
que a tecnologia CMOS desafie a tecnologia CCD para aplicacoes técnicas e
cientificas que requeiram alta fidelidade, alta resolucao e auséncia de ruido.
Assim, espera-se que novas técnicas sejam desenvolvidas com o proposito de
melhoramento da tecnologia CMOS, [45].

Ainda que haja dispositivos fisicos de qualidade, tais como os citados
acima, a digitalizacao adequada de uma imagem requer cuidados com a etapa
de amostragem para que nao perca informagoes durante este processo ou para
que a perda nao seja significativa, [44]. Neste sentido, existem teoremas que
fazem a ponte entre o caso continuo e o discreto. Desse modo, estas abor-
dagens para amostragem de sinais ou imagens seguem o famoso teorema de
Shannon—Whittaker, [48], que estabelece o limite da taxa de amostragem
para a reconstrucao garantida do sinal. O teorema define que um sinal de
banda limitada pode ser reconstruido completamente, desde que a taxa de
amostragem seja, no minimo, duas vezes maior do que a frequéncia maxima
apresentada no dominio da frequéncia. Essa frequéncia maxima é chamada
de limite de Nyquist, [41]. Para alguns sinais, tais como imagens, que nao sao
naturalmente limitadas em banda, a taxa de amostragem ¢ ditada nao pelo
teorema de Shannon, mas pela resolucao temporal ou espacial. Contudo, é
comum nesses sistemas a utilizacao de filtros passa—baixa antialiasing para
limitar a banda do sinal antes de amostrar e assim o teorema de Shannon de-
sempenha papel implicito, [16]. Nas dreas de conversao de dados, a tecnologia
de conversor analogico—digital padrao implementa a representacao de Shan-
non quantizada. Nesta representacao, o sinal é uniformemente amostrado na
taxa de Nyquist ou superior a ela, [16].

A segunda etapa do passo de digitalizacao é a quantizagao. O ntimero de

niveis de quantizacao da imagem pode ser de 2, 8, 32, 64, 128, 256 e 512 niveis
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de cinza ou mais, dependendo da aplicacdo. Além disso, em [44], pode ser
observado que o ntimero de niveis de cinza é poténcia de 2, ou seja, L = 2°,
onde L é o niimero de niveis de cinza e b é a profundidade da imagem. Senso-
res utilizados em aplicacoes de sensoriamento remoto utilizam valores tipicos
de profundidade b = 11, ou seja, 2048 niveis de cinza. Informagoes mais de-
talhadas sobre as técnicas de quantizacao mais utilizadas serao apresentadas

na segao 2.2.2 deste capitulo.

2.2 Compressao de Imagens

O desenvolvimento tecnolégico ocorrido nas ultimas décadas vem exigindo
um aumento significativo de dados e, consequentemente, tem exigido melhor
desempenho dos dispositivos de armazenamento e transmissao de informa-
coes. No caso especifico de imagens, a representacao compacta é procedi-
mento precipuo ante ao armazenamento ou transmissao de uma imagem ou
video. Como exemplo, [44] relata que um video com duragao de 1 minuto for-
mado por imagens de 512 por 512 pizels, exibidas a uma taxa de 30 imagens
por segundo, cada pixel representado por 24 bits, requer aproximadamente 1.4
GB para seu armazenamento. O alto custo de armazenamento é observado em
[45] no exemplo de reconstrugao de tomografia com 500 x 500 x 500 vozels que
requer 125 MB para armazenamento. Além desses exemplos pontuais, [44] e
[45] apresentam algumas areas que demandam alto indice de compressao, tais
como: videoconferéncia, televisao digital, telemedicina, comunicacao militar
via satélite, sensoriamento remoto, imagens médicas e busca por contetido
de imagem. Mesmo em face das recentes mudancas, tais como barateamento
de dispositivos de armazenamento, servicos em nuvem gratuitas e elevacao

da taxa de transmissao de acesso a internet, algumas aplicagoes tem carac-
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2.2 Compressao de Imagens 11

teristicas peculiares que exigem alta compressao, poucas medidas adquiridas
e baixo tempo de aquisi¢ao.

A compressao de dados objetiva reduzir o numero de bits necesséarios
para representar um sinal ou imagem explorando a estrutura dos dados e
as caracteristicas do usudrio, [47]. Em relagdo a estrutura das imagens, a
redundancia e a esparsidade sao exploradas, as quais tém significado para os
seres humanos. Ja em relacao as caracteristicas do usuario, sao exploradas
as limitacoes do sistema visual humano. Dois quesitos sao avaliados quando
se trata de compressao de imagens: o tempo necessario para comprimir e
descomprimir a imagem e a fidelidade da reconstrugao, [45]. Neste trabalho,
o objetivo principal é avaliar a fidelidade, embora seja observada também a
taxa média de bits para a imagem em estudo e o tempo de reconstrucao.
Deseja-se fazer a dificil escolha entre o 6timo para o nimero de bits usados
para representar um sinal e a quantificacao da diferenca entre a imagem

original e a imagem reconstruida.

2.2.1 Transformadas

A maioria das imagens naturais ou artificiais que tem significado para
os seres humanos sao redundantes e, por conseguinte, compressiveis. [44]
cita trés tipos de redundancia: a redundancia de codificacao que explora
a proporcao desbalanceada de cada simbolo; a redundancia interpixel que
explora a caracteristica de que pizels vizinhos em uma imagem normalmente
possuem alguma relacao ou similaridade e a redundancia psicovisual que
explora a imprecisao do sistema visual humano em perceber certos detalhes
em uma imagem. Como pode ser visto na figura 2.1, a imagem redundante
Lena apresenta pizels que nao estao na regiao de fronteira muito similares

aos seus adjacentes, enquanto que a imagem Ruido Branco nao redundante
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(a) Imagem Lena (b) Imagem Ruido Branco

Figura 2.1: Ezemplo de imagem redundante Lena e nao redundante Ruido
Branco com resolug¢ao 256 x 256 pizels.

possui comportamento muito diferente.

A existéncia de redundancia indica que o procedimento de armazenamento
da imagem utilizando todos os pizels é ineficiente, visto que a maioria dos
pizels é redundante. Segundo [27], a solugao é encontrar uma representacao
que faca as informagoes se concentrarem em poucos coeficientes significativos
e, posteriormente, ajustar os demais coeficientes para zero. A codificacao por
transformada é o nome dado a técnica de compressao de dados que muda a
representacao da imagem com o propésito de minimizar a redundancia dos
dados e maximizar a concentracdo de energia, [27]. Entretanto, a obten-
¢ao de matrizes com muitos zeros nao é suficiente para reduzir o nimero de
medidas necessarias para a reconstrucao da imagem. E necessdrio salientar
que os valores dos pizels variam geralmente entre 0 e 255 para pizels re-
presentados com 8 bits e, depois de aplicada a transformada, os coeficientes
podem assumir valores de pontos flutuantes arbitrarios e apenas proximos
de zero. Desse modo, a compressao nao é eficiente sem a etapa de quanti-
zagao, que visa representar um grande intervalo de valores por um conjunto

relativamente pequeno de simbolos e sem a etapa de codificacao, que leva
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2.2 Compressao de Imagens 13

em consideracao as caracteristicas estatisticas dos simbolos e a posicao dos
dispositivos mais significativos para mapear em um fluxo menor de simbolos
possiveis. Conforme foi visto, a codificacao por transformada consiste em
trés etapas: a aplicagdo de uma transformada na imagem original; a utili-
zacao de uma técnica de quantizacao e a implementagao de uma técnica de
codificacao.

A seguir, estuda-se duas transformadas mais comuns e suas aplicagoes em

compressao de imagens.

Transformada Discreta Cosseno

A Transformada Discreta Cosseno (DCT) é muito similar & transformada
de Fourier, uma vez que fornece uma analise espectral da imagem. Como
pode ser observado em [27], a DCT possui algumas propriedades que a torna
muito interessante para compressao de imagens. Ela é uma boa aproxima-
¢ao da Transformada étima Karhunen—Loeve (KLT) para dados com alta
correlagao e fornece excelente compactacao de energia para dados altamente
correlacionados. Trata-se de uma transformada real que pode ser implemen-
tada por um algoritmo rapido e a transformada independe da estrutura dos
dados. O primeiro coeficiente corresponde ao nivel médio do sinal e altas
frequéncias sao associadas com baixos coeficientes. Além disso, como muitos
coeficientes ficam préximos de zero, a distor¢ao é menor e resultados melhores

podem ser obtidos aplicando a DCT em blocos (B x B).

Transformada Discreta Wavelet

A principal caracteristica da Transformada Discreta Wavelet (DWT) é
que ela extrai informacgoes tanto no dominio do tempo quanto da frequéncia,

[27]. O seu funcionamento é constituido da decomposigdo de um sinal ou
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imagem sobre uma base composta de translagoes e escalonamentos de uma
funcao mae, o que equivale a filtrar o sinal em diferentes subbandas em
um numero pré-definido de estagios. Neste caso, o filtro passa—baixa faz a
suavizacao do sinal e a remocao de detalhes e o filtro passa—alta corresponde
as diferencas entre as escalas. Como pode ser observado na figura 2.2, a
maioria dos coeficientes sao proximos de zero e as bandas horizontal, vertical
e diagonal sao proximamente relacionadas. Estas caracteristicas, aliadas a
capacidade de dividir a informagao em niveis de detalhes faz da DWT uma
transformada interessante para aplicagoes em compressao, [47]. [27] cita que

resultados melhores sdo obtidos aplicando a DWT em blocos (B x B).

Figura 2.2: Ezemplo da transformada Wavelet 2D em trés estdgios da ima-
gem original Lena, cujos coeficientes sao representados em escala de cinza

desse modo: brancos — valores positivos; preto — valores negativos e cinza —
zeros. (Extraido de [47].)

2.2.2 Quantizagao

A etapa de quantizacao procura representar a saida usando um nimero
finito e pequeno de codewords. Codeword é definido como uma seqiiéncia
de simbolos montados em conformidade com normas especificas do cédigo e
atribuido um significado tnico, [44]. Uma vez que o nimero de codewords

e as caracteristicas do quantizador sao intimamente relacionados ao nivel de
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compressao e a perda de fidelidade, é imprescindivel ter em mente um critério
para combinar a taxa de bits média utilizada para armazenar a imagem e
a eficiéncia na compressao, [47]. A seguir sdo apresentados dois tipos de
quantizadores que diferem em termos das entradas e saidas, que podem ser

escalar ou vetorial.

Quantizacao Escalar

Segundo [27], esta técnica consiste em dividir uma faixa de entrada em
intervalos e atribuir a cada um, um codeword e um valor de saida. Quando
todos os intervalos tem o mesmo tamanho, chamamos de quantizacao por
passo linear, como pode ser visto na figura 2.3. Quando os intervalos variam,
a quantizacao é denominada nao linear. A quantizacao escalar nao linear é
pouco utilizada, pois a combinacao de codificacao por entropia com quanti-
zagao linear é menos complexa para implementar e tem resultados similares,

[47].

saida

Hiveis de -
Reconstrugho ‘

Entrada
~._. '

| Hiveis de
‘ Decisiio

Figura 2.3: Ezremplo de quantizacao escalar linear — quando os intervalos
tem o mesmo tamanho.
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Quantizacao Vetorial

Como pode ser observado em [27], codificar uma sequéncia é menos one-
roso do que codificar amostras individuais. Na etapa denominada quanti-
zagao vetorial, divide-se a imagem em blocos de B X B e associa-se a cada
bloco o vetor mais préximo no codebook — conjunto finito de vetores — apli-
cando a norma' Euclidiana. Para que essa técnica seja eficiente, é necessario

encontrar um codebook 6timo.

2.2.3 Codificagao

Codificacao consiste no processo de atribuigao de representacao binaria a
saida de uma fonte, que denomina-se neste trabalho de alfabeto. Esses codi-
gos podem ser de comprimento fixo, como o codigo ASCII, ou varidvel, como
o codigo de Morse. Neste tltimo ¢é utilizado menos bits para representar os
simbolos que ocorrem com maior frequéncia. A seguir sao apresentados dois
procedimentos de codificacao que sao frequentemente utilizados em padroes

de compressao, [47].

Codificagao de Hujffman

Esta técnica explora apenas a redundancia da codificacao, que consiste
em tirar proveito da proporcao desbalanceada dos simbolos. Trata-se do de-
senvolvimento de codigo instantaneo onde o comprimento do simbolo médio
¢ muito proximo da entropia. Esta técnica é baseada em duas informagoes:
os simbolos com maiores probabilidades de ocorréncia devem ter menores

codewords e os dois simbolos menos frequentes devem ter mesmo tamanho.

'A norma ¢é definida como ||Z||, = (3, |mi|p)1/p

Euclidiana, basta fazer p = 2, [26].

,1 < p < 0. Para obter a norma
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Segundo [44], sdo desvantagens dessa técnica: o fato de um nimero de sim-
bolos muito elevado produzir alto custo computacional; a possibilidade de se
produzir cédigos muito longos para simbolos menos frequentes e a existén-
cia de simbolos com grande probabilidade de ocorréncia que podem deixar a

codificacao ineficiente.

Codificagao Aritmética

Segundo [26], na codificagao aritmética o conjunto inteiro de simbolos é
mapeado no intervalo [0, 1). Entretanto, [26] apresenta duas limitagoes para
a codificacao aritmética. A primeira esta relacionada com o fato de que nao
existem informacoes de quando o decodificador deve parar e a segunda é que a
representacao binaria de um valor real com precisao pode ser muito longa. A
primeira pode ser resolvida pela utilizagao de um simbolo para indicar final da
transmissao e a segunda pode ser resolvida fazendo com que o codificador,
quando alcancar um intervalo pequeno o suficiente, faca o enésimo digito

parar.

2.2.4 Padroes

Nesta secao sao apresentados os dois padroes mais utilizados em compres-

sao de imagens por transformada: o padrao JPEG e o JPEG2000.

Padrao JPEG

O padrao JPEG é aplicado na compressao de imagens estaticas monocro-
maticas e coloridas e utiliza uma técnica de compressao muito popular que
utiliza a transformada DCT seguida da quantizacao escalar e da codificacao

de huffman, [45]. A compressao comega dividindo a imagem em blocos 8 x 8,
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onde aplica-se a DCT organizando os coeficientes mais significativos no canto
superior esquerdo de cada matriz. Durante a etapa de quantizacao escalar
uniforme, o tamanho do passo varia & medida que se move do coeficiente DC?
para os coeficientes de maiores frequéncias. Isto é devido ao sistema visual
humano ser menos sensivel para frequéncias espaciais altas, [26]. Nesta téc-
nica, os valores DC sdo codificados separadamente pelo DPCM? seguido do
codificador de huffman, pois eles variam muito pouco entre blocos vizinhos.
Devido a esparsidade, os demais coeficientes em cada bloco sao codificados
por RLC* seguido do codificador huffman, percorrendo a imagem em zig-

zag diagonal. Abaixo estao listados os quatro modos de operacao do padrao

JPEG, segundo [26]:
e 0 sequencial — a imagem é codificada em uma tnica varredura;

e 0 progressivo — a imagem ¢ codificada em multiplas varreduras, aumen-

tando a qualidade e a definicao a cada iteracao;

o reversivel — a imagem ¢é codificada sem perdas; e

o hierdrquico — a imagem ¢é codificada em multiplas resolugoes, po-
dendo manipular as versoes de menor resolucao sem a descompressao

da imagem com resolucao total.

Padrao JPEG2000

O padrao JPEG2000 também ¢é aplicado na compressao de imagens es-

taticas monocromaticas e coloridas e utiliza uma técnica de compressao que

2Denominado como a componente continua do sinal ou nivel médio do sinal, [26].

3Definido como a diferenca entre o valor do pixel da imagem original pelo valor predito
do pixel, [26].

4Codificacdo por comprimento de corrida consiste em armazenar apenas o valor e a
quantidade de ocorréncia que ele possui nesta informagao, [26].
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usa transformada DW'T, seguida da quantizacao escalar e da codificacao arit-
mética, [45]. Segundo [27], esse padrao garante um ganho acima de 20% em
relacao ao padrao JPEG por basear-se na estrutura do sinal representada
pela transformada Wauvelet. Entretanto, ele possui alto custo computacional
e demanda muita memoria. Outra caracteristica importante é que o padrao
JPEG2000 utiliza quantizacao escalar uniforme dos coeficientes wavelets com
passo variando entre sub-bandas considerando a sensibilidade visual humana
para informacoes em diferentes escalas. Desse modo, cada plano de bits® dos
coeficientes de quantizacao siao codificados utilizando o processo EBCOT®,
[27]. E importante salientar que a transformada Wavelet divide a imagem
em sub-bandas que representam a aproximacao de escala. Note, contudo,
que os mesmos coeficientes wavelets em diferentes sub-bandas preservam a
localizacao espacial na imagem, [47]. Muitos algoritmos como EZW e SPTHT
exploram a similaridade entre as bandas de mesma orientacao com a finali-
dade de reduzir o tamanho da imagem codificada. O JPEG2000 nao explora
a redundancia entre as sub-bandas. Ao invés disso, ele usa o EBCOT, que
particiona cada sub-banda em pequenos blocos retangulares chamados code-
blocks e codifica cada um independentemente. Apds essa etapa é utilizado a

codificagao aritmética, [27].

2.2.5 Classificagao de Compressao

Nesta secao sao mostradas algumas distingoes que alguns autores fazem
em relacao as técnicas de compressao. Inicialmente é mostrada a diferenca

entre compressao com perdas e sem perdas. Posteriormente, procura-se dife-

®Definido como o conjunto de bits com mesma posicao nos respectivos niimeros bindrios,
[26].

6Conhecido como codificacdo progressiva em blocos de 32 x 32 ou 64 x 64 independentes
com truncamento étimo, [26].
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renciar compressao linear de nao linear.

Em Relagao a Perdas

As técnicas de compressao sem perdas visam reconstruir imagens iguais
a original. Procuram a compactacao das imagens livre de perdas e erros, ex-
plorando principalmente a redundancia de codificacao e a redundancia entre
os pizels. Alguns exemplos de aplicacao sao cenas onde os dados sao de dificil
aquisicao ou a perda de dados influencia na interpretacao, tais com imagens
médicas, imagens de satélite, etc., [26].

Por outro lado, técnicas de compressao com perdas visam reconstruir a
imagem resultante diferente da original, procurando elevar a taxa de com-
pactacao de imagens explorando, também, o limitado sistema de percepcao
visual humano. Alguns exemplos, sao video conferéncia e televisao digital,

[26].

Em Relagao a Linearidade

A classificacao em compressao linear acontece quando a técnica de com-
pressao nao depende da imagem. Neste caso, nao é necessario saber onde
os coeficientes mais significativos estao. Em outras palavras, se A e B sao

~

imagens e A e B suas compressoes, entao a compressao de A + B resulta
—_—
A+ B, [26].

Por outro lado, a classificacao em compressao nao linear acontece quando
a técnica de compressao depende da localizacao dos coeficientes mais signifi-
cativos antes da reconstrucao. Neste caso, a técnica de compressao depende

da imagem, [206].
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2.3 Consideracoes Finais deste Capitulo

Neste capitulo foram apresentadas algumas técnicas que constituem o
estado da arte em aquisicao e compressao de imagens naturais a artifici-
ais. Inicialmente foram abordados os principais dispositivos de aquisicao de
imagens. O estado da arte em compressao de imagens foi apresentado com
abordagem realizada sobre os padroes JPEG e JPEG2000, assim como os
conceitos sobre transformadas discreta Cosseno e Wavelet, quantizacao ve-
torial e escalar, codificagao de huffman e aritmética e classificagao linear e
nao linear. A proposta é mostrar as técnicas convencionais em aquisi¢ao
e compressao de imagens, preparando o caminho para que no préximo ca-
pitulo possa ser introduzido um novo paradigma, que adquire e comprime
concomitantemente imagens com um numero muito menor de medidas.

O proximo capitulo é mostra uma revisao bibliografica sobre o novo pa-
radigma baseado em aquisicao por sensoriamento e reconstrucao, denomi-
nado CS convencional. Os dois principais topicos abordados sao: a etapa
de aquisigao por sensoriamento nao adaptativa do sinal e a etapa de re-
construcao a partir de algoritmos de otimizagao CoSaMP, que levam em
consideracao a representacao esparsa dos sinais, a teoria de aproximacao e
propriedades que garantem robustez para certo nimero de medidas. Além

disso, sao apresentadas algumas aplicagoes e um exemplo simples.
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Capitulo 3

Um Novo Paradigma: CS

Este capitulo apresenta a descricdo de uma nova teoria denominada CS.
Esta nova teoria tem como caracteristica principal a aquisicao por sen-
soriamento, que consiste da aquisicao ja comprimida do sinal ou imagem
e posterior reconstrugao. Embora a abordagem amostragem—compressao
seja a mais utilizada e consiga bons resultados, ela possui trés deficiéncias:
ela adquire uma quantidade grande de amostras para simplesmente descartar
grande parte posteriormente; existe o custo de calcular todos os coeficientes
da transformada e o sucesso da abordagem fica condicionado a encontrar a
localizagao dos coeficientes mais significativos. Isto é o que acontece na mai-
oria dos instrumentos de aquisicao de imagens mais populares — amostra-se
muitos dados e, posteriormente, desconsidera-se cerca de 90% dos coeficien-
tes. Neste contexto, CS promete obter amostras nao adaptativas do sinal a
uma taxa muito menor do que o limite de Nyquist e reconstrui-lo por meio

de um processo de otimizagao.
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3.1 O Nascimento de CS

CS ¢é um exemplo de teoria construida no sentido inverso ao usual: da
matematica aplicada para a matematica pura. Neste contexto, a ciéncia ex-
perimental leva ao desenvolvimento de principios tedricos. CS comegou como
um problema de reconstrugao de imagens de Ressonancia Magnética apre-
sentado aos pesquisadores do grupo de processamento de imagens médicas
do Instituto de Tecnologia da Califérnia — Caltech em 2006. O problema
consistia em reconstruir imagens de Ressonancia Magnética com apenas 5%
das medidas. Este limiar ¢ devido as caracteristicas fisica do equipamento
e a necessidade de garantir exposicao minima do paciente ao equipamento,
conforme informa especialistas na darea. Em 2006, o algoritmo mais comum
utilizado para reconstruir as imagens apés a coleta dos dados era baseado no
procedimento de ajustar os coeficientes de fourier nao amostrados para zero
e se denominava Filtered Backprojection.

A solugao proposta por [12] consiste em adivinhar os coeficientes de fou-
rier faltantes por meio de otimizacao convexa baseada na minimizacao da
norma TV. O resultado obtido pela técnica Filtered Backprojection e pela

nova abordagem utilizando otimizagao pode ser observado na figura 3.1.

(@) (b) (c)

Figura 3.1: Primeiro experimento utilizando CS. (a) Imagem de teste phan-
tom Logan—Shepp de Ressondancia Magnética. (b) Reconstrugao obtida uti-
lizando Filtered Backprojection. (c) Reconstrucdao obtida utilizando CS pela
minimizacao da norma Total Variation. (Extraido de [}7].)
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3.1 O Nascimento de CS 25

Para facilitar o entendimento das defini¢oes, teoremas, coroldrios e pro-

posicoes apresentadas daqui em diante, observa-se as seguintes notagoes:

e utiliza-se x para representar o sinal original e s para denotar sua repre-

sentagao S esparsa;

e T ¢ o conjunto que suporta s e é de tamanho |T'| = 5 e Q é o subcon-

junto de medida aleatéria de tamanho Q)| = M;

e & é a matriz que expande RY, onde cada linha é uma funcao de medida

¢m a ser aplicada no sinal z;

d é a denominada matriz gorda que consiste da selecao de M linhas

aleatorias de ®;

U é a matriz que leva z a esparsidade e U* é sua transposta;

O = PU* e Oqr é a submatriz criada pela extracao de colunas de Oq

que correspondem aos indices de T'; e
e O é uma matriz N X N, Og é uma matriz M x N e Oqr é M x S.

O teorema 1, denominado de Teorema de Amostragem de Fourier, ga-
rante a reconstrucao exata desde que seja tomado o minimo de M medidas,
identificando um limite fundamental. Pode-se perceber também, pelo termo

ao acaso, que o teorema possui um carater probabilistico.

Teorema 1 (Amostragem de Fourier, [12])
Assuma que x € RY € S esparso e que sio dados M coeficientes de fou-

rier com frequéncias selecionadas uniformemente ao acaso. Suponha que o
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3.2 Sensoriamento e Reconstrugao 26

numero de medidas obedece

M > CSlog N (3.1)

onde C' € uma constante relativamente pequena. Entao, minimizar

min ||s|,, sujeito a Ogs =y (3.2)

com alta probabilidade reconstroi x exatamente.

A partir do resultado surpreendente obtido com a reconstrucao exata
da imagem original com apenas 5% dos dados, pesquisadores comecaram a
formalizar uma nova teoria, estendendo sua aplicacao a amostras que nao

fossem obrigatoriamente representadas na base de fourier.

3.2 Sensoriamento e Reconstrucao

Como foi visto no capitulo 1, a abordagem amostragem—compressao en-
contra uma representacao esparsa e entao codifica os coeficientes mais sig-
nificativos. Nesta nova abordagem, o conjunto de técnicas objetiva adquirir
a imagem ja na forma comprimida. Supoe-se que os coeficientes mais sig-
nificativos de uma compressao nao linear sao conhecidos e toma-se apenas
esses. Desse modo, o desejavel é que funcoes bases de medidas' sejam nao
adaptativas, ou seja, que as mesmas fungoes utilizadas para adquirir um sinal

possa ser utilizada para adquirir qualquer outro.

'Por comodidade, desse ponto em diante estas funcoes sdo chamadas de funcdes de
medidas.
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3.2 Sensoriamento e Reconstrugao 27

O processo de aquisicao por sensoriamento consiste em adquirir medidas
Ym como o produto interno do sinal de interesse x com diferentes fungoes de

medidas ¢,,.

h = <{L‘,¢1>, Y2 = <£L‘,¢)2>, ces Ym = <x7¢m> (33)

onde m =1,..., M é o nimero de medidas, [16].

De posse dessas medidas v,,, a reconstrucao consiste em encontrar x tal
que o sistema de equacgoes 3.4 deve ser resolvido por um problema de otimi-
7agao.

y = Qox (3.4)

Infelizmente, a aquisi¢ao por sensoriamento direta de y,, utilizando as funcoes
de medidas ¢,, sobre o sinal x nao ¢ eficiente. Para que a teoria seja eficiente,
o sinal x deve ser levado a esparcidade por uma transformacao ¢ de tal modo

que s = Yx, como pode ser visto de maneira mais ampla na figura 3.2.

Figura 3.2: O esquema de aquisi¢io por sensoriamento. (a) Processo de
medida utilizando matriz de medida ® e matriz que leva a esparsidade V. (b)
Processo de medida com © = ®V. Ezistem quatro colunas que correspondem

aos coeficientes s; diferentes de zero. O wvetor de medida y é a combinagao
linear dessas medidas. (Extraido de [1].)

Assim, a reconstrugao pode ocorrer sobre o sistema de equacoes 3.4 ou
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3.3 Esparso e Compressivel 28

sobre o sistema alternativo da equagao 3.5.
y = Oqs (3.5)

E importante evidenciar que Oq = ®qWU*, U* é inversa da transformada que
leva a esparsidade e g é uma matriz constituida da escolha aleatoria de M

linhas da matriz ® denominada de matriz gorda?.

3.3 Esparso e Compressivel

A representacao de sinais é um conceito muito importante em processa-
mento de sinais. Ele se refere a descrever um sinal de modo 1nico como
uma sequéncia de coeficientes enumeréveis, [47]. Embora a representagao de
sinais esteja extremamente ligada a passagem do continuo para o discreto,
uma boa representagao de sinais pode facilitar a utilizacao de técnicas como
andlise, filtragem de ruidos e compressao de sinais. No contexto de CS, uma
boa representacao de sinais pode facilitar a busca por algoritmos de otimi-
zacao das informagoes de interesse dependendo de como o sinal é descrito.
Um exemplo de representacao de sinais é a transformada DCT que preserva
muitas propriedades do sinal, tais como invertibilidade e ortogonalidade, [47].

Uma base é um conjunto de elementos linearmente independentes que
expandem o espaco de Hilbert®. Por linearmente independente entende-se
que nenhuma funcao pode ser expressa como combinacao linear de outros

elementos — isto implica que o conjunto possui representacao minima. Ja o

2A denominacdo matriz gorda ¢ utilizada para se referir a uma matriz onde o nimero
de colunas excede o nimero de linhas, [47].

30 espaco de Hilbert é uma generalizacdo do espaco Euclidiano que nio precisa estar
restrita a um nimero finito de dimensdes. E um espago vetorial dotado de produto interno,
com nogoes de distancia e angulos, [38].
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3.3 Esparso e Compressivel 29

frame é uma generalizacao de uma base em um espaco linear. Um conjunto
de elementos forma uma base em R se ele expande RM e sdo linearmente
independentes. Por outro lado, um conjunto de M < N elementos forma
um frame se ele expande RM. Bases e frames sdo utilizadas nas técnicas de
compressao de sinais que procuram minimizar a relevancia e reduzir a con-
centracao de energia em poucos coeficientes. Além disso, as teorias de bases
e frames estabelecem condi¢oes para uma representacao estavel e completa
de sinais.

O ponto chave na decomposicao ou representacao de sinais é obter uma
sequéncia de formas de ondas de dicionario e seus respectivos coeficientes
utilizando bases ou frames. O conceito de sinais esparsos e compressiveis é
de suma importancia para o bom entendimento de CS. Em seguida, esses dois
conceitos serao apresentados utilizando a decomposi¢ao ou a representacao

dos sinais por bases ortogonais.

3.3.1 Sinais Esparsos

Esparsidade expressa a idéia de que a taxa de informacao de um sinal
continuo no tempo pode ser muito menor do que o sugerido por sua largura
de banda ou que o sinal discreto no tempo depende de um grau de liberdade
que é muito menor do que seu comprimento, [8]. CS explora o fato que muitos
sinais suaves sao esparsos no sentido em que eles tém uma representacao

concisa em uma base apropriada W.

3.3.2 Sinais Compressiveis

Sinais compressiveis ocorrem quando os sinais nao sao exatamente espar-

sos, mas sim, aproximadamente esparsos. Neste caso, um sinal compressivel
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s = Wx é constituido da melhor aproximacao S—esparsa de s, isto é, s é a
melhor aproximacao obtida quando forca-se os N — S menores coeficientes
para zero, [8]. CS explora o fato que muitos sinais localmente suaves sao
compressiveis no sentido em que eles tém uma representagao concisa em uma

base apropriada W.

3.4 Teoria da Aproximacao

A utilizacao de representacao de sinais por bases ou frames é bastante
util no processamento de sinais devido ao fato de ser possivel realizar boas
aproximacoes de sinais usando poucos vetores. Existem duas aproximacoes
possiveis: sobre base linear e sobre dicionarios.

No caso de bases lineares, tem-se o seguinte: dado um sinal x e uma base
ortogonal B = (¢»),cr, Uma aproximacao projeta x sobre M vetores da base
TM = ZnelM <9(;, ¢n> Py [21]-

Se a escolha dos vetores M a serem utilizados for realizada antes do pro-
cesso, trata-se de aproximacao linear. Por outro lado, se a escolha for feita
apdés o processo, trata-se de aproximacao nao linear. Embora a aproxima-
¢ao linear seja mais facil de implementar, ela depende fortemente do sinal
original. Ja& a aproximagao nao linear fornece condicoes de ajuste do vetor
de projegao para minimizagao do erro de aproximagao, [21]. Como visto na
sub-segao 2.2.1, a transformada DCT consiste em projetar o sinal em uma
base que o torna esparso e a codificacao por run—length consiste em escolher,
dessa nova base, o vetor mais significativo. Neste procedimento nao linear,
deve-se salvar cada coeficiente e a posicao dos vetores dessa nova base que
sao os mais importantes. Na compressao linear, os vetores mais significativos

sao conhecidos antes e é necessario armazenar apenas suas coordenadas.
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A expansao linear em uma tunica base nao é sempre eficiente porque a
informagao ¢é diluida em toda a base. Em dicionarios redundantes, é possivel
expressar o mesmo sinal utilizando um nimero pequeno de coeficientes. A
duvida esta na seguinte escolha: representar o sinal por um conjunto de ele-
mentos menores que exige um numero grande de valores para representa-lo,
mas que demanda um numero pequeno de bits para representar o vetor ou
representar o sinal por um conjunto de elementos maiores que exige um nu-
mero pequeno de valores para representar um sinal, mas demanda um nimero
grande de bits para representar o vetor. Como existe redundancia, existem
varias formas de representar o sinal. O objetivo é encontrar representacgoes
que concentrem a energia em poucos coeficientes. Em notagao matematica,
tem-se um sinal x de dimensao N, um diciondrio D = {¢1,ge,...,9p} de
tamanho P e um valor M de modo que M < N < P. A representagao

M-1 o . .
Ty =D o Opp,, due minimiza ||z — xp/|| é uma boa representacao desde
que seja possivel utilizar métodos de busca como Basis Pursuits e Matching
Pursuits para encontrar a representacao mais esparsa em dicionarios redun-

dantes, [21].

3.5 Propriedade da Isometria Restrita (RIP)

CS é apresentado como uma teoria que faz aquisicao por sensoriamento
e compressao simultaneamente. Nesta secao é fornecido o embasamento ted-
rico que sustenta a teoria de CS. Aplica-se em sinais esparsos, em sinais

compressiveis e em sinais corrompidos por ruido.
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3.5.1 Coeréncia entre Bases

A segao 3.3 deste capitulo apresenta conceitos basicos de representagao
de sinais utilizando bases com o propédsito de facilitar o entendimento de
coeréncia entre bases. Suponha o par de bases ortonormais (®, V), a definigao
de coeréncia entre bases é a medida de correlacao entre as formas de onda ¢y,
e as formas de onda que leva o sinal a esparsidade 1, como pode ser visto

na defini¢ao 1.

Definigao 1 (Coeréncia entre ¥ e @, [16])

A coeréncia entre a base de sensoriamento ® e a base de representacao ¥ €

H(@, W) = Vit s [(n, ) (3.6

Em outras palavras, se a ® e a W contém vetores correlacionados, a co-

eréncia é grande. De outra forma, a coeréncia ¢ pequena. CS ¢é interessado

em bases que tem a propriedade de possuirem baixa coeréncia, o que signi-

fica que os vetores das bases sao quase ortogonais. Para a completude da

defini¢ao, segue da dlgebra linear que u(®, V) pertence ao intervalo [1,/n],
[16].

Um primeiro exemplo para explicitar a coeréncia minima, (u(®, V) = 1),

é utilizar a matriz de sensoriamento Delta de Dirac 1y (t) = §(t — k) e a base

fourier de representacao v;(t) = n~ze n

, [16]. Observe que se trata das
matrizes utilizadas no Teorema de Shannon—Whittaker com as respectivas
representacoes no espaco e frequéncia. E f4cil ver que a coeréncia para esse
par de bases é u(®, V) = 1, ou seja, méxima incoeréncia. Outro exemplo de
coeréncia baixa é a utilizacao de bases de sensoriamento ® como noiselet e

bases de representacao esparsa W como wavelets: entre noiselets e wavelets
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haar é \/2; entre noiselets e daubechies D4 é de 2.2; matrizes aleatéria com
qualquer base fixada W, etc. Maiores detalhes sao vistos na secao 3.6 deste
capitulo. A principal vantagem em trabalhar com bases com baixa coerén-
cia estd no fato de a cada medida realizada como combinacgao aleatéria de
entradas CS captura alguma informagao, mesmo que o sinal seja bastante
esparso. A definigdo 1 vale também para a matriz 6, que segundo [15] pode

Ser expressa por

1(0) = VN max |0, | (3.7)
2,]

Em relacao a matriz ©, pu pode ser interpretado como uma medida apro-
ximada de quao concentradas sao suas linhas. De modo que se existirem
vetores coincidentes ¢; e v;, a linha a qual eles pertencem sera concentrada e
a possibilidade de reconstrucao é ruim. Por outro lado, se as linhas estao di-
luidas, ou seja, ¢; esta espalhado fora do dominio de v;, entao a possibilidade
de reconstrucao ¢ melhor.

O teorema 2 é apresentado como o teorema resultante da definicao de
incoeréncia e estende o Teorema de Amostragem de Fourier anterior, como
pode ser observado para o caso particular de u = 1. Observa-se que o resul-

tado apenas é garantido para quase toda sequéncia de sinal z com suporte

fixado.

Teorema 2 (Extensao do Teorema de Amostragem de Fourier, [11])
Seja © uma matriz ortogonal N X N e pu(©) como definido anteriormente.
Fiza-se um conjunto T do dominio do sinal. FEscolha um subconjunto €2

do dominio de medida de tamanho M e uma sequéncia de sinal z sobre T
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uniformemente aleatoria. Suponha que

M > Cy|T| 1i*(©)log N (3.8)

para alguma constante firada Cy. Entdo, para todo sinal s com suporte em

T com sinais correspondentes z, a reconstrugao de y = Oqs resolvendo

§ = min ||s*[|,, sujeito a Ogs* =y (3.9)

com alta probabilidade de ser exata (5 = s).

E importante salientar os trés comentdrios apresentados por [16] em re-

lacao a coeréncia:

1. o papel da coeréncia é transparente: quanto menor a coeréncia, menos

amostras sao necessarias para conseguir um bom resultado;

2. é possivel tomar bem menos medidas que aquela que o sinal normal-
mente exige. Se p(P, V) é igual ou superior a 1, entdo o nimero de

amostra suficiente é da ordem de Slog N ao invés de N; e

3. o sinal pode ser reconstruido exatamente do conjunto de dados conden-
sados minimizando uma funcao convexa sem qualquer conhecimento
sobre o numero de coordenadas x diferentes de zero, sua localizacao ou
amplitude. Simplesmente o algoritmo é rodado e a reconstrucao exata

ocorre se o sinal for suficientemente esparso.

A partir de uma teoria fundamentada matematicamente, faz-se uma amos-

tragem nao adaptativa em um dominio incoerente e utiliza-se de programacao
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linear para reconstrucao dos dados. Na préxima secao, é apresentado o em-
basamento tedrico para garantir a eficiéncia tanto para sinais esparsos quanto

para sinais compressiveis na presenca de ruidos.

3.5.2 Principio da Incerteza

Nesta secao e na seguinte sao definidas restricoes a matriz © que garantem
resultados eficientes e robustos. O teorema 3 é apresentado como o resultado
intermediario que surge diretamente dos conceitos relacionados a coeréncia

entre bases relatado no teorema 2.
Teorema 3 (Teorema Intermediario — Principio da Incerteza, [11])

Seja ©, T e ) como no teorema 2. Suponha que o niumero de medidas M

obedece

M > |T| 1*(©) max(C} log |T|, Cs log %) (3.10)

para alguma constante positiva Cy e Cy. FEntao,

N 1
p([Xetonr 1] 1) <5 -

Partindo do teorema 3 e fazendo algumas contas, pode-se observar que

]_ M 12 _ 2 3M 2

S5 8l < IRl < S 18l (312)
onde § = Os e 5q é § restrito ao conjunto 2, Sg = Ogqs, [47]. Este tltimo
resultado explicita que a energia do sinal restrita ao conjunto {2 é muito

menor do que a energia do sinal. Este é um principio da incerteza pois pode
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ser observado que se um sinal s é esparso, consequentemente concentrado em
T, entao ele nao pode ser concentrado em ).

Este é um ponto crucial da teoria de CS: somente é possivel tomar poucas
medidas porque a energia ¢ diluida em um dominio ®, ou seja, a tomada de
medidas aleatérias proporciona a obtencao de uma quantidade consideravel

de informacoes do sinal.

3.5.3 Constante de Isometria Restrita

Baseado no teorema intermedidrio 3, Candés e Tao definiram em [14] a
Propriedade de Isometria Restrita (RIP), que mostrou ser muito util para

garantir eficiéncia e robustez ao CS para sinais esparsos.
Definicao 2 (Propriedade de Isometria Restrita, [14])

Para cada inteiro S = 1,2,..., N define-se a constante de isometria restrita

0s de uma matriz Og como o menor numero tal que

(1 —ds) lIslli, < Oarslly, < (1+3s) |15, (3.13)

vale para todos os vetores S—esparso s.

A definicao 2 garante que ©q obedece RIP de ordem S se g nao for
muito proximo de um. Observa-se que quando RIP vale, a aquisicao por
Oq preserva a distancia Euclidiana de sinais S—esparsos nao colocando os
vetores no espaco nulo de ©q, o que torna possivel a reconstrucao. Uma
descricao equivalente da definicao 2 é dizer que todos os subconjuntos de S
colunas tomadas de Oq sao proximamente ortogonais. Desse modo, § existe e

é limitado. Além disso, a existéncia de colunas linearmente independentes na
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matriz ©q garante robustez na reconstrugao. Entretanto, isto nao é possivel
pois ©q ¢é uma matriz gorda. Neste momento, a esparsidade novamente
vem ajudar e basta que as colunas de ©q se comportem como linearmente
independentes. Isto RIP nos fornece. Ele diz que para todo T nao maior do
que S, Oq é aproximadamente ortogonal.

O teorema 4 apresentado nao possui probabilidade de falhas e é univer-
sal no sentido em que todos os vetores suficientemente esparsos podem ser

reconstruidos de ©qs.

Teorema 4 (Resultante para CS Bésico, [9])
Seja s um sinal S—esparso com suporte em T e medido por ©q. Assuma que
a constante de isometria restrita para a matriz Oqr € tal que dog < V2 —1.

Entao a solucao s para

§ = min [|s*|, sujeito a Os* =y (3.14)

€ exata, 1sto €, 5 = s.

Entretanto, para que CS tenha aplicagoes reais é necessario que haja
uma teoria que seja robusta a sinais que nao sao exatamente esparsos ou que
possua uma esparsidade com decaimento exponencial e a sinais corrompidos
por ruido.

Em um primeiro momento, é apresentado o teorema para garantir robus-
tez para sinais nao exatamente esparsos. Um bom exemplo sao as imagens.
Nao pode-se assumir que imagens sao esparsas em um dominio especifico,
mas sabe-se que elas sao compressiveis, no sentido em que, apos aplicada uma

transformada DCT ou Wawelet, os coeficientes decaem rapidamente. Desse
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modo, se x é uma imagem, s = ©¥x é somente aproximadamente esparsa e
denota-se por sg a melhor aproximacao S—esparsa de s.
O teorema 5 apresentado garante robustez quando o sinal é apenas apro-

ximadamente esparso.

Teorema 5 (Resultante para CS Robusto a Sinais Compressiveis, [9])
Assuma que s € aprorimadamente esparso e seja Ss como definido acima.

Entao se do5 < /2 —1, a solugao s para

§ = min ||s*[|,, sujeito a Os" =y (3.15)

obedece

~ ~ ~ 1.
I8 = sll, < Colls = sslly, e 5= sll, < Cos 25— ssll,  (316)

para valores razodveis de constante Cy. Em particular, se s é esparso a

reconstrucao € exata.

Este resultado é uma afirmacao deterministica e nao existe probabilidade
de falha. Vale para todos os sinais e vale para uma amplo intervalo de valores
de S.

Em um segundo momento, é apresentado o teorema 6 para garantir ro-
bustez para sinais corrompidos por ruidos, tanto ruidos obtidos durante o
processo de sensoriamento quanto o ruido oriundo de quantizagao. Neste ce-
nario, tem-se y = ¢x + n, onde n é um ruido desconhecido limitado por uma

quantidade conhecida |[n||, <.
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A propriedade que permite o método de reconstrugao ser aplicado em
sinais ruidosos é chamada de estabilidade e consiste em esperar o melhor erro
de reconstrugdo proporcional ao ruido n, [13]. Ou seja, pequenas mudangas
na observagao resultam em pequenas mudangas na reconstrucao.

O teorema 6 estabelece CS como um mecanismo de sensoriamento pratico
e robusto que funciona com todos os tipos de sinais esparsos e ruidosos, quer
seja ruido gerado pela aproximacao a esparsidade, quer seja gerado pela etapa

de quantizagao.

Teorema 6 (Resultante para CS Robusto a Sinais Ruidosos, [9])

Assuma que y = Oqs+n, onde ||n||,, <e. Entdo, se dyg < V2—1, a solugdo
S para

§ = min ||s|,, sujeitoa ||Ogs —yl|, <e (3.17)

obedece

15 — sll,, < CoS™2 |3 — s, + Cie (3.18)

para valores razodveis de constante Cy e CY.

E facil ver que o erro de reconstrucao é uma soma dos erros da aproxi-
macao a esparsidade e do erro que resulta da adigao de ruidos pelo passo
de quantizagao. Na secao seguinte é apresentado como planejar matrizes de

sensoriamento eficiente que obedece RIP.
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3.6 Matrizes e Numero de Medidas

E de suma importancia planejar matrizes de sensoriamento para as quais
vale a RIP. Entretanto, testar se RIP esta presente em uma determinada
matriz de medida é NP—dificil e invidvel na pratica. Por outro lado, sabe-se
que para uma matriz possuir RIP basta que os vetores colunas tomados de
subconjuntos arbitrarios sejam aproximadamente ortogonais.

Definir um Ogq deterministico é muito dificil, mas pode ser facilmente
mostrado que estruturas aleatérias triviais realizam isso muito bem, [15].
Mais interessante ainda ¢é que a alta dimensionalidade dos sinais manipulados
fornece uma contribuicao positiva para a obtencao de matrizes com RIP.
Como pode ser observado em [8], se a dimensao N de uma matriz de medida
¢é grande, um conjunto pequeno de vetores selecionados aleatoriamente em
RY é aproximadamente ortonormal e, consequentemente, a matriz de medida
possui RIP. Com alta probabilidade, algumas matrizes obedecem a RIP como

pode ser observado nos teoremas 7, 8, 9, 10, observados em [15] e [13].

Teorema 7 (Matrizes Gaussianas)
Sejam as entradas de ©q uma matriz gaussiana independente e identicamente
distribuida com média zero e variancia % Entao a RIP vale com altissima

probabilidade se

(3.19)

log %

para uma constante relativamente pequena C'.

Teorema 8 (Projegoes Aleatérias)

Sejam as entradas de Oq uma matriz gaussiana aleatoria cujas linhas sao
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ortonormalizadas. Entao a RIP vale com altissima probabilidade se

S<C (3.20)

log %
para uma constante relativamente pequena C.

Teorema 9 (Matrizes Bindrias)

Sejam as entradas de ©q independentes tomando valores j:\/LM com probabi-

lidades iguais. Entao a RIP vale com altissima probabilidade se

3.21
e (3:21)

para uma constante relativamente pequena C'.

Os teoremas 7, 8 e 9 podem ser estendidos para outras distribuicoes de

probabilidade.

Teorema 10 (Conjuntos de Medidas Ortogonal Geral)
Seja © uma matriz ortogonal e Ogq obtida pela selecao de M linhas de ©

uniformemente ao acaso. Entao a RIP vale com altissima probabilidade se

M (3.22)

1
< (—
S_OMO%NW

para uma constante relativamente pequena C'.
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O teorema 10 é muito importante porque em muitas aplicacées do mundo
real o sinal nao é esparso no dominio do tempo. Por outro lado, pode-
se representar este sinal em uma base ortonormal fixada ¥. Portanto, o
teorema 10 garante que caso seja possivel determinar uma matriz ® tal que a
coeréncia u(®, ¥) é pequena, entao a reconstrucao é exata quando as medidas
aleatdrias sao tomadas com g, [47]. Outro exemplo de matrizes de medidas
bastante til para problemas reais sao as matrizes parciais de Fourier, cujo

limiar para o nimero de medidas M ¢ garantido pelo teorema 11.

Teorema 11 (Matrizes Parciais de Fourier, [40])
Se VM é um conjunto uniformemente aleatorio de M linhas obtidas da

transformada discreta de Fourier unitdria, entdo

S Cr log” N log(e™)
= 2

M =6, <e (3.23)

€

exceto com probabilidade N~*.

Embora o teorema 11 exija um numero adicional de medidas para alcancar
uma constante de isometria restrita pequena, as matrizes parciais de Fourier
possuem algumas vantagens importantes, tais como: existem tecnologias que
adquirem medidas fourier aleatorias como os equipamentos de Ressonancia
Magnética. Essa tecnologia pode ser aplicada a vetores no tempo O(N log N)

e requer armazenamento de somente O(M log N), [40].
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3.7 Algoritmos de Reconstrucgao

Em termos gerais, a teoria CS consiste em subamostrar um sinal e entao
utilizar um algoritmo de reconstrucao baseado em otimizagao para reconstrui-
lo. Pode ser observado que a implementacao da teoria de CS é assimétrica:
o processo de aquisicao é simples, basta tomar o produto de uma matriz pré-
definida com o sinal, mas resolver o problema da reconstrucao nao é. Deste
modo, o maior desafio de CS é reconstruir o sinal a partir de amostras rui-
dosas. A literatura descreve um grande nimero de abordagens para resolver
esse problema. Segundo [40], essas abordagens podem ser agrupadas em trés

categorias:

e algoritmos de busca guloso — esta técnica faz a escolha que parece ser
a melhor no momento, chamada de escolha 6tima local, na esperanca

de que essa aproximagcao leve a solucao 6tima global;

e algoritmos de relaxamento convexo — este método resolve um problema

convexo cujo minimizador para solucionar o problema é conhecido; e

e algoritmos combinatorial — esta técnica adquire amostras altamente
estruturadas de sinais que suportam reconstrucao rapida por meio de

testes de grupo.

Os algoritmos da categoria combinatorial sao extremamente rdpidos, mas
exigem um grande nimero de amostras, que pode ser de dificil aquisi¢ao. Por
outro lado, o algoritmo de relaxamento convexo funciona bem com um nu-
mero pequeno de medidas, mas é pesado computacionalmente. Ja o algoritmo
de busca gulosa ocupa uma posicao intermediaria aos dois anteriores, tanto

no desempenho de tempo de execugao, quanto na eficiéncia de amostragem,

[40].
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Sao apresentados dois métodos de reconstrucao de sinais esparsos: um
da categoria algoritmos de relaxamento convexo baseado na minimizacao da

norma l; e o outro da categoria dos algoritmos de busca guloso.

3.7.1 Ll1-Magic

Deseja-se reconstruir um sinal x esparso ou aproximadamente esparso
de y = ®x medidas utilizando um problema de otimizacao convexa. Desse

modo, busca-se o sinal x mais esparso, que corresponde a
ming {i: xz(i) # 0} sujeito a Pz =1y. (3.24)

# denota o nimero de elementos do conjunto e £ {i : x(i) # 0}, denominado
quasenorma [y, representa o numero de coeficientes diferentes de zero no
vetor candidato a ser o mais esparso, [47]. O problema é que minimizar a
equagao 3.24 é um problema combinatorial NP—dificil e sua solucao é invidvel
na pratica. Felizmente existe um programa convexo que funciona quase tao
bem e é conhecido como busca por bases, [20]. Esta abordagem consiste em

reformular o problema baseado na quasenorma [y para a norma [y e
min ||z[, sujeito a Px =y. (3.25)
x

Pode-se observar, inclusive geometricamente, que normas [y sao convexas e
sao de pequena magnitude para sinais esparsos. A diferenca bésica entre a
equacao 3.24 e a equagao 3.25 é que a equacao 3.25 é mais facil de resolver,
pois pode ser reformulada como um programa linear e resolvido utilizando
um numero razoavel de técnicas modernas.

Uma alternativa a norma [; com o propodsito de conseguir reconstrucao
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de imagem com melhor qualidade visual é a utilizacao da norma TV, [12]. A
norma TV, que pode ser interpretada como a minimizacao da norma [/; do

gradiente do sinal devidamente discretizado, é definida por [12] como

lollry = 3=/ Diglts, ) + Daglts, 15)? (3.26)

£1,£2

onde Dlg(tl, tg) = g(tl, tg) —g(tl — 17 tg) € DQQ(tl, tg) = g(tl, tg) —g(tl, tg — 1)
Nesse Contexto, a abordagem alternativa consiste em resolver a equa-

cao 3.27 baseada na norma TV.
min ||z||;, sujeito a Pz =y. (3.27)

Outras normas e configuracoes de restricoes podem ser implementadas, tais
como: a norma TV Dantzig e as restri¢goes Iguais, Aproximadas, Quadraticas
e Correlagao Residual Limitada. Outras técnicas, ver [10].

Finalmente, é observado em [40] que o LI1-Magic apresenta as seguintes

caracteristicas em relacao a seu funcionamento:

e funciona para uma variedade de esquemas de amostragem, para as quais
existe um limite definido pela constante de isometria restrita, ou seja,

vale a RIP;

e reconstroi sinais S—esparso de O(Slog N) medidas, nao sendo necessa-

rio amostras maiores;

e reconstrdi todos os sinais dada uma matriz de amostragem fixada, ou
seja, seus resultados nao exigem somente matrizes de amostragem co-

letada ao acaso para cada sinal;
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e 0 algoritmo de reconstrucao obtém sucesso tanto para sinais compres-

siveis e nao esparsos, quanto para sinais corrompidos por ruido; e

e 0 pior custo para a reconstrucao de sinal S—esparso com valores reais
para uma precisao relativa fixada, dada uma matriz de amostragem com
nenhuma estrutura especial é LP(N, M). Ou seja, o custo de resolver
um programa linear com N varidveis e M restrigoes, que é O(M2N!?)

para o método de ponto interior?.

3.7.2 CoSaMP

Esta secao apresenta o algoritmo de busca guloso desenvolvido e nomeado
por [40] como Compressive Sampling Matching Pursuit (CoSaMP). Como o
nome sugere, o algoritmo é baseado em Busca por Correspondéncia Ortogonal
(OMP), mas incorpora diversas outras idéias da literatura para acelerar e
fornecer garantia de desempenho.

O teorema 12 estabelece que a cada iteragao realizada pelo algoritmo
reduz-se o erro de aproximacgao por um fator constante, enquanto adiciona
um pequeno miltiplo de ruido. Desse modo, quando o erro de aproximacao é

grande em comparacao com o ruido, o algoritmo faz progresso consideravel.

Teorema 12 (CoSaMP, [40])

Suponha que ® € uma matriz de amostragem M X N com constante de iso-
metria restrita do5 < c. Seja y = Px + n um vetor amostra de um sinal
arbitrdrio, contaminado com ruido arbitrario. Para um dado parametro de

precisao n, o algoritmo CoSaMP produz uma aproximacao S-esparsa T que

4Método utilizado para resolver problemas de programacao linear que explora a estru-
tura esparsa do sinal, [40].
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satisfaz

o= all, < Cumax{n o - oyl +lul,} @29

=l
NG
. . .~ g ~
onde xs € uma melhor aproximagdo 5-esparsa para x. O tempo de execugao
2

log||x
total € O (&), onde ¢ limita o custo da multiplicacao da matriz—vetor

com ® e ®*. O armazenamento total é O(N).

Os teoremas 7, 8, 9 e 10 apresentados na secao 3.6 deste capitulo exibem
que a RIP vale para um nimero de medidas M = O(slog® N). Portanto, o
teorema 12 garante a reconstrucao para uma ampla classe de esquemas de
amostragens quando o nimero de amostras é proporcional a esparsidade S
do sinal e é logaritmica em relacao a dimensao V.

Como pode ser observado em [40], o algoritmo 1 utiliza como entradas a
matriz de medidas ®, o vetor y com as amostras ruidosas do sinal desconhe-
cido, o nivel de esparsidade S da aproximacao a ser produzida e o critério de
parada. Conforme foi construido o algoritmo, pode-se observar que o opera-
dor de amostragem, também denominado de matriz de medida ®, é definida

pela teoria de CS. Ja em relacao ao nivel de esparsidade S, existem duas

abordagens para sua escolha: ele pode ser estimado de S =~ ou pode

M
2log N
ser escolhido apds executar o CoSaMP usando uma série de niveis de espar-
sidade seguindo uma progressao geométrica. O algoritmo € inicializado com
uma aproximagcao do sinal trivial. Durante cada iteracao, o CoSaMP realiza

0s seguintes passos principais:

e identificacao - o algoritmo forma um prozy® dos residuos das amostras

atuais e localiza os maiores coeficientes desse prozy;

e fusao de suporte — o conjunto de componentes recém identificados é

®Definido, sem muito rigor, como um sinal intermedidrio & préxima iteragao, [40].
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Algoritmo 1 Algoritmo de Reconstrugao CoSaMP

Require: Matriz @, vetor de amostra y e nivel de esparsidade S
Ensure: Uma aproximacao mais esparsa & do sinal verdadeiro x
zo «— 0{ Aprozimagao trivial inicial}
r «— y{Amostras atuais iguais a amostra de entrada}
i < 0{Aproximacao trivial inicial}

repeat
1—1+1
e «— ®Tr{Forma o proxy — estimativa do sinal residual}
Q) — supp(eqs){Identifica os maiores coeficientes}
T — QUsupp(z;—1){ Fusdo dos suportes}

blr — CDTTy{Estimagdo do sinal por minimos quadrados}
b Te < 0

&; < bg{Poda da estimativa do sinal para obter préxima aproxrimag¢ao}
r—y — ®1;{ Atualiza medidas residuais}
until critério de parada

unido com o conjunto de componentes que aparecem na aproximacao

atuais;

e estimagao — o algoritmo resolve um problema de minimos quadrados

para aproximar o sinal alvo sobre o conjunto fundido de componentes;

e poda — o algoritmo produz uma nova aproximagcao, retendo somente as
maiores entradas nessa aproximacao do sinal por minimos quadrados;

e

e atualizagcao da amostra — finalmente, as amostras sao atualizadas,

tal que elas reflitam o residuo — a parte do sinal que nao foi aproximada.

Esses passos sao repetidos até que um numero fixo de iteragoes ou um
critério de parada pré-definido seja alcancado. Além dos parametros observa-

dos, existem alguns ajustes que podem melhorar o desempenho do algoritmo,
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tais como o nimero de componentes selecionados na etapa de identificacao e
o numero de componentes retidos na etapa da poda.

O desempenho do CoSaMP é garantido por vérios teoremas, dos quais
¢ apresentado apenas o teorema mais geral 12. Em relacao a algoritmos
lineares e superlineares, tais como os da categoria de relaxamento convexo,
CoSaMP alcanca melhor desempenho. Embora CoSaMP seja mais lento que
os algoritmos sublineares, combinatoriais por natureza, ele compensa essa
ineficiéncia por permitir matrizes de amostragens mais gerais e exigir poucas
medidas. Em [32] pode-se obter maiores detalhes de comparagao.

Finalmente, é observado em [40] que o CoSaMP apresenta as seguintes

caracteristicas em relacao a seu funcionamento:

e funciona para uma variedade de esquemas de amostragem para as quais
existe um limite definido pela constante de isometria restrita, ou seja,

vale a RIP;

e reconstroi sinais S—esparso de O(S log N) medidas, nao sendo necessa-

rio amostras maiores;

e reconstrdi todos os sinais dada uma matriz de amostragem fixa, ou seja,
seus resultados nao exigem somente matrizes de amostragem coletadas

ao acaso para cada sinal;

e 0 algoritmo de reconstrucao obtém sucesso tanto para sinais compres-

siveis e nao esparsos, quanto para sinais corrompidos por ruido; e

e 0 pior custo para a reconstrucao de sinal S—esparso com valores reais
para uma precisao relativa fixa, dada uma matriz de amostragem com

nenhuma estrutura especial ¢ O(MN).
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3.8 Um Exemplo Simples

A idéia central de CS é que o ntiimero de amostras necessarias para cap-
turar e reconstruir um sinal com eficiéncia nao depende da largura de banda,
como preconiza o teorema de Shannon—Whittaker, [48], mas sim de seu con-
teido estrutural. Nesta secao, um exemplo simples ¢ implementado para
fixar os conceitos de CS apresentados até este momento. Para facilitar a vi-
sualizacao e o entendimento do procedimento, o sinal construido é conhecido
e ele é consideravelmente pequeno.

Como exemplo é construido um sinal discreto original unidimensional x
de tamanho N = 512 composto de 28 sendides complexas, cujas frequéncias,
fases e amplitudes sao desconhecidas. A transformada discreta de Fourier
de x tem 28 componentes diferentes de zero e é apresentado através dos qua-
drados azuis na figura 3.3. Como nao ha restricoes sobre a frequéncia em
x, ela nao é limitada em banda e qualquer dos 512 componentes podem ser
diferentes de zero, ou seja, a escolha dos 28 componentes é aleatéria. O teo-
rema de Shannon—Whittaker exige a utilizagao de todas as 512 amostras no
dominio do tempo para que a reconstrucao seja exata utilizando interpolacao
com fungoes Sinc — teoria classica de sinais, [42].

Entretanto, para exibir a diferenga entre a teoria classica de sinais e CS,
deseja-se reconstruir o sinal com exatidao capturando apenas M = 64 amos-
tras nao adaptativas do sinal original . Com o propésito de solucionar esse

bT™ para Programacao Convexa

problema, é utilizado uma rotina em Matla
Disciplinada (CVX) disponibilizada por [28], que consiste em um sistema de
modelagem com cédigo fonte livre escrito para otimizacao convexa. Esse soft-
ware faz parte da categoria de algoritmos de relaxamento convexo apresen-

tado na secao 3.7 deste capitulo, especificamente, utilizando o minimizador

baseado em pontos interiores para programacao linear.
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Procurando nao exagerar no rigor para facilitar o entendimento, os passos

da implementacao sao assim descritos:

e parametros de entrada — um vetor x original com 512 componentes,

sendo que a posicao e a magnitude de 28 deles é aleatéria; o niimero

de medidas M da ordem de Slog N;

e aquisicao dos dados: monta-se uma matriz de Fourier ® com tamanho
512 x 512 e sorteia-se M = 64 linhas dessa matriz. O valor de M é
definido pelo teorema 11. A matriz resultante tem dimensao 64 x 512 e
¢ denominada matriz de medida parcial de Fourier ®q, onde cada linha
é uma funcao de medida ¢; posteriormente, faz-se o produto y = ®ox
para adquirir os 64 componentes amostrados do vetor esparso original

T; e

e reconstrucao — ¢ utilizado um algoritmo de reconstrucao baseado em
otimizacao convexa pela minimizacao da norma [; do sinal §, sujeito a

®1 = y. Espera-se que s = z, onde x é o sinal original.

A teoria de CS garante que nas condigoes citadas acima a reconstrugao
é exata, ou seja, o vetor § reconstruido é igual ao vetor original x definido
inicialmente. Na figura 3.3b, pode-se observar que os teoremas que constroem
a teoria de CS garantem a existéncia do nimero minimo de medidas M = 64
necessarias para que ocorra a reconstrucao exata do sinal. Como pode ser
observado na figura 3.3a, abaixo de M = 64 nao ha reconstrucao exata para
sinais esparsos. Este resultado confirma o que a teoria de CS preconiza: que
abaixo de certo M definido por teoremas nao existe reconstrucao robusta

para sinais esparsos, compressiveis ou corrompidos por ruido.
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4 L L L L L E L L L L L
o 100 200 300 400 500 G000 a 100 200 300 400 500 600

(a) 54 medidas (b) 64 medidas

Figura 3.3: Um exemplo simples de CS. Os componentes do vetor original x
sao representados pelos quadrados azuis e 0s componentes do vetor reconstru-
ido § pelas circunferéncias vermelhas. (a) CS operando sem eficiéncia com
54 medidas e (b) CS com eficiéncia utilizando 64 medidas.

3.9 Aplicacoes de CS

O novo paradigma proposto pela teoria de CS atrai o interesse da comuni-
dade cientifica e da engenharia. A medida que os fundamentos tedricos foram
se consolidando, pesquisadores desenvolveram aplicacoes em varias areas da
ciéncia e tecnologia, explorando as inovadoras caracteristicas de CS, entre
elas: a utilizacao de poucas medidas nao adaptativas para reconstruir um
sinal arbitrario.

E importante salientar que toda a teoria de CS construida para sinais
vale para imagens, basta que cada coluna da imagem rasterizada seja empi-
lhada construindo um vetor de vérias linhas (alta dimensao) e uma coluna.
Neste contexto, é possivel apresentar as seguintes aplicagoes: Compressao e
Aquisi¢ao de Imagens, Imagens Médicas, Processamento de Sinais Estatisti-
cos, Aprendizagem de Maquina, Conversao Analégico-Informacgao, Biologia
Computacional, Analise de Dados Geofisicos, Imagem Hiperespectral, Senso-
riamento Remoto, Imagens de Radar, Astronomia, Planejamento de Codigo

de Corregoes de Erro em Comunicagoes, Metrologia de Superficie, Acustica
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e Anadlise no Tempo—frequéncia, Engenharia da Computacao, Computagao
Grafica, Controle e Robdtica, Recuperacao Baseada em Contetido, Hologra-
fia e ()tica, Fisica, entre outras.

Nao faz parte do escopo desse trabalho apresentar detalhadamente apli-
cagoes de CS nas diversas areas do conhecimento. Uma extensa lista é apre-
sentada em [50]. Neste trabalho sdo apresentados detalhes relacionados a

processamento de imagens e videos.

Camera de 1 pixel

Existem sinais analégicos cuja coleta de N amostras é de dificil aquisi-
¢ao. Desse modo, CS pode ter impacto sobre dispositivos convencionais de
hardware limitados. Os principais dispositivos convencionais de aquisicao de
imagens sao limitados aos espectro visivel, tais como as cameras baseadas em
tecnologia CCD ou CMOS. Estas cameras convencionais, quando construidas
para a faixa infravermelha do espectro geram um custo 100 vezes maior do
que para a faixa visivel. O trabalho de [23] propoe uma camera mais sim-
ples, menor e mais barata que pode operar em uma faixa muito mais ampla
do espectro eletromagnético que as cameras baseadas em tecnologia CCD e
CMOS convencionais. O protétipo desse dispositivo ja existe. Ele é denomi-
nado de camera de um pixel e é baseado na varredura de um tinico sensor
no tempo, adquirindo diretamente projecoes aleatorias da drea da cena sem
primeiro coletar os pizels ou wvoxels. Esta camera emprega um arranjo de
micro espelhos digitais para realizar o calculo 6tico das projecoes lineares da
imagem em um padrao bindrio aleatério e um unico detector de féton (sen-
sor). Existem diversos trabalhos baseados na camera de um pixel, entre eles
o que desenvolve um operador de amostragem (matriz de medida) altamente

esparso e rapido e é implementado baseado em conjuntos Hadamard em blo-
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cos misturados, [25]. Outro trabalho realiza a aquisi¢do e reconstrugao de
imagens coloridas utilizando CS, [39]. Pode-se citar também o trabalho que
faz a reconstru¢ao com maior qualidade e velocidade utilizando CS baseado

em informagoes de borda, [29], entre outros.

Compressao de Video

No trabalho de aquisigao e reconstrucao de videos compressiveis apresen-
tado em [46], desenvolveu-se um nova estrutura baseada em CS para video
aplicadas em cenas texturizadas dinamicas que modelam a evolucao da cena
como um sistema dinamico linear. A abordagem é validada para experimen-
tos de classificacao de videos e permite diminuir a taxa de medi¢ao consi-
deravelmente. Aplicacao de CS para reducao de taxa de amostragem em

reconstrugao de video pode ser observada em [49, 43].

Imagens Hiperespectrais

A proposta apresentada em [37] trabalha com imagens hiperespectrais e
com detecgao de borda. A grande quantidade de canais nas imagens hiperes-
pectrais justifica o uso de CS em cada canal, pois CS processa poucas medidas
para reconstruir. Nesta proposta ¢é discutido como o algoritmo de Busca por
Correspondéncia Ortogonal Simultanea (StOMP) pode reconstruir imagens
de multiplos canais de medidas obtidas a partir da matriz de medidas par-
ciais de Fourier. Além disso, é discutido a deteccao de bordas de imagens

esparsas e a extensao para reconstrugao de imagens de multiplos canais.
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Imagens Médicas

Na proposta de [24] pode-se observar a reconstrucao de imagens de dados
altamente incompletos, substituindo a modelagem paramétrica utilizada na
abordagem classica pela modelagem nao paramétrica. Os resultados observa-
dos apresentam eficiéncia para a reconstrucao de alguns tipos de tomografias
computadorizadas, quando a matriz de medida ¢ desconhecida do codificador
ou o numero de medidas nao pode ser muito alto devido ao procedimento ser
danoso a saide. Em particular, a imagem sintética Phantom Logan—Shepp
foi reconstruida exatamente de um nimero muito pequeno de medidas. Ou-
tros trabalhos de aquisicao de imagens Terahertz podem ser observados em

[18, 19, 31].

Visao Computacional

No trabalho apresentado em [17], poucas medidas de CS sao utilizadas
explorando a esparsidade do primeiro plano da imagem para realizar a sub-
tracao do fundo utilizando CS. Nesse artigo é discutido a aplicagao da técnica

em visao computacional.

Sensoriamento Remoto

Em algumas aplicagoes é considerado o cenario de imagens multi—view,
onde uma série de cameras observam a sobreposicao, interpretando subima-
gens de uma grande cena. Na proposta de [51] é apresentado um protocolo
de CS nao colaborativo baseado na estrutura da superficie geométrica para
a reconstrucao conjunta da imagem utilizando poucas medidas aleatérias.
Outra aplicagdo pode ser observada em [36] que trata da reconstrucao de
imagens obtidas por sensoriamento remoto aeroespaciais baseada na teoria

de CS. [22] apresentou técnicas baseadas em CS que reduzem a distorgao es-
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pectral das imagens fundidas e produz resultados superiores aos métodos de
fusao convencionais. Trabalhos utilizando a tecnologia inovadora da camera
de 1 pixel para aplicagdes em sensoriamento remoto podem ser observados

em [34, 35].

3.10 Consideracgoes Finais deste Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os conceitos, defini¢oes e teoremas que
fornecem sustentacao a teoria CS. Inicialmente foi apresentado o cenario e
as circunstancias onde nasceu a teoria CS. Em seguida foi apresentado uma
visao geral das duas etapas principais de CS: a aquisi¢ao por sensoriamento
e a reconstrucao do sinal. A se¢ao sobre representacoes de sinais apresentou
os conceitos de esparsidade e compressibilidade, extremamente importantes
para CS. Uma revisao sobre teoria de aproximacao foi realizada devido a
sua importancia na aproximagao de sinais compressiveis em sinais esparsos.
Na secao da Propriedade de Isometria Restrita (RIP) foram apresentados
os conceitos principais de CS que garantem eficiéncia e robustez: coeréncia
entre bases e incoeréncia. Alguns teoremas foram apresentados exibindo o
nimero de medidas M e algumas matrizes de medidas para as quais vale a
RIP. Dois algoritmos de reconstrucao foram apresentados: um baseado em
otimizagao convexa (L1-Magic) e outro em busca gulosa (CoSaMP). Para
facilitar o entendimento de CS foi apresentado um exemplo simples que en-
globa os passos de aquisicao e reconstrucao. Por ultimo, foram apresentadas
algumas aplicagoes de CS para imagem. Todas essas definicoes e teoremas
procuram fundamentar que CS surge com a revelagao que um grupo pequeno
de projecoes lineares nao adaptativas de sinais esparsos ou compressiveis con-

tém informacoes suficientes para a reconstrucao e o processamento do sinal
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ou da imagem.

No préximo capitulo, pode-se observar como a teoria de CS convencio-
nal foi modificada para interagir com sinais que apresentam modelos mais
realisticos. Trata-se da insercao de algumas técnicas consagradas do padrao
JPEG2000 na teoria de CS apresentada no capitulo 3. Sao apresentadas as
novas propriedades que garantem robustez para sinais suaves e localmente
suaves e a modificacao do algoritmo CoSaMP. No final do capitulo, pode-se
verificar um exemplo simples e outros modelos que podem ser utilizados para

modificar o CS convencional.
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Capitulo 4

CS Baseado em Modelo

A teoria de CS convencional é constituida basicamente de duas etapas es-
senciais: o sensoriamento de sinais esparsos e compressiveis com garantia
de alto desempenho para M = O(K log %) medidas tomadas aleatoriamente
a partir de matrizes que possuam a propriedade RIP e a reconstrucgao do
sinal sensoriado utilizando algoritmos de reconstrucao, tais como minimiza-
¢ao de norma [y, norma TV e CoSaMP. Até o momento, grande parte das
pesquisas se divide em duas areas: o desenvolvimento de novos algoritmos
de reconstrucao para aumentar a robustez e reduzir o custo computacional e
o planejamento de matrizes de sensoriamento mais eficientes para reduzir o
valor de medidas M.

Um outro tipo de abordagem que também visa melhorar a eficiéncia de
CS convencional é baseada na melhoria da representacao de sinais que leva
a esparsidade, como pode ser observado em [3]. Eles construiram modelos
de representacao de sinais baseados nas técnicas consagradas e utilizadas no
padrao JPEG2000, as quais exibem a interdependéncia existente entre os va-

lores e a localizacao dos maiores coeficientes. Desse modo, CS baseado em
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modelos é constituido de representacoes de sinais que vao além do esparso
e do compressivel, com o proposito principal de melhorar o desempenho e o
custo computacional da teoria de CS convencional vista no capitulo 3 deste
trabalho. Observa-se que a partir desses modelos é possivel reduzir o grau
de liberdade dos sinais, permitindo um relaxamento dos algoritmos de re-
construcao. Assim, a integracao de representacoes baseadas em modelos que
carregam a estrutura do sinal e diminuem a espaco de busca com algoritmos
ja consagrados em CS convencional garantem maior robustez na reconstrugao
de medidas ruidosas, além de fazer com que o nimero de medidas M seja
independente de N, [3].

Para atender esse objetivo, [3] conceituou sinais modelo—esparsos funda-
mentado na RIP baseada em modelo, sinais modelo—compressiveis fundamen-
tado na Propriedade de Amplificacao Restrita (RAmP) e um algoritmo de
reconstrugao que é o CoSaMP modificado. O algoritmo CoSaMP foi escolhido

para ser modificado devido a sua eficiéncia e a facilidade de manuseio.

4.1 Além do Esparso e do Compressivel

Nesta secao sao apresentadas as definicoes de sinais modelo—esparsos e
modelo—compressiveis. E importante salientar que esparsidade e compres-
sibilidade correspondem a modelos simples onde cada coeficiente é tratado
independentemente, como definido na segao 3.3. Por outro lado, em sinais
modelo—esparsos e modelo—compressiveis é levado em consideragao a estru-
tura dos dados, ou seja, a dependéncia entre os valores e a localizacao dos
maiores coeficientes. Os modelos definidos a seguir reduzem o grau de li-
berdade de um sinal esparso ou compressivel, permitindo somente certas

configuragoes de suporte para os maiores coeficientes.
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4.1.1 Sinais Modelo—Esparsos

Um vetor  de um sinal S—esparso pertence ao conjunto >4 C RY, onde
Y5 € a uniao de (g) subespacos de dimensao S. Um modelo de sinal dota
o modelo esparso de estruturas adicionais, além de sua esparsidade, com o
proposito de permitir certos subespagos S dimensionais e nao permitir outros.

Para a apresentagao da definigao 3, seja x| representando as entradas x
correspondendo ao conjunto de fndice Q C {1,..., N}, e seja Q° o comple-

mentar de Q.

Definicao 3 (Sinais Modelo-Esparsos, [3])
Um modelo de sinal Mg € definido como a unido de mg subespacos S di-

Mensionais canonicos

ms
Mg = U X, tal que X, = {z : z]q,, € RY, z]qc =0} (4.1)

m=1

onde cada subespaco X, contém todos os sinais x com supp(x) € §,. Por-

tanto, o modelo Mg € definido como o conjunto de suportes {,..., g}

Sinais de Mg sao denominados de M s—modelo—esparsos e é possivel observar
que existe uma redugao no espaco de busca, ou seja, como Mg C >4 entao

existem apenas mg < (g) subespacos de busca.

4.1.2 Sinais Modelo—Compressiveis

Assim como sinais compressiveis sao aproximadamente S—esparsos, sinais
modelo—compressiveis sao aproximadamente S—modelo—esparsos. Em outras

palavras, um sinal modelo—compressivel é constituido da melhor aproximacao
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S—modelo—esparsa de s, ou seja, é o resultado obtido quando for¢camos os

N — S menores coeficientes de s a serem zero.

Definigao 4 (Sinais Modelo-Compressiveis, [3])

O conjunto de sinais s—modelo—compressiveis com S termos € definido como
m:{xew:%(;p)gsz(%, 1<K <N, S<oo} (4.2)

onde apmg(z) € o erro produzido pela aprozimagdao de x € RN pela melhor
aproximacao em Mg. Define |x|§mg como o menor valor de S para o qual
essa condicao se mantém para T € S.

Como pode ser observado na defini¢do 4, o decaimento do erro oy ()
define o modelo de um sinal. Desse modo, diz-se que = € 9, é um sinal
s—modelo—compressivel sob o modelo de sinal Mg.

Na secao 4.5 deste capitulo é apresentado um modelo concreto para sinais
modelo—esparsos e modelo—compressiveis que leva em consideracao o fato que
coeficientes wavelets de sinais e imagens localmente suaves possuem uma

estrutura organizada em arvore, [3].

4.2 Correspondente a RIP

Nesta secao sao apresentadas novas propriedades que correspondem a
RIP da teoria de CS convencional. Semelhante a RIP, elas garantem que
toda submatriz de ® de tamanho M x S é proxima de uma isometria, ou
seja, as distancias e, consequentemente a informacao, sao preservadas apds o

sensoriamento do sinal.
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4.2.1 RIP Baseada em Modelo

Sabe-se que o sinal z que estd sendo adquirido faz parte de um modelo
M s—modelo—esparso, entao é possivel relaxar as restrigoes sobre a RIP para
as matrizes de medida ® e ainda assim, conseguir reconstrucao estavel a

partir de medidas compressiveis y = ®x.

Definicao 5 (RIP Bascada em Modelo, [33])
Uma matriz ® com dimensao M x N tem a Mg—RIP com constante 0 Se,

para todo x € Mg, tem-se

(1= o) llzlly, < 18arally, < (1+dus) llzly, (4.3)

Quando os sinais sao modelo—esparsos, a RIP baseada em modelo apresentada
na defini¢cao 5 produz condigoes de reconstrugao eficiente. Entretanto, para
garantir o desempenho durante o processo de reconstrucao baseado em sinais
modelo—esparsos a partir de medidas ruidosas, deve-se fazer uma ampliacao

da uniao de subespacos, como é apresentado pela definicao 6.

Definigao 6 (Soma de Minkowski, [3])
A soma B—-Minkowski para o conjunto Mg, com B > 1 um inteiro, é definida

como

B
ME = {az = Z:{:(T), com ") € Ms} (4.4)
r=1
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O algoritmo que obtém a melhor aproximacao de x na uniao ampliada de

subespagos ME é obtido por

Mp(z,S) = min ||z -z, (4.5)
zeMB

S

Assim, para que exista garantia de desempenho na reconstrucao de sinais
modelo—esparso, ® deve possuir uma quase isometria para todos os subespa-
¢os ME para algum B > 1. Esta exigéncia é uma generalizagao para 25-RIP,

3S-RIP e RIPs superiores pertencentes a teoria de CS convencional.

4.2.2 Propriedade de Amplificagcao Restrita (RAmP)

Na teoria de CS convencional, a RIP garante reconstrucao estavel tanto
para sinais esparsos quanto para sinais compressiveis. Entretanto, para CS
baseado em modelo isto nao acontece, pois a classe dos sinais compressiveis
¢ muito maior do que a dos sinais esparsos. Neste contexto é apresentado o
modelo Mg que gera a Propriedade de Aproximagao Aninhada (NAP) e a
Propriedade de Amplificagao Restrita (RAmP).

Definigao 7 (Propriedade de Aproximagcao Aninhada, [3])
Um modelo M = {Mj, My, ...} tem a Propriedade de Aproximacao Ani-

nhada (NAP) se

supp (M(z, S)) C supp (M(z, S,)> (4.6)

para todo S < S e x € RV,
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Dito de outra forma, um modelo M gera aproximagcao aninhada se a melhor

aproximacao baseada em modelo em S termos estiver contida na melhor
. ~ ! !

aproximacao baseada em modelo em S termos, para S < S . Um exemplo

de NAP sao os sinais compressiveis da teoria CS convencional.

Definigao 8 (Subespagos Residuais, [3])

O j—ésimo conjunto de subespacos residuais de tamanho S € definido como

Rjs (M) = {u € R tal que u = M(z, jS) — M(z, (j — 1)S)} (4.7

para algum x € RY e para cada j =1,..., {%]

Como pode ser observado na definicao 8, quando um modelo M obedece
NAP, o suporte da diferenga entre a aproximacao aninhada em modelo nos 5.5
termos e a aproximacao aninhada em modelo nos (j — 1)S termos encontra-
se em uma pequena uniao de subespacos devido a estrutura imposta pelo
modelo. Esta estrutura é capturada pelo conjunto de subespagos que sao
incluidos por cada aproximacao j subsequente. Quando a NAP vale, cada
partigao xr, do sinal é um sinal S—esparso e R ¢ a uniao de subespagos de
dimensao S, [3]. E facil ver que a norma l» das particoes decai & medida que
J aumenta para sinais compressiveis sob o modelo. Essas defini¢oes sobre
aproximacoes sao imprescindiveis para permitir o relaxamento das restrigoes
de isometria sobre a matriz de medida ® e limitar o erro de reconstrucao
para sinais s—modelo—compressiveis.

A definicao 9 é utilizada para quantificar a robustez na reconstrucao de
sinais modelo—compressiveis e se baseia no controle da amplificacao da apro-
ximagao residual baseada em modelo utilizando ®. Trata-se da nova genera-

lizagao para a RIP e a RIP baseada em modelo.
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Definigao 9 (Propriedade de Amplificacao Restrita (RAmP), [3])
A matriz ® tem a Propriedade de Amplificacio Restrita com parametros

(€s,7) para o subespago residual R; s do modelo M se

1Pull, < (1 +es) 5> [lully, (4.8)

para qualquer u € R; g para cada 1 < j < [£].

O parametro de regularidade » > 0 tem a funcao de balancear a taxa de
crescimento da amplificacao de u € R ¢ em funcao de j, de modo a balancear
o decaimento da norma em cada subespaco residual R, ¢. Munido da RAmP,
a secao 4.3 deste capitulo apresenta os teoremas que garantem o ntimero de
medidas necessarias para que exista reconstrucao robusta de sinais modelo—

compressiveis.

4.3 Matrizes e Numero de Medidas

A partir do exposto na subsegao 4.2.1 deste capitulo, [6] quantificou o
nimero de medidas M necessarias para que uma matriz de medidas alea-
toria tenha Mg—RIP com alta probabilidade, como pode ser observado no

teorema 13.

Teorema 13 (Reconstrugao Robusta para Modelo-Esparso, [6])

Seja Mg a unidgo de mg subespacos de S dimensoes em RY. Entdo, para
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qualquer t > 0 e qualquer

M >
- 05?\45

(ln(QmS) + SIn 12 + t) (4.9)
dMms

uma matriz aleatoria subgaussiana® independente e identicamente distribuida
M x N tem a Mg—RIP com constante dp, com probabilidade menor do que
1—et.

Por outro lado, a partir do exposto na subsecao 4.2.2 deste capitulo, é possivel

quantificar o nimero de medidas M necessarias para que a matriz ® tenha

RAmP com alta probabilidade.

Teorema 14 (Reconstrugao Robusta para Modelo-Compressivel, [3])
Seja ® uma matriz M X N com entradas subgaussianas e seja o conjunto
de subespacos residuais R;s de um modelo M contendo R; subespacos de

dimensao S para cada 1 < j < {%W Se

1 N
M > max <25 +41In Rig + 2t) (4.10)

15[ 4] (VT Fes — 1)’

entdo a matriz ® tem o (eg,r)-RAmP com probabilidade 1 — e™*.

No teorema 14, é possivel observar que a ordem do limite inferior para M
¢ menor do que O (S log (%)), enquanto o nimero de subespagos R; cresce

mais lentamente que N°.

IMatrizes subgaussianas possuem curtose negativa, ou seja, distribuicdo achatada em
relagdo & gaussiana, [6].
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Teorema 15 (Resultante de CS Baseado em Modelo, [3])
Seja x € M, um sinal s—modelo—compressivel em S termos sob um modelo

M que obedece a NAP. Se ® tem o (eg,7)-RAmP e r = s — 1, entdo tem-se

N
[® (x — M (z,9))l,, < \/1—1—655_31n§]$\m5 (4.11)

Neste contexto, se uma matriz ® tem RAmP, entao o teorema 15 garante
robustez para a reconstrucao de sinais modelo—compressiveis e possibilita a
integracao de modelos de sinais com algoritmos de reconstrucao, como é visto

na segao 4.4 deste capitulo.

4.4 CoSaMP Baseado em Modelo

A partir do conjunto de defini¢oes e teoremas apresentados até este ponto
do trabalho é possivel fazer a integracao de modelos de sinais com o algo-
ritmo CoSaMP. Com a justificativa que o CoSaMP tradicional é mais facil de
manusear e alcanca os mesmos resultados que o estado da arte em algoritmos
de relaxamento convexo, CoSaMP foi escolhido para ser modificado em [3].
O pseudocodigo para o CoSaMP modificado é apresentado no algoritmo 2.
A modificacao realizada em [3] no algoritmo é muito simples: na etapa de
aproximacao do CoSaMP apresentado no algoritmo 1, subsecao 3.7.2 do ca-
pitulo 3 desse trabalho, simplesmente é substituido o passo de aproximacao
que ordena os S coeficientes pela melhor aproximacgao baseada em modelo,
também em S coeficientes. Assim feito, a cada iteracao o CoSaMP faz a
busca em mg subespacos de Mg ao invés de (g) subespacos de ) . E

natural entao que menos medidas sejam necessarias para se obter o mesmo
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Algoritmo 2 Algoritmo de Reconstrugao CoSaMP Baseado em Modelo

Require: Matriz @, vetor de amostra y e modelo M

Ensure: Uma aproximacao mais esparsa & do sinal verdadeiro x
2o < 0 {Aprozimacao trivial inicial }
r «— y{Amostras atuais iguais a amostra de entrada}
i < 0{Aproximacao trivial inicial}

repeat
1—1+1
e «— ®Tr{Forma o proxy — estimativa do sinal residual}
Q — supp(M;, (e, S)){Identifica os maiores coeficientes}
T — QUsupp(z;—1){ Fusdo dos suportes}

blr — CDTTy{Estimagdo do sinal por minimos quadrados}
b Te <— 0

&; «— M (b, S){Poda da estimativa do sinal de acordo com modelo}
r—y — ®1;{ Atualiza medidas residuais}
until critério de parada

grau de reconstrucao robusta do sinal. Esta melhoria pode ser vista por ou-
tro angulo, utilizando o mesmo numero de medidas pode-se alcancar uma
reconstrucao mais precisa. Os teoremas 16 e 17 garantem uma reconstru-
¢ao robusta para os dois tipos de sinais definidos: sinais modelo—esparsos e
modelo—compressiveis.

Inicialmente pode-se verificar que a garantia de robustez no desempenho
de reconstrucao de sinais para medidas ruidosas em modelo—esparsos é ob-
tida utilizando RIP baseada em modelo e pode ser verificada utilizando o

teorema 16.

Teorema 16 (Robustez para Sinais Modelo-Esparsos, [3])
Sejax € M ey = Pxr+n um conjunto de medidas CS ruidosas. Se ¢ tem

uma constante M‘éfR]P de 5/\/(‘; < 0.1, entao o sinal estimado x; obtido da
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iteracao i do algoritmo CoSaMP baseado em modelo satisfaz

lv = 2ill, < 27" |2l + 15 (Inll,, (4.12)

Em segundo lugar, a garantia de robustez no desempenho de reconstrugao
de sinais para medidas ruidosas em modelo—compressiveis é obtida utilizando

RAmP e pode ser verificada utilizando teorema 17.

Teorema 17 (Robustez para Sinais Modelo-Compressiveis, [3])

Seja x € M, um sinal s—modelo—compressivel de um modelo M que obedece
a NAP e y = ®x +n um conjunto de medidas CS ruidosas. Se ® tem uma
constante Ms~RIP de opms < 0.1 € a(es,r)-RAmP com r < s —1, entao
o sinal estimado T; obtido da iteragao © do algoritmo CoSaMP baseado em

modelo satisfaz

- —1 -5 N
o= il < 2 ol + 35 (llll, + ol 5 (1410 5 ])) (013)

Infelizmente, alguns sinais nao se adaptam exatamente ao modelo utilizado.
Podem existir trés casos: no primeiro, tém-se sinais que sao proximos do
modelo correspondente e a garantia de robustez obtida é proxima da apre-
sentada no teorema 16. No segundo, seja um sinal que nao ¢ modelo—
compressivel como o algoritmo de reconstrugao assume, mas sim, (s — €)—
modelo—compressivel. Neste caso, a garantia de robustez obtida é préxima
da apresentada no teorema 17. Por ultimo, o pior caso, quando os sinais

sao arbitrariamente longe de serem representados por modelo—esparsos ou
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modelo—compressiveis. Neste ultimo caso, o CS baseado em modelo se com-
porta como o CS convencional.

Segundo [3], as complexidades computacionais de algoritmos de recons-
trucao de sinais baseado em modelos se diferem dos algoritmos padroes em
CS convencional por dois fatores: o primeiro fator é que a diminuicao do
nimero de medidas M necessarias para a reconstrucao reduz a complexidade
computacional, uma vez que a maioria dos algoritmos de reconstrucao tem
complexidade computacional linear no nimero de medidas e o segundo esté

relacionado com o custo computacional relativamente baixo da aproximacao,

que é de O (NInN).

4.5 O Modelo Tree Wawvelet

Sinais ou imagens suaves e localmente suaves sao classificados como com-
pressiveis em bases fourier e wavelet, respectivamente. Para esses tipos de
sinais, a decomposicao wavelet tem fornecido excelentes resultados pela re-
presentacao de sinais originais em modo esparso e compressivel para uso
no padrao JPEG2000. Um breve comentario sobre transformadas Wavelet
foi feito na subsecao 2.2.1 do capitulo 2 desse trabalho. Além do que foi
apresentado, pode-se observar que coeficientes wavelets de imagens naturais
podem ser organizados em uma estrutura de arvore, de modo que os maiores
coeficientes se agrupam ao longo dos galhos da arvore.

Nesta segao ¢ apresentado um exemplo especifico de CS baseado em mo-
delos desenvolvidos por [3]: Modelo Tree Wavelet. Trata-se simplesmente
da integragao das definigoes, teoremas e algoritmos apresentados nas secoes
anteriores desta dissertacao com o estado da arte em processamento e com-

pressao de sinais e imagens baseado em transformada Wavelet.
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4.5.1 Sinais Tree—Esparsos

Deve-se entender bem o que representa esparsidade em arvore, ou tree—
esparsidade, no que diz respeito a decomposicao wavelet. A descricao abaixo
¢é talhada sobre sinais de uma dimensao e Tree Wavelet binarias, mas pode
ser estendida para sinais de dimensoes D e Tree Wavelet superiores.

Considere um sinal z de tamanho N = 2!, para um valor inteiro /. A
equacao 4.14 mostra a representacao wavelet de x, onde v é a funcao de
escala e 1); ; ¢ a fungao wavelet na escala ¢ e deslocamento j. Desse modo, os
coeficientes wavelet sao constituidos de coeficientes de escala vy e coeficientes

wavelets w; ;.

I-12¢-1
T = VgV -+ Z Z wi’jl/}i,j (414)
i=0 j=0
Utilizando-se a notacao de matrizes, tem-se que x = Ws, onde W €

composto pelas fungoes de escala e wavelets. Além disso, no vetor coluna
a = [vg Woo W10 W11 W - - .]T tem-se o coeficiente de escala vy e os coeficien-
tes wavelets w. A decomposicao em diversas escalas utilizando wavelet cria
uma relacao de parentesco entre os coeficientes. E possivel dizer que Wi1|1]
é pal de Wi,j € qQUE Wit125 € Wit12j+1 sao filhos de Wi,j, [3]

Além disso, fungoes wavelets agem como detectoras de descontinuidades
locais e possuem suporte aninhado em diferentes escalas, o que garante a
existéncia de cadeias de coeficientes wavelets maiores ao longo dos galhos da
arvore, diminuindo a medida que se aproxima da raiz. Esta propriedade em
arvore conectada é a principal justificativa para o amplo uso da transformada
Wavelet no estado da arte de processamento e compressao, [3]. O propésito
¢é utilizar as propriedades da transformada Wawvelet com a teoria apresentada
nas segoes anteriores deste capitulo. Desse modo, um conjunto de coeficientes

wavelets () forma uma subéarvore conectada se, quando um coeficiente w; ; €
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) entao seu pai Wi 4] também pertence. Cada um desses ) define um
subespaco do sinal cujo suporte esta contido em (2, isto €, todos os coeficientes
nao pertencentes a {2 sao nulos.

Como o objetivo de iniciar a construc¢ao do modelo Tree—esparso, o modelo
7Ts é apresentado na definicao 10 como a uniao de todos os subespagos S—

dimensional correspondentes ao suporte 2 que forma a subarvore conectada.

Definigao 10 (Modelo Tree—Esparso, [3])

Define-se o conjunto de sinais S—Tree Esparsos como

-1 2¢

Ts =<z =1v+ ZZwmwi’j D wloe =0, Q=S8 (4.15)

i=0 j=1

onde 2 forma uma subdrvore conectada.

Assim, para contar o numero de subespacos 7s, basta contar o nimero de
subéarvores conectadas distintas de tamanho S em uma &rvore binaria de

tamanho N. Do que foi apresentado até aqui, surge a proposigao 1.

Proposigao 1 (Numero de Subespagos no Modelo Tree Esparso, [3])

O numero de subespacos no modelo Ts obedece

4S+4

Ts < para S > logy N;

(4.16)

) S
Ts < (Si)l para S < logy, N
Portanto, para sinais Tree—esparsos, aplicando o teorema 13 e a proposicao 1
obtém-se o corolario 1 que define o nimero de medidas para o modelo Tree—

esparso.
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Corolario 1 (Numero de Medidas para o Modelo Tree Esparso, [3])

Uma matriz aleatoria subgaussiana ® tem a propriedade Ts—RIP com cons-

t

tante o7, e probabilidade 1 — e™" se o nimero de medidas M obedece

05%5 (S In 22 —|— In 222 + t) se S <logy N

(4.17)
2 (Sln 2de —l—lnSJrl +t) se S > logy, N

2
c5TS
Observa-se que o numero de medidas M necessario para a reconstrucao es-
tavel de sinais Tree—esparsos ¢ linear em S, ou seja, nao depende de N como

a teoria de CS convencional.

4.5.2 Sinais Tree—Compressiveis

Infelizmente, o conceito de esparsidade nao ¢ suficiente para a elaboragao
de um sistema robusto, pois a maioria dos sinais possui a caracteristica de
serem compressiveis, mas nao totalmente esparsos. Desse modo, faz-se ne-
cessario aproximar o sinal original modelo—compressivel para um sinal apro-
ximadamente modelo—esparso. Portanto, para reconstruir um sinal natural
ou artificial com robustez é necessario um algoritmo de aproximagao eficiente

T(z, S) para resolver a aproximacao otima

T PR—
zs = min ||z — ], (4.18)
Felizmente, existe um algoritmo eficiente que desempenha esse papel, cha-
mado Condensing Sort and Select Algorithm (CSSA), [5]. Quando os coefi-

cientes wavelets decrescem monotonicamente ao longo dos galhos da arvore

na direcao da raiz, a aproximacgao em subarvore coincide com aproximacao
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em S termos utilizada na teoria de CS convencional pela simples ordenacao
dos coeficientes. Por outro lado, quando os coeficientes sao gerais, o CSSA
resolve pela aproximacao dos coeficientes nao monotonicos com a condensa-
¢ao dos segmentos dos galhos da arvore utilizando uma rotina iterativa de
classificacao e célculo de média. Os nds condensados sao chamados de super-
nés. Assim, o CSSA pode ser interpretado como um algoritmo guloso entre
os nos. Para cada n6 da arvore o algoritmo calcula a média da magnitude
dos coeficientes wavelets para cada subarvore enraizada naquele né e grava
as maiores médias entre todos as subarvores como a energia para aquele né.
A partir disso, o CSSA pesquisa o né nao selecionado com a maior energia
e adiciona a subarvore correspondendo a energia do né para o suporte esti-
mado como supernd. Da forma como estd explicado, o custo computacional
global é O(Nlog N). Entretanto, transformando o problema de otimizagao
com restricao apresentado na equagao 4.18 no problema de otimizacao sem
restri¢ao mingc7 ||z — :E||l22 + A ([Isll,, —S) pela introdugao do multiplicador
de lagrange A é possivel diminuir o custo computacional da etapa de aproxi-
magcao para O(N) utilizando programagao dinamica?, [3].

Com o objetivo de construir o modelo Tree—compressivel e particulari-

zando a definigao 3 é apresentada a definigao 11.

Definigao 11 (Modelo Tree—Compressivel, [3])

Define-se o conjunto de sinais s—Tree—compressiveis como

I, ={z e RV : |z = T(z,9)], <KS*, 1<S<N, K<oo} (419)

2E um método para elaboracao de algoritmos para a resolucao de problemas computa-
cionais, tais como problemas combinatoriais. Consiste em calcular a solugao étima global
a partir da solugao étima local previamente calculada e memorizada de subproblemas que
compdem o problema original, evitando cdlculos repetidos, [40].
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onde |z|z, define como o menor valor de K para o qual essa condigio €

satisfeita para x e s.

Classes de aproximagao Zs em arvore contém sinais cujos coeficientes wavelets
tém um decaimento amplo da escala grossa para a fina. Tais classes sao
bem caracterizadas para sinais wavelet esparsos e sao bem implementados
utilizando espacos Besov®.

Quando um sinal z, no espaco Besov com s > ]lj — % ¢ amostrado uni-
formemente e convertido em um vetor x de tamanho N, seus coeficientes

wavelets pertencem ao espago de aproximacao Z,, com

2] = (|2l 0,17 + [[7all gy (Lp([0, 1)) (4.20)

onde =< denota uma norma equivalente. O mesmo resultado vale se s = %

_1

2
e ¢ < p. Antes de apresentar o nimero de medidas para sinais Tree—
compressiveis, deve-se quantificar o nimero de subespagos R; em cada con-
junto residual R, ¢ para a classe de aproximacao aplicando o teorema 17 e a

proposicao 1.

Proposicao 2 (Nimero de Subespagos no Modelo Tree Compressivel, [3])

O nuimero de subespagos S—dimensional de cada conjunto residual R;g obe-

dece
( S(25+1) )
(2e) . log, N
GreEn  sel i< { 5 J
R < 2(8)+2)5+8 7S . |1og, N 491
T=) GirnsGrne ¢ = | 7S (4.21)
4(2j+1)s+8 . 10g2 N
[ 57iG e sej > { 5 J )

¥Espacos Besov B (L, ([0,1])) contém fungdes de uma ou mais varidveis continuas que
tem s derivadas em L, ([0,1]), [3].
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Finalmente, utilizando o teorema 17 e a proposicao 2 pode-se verificar as

condicoes do corolario 2 para as quais a matriz ® tem a RAmP.

Corolario 2 (Numero de Medidas para Modelo Tree-Compressivel, [3])
Seja ® uma matriz M x N subgaussiana independente e identicamente dis-

tribuida. Se

-2z <105—|—21n5($+t> se S <log, N

> (m_l) S+1)(25+1) (4 22)
(ViFes-1) 2*1)2 (10S + 21n % 4 t) se S > logy N
€5 —

entao a matriz ® tem a (ex,s)-RAmP para o modelo T e todo s > 0.5 com

probabilidade 1 — e,

O limite simplificado para ambos os casos é M = O (S), cujo resultado é
consideravelmente melhor do que M = O (S log (%)) medidas necessérias

observadas utilizando a teoria de CS convencional.

4.5.3 Um Exemplo Simples

A idéia central de CS baseado em modelo é que o nimero de amostras
necessarias para capturar e reconstruir um sinal com eficiéncia nao depende
da largura de banda, como observado em [48], nem do tamanho do sinal N,
como definido pela teoria de CS convencional, mas sim da esparsidade S do
sinal. Complementando, quando é possivel explorar a estrutura inerente ao
sinal utilizando uma aproximacao baseada em modelo, o algoritmo de busca
obtém melhor desempenho na reconstrucao e menor custo computacional.

Nesta se¢ao, um exemplo simples utilizando o modelo Tree Wawvelet descrito
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na secao 4.5 deste capitulo e seu resultado sao apresentados com o objetivo
de fixar os conceitos apreendidos até aqui. Para facilitar a visualizagao e o
entendimento do exemplo, o sinal compressivel reconstruido é conhecido e
consideravelmente pequeno.

Seja um sinal discreto original unidimensional z com N = 1024 compo-
nentes seguindo uma lei de formagao polinomial ctiibica localmente suave, de
modo que exista 5 pontos de mudanga de suavidade (picos de descontinui-
dade) gerados aleatoriamente. E acrescentado um ruido gaussiano com média
0 e variancia 0, 01 para que seja possivel verificar sua robustez a ruido. Como
pode ser observado, o sinal nao é estritamente esparso, mas sim, compressivel
e ruidoso.

O que se deseja é reconstruir o sinal com eficiéncia préxima da exatidao
capturando apenas M = 96 medidas nao adaptativas do sinal original x.
Com o propésito de solucionar esse problema, é utilizada uma rotina em
Matlab™ para efetuar a aquisicao e a reconstrucao do sinal. A aquisicao
¢é realizada utilizando uma matriz aleatéria subgaussiana e a reconstrucao
utiliza o algoritmo de busca cujo pseudocddigo é apresentado no algoritmo 2.
Neste exemplo, o CoSaMP utiliza o modelo Tree Wawvelet binaria, ambos,
disponibilizados por [2]. A rotina para a implementagao desse exemplo utiliza
uma colecao de arquivos m e mex para transformadas Wavelets em 1D com
bancos de filtros daubechies denominada Rice Wavelet Toolbox (RWT) e
disponibilizada para acesso e copia em [4].

Procurando nao exagerar no rigor para facilitar o entendimento, os passos

da implementacao sao:

e parametros de entrada — como parametro de entrada é criado um vetor
x original ruidoso com 1024 componentes seguindo uma lei de formagao
polinomial cubica com 5 picos e localmente suave entre os picos. Além

disso, ¢ informado ao algoritmo de reconstrucao o nivel de esparsidade
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S = 32 do sinal e 0o modelo Zs do tipo Tree Wauvelet binaria;

e decomposicao wavelet — para que seja realizada a decomposicao wavelet
do sinal ¢é estimada a banda como sendo log, N e calculado os coefi-
cientes de escala e os coeficientes wauvelets para os filtros daubechies,

normalizados para V2 :

e aproximacao do sinal — a aproximacao do sinal dentro do algoritmo
CoSaMP ¢ realizada pelo algoritmo CSSA utilizando S = 32 como o
nivel de aproximacao desejada do sinal a partir de um modelo Tree
Wavelet binaria. O nimero de medidas M = 96 é encontrado fazendo

M/S = 3;

e aquisicao dos dados — a etapa de aquisicao das medidas utiliza a ma-
triz de sensoriamento subgaussiana independente e identicamente dis-
tribuida, denominada matriz de medida ®g para obter o vetor de me-

didas y = ®qx; e

e reconstrucao do sinal — para a reconstrucao do sinal é utilizado o Co-
SaMP modificado para sinais esparsos unidimensionais. Os parametros
de entradas sao: vetor de medidas y, matriz de medidas ®q, os para-
metros para o calculo da decomposicao wavelet com filtros daubechies;
o modelo Tree Wavelet binario; o nivel de esparsidade S do sinal e o
numero de iteragoes. O parametro de saida é o sinal estimado. Apds
ser calculada a transformada inversa Wavelet com filtros daubechies, é

mostrado o gréafico do sinal.

A figura 4.1 mostra o resultado da reconstrucao do sinal citado acima utili-
zando apenas 96 medidas ruidosas. Juntamente com o sinal original ruidoso
e o sinal reconstruido ¢ apresentado o sinal original antes de ser adicionado o

ruido, em azul, para comparagao com resultado obtido. Pode ser observada

Julio César Ferreira UFU



4.6 Outros Modelos 79

a robustez da teoria de CS em relacao ao ruido e alta reducao de dimensio-

nalidade do sinal.

- Sinal Original + Ruida com varidncia 0.1
= = = Sinal Original sem Rufdo
Sinal Reconstruido a partir do ruidoso

; ; ; i i
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 4.1: Um exemplo simples Baseado em modelo Tree Wavelet Bindria.
O sinal original com ruido gaussiano adicionado a x € representado pela linha
de cor verde, o sinal original x sem ruido pela cor azul e o sinal reconstruido
pela cor vermelha.

A teoria de CS baseado em modelo garante que com um valor bem de-
terminado para a razao M/S e caracteristicas especificas para a matriz de
medidas @, a exploracao do conhecimento prévio do sinal pela aproximagao
baseado em modelo possui desempenho consideravelmente melhor do que o
CS convencional. Baraniuk e outros em [3], demonstraram esse resultado de
modo tedrico e experimental apenas para sinais unidimensionais. No exem-
plo mostrado acima, é possivel ter uma idéia da possibilidade de reconstrucao
exata para o caso de sinais esparsos e reconstrucao robusta para o caso de

sinais nao exatamente esparsos ou corrompidos por ruido.

4.6 QOutros Modelos

Pesquisadores tem trabalhado na criacao de modelos com o objetivo de
melhorar o desempenho de CS e, ao mesmo tempo, diminuir o nimero de

medidas e o custo computacional. Mais informacoes podem ser encontra-
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das no site [50]. Alguns modelos disponibilizados sao: Esparsidade em Blo-
COS; Arvores Ocultas de Markov; Campos Aleatorios de Markov; Trem de
Pulso Neuronal; Superposicao Esparsa de Pulso e outros modelos baseados

em uniao de subespacos.

4.7 Consideracoes Finais deste Capitulo

Neste capitulo foram definidas as propriedades RIP modificada que ga-
rante robustez para CS baseado em modelo—esparso e a propriedade RaMP
para CS baseado em modelo—compressivel. Posteriormente, foram apresen-
tadas as seguintes caracteristicas para o CoSaMP baseado em modelo: as
especificacoes que ® deve ter para possuir RAmP; M para que seja possivel
uma reconstrucao robusta do sinal original e como criar um algoritmo Co-
SaMP modificado para reconstruir sinais com eficiéncia para poucas medidas.

A teoria apresentada até a secao 4.5 deste capitulo foi desenvolvida para
modelos genéricos. A partir desse ponto, foi apresentado o modelo Tree
Wawvelet, que consiste em um exemplo de aplicacao da teoria desenvolvida
por [3] utilizando decomposicao de sinais fundamentados na transformada
Wavelet. Como pode ser observado, CS baseado em modelo reduz o nimero
M de medidas de M = O (Slog (%)) para M = O (5), além de possibilitar
diferenciar entre informacoes reais e informacoes falsas geradas durante o
processo de reconstrucao.

No proximo capitulo sao apresentadas as metodologias e os resultados
experimentais para cada um dos experimentos, visando inferir sobre a in-
fluéncia da variagao de passos de quantizagao (Experimento I) e a influéncia
da variagao da razao entre o nimero de medidas e o nimero de esparsidade

(Experimento II) na eficiencia do algoritmo CoSaMP baseado em modelo.
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Além desses dois experimentos, a eficiéncia na reconstrucao de imagens é
comparada para trés algoritmos (Experimento I1I): o CoSaMP, o CoSaMP
baseado em modelo e o algoritmo com otimizacao convexa minimizando a
norma TV. Por ultimo, alguns testes especificos com imagens foram compa-

rados com trabalhos relacionados.
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Capitulo 5

Resultados Experimentais

A teoria de CS baseado em modelo apresentado no capitulo 4 deste tra-
balho mantém as principais caracteristicas de CS convencional. Dentre essas
caracteristicas, é possivel citar o cardter nao adaptativo' da etapa de aquisi-
¢ao e a capacidade de reconstrucao da imagem com um numero de medidas
muito menor do que o exigido pelo teorema de Nyquist, [41]. Além das
caracteristicas de CS convencional, a teoria que possibilita a reconstrugao
baseada em modelo Tree Wavelet para imagens, a partir desse ponto cha-
mado de modelo QuadTree, garante que o nimero de medidas necessarias
para a reconstrucao com robustez de imagens localmente suaves é da ordem
da esparsidade S.

Neste capitulo, é apresentado o detalhamento técnico e os resultados da
simulagao de aquisicao e reconstrucao de quatro imagens com caracteristicas
diferentes. Além das imagens, outros parametros sao avaliados, tais como

resolugoes, numero de medidas M, passos de quantizacao () e os niveis de

!Entende-se por carater nio adaptativo a propriedade que a teoria de CS tem em nao
se preocupar com a cena que estd sendo adquirida. Utiliza-se uma matriz de medida
incoerente com a base de representagao para qualquer tipo de imagem, [16].
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aproximacao S para o modelo QuadTree. A comparacao com o estado da
arte do algoritmo guloso CoSaMP e do algoritmo de otimizacao convexa que
utiliza a minimizacao da norma TV ¢ realizada posteriormente. Devido ao
fato de existir uma grande variacao de dados e prezando pela clareza, os

experimentos estao divididos em trés:

e o experimento I procura avaliar a relacao de diferentes passos de quan-

tizacao com a eficiéncia do algoritmo CoSaMP QuadTree.

e 0 experimento II busca a melhor razao M /S que produza o menor erro
entre a imagem original e a imagem reconstruida utilizando CoSaMP

QuadTree.

e o experimento III faz a comparacao entre trés algoritmos de reconstru-
¢ao: o CoSaMP baseado em modelo QuadTree, obviamente utilizando
os melhores parametros dos experimentos I e II; o CoSaMP convenci-
onal e o algoritmo de otimizacao convexa utilizando minimizacao da

norma TV.

A preocupacao com as etapas de quantizacao e esparsidade descritas nos
experimentos [ e Il é devido ao fato delas inserirem erros no processo de
aquisicao das imagens. No experimento III, a comparacao CoSaMP con-
vencional com o modelo CoSaMP QuadTree é natural, visto que o segundo
algoritmo é obtido a partir da alteracao da etapa de aproximacao trivial uti-
lizada no primeiro algoritmo para uma etapa de aproximacao baseada em
modelo QuadTree. O algoritmo CoSaMP baseado em modelo foi proposto
por [3] e foi apresentado no capitulo 4 desta dissertagao. A diferenca entre
eles é que no CoSaMP a etapa de aproximacao utiliza ordenacgao decrescente
simples e no CoSaMP baseado em modelo QuadTree esta etapa de ordena-

¢ao ¢ substituida por uma aproximacao baseada em modelo mais realistico
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da imagem. Por outro lado, a comparagao com o algoritmo que utiliza a
minimizacao da norma TV ¢ justificada pelo fato do estado da arte em algo-
ritmos de reconstrucao em CS convencional apresenta-lo como o que obtém
melhor desempenho para imagens naturais, [30].

Desse modo, com o objetivo de verificar a eficiéncia e a robustez dos algo-
ritmos de reconstrucao, os resultados tedricos obtidos nos capitulos 3 e 4 sao
aplicados em sinais bidimensionais, especificamente, imagens. A metodologia
utilizada em cada um dos experimentos é exibida em suas respectivas secoes.
Além disso, os resultados obtidos sao apresentados utilizando representacoes
graficas e tabelas. Espera-se que os resultados nos experimentos concordem
com os resultados tedricos, ou seja, que a reconstrucao de imagens utilizando
o algoritmo CoSaMP baseado em modelo QuadTree seja mais eficiente do
que a reconstrucao utilizando CoSaMP convencional — tanto em relagao a
reconstrucao utilizando um nimero muito pequeno de medidas, quanto em

relacao a robustez a ruido gerado por erro de esparsidade e quantizacao.

5.1 Meétricas de Qualidade em Imagens

As abordagens de aquisi¢ao por sensoriamento e reconstrucao das diferen-
tes imagens sdo avaliadas em relacdo a Taxa Sinal Ruido de Pico (PSNR)
e ao Erro Médio Quadrético Normalizado (NMSE), [44]. PSNR é definida
como

MNI?

SIS f(@y) — gla,y))?

onde M e N sao o niumero de linhas e colunas da imagem, L., ¢ a intensidade

maxima de nivel de cinza da imagem, f(z,y) é a imagem original e g(x,y) é
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a imagem reconstruida. NMSFE é definido como

S S (@) — g, y))

S o [f ()

NMSE = (5.2)

onde f(z,y) é a imagem original e g(z,y) é a imagem reconstruida. A pri-
meira métrica é expressa em decibel (dB) e a segunda é um ntimero puro.
Valores tipicos de PSN R variam entre 20 e 40 e quanto maior esse valor,
mais a imagem reconstruida se aproxima da original. Ji& NMSE possui
como principal caracteristica permitir comparagoes de mesmas imagens com
resolucoes diferentes, visto que sua lei de formacao nao depende da resolucao
da imagem. Seus valores variam entre 0 e 1 e quanto menor esse erro, melhor.

Ao ser realizada a abordagem da etapa de quantizacao no experimento I,
faz-se necessario uma métrica adicional. Esta métrica quantifica o ntimero
médio de bits por coeficientes (ou pizels) e é denominada de Taxa de Bits

(BR), [47]. Esta métrica é definida como
M
R N (5.3)

onde M é nimero de coeficientes do vetor de medidas, N é o numero de
coeficientes total e H; ¢ a entropia da medida y calculada sobre a distribui-
¢ao de probabilidade dos niveis de cinza. Valores de BR menores do que 8
caracterizam compressao.

Na secao 5.2 deste capitulo sao apresentadas as imagens que serao ava-
liadas, as matrizes de medida utilizadas, a base que leva a esparsidade e os

critérios para simulacao de aquisicao de imagens.
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5.2 Imagens Avaliadas e Matrizes de Medida

Este trabalho utiliza conceitos de amostragem nao probabilistica intencio-
nal para definir as imagens a serem avaliadas. A partir dos critérios descritos
nos préximos paragrafos, as imagens escolhidas sao Lena, Cameraman, Phan-
tom e Texto. Embora nao seja utilizada nos experimentos I, II e I1I, a imagem
Pimentas é utilizada na secao 5.7 para permitir comparacao especifica com
o resultado encontrado por [3].

O custo computacional para a reconstrucao de imagens com dimensao
256 x 256 pizels utilizando CS ¢ alto. No experimento I sao realizados 1920
testes para a avaliacao do impacto de diferentes passos de quantizacao na
eficiencia do algoritmo CoSaMP QuadTree. No experimento II também sao
realizados 1920 testes para avaliagao da razao M/S. No primeiro caso, sao
variados o numero de medidas M, os passos de quantizacao (), as quatro
imagens e duas resolucoes. No segundo, sao variados os niveis de aproximacao
S baseado em modelo QuadTree e os parametros do primeiro, menos o passo
de quantizacao. Portanto, para diminuir o tempo de processamento nos
experimentos I e II sao utilizadas imagens com resolugoes 64 x 64 pixels e
128 x 128 pizels, mesmo sendo menos compressiveis que as imagens de maior
resolucao devido a sua menor redundancia. Deseja-se encontrar similaridade
no comportamento de CoSaMP QuadTree entre a resolucao 64 x 64 pizels e
a resolucao 128 x 128 pizels. A intencao é estender os resultados obtidos nos
experimentos I e II para resolucoes maiores. A funcao imresize do Matlab?™
com interpolacao bicubica ¢ utilizada para a obtencao das imagens 64 x 64
pizels e 128 x 128 pizels a partir da imagem 256 x 256 pizels.

O critério utilizado para a definicao das imagens a serem avaliadas é a
diversidade em relagao a esparsidade e a distribuicao dos coeficientes de maior

energia no dominio da frequéncia. Como pode ser observado na figura 5.1,
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a imagem sintética para testes em ressonancia magnética Phantom é uma
imagem artificial constante por partes, consequentemente, muito esparsa. A
imagem Lena é uma imagem natural localmente suave, ou seja, a energia é
mais concentrada nos coeficientes de baixa frequéncia, porém existem alguns
componentes espalhados ao longo do espectro. Em situagao oposta a essas
duas imagens, a imagem Texto é caracterizada por variagoes abruptas de
intensidade de niveis de cinza, de modo que sua energia é espalhada ao longo
de todo o dominio da frequéncia. A imagem Cameraman representa um meio
termo entre a suavidade da Lena e as variacoes abruptas da imagem Texto.

O processo de aquisicao de uma cena utilizando CS deve ser realizado
por hardware especifico, como a camera de 1 pixel citada na secao 3.9. En-
tretanto, para a realizacao deste trabalho nao foi possivel ter acesso a esse
tipo de equipamento. A solucao alternativa utilizada foi fazer a simulacao da
aquisicao da cena pela combinacao linear com os valores de uma imagem no
formato PGM P5 e, em seguida, realizar a quantizacao. O formato PGM P5
¢é constituido de uma tabela de valores binérios, onde cada byte representa a
intensidade de cada pixel.

Como pode ser observado nos capitulos 3 e 4, a etapa de aquisicao pode ser
representada pela expressao algébrica y = ®x, onde z é um vetor de N linhas
e 1 coluna. Entretanto, sabe-se que imagens sao representadas por matrizes
com m linhas e n colunas, cujos valores enderecados por essas linhas e colunas
representam a intensidade de cada nivel de cinza. Em imagens, para utilizar
a expressao algébrica acima é necessario fazer o empilhamento das colunas da
matriz. Desse modo, uma imagem com resolucao 256 x 256 pizels transforma-
se em um vetor x com 65536 linhas e 1 coluna. Apds o passo de simulacao
de aquisigao, é realizada a quantizacao das medidas adquiridas utilizando a
técnica de quantizacao escalar uniforme apresentada na subsecao 2.2.2 do

capitulo 2 desta dissertacao.
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(a) Lena 256 x 256 (b) Espectro da Lena

(¢) Cameraman 256 x 256 (d) Espectro Cameraman

(e) Phantom 256 x 256 (f) Espectro Phantom

(g) Texto 256 x 256 (h) Espectro da Texto

Figura 5.1: Lena, Cameraman, Phantom e Texto e seus respectivos espectros.
Em (b), (d), (f) e (h), apenas os 10000 maiores coeficientes estdo em preto.
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A base que leva o sinal original a esparsidade utilizada neste trabalho
é a wavelet daubechies implementada e integrada ao CoSaMP convencional
em [3]. Os coeficientes de escala e wavelet de daubechies sao calculados
e fornecidos ao algoritmo CSSA para serem condensados de acordo com o
modelo QuadTree. O modelo QuadTree foi escolhido entre os dois modelos
apresentados em [3] devido a facilidade de obtengdo de ferramentas para
implementagao e ao fato do padrao JPEG2000 utiliza-lo.

Trabalhos anteriores que avaliaram CoSaMP QuadTree e CoSaMP uti-
lizaram matrizes de aquisicao subgaussianas independentes e identicamente
distribuidas fundamentados na teoria desenvolvida em [3]. Diferentemente
desses autores, neste trabalho é utilizado a matriz parcial de Fourier para
CoSaMP QuadTree e CoSaMP. Esta matriz consiste de um conjunto unifor-
memente aleatério de M linhas obtidas da Transformada Discreta de Fourier
(DFT), [40]. As duas matrizes citadas anteriormente sdo exemplos cldssicos
em CS. Optou-se por escolher a matriz parcial de Fourier, pois, apesar de ser
necessario o uso de um nimero um pouco maior de medidas que as matri-
zes subgaussianas e gaussianas, seu uso tem algumas vantagens, tais como:
existem tecnologias que adquirem medidas de fourier aleatdrias com pouco
custo por amostra; a matriz de amostragem pode ser aplicada a um vetor
com tempo de execucao O (Nlog N) e a matriz de armazenamento requer
somente O (M log N) de capacidade. Além disso, escolhendo essa matriz é
possivel fazer uma comparacao com os resultados obtidos em [3].

Paralelo a essa abordagem, a matriz aleatéria Noiselet é utilizada na
obtencao de medidas para avaliacao do algoritmo de otimizacao convexa ba-
seado na minimizagao da norma TV. Tal matriz é escolhida por possuir in-
coeréncia muito alta com a base de representacao esparsa e, portanto, a RIP
vale para varios valores de M. Além disso, é uma matriz de facil manejo,

pois é ortogonal e autoadjunta.
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A quantizacao é outra etapa que deve ser levada em consideracao na
aquisicao de imagens. Neste contexto, aquisicao de imagens nao pode ser
realizada utilizando uma precisao arbitrariamente grande para representar a
intensidade de cada pixel. A etapa de aquisi¢cao insere erros provenientes da
discretizacao. A dualidade é a seguinte: tomar menor passo deixa a recons-
trucao mais precisa, por outro lado, tomar maior passo deixa a imagem com
menos bits. Desse modo, a etapa de quantizacao é extremamente importante
na compressao e, consequentemente, influencia na etapa de reconstrucao de
imagens adquiridas utilizando CS. Trabalhos anteriores que abordaram Co-
SaMP baseado em modelo nao implementaram passos de quantizagao, o que
pode ser verificado em [3, 25, 30]. Diferentemente desses autores, este traba-
lho leva em consideracao os erros relativos a quantizacao durante a etapa de
simulagao da aquisicao da cena.

Outra etapa que deve ser levada em consideracao é a codificagao. Como é
observado na teoria de CS, tanto a convencional quanto a baseada em modelo,
existe grande incoeréncia entre as bases e é dificil prever qual é o simbolo
que mais acontece. Diante desta constatagao, assume-se a equiprobabilidade
de ocorréncia dos niveis de cinza e define-se a banda igual log, N. Desse
modo, o passo de codificacao é de dificil implementagao, o que prejudica a
aplicagao de algoritmos de codificacao eficientes. Nesta dissertacao nao foi

implementada a etapa de codificacao.

5.3 Sistema Computacional

Todos os experimentos apresentados neste trabalho foram realizados em
um computador desktop com processador AMD Sempron E-1200 2.1GH z,

memoria cache 512Kb e 2GB de memoria RAM. O sistema operacional Mi-
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crosoft Windows XP Professional’™ service pack 2 e versao 2002, o Matlab”
versao 20080, juntamente com alguns pacotes especificos, constitui os softwa-
res utilizados nesta dissertacao. Os pacotes utilizados e cada fim especifico

foram:

e pacote constituido de varias rotinas de processamento digital de ima-
gens que acompanha o livro Digital Image Processing using Matlab™

[27], denominado Toolboz Dipum pCode 2.0;

e pacote de transformadas Wawvelet fornecido gratuitamente pela Univer-

sidade de Rice, [4], denominado Toolbox Wavelet Rice 2.4;

e rotinas desenvolvidas por Emmanuel Candes e Justin Romberg e dispo-
nibilizadas gratuitamente na divisao de Matematica Aplicada e Com-
putacional da Caltech, [7], denominada L1-Magic. Elas fornecem op-
¢oes de otimizacao utilizando programacao convexa com minimizagao

de diversas normas, inclusive a norma TV,

e implementacoes gratuitas desenvolvidas pela Universidade de Rice para
reconstruir imagens utilizando algoritmo guloso, disponibilizados em [2]

e denominada de CoSaMP; e

e implementagoes gratuitas de algoritmos de reconstrucao baseado em
modelo desenvolvidos pela Universidade de Rice, denominado de Co-

SaMP baseado em modelo e disponibilizado em [2].

A metodologia, os resultados obtidos e as discussoes sao apresentadas nas
trés proximas secoes deste capitulo. Sao trés experimentos que procuram
avaliar a reconstrucao de imagens utilizando CS baseado em modelo abor-
dando os erros oriundos da quantizacao () e do nivel S de aproximacao da

imagem. O primeiro experimento consiste na avaliagao da relacao do passo

Julio César Ferreira UFU



5.4 Experimento I 93

de quantizacao com a eficiéncia do algoritmo de reconstrucao baseado em
modelo QuadTree. O segundo, consiste da avaliacao da razao M/S e seu
impacto sobre o algoritmo de reconstrugao. Ja o terceiro experimento com-
para o CoSaMP baseado em modelo QuadTree com o CoSaMP convencional
e com o estado da arte em algoritmo convencional para imagens naturais
— a otimizagao convexa utilizando minimizagao da norma TV. A metodolo-
gia aplicada em cada experimento e os comentarios locais sao apresentados
individualmente em cada secao. Adicionalmente é apresentada a secao 5.7
com testes de desempenho especificos, ora para comparar resultados com ou-
tros trabalhos, ora para mostrar eficiéncia do algoritmo utilizando poucas

medidas.

5.4 Experimento I

Para que uma determinada abordagem de reconstrucao de imagens seja
relevante na pratica é necessério levar em consideragao erros adicionados pela
etapa de quantizacao. Neste contexto, esta etapa pode ser considerada como
uma forma de adicionar ruido ao conjunto de medidas adquiridas. Assim,
antes de realizar o experimento II e III, é necessario desenvolver um estudo
aprofundado sobre alguns passos de quantizacao com o propésito de definir
a relacao desses passos com a eficiéncia do algoritmo de reconstrucao. Em
outras palavras, deseja-se encontrar a lei de formacao sobre os passos de
quantizacao que produz maior PSN R e menor BR utilizando reconstrucao
baseada em modelo QuadTree. A técnica de quantizacao utilizada neste
trabalho é a quantizacao escalar uniforme apresentada na secao 2.2.2 do
capitulo 2 desta dissertacao.

Com o objetivo de avaliar os efeitos de ruidos adicionados pela etapa
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de quantizacao em relagao a PSNR e BR, sao realizadas as configuracoes

apresentadas na tabela 5.1, constituindo 1920 testes. A quantizacao é im-

Tabela 5.1: Configuragoes utilizadas no Experimento I para avaliagao dos
diferentes passos de quantizacao na eficiéncia do CoSaMP QuadTree.

Configuragoes para o Experimento |

Quatro imagens com resolucoes 64 x 64 pizels e 128 x 128 pixels
Variacao de 20 valores de medidas

Aquisicao pela matriz parcial de Fourier

Variacao de 12 passos de quantizacao uniforme

Método CSSA para aproximagao ao modelo QuadTree com S = M/3, 50
Parada CoSaMP QuadTree igual a 50 iteragoes ou ||&; — Z;_1||,, < 1072

plementada apds a aquisicao do vetor de medidas y. E observado a partir
de qual passo de quantizacao nao existem mais diferenca entre os resultados.
Os resultados sao apresentados por meio de dois graficos: PSNR x BR e
PSNR x M. Nos graficos PSNR x BR, o desejavel é que BR seja baixa e
PSNR, alta.

Analisando o grafico e fixando BR, existe um passo de quantizacao mais
eficaz que os demais. Por outro lado, fixando PSN R, existe uma taxa de
quantizacao que gera menor BR. Do primeiro comentario desse paragrafo, é
desejavel que o grafico esteja o mais por cima possivel. Do segundo comenta-
rio, deseja-se que o grafico fique o mais a esquerda possivel. Portanto, para
definir o melhor passo de quantizacao em um algoritmo CoSaMP baseado em
modelo QuadTree deve-se combinar o nimero de medidas M com os passos
de quantizagao ) de modo a obter menor BR desejado para maior PSNR
permitido.

Ja para o griafico PSNR x M, o desejavel é encontrar um determinado

passo de quantizacao que fornega maior PSN R para um numero de medidas
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consideravelmente pequeno. Visualmente, basta tomar o grafico ou as partes
de cada gréafico que geram uma casca superior as demais.

As figuras 5.2 a 5.5 apresentam a relacao entre PSNR e BR para as
imagens Lena, Cameraman, Phantom e Texto, todas com resolugao de 64 x 64
pizels e 128 x 128 pixels. A variagao na resolucao das quatro imagens testadas
¢ realizada com o objetivo de verificar o desempenho de CS baseado em
modelo QuadTree quanto aos passos de quantizacao quando os testes foram
de uma resolugao menor para uma resolu¢ao maior. Deseja-se encontrar
a relacao dos passos de quantizagao e da taxa de bits com a eficiéncia do
algoritmo e estendé-la para imagens com resolugoes superiores a 128 x 128
pizels. Pode-se observar nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4 que a medida que a resolugao
aumenta, a PSNR aumenta, o que é justificivel naturalmente pela maior
esparsidade de imagens com resolugoes maiores. Entretanto, o aumento de
eficiéncia depende significativamente do nivel de aproximagcao a esparsidade,
o que ¢ facilitado pelo fato da imagem em estudo ser mais compressivel.
Esta consideracao pode ser melhor observada nos graficos apresentados nas
figuras 5.4 e 5.5, justificada pela maior e menor aproximacao a esparsidade
pelo modelo QuadTree da Phantom e da Texto, respectivamente.

E importante salientar que BR depende do niimero de medidas M e do
passo de quantizagao @ utilizado. Como o nimero de medidas M depende do
nivel de aproximacao a esparsidade S, BR depende de S. Além disso, o ruido
gerado pela etapa de quantizacao é um ruido deterministico e o ruido oriundo
do erro da aproximacgao a esparsidade é probabilistico. Quando o sinal é
muito esparso, os ruidos gerados pela etapa de quantizacao sao perceptiveis
e é possivel visualizar que o aumento da taxa de bits BR e a diminuicao do
passo de quantizacao () atua fortemente no aumento da eficiéncia da PSNR,
como pode ser observado na figura 5.8b. Por outro lado, quando o ruido de

esparsidade é maior do que o ruido de quantizacao, o que ocorre quando a
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Figura 5.2: Resultado da avaliacao de 12 passos de quantizacao para Lena
variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR X BR.

55 - 55
50 — 50
45 ; : ——Q=001 45 ; : : ——Q=001
: -Q=005 : : -0=005
o [ I e Q=02 e | ] Q=02
& Q=05 & Q=05
= —a=1 B —a=1
—a=2 —a=2
——im = =i
—a=8 —a=8
—a=15 ==
Q=32 Q=32
——a=54 ——Q=564
Tana de Bits por Pixel Taxa de Bits por Pixel
(a) Cameraman 64 x 64 pizels (b) Cameraman 128 x 128 pizels

Figura 5.3: Resultado da avaliagao de 12 passos de quantizag¢ao para Came-
raman variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR x BR.
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Figura 5.4: Resultado da avaliagao de 12 passos de quantiza¢ao para Phantom
variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR x BR.
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Figura 5.5: Resultado da avaliagao de 12 passos de quantizacao para Texto

(a) Texto 64 x 64 pizels

(b) Texto 128 x 128 pizels

variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR X BR.
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Figura 5.6: Resultado da avaliacao de 12 passos de quantizacao para Lena

(a) Lena 64 x 64 pizels

(b) Lena 128 x 128 pizels

variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR x M.
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Figura 5.7: Resultado da avaliagao de 12 passos de quantizac¢ao para Came-

(b) Cameraman 128 x 128 pizels

raman variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR x M.
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Figura 5.8: Resultado da avaliacao de 12 passos de quantizagao para Phantom
variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR x M.
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Figura 5.9: Resultado da avaliagao de 12 passos de quantizacao para Texto
variando duas resolucoes e 20 medidas. PSNR x M.

imagem ¢é pouco compressivel, nao é possivel perceber o ruido de quantizacao
e possiveis alteragoes nos passos de quantizagao e taxas de bits podem nao
representar melhoria da PSNR. A interacao desses dois ruidos, quantizacao
e esparsidade, podem justificar a obtencao de resultados meio estranhos,
principalmente quando a imagem avaliada nao pode ser bem aproximada a
esparsidade pelo modelo QuadTree.

Antes de continuar a andlise dos resultados apresentados nos graficos de

PSNR x BR ¢é importante fazer alguns comentarios sobre como interpreta-
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los. Para um melhor entendimento é apresentado um exemplo baseado no

resultado obtido a partir da imagem Lena 128 x 128 pizels.

—a=00
-==Q=005
] | ==-a=01
S | Q=02

Q=05
—a=1
1| ——a=2
——-a=4
—a=8
—aq=16

Q=32
——a=54

05 1 15 2
Taxa de Bits por Pixel

Figura 5.10: Zoom aplicado sobre o grdafico PSNR x BR da imagem Lena
128 x 128 pizels.

A figura 5.10 apresenta um zoom aplicado sobre o grafico PSNR x BR
da imagem Lena 128 x 128 pizels apresentado na figura 5.2b. Seja o ntimero
de medidas M fixo que gera BR = 1 e PSNR =~ 26.25 para o passo de
quantizacao 8. Caso exista intencao de aumentar a PSN R, pode-se diminuir
o passo de quantizacao para 1, de modo a gerar BR =2 e PSNR =~ 27.5.
Uma outra abordagem é fixar BR = 1. Neste caso, o passo de quantizagao 8
¢é sempre melhor, mas com o aumento significativo do nimero de medidas M.
Portanto, da combinacao do niimero de medidas M e do passo de quantizacao
@ surgem os valores desejados de BR e PSNR. E possivel observar no
grafico 3D apresentado na figura 5.11 que a interpretacao realizada a partir
dos graficos PSNR x BR e PSNR x M esta correta para M ou BR fixos.

A partir de uma analise detalhada nos graficos das figuras 5.2 a 5.5, os
passos de quantizacao que permitem uma boa variabilidade de BR e M sao
1,2, 4e8. E possivel observar ainda que o grafico 5.5a referente a imagem
Texto 64 x64 pizels nao apresenta suavidade nas curvas que representam cada
passo de quantizacao e o grafico 5.9b referente a imagem Tezxto 128 x 128

pizels apresenta variagao brusca no passo de quantizacao igual a 0.2. Isto se
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— 4000

Figura 5.11: Grdfico 3D PSNR x M X Q da imagem Phantom 64 x 64 pizels.

deve ao fato de a imagem Texrto nao ser muito esparsa e possuir variagoes
abruptas de niveis de cinza.

Segundo [27], para que exista compressao é necessario que B R seja menor
do que 8. Deste modo, é importante observar que para os passos de quanti-
zacao iguais a 1, 2, 4 e 8 temos BR < 8 bpp, o que caracteriza compressao. A
nao ser no grafico da imagem Phantom apresentado na figura 5.8b, todos os
quatro passos de quantizagao citados acima podem gerar os mesmos valores
de PSN R para valores combinados de M e Q.

As figuras 5.6 a 5.9 apresentam a relacao entre a PSNR e o nimero
de medidas M utilizadas na reconstrugao das imagens Lena, Cameraman,
Phantom e Texto, todas com resolugoes iguais a 64 x 64 pizels e 128 x 128
pizels. Da analise dessas figuras é possivel perceber que existe um limiar a
partir do qual a teoria de CS baseado em modelo opera. Este limiar é uma
espécie de joelho apresentado em cada curva que representa os passos de
quantizacao. Esta observacao ja é um indicio de que o nimero de medidas
independe da resolugao da imagem.

Como pode ser observado nos oito graficos das figuras 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9,
as nove primeiras curvas que representam os passos de quantizacao 0.01, 0.05,
0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 4 e 8 se sobrepoem para diferentes niimeros de medidas,

principalmente para M menores. Ja os demais passos, 16, 32 e 64, possuem
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valores de PSN R muito inferiores. As imagens Texto com resolugoes 64 x 64
pizels e 128 x 128 pixels apresentam quatro passos de quantizagao com valores
de PSNR consideravelmente abaixo dos demais e uma variagao brusca no
passo de quantizacao igual a 0.2, respectivamente.

Alguns comentarios sobre o nivel de esparsidade das imagens avaliadas
foram feitos na secao 5.2 deste capitulo. Como foi relatado, a Phantom é
muito esparsa, a Lena é razoavelmente esparsa, a Cameraman é intermedi-
ariamente esparsa e a Texto é nada esparsa. Desse modo, o ruido devido a
aproximacao a esparsidade para Texto é muito grande, para as imagens Lena
e Cameraman é razoavelmente grande e para a imagem Phantom é pequeno.
Percebe-se pelos resultados apresentados na figura 5.9 que erros grandes de-
vido a esparsidade nao permitem o aumento de PSN R quando o passo de
quantizacao é reduzido. Este erro nao afeta tanto a imagem Phantom apre-
sentada na figura 5.8, embora afete pouco as imagens Lena e Cameraman
apresentadas nas figuras 5.6 e 5.7. Portanto, para estas trés imagens, o erro
de esparsidade é menor e a reducao do passo de quantizagao gera aumento de
PSNR. Assim, todas as curvas se sobrepoem até que o nimero de medidas
M seja grande o suficiente para que o ruido de esparsidade nao exceda o
ruido de quantizacao.

Uma das principais caracteristicas da teoria de CS baseado em modelo
é gerar bons resultados em reconstrucao de sinais para pequenos valores de
M. Além disso, deseja-se que a imagem seja adquirida em formato compri-
mido. Neste contexto, considerando o melhor caso em termos de eficiéncia e
considerando combinacoes de BR e () para valores pequenos de M é possi-
vel escolher o passo de quantizacao a ser utilizado no experimento III como
sendo 1. Os outros trés valores de quantizacao viaveis apresentados acima
também podem ser escolhidos, porém, a eficiencia diminui. O resumo dos

resultados mais importantes observados no Experimento I sao apresentados
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na tabela 5.2.

Tabela 5.2: Resultados do Experimento I avaliando passos de quantizacao
em relagao a eficiencia de reconstrugao (PSNR) e taxa de bits (BR).

Caracteristicas avaliadas Resultados observados

Imagens compressiveis Possivel perceber erros de @)

Imagens nao compressiveis Nao é possivel perceber erros de @)

M que faga erros S < @) Alteracao de @), melhora eficiéncia
Alto erro de S, S > Q) Alteracao de (), nao melhora eficiéncia
Passos 1, 2,4 e 8 Boa eficiéncia para M e BR

Nesta secao foi feita uma avaliagao sobre o impacto do ruido de quan-
tizacao no processo de aquisicao e reconstrucao de imagens utilizando CS
baseado em modelo QuadTree. Apds varios testes foi definido o passo de
quantizacao que sera utilizado no experimento III. Desse modo, a proxima
secao apresenta um estudo detalhado da razao entre o ntimero de medidas
M e o nivel de aproximagcao a esparsidade S e seus reflexos na eficiéncia de

CS baseado em modelo QuadTree.

5.5 Experimento II

Baraniuk e outros [3], definiram dois modelos de sinais: sinais modelo—
esparsos e sinais modelo—compressiveis. O primeiro é relacionado a sinais e
imagens suaves e o segundo a sinais e imagens localmente suaves. Ainda em
[3], Baraniuk e outros da Universidade de Rice apresentaram vérios expe-
rimentos que mostram a eficiéncia do algoritmo 2 na reconstrucao de sinais

localmente polinomiais de grau 3 utilizando simulacao de Monte Carlo?. Eles

2Utilizado para gerar aproximacoes numéricas de funcoes complexas a partir de alguma
distribuicao de probabilidade.
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utilizaram o método CSSA para fazer a aproximacao ao modelo wavelet 1D e
2D e a matriz de medidas subgaussiana independente e identicamente distri-
buida para adquirir os sinais. Os resultados apresentados por eles mostram
eficiéncia principalmente quando foram utilizadas poucas medidas. Eles ob-
tiveram a razao M/S = 3,50 como fator determinante da relacdo que deve
existir entre o nimero de medidas M e o nivel de aproximagao S do modelo
para que o algoritmo consiga reconstruir o sinal com eficiéncia préxima do
perfeito quando os sinais sao livres de ruidos. Embora a equipe de Rice te-
nha apresentado um teste para a imagem Pimentas com resolugao 128 x 128
pizels e 5000 medidas, nao foram realizados testes mais elaborados avaliando
outras matrizes de medidas, resolucoes maiores e imagens com distribuigoes
de coeficientes e esparsidade diferentes. Além disso, eles nao consideraram
a adicao de ruidos gerados pela aproximacao a esparsidade e pela etapa de
quantizagao durante o processo de aquisicao.

Com o objetivo de avaliar a relagao entre o Numero de Medidas M e o
Nivel de aproximacao a Esparsidade S (M/S), sao avaliadas as configuragoes

apresentadas na tabela 5.3, constituindo 1920 testes. Espera-se estender

Tabela 5.3: Configuragoes utilizadas no Experimento II para avaliagao da
relacao entre medidas M e o nivel de aproximagao a esparsidade S.

Configuracoes para o Experimento 11

Quatro imagens com resolugoes 64 x 64 pizels e 128 x 128 pizels
Variacao de 20 valores de medidas

Aquisicao pela matriz parcial de Fourier

Passo de quantizacao uniforme @Q = 8

Variacao de 12 niveis de aproximagcao

Método CSSA para aproximacao ao modelo QuadTree

Parada para CoSaMP QuadTree em 50 iteragoes ou [|Z; — &1 ], <1072

a razdo M/S encontrada nesta segdo para um conjunto de imagens com
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resolucoes maiores que 128 x 128 pizels e com esparsidade similares as quatro
imagens avaliadas.

Os valores dos niveis de aproximacao .S avaliados sao escolhidos seguindo o
seguinte procedimento: calcula-se a redundancia® da imagem para uma taxa
de compressao pré-definida igual a 88 : 1 utilizando o padrao JPEG2000.
Esta redundancia representa a quantidade de coeficientes da imagem que fo-
ram mantidos durante a compressao. O valor encontrado para a redundancia
é colocado na posicao 7 de um vetor S. Os demais elementos do vetor sao
encontrados utilizando uma progressao geométrica com razao igual a 1.2,
como sugerido por [40]. Desse modo, uma sequéncia de S = 12 elementos é
construida para ser testada como niveis de aproximacao a esparsidade para o
modelo QuadTree. A escolha dos 20 nimeros de medidas M segue o proce-
dimento semelhante ao utilizado para S. E escolhido um nimero de medida
inicial tomando 5 por cento da dimensao da imagem ja transformada em vetor
pelo empilhamento das colunas em N = mn componentes e é utilizada uma
progressao aritmética com razao 0.05N para encontrar os demais valores.

Apos a definicao das 20 medidas, dos 12 niveis de aproximacao a espar-
sidade para o modelo QuadTree e do passo de quantizagao 8 é realizado a
simulagao de aquisicao da imagem utilizando a matriz de medida parcial de
Fourier. O passo de quantizacao é implementado sobre o conjunto de me-
didas y, depois de serem adquiridas. Posteriormente é utilizado o algoritmo
CoSaMP baseado em modelo QuadTree para reconstruir a imagem. O al-
goritmo CoSaMP necessita do conjunto de medidas adquiridas, do modelo
QuadTree e do nivel de aproximacao ao modelo. Finalmente, é observada a
razao entre o numero de medidas M e o nivel de aproximacao do modelo que

consegue obter menor NMSFE. E importante ressaltar que nao é possivel

3A redundancia é definida como 1 menos o inverso da taxa de compressio da imagem,

[26].
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comparar os erros N M SFE entre imagens diferentes. Entretanto, ele possibi-
lita a comparacao entre imagens iguais, mas com resolugoes diferentes. Para
o objetivo desse trabalho ele funciona muito bem, visto que se deseja verificar
a razao M/S e como ela se comporta ao aumentar a resolugao da imagem.

Como pode ser verificado nas figuras 5.12 a 5.15, para cada nivel de
aproximacao S do modelo QuadTree existe um limiar a partir do qual o
CS QuadTree passa a operar. Este nimero de medidas é representado pe-
los joelhos observados nos graficos. Sabe-se que uma mesma imagem, mas
com resolugoes diferentes, apresenta diferenca no grau de compressibilidade
e, consequentemente, na esparsidade. Assim, imagens com maiores resolu-
¢oes sao mais compressiveis em relacao a sua dimensao. Comparando os
resultados apresentados nos gréaficos das imagens na resolucao 64 x 64 pizels
com as imagens na resolugao 128 x 128 pizels, pode-se observar que o nimero
de medidas M nao depende do tamanho N da imagem, mas sim, da esparsi-
dade S para cada resolucao. Este resultado pode ser melhor observado pelas
posicoes dos joelhos aproximadamente em torno das mesmas medidas para
imagens iguais com resolucoes diferentes, a menos da esparsidade S dessa
imagem.

Observando os valores de M, S e NMSE, pode-se verificar que a partir
de um limiar é possivel reconstruir a imagem com um pequeno NMSFE.
Embora o resultado para a imagem Phantom apresentado na figura 5.14a
e 5.14b apresente um ponto de PSNR muito baixo e, consequentemente,
NMSFE acima da escala assumida no grafico, este ponto ainda estd antes do
limiar de operagao do CS baseado em modelo QuadTree. Mantendo a razao
M/S fixa, o erro NMSE pode ser gradativamente diminuido com o aumento
do nimero de medidas e do nivel de aproximagao a esparsidade da imagem,
como pode ser melhor observado na figura 5.16 que apresenta um zoom na

regiao para valores de NMSFE pequenos.
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Figura 5.12:

(a) Lena 64 x 64 pizels

Resultado da avaliagao de 12

(b) Lena 128 x 128 pizels

imagem Lena variando duas resolucoes e 20 medidas. NMSFE x M.
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Figura 5.13: Resultado da avaliacao de 12 niveis de aproximacao para o
Cameraman variando duas resolugoes e 20 medidas. NMSE x M.
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Figura 5.14: Resultado da avaliagao de 12 niveis de aprorimacdo para a
Phantom variando duas resolugoes e 20 medidas. NMSE x M.
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Figura 5.15: Resultado da avaliacao de 12 niveis de aproximacgado para a Texto
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Figura 5.16: Zoom aplicado sobre o grdafico NMSE x M para valores peque-
nos de NMSE na imagem Lena 64 x 64 pizels. O mesmo comportamento

acontece nas demais imagens e resolucoes, alterando apenas os wvalores do
NMSE.

Os resultados de M/S obtidos nestes experimentos variam entre 3,00 e
3,75 para valores pequenos de NMSE que representam os joelhos das cur-
vas. Imagens mais esparsas como Lena, Cameraman e Phantom apresentam
menores N M SE para valores de M/S = 3,00. Valores intermediarios dimi-
nuem o tempo de reconstrucao, porém, aumenta NMSE. Por outro lado,
a imagem nada esparsa Texto apresenta valores mais baixo de NMSFE para
M/S = 3,75. E possivel observar que a partir de valores pequenos de M

o algoritmo de reconstrucao opera com eficiéncia razoavel, tanto para reso-
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lugao 64 x 64 pizels quanto para 128 x 128 pizels. Pode-se verificar ainda
que M depende necessariamente de S e é sabido que S representa a esparsi-
dade da imagem aproximada pelo modelo QuadTree. Assim, quanto melhor
a representagao da imagem utilizando o modelo QuadTree, menos medidas
sao necessarias para fazer a reconstrugao e menor sao os valores de NMSE.
Sem perda de generalidade, essas consideragoes podem ser estendidas para
imagens com resolugoes maiores que 128 x 128 pizels. O resumo dos resul-
tados mais importantes observados no Experimento II sao apresentados na

tabela 5.4.

Tabela 5.4: Resultados observados ao avaliar o efeito de diferentes razoes
M/S na eficiéncia de CoSaMP QuadTree.

Caracteristicas avaliadas Resultados observados
Limiar de operacao de CS 3,00 < M/S <3,75

Para imagens mais compressiveis M /S préximos de 3,00

Para imagens menos compressiveis M /S proximos de 3,75

Eficiéncia Depende de S e nao de N

Portanto, para os experimentos realizados na secao 5.6 deste capitulo, é
escolhida a razao entre o niimero de medidas M e o nivel de aproximacao a
esparsidade S como definido anteriormente: Lena, Cameraman e Phantom
com M/S = 3,00 e Texto com M/S = 3,75. Este resultado confirma o
corolario 2, mesmo que a matriz de aquisicdo nao seja a matriz M x N
subgaussiana independente e identicamente distribuida, mas sim a matriz

parcial de Fourier utilizada neste trabalho.
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5.6 Experimento III

Os dois experimentos apresentados nas segoes 5.4 e 5.5 deste capitulo
proporcionaram um amplo conhecimento sobre o impacto dos ruidos gerados
por passos de quantizagao e por aproximagcao a esparsidade na eficiéncia do
algoritmo de reconstrugao CoSaMP baseado em modelo QuadTree. Nesta
secao sao apresentados os resultados originados da comparagao entre trés
cendarios baseados nos algoritmos CoSaMP QuadTree, CoSaMP e L1-Magic
minimizando a norma TV. Para facilitar o entendimento, os trés cendarios sao
denominados de CoSaMP QuadTree, CoSaMP e TV, respectivamente.

Para todos os cenérios sao avaliadas as imagens Lena, Cameraman, Phan-
tom e Texto com resolucoes 128 x 128 pixels. Para maior completude dos
testes, 500, 1000, 1500, 2000, 3000, 4000, 6000, 8000, 12000, 16000 medi-
das sao adquiridas, quantizadas com passo de quantizacao linear igual a 1
e reconstruidas utilizando cada um dos trés algoritmos. Os resultados sao
apresentados em gréaficos e a PSNR é a métrica utilizada para avaliacao e
comparacao global das imagens.

No cenario CoSaMP QuadTree é utilizado o algoritmo CoSaMP baseado
em modelo QuadTree com aproximagao a esparsidade obtida pelo algoritmo
CSSA, que consiste na aproximagao a esparsidade baseada na estrutura hie-
rarquica das imagens naturais. Além disso, é utilizado a razao M/S = 3,75
para a imagem Texto e M/S = 3,00 para as outras trés imagens — Lena,
Cameraman e Phantom. A matriz de medidas utilizada é a matriz parcial
de Fourier e os critérios de paradas sao ao atingir 100 iteragoes ou alcancar
1Zi — 2y, < 1072

No cenéario CoSaMP ¢ implementado o algoritmo de reconstrucao Co-
SaMP tradicional, cuja etapa de aproximacao consiste na simples ordenagao

decrescente dos S maiores coeficientes. Neste cendario, a matriz de medi-
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das é a matriz parcial de Fourier e o nivel de esparsidade é definido como
S = ﬁ, conforme sugestao de [40]. Os critérios de paradas sdo os mes-
mos para CoSaMP QuadTree.

O cenario TV consiste do estado da arte em CS convencional para re-
construcao de imagens naturais. Este cenario utiliza um algoritmo de re-
construcao pela otimizacao convexa minimizando a norma TV. A matriz de

medidas utilizada é a matriz Noiselet e a reconstrucao é realizada resolvendo

o seguinte problema de otimizacao convexa
& = min ||z, sujeito a [y — Pozl|,, < 1077 (5.4)
x

Resumindo os trés cendrios avaliados na tabela 5.5 ¢ nomeando CoSaMP
QuadTree por CQT, tem-se:

Tabela 5.5: Configuragao dos trés cenarios utilizados na avaliacao do Expe-
rimento I[1I: CoSaMP QuadTree, CoSaMP e TV.

Cenérios avaliados  Configuragoes dos Cenérios

CoSaMP QuadTree Aquisicao pela matriz parcial de Fourier
M/S = 3,75 para Texto e M/S = 3,00, outras
Critério de parada: 100 ou [|Z; — &_1],, < 1072

CoSaMP Aquisicao pela Matriz Parcial de Fourier
Aproximacao a esparsidade S = %

Critério de parada 100 ou ||&; — Z;_y||,, < 1072
TV Aquisicao pela Matriz Noiselet
Restrigao: ||y — ®ozll,, <107

As figuras 5.17 e 5.18 mostram os resultados obtidos para os cenérios
CoSaMP QuadTree, CoSaMP e TV. E possivel observar que o cenario Co-
SaMP QuadTree é melhor do que o cenario baseado no algoritmo CoSaMP

tradicional para todos os valores de medidas e todas as imagens. Este resul-
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CoSaMP QuadTree —— — CoSaMP — — - Tv CoSaMP QuadTree — — = CoSaMP — — =TV

PSNR

i 2 4 [3 [} 0 12 14 16 i 2 4 [3 El 0 12 14 16
Mimero de Medidas( x 10%) Mimero de Medidas{ x 10%)

(a) Lena com M/S = 3,00 (b) Cameraman com M/S = 3,00

Figura 5.17: Resultado da avaliacdo de 3 cendrios na reconstrucao da Lena
e Cameraman com resolugao 128 x 128 pixzels. PSNR x M.

CoSaMP QuadTree — — — CoSaMP — == Tv CoSaMP QuadTree —— — CoSaWP — — = Tv/

PSNR

Mimera de Medidas( x 10%) Nimera de Medidas{ x 10%)

(a) Phantom com M/S = 3,00 (b) Texto com M/S = 3,75

Figura 5.18: Resultado da avalia¢ao de 3 cendrios na reconstrucao da Texto
e Phantom com resolugcao 128 x 128 pixels. PSNR x M.

tado é muito importante pois exibe uma melhora significativa ao substituir
a aproximacgao baseada em modelo QuadTree no algoritmo CoSaMP conven-
cional. Além disso, observa-se ainda que a diferenca no desempenho entre
os cenarios CoSaMP QuadTree e CoSaMP aumenta a medida que aumenta
a esparsidade da imagem. Este comentario pode ser confirmado verificando
as PSN R’s apresentadas nas figuras na seguinte ordem de esparsidade, do
menos esparso para o mais esparso: 5.18b, 5.17a, 5.17b e 5.18a . Embora

o cenario TV possa ser comparado com os outros dois cendrios, o algoritmo
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TV nao pode, visto que a matriz de medidas é diferente. O cendrio TV é
implementado neste trabalho pois trata do estado da arte em CS conven-
cional para imagens naturais. Observando seu desempenho, verifica-se que
TV é melhor para imagens mais esparsas e a partir de um certo niimero de
medidas.

Avaliando apenas as figuras 5.17a e 5.17b, pode-se verificar que para ima-
gens com niveis de esparsidade proximo, o desempenho de CoSaMP Quad-
Tree é semelhante. Colocando de modo mais explicito: a eficiéncia de CS
baseado em modelo QuadTree nao depende da distribuicao dos coeficientes.
Os resultados obtidos na figura 5.17a para a imagem Lena mostram que
CoSaMP QuadTree é melhor ou igual a TV para valores de M menores do
que 4000 com PSNR préximos de 28 dB. Ja os resultados obtidos na fi-
gura 5.17b para a imagem Cameraman mostram que o CoSaMP QuadTree
¢ melhor ou igual a TV para valores de M menores do que 2000 com PSNR
préoximos de 22 dB. Pode ser observado na secao 5.2 deste capitulo que a
imagem Cameraman possui esparsidade um pouco menor e espalhamento um
pouco maior na direcao das diagonais do que a imagem Lena. Portanto, o
melhor desempenho do CoSaMP QuadTree para a imagem Lena em relagao
a Cameraman pode ser justificado pelo fato da imagem Lena possuir maior
esparsidade do que a imagem Cameraman.

A mesma avaliacao é realizada para as figuras 5.18b e 5.18a, onde pode
ser observado que imagens com niveis de esparsidade muito distintos geram
desempenho muito diferentes para o cenario CoSaMP QuadTree. Os resul-
tados obtidos para a imagem Tezto, mostrados na figura 5.18b, mostram que
CoSaMP QuadTree é melhor ou igual a TV para valores de M menores do
que 8000 com PSNR préximos de 28 dB. Ja os resultados obtidos para a
imagem Phantom, ilustrados na figura 5.18a, mostram que CoSaMP Quad-

Tree é melhor ou igual a TV para valores de M menores do que 1000, mas
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com PSN R muito baixo e préximo de 21 dB. Entretanto, o CoSaMP Quad-
Tree para a imagem Phantom possui melhor desempenho entre as quatro
imagens. Para efeito de comparacao com a imagem Tezto, com as mesmas
8000 medidas é possivel alcancar PSN R igual a 38 dB. O melhor desempe-
nho do CoSaMP QuadTree para a imagem Phantom em relacao a Texto e as
outras duas imagens pode ser justificado pelo fato da imagem Phantom ser
muito esparsa.

Outro comportamento que pode ser observado na figura 5.18 é o excelente
desempenho do cenario TV para a imagem Phantom. Como o algoritmo
baseado na minimizacao da norma TV procura minimizar a norma [/; do
gradiente da imagem, que tende a suavizar as transicoes entre os niveis de
cinza, isto ¢ bom para a imagem Phantom que possui niveis de cinza constante
por partes e ruim para a imagem 7Texto que possui variacoes abruptas de
niveis de cinza. Portanto, a suavidade favorece o cendrio TV. Além disso, o
melhor desempenho ocorre pelo fato da matriz de medida Noiselet utilizada
ser bastante incoerente com a base wavelet que leva a imagem a esparsidade.

Resultados similares sao verificados quando os cenarios CoSaMP Quad-
Tree, CoSaMP e TV sao avaliados nas imagens Phantom e Texto, porém
com resolugao 256 x 256 pizels. Estas duas imagens foram escolhidas devido
possuirem caracteristicas completamente diferentes. A figura 5.19 apresenta
o comportamento de cada cenario evidenciando os valores a partir dos quais
CoSaMP QuadTree possui melhor desempenho do que o cenario CoSaMP
TV. O resumo dos resultados mais importantes observados no Experimento
I1T sao apresentados na tabela 5.6.

Portanto, mesmo levando em consideragao os erros de aproximacao a
esparsidade e os erros de quantizagao, é possivel verificar que a medida que
diminui o nimero de medidas M para os trés cendarios, o cenario baseado

no algoritmo modificado CoSaMP QuadTree mostra-se mais eficiente que o
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(a) Phantom com M/S = 3,00 (b) Texto com M/S = 3,75

Figura 5.19: Resultado da avaliacdo de 3 cendrios na reconstrucao da Phan-
tom e Texto com resolucao 256 x 256 pizels. PSNR x M.

Tabela 5.6: Resultados observados ao avaliar o CoSaMP QuadTree em rela-
¢ao ao CoSaMP e ao TV para as quatro imagens escolhidas.

Caracteristicas avaliadas Resultados observados

Esparsidade Préxima Eficiéncia préxima

Esparsidade muito diferente Eficiéncia muito diferente

Distribuicao de coeficientes  Eficiéncia Invariante

Eficiencia CQT / CoSaMP  CQT melhor que CoSaMP para todo M
Eficiéncia CQT / TV CQT melhor que TV para M pequeno

Eficiencia geral Depende de S e do modelo utilizado

CoSaMP tradicional. Uma maior ou menor eficiéncia depende do nivel de
aproximacao a esparsidade fornecido ao algoritmo, do modelo utilizado para
aproximar, do passo de quantizacao utilizado e da incoeréncia entre a matriz
de medida e a base que leva a esparsidade. Na se¢ao seguinte sao apresentados
alguns resultados referentes a reconstrucao de imagens especificas utilizando

os cenarios CoSaMP QuadTree, CoSaMP e TV.
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5.7 Exemplos Especificos

Nos exemplos especificos, as imagens e os valores de medidas M sao ten-
denciosamente escolhidos, ora para permitir comparagao com os trabalhos de
[3] e [47], ora para verificar a eficiéncia de CS baseado em modelo QuadTree
utilizando poucas medidas M. Nao ocorre perda de generalidade na escolha
tendenciosa desses valores, visto que os experimentos I, I e III apresentam o
comportamento de CS baseado em modelo QuadTree para diferentes passos
de quantizagao, esparsidade e medidas em quatro imagens distintas com duas
resolucoes diferentes.

Os mesmos parametros utilizados no experimento III sao implementados
nesta secao, tais como o passo de quantizagao, a matriz de medida, o nimero
de iteragoes e a razao M /S para cada tipo de imagem. Além da andlise visual
das imagens, a métrica utilizada para verificar a eficiéncia dos algoritmos é a
PSNR. Por outro lado, para os resultados apresentados através das tabelas
sao utilizadas as seguintes métricas: PSNR, NMSE, BR e o tempo de
reconstrucao 1. Comentarios sobre a eficiéncia dos algoritmos sao exibidos
para cada imagem reconstruida.

Para facilitar o entendimento, os quatro cenarios avaliados sao resumidos
e apresentados na tabela 5.7.

Inicialmente sao apresentados os resultados obtidos com a reconstrucao
da imagem Lena 256 x 256 pizels com apenas 10000 medidas. Na figura 5.20
pode-se observar nos testes de reconstrucao as quatro imagens com zoom
utilizando M = 10000 medidas: a Lena original com resolugao 256 x 256 pizels
e as imagens Lena reconstruidas utilizando CoSaMP QuadTree, CoSaMP e
minimizagao da norma TV, respectivamente.

Comparando visualmente as imagens reconstruidas e apresentadas nas

figuras 5.20b, 5.20c e 5.20d, pode-se verificar que o cenario baseado no algo-
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Tabela 5.7: Configuracao dos quatro cenarios para avaliacao da Lena 256 X
256 pizels com apenas 10000 medidas: CoSaMP QuadTree, CoSaMP, TV e
DWT-11-N.

Cenarios avaliados  Configuragoes dos Cenéarios

CoSaMP QuadTree Aquisicao pela matriz parcial de Fourier
Q =1, M/S = 3,00 e modelo QuadTree
Critério 100 ou [|Z; — ;4[| < 1072

CoSaMP Aquisicao pela matriz parcial de Fourier
Q=1 8= %
Critério 100 ou [|Z; — &;_1|,, <1072

TV Aquisi¢ao pela matriz Noiselet
Q=1lely-— CIDQJ:||Z2 <1073

DWT-11-N Aquisicao pela matriz Noiselet

Base que leva a esparsidade Wawvelet
Sem Q e [ly — Baz]l,, <1079

ritmo de reconstrucao CoSaMP QuadTree possui desempenho bem melhor
do que o cenario CoSaMP e um pouco melhor do que o cenario TV.

A tabela 5.8 apresenta as métricas PSNR, NMSE, BR e tempo de re-
construcao 1" calculadas apds a avaliagao da etapa de reconstrucao utilizando
os cendrios CoSaMP QuadTree, CoSaMP, TV e DWT-L1-N adquirindo ape-
nas 1000 medidas. Pode-se verificar nesta tabela o alto custo computacional
do cenario CoSaMP QuadTree para o passo de quantizagao 1. Embora nao
tenha sido apresentados nesta dissertacao, outros testes mostraram que a
utilizagao de razoes M/S > 3,50 diminuem drasticamente o valor de 7.

Para efeito de comparacao, é necessario relatar o experimento apresentado
por Schulz, [47]. Neste trabalho, Schulz fez varios testes com a imagem Lena
256 x 256 pizels. O cenario baseado em CS convencional que obteve maior
eficiencia foi a DWT-L1-N, obtendo PSNR ~ 22.5 dB ao se tomar 10000

medidas corrompidas por ruido de aproximagcao a esparsidade, mas nao por
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10 120 130 140 180 18O 110 120 130 140 180 180

(a) Lena Original 256 x 256 pizels (b) CoSaMP QuadTree

110 1200 130 140 180 18D 10 1200 130 140 150 ED

(c) CoSaMP (d) TV

Figura 5.20: Da esquerda para direita e de cima para baivo, quatro imagens
com zoom: a Lena original e trés imagens reconstruidas a partir de M =
10000 medidas utilizando, respectivamente, CoSaMP QuadTree, CoSaMP e
TV.

ruido de quantizacao. Segundo [47], DWT-11-N consiste em utilizar a matriz
de medidas Noiselet aleatoria seguida pela minimizacao da norma [y da trans-
formada Wauvelet da imagem. Pode-se observar que a PSNR = 29.55 dB
obtida neste trabalho é significativamente melhor do que o melhor valor en-
contrado por Schulz para a teoria de CS convencional. Neste contexto, o
resultado apresentado pelo cenario CoSaMP baseado em modelo QuadTree é
significativamente melhor do que o resultado obtido por Schulz para valores

pequenos de M.
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Tabela 5.8: Resultados obtidos a partir da reconstrucao da imagem Lena
256 x 256 pizels com 10000 medidas utilizando CoSaMP QuadTree, Co-
SaMP, TV e DWT-L1-N. PSNR e NMSFE sao métricas de eficiéncia na
reconstrucao, BR ¢é a taxa de bits e T é o tempo da reconstrucao.

PSNR (dB) NMSE BR (bpp) T (s)

CoSaMP QuadTree 29,55 0,0041 1,30 63400
CoSaMP 25,64 0,0101 1,30 3
TV 28,72 0,0050 1,30 644
DWT-L1-N, [47] 22,5

O objetivo do préximo exemplo é avaliar o desempenho do cenario Co-
SaMP QuadTree em relacao ao resultado apresentado por Baraniuk e ou-
tros, [3]. A comparacao é realizada entre quatro situagoes, todas avaliando
CoSaMP QuadTree em diferentes cenarios. Para facilitar o entendimento,
0s quatro cendrios avaliados nesta secao sao resumidos e apresentados na
tabela 5.9. Baraniuk e outros, [3], apresentaram o resultado de um experi-
mento de aquisicao e reconstrugao com a imagem Pimentas com resolucao
128 x 128 pizxels utilizando matriz de aquisicao aleatéria gaussiana tomando
5000 medidas. O algoritmo de reconstrucao foi o CoSaMP baseado em mo-
delo QuadTree. A Raiz do Erro Médio Quadratico (RMSE) obtido por eles
foi de 11.1, que convertida para PSN R pela formula PSN R = 20 log,, %
é27.22 dB.

Como pode ser observado nas duas primeiras linhas da tabela 5.10, a
PSNR obtida em CQTFerQ1C é um pouco maior do que a obtida em CQT-
BarC porém, com dois diferenciais. O primeiro, é que em CQTFerQ1C é
levado em consideracao o ruido gerado por quantizacao, que neste caso ¢é
BR = 2.61bpp. O segundo, é que a matriz parcial de Fourier utilizada em
CQTFerQ1C tem grande vantagem em termos de armazenamento em relagao

a matriz aleatoria gaussiana, principalmente quando a resolucao é maior.
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Tabela 5.9: Configuracoes de quatro cenérios de reconstrucao da imagem
Pimentas 128 x 128 pizels com M = 5000 e aproximacao ao modelo QuadTree
em S = 1667.

Cenarios avaliados Configuragoes dos Cenérios
CQTBarC, em [3] Sem passo de Quantizacao Q

Matriz de medida aleatdria Gaussiana

Imagem S = 1667-QuadTree—compressivel
CQTFerQ1C Passo de quantizacao () =1

Matriz de medidas parciais de Fourier

Imagem S = 1667-QuadTree—compressivel
CQTFerQ1E Passo de quantizacao @) = 1

Matriz de medidas parciais de Fourier

Imagem forgada esparsidade antes da aquisicao

Imagem S = 1667-QuadTree—esparsa
CQTFerQ8E Passos de quantizacao Q = 8

Matriz de medidas parciais de Fourier

Imagem forgada esparsidade antes da aquisicao

Imagem S = 1667-QuadTree—esparsa

Por outro lado, CQTFerQ1E apresenta eficiéncia préxima do perfeito. Neste
caso, a esparsidade é forcada em apenas 1667 componentes, como definido
modelo—esparso na secao 4.1.1. Além disso, o fato da imagem forcada ser
extremamente esparsa permite exibir o resultado obtido na secao 5.4, que
revela que a medida que se aumenta o passo de quantizacao de 1 para 8, a
PSN R diminui, desde que o ruido de esparsidade nao seja maior que o ruido
de quantizacao.

Por ltimo, para verificar a eficiéncia de CS em problemas reais e a im-
portancia da alta incoeréncia entre a matriz de aquisicao e a matriz que leva
a esparsidade, sao apresentados na figura 5.21 os resultados com a imagem

Phantom 128 x 128 pizels.
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Tabela 5.10: Resultados para a imagem Pimentas 128 x 128 pixels com 5000
medidas avaliada em quatro cendrios.

PSNR (dB) NMSE BR (bpp) T (s)

CQTBarC, em [3] 27,22 . .
CQTFerQ1C 28,67 0,0051 2,61 HYE)
CQTFerQ1E 44,08 0,0051 2,61 824
CQTFerQ8E 33,34 0,0067 1,68 AT71

A imagem Phantom é uma imagem de ressonancia magnética adquirida
por medidas em um espaco como se fosse uma transformada discreta de
Fourier. Devido a necessidade de nao expor o paciente ao equipamento de
ressonancia magnética por muito tempo sao amostrados poucos coeficientes
ao longo de linhas radiais.

Sao avaliadas duas situagoes: o primeiro teste consiste em simular uma
aquisicao com apenas 4000 medidas na imagem Phantom utilizando a ma-
triz parcial de Fourier e reconstrui-la com o algoritmos CoSaMP QuadTree
e o segundo consiste em tomar também 4000 medidas utilizando a matriz
Noiselet e reconstrui-la com o algoritmo baseado na minimizag¢ao da norma
TV. Principal atencao deve ser considerada para a alta incoeréncia que existe
entre a matriz Noiselet e o conjunto de dados da imagem Phantom, que se
comporta como uma base de fourier, [16].

E possivel observar que a reconstrucao é exata para o algoritmo baseado
na minimizagao da norma TV utilizando matriz de medidas Noiselet. Isto se
deve ao fato de existir alta incoeréncia entre a matriz Noiselet e as bases de
fourier. Infelizmente, neste trabalho nao foi abordado a aquisicao dos dados
utilizando a matriz Noiselet para o algoritmo CoSaMP e CoSaMP Quad-
Tree devido ao alto custo de armazenamento quando utilizado em conjunto

com o algoritmo guloso CoSaMP. Entretanto, o resultado apresentado acima
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(a) Modelo Phantom

(b) CoSaMP QuadTree

Figura 5.21: Da esquerda para direita e de cima para baizo, trés imagens: a
imagem sintética Phantom utilizada como modelo em Ressonancia Magnética
e duas 1magens reconstruidas a partir de apenas M = 4000 medidas utilizando

CoSaMP QuadTree e TV, respectivamente.

mostra o potencial da teoria CS e sugere novas abordagens, tais como: o

planejamento de uma matriz de medida mais incoerente com a base que leva

a esparsidade para CoSaMP baseado em modelo e a modificagao do algo-

ritmo convexo com minimizagao da norma TV para integrar modelos mais

realisticos.
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5.8 Consideracoes Finais deste Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os resultados experimentais das etapas
de aquisi¢ao e reconstrucao utilizando os algoritmos CoSaMP baseado em
modelo QuadTree, CoSaMP tradicional e otimizacao convexa minimizando
a norma TV. Em todos os experimentos foram levado em consideracao os
ruidos gerados pelos erros de aproximacao a esparsidade e de quantizacao.

Virios experimentos utilizando as imagens Lena, Cameraman, Phantom e
Texto em diferentes resolucoes foram realizados. O experimento I apresentou
os resultados de varias combinagoes de passos de quantizacao com nimeros
de medidas. No experimento II foram discutidos os resultados referentes a va-
riagao de niveis de aproximacao a esparsidade com nimeros de medidas. No
experimento III foram utilizados os melhores parametros obtidos nos experi-
mentos I e II para avaliar trés algoritmos de reconstrucao nas quatro imagens
em diferentes nimeros de medidas. Finalmente, com o proposito de compa-
rar os resultados obtidos neste trabalho com outros, a secao 5.7 apresentou
a reconstrucao de algumas imagens especificas e mostrou os resultados.

Analisando os resultados obtidos no Experimento I, pode-se concluir que
os passos de quantizagao influenciam significativamente na eficiéncia do al-
goritmo baseado em modelo QuadTree, desde que o ruido gerado pelo erro
de esparsidade nao seja superior ao ruido gerado pela quantizacao.

Levando em conta o ruido gerado pelo erro de aproximacao a esparsidade
apresentado no Experimento II, pode-se verificar que existe um limiar a partir
do qual o CS consegue operar para um determinado passo de quantizacao
fixo. Esse limiar é diferente para cada nivel de esparsidade, mas existe uma
lei de formacao entre o nivel de esparsidade e o nimero de medidas: 3,00 <
M/S < 3,75. Os valores de M/S variam do menor para o maior, & medida

que as imagens variam das mais compressiveis para as menos compressiveis.
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Além disso, é possivel observar que a eficiéncia do algoritmo nao depende do
tamanho da imagem empilhada N, nem da distribuicao dos coeficientes mais
significativos, mas sim do nivel de aproximacao a esparsidade S.

Inferindo sobre os resultados obtidos no Experimento III para os cena-
rios CoSaMP QuadTree, CoSaMP e TV, é possivel verificar que o CoSaMP
QuadTree é sempre melhor do que o CoSaMP e melhor do que o TV para
determinado limiar M. Além disso, possui melhor desempenho para imagens
mais compressiveis, nao depende da resolucao da imagem e ¢é invariante a
distribuicao dos coeficientes mais significativos. As mesmas consideracoes
sao verificadas para imagens com resolugoes maiores.

Por 1ltimo, a secao dos exemplos especificos mostrou que os resultados
obtidos do algoritmo CoSaMP QuadTree sao significativamente melhores do
que os resultados utilizando CS convencional, [47] e CoSaMP para valor de
medida pequeno (Exemplo 1). O CoSaMP QuadTree apresentou resulta-
dos melhores que CoSaMP QuadTree implementado por Baraniuk e outros,
mesmo utilizando a matriz parcial de Fourier na aquisicao das medidas na
imagem Pimentas (Exemplo 2). O algoritmo que utiliza otimizagao con-
vexa por minimizac¢ao da norma TV possui alta eficiéncia na reconstrucao de
imagens, principalmente quando essas sao bem aproximadas a esparsidade
(Exemplo 3).

No proximo capitulo sao discutidas as conclusoes obtidas dos resultados
experimentais, as contribuicoes obtidas com a realizacao deste trabalho, bem

como novos trabalhos que poderao ser desenvolvidos futuramente.
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Capitulo 6

Conclusao

Algumas aplicagoes com sinais ou imagens exigem alta reducao de dimen-
sionalidade para que possam ser viaveis. Neste contexo, CS aparece como
uma alternativa ao teorema de Shannon—Whittaker. Nesta nova teoria, ao
invés de amostrar todos os elementos da cena, a etapa de aquisicao é reali-
zada pelo produto interno de M < N funcoes de medidas aleatérias com o
sinal x e a reconstrugao ¢ feita utilizando técnicas de otimizagao convexa ou
algoritmo guloso.

CS convencional garante a reconstrucao com robustez para valores de
M =0 (S log %) medidas, desde que a matriz que leva a esparsidade e a
matriz de medida tenham Propriedade de Isometria Restrita (RIP). Trata-se
de uma técnica assimétrica: a aquisicao é muito simples, mas a otimizacao é
de alto custo computacional. Desse modo, o custo computacional da etapa
de reconstrucao caracteriza a principal deficiéncia de CS. Com o propésito de
melhorar a eficiéncia de CS e diminuir o custo computacional, foi apresentado
no capitulo 4 deste trabalho a teoria CS baseado em modelo. Este CS garante

a reconstrugao com robustez para valores de M = O(S) medidas, desde que
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tenham Propriedade de Amplificagao Restrita (RAmP). Esta teoria aproveita
a existéncia de modelos mais realisticos para imagens, que incluem a depen-
déncia entre valores e a localizagao dos coeficientes da imagem. Entretanto,
os experimentos realizados até esta data utilizando a nova teoria nao levam
em conta as etapas de quantizagao e aproximagao a esparsidade em imagens.

Neste trabalho foram apresentados resultados que demonstram como rui-
dos oriundos da etapa de quantizacao e da aproximacao a esparsidade influen-
ciam na eficiéncia do algoritmo CoSaMP baseado em modelo (Experimentos
[ e II). Além disso, baseado nos melhores valores para a razao entre o nu-
mero de medidas e o nivel de esparsidade, testes com diferentes algoritmos
foram implementados utilizando quatro imagens com resolugao 128 x 128
pizels e duas com 256 x 256 pizels (Experimento IIT). Por ultimo, alguns
exemplos especificos foram realizados com o intuito de fornecer dados para
serem comparados com outros trabalhos.

Analisando os resultados obtidos no Experimento I, pode-se concluir que
os passos de quantizagao influenciam significativamente na eficiéncia do al-
goritmo baseado em modelo QuadTree, desde que o ruido gerado pelo erro
de esparsidade nao seja superior ao ruido gerado pela quantizacao.

Levando em conta o ruido gerado pelo erro de aproximacao a esparsidade
apresentado no Experimento I, pode-se verificar que existe um limiar a partir
do qual o CS consegue operar para um determinado passo de quantizacao
fixo. Esse limiar é diferente para cada nivel de esparsidade, mas existe uma
lei de formacao entre o nivel de esparsidade e o nimero de medidas: 3,00 <
M/S < 3,75. Os valores de M/S variam do menor para o maior, a medida
que as imagens variam das mais compressiveis para as menos compressiveis.
Além disso, é possivel observar que a eficiéncia do algoritmo nao depende do
tamanho da imagem empilhada N, nem da distribuicao dos coeficientes mais

significativos, mas sim do nivel de aproximacao a esparsidade S.
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Inferindo sobre os resultados obtidos no Experimento III para os cena-
rios CoSaMP QuadTree, CoSaMP e TV, é possivel verificar que o CoSaMP
QuadTree é sempre melhor do que o CoSaMP e melhor do que o TV para
determinado limiar M. Além disso, possui melhor desempenho para imagens
mais compressiveis, nao depende da resolucao da imagem e ¢é invariante a
distribuicao dos coeficientes mais significativos. As mesmas consideracoes
sao verificadas para imagens com resolugoes maiores.

Por 1ltimo, a secao dos exemplos especificos mostrou que os resultados
obtidos do algoritmo CoSaMP QuadTree sao significativamente melhores do
que os resultados utilizando CS convencional, [47] e CoSaMP para valor de
medida pequeno (Exemplo 1). O CoSaMP QuadTree apresentou resulta-
dos melhores que CoSaMP QuadTree implementado por Baraniuk e outros,
mesmo utilizando a matriz parcial de Fourier na aquisicao das medidas na
imagem Pimentas (Exemplo 2). O algoritmo que utiliza otimiza¢ao con-
vexa por minimizac¢ao da norma TV possui alta eficiéncia na reconstrucao de
imagens, principalmente quando essas sao bem aproximadas a esparsidade
(Exemplo 3).

Baseado na teoria apresentada nesta dissertacao e nos resultados obti-
dos por meio dos diversos experimentos realizados, pode-se apresentar as
seguintes vantagens da teoria de CS: é uma teoria que ainda esta em desen-
volvimento e tem muito o que avancar; viabiliza aplicagoes que possuem alto
grau de dificuldade ou alto custo de aquisi¢ao de informagao e possui com-
portamento robusto e estavel a ruido. Como desvantagens, pode-se citar:
o fato de nao ser possivel desenvolver aplicagoes em tempo real devido ao
carater assimétrico das etapas de aquisi¢ao por sensoriamento e reconstrugao

e ao fato de serem necessarios dispositivos especiais para aquisicao.
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6.1 Contribuicoes do Trabalho

A principal contribuicao deste trabalho foi a avaliacao da eficiéncia do
algoritmo CoSaMP baseado em modelo QuadTree na presenca de ruido nas
etapas de quantizacao e de aproximacao a esparsidade. Outras contribuicoes

obtidas ao longo do desenvolvimento desta dissertagao sao:

e a verificagao da eficiéncia do algoritmo CoSaMP baseado em modelo
QuadTree quando as medidas sao adquiridas utilizando a matriz parcial

de Fourier;

e a quantidade e a diversidade de testes realizados para varios valores
de medidas em imagens com caracteristicas diferentes em relacao a

esparsidade e distribuicao dos coeficientes mais significativos; e

e a comparacao do CoSaMP baseado em modelo QuadTree com o estado
da arte em algoritmo de otimizagao convexa minimizando a norma TV

para CS convencional.

6.2 Trabalhos Futuros

A complexidade do assunto associada ao curto espaco de tempo para im-
plementacao de testes com alto custo computacional, possibilita que diversas

outras abordagens possam ser desenvolvidas:

e a utilizacao de uma abordagem para a etapa de codificagao. A proposta
consiste em gerar um histograma do sinal original, calcular algumas
estatisticas e procurar a relacao com alguma distribuicao de probabi-
lidade. Caso seja uma distribuicao gaussiana, por exemplo, é possivel

implementar codificacao com simbolos variaveis;
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e implementar a teoria de CS baseado em modelo apresentada no capi-
tulo 4 deste trabalho para modificar o algoritmo de otimizagao convexa
por minimizacao da norma TV. Levanta-se a hipdtese que integrar mo-
delos realisticos na etapa de representacao de imagens com o algoritmo
de otimizacao convexa por minimizacao da norma TV pode melhorar

significativamente a eficiéncia;

e implementar os experimentos I, II e III utilizando matrizes de medidas
subgaussianas independentes e identicamente distribuidas, porém, com

custo de armazenamento suficientemente baixo; e

e desenvolver algoritmos utilizando programacao paralela para diminuir

o custo computacional da etapa de reconstrucao.
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