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RESUMO

Com o intuito de solucionar o problema de alocacdo de carga horaria docente para o
semestre 2025/1 do curso de Estatistica da Universidade Federal de Uberlandia, o presente
trabalho propds o uso da Programacao Linear Inteira com o Método Branch-and-Bound para
modelar o problema. A implementacao foi realizada no Google Colaboratory, por meio de uma
aplicacdo em Python utilizando a biblioteca Pyomo e o solver CBC. O modelo desenvolvido
teve como objetivo maximizar a fun¢do de satisfacdo da aloca¢do de carga horaria docente,
considerando dois esquemas distintos de ponderagao: um baseado em decaimento hiperbolico
e outro em decaimento exponencial. Com a aplica¢ao dos dois casos observou-se importancia
da escolha adequada da fun¢ao peso na maximizagao da satisfacdo da alocagdo da carga horéaria

aos docentes.

Palavras-chave: Programacdo Linear Inteira, Alocacdo de carga horéria docente;

Colaboratory; Python, Método Branch-and-Bound.
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ABSTRACT

In order to solve the problem of teaching assignment for the Statistics course 2025/1
semester at the Federal University of Uberlandia, this work proposed the use of Integer Linear
Programming with the Branch-and-Bound Method to model the problem. The implementation
was carried out in Google Colaboratory, through a Python application using the Pyomo library
and the CBC solver. The model developed aimed to maximize the satisfaction function of the
teaching hours allocation, considering two different weighting schemes: one based on
hyperbolic decay and the other on exponential decay. With the application of the two
recommended cases, it is important to choose the appropriate function to maximize the

satisfaction of the teaching hours allocation to teachers.

Keywords: Integer Linear Programming, teaching assignment; Colaboratory; Python,

Branch-and-Bound Method.
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1. INTRODUCAO

A matematica frequentemente apresenta problemas que, além de admitirem multiplas
solugdes, possuem uma resolugdo intrinsecamente complexa. Com o objetivo de encontrar uma
solucdao otima que satisfaga um conjunto de requisitos e restricdes, diversas abordagens sao
propostas. Dentre elas, destaca-se a Programagao Linear (PL).

Desenvolvida no século XX para fins de aplicacdo militar, a PL permite otimizar
problemas modelados através de equagdes lineares com multiplos requisitos (também lineares),
estabelecendo uma solucdo 6tima dentro de uma gama de solugdes possiveis. Através do
desenvolvimento do Método Simplex, George Dantzig potencializou a resolu¢do dos Problemas
de Programagao Linear (PPL).

O método esta entre os algoritmos mais potentes e utilizados do mundo segundo a IEEE
e tem aplicagdes em diversos segmentos. No estudo [19], o método foi aplicado & minimizagao
do custo de transporte de uma rede de farmacias. Ja no trabalho [24], os custos de producgdo de
uma confec¢do de moda intima do municipio de Cordeiro-RJ foram otimizados. No trabalho
[4] foi proposto um algoritmo para enumeragao dos vértices de um poliedro baseado no Método
Simplex. O auxilio no apoio a decisdo de um microempreendedor individual, maximizando a
receita de sua barraca foi realizado em [25]. O trabalho [6] consistiu em desenvolver um
aplicativo que otimizam os custos da lista de compras escolhida com uso do Método Simplex,
minimizando seu valor. O Método Simplex também foi aplicado em [3] na otimizacao do lucro
de uma empresa de doces, maximizando a renda.

As aplicacdes sdo diversas, inclusive no ramo da educacdo. Em seu trabalho, [20]
relataram uma experiéncia com uma sequéncia didatica no ensino-aprendizagem de resolugao
de PPL com o Método Simplex. Um material pedagodgico-computacional foi apresentado em
[15] para o ensino do Método Simplex.

A distribuigdo da carga didatica em instituigdes de ensino superior constitui um
problema de otimiza¢do combinatoria de alta complexidade. O objetivo ¢ designar professores
a disciplinas de modo a satisfazer um conjunto de restricdes, que incluem as competéncias e
regime de trabalho dos docentes, bem como as necessidades pedagdgicas da institui¢do. Uma
solucdo eficiente para este problema ndo apenas garante a totalidade da oferta de disciplinas,
mas também previne a sobrecarga docente e eleva o potencial da qualidade académica.

Conforme estudos analisados em [9] uma das formas de resolver o problema ¢ utilizando

programacao linear inteira. Resolucdes similares foram feitas utilizando a programacgao linear



inteira e relaxacgdo linear em [22], que otimizou um problema de corte de estoque em sua tese,
mostrando ganhos efetivos obtidos comparados com a solugdo tipicamente utilizada. Desta
forma, o presente trabalho propde o uso do Método Simplex com programagao inteira e
relaxacdo linear para otimizar a alocacdo de carga didatica de um curso de Estatistica da

Universidade Federal de Uberlandia.



2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. PROGRAMACAO LINEAR

O problema geral de Programagdao Linear (PL) foi primeiramente desenvolvido e
aplicado em 1947 por Dantzig, Wood e seus associados no Departamento da Forca Aérea dos
Estados Unidos. Este grupo foi designado para pesquisar a viabilidade de aplicar a Matematica
e técnicas relacionadas para os problemas de planejamento e programagao militar.

A otimizagdo pode ser vista como uma area da Matematica Aplicada, em Matematica;
ou uma area da Pesquisa Operacional, em Engenharias; ou uma area da Matematica
Computacional, em Computagdo. Independentemente da area, notamos que a Otimizagao ¢ uma
subarea interdisciplinar e importante.

Um problema de otimizagdo consiste em encontrar uma solugdo que fornega o valor
extremo (minimo ou maximo) de uma func¢io objetivo, por meio da identificacdo de seus
pontos 6timos (minimizadores ou maximizadores) dentro de um conjunto de solucdes viaveis.
Esse conjunto ¢ definido por um sistema de restricdoes (expressas como igualdades ou
desigualdades) que a solucao deve satisfazer.

A formulagdo do problema a ser resolvido por programagao linear segue alguns passos
basicos:

e Deve ser definido o objetivo basico do problema, ou seja, a otimizacdo a ser
alcancada. Por exemplo, maximizagdo de lucros, ou de desempenhos, ou de bem-
estar social; minimiza¢do de custos, de perdas, de tempo. Tal objetivo sera
representado por uma func¢ao objetivo, a ser maximizada ou minimizada;

e Para que esta fungdo objetivo seja matematicamente especificada, devem ser
definidas as varidveis de decisdo envolvidas. Por exemplo, nuimero de maquinas, a
area a ser explorada, as classes de investimento a disposi¢do etc. Normalmente,
assume-se que todas estas variaveis possam assumir somente valores positivos;

e Estas variaveis normalmente estdo sujeitas a uma série de restricdes, normalmente
representadas por inequagoes. Por exemplo, quantidade de equipamento disponivel,
tamanho da 4area a ser explorada, capacidade de um reservatério, exigéncias

nutricionais para determinada dieta etc.



2.2. MODELO

Antes de introduzir a PL, € necessario introduzir alguns conceitos importantes: fun¢ao
linear, desigualdade linear e igualdade linear conforme [10].

Uma fun¢do f ¢ dita funciio linear quando, para algum conjunto de constantes
C1y oy Cp € R, tem-se f(xq, ..., Xp) = C1X1 + =+ + CpXp.

Para qualquer fungdo linear f(xy,..,x,) ¢ qualquer nimero b, as desigualdades
f(x1, 0, x7) = b e f(xq,...,x,) < b sdo desigualdades lineares.

Da mesma forma, é uma f(xy, ..., x,) = b igualdade linear.

A resolucdo de um Problema de Programacdo Linear (PPL) compreende duas fases
fundamentais: a modelagem matematica e a subsequente solu¢do do modelo. A primeira fase,
a modelagem, ndo se resume a um roteiro prescritivo; trata-se de um processo intelectual que
depende substancialmente da experiéncia e da acuidade do analista. Habilidades como a
capacidade de anélise e sintese sdo determinantes para traduzir um problema real em um sistema
de equagdes e inequagdes lineares. A segunda fase consiste na aplicacdo de um algoritmo para
encontrar a solugdo O6tima do modelo formulado, sendo o Método Simplex a abordagem
candnica e mais difundida para essa finalidade.

O problema geral da PL pode ser definido como:

Maxi mi zar(ou mi ni mi zay

Z = C1Xq1+ o+ cpxy
sujei toa:
a1%1 + agx, + -+ apx, < by (ou =, 0u =)

az1X1 + Ar2Xo + -4+ ArnXy < bz (Ou =>,0U =)

Am1X1 + QaXy + o+ ApnXn < by (0u =, 0u =)

Condic¢do de ndo-negatividade:

Ou ainda, em nota¢ao matricial:
max (ou min) Z = cTx
Ax < b (ou =,0u =)
Xj =0
Onde A € matriz m X n dos coeficientes a; j(i = 1,..,m;j = 1,...,,n), b € a matriz

m X 1 dos b; = 0 e x ¢ amatrizn X 1 das variaveis.



A funcdo ¢y x; + -+ + ¢, X, é chamada de fun¢o objetivo, o conjunto das m equagdes
i1 X1 + Apxy + o+ a; Xy, < b; (ou =, 0u =) ¢é chamado de conjunto de restrigdes
€ X4, ..., X, sdao chamadas de variaveis do PPL.

O objetivo ¢ minimizar a fungdo objetivo, sujeita a um dominio continuo, representado
pelo conjunto de restrigdes.

Num problema tipico de PPL temos:

1) Um namero finito de variaveis x;;

i1) Um ntmero finito de restricdes do tipo desigualdades (lineares), a que as

variaveis devem satisfazer;

iii)  Procura-se minimizar uma certa fungdo real do tipo linear nas variaveis x;.

Para que um problema possa ser modelado como um PPL, quatro pressupostos devem
ser atendidos:

Proporcionalidade: A contribui¢cdo de cada variavel ¢ diretamente proporcional ao seu
valor;

Aditividade: A contribuicao total das varidveis ¢ igual a soma direta das contribuigdes
individuais de cada uma;

Fracionamento: As variaveis podem assumir valores fracionarios;

Certeza: Todos os dados sdo deterministicos.

Vejamos alguns exemplos de problemas de Programacao Linear.

2.3. EXEMPLOS DE MODELAGEM

Um problema bastante comum que muitas vezes pode ser modelado como um problema
de programagao linear ¢ o Problema de Transporte. Este problema envolve o transporte de
alguma carga de diversas fontes a diversos pontos de destino. Dados o custo da distribuicao
entre cada fonte e destino, as producdes das fontes e as capacidades dos destinos, pretende-se
minimizar o custo total do transporte.

Um exemplo do problema de transporte foi desenvolvido em [23] para determinar a
otimizagao dos custos das linhas de dnibus da cidade de Uberlandia-MG. Através de um modelo
de programacao linear, analisando as linhas de duas empresas em diferentes grupos de dias da

semana, 0s autores encontraram expressivos valores de economia de custos diarios com a



redistribuicdo das linhas, conseguindo valores préoximos de 20% de economia da
quilometragem morta.

Outro problema que pode ser citado ¢ o problema de redes [14]. Um problema de rede
usual consiste na determinag¢dao do fluxo maximo entre dois pontos em uma rede conforme
realizado em [29]. Os modelos de fluxo de redes tém varias aplicacdes, o que permite o
desenvolvimento de algoritmos especializados com grandes vantagens computacionais. A
geometria das redes, a relacao entre as entidades, pode ser desenhada no plano, conforme a
Figura 1, permitindo fécil compreensdo do problema.

Geralmente um problema de Fluxo em Redes consiste em minimizar os custos
associados a cada arco, garantindo o equilibrio de fluxo em cada n6 da rede, dadas as restrigdes
que asseguram que o fluxo ndo ultrapasse o limite de cada arco [13]. Por exemplo na Figura 1,
os custos de cada arco (20, 15, 10, 10, 5 e 15) precisam ser minimizados, dadas as demandas
no noés (representadas entre chaves: 4, 2, -2, -4), respeitados os limites de capacidade de fluxo

para cada arco (10, 40, 15, 10, 15, 10).

4} {2}

@ ;lszdﬂl- - @

=
e
(10,10) (15,10)

2) @ R O

@ {custo.capacidade) - @

canda/fron cabega'io

Figura 1 - Rede de tubulagdo de gas [13].

Na teoria de jogos, dois jogadores e soma zero € o tipo de jogo mais estudado pela teoria
dos jogos. De modo simplificado, neste tipo de jogo cada um dos dois jogadores escolhe uma
entre suas estratégias possiveis. Uma vez que ambos os jogadores tenham tomado suas decisoes,
elas sdo anunciadas e uma tabela de pagamentos (conhecida anteriormente pelos dois jogadores)
¢ utilizada para determinar o pagamento de um jogador ao outro. A otimizac¢do desse tipo de
problema consiste em maximizar o ganho ou minimizar a perda A estratégia a ser definida
depende da abordagem e do objetivo que se pretende alcancar.

Um fator que pode complicar bastante a solucdo de um problema de pesquisa

operacional ¢ a incerteza. Grande parte das decisdes sdo tomadas baseando-se em algum tipo



de previsdo. Mesmo em casos nos quais ndo sejam necessdrias previsdes, outro fator
complicador ¢ a insuficiéncia de informagdes. Desta forma, torna-se importante uma analise do
grau de incerteza existente no processo de decisdao, que gera riscos.

O risco pode ser definido como "uma estimativa do grau de incerteza que se tem com
respeito a realizacdo de resultados futuros desejados" [1]. Desta forma, se a faixa de valores
previsiveis para um determinado investimento for muito grande, o grau de risco do investimento
também sera elevado. A otimizagdo desse problema se concentra em dois critérios: um
pessimista e outro otimista. Em uma visao pessimista do problema, busca-se determinar o lucro
minimo para cada alternativa e, em seguida, escolher a alternativa com o maior lucro minimo.
Por outro lado, se a decisdo for tomada em cima de custos (ao invés de lucros), deve-se
minimizar o custo maximo.

O exemplo abaixo, retirado de [17] ¢ um caso de Problema de Mistura comum em PPL.

Exemplo (das ligas metalicas): Uma metalurgica produz dois tipos de ligas metalicas. Cada
liga ¢ composta de proporg¢des diferentes de cobre, zinco e chumbo, os quais estdo disponiveis
em quantidades limitadas em estoque. Deseja-se determinar quanto produzir de cada liga
metalica, de modo a maximizar a receita bruta, satisfazendo-se as seguintes composi¢des das

ligas e a disponibilidade de matéria-prima em estoque:

Matéria-prima Liga 1 Liga 2 Estoque
Cobre 50% 30% 3 ton

Zinco 10% 20% 1 ton
Chumbo 40% 50% 3 ton

Preco venda 3 mil 2 mil (RS por ton)

Para modelé-lo, seja x; a quantidade a ser produzida da liga i para i = 1,2. Logo, temos

a seguinte formulacdo matematica:

max 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, <3

x1=20,x,=20

A secdo a seguir traz algumas definigdes uteis ao desenvolvimento teorico da PL.



2.4. ALGUMAS DEFINICOES

Considerando a formulacdo de um PPL, definem-se seus componentes
matematicos [2]. Denomina-se solugdo factivel o conjunto de valores das variaveis que
atende a todas as restrigdes, incluindo a de ndo negatividade (x; = 0). O conjunto de todas
as solugdes factiveis forma a regiao factivel.

Um PPL pode ser classificado de trés formas quanto a sua soluc¢ao:
e Factivel com solugao 6tima: Existe uma solugdo que otimiza a fung¢ao objetivo.
o Factivel e ilimitado: A fun¢ao objetivo pode ser otimizada infinitamente.

o Infactivel: Nao existe solucdo que satisfaca as restrigoes.

A préxima sessdo apresenta um exemplo de solucdo grafica de um PPL.

2.5. SOLUCAO GRAFICA

Um PPL pode ser resolvido graficamente, mas essa abordagem ¢ possivel apenas para
problemas muito pequenos (até trés variaveis). Mesmo assim, sua aplicacdo ¢ importante para
entender melhor os conceitos fundamentais de PPL e a interpretar as respostas dos softwares
[16].

Fungdes lineares com duas variaveis do tipo z = f(x1,X3) = ;X1 + Cx5 s30
geometricamente planos em R3, e somente admitem maximo e/ou minimo se estiverem sujeitas
a restri¢cdes, como no caso do PPL. As curvas de nivel desse tipo sdo retas paralelas que crescem

monotonicamente na direcdo do gradiente:

of ﬂ)

dx,’ 0x,

V) = (

Considerando cada ponto do conjunto solugdo, este estd associado a apenas uma reta da
familia de retas paralelas correspondente a fun¢do objetivo. Isso indica que, solucionar
graficamente um PPL consiste em determinar quais pontos retornam o melhor valor para a

funcdo objetivo dentro das restricdes consideradas.

Seja o exemplo a seguir:



Maxi mi zar

f(x1,%3) = x4 + 2x;

sujei toa:
X1+ x, < 4
X, < 2
X, < 3

x =20, x>0

Cada restricdo determina um semiplano dado pela desigualdade. A intersecdo dos

semiplanos determina a regido factivel, conforme a Figura 2 a seguir:

b W = Sh

o =

Figura 2: representagdo da regido factivel [21].

A fim de determinar a solugdo 6tima, traga-se agora o gradiente da fun¢do objetivo para
determinar o sentido de crescimento da fun¢do. Sabe-se que a funcgao, sendo linear, possui um
gradiente constante. Consequentemente, no caso das retas, tem-se um valor constante

perpendicular as mesmas. Para a fun¢@o objetivo dada temos:

0(x; + 2x,) 0(x; + 2x,)

)

Vf(xy,x3) = ( ) = (1,2)

dxq dx,

Indicando o vetor no grafico temos:
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g = N Ch

~

Figura 3: Representacdo do vetor gradiente [21].

Para maximizar a fungdo objetivo f em sua regido factivel, a abordagem grafica explora
a dire¢ao de seu vetor gradiente (Vf), que aponta para o maximo crescimento da fungdo. As
curvas de nivel, que sdo perpendiculares ao gradiente, sdo entdo deslocadas nesta direcdo até
atingirem o ponto mais extremo da regido factivel. Este ultimo ponto de contato corresponde a
solucao 6tima do problema, pois representa a curva de nivel de maior valor que ainda satisfaz

as restricoes do modelo.

¥

B0 o

Y g

[
)
g

. -\:_\\_So ucdo otima

Figura 5: Representacdo da solugéo 6tima [21] — Adaptado.
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Solugdo o6tima obtida f (x1,x,) = 7. Portanto, a solu¢do do problema existe e ¢ Unica:
(x1,x2) = (1,3) — maximiza f, respeitando as restri¢des.

No exemplo executado, foi possivel encontrar uma solugdo 6tima tnica. Entretanto, ha

outros tipos de solucdes. A Figura 6 ilustra um caso com infinitas solugdes 6timas, todas sobre

o segmento de reta realgado AB.

e m]tiphas
L I/ Il A solugdes

= vy / Oumas
“"h. ‘l-
L .
- ""‘
e -
. h‘\

Figura 6: Multiplas soluc¢des 6timas [2].

Pode-se ter, também, um conjunto ilimitado de solu¢des Otimas, como a semirreta

indicada na Figura 7.

S ilimitada

Figura 7:Conjunto ilimitado de solugdes otimas [2].

A Figura 8 apresenta mais uma possibilidade: um PPL sem solugdo 6tima, apesar de

possuir solucdes factiveis. Neste caso temos um problema ilimitado.
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o existe
solugdo dtima

Figura 8: Problema ilimitado [2].

A inexisténcia de solugdo 6tima também pode ocorrer pela infactibilidade da solugao,

conforme a Figura 9.

nan existe solugio

Figura 9: Regido factivel inexistente [2].

A Figura 10 mostra uma situagdo em que um mesmo vértice pode ser obtido com
intersec¢do de retas diferentes. Nesse caso, dizemos que o vértice ¢ um vértice degenerado.
Salugao

dima
degenetada

Figura 10: Vértice degenerado [2].
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2.6. O MODELO NA FORMA PADRAO

O algoritmo simplex necessita que um PPL esteja em uma forma padrdo, descrito a

min (cTx)
Ax = b

x=0

b>=0
Para reduzir um PPL a forma padrdo algumas estratégias podem ser necessarias:
Problema de Minimizacido: O problema deve ser de minimizagdo. Caso ndo seja, a
funcdo objetivo deve ser multiplicada por -1. Assim, o problema passa a ser de
minimizagao.
Restricoes como igualdades: Todas as restrigdes do PPL devem ser expressas como
igualdades. Isso ¢ feito adicionando ou subtraindo varidveis ndo negativas de folga e/ou
excesso as inequacdes. Por exemplo, uma restricdo do tipo "menor do que ou igual a"
() ¢é transformada em uma igualdade adicionando uma variavel de folga. Uma restrigao
do tipo "maior ou igual a" (>) ¢ transformada em igualdade subtraindo uma variavel de
€xcesso.
Variaveis ndo negativas: Todas as variaveis de decisdo no problema devem ser ndo
negativas. Caso ndo seja, temos duas situagdes: se a variavel for negativa, basta
substituir a varidvel em questao por uma com sinal oposto a ela em todo o problema; se
a variavel for livre, ou seja, puder assumir qualquer valor real, considera-se que ela ¢

uma diferenga de duas variaveis positivas.

Exemplo: Considere o seguinte PPL:
Maxi mi zar
Z = 2x + 3y
Sujei toa:
x+y <4
2x— 5y =25
x =2 0,yeR

Para transformar este problema para a forma padrdo, devemos primeiramente

multiplicar a fungdo objetivo por -1 para transformar o problema para minimizagao e, em
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seguida, adicionar variaveis de folga s; e de excesso s, e fazer a troca da varidvel livre y por
y=y" =y
mini mi zar
Z =-2x-30"-y")
Sujei toa:
x+yt—y +5s5 =4
2x — 5yt +5y " — s, =5

Xy, y7,81,8, = 0

Exemplo: Considere novamente o problema das ligas metalicas que foi formulado
matematicamente como:

max 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, <3

x1=20,x,20

Reduzido a forma padrao temos:

min —3x; — 2x,
0,5x; + 0,3x, + x3 = 3
0,1x; +0,2x, +x, =1
0,4x; + 0,5x, + x5 = 3
X1 =20,%x2=>20,x3=20,x,=20,x5 =0

A resolucdo grafica de um PPL, juntamente com a inser¢do de variaveis de folga

(e/ou excesso), conduzem a uma maneira de se solucionar o sistema Ax = b proposto.

Algumas consideragdes matematicas a respeito da solugao do PPL:

Um conjunto de pontos x; € denominado solugio factivel do PPL se satisfaz o sistema
Ax = b e obedece a condi¢do de ndo—negatividade (Ax = b,x; = 0).

O lugar geométrico correspondente ao conjunto de pontos que satisfazem
simultaneamente todas as restri¢des é denominado regido factivel. Além disso, o lugar
geométrico, dentro da regido factivel, em que pelo menos uma variavel se anula, é
denominado fronteira. Uma solucdo esta na fronteira se, e somente se, xj = 0, para algum

j=201,..,n
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Um politopo é a intersec¢cdo de um nimero finito de semi-espacos fechados, isto €,

n
P=<x€ ]R":Zaijxj < b;,parai=12..,m
j=1

A regido factivel de um PPL é um politopo convexo.

Dado o sistema Ax = b com m equagdes e n variaveis e posto de A igual am. Temos
n — m variaveis independentes, para as quais podem ser atribuidos quaisquer valores.
Em particular, fixando-se os valores nulos para tais variaveis, temos um sistema m X m
nas variaveis restantes, o qual pode ser resolvido por um método de solucao de sistemas
lineares. Podem até ser atribuidos valores ndo nulos para as variaveis independentes, mas
as solucdes obtidas com tais valores ndo serdo vértices da regiao factivel e, portanto, nao
serdo otimizadas.

Se forem fixadas varidveis quaisquer, ou seja, sem analisar se sdo independentes
ou dependentes, ndo ha garantia de factibilidade da fun¢do. Mesmo que satisfaga a solucao
matricial, pode nao verificar a condicao de ndo negatividade. Assim, pode-se reescrever a
solucao matricial em funcao do agrupamento e separacdo das variaveis dependentes e

independentes, conforme a seguir:

Ax =b o Bxg+ Nxy =b

Em que B e N sdo matrizes formadas por colunas da matriz original A. E os vetores
decorrem da regra da multiplicacdo matricial, sendo xp correspondente as variaveis
dependentes e xy as variaveis independentes. A ideia de reorganizar as colunas do
sistema para encontrar uma soluc¢ao qualquer é importante para a descricdo do Método
Simplex. Em suma resolver o sistema consiste em fixar valores para n —m variaveis,
resultando num sistema de m varidveis e m equagdes. Se a matriz resultante for invertivel,
a solucao é bem determinada.

Seguem algumas defini¢des:

Defini¢do 2.5.1 (particdo basica): Considere uma reorganizacao das colunas da
seguinte forma:

A=[BN]

Em que:
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® B,«m Chamada matriz basica, é formada por m colunas da matriz A e é
invertivel.
® Npx(n—m) chamada matriz ndo-basica, é formada por n —m colunas

restantes de A, de formaque BNN =@eBUN = A.

Essa particao nas colunas da matriz A é chamada parti¢do basica e produz uma
parti¢cdo no vetor x:
XB
X = [XN]
Sendo:
e xp o vetor de variaveis basicas e,

e xy o vetor de variaveis ndo-basicas.

0 sistema pode entdo ser reescrito da seguinte forma:
Ax = b < [B N][xN]—b

Ou
BXB + NXN = b
Portanto,

xg = B~'b — B~INxy (solucdo geral)

Com ela pode-se determinar qualquer solu¢do do sistema, basta atribuir valores
quaisquer as n —m varidveis ndo basicas em xp, de modo que sejam unicamente
determinadas e a solugdo resultante satisfaga Ax = b. A ordem inicial das variadveis é
alterada conforme a partigao basica e um abuso de notagao é feito, sem que signifique um
erro conceitual. Por exemplo:

X =[x X, X3 x4 X5] € reorganizado como: x = (xg, xy) = [(x1, X5, x5|x3 x4) |

Definigdo 2.5.2: (solugdo basica) considere a particdo basica A = [B N] e a seguinte
solucdo obtida ao se fixar as n — m variaveis de xy em zero, isto é:

{23 == B_lb
fN =0

A solucgdo & assim obtida é chamada solugdo basica. Se £; = B~1b > 0, ou seja, se
todas as variaveis basicas sdo ndo negativas, diz-se que ¥ é uma solugdo basica factivel.
Além disso, se X = B~1b > 0 (todas as variaveis bdasicas sdo positivas), diz-se que a

solugao basica factivel é ndo degenerada.
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Propriedade 2.5.1: Considere a regido S = {x € R", tal que Ax = b,x > 0}. Um
ponto x € S é um vértice de S se x for uma solugdo basica factivel.
Uma consequéncia desta propriedade é que a regido factivel S tem um numero

finito de vértices, pois ha um ndmero finito de parti¢cdes basicas, limitado por:

n!

Ch =————
™ ml(n—m)!

Apesar de esse numero ser finito, pode ser muito grande para problemas praticos

em que n é da ordem de centenas ou milhares, e muito maior que m.

Teorema Fundamental da Programagdo Linear: Dado um PPL na forma padrao
onde A é uma matriz m X n de posto m, entao:
() Se ha uma solucao factivel, ha uma solucdo basica factivel;

(i)  Se ha uma solucdo factivel 6tima, ha uma solugdo basica factivel 6tima

Em outras palavras, se um PPL tem solucdo 6tima, entao existe um vértice 6timo.

Como consequéncia desse Teorema, basta que se procure o 6timo entre todas as
solugdes basicas factiveis, o que sugere um método de solucao:

Determinar todas as solugdes basicas factiveis (vértices da regido factivel S) e,
dentre elas, determinar a que tem o valor 6timo.

Lembrando que a quantidade de vértices pode ser muito grande em problemas
praticos, inviabilizando a solu¢ao computacional.

Assim, um método mais elaborado, que inicia com uma solugao basica factivel e
pesquisa apenas outras solugdes basicas melhores que a corrente é o Método Simplex. Tal

método sera descrito na secdo 2.7 e 2.8, que sera baseada nas referéncias [2] e [17].

2.7. 0 METODO SIMPLEX

O Método Simplex encontra um vértice 6timo a partir de um subconjunto (em geral,
pequeno) dos vértices da regido factivel. A construcao do método de resolugdo ¢ baseada em
duas perguntas chave, a saber:

Dada uma soluc¢ao bésica factivel,

1 - Essa solugao ¢ 6tima?

2 - Caso nao seja o0tima, como determinar uma melhor?
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Resposta a primeira pergunta: a solucido é 6tima?

Seja uma solugdo bésica factivel:

o [fle {QB = B_lb >0
x=[."|emque j.
XN xN == 0,

E xg = B~'b — B~ !Nxy (solugio geral) usando a mesma parti¢io bésica, isto é:
[xB -1 -1
X = xN]talqueszB b— B "Nxy

(lembre-se de que, para qualquer xp escolhido, x € uma solugdo do sistema Ax = b).

A funcdo objetivo f(x) pode ser expressa considerando a particao basica:

XB
f@) =cTx=Icf || = chxs + chxu
cL: coeficientes das variaveis basicas na func¢do objetivo;

cl: coeficientes das variaveis nio-basicas na funcgdo objetivo.
Restringindo x ao sistema Ax = b, temos:

f(x) =ch(B™*b — B~INxy) + chxy

=clB71b — cIB INxy + chxy
O primeiro termo da equacdo corresponde ao valor da funcao objetivo em X:
f®) =ckzg +chzy =cE(B71b) + cf(0) = cIB~1b
Para simplificar a notagdo, definimos um vetor auxiliar a seguir:

Definicao 2.6.1 (vetor multiplicador simplex): O vetor p dado por:

pT — CEB—I

E chamado multiplicador simplex (ou também, vetor de variaveis duais).
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Utilizando o vetor multiplicador simplex, segue:
f(x) = fR) = cgB'Nxy + cixy = f(R) —p"Nxy + cfxy = f(R) + (cy —p"N)xy

Ou, ainda, considerando-se:

ey —p"N = (cnyCnyrcn,,_, ) — T (an, an,, - an,, )

— T T T
- (CNl TP ANy CON, TP ANgy s CNp gy T P aNn—m)

Xy = (xN1‘xN2’ ""an—m)

Obtém-se:
f)=f&) + (CN1 - pTaNl)le + (CNZ - pTaNz)XN2 +et (CNn_m - PTaNn_m)an_m

Definicao 2.6.2 (custos relativos): Os coeficientes éN]. = (CN]. — pTaNj) das variaveis

nao-basicas na funcdo objetivo descrita acima sao chamados custos relativos ou custos
reduzidos.

Desta forma a func¢ao objetivo pode ser reescrita da seguinte forma:
f(X) = f(f) + 6N1XN1 + 6N2'XN2 + -+ 6Nn—men—m

Sabe-se que Xy, 2 0 (todas as variaveis do problema sdo ndo negativas). Portanto, se
Cy; = (ch - pTaNj) >0,j=1,..,n—m, entdo f(x) > f(X) para todo xy = 0. Assim, a

seguinte propriedade pode ser enunciada:

Propriedade 2.6.1 (condi¢ao de otimalidade): Considere uma parti¢do basica A =

[B N] em que a solugio basica associada £ = B~1b > 0 (isto &, solugdo basica factivel), e seja
pT = cIB™1 o vetor multiplicador simplex. Se (CN]. - pTaNj) >0,j=1,..,n—m, isto &,

todos os custos relativos sdo ndo negativos, entdo a solucio basica ¢ 6tima.
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A propriedade acima fornece uma maneira simples de se afirmar a otimalidade de uma
solugdo basica factivel: se a condi¢do de otimalidade for verificada, entdo a solug¢do basica
factivel é otima. Se a solugao basica factivel for ndo-degenerada, a reciproca da condig¢ao de
otimalidade também ¢ verdadeira: se uma solu¢do basica factivel ndo degenerada (isto é, Xg =
B~1b > 0) é uma solugdo otima, entdo (CN]. — pTaNj) =0,j=1,..,n—m.

Porém ¢ possivel ter uma solugdo 6tima degenerada em maos sem que a condigdo de
otimalidade seja verificada. Nesse caso, ¢ sempre possivel identificar outra parti¢do basica para

a mesma solugdo degenerada que satisfaca a condigdo de otimalidade.

Resposta a segunda pergunta: como determinar uma solucio basica factivel
melhor?
Considere uma solugdo basica factivel e suponha que a condi¢do de otimalidade seja

violada (caso contrario, a solugdo seria 6tima), isto ¢, suponha que exista k tal que:

Cny = (CNk - pTaNk) <0

ou seja, o custo relativo da varidvel ndo-basica xy, € negativo.

Defini¢ao 2.6.3 (estratégia simplex): Chamamos de estratégia simplex, a perturbacao

de uma solug¢do basica factivel que consiste em alterar as varidveis ndo basicas por:

=& =2 0, (variavel com custo relati vonegati vo)
xy, =0, j=1,2,...,n—m,i # k.

Em palavras, apenas uma varidvel ndo-basica, xy, , deixa de ser nula (por simplicidade,

supde se que a solugdo ¢ ndo degenerada, caso contrario € > 0 pode levar a uma solugdo

infactivel). Com isso, a fungdo objetivo passa a valer:
(X) = f(f) + 6N10 + -+ 6ng + -+ 6Nn—m0 = f(jf\) + 6Nk€ < f(f)

A fungdo objetivo decresce a medida que € cresce, com a taxa negativa €y, , ilustrada na
Figura 11. Quanto maior o vetor ¢y, , mais rapido a funcdo objetivo decresce. Isso justifica a

escolha da varidvel ndo basica a ser perturbada com o menor custo relativo, conhecido como

regra de Dantzig.
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ffxl+e € | \\\

Figura 11: Variagdo da fung@o objetivo com a estratégia simplex [2].

Como a fungao objetivo decresce quando ¢ cresce, determina-se o maior valor possivel

para € que mantém factivel a solugdo perturbada:

Tamanho do passo &
Com a alteragdo nos valores das variaveis ndo-basicas pela estratégia simplex, as

variaveis basicas xz também devem ser alteradas, de modo que o sistema Ax = b seja satisfeito,

conforme a solucdo geral. A estratégia simplex ¢ equivalente a alterar as varidveis ndo bésicas

para:
le 0

xy=| Ny |=|e|<k
XNn—m 0

Portanto, as varidveis basicas sao modificadas por:

xB = B_lb - B_leN = 5C\B - B_laNkS = 5C\B _yg
~———
y

emquey=2~h "1aNk. A identidade anterior decorre da defini¢do da matriz ndo-bésica N e da

definicdo de xy dada acima:

Nxy = N(0 g - 0 =[N = v Ay )0 g e 0)

Nxy = ay, €

Definicdo 2.6.4 (direcdo simplex): Chama-se diregdo simplex o vetor y = B_laNk, 0
qual fornece os coeficientes de como as varidveis basicas sdo alteradas pela estratégia simplex.

A direcdo simplex € solucdo do sistema de equagdes lineares By = ay, .
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Reescrevendo a equacdo vetorial dada acima em cada uma de suas coordenadas, e

considerando a ndo-negatividade das variaveis basicas temos:

Assim,

xg, =Xp,—y;€=0, i=1,..,m.

Se y; <0, entdo xp, = 0, para todo € = 0.

. . 2B,
Sey; > 0,como xp, = Xp, — ¥;€ = 0, entdo, € < —-

Vi

Logo, o maior valor de € ¢ dado por:

A QB[ . ')?Bi ~
§ =—=min{—|y; > 0. (Teste da razdo)
Vi Vi

Solucio 6tima ilimitada: Se y; < 0 paratodo i = 1, ..., m, entdo o valor £ acima ndo

se aplica, ou seja, ndo ha limitante superior para &, o que significa que a solugdo perturbada

pela estratégia simplex serd sempre factivel para todo valor de € = 0. Como a funcdo objetivo

decresce com o crescimento de &, entdo f(x) » —oo com & — oo. Disso, conclui-se que o

problema nao tem solucao 6tima (¢ comum referir-se a esta situagdo como solucao ilimitada).

2.8. O ALGORITMO SIMPLEX

Dado um PPL na forma padrao, pode-se estruturar as etapas do método de solucao

seguindo o algoritmo abaixo:

Entrada: Parimetros; conjuntos B e N tal que B = Ap é invertivel e B™1b > 0.

Passo 1:
Passo 2:
Passo 3:
Passo 4:

Passo 5:
Passo 6:

Passo 7:

Passo 8:

Passo 9:

Calcular a solugio basica: Xz = B"lbe Xy = 0;

Calcular o vetor multiplicador: pT = cIB™1;

Calcular os custos relativos: cy; = ¢; — p”a;, para cada j € N;
Determinar ¢y, = cy; ;

Se ¢y, = 0, PARAR, solugdo 6tima encontrada. Sendo x;, entra na base;
Calcular y = B~ 1ay;

Se y < 0, problema ilimitado, PARAR.

~ XB . (*B; ., .
Teste da razdo: — = mi n{—l ly; > 0} ; Xg, 1ré sair da base.
yi Vi !

Atualiza B e N e retorna ao Passo 1.
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Para exemplificagcdo do algoritmo sera utilizado o software gratuito Scilab 2025 para o

calculo envolvendo as matrizes.

Considere novamente o problema das ligas metélicas em sua forma padrao:

min —3x; — 2x,
0,5x1 +0,3x, + x3 = 3
0,1x; + 0,2x, + x5, =1
0,4x; + 0,5x, + x5 = 3
x1=20,x,=>20,x3=>20,x, =20,x5=>0

Sejam as matrizes:

c'=[-3 =2 0 0 0]
05 03 1 0 O
A=101 02 0 1 0]
04 05 0 0 1

bT =[313]

Aplicando o algoritmo definido acima, para a primeira iteragdo obtém-se:

Iteracao 1

Considere a matriz basica B dada pelas colunas 3, 4 e 5 da matriz A e a matriz ndo-

basica N sendo as colunas 1 ¢ 2 da matriz A. Em termos de indices, B = {3,4,5} e N = {1,2};

1 0 0] 1 0 0
B=|0 1 0|=B1'=[0 1 0
0 0 1. 0 0 1

e Solucdo basica pode ser determinada por:

1 0 017[3 3

xg=B"'bh=|0 1 of[1]=]1
0 0 1113 3
_ 0
XNy = [O

e determinando f(x):

X3 3 0,5 0,3
Xs 3 0,4 0,5

f(x)=—-3x; —2x,=0
Solugdo basica: x = (0; 0; 3; 1; 3),ouseja,f(x) =0

e Calculando o vetor multiplicador:



1 0 0
pT=ctB™*=[0 0 0]|0 1 o|=[0 0 0]
0 0 1
e (Calculando os custos relativos:
0,51
ey, = (cy, —pTay,) =-3-[0 0 0]]{01]|=-3
10,41
0,31
ey, = (cy, —pTan,) =—-2-[0 0 0]]{02]|=-2
10,51

e Como ¢y, € o custo mais negativo, k = 1 e x; entra na base.

1 0 0711[05 0,5
0 0 11104 0,4
e Teste da razdo
Xp, ] {JZBiI S 0} ) ( 3 1 3 >

— =min—|y; =min
vy ‘™05 01 04

=—=6

0,5

Xp, ird sair da base, ou seja, x3.
e Atualizando B e N:
B =1{145} N ={32}

Para tal valor de x;, tem-se:

X3 3 3 0,3
X5 3 2,4 0,5
Para o qual tem-se a solugdo basica: x = (6; 0; 0; 0,4; 0,6),com f(x) = —18

Iteracao 2

05 0 0] 2 —-02 -08
B =

01 1 O =>B_1=[0 1 0
04 0 11 0 0 1

e Solucido basica pode ser determinada por:

2 0 073 6
X3 =B b=|-02 1 0”1]:[0,4]

-0,8 0 1113 0,6

-]

e determinando f(x):

24
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e[ et

f(X) = —3x1 - 2x2 == _3(6 - 2x3 - O,6x2) - 2x2 =—-18 + 6X3 - 0,2x2
Solugdo basica: x =(6 0 0 0,4 0,6),com f(x) = —

e (alculando o vetor multiplicador:

2 0 0
pT=cgB™'=[-3 0 0][—0,2 1 0]=[—6 0 0]
-08 0 1
e (Calculando os custos relativos:
1
e, = (cn, —pTay,) =0—[-6 0 0][0|=6
0
0,37
ey, = (cN2 — pTaNz) =-2—-[-6 0 0] [0,2 =-0,2
0,5
e Como ¢y, € o custo mais negativo, k = —0,2 e x, entra na base.

y=B‘1aN2—[ 0,2 1 0” ] [014]
08 0 1 0,26

e Teste da razao

6 04 06 0,6
)= 55e =23

ﬁ=min{@|yi>0}=min<— =
Vi Vi 0,6 014 0,26 0,26
Xp, ird sair da base ou seja xs
e Atualizando B e N:
B ={1,42} N ={3,5}

Para tal valor de x,, tem-se:

X1 6 2 1,38
[x4 ] = [0,4] - [—0,2 ] X3 — [0,32 ] 2,3
xs 0,6 _0,8 016

f(x) =—-18 + 6x3 — 0,46
Para o qual tem-se a solu¢do basica: X = (4,62; 2,3; 0; 0,08; 0),com f(x) =—18,46
Como x5 possui valor nulo, agora atualiza-se a base.

Atualizando a base tem-se: B = {1,4,2} e N = {3,5};

Iteracao 3
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05 0 0,3 384 0 -23
B = [0,1 1 02|=B1= [ 023 1 —0,54]
04 0 05 -3,07 0 3,84
e Solucdo basica pode ser determinada por:
3,84 -2,3 4,62
fBzB_1b=[0,23 —054” ] [008]
—3,07 3,84 2,30
_ _ [0
AN = [0]
e determinando f(x):
X1 4,62 3,85 -2,31
H _ [0,08] [023 ] [_0,54]x5
X2 2,31 3,08 3,85
f(x) = —3x; — 2x, == —3(4,62 — 3,85x5 + 2,31x5) — 2(2,31 + 3,08x5 — 3,85x5)

£(x) = —18,46 + 5,336x5 + 0,78x5 = —18,46

e Calculando o vetor multiplicador:

384 0 -23
pT =ciB™1=[-3 0 —2][0,23 1 —0,54]=[—5,36 0 -0,78]
-3,07 0 3,84

e C(Calculando os custos relativos:

ey, = (cy, —pTay,) =0-[-536 0 —0,78]|0| =536

53 552

[ 1]

Como todos os custos relativos sdo positivos, condi¢ao de otimalidade verificada! Ponto

6timo encontrado!
A fungdo objetivo permanece:

F(x) = =3%, — 2%, = —3(4,62 — 3,85x5 + 2,31x<) — 2(2,31 + 3,08x5 — 3,85x:)
f(x) = —18,46 + 5,336x3 + 0,78x5

Observando a f(x) a taxa e mudanga da funcdo objetivo € positiva, pois todos os
coeficientes sdo positivos. Logo, ndo tem como melhorar a solugdo, portanto € a base 6tima.

Representando graficamente tem-se:
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Solucio Grafica
B -
x\.
,

B~ '\
7

| b N
& - x\._‘
| W,

| B
b
i = N,
- ™,
S
34 C g \I"\
21 Regido Factivel D5 w
LY
.
A \,

0 =i = ¥ . E T T

a 2 3 " 5 [ 7 #

xl

Figura 12: Representagdo grafica do exemplo executado (do Autor).

A partir do grafico, para x; = 7,5 oux; = 10, observa-se solugdes basicas nao factiveis,
ou seja, fora da regido factivel (amarela). Analisando as iteragdes, foi percorrido o trajeto A-E-

D. Observe que nao foi necessario enumerar todos os pontos extremos.

Algumas observagdes sobre o método simplex:

Ao aplicar o Método Simplex pode acontecer de, na hora de calcular os custos relativos,
serem encontrados os mesmos valores negativos para s;. Neste caso, pode-se escolher qualquer
indice dentre os que empataram.

Além disso, se todos os valores encontrados no teste da razao forem negativos, tem-se
que o valor da varidvel candidata a entrar na base pode aumentar indefinidamente sem que o
problema se torne infactivel. Assim, temos um problema ilimitado e devemos parar o algoritmo.
No método grafico, tem-se uma regido aberta ilimitada e, a dire¢ao do gradiente € nesse trecho

da regido que ¢ ilimitado.

Pode ainda acontecer de haver multiplas solugdes 6timas. Nesse caso, s; = 0 para pelo

menos um j € N, ao encontrar a solugdo 6tima. Pode-se realizar a combinagao convexa de duas

ou mais solugdes otimas, o que resulta em outra solugdo 6tima:

x=ax+ (1 —a)xcoma € [0,1].



28

Resumindo, o método Simplex ¢ um método iterativo para resolver problemas de
programacao linear que se baseia em solugcdes basicas e na melhoria iterativa das solugdes por
meio de trocas de B e N. Em média sdo necessarias até 3m (onde m ¢ a quantidade de restrigdes)
iteracOes para obter a solugao Otima, embora tenha complexidade ndo polinomial [26]. O
algoritmo se encontra entre os dez algoritmos mais importantes do século XX, de acordo com
a IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers), para desenvolvimento e pratica da

ciéncia e engenharia [7].

Até o momento, foram utilizadas as variaveis de folga para compor a base inicial do
método simplex, ja que as colunas de A referentes a essas variaveis formam uma matriz
identidade que ¢ invertivel. Na pratica, uma base inicial trivial pode ndo estar disponivel. As
duas proximas sec¢oes tratam de solugdes para o problema de encontrar uma base inicial para o

método simplex.

2.9. 0 METODO DAS DUAS FASES

Esse método consiste em duas fases de execucao. Na Fase 1, caso tenhamos um PPL
que, na forma padrdo, ndo tenha uma base dbvia, introduzimos novas variaveis w;, i = 1, ...,n
como se fossem as varidveis de folga. Tais variaveis sao chamadas de variaveis artificiais. Para

eliminar as variaveis artificiais, utilizamos um novo objetivo, que resulta no problema artificial:

mini mi zar

sujei toa:

Entdo aplica-se o0 Método Simplex, iniciando a base dada pelas variaveis artificiais w.
Caso uma solucao 6tima seja obtida com valor 6timo nao nulo, entdo o problema ¢ infactivel.
Caso w = 0 seja encontrado, a solugdo obtida ¢ factivel para o problema original.

Em seguida aplica-se o Método Simplex ao problema original utilizando a base 6tima

obtida na Fase 1 do método.
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Exemplo: mi ni mi zar
f(x) = x; — %3 + 2x3
sujei toa:
X1 +x, —x3=3
2x1 — X, +3x3 =4

X1,%X2,%3,2 0

Percebe-se que, embora o problema esteja na forma padrdo, ndo hd uma base o6bvia

dentre as variaveis. Assim, aplica-se o0 método das duas fases:

Fase 1: Introduz as varidveis artificiais ¢ muda a fung¢do objetivo
mi ni mi zar
f(x) = 0xy + 0x; + Ox3 + 1w, + 1w,
sujei toa:
1x; + 1x; — 1x3 + 1wy =3
2x1 — 1x, + 3x3 + 1w, =4

X1, X2,X3,W1,Wy =0

Inicia-se com w; e w, na base e aplica-se o Método Simplex para encontrar uma solucgao

otima. Utiliza-se a solu¢do o0tima encontrada na Fase 1 para iniciar a Fase 2:

Fase 2:
mi ni mi zar
f(x) =1x; — 1x, + 2x3
sujei toa:
1x; +1x, — 1x3 =3
2x1 —1x, +3x3 =4
X1, X2,X3,W1,Wy =0

Este é o método duas fases.

2.10. METODO M-GRANDE

O M¢étodo M-grande ¢ semelhante ao anterior, mas executado tudo na mesma fase.

Redefine-se a funcao objetivo como a seguir:
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minimizar
fx)=c"x + Mw;, + -+ Mw,
sujei toa:
Ax +Iw =b

x=20w=0

Aplica-se entdo o método simplex, iniciando a base dada pelas variaveis artificiais w.
Nesse caso, M ¢ um parametro de entrada (fixo) que deve ser suficientemente grande para
garantir w = 0 na solucdo d6tima, caso o problema seja factivel. A duvida é determinar qual o
melhor valor de M. Caso M ndo seja grande o suficiente, os coeficientes podem ndo ser
garantidamente nulos ou, caso seja grande demais, pode haver problemas numéricos de calculo.

Voltando ao exemplo tem-se:

minimizar
f(x) =1x; — 1x, 4+ 2x3 + Mw; + Mw,
sujei toa:
Ix; +1x, —1x3+w; =3
2x1 —1x, +3x3+ wy, =4

X1, X2,X3,W1,Wy =0

Escolhe-se M suficientemente grande na func¢do objetivo a fim de garantir que os
coeficientes sejam nulos. Inicia-se com a base B (w1, w2) até que elas saiam da base. Caso a
aplicacao do Método Simplex resulte em um valor onde todos os custos sejam maiores ou iguais
a zero, por exemplo o w2 = 5, o problema original ¢ infactivel. Se todos os w; sdo nulos, o

problema ¢, portanto, factivel.
Vejamos exemplo a seguir:

mini mi zar
f(x1,%2) = 2% + %,
sujei toa:
—2x,+3x, =9
3x, + 2x, = 12

xX1,%x; =0
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Analisando o problema, se escrevermos o problema na forma padrio, apareceriam duas

variaveis de excesso:

Forma padrao:

mi ni mi zar
f(x1,x3) = 2x1 + x5 + 0x5 + Oxy
sujei toa:
—2x1 + 3%, — 1x3 =9
3x1 + 2x, —1x, =12

xll xZ' x31x4 2 O

Ainda ficaria sem a base trivial, j4 que (0,0) ndo ¢ solucdo factivel. Desta forma, ¢

necessario acrescentar uma variavel artificial ao problema. Aplicando o Método das Duas

Fases tem-se:

Fase 1:

mi ni mi zar
0x; + 0x, + Ox3 + O0x4 + 1x5 + 1x4

sujei toa:

—2x1 + 3%, — 1x3 + 1x5 =9

3x1 + 2x, —1x, + 1xg = 12

X1,X2,X3,X4,X5,Xg = 0
Na forma matricial:
cT=[000011]

3 -1 0 1 O
2 0 -1 0 1

b= [192]

Az[_32

Realizando as iteragdes tem-se:

Iteracao 1 (Fase 1)
B ={56}eN ={1,2,3,4}

e Soluc¢do basica:
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e flo)=21
pT=cfB Tt =[1 1]
Cn1 = C1 — PTa1 =-1
Cnz=C;—plaz=-5
cn3=c3—plag=1

cna=ci—plag=1
® (e = Cnz = Xp entrarana base (k = 2)
Teste da razao
_ 3
y=B"a, = [2]
X

Vi Vi 1

e xp (x5)sairadabase (Il =1).

Iteragdo 2 (Fase 1)
B ={2,6}eN ={1,53,4}

e Solugio basica:

== (2]}

e fx)=6
pT =ctB™1 =[-0,66 1]
cy1 =c¢; —pla; = —4,33
cy3 = c3 —plaz = —0,67

— T, —
Cna =C4— P Ay =1
cys = s —pFas = 0,67
® Cpc = Cy1 = Xxqentrardnabase (k =1)

Teste da razao
_ —-0,67
y=B"a=| %
X Xg. X
ﬂ=min{ﬂ|yi > 0}=i
Vi Yi V1

® Xxp,(x¢) saird dabase (I = 2).

Xpg. X
ﬂ:'I’I’ll'Tl.{—B'll_'yi>0}:y—:§

6

4,33

32
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Iteracao 3 (Fase 1)
B ={2,1}e N = {6,5,3,4}

e Soluc¢do basica:

w =5 =[] = [

e fG)=0
Note que a base agora nao tem mais nenhuma varidvel artificial. Tem-se uma solugdo
basica factivel. Ao calcular os custos tem-se:

pT =ctB 1 =[0 0]
Cn3 = €3 —pTa3 =0
Cna=Ci—pla, =0
cns =cs—plas =1
Cve = Ce—Plag =1

e (i > 0= PARE!

Solugao 6tima da Fase 1 encontrada!

Agora pode-se iniciar a Fase 2, com esta ultima base encontrada. Lembrando que a

fun¢do objetivo original deve ser retomada:

=210 0]
A=y 5 5
b=[192]

Iteragdo 1 (Fase 2)
B ={2,1}eN = {3,4}
e Solugao basica:

w =87 =[] =15

e f(x)=6,68
pT =ctB1 =[-0,08 0,62]
cy3 =c3 —plas; = —0,08
Cya =Cqs —PpTa, = 0,62
e (y3 <0 = x5 entrard na base (k = 3)

Teste da razdo
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0,23

y=5" a3_[045
xB { } xg, 1,38
—L =minj—|y; >0 =—2=—"—
Vi Vi e y. 015

e xp,(x1)sairdda base (Il = 2).

Iteracao 2 (Fase 2)
B =1{23}eN ={1,4}

=50 =[] =[]

e Solucdo basica:

. f0=6
pT =clB~1 =[0 0,5]

cy1=¢,—pla; =0,5
Cya =Cs —PpTa, = 0,5

® Cy1,Cna > 0= PARE!

Solugdo 6tima pelo Método das Duas Fases encontrada!

e x*=(0,6,9,0).

Agora resolvendo pelo método do M-grande. Reescreve-se o problema original como:
mini mi zar
f =2x; +1x, + Ox3 + Ox, + Mxs + Mxg
sujei toa:
—2x1 + 3%, — 1x3 + 1x5 =9
3xq1 + 2x, —1x, + 1xg = 12

X1,X2,X3,X4,X5,X¢ = 0

Fazendo M = 100 e, escrevendo na forma matricial, tem-se:
=[210 0 100 100]

-2 3 -1 0 1 0O
3 2 0 -1 0 1

b= [192]

a<|

Iteracao 1
B ={56}eN ={1,2,3,4}
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e Soluc¢do basica:

xg = B'b = [zz] - [192]

o f(x)=2100
pT = cIB~1 = [100 100]
cy1 =¢; —pla; = —-98
Cyz = €, —pTa, = —499

CN3 = C3 - pTa3 = 100
CN4- == C4, - pTa4 - 100
e (y2 <0 = x, entrard na base (k = 2)

Teste da razdo

r=a,=[}
X 9

Bl_ . {xBi _xBl _
— =minj—|y; >O}————
Vi yi y1 3

e xp (xs)saird dabase (I = 1).

Iteracao 2
B ={2,6}eN = {1,53,4}

e Solugao basica:

v =87 =[] =[]
o f(x) =603
pT = cIB~1 = [-66,33 100]
cy1 =c¢; —pla; = —430,67
cys = c3 —plas = —66,33
Cya = Cys —pTa, =100

cys = s —plas = 166,33

o (y1 <0 = x; entrardnabase (k =1)

Teste da razdo

_ —0,67
y=B"a = [ 433
Vi yi y, 4,33



e xp,(x¢) saird dabase (I = 2).

Iteragdo 3
B ={2,1}e N = {6,5,3,4}

Agora ndo ha mais nenhuma varidvel artificial na base!

e Solugao basica:
 po1g _ [%21 _ 13,92
=B =[] =[5

e f(x)=6,68
pT = cIB™1 =[-0,08 0,62]
cy3 = ¢c3 —plaz; = —0,08
Cya = Cqs —PpTa, = 0,62
cys = cs —plas = 99,38

Cne = Cg — pTa6 = 100,08

e (y3 < 0 = x5 entrard na base (k = 3)

Teste da razao

_ —-0,23
y=B"a=],1s
Xp, ] {xBi xg, 1,38
Vi yi y2 433

e xp (x;) saird dabase (I = 2).

Iteracao 4

B=1{23}eN = {6,5,1,4)
e Solucao basica:
v =870 =[] =]
. f0)=6

pT =ctB 1 =1[0 0,5]
cyi=¢—pla; =0,5
Cya =Cya—pla, =0,5
cys = ¢s —plas = 100

Cne = C¢ —Plag = 99,5
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® Cn1,CN4 Cns) Cne > 0 = PARE'!

Solugdo 6tima pelo método do M-grande encontrada!

e x*=(0,690).

Caso chegue na solugdo 6tima com varidvel artificial na base com valor positivo, a

solugdo ¢ infactivel e, provavelmente, um valor de M foi escolhido inadequadamente.

2.11. DEGENERACAO

A degeneragdo acontece quando um ponto extremo ¢ representado por mais de uma
base.
Seja a fungdo a ser minimizada:
f(x1,%2) = 4x;1 + 5%,
Sujeita a:
0,5x; + 0,3x, < 2,67
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, < 3

x120,x,20

Representado a regido factivel graficamente tem-se a Figura 13:

Solucao Grafica

5] Regido e,
Factivel \ e S =
_ BN D

Figura 13: Regido factivel do exemplo (do Autor).
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Analisando o grafico, o ponto C e interceptado por vérias retas, que representam as
restricdes do problema. Como s3o necessarias apenas duas para determinar o ponto, este
excesso de retas causa o que se denomina degeneracao.

Para o problema proposto acima, haveria trés elementos em B, enquanto seriam 2 em
N. Para o ponto C tem-se x3 = x4, = x5 = 0, 0 que resulta em um elemento nulo na base. A
esse respeito pode-se pontuar:

¢ (Quando ponto extremo ¢é representado por mais de uma base, tem-se a degeneragao;

e Em uma base degenerada, temos xz; = 0 para pelo menosum i =1,...,m;

e Um problema de programacao linear ¢ degenerado quando possui pelo menos uma

base degenerada;

e Podemos ter cy; = 0 mesmo quando a solugdo dtima € um unico ponto extremo;

Aplicando o método simplex ao problema obtém-se na forma matricial:

cT=[-4 —5 00 0]
05 03 1 0 0]

A=101 02 0 1 O

04 05 0 0 1

2,67

3

Realizando as iteragdes tem-se:

Iteracao 1
B ={3,45}eN ={1,2}

e Solucao basica factivel:

e Custos relativos:
pT =ciB™1=[0 0 0]
ey =c1—plag =—4
cny = —pla; =5
e cy2 <0 = x, entrara na base (k = 2)

Teste da razao
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0,3
y =B7la, = [0,2]
0,5
X

i

e xp,(x,) saird dabase (I = 2).

V2

Iteracao 2
B ={3,2,5}e N ={1,4}
e Solugao basica factivel:

1,167
xB = B_lb == [ 5 ]
0,5

e (Custos relativos:
pT =clB 1 =[0 —25 0]
cyi=¢—pla; =—1,5
Cya = C4 —DPTa, =25
e (y1 <0 = x; entraranabase (k =1)

Teste da razdo

e xp,(xs5) saird dabase (I = 3).

Iteragao 3
B ={3,2,1}e N = {5,4}
e Solugao basica factivel:
0
xp =B b = [3,33]
3,33
Este zero caracteriza a solugdo degenerada.
e Custos relativos:
pT=clB™1=[0 0 —10]
Cys = Cs —plas =10

_ T, _
Cna=Ca—p ag=0

Xg, X
ﬂ=min{ﬁ|yi>0}=ﬁ=5
Yi
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o CN4=O$PARE!

Solucao 6tima encontrada!

O x4 pode ser colocado na base, sem alterar o valor 6timo:

Teste da razao

4,33
y=B"ta, =| 13,33 ]
—16,67
X Xp, x
ﬂ=min{ﬁ|yi > 0}=i=0
N Yi Y1

O maior valor para o x4 entrar na base ¢ nulo, ou seja, mesmo trocando de base,

permanece no mesmo ponto:

Iteracao 4
B ={4,2,1}e N = {5,3}

e Solugao basica factivel:
0
xg =B~ b = [3,33]
3,33
Este zero caracteriza a solucdo degenerada.

e (Custos relativos:
pT =clB™1=[0 0 —10]

CNS :CS_pTG,S == 10
— T —
cnz=¢C3—pa=0

o CN3=03PARE!

O valor nulo encontrado nos custos relativos nem sempre garante multipla solugdes
Otimas, como ¢ o caso da degeneragdo. Apesar de uma base diferente, a solucao ¢ a mesma, o
que garante sua unicidade.

x*=1(333; 3,33; 0; 0; 0)
A degeneragdo pode aumentar o nimero de iteragdes desnecessariamente e causar

ciclagem: o método troca de base, mas continua no mesmo ponto extremo, sem convergir.
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2.12. PROGRAMACAO LINEAR INTEIRA

A programagao linear inteira (PLI), conforme define [27]:

Sdo programagoes lineares nas quais algumas ou todas as variaveis
estdo restritas a valores inteiros (ou discretos). Quando estudamos PLI,
precisamos nos concentrar em trés dareas: aplicagdo, teoria e calculo. Uma
desvantagem dos algoritmos PLI é a sua falta de consisténcia na resolug¢do
de problemas com inteiros. Embora seja comprovado teoricamente que esses
algoritmos convergem em um numero finito de iteragoes, sua implantag¢do em
computador é uma experiéncia diferente.

Em relacdo aos tipos de programacao inteira, vale destacar os modelos:

(1) Programacao Inteira Pura: os modelos sdo descritos por variaveis inteiras apenas;
mi ni mi zar

fOxq, v xp) = €11 + -+ Xy
sujei toa:

a11x1 + apx; + o+ agx, < by

ar1X1 + AyrXy + -+ AypnXn < bz

Am1X1 + QaXy + o+ QmnXn < by

X1,y ey Xy € Zy

(2) Programacao Inteira Mista: os modelos podem ter variaveis reais ou inteiras;

Minimizar
[y, X)) =i+ o+ Xy +dyys + -+ dyyn
Sujei toa:
a1x1 + agpxy + o+ AgpXn + hiays + hipy, + o+ hipyy < by
Az1%1 + QX + -+ + AonXy + o1 Y1 + hooyy + o+ hopyy 2 by

Am1X1 + QpaXy + 0+ QX + hlel + hmZYZ + -t hmn)’n < bm
X1, s X =0

Vi Yn € Z+
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(3) Programacao Inteira Binaria: os modelos sdo descritos por varidveis que podem ser

iguais a 1 ou 0 somente.

mini mi zar

f(x1, ey X)) = €1 + -+ Cpxy
sujei toa:

A11X1 + A% + -+ Xy < bg

az1X1 + az7X,p + .-+ AornXn < bz

Am1X1 + QpaXy + o+ QpnXn < by

Xy, ., %X, € {0,1}

Se comparado ao Problema Linear Cléssico, o resultado da funcdo objetivo pode piorar

um pouco, haja vista a redug¢ao dos pontos viaveis de solugdao. Considere o exemplo [27]:

Maximizar: 5x; + 4x,
Sujeito a:

X1 + Xy < 5
10x; + 6x, < 45
X1,Xp €EZ,

Cuja representagao grafica pode ser visualizada na Figura 14:

Ly

"ontos mbemos vidvers

Chimo {continta
§ =375, %=15
z =235

-
el
/
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Figura 14: Exemplo comparando pontos viaveis e solugdo 6tima [27].

Caso haja restricdes ao problema, como uma variavel estar condicionada a outra,

adaptacdes precisam ser realizadas ao problema.
2.13. RELAXACAO LINEAR

Se trocadas as restrigoes de integralidade, x4, ...,x, € Z,, pelas restricdes de ndo
negatividade, x4, ..., x, = 0 , obtém-se a relaxacdo linear do modelo, retornando ao problema
de programacao linear inicial.

Relaxacdo Linear e arredondamento ndo garantem uma solu¢do inteira 6tima, nem
mesmo factivel. Mas podem ajudar com os limitantes.

O Método Simplex funciona bem para dominios continuos. A solu¢do 6tima do
problema de programacao inteira pode ndo ser um ponto extremo 6timo da Relaxagdo Linear.

Com relag@o a modelagem, os problemas de PL diferem dos problemas de PLI apenas
pelo dominio de suas variaveis, ja que em PL sdo permitidas variaveis reais e em PLI apenas
variaveis inteiras. J& para a Relaxagdo Linear, a estratégia desse ¢ definida em [27], conforme

a seguir:

Relaxe a regido de solucdes da PLI eliminando a restricdo inteira imposta a todas as
variaveis inteiras e substitua qualquer variavel binaria y pela faixa continua 0 <y < 1. O
resultado da relaxa¢ao ¢ uma PL normal.

Entdo resolva a PL e identifique a solugdo 6tima continua. Em seguida, comegando do
ponto 6timo continuo, adicione restrigdes especiais que modifiquem iterativamente a regido de
solucdes da PL de maneira que, a certa altura, resultara em um ponto extremo 6timo que satisfaz
0s requisitos inteiros.

A fim de gerar restri¢des especiais, um dos métodos que pode ser usado ¢ o método de
Branch-and-Bound. Embora tal método ndo seja consistentemente efetivo em termos
computacionais, a experiéncia mostra que o método ¢ muito bem-sucedido [27]. O referido

método serd descrito na Se¢do 2.14 a seguir.
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2.14. METODO BRANCH-AND-BOUND

O primeiro método Branch-and-Bound foi desenvolvido em 1960 por A. Land e G. Doig
para os problemas misto e geral de PLI. O método consiste em, a partir do ponto 6timo obtido
com a relaxacdo linear, particionar a regido factivel excluindo as solugdes que violam a
integralidade do problema, limitando a enumeracdo de solu¢des para ndo elevar o custo do

algoritmo demasiadamente.
Em relacdo aos significados dos nomes temos:

e Branch: Ramificar

A ramificac¢do consiste em particionar (ou dividir) a regido factivel de modo a excluir
solugdes que ndo satisfagam as restricdes de integralidade. Por exemplo, a Figura 15 mostra o
particionamento da regido dada pelo exemplo anterior (da Figura 14) em duas, excluindo a

solugdo x; = 3,75 que viola a condi¢do de integralidade;

e Bound: Limitar
Baseia-se em limitantes inferiores e superiores do valor 6timo para evitar a enumeragao

explicita de todas as solucdes factiveis.

Xy =1
——
PL2Z —
1 JP— L] L] L l.-L3
-~
\(’
: {_J. . I3 | 5

Figura 15: Ramificagdo do problema da Figura 14 [27].

O algoritmo de Branch-and-Bound é composto por 5 etapas [18], conforme descrito

abaixo:
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Resolver o problema como se fosse um PPL com as varidveis relaxadas
(ignorando as restrigoes de integralidade). Conferir a solu¢ao 6tima calculada e
observar se as variaveis que deveriam ser inteiras sdo, de fato, inteiras. Caso as
variaveis sejam inteiras, o problema foi resolvido. Caso contrario, passar a
proxima etapa.

Se na etapa anterior houver uma variavel ndo inteira entre dois nimeros inteiros
consecutivos e nao negativos (i1 <x < iz), dois novos modelos de
programacao inteira se formam, acrescido ao problema original uma restricao
do tipo x; < i;, ou do tipo x; = i,.

Se uma das primeiras aproximagdes ainda apresentar uma solucdo ndo inteira, o
PLI resultante por essa primeira aproximagdo torna-se candidato a uma
ramificagdo adicional.

Se o problema for de maximizagdo, a ramificagdo continua até ser obtida uma
primeira aproximacao inteira (que ¢ uma candidata a solugao 6tima do problema
original), e o valor da fun¢do objetivo relativa as variaveis encontradas torna-se
o limite inferior para o problema, o que significa que modelos cujas primeiras
aproximagdes apresentem valores da funcdo objetivo menores que o limite
inferior devem ser descartados.

Se o problema for de minimizagdo, o procedimento ¢ o mesmo. A diferenca ¢
que os limites a serem utilizados devem ser superiores, € nao inferiores. Logo, o
valor da fungdo objetivo a partir da primeira solugdo inteira torna-se o limite
superior do problema, e devem ser descartados os modelos com valor de funcao

objetivo maiores ao limite.

O algoritmo pode ser estendido diretamente a problemas mistos. Se uma variavel for

continua, esta nao ¢ selecionada como variavel de ramificacgao.

Sobre o0 Método Branch-and-Bound vale destacar:

Solugdes factiveis e relaxagdes fornecem limitantes que sao usados para descartar

nds e garantir que uma solugdo € otima;

Em problemas de maximizagdo a solugdo factivel € o limitante inferior enquanto a

solucdo de relaxagdo limita superiormente;

Ja em casos de minimizacao a solucdo factivel ¢ o limitante superior enquanto a

solucao de relaxacao limita inferiormente;
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e A solucao incumbente ¢ a melhor solugdo inteira, factivel, encontrada até o
momento;
e Os noés das ramificagdes podem ser descartados por infactibilidade, qualidade

(limitante) ou otimalidade.

Elucidando cada critério de eliminagdo de um n6 da arvore Branch-and-Bound tem-se:

1. Infactibilidade: S" ¢ infactivel. A regido factivel do subproblema ¢ vazia e assim,
a solugdo 6tima nao pode ser obtida no ramo atual.

2. Qualidade: o valor da funcdo objetivo relativa as variaveis encontradas ¢ menor do
que o limite inferior em um problema de maximizagdo ou maiores do que o limite
superior em um problema de minimizagdo. Assim, mesmo que outras solucdes
inteiras possam ser obtidas no ramo atual, elas ndo terdo valor melhor que o da
solugdo incumbente.

3. Otimalidade: as variaveis relativas ao n6 satisfazem as restrigdes de integralidade

e, portanto, nao ha como ramificar.

Fica em aberto a posicdo da lista em que os novos nds devem ser inseridos. Essa escolha
pode ser critica, pois determina a ordem de processamento dos nos e influencia diretamente no
tamanho da arvore. Em geral, tem-se as seguintes regras:

1. Busca em profundidade: escolhe sempre o ultimo no da lista para processar.
Favorece o aprofundamento de ramos e, assim, a obtengao de solugdes factiveis;

2. Busca em largura: escolhe sempre o primeiro no da lista para processar. Assim,

percorre-se a arvore nivel a nivel;

3. Busca pelo melhor limitante: os nos sdo processados em ordem crescente de

limitante dado pela relaxagdo. Em maximizacao (minimizacao) os nés com maiores
(menores) limitantes sdo processados antes, com o intuito de levar a solugdo 6tima
do problema mais rapidamente.

Ainda, tem-se em aberto, qual o critério a ser usado para escolher em qual variavel
ramificar. Essa escolha também ¢ critica, e influencia no tamanho da arvore. Geralmente,

seleciona-se a variavel “mais fraciondria” (parte fracionaria mais préxima de 0,5).

Atualmente, os algoritmos mais eficientes em programagdo inteira sdo baseados no

método Branch-and-Bound:
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1. Método Branch-and-Cut: gera restricdes que eliminam solugdes infactiveis,
restringindo ainda mais o problema e melhorando a relaxagao linear;

2. Me¢étodo Branch-and-Price: reformula o problema de modo que as colunas possam
ser geradas iterativamente;

3. Método Branch-and-Price-and-Cut: Mistura os dois problemas anteriores.
Atualmente ¢ inico capaz de obter solugdes 6timas de problemas importantes em
tempo vidvel, como roteamento de veiculos, programacdo de produgdo, entre

outros.

Para exemplificar o método Branch-and-Bound retomemos ao exemplo das ligas

metalicas. Consideremos agora as variaveis inteiras:

max f(xq,x;) = 3x; + 2x;
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; +0,5x, < 3
X1,Xy €E7Z,

Observe que, a resolucao grafica para esse problema difere um pouco da solu¢do inicial,
j& que as solugdes factiveis sdo dadas pelos pontos azuis na Figura 16, enquanto as solugdes
factiveis da relaxacao linear sdo dadas por toda a regido amarela, o que implica que a solugao
inteira € pior do que a solucdo relaxada. Para exemplificar a afirmagdo j& citada de que
arredondamentos ndo geram boas solugdes, nota-se que, ao arredondar a solugdo do problema
relaxado (4,62;2,3) para o inteiro mais proximo, tem-se (5,2), que ndo pertence as solu¢des
factiveis. Ao arredondar para baixo, teriamos o ponto (4,2) cujo valor da fungdo objetivo €
f(4,2) = 16, que ¢ pior do que a solucdo 6tima (que ¢ f(6,0) = 18, como pode-se ver no
grafico).
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Solugio Grafica
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Figura 16: Representag@o dos pontos inteiros na solucao grafica (do Autor).

Resolvendo o problema pelo método Branch-and-Bound resulta na arvore ilustrada na

Figura 17 a seguir.

O método ¢ aplicado inicialmente ao nd raiz. Como o método ainda estd no inicio a
solu¢do incumbente ¢ vazia, limitante inferior —oo e 0s n6s na arvore sdo {0}. Para o no raiz

definimos o sub-problema 0, ao qual aplica-se a relaxagdo linear:

SO maxf (xy,x,) = 3x; + 2%,
0,5%; + 0,3x, < 3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, < 3
x1=20,x,=20
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N6 0 (raiz)
X% = (4,62;2,3)
LS=18,46
X1 < 4 X1 > 5
N6 1 No 2
Xg = (4;2,8) xZ = (5;1,67)
LS=17,6 LS=18,33
x, <1 Xy = 2
No6 3 No6 4
x5 =(541) Infactivel
LS=18,2 LS=18,33
X1 <5 X1 >6
No 5 N6 6
xp = (5;1) x5, = (6;0)
LS=17 LS=18

Figura 17: Arvore gerada pela aplicagio do método Branch-and-Bound no exemplo (do Autor).

Para o qual encontra-se a solugdo 6tima: (x2, = (4,62;2,3), f(x) = 18,46). Define-se
entdo o limite superior como: LS = 18,46 . Temos entdo como opg¢des para ramificar: x; =
4,62 e x, = 2,3. Escolhe-se x; = 4,62 por ter a parte fracionaria mais préxima de 0,5.

Ramifica-se entdo os nés 1 e 2, conforme Figura 18, para os quais temos os seguintes

subproblemas:

SM max f(xy,x,) = 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, <3
x, <4
x1=20,x,=>20
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S@ max f(x;,x;) = 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, < 3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, < 3
X7 =5
x1=20,x,=20

Solugio Grafica

Figura 18: Ramificacdo do né zero, subdividindo em duas regides (do Autor).

Escolhendo uma busca em profundidade, aplica-se a relaxagdo linear ao n6 2, para o

qual encontra-se, com a relaxacdo linear x3, = (5;1,67) LS=18,33. Encontrou-se um valor

inteiro para x; , sendo x, fracionario.

Ramifica-se entdo x,, definindo mais dois nos:

SG)max f(xq, x;) = 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, <3
X7 =5
x, <1
x1=20,x,=20
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S™ max f(xy,x,) = 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x1 +0,2x, <1
0,4x; +0,5x, < 3
Xy =5
Xy = 2
x1=20,x,=20

Com a busca em profundidade resolve-se o nd 4, para o qual, realizando a interse¢ao
das restrigdes, ndo se encontra uma regido factivel. Entdo descarta-se o nd por infactibilidade e
parte-se para o n6 3. Resolvendo a relaxagdo linear para o no 3 (problema S®)), encontra-se

x}:-f,L = (5,4;1) LS=18,2. Com x; = 5,4 fracionario ramifica-se mais uma vez, nos nés 5 ¢ 6.

SG) max f(xy,x,) = 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, <3
Xy =5
x, <1
Xy <5
x1=20,x,=20

S max f(xy,x;) = 3x; + 2x,
0,5x; +0,3x, <3
0,1x; +0,2x, <1
0,4x; + 0,5x, <3
Xy =5
x, <1
X, =6
x1=20,x,=>0

Resolvendo o no 6 pela relaxacdo linear, encontra-se: N6 6 x5, = (6; 0) LS=18. Que é
uma solugdo incumbente, por ser inteira. Descarta-se entdo o n6 por otimalidade. Agora tem-se
um limitante inferior LI=18.

Processando-se agora o n6 5 encontra-se: xp, = (5;1) LS=17. Como a solugdo é pior
que o no 6, descarta-se o no por qualidade e parte-se para o n6 1, a fim de investigar o restante
da arvore.

Retornando ao n6 1 e aplicando a relaxacgdo linear temos: x3, = (4;2,8) LS=17,6.
Como o limitante superior € pior que o inferior, ndo € necessario mais ramificar. N6 eliminado
por qualidade.

Entdo o valor 6timo € 18 ¢ 0 no 6 ¢ a solugao final.
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O Capitulo 3 trata da aplicacdo de Programacdo Linear Inteira proposta para esse

trabalho.



53

3. APLICACAO DO PROBLEMA

O problema proposto no presente trabalho se refere a alocagao de caga horaria didatica
nas institui¢des. Considerando a organizacdo dos cursos, tanto a aloca¢do da carga horaria,
quanto a alocagdo dos horarios das disciplinas sdo casos complexos a serem tratados. Quanto
maior a instituicdo ou curso considerado, maior a quantidade de professores e turmas, todos
com varias disciplinas a serem distribuidas de acordo com a preferéncia, formacdo e
disponibilidade dos docentes.

Vale ressaltar que ha a dependéncia do espago fisico e da diferenga ou concomitancia
de horario, o que contribui ou dificulta essa distribuicdo de carga horéria. Tal panorama resulta
num problema complexo, muito dificil de ser resolvido manualmente, conhecido como
Timetabling Problem. Tal problema ¢ definido, segundo [28], como um problema de alocacdo
de objetos em determinado tempo-espaco, dados os recursos a disposi¢ao e, satisfazendo o
maximo de objetivos possiveis mediante as restricdes as quais esses objetos estdo sujeitos.

Sua defini¢do ¢ ampla e, conforme [ 10], se subdivide em varios subproblemas, dos quais

vale citar:

Class-Teacher Timetabling: comum nas escolas de ensino médio, consistem em
determinar o horario da escola tendo as turmas e professores ja alocados;

Student Scheduling: consiste em atribuir alunos as diferentes sessdes de horarios de
determinada disciplina, considerando as restrigdes de capacidade e sobreposicao de horarios;

Classroom Assignment: consistem em atribuir salas por periodo, considerando as
restricdes como localizagdo, tamanho ou preferéncias.

Teacher Assignment: atribui¢do de professores as disciplinas com a maximizacao da

preferéncia, respeitadas as restrigdes impostas, que ¢ o0 modelo do presente trabalho.

Devido a grande quantidade de possibilidades e particularidades impostas, problemas
de agendamentos de horérios sdo geralmente problemas NP-Dificeis [8], ou seja, ndo se
conhece um algoritmo eficiente (de tempo polinomial) para resolvé-los, mas cujas solucdes, se
fornecidas, podem ser verificadas eficientemente.

A maioria dos problemas NP-dificeis ndo tem algoritmos eficientes conhecidos para
encontrar solugdes Otimas. Isso leva a necessidade de algoritmos aproximados, algoritmos

heuristicos, ou técnicas de programagdo nao exata.
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Muitos problemas do mundo real, como roteamento de veiculos, agendamento,
otimizagdo de recursos, e criptografia, sdo exemplos de problemas que podem ser modelados
como problemas NP-dificeis.

Desta forma, tomando como base o trabalho realizado em [9], a formulacao de um
problema de programagdo linear inteira foi proposta. A fim de entender a formulagdo,

primeiramente serd explicitada a seguir, estrutura do curso analisado.

3.1. DESCRICAO DO CURSO:

Esse trabalho foi inspirado na alocacdo da carga horaria didatica do curso de Estatistica
da Universidade Federal de Uberlandia para o semestre 2025/1, ou seja, ¢ um problema de
Teacher Assignment. Foram considerados 17 professores efetivos e 2 substitutos com cargas
horarias variando de 8 a 15 horas semanais. Os professores foram ranqueados a fim de definir
a carga didatica minima e méxima para cada docente. As distribuigdes se encontram na Tabela
1. Os professores no rank de 1 a 5 recebem de 8 a 9 horas-aula semanais. Em seguida, para o
rank de 6 a 12, tém de 10 a 11 horas-aula atribuidas. No préximo grupo de professores, de 13 a
17, ficou estabelecida a possibilidade de atribuigao de 11 a 12 horas-aula, exceto para o
Professor 15, cuja carga horéria deve ser entre 8§ e 10 horas-aula. Por fim, os professores
substitutos ficam com a carga hordaria, de 12 a 15 horas-aula.

E importante destacar que, para adaptar o algoritmo desenvolvido em [9], foi necessério
definir as cargas didaticas minima e maxima para cada docente. No entanto, conforme resolugao
do Departamento de Estatistica, os docentes sdo divididos em grupos com diferentes cargas
didaticas minimas. A estratégia adotada neste trabalho foi aproximar as faixas aos respectivos

grupos.

Tabela 1: Ranking de professores e respectiva carga horaria

Nome Rank CH-min CH-max

Professor 1 1 8 9
Professor 2 2 8 9
Professor 3 3 8 9
Professor 4 4 8 9
Professor 5 5 8 9
Professor 6 6 10 11
Professor 7 7 10 11
Professor 8 8 10 11
Professor 9 9 10 11
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Professor 10 10 10 11
Professor 11 11 10 11
Professor 12 12 10 11
Professor 13 13 11 12
Professor 14 14 11 12
Professor 15 15 8 10
Professor 16 16 11 12
Professor 17 17 11 12
Substituto 1 18 12 15
Substituto 2 19 12 15

Como ndo ha uma listagem de preferéncias de disciplinas por professor no curso de
Estatistica em especifico, foi utilizada a biblioteca Random do Python para selecionar para cada
professor 15 disciplinas, dentre as 50 disciplinas disponiveis (descritas no Anexo I), para
compor as disciplinas de sua preferéncia. Entretanto, ressalta-se que, propositalmente, 4
disciplinas (Tabela 2) foram sorteadas para ndo constar na listagem de preferéncias de nenhum
professor e, 25 das disciplinas restantes foram selecionadas obrigatoriamente por mais de um
professor. A listagem de preferéncias por professor pode ser visualizada no Anexo II. Para

melhor organizagao da tabela as disciplinas foram colocadas em apelidos, conforme Anexo III.

Tabela 2: Disciplinas que ndo foram sorteadas na lista de prioridades.

Disciplinas excluidas:
Prof Merc
Bioest-TN

An Dados 1 - A
Est Apl Psico

E importante destacar que todas as disciplinas precisam ser alocadas para serem
lecionadas, mesmo que ndo estejam na listagem de nenhum professor. A Tabela 3 lista as
disciplinas que sao mais frequentes nas listagens dos professores. Essas, por sua vez, ndo podem
ser alocadas a varios professores simultaneamente, o que requer um critério de escolha a ser

determinado.

Tabela 3: Disciplinas mais escolhidas pelos professores

Disciplina Quantidade de professores que a escolheram
Prob 3 12
Est - Mct / Aer 12
Cont E Qual 10
Est2 - FAMAT 10

Est - Eng Quim 9
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Desta forma, baseado em [9], modelamos na proxima se¢do o problema proposto.
3.2. MODELAGEM

Seja P ={1,2,...,P} o conjunto dos professores, T = {1,2,...,T} o conjunto das
disciplinas, H = {1,2, ..., H} o conjunto dos horarios disponiveis e D = {1,2, ..., D} o conjunto
dos dias da semana considerados. Cada professor p € P deve ser alocado para lecionar a uma
disciplina t € 7', em um horario h € H de um dia d € D. No problema em estudo, tem-se P =
17, T =50, H =17 e D = 5. A variavel de decisdo x(p, t) representa a atribui¢ao professor-

disciplina e ¢ dada por:

1, se o professor p for alocado a turma ¢;
0, caso contrario.

x(p.0) = |

A carga horaria do professor deve ser atribuida dentro de um limite maximo e minimo,
ou seja, dentro do intervalo [H,; n(p), Hmaex (P)]. Para o problema proposto, tais limites estdo

definidos conforme a Tabela 1 (colunas CH-min e CH-max).

Os horarios associados a cada disciplina sao fixados e armazenados da seguinte forma:

1, se a disciplina t tem aula no horario h do dia d;

HT (t,h,d) = { 0, caso contrario.

De acordo com a preferéncia do professor p pela disciplina t, um peso e(p,t) €
{1,2, ...,10} foi atribuido a mesma. A escala ¢ crescente sendo 1 quando o professor tem pouco
interesse em lecionar a disciplina e 10 quando o professor tem muito interesse. Para este

trabalho foi considerado o vetor
pesos_preferencias= [10,10,9,9,8,8,7,7,6,6,5,4,3,2,1]

que atribui peso 10 para as duas primeiras disciplinas da listagem, peso 9 para a terceira e a
quarta e assim sucessivamente. Caso a disciplina ndo esteja na listagem de preferéncias do

professor, considera-se peso nulo.

A fim de valorizar a posi¢ao do ranking em que o professor ocupa, foi considerado um

peso w(p) na fungdo objetivo. Neste trabalho foram testados dois pesos:
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w» (p) = 10'943_0'0225Tank(p)

O peso wy (p) consiste em dividir 1 pela posi¢do do ranking do professor ¢ o segundo
peso w,(p) foi definido utilizando um ajuste de curva exponencial passando pelos pontos
(1,10), (6,9), (12,8) e (19,7).

A fungdo objetivo do problema ¢ modelada com a finalidade de maximizar a satisfagao

total dos professores, a saber:

S = ZP: iw(p)e(p, t)x(p,t)
p=1t=1

A formulacao considerada ¢ descrita abaixo:

P T
maxi mi Zarz z w(pe(p, t)x(p,t)

p=1t=1
Sujeito a
P
Zx(p, t)=1,Vvt €))
p=1
T H D
DD H (6 h )2, 6) 2 Hyip), VP 6)
t=1 h=1d=1
T H D
DD H (6 h )2, 6) < Hy (), VP 3)
t=1 h=1d=1
T
Z HT (t,h, )x(p,t) < 1¥p, h,d (4)

t=1

x(p, t1) + x(p, t;) < 1V, t,, campus(ty) # campus(t,), HT (t;,h,d) = HT (t,,h+1,d) =1 5)

A restricdo (1) garante que toda disciplina t sera atribuida a um e apenas um professor.
As restri¢des (2) e (3) garantem que os limites maximos e minimos de carga horaria semanal
de cada professor sejam respeitados. A restricdo (4) foi adicionada para que cada professor nao
assuma mais do que uma disciplina em um mesmo horario de determinado dia, evitando conflito
de horario. Por ultimo, a restricdo (5) garante que disciplinas em horarios consecutivos (h e
h+1) no mesmo dia em campi diferentes ndo seja atribuida ao mesmo professor, evitando que
um professor termine uma aula em um campus e tenha aula em sequéncia em um campus

geograficamente distante.
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4. METODOLOGIA

Definida a fungdo objetivo e impostas as restrigdes, um algoritmo foi implementado a
fim de determinar a melhor distribui¢do de carga horaria didatica para o semestre de 2025/1 do
curso de Estatistica.

O ambiente escolhido para implementagao do algoritmo foi o Google Colaboratory
(Colab), uma plataforma baseada em nuvem que permite a criagdo e execugdo de notebooks
interativos em Python diretamente no navegador, sem necessidade de configuragdo local. O
Colab ¢ amplamente utilizado em aplica¢des de aprendizado de maquina, analise de dados e
ensino em programagao, por oferecer recursos computacionais escaldveis (aumenta ou diminui
os recursos como CPU, memoéria RAM, GPU ou TPU conforme a demanda do usuario) e a
bibliotecas Python pré-instaladas. Como a execug¢do ocorre em servidores remotos do Google,
o uso da ferramenta elimina a exigéncia de instala¢ao local do interpretador Python e de seus
pacotes.

No Colab foi utilizada a biblioteca Pyomo (Python Optimization Modeling Objects)
para a modelagem do problema de programacao linear inteira, juntamente com o solver CBC.
O Pyomo [11][5] ¢ uma estrutura em Python voltada para a formulagdo de problemas de
otimizagdo matemadtica com sintaxe intuitiva, boa integracdo com outras ferramentas além de
ser flexivel, poderoso e oferecer amplo suporte académico. J4 o CBC (Coin-or Branch and Cut)
¢ um solver de codigo aberto especializado em problemas de otimizacdo combinatéria e
Programacdo Inteira Mista (MIP). Em resumo, o Pyomo ¢ utilizado para representar
matematicamente o problema de otimiza¢do enquanto o CBC executa o processo de busca pela
solucdo oOtima.

O principio do CBC (Coin-or Branch and Cut) no Pyomo ¢ resolver problemas de
otimizacao, especialmente LP e MIP utilizando uma abordagem de divisdo e conquista (branch
and cut). Ele divide o problema original em subproblemas menores e, em seguida, utiliza cortes
(cuts) para refinar a solugdo e reduzir o espago de busca.

Dessa forma, devido a sua praticidade, integragao com o Google Drive e facilidade de
uso em ambientes remotos, o Colab foi adotado como ambiente de desenvolvimento. Em
conjunto com a biblioteca Pyomo e o solver CBC, o Colab permitiu a implementagdo e

execugdo da modelagem matematica proposta para a resolucdo do problema.
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4.1. FORMULACAO ALGORITMO

O algoritmo foi realizado em trés partes a saber:
1. Leitura dos dados das planilhas e organizacdo dos dados;
2. Formulagao da fun¢ao objetivo e execugao do solver;

3. Organizagao das respostas e dados de saida.

Na leitura dos dados das planilhas sdo importadas as bibliotecas para analise dos dados
e ¢ realizada a autenticagdo da conta Google. Em seguida sao realizadas as leituras, e os dados
extraidos das planilhas sdo organizados nas varidveis que serdo trabalhadas na resolugdo do
problema, conforme fluxograma ilustrado na Figura 19.

Em seguida sdo definidas as fungdes de peso conforme equacionamento definido, sdo
preparados os possiveis pares de possibilidade de alocagdo de carga horaria e sdo definidas as
variaveis bindrias do problema. Na sequéncia, a fun¢do objetivo e as func¢des de restricdo do
problema sdo definidas no codigo e tem-se tudo para execu¢do do problema através do solver

definido, conforme Figura 20.



60

Processo de Alocacéo de Horarios

Dados Brutos da
Planilha

€———— 1imporiar Bibliotecas

Configurar as bibliotecas
necessarias para andlize de

dados
€———————— Auenticar Conta

Garaniir scesso 9eguro 803
dados do Google

8

Leer Pl

Extrair dados de planilhaz de
professores e dizcipiines
(i Kl

Estruturar & velidar dadas para
anglize

Impostay Preferéncias

Coletar e organizer
preferéncias de hordrias

Construir Matriz

Made with 2 Napkin

Figura 19: Processo de leitura e tratamento dos dados (do Autor).

Por fim, para exibir os dados da solucdao do problema, as variaveis sdo preparadas e o
cabecalho com os dados da solucdo sdo devidamente preparados e organizados a fim de se
exibir tudo o que foi alocado, bem como as métricas obtidas com a solu¢do, a saber: indice de
satisfacdo, quantidade de carga didatica, quantidade de ocorréncia de satisfagdo zero, posi¢ao
da primeira ocorréncia de satisfacdo zero, carga didatica média dos efetivos. O fluxograma do

codigo desenvolvido pode ser visualizado na Figura 21.
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Processo de Alocagao de Professores

Identificacéo

de Pares

Possiveis
Formulacao da
Fungéo
Chjetivo

Execucéo do
Solver

Definicao da
Fun¢do Peso

Exibigdo de
Resultados

Definigéo de
Restrigdes
Definicéo de
Variaveis
Binarias

Figura 20: Fluxograma do processo de alocagdo da carga didatica (do Autor).
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Processo de Organizagao e Exibigao de Dados

Configurar o cabecalho do
documento para clareza

Incluir as cargas horarias totais
dos professores

Inserir dados de distribuigdo na
planilha

Calcular métricas relevantes
para analise

Adicionar as métricas
calculadas & planilha

Imprimir os dados para
consulia e analise

Mada with % Napkin

Figura 21: Fluxograma da organizacao da saida de dados (do Autor).

Os resultados encontrados, ap6s a execucao do algoritmo para os pesos wi € wa, estdo

explicitados no Capitulo 5 a seguir.
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5. DESCRICAO E ANALISES DOS RESULTADOS

A execucdo do codigo desenvolvido resultou na alocagdo da carga horaria entre os
professores, respeitando as restrigdes definidas no modelo matematico. A partir dessa alocacao,
foram determinados os valores de satisfacdo correspondentes, calculados com base nos pesos
de preferéncia atribuidos a cada disciplina. Esses valores permitem avaliar o desempenho da
solugdo quanto a fun¢do objetivo, que visa maximizar a satisfagdo dos docentes com as

disciplinas atribuidas.

1

CASO 1: w(p) = m—r—

A distribui¢ao por professor e o indice de satisfacdo para o Caso 1 podem ser observados

nas Tabelas 4 a 6.

Tabela 4: Distribui¢do por professor e satisfagdo (W(p) = #k(p)) — Grupo 1
Professor | Disciplina CH CH total Slgglscfzg%eo Sa;ségaigao
Fund Est Apl 4 10
Proft 1 9 10,00
FOTESSOT L gt Apl Vet 5 10
Est- Cont C 4 9
Proft 2 9,50
TOIeSSOT 2 TEGt 1 - FAMAT 4 i 10 ’
An Dados 2 -B 4 10
Proft 3 8 9,00
FOTESSOr > T opTY - Topicos 4 8 ’
Est - Mct / Aer 4 9
Proft 4 9,50
rofessor D 4 8 10 ,
Est-E i 4
Professor 5 st-Tng CIV. 8 10 10,00
Est - Eng Quim 4 10
Tabela 5: Distribuig¢@o por professor e satisfagdo (W(p) = ranlk(p)) — Grupo 2
Professor Disciplina CH CH total ;22;%2@%2 Sartlisét;g;ao
Mod Lin Gen 4 9
Professor 6 | Prob 1 4 10 10 8,67
TCC2 2 7
Bioest 3 2
Professor 7 | Bioest 4 11 10 6,33
Inf Bay 4 7
Est - Cienc Comp 4 9
Professor 8 | Prob 3 4 10 10 8,33
TCC1 2 6
Est - Agr 3 8
Proft 11 8,00
rofessory et - Fis Med - V 4 7
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Cont E Qual 4 9
Bioest-TN 3 0

Professor 10 | Est2 - FAMAT 4 11 6 5,00
Est Apl Psico 4 9
Inf Est 2 4 10

Professor 11 | Bioest/Met3 3 11 4 7,33
Est - Zoot 4 8
Bioest-TL/TB 3 10

Professor 12 | An Regr 4 11 9 8,67
Est Comp 4 7
Tabela 6: Distribui¢do por professor e satisfagdo (W(p) = ranlk(p)) — Grupo 3

Professor Disciplina CH CH total Ind.lce c{e Satlslfa.géo

Satisfacao média

Est Multiv 6 10

Professor 13 Est Prob 5 11 10 10,00
Est - Eng Elet - U 4 6

Professor 14 | Est - Eng Mec 4 12 10 4,67
An S Temp 4 8
Bioest 4 9

Professor 15 Proc Estod 1 8 0 9,50
An Dados 1 -B 4 10

Professor 16 | An Dados 1 - A 4 12 0 6,33
An Dados 2 - A 4 9
Est - Eng Amb 4 10

Professor 17 | Prob 2 4 12 7 8,00
Est - Sis Inf 4 7
Est - Cont | 4 0

Substituto 1 | Amost 4 14 0
Inf Est 1 6 0
Plan An Exper 6 0

Substituto 2 | Prof Merc 4 14 0
Est Apl Psico 4 0

Analisando as tabelas percebe-se que todos os limites de carga horaria foram

respeitados, segundo o ranking estabelecido previamente. Também foi constatado que os

melhores indices de satisfacdo se encontram no Grupo 1, grupo com melhor posi¢ao no ranking,

enquanto os piores indices de satisfacdo se encontram nos grupos 2 e 3.

Realizando uma média geral encontrou-se o valor 8,17 para a satisfagao para o Caso 1,

conforme valor explicitado na Tabela 7. A distribuicao foi verificada e observou-se que todos

os horarios foram devidamente alocados sem sobreposi¢do e ndo ha o conflito de aulas

consecutivas em campi distintos alocadas para um mesmo professor.
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Tabela 7: Satisfagdo média e carga horaria alocada para o Caso 1

Média de satisfacdo Geral

8,17

CH total

199

As frequéncias dos indices de satisfagdo dentre os efetivos também foram analisadas

por disciplina alocada para o Caso 1. O resultado pode ser observado na Tabela 8. Observa-se

que a maioria das disciplinas alocadas se concentraram nos indices 9 e 10. Isso implica que a

maioria dos docentes tiveram disciplinas que desejavam lecionar atribuidas a eles.

Tabela 8: Indice de satisfagdo por disciplina alocada - Caso 1

Indice de §atisfagﬁo Frequéncia
(Efetivos)
0 2
2 1
4 1
6 3
7 6
8 4
9 9
10 18

Por fim, a Tabela 9 apresenta algumas métricas extraidas do Caso 1. Analisando a tabela,

pode-se perceber que o primeiro indice satisfacdao 0 (insatisfagdo) ocorreu na décima posi¢ao

do ranking (dentre 17 professores), ocorrendo no total apenas duas vezes. A carga horaria média

dos efetivos foi de aproximadamente 10 horas-aula semanais.

Tabela 9: indice de satisfagio por disciplina alocada

Meédia de satisfacdo (efetivos) 8,16
Quantidade de ocorréncias de satisfagdo 0 (efetivos) 2
Posicdo do 1° prof. efetivo ¢/ satisf. 0 (no ranking) 10

Carga horaria média (efetivos) 10,06

CASO 2: wy(p) = 10,94 ¢~ 00225rank(p)

A carga horaria por professor e o indice de satisfacdo para o Caso 2 podem ser

observados nas Tabelas 10 a 12.
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Tabela 10: Distribui¢do por professor e satisfagdo (w, = 10,94e~002257ank(®)) _ Grupo 1

N CH indice de Satisfagdo
Professor Disciplina CH total Satisfacio média
Professor 1 Fund Est Apl 4 9 10 10,00
Est Apl Vet 5 10
Professor 2 Est - Cont C 4 8 9 8,50
Est2 - FAMAT | 4 8
Professor 3 An Dados 2,- Bl 4 8 10 9,00
OPT1 - Topicos | 4 8
Professor 4 Est - Eng Quim | 4 8 8 9,00
ICD 4 10
Professor 5 BlOGSt—TL/.TB 3 9 2 8,50
Est Multiv 6 8

Tabela 11: Distribuicio por professor e satisfagio (w, = 10,94e~002257ank(®)) _ Grupo 2

Professor Disciplina CH t((ftI:l Slgglscfzgéi) Sa;z{la;g;ao

Mod Lin Gen 4 9

Professor 6 Prob 1 4 10 10 8,67
TCC2 2 7
Bioest 3 2

Professor 7 An Regr 4 11 10 7,33
Bioest 4 10
Amost 4 6

Professor 8 TCC1 2 10 6 7,33
Est - Sis Inf 4 10
Est - Agr 3 8

Est - Fis Med -

Professor 9 v 4 11 7 7,00
Prob 2 4 6
Professor Bioest-TN 3 0

10 Est 1 - FAMAT | 4 11 10 6,33
Est Apl Psico | 4 9
. Inf Est 2 4 10

Pro lelssor Bioest/Met3 3 11 4 7,33
Est - Zoot 4 8

Professor Est Comp 4 10 7 8.50
12 Plan An Exper 6 10

Tabela 12: Distribuicao por professor e satisfagdo (w, = 10,94e~%02257ank(®)) _ Grupo 3

Professor Disciplina CH tStPaIl Slgglscf:;i) Sartliif(‘;g;ao
Est - Cienc Comp | 4 9
Professor 13 Est - Cont I 4 12 8 8,33
Prob 3 4 8
Professor 14 | Est - Eng Mec 4 12 10 9,00




67

An S Temp 4 8
Cont E Qual 4 9

Professor 15 Bioest 4 8 9 9,50
Proc Estoc 4 10
An Dados 1 -B 4 10

Professor 16 | AnDados2-A | 4 12 9 9,67
Est - Mct/ Aer 4 10
Est - Eng Amb 4 10

Professor 17 | Est - Eng Civ 4 12 9 9,00
Inf Bay 4 8
Inf Est 1 6 0
Substituto 1 Est Prob 5 15 0
Est Apl Psico 4 0
An Dados 1 - A 4 0
Substituto 2 | Est- Eng Elet-U | 4 12 0
Prof Merc 4 0

Analisando as tabelas observa-se que todas as cargas horarias atribuidas aos professores
também respeitaram o limite estabelecido. Quanto aos indices de satisfagdo, pode ser observado
um aumento da satisfacdo do Grupo 3, quando comparados com o Caso 1. O Grupo 2 permanece
com os menores valores de satisfagao.

Calculando a média geral do indice de satisfagdo, observa-se um valor ligeiramente
maior que o valor observado no Caso 1, indicando uma melhor alocagdo das disciplinas quando
levadas em consideracao as preferéncias de disciplinas segundo o ranking estabelecido. A carga
horéria distribuida também contemplou todas as aulas disponiveis para o semestre sem

conflitos.

Tabela 13: Satisfacdo média e carga horaria alocada para o Saso 2

Média satisfagdo geral 8,41
CH total 199

Analisando as frequéncias dos indices de satisfacdo por disciplina alocada, temos 35
disciplinas alocadas com satisfagdo igual ou superior a § para o Caso 2, enquanto temos apenas
31 com similar satisfagdo para o Caso 1. Pode ser observado que ha apenas uma disciplina

alocada com satisfacdo nula para este caso.

Tabela 14: Indice de satisfagdo por disciplina alocada - Caso 2

Indice de
satisfacdo Frequéncia
(Efetivos)
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Finalmente com as métricas determinadas, observa-se um aumento no indice de
satisfacdo geral média para o caso exponencial, quando comparado com o Caso 1. A posicao
do primeiro professor efetivo com indice de satisfagdo nula se manteve na decima posicao,
enquanto houve uma leve piora na carga didatica média dos efetivos. Analisando a alocagao
das disciplinas temos uma aula a menos alocada para os professores substitutos, se comparado

ao Caso 1 (27 aulas no Caso 2 contra 28 aulas para o Caso 1).

Tabela 15: Indice de satisfagdo por disciplina alocada - caso 2

Média satisfacdo (efetivos) 8,32
Quantidade de ocorréncias de satisfacao 0 (efetivos) 1
Posicao do 1° prof. efetivo ¢/ satisf. 0 (no ranking) 10
Carga horaria média (efetivos) 10,12
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Com o desenvolvimento do presente trabalho pode ser constatado que uma boa escolha
da funcdo de penalidade ou peso ¢ fundamental para um bom indice de satisfacdo, ou boa
alocacdo das disciplinas conforme a preferéncia do docente. Foram exploradas duas
formulacdes de peso, sendo possivel analisar ainda diversas outras e observar sua influéncia na
melhora do modelo proposto.

Ainda, a fim de melhorar os indices de satisfagcdo, ou diminuir a atribui¢ao de disciplinas
indesejadas ou ndo preferidas para o docente lecionar, podem ser exploradas as variagdes de
carga diddtica maxima e minima através da variacdo da quantidade de professores em cada
grupo do ranking de preferéncias de horarios. Como pode ser observado nos resultados, o Grupo
2, de docentes com rank intermedidrio teve grande variacdo nos indices de satisfacdo e pode ser
determinante na eficiéncia da alocacdo de carga horaria, por isso, merece maior exploragao.

Gostariamos de destacar a importincia e a versatilidade das ferramentas utilizadas do
desenvolvimento do trabalho, permitindo a interagao remota, bem como a nao necessidade de
instalacdo de softwares, ou de uma configuragao avangada ou grande quantidade memoria para
executar e rodar a solu¢do do problema. O problema da atribui¢do de carga didatica ou alocagdo
de horarios tem uma solucdo potente, versatil que pode ser aplicada e adaptada conforme a
necessidade da institui¢do. O uso de programagdo versatil, execucdo de dados na nuvem e
ambiente de colaboragdo esteve presente neste trabalho e permitiu um aprimoramento €
constatacdo da necessidade de estar integrado as tecnologias e ferramentas que, daqui para
frente, serdo permanentes e cada vez mais presentes na nossa vida profissional.

Ressalto também a importancia da matematica aplicada e do bom desenvolvimento do
raciocinio matemadtico, aliados ao desenvolvimento de algoritmos com aplicagdo a
programacao. Concluir um curso de licenciatura de Matematica com um trabalho que reflete a
aplicacdo de algo pratico, constitui um importante motivador para a vida profissional de
professor de matematica. Desta forma, trazendo uma luz ao uso da matematica na vida em

sociedade.
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ANEXO I - DESCRICAO DAS DISCIPLINAS ANALISADAS

DISCIPLINA (NOME -

CURSO - CODIGO - TURMA)

Analise de dados 1 -
Administragdo - FAMAT39102 -
B

Analise de dados 1 -
Administracdo - FAMAT39102 -
A

Analise de dados 2 -
Administragdo - FAMAT39104 -
B

Analise de dados 2 -
Administracdo - FAMAT39104 -
A

Estatistica - Agronomia -
FAMAT39216 - G
Bioestatistica -
Biotecnologia/Biomedicina -
GBTO001/FAMAT39209 - B/B2
Estatistica - Ciéncia da
Computagdo - GBC041 - C
Bioestatistica - Ciéncias
Biologicas - FAMAT39201 - TN
Bioestatistica - Ciéncias
Biologicas/Nutrigao -
FAMAT39201/FAMAT39701 -
TL/TB

Estatistica - Ciéncias Contabeis -
FAMAT39309 - 1

Estatistica - Ciéncias Contabeis -
FAMAT39309 - C

Fund. Estatistica Aplic. a Educ.
Fisica - Educagao Fisica -
FAMAT39213 - EFLB
Bioestatistica - Enfermagem -
FAMAT39201 - E

Estatistica - Eng
Ambiental/Quim Industrial -
FAMAT31033 - A

Estatistica - Eng Civil -
FAMAT31033 -U

Estatistica - Eng FEELT -
FAMAT31033 - T1

Estatistica - Eng FEELT/Fisica
Meédica - FAMAT31033 - T2/G

CURSO

Administragdo

Administragao

Administragdo

Administragao

Agronomia

Biotecnologia/Biomedicina

Ciéncia da Computagdo

Ciéncias Biologicas
Ciéncias
Biologicas/Nutrigao
Ciéncias Contabeis
Ciéncias Contabeis

Educagao Fisica

Enfermagem

Eng Ambiental/Quim

Industrial
Eng Civil

Eng FEELT

Eng FEELT/Fisica Médica

C.H.

HORARIO

TER: 08:00-11:30

TER: 19:00-22:30

TER: 08:00-11:30

QUI: 19:00-22:30

QUI: 14:50-17:40
TER: 08:00-11:30
QUA: 16:50-18:30 SEX:
13:10-14:50
SEX: 18:10-20:40

SEG: 08:00-10:40

QUI: 08:00-11:30
QUI: 19:00-22:30

SEG: 14:00-17:40

TER: 09:50-12:20

TER: 14:50-16:50 SEX:
14:00-15:40

QUA: 16:50-18:30 SEX:
16:50-18:30

SEG: 07:10-08:50 TER:
07:10-08:50

SEG: 07:10-08:50 TER:
07:10-08:50
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Estatistica - Eng Mecanica -
FAMAT49021 - U

Estatistica - Eng
Mecat/Aeronautica -
FAMAT49021 -V

Estatistica - Eng Quimica -
FAMAT39005 - Q
Amostragem em Ciéncia de
Dados - Estatistica -
FAMAT31505 - E

Analise de Regressao -
Estatistica - FAMAT31506 - E
Analise de Séries Temporais -
Estatistica - GES033 - E
Bioestatistica - Estatistica -
GES029 - E

Controle Estatistico de
Qualidade - Estatistica -
FAMAT31403 - E

Estatistica 1 - Estatistica -
FAMAT31105 - E

Estatistica 2 - Estatistica -
FAMAT31202 - E

Estatistica Computacional -
Estatistica - FAMAT31307 - E
Estatistica Multivariada -
Estatistica - GES025 - E

Inferéncia Bayesiana - Estatistica
- GES030 - E

Inferéncia Estatistica - Estatistica
-FAMAT31508 - E

Inferéncia Estatistica 2 -
Estatistica - GES022 - E

Opt. 1 - Geoestatistica -
Estatistica - GES038 - E
Introducao a Ciéncia de Dados -
Estatistica - FAMAT31308 - E
Modelos Lineares Generalizados
- Estatistica - GES031 - E
Planejamento e Analise de
Experimentos - Estatistica -
GES024 - E

Probabilidade 1 - Estatistica -
FAMAT31203 - E
Probabilidade 2 - Estatistica -
FAMAT31309 - E
Probabilidade 3 - Estatistica -
FAMAT31404 - E

Introducdo aos Processos
Estocasticos - Estatistica -
FAMAT31507 - E

Profissdo e Mercado - Estatistica
- GES035 -E

Eng Mecéanica

Eng Mecat/Aeronautica

Eng Quimica

Estatistica

Estatistica
Estatistica
Estatistica

Estatistica

Estatistica
Estatistica
Estatistica

Estatistica

Estatistica
Estatistica
Estatistica
Estatistica
Estatistica
Estatistica

Estatistica

Estatistica
Estatistica
Estatistica

Estatistica

Estatistica

QUI: 14:50-16:50 SEX:
13:10-14:50

QUI: 14:50-16:50 SEX:
13:10-14:50

TER: 16:50-18:30 QUI:
13:10-14:50
SEG: 19:00-22:30

QUI: 20:50-22:30 SEX:
19:00-20:40
QUI: 19:00-22:30

QUA: 19:00-22:30

SEG: 19:00-20:40 TER:
20:50-22:30

SEG: 18:10-19:50 TER:
20:50-22:30
SEG: 18:10-19:50 TER:
20:50-22:30
QUI: 19:00-20:40 SEX:
20:50-22:30
TER: 19:50-21:40 QUA:
19:00-20:40 QUI: 19:00-
20:40
SEG: 20:50-22:30 TER:
19:00-20:40
TER: 19:50-22:30 QUA:
18:10-20:40
SEG: 20:50-22:30 TER:
19:00-20:40
SEG: 20:50-22:30 TER:
19:00-20:40
SEG: 18:10-19:50 TER:
20:50-22:30
SEG: 19:00-20:40 TER:
20:50-22:30
SEG: 19:00-20:40 TER:
20:50-22:30 QUA: 19:00-
20:40
TER: 19:00-20:40 QUA:
20:50-22:30
TER: 19:00-20:40 QUA:
20:50-22:30
TER: 19:00-20:40 QUA:
20:50-22:30
TER: 18:10-19:50 QUA:
20:50-22:30

SEX: 19:00-22:30




TCCI1 - Estatistica -
FAMAT32901 - E

TCC2 - Estatistica -
FAMAT32902 - E
Bioestatistica - Fisioterapia -
FAMAT39502 - F5

Estatistica e Probabilidade -
Matematica - FAMAT31603 -
MAT

Estatist. Aplic. Med. Veterinaria
- Medicina Veterinaria -
FAMAT39207 - VA

Introdugao a Estatistica -
Psicologia - GP1004 - P
Estatistica Aplicada a Psicologia
- Psicologia - FAMAT39122 -
PN

Estatistica - Sistemas de
Informacao - FAMAT39505 - S
Estatistica - Zootecnia - GZT014
-T

Estatistica
Estatistica
Fisioterapia

Matematica

Medicina Veterinaria

Psicologia

Psicologia

Sistemas de Informagéao

Zootecnia

SEG: 07:10-08:50
TER: 07:10-08:50
SEG: 14:00-16:50

QUI: 14:50-16:50 SEX:
16:00-18:30

SEG: 08:00-10:40 QUA:
08:00-09:40

QUI: 14:00-17:40
SEX: 08:00-11:30
QUA: 19:00-20:40 SEX:

20:50-22:30
QUI: 08:00-11:30
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ANEXO II - PREFERENCIAS DE CADA PROFESSOR EFETIVO

Professor Professor 1 Professor 2 Professor 3 Professor 4
Disciplina 1 Est Apl Vet Bioest-TL/TB Est1-FAMAT  Est1-FAMAT
Disciplina 2 Fund Est Apl Est 1 - FAMAT AnDados2-B  ICD

Disciplina 3 Est - Eng Quim  Est - Cont C An Regr Est 2 - FAMAT
Disciplina 4 Cont E Qual An Dados 2 - B Bioest Est - Mct/ Aer
Disciplina 5 Bioest-TL/TB Est - Mct / Aer OPT1 - Topicos  Est - Eng Quim
Disciplina 6 Est- Eng Amb  Est2 - FAMAT Prob 3 InfEst 1
Disciplina 7 AnDados 1 -B  Cont E Qual Est - Cont C Est Multiv
Disciplina 8 Est Multiv Est - Sis Inf Cont E Qual Est Apl Vet
Disciplina 9 Prob 3 Est - Cienc Comp Est - Cont I Bioest
Disciplina 10 Est - Cont C Bioest Bioest Prob 3
Disciplina 11 Inf Est 2 Inf Bay Inf Est 2 Fund Est Apl
Disciplina 12 Est - Agr Prob 1 Est - Eng Civ Est - Cont C
Disciplina 13 ICD An Dados 1 -B AnDados2-A TCCl1
Disciplina 14 An Regr An S Temp Est - Sis Inf Proc Estoc
Disciplina 15 Plan An Exper  OPTI - Topicos Est - Mct / Aer Amost

Professor Professor 5 Professor 6 Professor 7 Professor 8
Disciplina 1 Est - Eng Quim  Prob 1 An Regr Prob 3

Disciplina 2 Est - Eng Civ Inf Est 2 Bioest Est - Sis Inf
Disciplina 3 Bioest-TL/TB Mod Lin Gen ICD Est - Cienc Comp
Disciplina 4 Est - Eng Mec Est - Eng Quim Est - Eng Civ Inf Est 2
Disciplina 5 Est Comp An Dados 2 - B Est1-FAMAT  Mod Lin Gen
Disciplina 6 Est Multiv Est - Eng Amb Est Apl Vet Est Multiv
Disciplina 7 Bioest Cont E Qual An Dados 1 -B Est - Fis Med - V
Disciplina 8 OPT1 - Tépicos TCC2 Inf Bay Est - Eng Elet - U
Disciplina 9 Inf Est 1 OPT]1 - Topicos Est-FisMed-V TCClI

Disciplina 10~ Est2 - FAMAT  Est - Cienc Comp Est - Sis Inf Amost
Disciplina 11 Est - Cont C Est - Eng Civ Cont E Qual An Regr
Disciplina 12~ An S Temp Est - Sis Inf Fund Est Apl Est 2 - FAMAT
Disciplina 13 Prob 3 An Dados 1 - B Est - Eng Quim Est - Eng Quim
Disciplina 14  Est-Mct/Aer  Prob3 Bioest Bioest-TL/TB
Disciplina 15  InfEst2 ICD Est - Mct / Aer Bioest

Professor Professor 9 Professor 10 Professor 11 Professor 12
Disciplina 1 Est - Eng Quim Est Prob Inf Est 2 Bioest-TL/TB
Disciplina 2 Prob 3 Est 1 - FAMAT Est - Eng Amb Plan An Exper
Disciplina 3 Cont E Qual Est - Eng Amb Est 2 - FAMAT  Est- Mct/ Aer
Disciplina 4 Bioest Est Apl Psico Proc Estoc An Regr
Disciplina 5 ICD Est - Cont C Est - Zoot Est Multiv
Disciplina 6 Est - Agr ICD Cont E Qual TCCl1
Disciplina 7 Est-FisMed-V  Est- Eng Civ Mod Lin Gen An Dados 2 - A
Disciplina 8 Fund Est Apl Est - Mct / Aer Est - Fis Med -V Est Comp
Disciplina 9 Est - Cienc Comp  Est 2 - FAMAT Est - Mct / Aer Mod Lin Gen
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Disciplina 10
Disciplina 11
Disciplina 12
Disciplina 13
Disciplina 14
Disciplina 15

Prob 2

Mod Lin Gen
OPT]1 - Topicos
An Dados 2 - A
An Dados 2 -B
Est - Mct / Aer

Est - Sis Inf Plan An Exper An S Temp
Prob 1 Est 1 - FAMAT  OPTI1 - Topicos
An Dados 2 - B Bioest/Met3 Est2 - FAMAT
An Dados 2 - A Bioest Cont E Qual
Inf Est 2 Est - Eng Civ Inf Est 2

Est - Cienc Comp Prob 1 Est Apl Vet

Professor

Professor 13

Professor 14

Professor 15

Professor 16

Professor 17

Disciplina 1
Disciplina 2
Disciplina 3
Disciplina 4
Disciplina 5
Disciplina 6

Disciplina 7
Disciplina 8

Disciplina 9

Disciplina 10
Disciplina 11
Disciplina 12

Disciplina 13
Disciplina 14

Disciplina 15

Est Prob
Est Multiv

Est1 -
FAMAT
Est - Cienc
Comp
Prob 3

Est - Cont I

Bioest
Prob 1

Proc Estoc

Bioest-TL/TB
TCC2
Plan An Exper

Mod Lin Gen
OPT1 -

Topicos
Bioest

Est - Eng Mec

An Dados 2 -
B
Prob 3

Cont E Qual
An S Temp

Est2 -
FAMAT

An Regr

An Dados 2 -
A

Est - Eng Elet -
U

Est - Agr

Est - Mct / Aer
Est - Eng
Quim

Bioest

Amost

Est - Sis Inf

Proc Estoc
An Regr
Prob 3
Bioest
Bioest

Est- Cont C

Est - Agr
Est - Eng Mec

Est - Sis Inf

Fund Est Apl
Mod Lin Gen
Cont E Qual

Est 2 -
FAMAT
Est - Cienc
Comp
Prob 1

An Dados 1 -
B
Est - Mct / Aer

An S Temp

An Dados 2 -
A

An Dados 2 -
B

Est - Agr

Est Multiv
Est - Eng
Quim
TCC2

Est - Eng Civ
Prob 3
Bioest-TL/TB

Est 2 -
FAMAT
Est - Cont C

An Regr

Est - Eng Amb
Prob 3

Est1 -
FAMAT
Est - Eng Civ

Inf Bay
Est - Mct/ Aer

Est - Sis Inf
Prob 2

Bioest/Met3

An Regr

Est Prob

Est - Cienc
Comp

An Dados 2 -
A
Bioest-TL/TB

An S Temp
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ANEXO III - APELIDO DAS DISCIPLINAS

DISCIPLINA (NOME - CURSO - CODIGO - TURMA)

Analise de dados 1 - Administracdo - FAMAT39102 - B
Analise de dados 1 - Administragdo - FAMAT39102 - A
Analise de dados 2 - Administracdo - FAMAT39104 - B
Analise de dados 2 - Administragdo - FAMAT39104 - A
Estatistica - Agronomia - FAMAT39216 - G

Bioestatistica - Biotecnologia/Biomedicina -
GBTO001/FAMAT39209 - B/B2
Estatistica - Ciéncia da Computacdo - GBC041 - C
Bioestatistica - Ciéncias Biologicas - FAMAT39201 - TN
Bioestatistica - Ciéncias Bioldgicas/Nutricao -
FAMAT39201/FAMAT39701 - TL/TB
Estatistica - Ciéncias Contabeis - FAMAT39309 - |

Estatistica - Ciéncias Contabeis - FAMAT39309 - C

Fund. Estatistica Aplic. a Educ. Fisica - Educacao Fisica -
FAMAT39213 - EFLB
Bioestatistica - Enfermagem - FAMAT39201 - E

Estatistica - Eng Ambiental/Quim Industrial - FAMAT31033 -
A
Estatistica - Eng Civil - FAMAT31033 - U

Estatistica - Eng FEELT - FAMAT31033 - T1
Estatistica - Eng FEELT/Fisica Médica - FAMAT31033 - T2/G
Estatistica - Eng Mecanica - FAMAT49021 - U
Estatistica - Eng Mecat/Aeronautica - FAMAT49021 - V
Estatistica - Eng Quimica - FAMAT39005 - Q
Amostragem em Ciéncia de Dados - Estatistica - FAMAT31505
-E
Analise de Regressao - Estatistica - FAMAT31506 - E
Analise de Séries Temporais - Estatistica - GES033 - E
Bioestatistica - Estatistica - GES029 - E
Controle Estatistico de Qualidade - Estatistica - FAMAT31403
-E
Estatistica 1 - Estatistica - FAMAT31105 - E
Estatistica 2 - Estatistica - FAMAT31202 - E
Estatistica Computacional - Estatistica - FAMAT31307 - E
Estatistica Multivariada - Estatistica - GES025 - E
Inferéncia Bayesiana - Estatistica - GES030 - E
Inferéncia Estatistica - Estatistica - FAMAT31508 - E
Inferéncia Estatistica 2 - Estatistica - GES022 - E
Opt. 1 - Geoestatistica - Estatistica - GES038 - E
Introducdo a Ciéncia de Dados - Estatistica - FAMAT31308 - E
Modelos Lineares Generalizados - Estatistica - GES031 - E

Planejamento e Analise de Experimentos - Estatistica - GES024
-E

APELIDO

An Dados 1 - B
An Dados 1 - A
An Dados 2 - B
An Dados 2 - A
Est - Agr
Bioest

Est - Cienc Comp
Bioest-TN
Bioest-TL/TB

Est - Cont I
Est - Cont C
Fund Est Apl

Bioest
Est - Eng Amb

Est - Eng Civ
Est - Eng Elet - U
Est - Fis Med - V

Est - Eng Mec

Est - Mct / Aer
Est - Eng Quim
Amost

An Regr
An S Temp

Bioest
Cont E Qual

Est 1 - FAMAT
Est2 - FAMAT
Est Comp
Est Multiv
Inf Bay
Inf Est 1
Inf Est 2
OPT1 - Topicos
ICD
Mod Lin Gen
Plan An Exper




80

Prob 1

Probabilidade 1 - Estatistica - FAMAT31203 - E
Probabilidade 2 - Estatistica - FAMAT31309 - E
Probabilidade 3 - Estatistica - FAMAT31404 - E
Introducdo aos Processos Estocasticos - Estatistica -
FAMAT31507 - E
Profissdo e Mercado - Estatistica - GES035 - E
TCCI - Estatistica - FAMAT32901 - E
TCC2 - Estatistica - FAMAT32902 - E
Bioestatistica - Fisioterapia - FAMAT39502 - F5
Estatistica e Probabilidade - Matematica - FAMAT31603 -
MAT
Estatist. Aplic. Med. Veterinaria - Medicina Veterinaria -
FAMAT39207 - VA
Introducdo a Estatistica - Psicologia - GP1004 - P
Estatistica Aplicada a Psicologia - Psicologia - FAMAT39122 -
PN
Estatistica - Sistemas de Informacgao - FAMAT39505 - S

Estatistica - Zootecnia - GZT014 - T

Prob 2
Prob 3
Proc Estoc

Prof Merc
TCCl1
TCC2

Bioest/Met3
Est Prob

Est Apl Vet

Est Apl Psico
Est Apl Psico

Est - Sis Inf
Est - Zoot
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ANEXO IV — HORARIOS ALOCADOS PARA O CASO 1

Professor

Horarios

Campus

Professor 1

SEG: 14:00-17:40

Campus Santa Monica

SEG: 08:00-10:40 QUA: 08:00-09:40

Campus Gloria

Professor 2

QUI: 19:00-22:30

Campus Santa Monica

SEG: 18:10-19:50 TER: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

Professor 3

TER: 08:00-11:30

Campus Santa Monica

SEG: 20:50-22:30 TER: 19:00-20:40

Campus Santa Monica

Professor 4

QUI: 14:50-16:50 SEX: 13:10-14:50

Campus Gloéria

SEG: 18:10-19:50 TER: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

Professor 5

QUA: 16:50-18:30 SEX: 16:50-18:30

Campus Santa Monica

TER: 16:50-18:30 QUI: 13:10-14:50

Campus Santa Monica

Professor 6

SEG: 19:00-20:40 TER: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

TER: 19:00-20:40 QUA: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

TER: 07:10-08:50

Campus Santa Monica

Professor 7

TER: 09:50-12:20

Campus Umuarama

QUA: 19:00-22:30

Campus Santa Monica

SEG: 20:50-22:30 TER: 19:00-20:40

Campus Santa Monica

Professor 8

QUA: 16:50-18:30 SEX: 13:10-14:50

Campus Santa Monica

TER: 19:00-20:40 QUA: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

SEG: 07:10-08:50

Campus Santa Monica

Professor 9

QUI: 14:50-17:40

Campus Gloria

SEG: 07:10-08:50 TER: 07:10-08:50

Campus Santa Monica

SEG: 19:00-20:40 TER: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

Professor 10

SEX: 18:10-20:40

Campus Santa Monica

SEG: 18:10-19:50 TER: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

QUI: 14:00-17:40

Campus Umuarama

Professor 11

SEG: 20:50-22:30 TER: 19:00-20:40

Campus Santa Monica

SEG: 14:00-16:50

Campus Santa Monica

QUI: 08:00-11:30

Campus Gloria

Professor 12

SEG: 08:00-10:40

Campus Santa Monica

QUI: 20:50-22:30 SEX: 19:00-20:40

Campus Santa Mdnica

QUI: 19:00-20:40 SEX: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

Professor 13

TER: 19:50-21:40 QUA: 19:00-20:40 QUTI: 19:00-
20:40

Campus Santa Monica

QUI: 14:50-16:50 SEX: 16:00-18:30

Campus Santa Monica

Professor 14

SEG: 07:10-08:50 TER: 07:10-08:50

Campus Santa Mdnica

QUI: 14:50-16:50 SEX: 13:10-14:50

Campus Gloria

QUI: 19:00-22:30

Campus Santa Monica

Professor 15

TER: 08:00-11:30

Campus Santa Monica

TER: 18:10-19:50 QUA: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

Professor 16

TER: 08:00-11:30

Campus Santa Monica
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TER: 19:00-22:30

Campus Santa Monica

QUI: 19:00-22:30

Campus Santa Mo6nica

Professor 17

TER: 14:50-16:50 SEX: 14:00-15:40

Campus Santa Monica

TER: 19:00-20:40 QUA: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

QUA: 19:00-20:40 SEX: 20:50-22:30

Campus Santa Monica

Substituto 1

QUI: 08:00-11:30

Campus Santa Monica

SEG: 19:00-22:30

Campus Santa Mo6nica

TER: 19:50-22:30 QUA: 18:10-20:40

Campus Santa Monica

Substituto 2

SEG: 19:00-20:40 TER: 20:50-22:30 QUA: 19:00-
20:40

Campus Santa Monica

SEX: 19:00-22:30

Campus Santa Monica

SEX: 08:00-11:30

Campus Umuarama




83

ANEXO V - HORARIOS ALOCADOS PARA O CASO 2

Professor

Horarios

Campus

Professor 1

SEG: 14:00-17:40

Campus Santa
Monica

SEG: 08:00-10:40 QUA: 08:00-09:40

Campus Gloria

Professor 2

QUI: 19:00-22:30

Campus Santa

Mobnica

SEG: 18:10-19:50 TER: 20:50-22:30 Campus Santa
Moénica

Professor 3 TER: 08:00-11:30 Campus Santa
Mobnica

SEG: 20:50-22:30 TER: 19:00-20:40 Campus Santa
Modnica

Professor 4 TER: 16:50-18:30 QUI: 13:10-14:50 Campus Santa
Mobnica

SEG: 18:10-19:50 TER: 20:50-22:30 Campus Santa
Moénica

Professor S SEG: 08:00-10:40 Campus Santa
Mobnica

TER: 19:50-21:40 QUA: 19:00-20:40 QUI: 19:00- Campus Santa
20:40 Moénica

Professor 6 SEG: 19:00-20:40 TER: 20:50-22:30 Campus Santa
Mobnica

TER: 19:00-20:40 QUA: 20:50-22:30 Campus Santa
Moénica

TER: 07:10-08:50 Campus Santa
Mobnica

Professor 7

TER: 09:50-12:20

Campus Umuarama

QUI: 20:50-22:30 SEX: 19:00-20:40

Campus Santa
Monica

QUA: 19:00-22:30

Campus Santa
Monica

Professor 8

SEG: 19:00-22:30

Campus Santa
Monica

SEG: 07:10-08:50

Campus Santa
Monica

QUA: 19:00-20:40 SEX: 20:50-22:30

Campus Santa
Monica

Professor 9

QUI: 14:50-17:40

Campus Gloria

SEG: 07:10-08:50 TER: 07:10-08:50

Campus Santa
Monica

TER: 19:00-20:40 QUA: 20:50-22:30

Campus Santa
Monica

Professor 10

SEX: 18:10-20:40

Campus Santa
Monica

SEG: 18:10-19:50 TER: 20:50-22:30

Campus Santa
Monica

QUI: 14:00-17:40

Campus Umuarama




Professor 11

SEG: 20:50-22:30 TER: 19:00-20:40

Campus Santa
Monica

SEG: 14:00-16:50

Campus Santa
Monica

QUI: 08:00-11:30

Campus Gloria

Professor 12

QUI: 19:00-20:40 SEX: 20:50-22:30

Campus Santa

Monica
SEG: 19:00-20:40 TER: 20:50-22:30 QUA: 19:00- Campus Santa
20:40 Mobnica
Professor 13  QUA: 16:50-18:30 SEX: 13:10-14:50 Campus Santa
Monica
QUI: 08:00-11:30 Campus Santa
Monica
TER: 19:00-20:40 QUA: 20:50-22:30 Campus Santa
Monica

Professor 14

QUI: 14:50-16:50 SEX: 13:10-14:50

Campus Gloria

QUI: 19:00-22:30

Campus Santa

Mobnica

SEG: 19:00-20:40 TER: 20:50-22:30 Campus Santa
Monica

Professor 15  TER: 08:00-11:30 Campus Santa
Monica

TER: 18:10-19:50 QUA: 20:50-22:30 Campus Santa
Monica

Professor 16  TER: 08:00-11:30 Campus Santa
Monica

QUI: 19:00-22:30 Campus Santa
Monica

QUI: 14:50-16:50 SEX: 13:10-14:50

Campus Gloria

Professor 17

TER: 14:50-16:50 SEX: 14:00-15:40

Campus Santa
Monica

QUA: 16:50-18:30 SEX: 16:50-18:30

Campus Santa
Monica

SEG: 20:50-22:30 TER: 19:00-20:40

Campus Santa
Monica

Substituto 1

TER: 19:50-22:30 QUA: 18:10-20:40

Campus Santa
Modnica

QUI: 14:50-16:50 SEX: 16:00-18:30

Campus Santa
Monica

SEX: 08:00-11:30

Campus Umuarama

Substituto 2  TER: 19:00-22:30 Campus Santa
Mobnica

SEG: 07:10-08:50 TER: 07:10-08:50 Campus Santa
Monica

SEX: 19:00-22:30

Campus Santa
Moénica
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