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Prado Tannús. Espero que, de onde estiverem, estejam orgulhosos!

vi



Agradecimentos
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Aos professores Ana Maria Amarillo Bertone e Ubirajara Coutinho Filho, muito obrigado.
Vocês dois são parte integrante desse trabalho, tendo possibilitado cada uma das etapas de
desenvolvimento do mesmo.
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Resumo

O sistema auditivo humano é responsável por diversas funções corporais importantes,
podendo-se destacar o equiĺıbrio, a geolocalização e a comunicação. A cóclea tem papel central
na audição, sendo responsável por converter os sons em impulsos nervosos, através da dinâmica
entre a movimentação dos fluidos presentes nas cavidades e membranas internas. Neste traba-
lho, a abordagem escolhida para a formulação do modelo é a equação da onda acústica, que
possui como parâmetro a velocidade do som. De acordo com a literatura, dois fatores que
alteram a velocidade do som no ar são a temperatura e a umidade absoluta. A incerteza gerada
por estes fatores é tratada através de dois Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) do
tipo 1 e do tipo 2 intervalar, sendo temperatura e umidade as variáveis de entrada, e tendo a
velocidade do som como sáıda. Para construção do SBRF do tipo 1, é utilizada a rede neuro-
fuzzy Adaptative Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS), com dados da velocidade do som, a
depender de temperatura e umidade do ar, obtidos através do toolbox livre de termodinâmica
CANTERA. O método de inferência para este sistema é o de Takagi-Sugeno. O SBRF do tipo
2 intervalar é constrúıdo através da flexibilização dos parâmetros que compõem as funções de
pertinência das variáveis de entrada e sáıda. O objetivo do trabalho é tratar matematicamente
a incerteza que pode influenciar o comportamento da pressão acústica em função do tempo,
considerando o ar como fluido. As aproximações da solução da equação da onda são realizadas
através do Método das Diferenças Finitas, para o caso unidimensional, e o Método dos Elemen-
tos Finitos para os modelos bidimensionais com domı́nios regular e irregular. As medidas dos
domı́nios de cada modelo são retiradas de trabalhos cient́ıficos anteriores, relacionados ao tema.
Os resultados obtidos mostram o quanto considerar a velocidade do som como parâmetro fuzzy,
dependendo da temperatura e da umidade, influencia na pressão acústica, gerando diferenças
no comportamento mecânico do fluido em um determinado ponto do interior do domı́nio.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy; ANFIS; Cóclea; CANTERA; Acústica; SBRF.
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Abstract

The human hearing system is responsible for several important bodily functions, high-
lighting balance, geolocation and communication. The cochlea plays a central role in hearing,
being responsible for converting sounds into nervous impulses, through dynamics between the
movement of fluids present in its cavities and internal membranes. In this work, the approach
chosen for formulating the model is the acoustic wave equation, which has the speed of sound as
a parameter. According to the literature, two factors that change the speed of sound in the air
are temperature and absolute humidity. The uncertainty generated by these factors is treated
through two Fuzzy Rule-Based Systems (FRBS) type-1 and interval type-2, with temperature
and humidity being the input variables, and having the speed of sound as the output. To build
the type-1 FRBS, the Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS) neuro-fuzzy network
is used, with data about the speed of sound, depending on the air temperature and humidity,
obtained through the free thermodynamics toolbox CANTERA. The inference method for this
system is Takagi-Sugeno. The interval type-2 FRBS is constructed through the flexibility of
the parameters that make up the pertinence functions of the input and output variables. The
aim of this work is to mathematically treat the uncertainty that can influence the behavior
of acoustic pressure as a function of time, considering air as a fluid. The approximations of
the solution of the wave equation are solved through the Finite Difference Method, for the
one-dimensional case, and the Finite Element Method for bidimensional models with regular
and irregular domains. The measures of the domains of each model are taken from previous
scientific works related to the topic. The results obtained show how much considering the speed
of sound as a fuzzy parameter, depending on temperature and humidity, influences the acoustic
pressure, generating differences in the mechanical behavior of the fluid at a given point within
the domain.

Keywords : Fuzzy Sets; ANFIS; Cochlea; CANTERA; Acoustics; FRBS.
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5.17 Gráfico das diferenças por iteração entre o 2º e o 3º casos. Fonte: Elaborada
pelo autor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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5.31 Queda da pressão para as 3 sáıdas do caso 1. Fonte: Elaborada pelo autor. . . . 106
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forma que possam representar a cóclea com precisão. Tais dados foram obtidos em Hong e
Horii (2022) e estão apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Medidas da Cóclea (HONG; HORII, 2022).

Dimensões da Cóclea
Comprimento da Cóclea 35 mm

Largura da Entrada da Cóclea 1,2 mm
Largura da Helicotrema 0,7 mm

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2023), Lofti Zadeh é precursor da elaboração da
teoria dos conjuntos fuzzy. O pesquisador percebeu que nem sempre os problemas a serem tra-
tados matematicamente possuem fronteiras bem definidas. Logo, torna-se necessária a criação
de uma generalização da lógica clássica, que seja capaz de tratar de problemas que contenham
ou não esse tipo de incerteza.

De acordo com John e Coupland (2007), em 1965, Lofti Zadeh publica o primeiro artigo
sobre conjuntos fuzzy, onde os propõe como uma alternativa a lógica booleana na resolução
de problemas computacionais. Os conjuntos fuzzy deste primeiro artigo são conhecidos como
conjuntos fuzzy do tipo 1.

Ainda segundo John e Coupland (2007), em 1975, Zadeh publica um artigo que introduz
a noção de conjuntos fuzzy do tipo 2, que generalizava as operações propostas pelo mesmo em
1965. A diferença crucial entre os conjuntos fuzzy do tipo 1 e o do tipo 2 é que o primeiro tem
como grau de pertinência, de um elemento ao conjunto, um único valor entre 0 e 1, enquanto o
conjunto fuzzy do tipo 2 revela o grau de pertinência em dois estágios, através da pertinência
primária e da função de pertinência secundária. Quando a função de pertinência secundária é
constante e igual a 1, o conjunto fuzzy é denominado do tipo 2 intervalar. Outras contribuições
importantes a ser destacada são as de Ebrahim Mamdani e Michio Sugeno, sendo o segundo,
em conjunto com Tomohiro Takagi, os responsáveis por desenvolver os métodos de inferência
utilizados nessa dissertação.

Além destes, é importante destacar o papel de Jyh-Shing Jang, responsável pelo encontro
entre lógica fuzzy e inteligência artificial, em Jang (1993). É creditada a ele a construção do
algoritmo do ANFIS (Adaptative Neuro-Fuzzy Inference System). O artigo que trata de toda
a arquitetura da rede neuro-fuzzy foi lançado em 1993, possibilitando um caminho inverso na
construção de SBRF, em relação aos métodos tradicionais.

Nos problemas clássicos que se utilizam de lógica fuzzy, em geral, o pesquisador busca
um especialista na área para construir um SBRF que permita o trabalho com as incertezas
propostas. Em Borges (2016) e Ferreira (2017), os trabalhos determinam o parâmetro e a
fronteira do domı́nio da equação diferencial parcial via SBRF do tipo 1, calculados com o aux́ılio
do especialista da área de estudo, respectivamente. Porém, também é posśıvel a construção
de Sistemas Baseados em Regras Fuzzy a partir de dados resultantes de experimentos, como
em Prudente (2024). Para trabalhar com essas informações, são constrúıdos algoritmos de
aprendizagem, denominados por redes neuro-fuzzy. Para construir o SBRF do tipo 1 utilizado
no trabalho, a rede neuro-fuzzy aplicada foi o ANFIS, que constrói um SBRF com método de
inferência de Takagi-Sugeno. Os dados utilizados para o treinamento da rede foram obtidos
através do toolbox CANTERA. A combinação entre as informações fornecidas pelo CANTERA
e a rotina computacional do ANFIS, determina um SBRF do tipo 1, o esquema está descrito
na Figura 5.

A partir do SBRF do tipo 1 encontrado pela rede neuro-fuzzy, é constrúıdo um SBRF
do tipo 2 intervalar. Acoplando o parâmetro fuzzy defuzzificado nos modelos unidimensionais
e bidimensionais, são calculadas as aproximações das soluções utilizando métodos numéricos.
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Figura 5: Esquema para obtenção do Sistema Baseado em
Regras Fuzzy do tipo 1. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para os modelos unidimensionais, é utilizado o Método das Diferenças Finitas Centradas
(MDF), que se baseiam no truncamento da série de Taylor em um certo ponto, afim de encontrar
uma aproximação da solução dos problemas de valor inicial propostos.

Nos modelos bidimensionais, é utilizado o Método dos Elementos Finitos (MEF). Além
de possuir boas aproximações, este método apresenta a possibilidade de trabalhar com domı́nios
irregulares, o que o torna muito vantajoso para o trabalho, visto que a cóclea e a membrana
basilar possuem os valores das áreas das seções transversais variáveis.

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre a pressão acústica no interior da
cóclea, utilizando a velocidade do som como parâmetro fuzzy do tipo 1 e do tipo 2 intervalar.
Para tal finalidade, a modelagem matemática é formulada através da equação da onda acústica
unidimensional e bidimensional com domı́nio regular e irregular, tratando a velocidade do som
via SBRF do tipo 1 e do tipo 2 intervalar, as variáveis de entrada são temperatura e umidade. A
rede neuro-fuzzy ANFIS e o toolbox CANTERA são combinados para obter o SBRF do tipo 1.
O intuito é verificar matematicamente se a temperatura e a umidade influenciam a pressão
acústica em função do tempo e gerar sistemas que podem ser utilizados para outros conjuntos
de dados similares de entrada.

Com relação à organização deste trabalho, no Caṕıtulo 1 é apresentada toda a funda-
mentação teórica dos conjuntos fuzzy para lidar com os parâmetros fuzzy dos tipos 1 e 2.

No Caṕıtulo 2, são descritos o referencial teórico para a construção do ANFIS e o toolbox
CANTERA. Além disso, à partir da junção de ambos, é constrúıdo um SBRF do tipo 1. A
partir deste, também é constrúıdo um SBRF do tipo 2 intervalar, que é utilizado no decorrer
do trabalho.

No Caṕıtulo 3, é exposta a teoria referente ao MDF, bem como exemplos de utilização
do mesmo em equações diferenciais. Como dito anteriormente, este método é utilizado na
aproximação da solução de todos os modelos unidimensionais propostos na dissertação.

No Caṕıtulo 4, é descrito o Método dos Elementos Finitos, que é utilizado na resolução
de todos os modelos bidimensionais do trabalho. Esse método é importante pois permite uma
boa aproximação para problemas de domı́nio irregular, que é o caso das cavidades cocleares.

Por fim, no Caṕıtulo 5, são exibidos os resultados obtidos a partir de todos os modelos
formulados, combinando as técnicas apresentadas e SBRF obtidos nos caṕıtulos anteriores.
Finalmente, no Caṕıtulo 6 as considerações finais.

Ao final da dissertação, encontram-se os Apêndices que descrevem detalhes do método
dos elementos finitos para os modelos com domı́nio irregular.
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Caṕıtulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

1.1 Introdução

A lógica é um dos atributos cognitivos mais úteis para qualquer pessoa. Utiliza-se essa
habilidade para resolver problemas rotineiros como, por exemplo, traçar a melhor rota para o
trabalho, selecionar os produtos à serem colocados em um carrinho de compras no supermercado
ou ainda ao tenta convencer uma pessoa relutante à fazer uma viagem de férias. Por ser um
atributo inerente à natureza humana, a lógica é ponto de interesse da filosofia desde os seus
primórdios, tendo sido, segundo Feitosa (2005) atribúıdo à Aristóteles o primeiro trabalho de
sistematização do conceito.

A matemática utiliza a lógica clássica, aliada a noção de números, para modelar e re-
solver sistematicamente problemas de toda ordem, desde quantificar animais até projetar a
forma e quantidade de materiais utilizados na construção de um arranha-céu. Nesse sentido,
tratam-se quantidades precisas de maneira sistematizada, afim de obter um resultado condi-
zente com a realidade. Porém, existem problemas que não são tão precisos. Um médico ao
diagnosticar um paciente utiliza a lógica para associar fatores como sintomas, idade e profissão
do indiv́ıduo. Por exemplo, um idoso que trabalhou em um ambiente com alta poluição sonora
por toda sua vida se queixa de dor crônica no ouvido e problemas auditivos. O especialista pode
suspeitar de posśıveis enfermidades como doença de Mèniére, otoscleroseneuroma do acústico
ou colesteatoma, dada a idade e o emprego do paciente. A partir disso, o médico pode solicitar
exames espećıficos para confirmar o diagnóstico. Mas como quantificar o grau de surdez e dor
do paciente?

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2023), pensando em problemas que não tem
fronteiras bem definidas, como o citado anteriormente, Lofti Zadeh propõe uma generalização
da teoria clássica de conjuntos, denominada como teoria dos conjuntos fuzzy. Esta ferramenta
matemática tem a capacidade de modelar e solucionar problemas que envolvem variáveis cujos
valores são imprecisos.

1.2 Conjuntos Fuzzy do Tipo 1

É comum descrever um conjunto clássico através de sua função caracteŕıstica. Partindo
desse conceito, Lofti Zadeh fundamentou a teoria de conjuntos fuzzy. Este caṕıtulo expõe tais
conceitos, com base nos trabalhos de Mendel (2017), Barros e Bassanezi (2015), Jafelice, Barros
e Bassanezi (2023) e Jafelice e Bertone (2021).
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Definição 1.1. Um subconjunto clássico A em relação a um universo U é caracterizado por
sua função caracteŕıstica, definida como:

χA : U −→ {0, 1},

em que cada elemento x do conjunto universal U recebe a imagem 1 através da função χA se
pertencer a A; caso contrário, é considerado fora do conjunto, sendo associado ao valor 0.

Definição 1.2. Um subconjunto fuzzy A de um universo U é definido em termos de uma
função de pertinência µA que a cada elemento x de U associa um número µA(x) entre zero e
um chamado de grau de pertinência de x a A. Assim,

µA : U → [0, 1].

Os valores µA(x) = 1 e µA(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinência plena e a não
pertinência do elemento x a A. Um subconjunto fuzzy também pode ser identificado por um
conjunto clássico de pares ordenados:

G = {(x, µA(x)) | x ∈ U};

que é o gráfico da função de pertinência.
É interessante notar que um subconjunto clássico A de U é um conjunto fuzzy particular

para o qual a função de pertinência é a função caracteŕıstica de A, isto é,

µA : U → {0, 1}.

Exemplo 1.1. Considere que uma empresa avalia o grau de experiência de seus fun-
cionários à partir da quantidade de anos em que trabalham em uma determinada atividade
ou cargo. Sejam U o conjunto da quantidade de tempo que cada funcionário trabalha nessa
empresa e A o subconjunto dos funcionários considerados experientes. Suponha ainda que a
empresa considere que um trabalhador experiente necessite de pelo menos 10 anos trabalhando
em uma função. Ao utilizar a lógica clássica, pode se descrever o conjunto dos trabalhadores
experientes com a seguinte função:

χA(x) =

{
0, se 0 ≤ x < 10
1, se x ≥ 10

.

Perceba que utilizando uma função caracteŕıstica e a lógica clássica, uma pessoa com
9 anos de experiência em sua função e um recém-contratado possuem o mesmo grau de ex-
periência, o que não condiz com a realidade. Para resolver esse problema, pode-se elaborar uma
função de pertinência µA : U −→ A dada por:

µA(x) =

{ x

10
, se 0 ≤ x < 10

1, se x ≥ 10
.

Na Figura 1.1 é representado o gráfico da função de pertinência µA.
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Figura 1.1: Função de pertinência trapezoidal representando a ex-
periência do trabalhador em anos. Fonte: Elaborada pelo autor.

1.2.1 Operações com Conjuntos Fuzzy

Para estabelecer as normas e operações algébricas necessárias para tratar de um conjunto
fuzzy, faz-se necessário revisitar as noções de conjuntos clássicos, e generalizar a ideia para
conjuntos fuzzy, usando as funções de pertinência.

Definição 1.3. Sejam A e B dois conjuntos clássicos em um universo U . Definem-se operações
de união, inter e complementar por:

A ∪B = {x ∈ U | x ∈ A ou x ∈ B};

A ∩B = {x ∈ U | x ∈ A e x ∈ B};

Ac = {x ∈ U | x /∈ A}.

As operações de conjuntos clássicos realizadas através de funções caracteŕısticas:

χA∪B(x) = max{χA(x), χB(x)};

χA∩B(x) = min{χA(x), χB(x)};

χAc(x) = 1− χA(x).

Observe que para qualquer x ∈ U , tem-se

x ∈ A ∪B ⇐⇒ χA∪B(x) = 1 ⇐⇒ χA(x) = 1 ou χB(x) = 1 ⇐⇒ {x ∈ A ou x ∈ B}.

x ∈ A ∩ B ⇐⇒ χA∩B(x) = 1 ⇐⇒ χA(x) = 1 e χB(x) = 1 ⇐⇒ {x ∈ A e x ∈ B}.

x ∈ Ac ⇐⇒ χAc(x) = 1 ⇐⇒ χA(x) = 0 ⇐⇒ x /∈ A.

Partindo desta análise, se A é subconjunto de B então,

χA(x) ≤ χB(x), para todo x ∈ U.

Para generalizar as formulações matemáticas obtidas através das funções caracteŕısticas,
basta utilizar as funções de pertinência definidas anteriormente.
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Definição 1.4. Sejam dois subconjuntos fuzzy A e B de U , com funções de pertinência indica-
das por µA e µB, repectivamente. As funções de pertinência que representam a união, a inter
e o complementar dos conjuntos fuzzy são dadas por:

µA
⋃

B(x) = max{µA(x), µB(x)};

µA
⋂

B(x) = min{µA(x), µB(x)};

µAc(x) = 1− µA(x).

respectivamente.

As Figuras 1.2, 1.3 e 1.4 representam as operações de união, intersecção e complementar
de um conjunto fuzzy, respectivamente.

Figura 1.2: Representação gráfica da união de conjuntos
fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 1.3: Representação gráfica da interseção de con-
juntos fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 1.4: Representação gráfica do complementar de
um conjuntos fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.

1.2.2 Normas Triangulares

As normas triangulares são generalizações naturais dos operadores união e interseção.

Definição 1.5. Uma conorma triangular (∨ ou s-norma) é uma operação binária
s : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1] satisfazendo as seguintes propriedades:

• Comutatividade: xsy = ysx;

• Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz;

• Monotonicidade: Se x ≤ y e w ≤ z, então xsw ≤ ysz;

• Condições de Fronteira xs0 = x e xs1 = 1.

Um exemplo clássico de conorma triangular é o operado max. Esse fato pode ser verificado
através das propriedades.

Definição 1.6. Uma norma triangular (∧ ou t-norma) é uma operação binária
t : [0, 1]× [0, 1] −→ [0, 1] satisfazendo as seguintes propriedades:

• Comutatividade: xty = ytx;

• Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz;

• Monotonicidade: Se x ≤ y e w ≤ z, então xtw ≤ ytz;

• Condições de Fronteira 0tx = 0 e 1tx = x.

Note que a diferença entre a s-norma e a t-norma ocorre nas condições de fronteira. Um
exemplo de t-norma é o operador min.

1.2.3 Nı́veis de um Conjunto Fuzzy

Os ńıveis de um conjunto fuzzy são ferramentas essenciais para a formalização do conceito
de números fuzzy, além de facilitar as operações entre os mesmos.
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Definição 1.7. Seja A um conjunto fuzzy e α ∈ (0, 1]. Define-se o α-ńıvel de A o conjunto:

[A]α = {x ∈ U | µA(x) ≥ α}. (1.1)

Definição 1.8. O suporte de um conjunto fuzzy, denotado por supp(A), é composto por todos
os elementos de U cujo grau de pertinência é diferente de zero no conjunto A. Isto é:

supp(A) = {x ∈ U | µA(x) > 0}. (1.2)

É posśıvel definir o ńıvel zero de um conjunto fuzzy.

Definição 1.9. Considere U como um espaço topológico e A ⊆ U um conjunto fuzzy. O ńıvel
zero de A é o fecho topológico do suporte de A, isto é:

[A]0 = supp(A). (1.3)

1.2.4 Números Fuzzy

Por se tratar de uma generalização da lógica clássica de conjuntos, faz-se necessário também
a definição de uma noção de números, que permita trabalhar algebricamente com estes. Para
tanto, duas definições fundamentais são a de um número fuzzy e a formalização do prinćıpio
de extensão de Zadeh.

Definição 1.10. Sejam A um conjunto fuzzy e U o universo em que A está definido. A é
definido como um número fuzzy se U for o conjunto dos números reais e a função de pertinência
µA : R −→ [0, 1] for tal que:

• µA(x) = 1 para pelo menos um x do supp(A);

• [A]α é um intervalo fechado, para todo α ∈ (0, 1];

• supp(A) é limitado.

O prinćıpio de extensão de Zadeh permite calcular a imagem de um conjunto fuzzy por
uma função, Figura 1.5. Essa operação é de extrema importância para definir as operações
algébricas entre números fuzzy.

Definição 1.11. Sejam f uma função tal que f : U −→ Z e A um subconjunto fuzzy de U .
O prinćıpio de extensão de Zadeh de f é a função f̂ que, ao ser aplicada em A fornece o
subconjunto f̂(a) de Z, cuja função de pertinência é dada por:

µf̂(A)(x) =

{
sup

x∈f−1(z)

µA(x), se f−1(z) ̸= ∅

0, se f−1(z) = ∅

Segue então, um importante teorema que relaciona α-ńıveis e o prinćıpio da extensão de
Zadeh.
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• A divisão entre os números fuzzy A e B, denotada por A/B, é um número fuzzy cuja
função de pertinência é:

µA/B(z) = sup
(x,y)∈ϕ(z)

min(µA(x), µB(y)); (1.8)

em que φ(z) = {(x, y)| x/y = z}.

• A multiplicação de um escalar λ pelo número fuzzy A, denotada por λA, é um número
fuzzy cuja função de pertinência é dada por:

µλA(z) =

{
µA(λ

−1z), se λ ̸= 0
χ{0}(z), se λ = 0

. (1.9)

Como no caso da extensão de Zadeh, existe uma importante proposição que relaciona os
α-ńıveis às operações aritméticas entre números fuzzy.

Proposição 1.1. Sejam A e B conjuntos fuzzy, cujos α-ńıveis são dados por [A]α = [aα1 , aα2 ]
e [B]α = [bα1 , bα2 ]. Então, valem as seguintes operações:

• A soma entre A e B é o número fuzzy A+B, cujos α-ńıveis são

[A+B]α = [A]α + [B]α = [aα1 + bα1 , aα2 + bα2 ]. (1.10)

• A subtração entre A e B é o número fuzzy A− B, cujos α-ńıveis são

[A− B]α = [A]α − [B]α = [aα1 − bα2 , aα2 − bα1 ]. (1.11)

• A multiplicação entre A e B é o número fuzzy A · B, cujos α-ńıveis são

[A · B]α = [A]α · [B]α = [aα1 , aα2 ] · [b
α
1 , bα2 ] = [min(P ), max(P )], (1.12)

em que P = {aα1 · bα1 , aα1 · bα2 , aα2 · bα1 , aα2 · bα2}.

• A divisão entre A e B é o número fuzzy A
B
, cujos α-ńıveis são

[
A

B

]α
=

[A]α

[B]α
= [aα1 , aα2 ] ·

[
1

bα2
,

1

bα1

]
. (1.13)

• A multiplicação entre λ e A é o número fuzzy λA, cujos α-ńıveis são dados por

[λA]α = λ[A]α =

{
[λaα1 , λaα2 ], se λ ≥ 0
[λaα2 , λaα1 ] , se λ < 0

. (1.14)

1.3 Introdução aos Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Na argumentação lógica, utilizam-se estruturas lingúısticas para formular regras que per-
mitam evidenciar conclusões pertinentes ao problema. Por exemplo, se um indiv́ıduo sofre com
determinados sintomas, então, através de uma construção lógica, relacionando sintomas e exa-
mes associados as doenças, o médico chega a um diagnóstico e consegue propor um tratamento
pertinente à enfermidade.

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2023), os Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF)
são uma tentativa de emular o comportamento humano na tomada de decisões lógicas, à partir
de estruturas lingúısticas. Esses algoritmos permitem a operação de conjuntos fuzzy na parte
subsequente de um argumento lógico e, com base em um sistema de regras lingúısticas ou
matemáticas, obtenha-se como consequente um número real.

Porém, antes de definir de fato um SBRF, é necessário compreender alguns conceitos preli-
minares.
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1.3.1 Relações Fuzzy

Ao desenvolver um tema em estudo, é necessário relacionar fatos de maneira pertinente
para sustentar um argumento. Dáı, aliado à tentativa de emular o comportamento humano
citada anteriormente, surge a necessidade de criar ferramentas que permitam relacionar dois
ou mais conjuntos fuzzy.

Definição 1.13. Uma relação fuzzy R sobre U1 × U2 × . . . × Un é qualquer subconjunto fuzzy
do produto cartesiano U1 × U2 × . . . × Un. Se o produto cartesiano é formado por apenas dois
conjuntos, a nomeamos de relação binária.

Definição 1.14. O produto cartesiano fuzzy A1×A2 . . .×An dos subconjuntos fuzzy A1, A2, . . . , An

de U1, U2, . . . , Un é a relação fuzzy R cuja função de pertinência é dada por:

µR(x1, x2, . . . , xn) = µA1
(x1) ∧ µA2

(x2),∧ . . . ∧ µAn
(xn). (1.15)

em que ∧ é a t-norma min.

Um fato importante a se destacar é que essas operações indicam se os conjuntos estão
relacionados ou não. Além disso, é posśıvel calcular o quanto os conjuntos estão relacionados,
dado que as relações são constrúıdas com base em funções de pertinência.

1.3.2 Composição entre Relações Fuzzy

Definição 1.15. Sejam R e S duas relações binárias fuzzy em U1 × U2 e U2 × U3, respectiva-
mente. A composição R ◦S é uma relação fuzzy binária em U1×U3 cuja função de pertinência
é dada por:

µR◦S(x1, x3) = max
x2∈U2

[min(µR(x1, x2), µs(x2, x3))]. (1.16)

Definição 1.16. Sejam U1 e U2 dois conjuntos e z(U1) e z(U2) as classes dos subconjuntos
fuzzy U1 e U2, respectivamente, e R uma relação fuzzy binária sobre U1 × U2. Então a relação
R define um funcional de z(U1) em z(U2), que a cada elemento A1 ∈ z(U1) faz corresponder
o elemento A2 ∈ z(U2) cuja função de pertinência é dada por:

µA2(x2) = µR(A1)(x2) = max
x1∈U1

[min(µA1(x1), µR(x1, x2))]. (1.17)

Agora, é posśıvel definir uma equação relacional fuzzy.

Definição 1.17. Sejam R, S e X relações fuzzy e ∗ uma operação entre relações fuzzy. Então
uma equação relacional fuzzy tem a forma:

R ∗X = S. (1.18)

Existe ainda um importante teorema, evidenciado em Barros e Bassanezi (2015), que permite
a resolução das equações relacionais fuzzy como a descrita anteriormente.

Teorema 1.2. Dadas as relações fuzzy S e D definidas em U × V e V ×W respectivamente,
seja A = {X : X é a relação fuzzy em V ×W e S ◦X = D}. Então se A ̸= ∅, tem-se S−1

◦g D
como elemento maximal de A.
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As descrições de cada um dos componentes do SBRF são:

• Fuzzificação: Este componente, também conhecido como fuzzificador ou processador de
entrada, é responsável por traduzir as informações de entrada em conjuntos fuzzy.

• Base de Regras: Neste componente, ficam armzenadas as regras de entrada e sáıda do
SBRF, podendo estas depender de variáveis lingúısticas ou relações matemáticas. Como
pode ser visto na Figura 1.6, a base de regras é constrúıda juntamente ao método de
inferência no sistema. É na base de regras que definem-se as relações entre os conjuntos
fuzzy obtidos na etapa anterior.

Sejam as entradas fuzzy x1, . . . , xn pertencentes aos conjuntos universo X1, . . . , Xn, res-
pectivamente e a sáıda y pertencente ao conjunto universo Y . Pretende-se calcular a
sáıda y

′

= y(x
′

) ∈ R a partir dos valores de entrada (x
′

1, . . . , x
′

n) ∈ Rn. Denotando-se o
conjunto de termos lingúısticos para cada entrada xi por

Txi
= {Xij, j ∈ Ii}, i = 1, . . . , n; (1.21)

em que Ii ⊂ N é um conjunto de ı́ndices ordenados e Xij são conjuntos fuzzy do tipo 1
definidos no universo Xi. A sáıda y possui um conjunto associado

Ty = {Y k, k ∈ I}; (1.22)

em que I ⊂ N é um conjunto de ı́ndices ordenados e Y k é um conjunto fuzzy do tipo 1
definido no universo Y . Logo, uma regra Rm, m ∈ N, m = 1, . . . ,M pode ser definida
por

Rm : Se x1 ∈ Fm
1 e . . . e xn ∈ Fm

n então y ∈ Gm; (1.23)

em que Fm
i é um elemento do conjunto Txi

, ∀i = 1, . . . , n e Gm é um elemento do conjunto
Ty.

• Método de inferência: Neste componente cada proposição fuzzy é traduzida matema-
ticamente por meio das técnicas de racioćınio aproximado. Os principais métodos são:

– Método de Mamdani: Este é o método mais utilizado para o caso em que a
base de regras utiliza variáveis lingúısticas nas entradas e sáıdas. Neste caso, uma
regra“Se x é A então y é B” é definida, como visto anteriormente, pelo produto
cartesiano fuzzy dos conjuntos fuzzy A e B. Esse método combina as regras através
dos operadores lógicos “ou” (nesse caso, representado pela s-norma max) e, em cada
uma das regras, o operador “e” (representado pela t-norma “min”) é utilizado como
conectivo lógico.

Suponha, por exemplo, que se tenham as sentenças

R1 : Se x1 é X11 e x2 é X21 então y é Y 1;

R2 : Se x1 é X12 e x2 é X22 então y é Y 2.

Os passos para utilização do método de inferência de Mamdani são:

1. Primeiramente, calculam-se os valores das funções de pertinência das entradas,
ou seja, são computados µX11(x

′

1), µX21(x
′

1), µX12(x
′

2), µX22(x
′

2).

2. Nas funções de pertinência dos conjuntos fuzzy consequentes Y 1 e Y 2, destacam-
se as regiões delimitadas entre estes conjuntos e as funções constantes
m1 = min[µX11(x

′

1), µX12(x
′

2)] e m2 = min[µX21(x
′

1), µX22(x
′

2)], respectivamente.
Denominam-se estas regiões por C

′

1 e C
′

2.
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forma de defuzzificar a sáıda gerada pelo método de Mamdani e é dado por:

y
′

=

∫
R
uC(u)du∫

R
C(u)du

; (1.24)

em que R é a região de integração. Caso o domı́nio seja discreto, tem-se:

y
′

=

∑n
i=0 ziC(zi)∑n
i=0 C(zi)

, (1.25)

em que zi pertence ao domı́nio de C = C
′

1 ∪ C
′

2.

A seguir, tem-se um exemplo de SBRF utilizando o método de inferência de Takagi-
Sugeno.

Exemplo 1.2. Uma empresa necessita de realizar um estudo com todos os funcionários
de um setor para escolher qual dentre eles será o novo gerente de processos. Um de seus
administradores propõe um SBRF para calcular a possibilidade de cada um deles de se
tornar gerente. O sistema é composto por dois conjuntos fuzzy de entrada, sendo estes
a experiência no setor(E) e capacidade de liderança(L) e uma base de regras com sáıda
(Y ), que representa a possibilidade de se tornar gerente, que é função das variáveis de
entrada. A experiência de um funcionário pode ser considerada: baixa(B); média(M) e
alta(A). As funções de pertinência são dadas por:

µB(x) =





1, se x < 2
−x+ 4

2
, se 2 ≤ x < 4

0, caso contrário

; (1.26)

µM(x) =





x− 3

2
, se 3 ≤ x < 5

1, se 5 ≤ x < 6
−x+ 8

2
, se 6 ≤ x < 8

0, caso conrário

; (1.27)

µA(x) =





x− 7

2
, se 7 ≤ x < 9

1, se 9 ≤ x
0, caso contrário

; (1.28)

cujos gráficos são representados na Figura 1.9.
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Figura 1.9: Funções de pertinência da experiência do
funcionário. Fonte: Elaborada pelo autor.

A capacidade de liderança pode ser classificada como boa (boa) ou ruim (ruim), baseado
na média das avaliações dadas pelos outros funcionários. Suas funções de pertinência
são:

µruim(x) =





1 se 0 ≤ x < 5
−x+ 7

2
, se 5 ≤ x < 7

0, caso contrário

; (1.29)

µboa(x) =





x− 6

2
, se 6 ≤ x < 8

1, se 8 ≤ x
0, caso contrário

; (1.30)

cujos gráficos são representados na Figura 1.10.

Figura 1.10: Funções de pertinência da capacidade de
liderança. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Suponha que o centro de Recursos Humanos da empresa elaborou um conjunto de
regras que dependem da experiência (E) e da capacidade de liderança (L) para calcular a
possibilidade de um funcionário se tornar gerente. Tais regras são dadas por:

– R1: Se E é baixo e L é ruim então Y 1 = 0, 1E + 0, 2L;

– R2: Se E é baixo e L é boa então Y 2 = 0, 1E + 0, 4L;

– R3: Se E é médio e L é ruim então Y 3 = 0, 4E + 0, 2L;

– R4: Se E é médio e L é boa então Y 4 = 0, 4E + 0, 4L;

– R5: Se E é alto e L é ruim então Y 5 = 0, 6E + 0, 2L;

– R6: Se E é alto e L é boa então Y 6 = 0, 6E + 0, 4L.

Um dos funcionários tem 7,4 anos no setor e obteve nota 6,7 em liderança. Logo, seus
dados correspondem aos valores de entrada e = 7, 4 e l = 6, 7. Primeiramente, é ne-
cessário calcular o valor das funções de pertinência para cada um dos componentes da
entrada. Considerando a experiência do trabalhador, dada pelas equações (1.26), (1.27)
e (1.28), tem-se:

µB(7, 4) = 0;

µM(7, 4) =
−7, 4 + 8

2
= 0, 3;

µA(7, 4) =
7, 4− 7

2
= 0, 2.

Para calcular os valores de pertinência da componente liderança, utilizam-se as equações
(1.29) e (1.30). Logo,

µruim(6, 7) = 0;

µboa(6, 7) =
6, 7− 6

2
= 0, 35.

Calculando os valores dos pesos tem-se:

ω1 = min[µB(7, 4), µruim(6, 7)] = 0;

ω2 = min[µB(7, 4), µboa(6, 7)] = 0;

ω3 = min[µM(7, 4), µruim(6, 7)] = 0;

ω4 = min[µM(7, 4), µboa(6, 7)] = 0, 3;

ω5 = min[µA(7, 4), µruim(6, 7)] = 0;

ω6 = min[µA(7, 4), µboa(6, 7)] = 0, 2.

Pode-se então calcular os consequentes de cada regra:

y1 = 0, 1 · 7, 4 + 0, 2 · 6, 7 = 2, 08;

y2 = 0, 1 · 7, 4 + 0, 4 · 6, 7 = 3.42;

y3 = 0, 4 · 7, 4 + 0, 2 · 6, 7 = 4, 3;

y4 = 0, 4 · 7, 4 + 0, 4 · 6, 7 = 5, 64;
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y5 = 0, 6 · 7, 4 + 0, 2 · 6, 7 = 5, 78;

y6 = 0, 6 · 7, 4 + 0, 4 · 6, 7 = 7, 12.

Para obter a sáıda do SBRF, basta fazer a média ponderada:

y
′

=

∑6
i=1 ωiyi∑6
i=1 ωi

=
0, 3 · 5, 64 + 0, 2 · 7, 12

0, 3 + 0, 2
= 6, 2320.

Logo, a possibilidade desse funcionário se tornar gerente é de 6,2320 em 10.

Na próxima seção são introduzidos os conceitos teóricos referentes aos conjuntos fuzzy
do tipo 2.

1.4 Conjuntos Fuzzy do Tipo 2

Como apontado anteriormente, em 1975, Lofti Zadeh introduziu a noção matemática
dos conjuntos fuzzy do tipo 2. Segundo John e Coupland (2007), o trabalho se baseou
em um conjunto fuzzy, no qual os graus de pertinência de outro conjunto fuzzy eram
definidos, com base nas funções de pertinência low, medium e high. A pesquisa ini-
cial era profundamente teórica e tinha como objetivo a construção de fundamentos que
possibilitassem o trabalho com esse tipo de problema.

Os autores ainda citam que o principal objetivo de Zadeh com esse estudo era explorar
ferramentas que possibilitassem o trabalho com os conectivos lógicos “e” e “ou”. Então,
entre 1975 e 1981, alguns pesquisadores continuaram os estudos iniciados por Zadeh.

Ainda segundo John e Coupland (2007), a partir de 1985, Gorzalczani, Turksen,
Schwartz, Klir e Folger divulgaram o uso de conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar, quando
a função de pertinência secundária assume valor 1. Essa nomenclatura foi adotada a pos-
teriori. É atribúıdo à Gorzalczani, por exemplo, os primeiros passos no desenvolvimento
das Footprint of uncertainty (FOU). São atribúıdos ainda a Liang, Mendel e Bustince o
desenvolvimento da lógica fuzzy do tipo 2 intervalar e a Tursken os trabalhos que forne-
ceram conectivos lógicos para conjuntos fuzzy do tipo 1 que incidiam em conjuntos fuzzy
do tipo 2 intervalar.

Entre 1998 e 2000, os pesquisadores Karnik e Mendel propuseram um algoritmo que
permitia a redução de tipo dos problemas que envolviam conjuntos fuzzy do tipo 2 inter-
valar. A partir do algoritmo, conhecido como algoritmo de Karnik-Mendel, os conjuntos
fuzzy do tipo 2 intervalar se transformam em conjuntos fuzzy do tipo 1, o que permite a
utilização das ferramentas descritas na seção anterior.

Ao mesmo tempo em que o algoritmo de Karnik-Mendel surgiu, os conjuntos fuzzy
do tipo 2 foram completamente definidos. Segundo John e Coupland (2007), John foi
responsável por publicar vários artigos sobre o assunto. Posteriormente, em 2001, John,
Karnik e Mendel publicaram o primeiro livro sobre o assunto.

Um diagrama que representa a linha do tempo é descrita na Figura 1.11.

23



Figura 1.11: Linha do tempo dos conjuntos fuzzy do tipo 2 (JOHN; COUPLAND,
2007).

1.4.1 Preliminares

Definição 1.18. Dado um universo X, um conjunto fuzzy do tipo 2, Ã, em X é o gráfico
da função

µÃ : X × [0, 1] −→ [0, 1]
(x, u) −→ µÃ(x, u),

em que µÃ é chamada de função de pertinência de Ã. Em outras palavras, o conjunto
fuzzy do tipo 2 de X, Ã, é dado por:

Ã = {((x, u), µÃ(x, u))|(x, u) ∈ X × [0, 1], µÃ(x, u) ∈ [0, 1]}. (1.31)

Note que cada ponto de um conjunto fuzzy do tipo 2 é representado por uma terna
da forma ((x, u), µÃ(x, u)). Uma representação gráfica de um exemplo de um conjunto
fuzzy do tipo 2 discreto encontra-se na Figura 1.12.

Definição 1.19. A função de pertinência secundária µÃ(x)
(u) de x é a função de per-

tinência do conjunto fuzzy do tipo 1, Ã(x), que é obtida traçando um plano paralelo ao
eixo u por x. O suporte de Ã(x) é denotado por Ix, isto é,

Ix = {u| u ∈ [0, 1], µÃ(x, u) > 0} . (1.32)

Definição 1.20. O conjunto Jx dos pares (x, u) de pertinência positiva são chamados de
pertinência primária de x, ou seja,

Jx = {(x, u)| u ∈ [0, 1], µÃ(x, u) > 0} . (1.33)

Note que Jx = x× Ix.

A seguir, quatro conceitos importantes dos conjuntos fuzzy do tipo 2 são definidos:
os domı́nios de incerteza; as funções de pertinência superior e inferior; e as pegadas de
incerteza.
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Cada um dos componentes e suas funções encontram-se descritos a seguir:

– Fuzzificação: A fuzzificação ou processador de entrada é responsável pela fuzzi-
ficação de cada elemento do domı́nio, ou seja, dado um elemento x = (x

′

1, x
′

2, . . . , x
′

n) ∈
Rn, calcula-se µ

Ãi
(x) e µÃi

(x) para cada conjunto fuzzy Ãi, com i = 1, 2, . . . , n.

– Base de Regras: A base de regras do SBRF do tipo 2 funciona da mesma forma
forma que a base de regras anterior, diferindo apenas nas caracteŕısticas dos conjun-
tos fuzzy envolvidos. Para apresentar essa diferença, considere um conjunto fuzzy
do tipo 2 intervalar qualquer e com entrada x = (x1, x2, . . . , xn), em que, para cada
i = 1, . . . , n existe um conjunto associado da forma:

Txi
=
{
X̃ij|j ∈ Ii

}
, i = 1, . . . , n; (1.38)

em que Ii é um conjunto de ı́ndices e X̃ij são conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar
definidos no universoXi, i = 1, . . . , n, representando os termos lingúısticos nas regras
do SBRF. A sáıda y também possui um conjunto associado da forma

Ty =
{
Ỹ k|k ∈ I

}
; (1.39)

em que I é um conjunto de ı́ndices e Ỹ k são conjuntos fuzzy do tipo 2 definidos no
universo Y . É importante salientar que Ỹ k pode ser um ponto, um intervalo ou um
conjunto fuzzy do tipo 2.

A construção das regras do SBRF do tipo 2 será, então feita de forma similar às
regras do tipo 1. Logo, a regra Rm, m ∈ N, m = 1, . . . ,M é definida por:

Rm : Se x1 é F̃m
1 e x2 é F̃m

2 e . . . e xn é F̃m
n então y é G̃m; (1.40)

em que F̃m
i ∈ Txi

, i = 1, . . . , n e G̃m ∈ Ty.

– Método de Inferência: Nesta componente acontecem as operações lógicas defi-
nidas na base de regras, isto é, são calculados os consequentes das bases de regras.
Os principais métodos de inferência para o tipo 2 são o método de Dongrui-Wu, o
método de Takagi-Sugeno e o método de Mamdani. O método de Takagi-Sugeno é
detalhado posteriormente.

– Redutor de Tipo: Esta componente é adicionada ao SBRF para reduzir os conjun-
tos do tipo 2 à conjuntos do tipo 1. Seu objetivo é tornar posśıvel a defuzzificação
das sáıdas dos SBRF tipo 2 à partir dos métodos do centro de gravidade e da média
ponderada, descritos anteriormente. O método mais utilizado para tal é o método
de Karnik-Mendel, que é um algoritmo que determina o mı́nimo e o máximo dos
centróides de todos os conjuntos fuzzy do tipo 1 contidos no conjunto fuzzy do tipo
2 intervalar. Estes são denotados por yL e yR respectivamente.

– Defuzzifição: A defuzzificação ou processador de sáıda do conjunto fuzzy do tipo
2 intervalar calcula a média aritmética entre as sáıdas do redutor de tipo, ou seja,

y
′

=
yL + yR

2
. (1.41)

em que yL e yR dependem do valor de cada entrada real.

Para melhor entendimento dos métodos utilizados no trabalho, é necessário detalhar
o algoritmo de Karnik-Mendel, que é a ferramentas utilizada na componente de redução
de tipo do trabalho, sendo parte essencial do método de inferência de Takagi-Sugeno,
utilizado nos SBRF. A próxima seção é baseada em Mendel (2017) e Castillo (2014).
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1.5.1 Algoritmo de Karnik-Mendel

Como dito anteriormente, o método de Karnik-Mendel tem como objetivo transformar
a sáıda do SBRF do tipo 2 para um conjunto de duas sáıdas do tipo 1, tornando posśıvel
a defuzzificação do mesmo pela média aritmética.

Seja o vetor de entrada x = (x
′

1, x
′

2, . . . , x
′

n) ∈ Rn, calcule os graus de pertinência
inferior e superior (µ ˜Fm

i

e µ ˜Fm
i
, respectivamente) de cada componente x

′

i da entrada x da

m-ésima regra Rm, ou seja, µ ˜Fm
i

(x
′

i) e µ ˜Fm
i
(x

′

i), i = 1, . . . , n e m = 1, . . . ,M . Considere

o consequente G̃m como um intervalo da forma [gm, gm].

– Cálculo de yL:

1. Calcule fm e f
m
, definidos por:

fm = µ
F̃m
1

(x
′

1) ∧ . . . ∧ µ
F̃m
n

(x
′

n), m = 1, . . . , M ; (1.42)

f
m
= µF̃m

1
(x

′

1) ∧ . . . ∧ µF̃m
n
(x

′

n), m = 1, . . . , M. (1.43)

2. Ordene em ordem crescente as funções gm definidas anteriormente e associe com

os intervalos [fm, f
m
].

3. Para cada regra m, calcule

fm =
fm + f

m

2
. (1.44)

4. Compute o valor de y′, definido por:

y′ =

M∑
m=1

gmfm

M∑
m=1

fm

. (1.45)

5. Encontre o switch point (ponto de virada) k, k = 1, . . . ,m − 1, tal que gk ≤

y′ ≤ gk+1.

6. Defina

fm =

{
f
m

se m ≤ k
fm se m > k

, (1.46)

e calcule

yl(k) =

M∑
m=1

gmfm

M∑
m=1

fm

. (1.47)

7. Verifique se yl(k) = y′. Em caso positivo, defina yL = yl(k) e L = k. Em caso
negativo, siga para o próximo passo.

8. Defina y′ = yl(k) e retorne ao passo 4.

– Cálculo do yR:

1. Calcule fm e f
m
, definidos por:

fm = µ
F̃m
1

(x
′

1) ∧ . . . ∧ µ
F̃m
n

(x
′

n), m = 1, . . . , M ; (1.48)

f
m
= µF̃m

1
(x

′

1) ∧ . . . ∧ µF̃m
n
(x

′

n), m = 1, . . . , M. (1.49)
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2. Ordene em ordem crescente as funções gm definidas anteriormente e associe com
os intervalos [fm, f

m
].

3. Para cada regra m, calcule

fm =
fm + f

m

2
. (1.50)

4. Compute o valor de y′, definido por:

y′ =

M∑
m=1

gmfm

M∑
m=1

fm

. (1.51)

5. Encontre o switch point (ponto de virada) k, k = 1, . . . ,m − 1, tal que gk ≤
y′ ≤ gk+1.

6. Defina

fm =

{
fm se m ≤ k

f
m

if m > k
, (1.52)

e calcule

yr(k) =

M∑
m=1

gmfm

M∑
m=1

fm

. (1.53)

7. Verifique se yr(k) = y′. Em caso positivo, defina yR = yr(k) e R = k. Em caso
negativo, siga para o próximo passo.

8. Defina y′ = yr(k) e retorne ao passo 4.

Ao final do caṕıtulo, encontra-se um exemplo do método de inferência de Takagi-
Sugeno, que utiliza o método de Karnik-Mendel como redutor de tipo, o que permite
melhor visualização da aplicação do método no SBRF.

1.5.2 Método de Inferência de Takagi-Sugeno

No método de Takagi-Sugeno do tipo 2 intervalar, assim como no método de Takagi-
Sugeno do tipo 1, os consequentes das regras fuzzy são funções definidas com relação às
entradas do sistema. Seja então x = (x1, x2, . . . , xn) e a m-ésima regra, m = 1, . . . ,M

Rm : Se x1 é F̃m
1 e x2 é F̃m

2 e . . . e xn é F̃m
n então y é G̃m = Y m(x1, . . . , xn); (1.54)

em que Y m é uma função das variáveis (x1, . . . , xn). Considere Y
m como uma combinação

linear dos componentes da entrada, ou seja:

Y m = Dm
0 +Dm

1 x1 + . . .+Dm
n xn; (1.55)

em que m = 1, . . . ,M e as componentes Dm
i = [Dm

i , D
m

i ], i = 1, . . . , n. Então, Y m é
a sáıda da m-ésima regra Rm. Além disso, definem-se os intervalos Dj

i com relação aos
centros cmi e amplitude ami do respectivo intervalo:

Dm
i = [cmi − ami , cmi + ami ]; (1.56)
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em que

ami =
D

m

i −Dm
i

2
e

cmi = Dm
i + ami .

(1.57)

Note que que o resultado do consequente é também um intervalo, definido por Y m =
[ym, ym].

Considera-se a t-norma ∧, uma entrada x = (x
′

1, . . . , x
′

n) ∈ Rn e os graus de pertinência
inferior e superior de x

′

i da m-ésima regra descrita acima.

A partir disso, seguem os cálculos

fm = µ
F̃m
1

(x
′

1) ∧ . . . ∧ µ
F̃m
n

(x
′

n). (1.58)

De maneira semelhante, tem-se

f
m
= µF̃m

1
(x

′

1) ∧ . . . ∧ µF̃m
n
(x

′

n). (1.59)

É posśıvel agora calcular os consequentes da seguinte forma

ym =
n∑

i=1

cmi x
′

i + cm0 −

(
n∑

i=1

ami ∥x
′

i∥+ am0

)
; (1.60)

ym =
n∑

i=1

cmi x
′

i + cm0 +

(
n∑

i=1

ami ∥x
′

i∥+ am0

)
. (1.61)

Utilizando o algoritmo de Karnik-Mendel, é posśıvel determinar as sáıdas reais yL e
yR.

yL = min
K∈[1;M−1]




k∑
m=1

f
m
ym +

M∑
m=k+1

fmym

k∑
m=1

f
m
+

M∑
m=k+1

fm


 =

L∑
m=1

f
m
ym +

M∑
m=L+1

fmym

L∑
m=1

f
m
+

M∑
m=L+1

fm

; (1.62)

yR = max
K∈[1;M−1]




k∑
m=1

fmym +
M∑

m=k+1

f
m
ym

k∑
m=1

fm +
M∑

m=k+1

f
m


 =

R∑
m=1

fmym +
M∑

m=R+1

f
m
ym

R∑
m=1

fm +
M∑

m=R+1

f
m

. (1.63)

Por fim, basta defuzzificar a sáıdas através da média aritmética entre yL e yR.

Para exemplificar o algoritmo de Karnik-Mendel e o método de defuzzificação de
Takagi-Sugeno, segue um exemplo presente em Jafelice e Bertone (2021).

Exemplo 1.3. Supõe-se que existam 100 pessoas em um mesmo ambiente e que 50 delas
possam transmitir o v́ırus da COVID-19. Os mesmos podem ou não usar máscaras. A
entrada do SBRF do tipo 2 é definida como o número de pessoas usando máscaras (x),
podendo variar de 0 à 100. Consideram-se os termos lingúısticos pequeno(P̃ ), médio (M̃)

e grande (G̃) e muito grande (M̃G). A sáıda do conjunto fuzzy é o risco de contaminação
do grupo (y), sendo que esta pode assumir qualquer valor no intervalo [0, 1, 0, 9]. Segundo
as autoras, o motivo para a escolha desse intervalo de sáıda é o fato de que as máscaras
não são totalmente eficazes e que a contaminação de indiv́ıduos, mesmo sem utilizar a
máscara, não é certa. Na Figura 1.15 é apresentado o cartaz que inspirou a elaboração
deste exemplo.
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Figura 1.15: A palavra “probabilidade” deve
ser matematicamente entendida como “possibi-
lidade” (JAFELICE; BERTONE, 2021).

O conjunto de regras fuzzy a ser utilizado é

– R1 : Se x é P̃ então y é Y 1 = [0, 8994, 0, 9794] + [−0, 01124, −0, 00524]x;

– R2 : Se x é M̃ então y é Y 2 = [0, 9284, 0, 9304] + [−0, 009723, −0, 005723]x;

– R3 : Se x é G̃ então y é Y 3 = [0, 9022, 0, 9042] + [−0, 008764, −0, 006764]x;

– R4 : Se x é M̃Gentão y é Y 4 = [0, 9019, 0, 9039] + [−0, 00806, −0, 00646]x.

As funções de pertinência correspondentes aos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar
são:
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µ
P̃
(x) =





0, 95, se 0 ≤ x < 7, 11
−0, 95x+ 17, 955

11, 79
, se 7, 11 ≤ x < 18, 9

0, caso contrário

;

µP̃ (x) =





1, se 0 ≤ x < 10
−x+ 23, 5

13, 5
, se 10 ≤ x < 23, 5

0, caso contrário

;

µ
M̃
(x) =





0, 95x− 14, 345

11, 3
, se 15, 1 ≤ x < 26, 4

0, 95, se 26, 4 ≤ x < 39, 5
−0, 95x+ 48, 735

11, 8
, se 39, 5 ≤ x < 51, 3

0, caso contrário

;

µM̃(x) =





x− 9, 983

13, 417
, se 9, 983 ≤ x < 23, 4

1, se 23, 4 ≤ x < 43, 4
−x+ 56, 8

13, 4
, se 43, 4 ≤ x < 56, 8

0, caso contrário

;

µ
G̃
(x) =





0, 95x− 47, 025

9
, se 49, 5 ≤ x < 58, 5

0, 95 se 58, 5 ≤ x < 72, 4
−0, 95x+ 81, 035

12, 9
, se 72, 4 ≤ x < 85, 3

0, caso contrário

;

µG̃(x) =





x− 43, 32

12, 98
, se 43, 32 ≤ x < 56, 3

1, se 56, 3 ≤ x < 77
−x+ 90, 3

13, 3
, se 77 ≤ x < 90, 3

0, caso contrário

;

µ
M̃G

(x) =





0, 95x− 76, 8835

12, 6
, se 80, 93 ≤ x < 93, 53

0, 95, se 93, 53 ≤ x ≤ 100
0, caso contrário

;

µM̃G(x) =





x− 76, 65

13, 35
, se 76, 65 ≤ x < 90

1, se 90 ≤ x ≤ 100
0, caso contrário

.

A representação gráfica da FOU da variável de entrada encontra-se na Figura 1.16.
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Note que y1 ≤ y′ ≤ y2. Logo, o ponto de virada desejado é k = 1. Então, pela equação
(1.51) tem-se:

f
1
= 1 e f 2 = 0.

Portanto,

fm =

{
f
1
, se m ≤ 1

f 2, se m > 1
.

Pode-se então calcular yL através da equação (1.53)

yl =

2∑
m=1

ymfm

2∑
m=1

fm

=
0, 787 · 1 + 0, 9284 · 0

1 + 0
= 0, 787 = y′.

Logo, yL = 0, 787.

Para calcular yR é necessário reiniciar o processo. Note que y1 > y2, logo é necessário
ordená-los em ordem crescente. Obtém-se:

y1 = 0, 8732 e [f 1, f
1
] = [0, 0, 00127];

y2 = 0, 927 e [f 2, f
2
] = [0, 7171 , 1].

Calculando y
′

, tem-se,

y′ =

2∑
m=1

ymfm

2∑
m=1

fm

=
0, 8732 · 0, 85855 + 0, 927 · 0, 000635

0, 85855 + 0, 000635
= 0, 8732.

Note que, neste caso, também tem-se que y1 ≤ y′ ≤ y2. Logo, o ponto de virada é
k = 1, e como feito anteriormente:

fm =

{
f 1, se m ≤ 1

f
2
, se m > 1

,

e calculando yr, obtém-se:

yr =

2∑
m=1

ymfm

2∑
m=1

fm

=
0, 8732 · 0 + 0, 927 · 1

1 + 0
= 0, 927 = y′.

Logo, pode-se definir yR = 0, 927 e é posśıvel calcular a sáıda defuzzificada

y =
yL + yR

2
=

0, 787 + 0, 927

2
= 0, 857.

A conclusão é que, numa situação em que 10 pessoas estão usando máscaras, entre os
100 indiv́ıduos presentes no ambiente, a possibilidade de contaminação é de 0, 857.

No próximo caṕıtulo são conceituadas as redes neuro-fuzzy, bem como o detalha-
mento do ANFIS e sua associação com o toolbox CANTERA, que fornecerá os dados da
velocidade do som utilizados no treinamento e na validação do SBRF obtido pelo ANFIS.

34



Caṕıtulo 2

A Velocidade do Som via Toolbox

CANTERA e Rede Neuro-Fuzzy

Um dos temas mais discutidos atualmente é a Inteligência Artificial (IA) e suas aplica-
bilidades. Segundo Barbosa e Portes (2023), um conceito importante, em se tratando de
IA é o de deep learning. Este pode ser caracterizado como um tipo especial de máquina
computacional, que engloba uma série de redes neurais artificiais com várias camadas,
que imitam a forma com que os humanos aprendem. Nesses sistemas, as sáıdas de uma
camada são as entradas da próxima, o que permite o tratamento de dados de entrada.

Ainda segundo os autores, a humanidade e a ciência podem se beneficiar das possi-
bilidades de automação de processos volumosos e desgastantes, além da interpretação de
um grande volume de dados em instantes. Dada sua utilidade, é natural que todo tipo de
ciência se aproprie dessas ferramentas, afim de aprimorar procedimentos ou tarefas. Isso
não é diferente com a teoria de conjuntos fuzzy e a construção de SBRF.

Como citado anteriormente, é posśıvel formular um SBRF a partir de regras elaboradas
por especialistas, mas o que pode ser feito quando só se dispõem de dados de entrada e
sáıda do SBRF? Uma alternativa de solução para esse problema reside nas redes neuro-
fuzzy. À partir dos dados de entrada e sáıda a serem utilizados e de algoritmos de
aprendizagem, é posśıvel construir um SBRF, com precisão e acurácia.

Para entender as redes neuro-fuzzy, é necessário definir alguns conceitos preliminares.
Essa é baseada nos trabalhos de Santana (2021), Freitas (2021) e Prudente (2024).

2.1 Redes Neurais Artificiais

Um bebê que está aprendendo a falar tenta repetir os fonemas que um ou mais tutores
utilizam ou o estimulam a reproduzir. Essa criança, em suas tentativas, incorrerá em
erros, já que a fala é uma habilidade de coordenação complexa, porém, a menos que
possua condições que o impeçam de falar, eventualmente conseguirá repetir os mesmos
fonemas, e aperfeiçoará essas habilidades até ser capaz de se comunicar plenamente. Para
que essa aprendizagem ocorra, é necessário que o sistema nervoso do bebê se adapte à
novos est́ımulos, formando novas sinapses nervosas, o que torna posśıvel a construção de
novas habilidades. Na Figura 2.1 encontra-se uma representação de um neurônio.

Segundo Rauber (2005), o neurônio é uma célula, com núcleo e corpo, que transmite
informações através de reações qúımicas e impulsos elétricos, que percorrem o axônio
até chegar nas sinapses. Essas, então, disparam substâncias qúımicas aos dendrites do
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Logo,

E =
201∑

i=1

(axi + b− ygi)
2.

Observe que a função E = E(a, b) ≥ 0, ∀(a, b) ∈ R2, isto é, é uma função limitada
inferiormente e portanto, esta tem um ponto de mı́nimo. Este ponto pode ser determinado
encontrando os pontos cŕıticos da função.

∂E

∂a
= 0,

∂E

∂b
= 0.

Logo,

∂E

∂a
=

201∑

i=1

2(axi + b− ygi)xi = 0

=⇒ a
201∑

i=1

x2
i + b

201∑

i=1

xi =
201∑

i=1

ygixi,

∂E

∂b
=

201∑

i=1

2(axi + b− ygi) = 0

=⇒ a
201∑

i=1

xi + 201b =
201∑

i=1

ygi ,

obtendo o seguinte sistema de equações





a
201∑
i=1

x2
i + b

201∑
i=1

xi =
201∑
i=1

ygixi

a
201∑
i=1

xi + 201b =
201∑
i=1

ygi

Escrevendo na forma matricial, tem-se que Ax = Y , em que

A =




201∑
i=1

x2
i

201∑
i=1

xi

201∑
i=1

xi 201


 ; x =

(
a
b

)
e Y =




201∑
i=1

ygixi

201∑
i=1

ygi


.

A solução do sistema é dada pela função f(x) = 2, 9728x − 0, 9962, representada na
Figura 2.4.
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Figura 2.4: Reta obtida pelo método dos mı́nimos quadrados para
os pontos gerados. Fonte: Elaborada pelo autor.

O coeficiente de determinação (r2) é dado por 0.8789. Para maiores detalhes sobre o
método, veja a definição em Bussab e Morettin (1987).

2.1.2 Método do Gradiente Descendente

Sejam os vetores y e ye, sendo estes os valores reais de uma variável e os valores
estimados para a mesma, respectivamente. O erro quadrático médio entre y e ye é dado
por:

Eqm =
1

2
(̇ye − y)2. (2.2)

Considerando que ye = ye(a, b) é um parâmetro, a depender de duas variáveis a e b
ajustáveis, pode-se considerar que Eqm é um parabolóide. O método dos gradientes
descendentes consiste em encontrar o ponto de mı́nimo do parabolóide supracitado, como
representado na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Parabolóide gerado pelo Método do Gradiente Descendente.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Para corrigir os parâmetros a e b, tem-se que:

aj = aj−1 − α
∂Eqm

∂a
, (2.3)

bj = bj−1 − α
∂Eqm

∂b
. (2.4)

em que α > 0 é a taxa de aprendizagem do algoritmo e j representa o número da iteração
realizada no método. Além disso, pela regra da cadeia tem-se que:

∂Eqm

∂a
=

∂Eqm

∂ye
·
∂ye
∂a

, (2.5)

∂Eqm

∂b
=

∂Eqm

∂ye
·
∂ye
∂b

. (2.6)

A seguir, tem-se um exemplo de utilização do método dos gradientes descendentes.

Exemplo 2.2. Utilizando os mesmos pontos gerados anteriormente, e tendo como obje-
tivo obter uma reta, inicia-se o processo definindo a função do erro quadrado médio.

Eqm =
1

2

201∑

i=1

(f(xi)− ygi)
2 =

1

2

201∑

i=1

(axi + b− ygi)
2.

Logo, tem-se que

∂Eqm

∂a
=

∂Eqm

∂f

∂f

∂a
=

201∑

i=1

(axi + b− ygi)xi

201
;
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∂Eqm

∂b
=

∂Eqm

∂f

∂f

∂b
=

201∑

i=1

(axi + b− ygi)

201
.

Para o exemplo é considerado α = 0, 1. O método necessita de um “chute inicial” para
iniciar os processos de otimização dos parâmetros, sendo escolhida a reta f0(x) = 2x+1,
além das equações 2.3 e 2.4. Após todo o procedimento, os resultados obtidos encontram-
se na Figura 2.6.

Figura 2.6: Reta obtida pelo método do gradiente descendente
para os pontos gerados. Fonte: Elaborada pelo autor.

A reta obtida é dada pela função f(x) = 3, 124x− 1, 1736. O coeficiente de determinação
(r2) foi de 0.8789.

Na próxima seção é detalhada a rede neuro-fuzzy empregada no trabalho, baseada
em Jang (1993), Negnevitsky (2005) e Freitas (2021). Além, do toolbox livre utilizado
para obtenção de dados da velocidade do som no ar e o SBRF obtido.

2.2 ANFIS

A Adaptative Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS), é uma rede neuro-fuzzy com-
posta por 5 camadas, ligadas por pesos unitários. Cada camada da rede é responsável
por um processo. O resultado obtido pela mesma é um SBRF, cujo método de inferência
é o de Takagi-Sugeno, em que as sáıdas do sistema são funções das variáveis de entrada.
A arquitetura da rede está representada na Figura 2.7.
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O software Matlab utiliza a raiz do erro quadrado médio como medida de imprecisão
em cada ponto de treinamento, a cada iteração. Esse método é nomeado por Root Mean
Square Error(RMSE), cuja fórmula é:

RMSE =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

(y
(5)
i − y)2; (2.17)

em que n é o número de dados de treinamento, y
(5)
i são as sáıdas do SBRF gerado e y são

os dados de treinamento.

2.2.1 Algoritmo de Aprendizagem do ANFIS

O ANFIS utiliza um algoritmo de aprendizagem em duas fases. Este utiliza o método
dos mı́nimos quadrados para otimizar os parâmetros {ki0; ki1; ki2}, além do método do
gradiente descendente para otimizar os parâmetros das funções de pertinência da 1ª ca-
mada. Como dito anteriormente, o ANFIS inicia o processo com funções igualmente
espaçadas, cobrindo todo o domı́nio dos dados de treinamento utilizados.

A partir das estimativas iniciais e dos valores de entrada, considerando um número
P de combinação entrada-sáıda, o ANFIS calcula as seguintes P equações:





Y1 = ω1(1)f1(1) + . . .+ ωn(1)fn(1)
...

Yp = ω1(p)f1(p) + . . .+ ωn(p)fn(p)
...

YP = ω1(P )fp(P ) + . . .+ ωn(P )fn(P )

; (2.18)

em que fi = ki0 + ki1x1 + . . .+ kinxm, para i = 1, . . . , n, sendo m é o número de variáveis
de entrada, n o número de nós da terceira camada e Y (p) é a sáıda para as entradas
x1(p), . . . , n(p). Assim, essa equação pode ser escrita na forma Y = Ak, em que:

Y =



Y1
...
YP


 ; (2.19)

A =




ω1 ω1x1(1) . . . ω1xm(1) . . . ωnx1(1) . . . ωnxm(1)
...

...
...

...
...

...
...

...
ω1 ω2x1(2) . . . ωnxm(2) . . . ωnx1(2) . . . ωnxm(2)
...

...
...

...
...

...
...

...
ω1 ω1x1(p) . . . ω1xm(p) . . . ωnx1(p) . . . ωnxm(p)
...

...
...

...
...

...
...

...
ω1 ω1x1(1) . . . ω1xm(P ) . . . ωnx1(P ) . . . ωnxm(P )




; (2.20)
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k =




k10
k11
k12
. . .
k1P
k20
. . .
k2P
. . .
kn0
. . .
knP




. (2.21)

A solução desse sistema é calculada através do método dos mı́nimos quadrados, mi-
nimizando ∥Ak− y∥. Após isso, calculam-se as sáıdas estimadas pela rede ANFIS. Essas
são representadas por ye.

A partir dos dados de treinamento e dos coeficientes obtidos pela iteração do ANFIS,
é posśıvel utilizar o método dos mı́nimos quadrados. Inicia-se o processo calculando o
vetor do erro e do erro quadrado médio, dados respectivamente por:

e = ye − y; (2.22)

Eqm =
1

2
(ye − y)2. (2.23)

Segundo Sandmann (2006), as derivadas parciais utilizadas no problema são dadas
por:

∂E

∂a
=

∂E

∂e
·
∂e

∂y
·

∂y

∂ωifi
·
∂ωifi
∂ωi

·
∂ωi

∂ωi

·
∂ωi

∂µAi

·
∂µAi

∂a
; (2.24)

∂E

∂b
=

∂E

∂e
·
∂e

∂y
·

∂y

∂ωifi
·
∂ωifi
∂ωi

·
∂ωi

∂ωi

·
∂ωi

∂µAi

·
∂µAi

∂b
. (2.25)

Dáı, tem-se que
∂E

∂e
=

∂(1
2
e2)

∂e
= e; (2.26)

∂e

∂y
=

∂(ye − y)

∂y
= −1; (2.27)

∂y

∂(ωifi)
=

∂(ωifi)

∂(ωifi)
= 1; (2.28)

∂(ωifi)

∂ωi

= fi; (2.29)

∂ωi

∂ωi

=

∂




ωi

4∑
i=1

ωi




∂ωi

=

(
4∑

j=1

ωj)− ωi

(
4∑

j=1

ωj)2
=

ωi(1− ωi)

ωi

; (2.30)

∂ωi

∂µAi

=
ωi

µAi

. (2.31)
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Exemplo do Cálculo das Derivadas Parciais

Para o cálculo dos parâmetros descritos anteriormente é considerada uma função
trapezoidal, conforme a expressão da função de pertinência (2.9). Como somente as retas
da forma f(x) = ax + b são ajustadas em cada intervalo, podemos tratar o ajuste dos
parâmetros de cada função f(x) separadamente. A seguir, são realizados os cálculos para
as expressões (2.24) e (2.25):

∂µAi

∂a
=





x, se x0 ≤ x < x1;
0, se x1 ≤ x ≤ x2

x, se x2 < x ≤ x3

0, caso contrário

; (2.32)

∂µAi

∂b
=





1, se x0 ≤ x < x1

0, se x1 ≤ x ≤ x2

1, se x2 < x ≤ x3

0, caso contrário

. (2.33)

Então, tem-se que:

∂E

∂a
= e · (−1) · 1 · fi ·

ωi(1− ωi)

ωi

·
ωi

µAi

·
∂µAi

∂a
; (2.34)

∂E

∂b
= e · (−1) · 1 · fi ·

ωi(1− ωi)

ωi

·
ωi

µAi

·
∂µAi

∂b
. (2.35)

E, portanto:

∂E

∂a
=





−(ye − y) · (ki0x1 + ki1x2 + ki2) ·
ωi(1− ωi)

µAi

· x, se x0 ≤ x < x1 ou x2 ≤ x ≤ x3

0, caso contrário
;

(2.36)

∂E

∂b
=





−(ye − y) · (ki0x1 + ki1x2 + ki2) ·
ωi(1− ωi)

µAi

, se x0 ≤ x < x1 ou x2 ≤ x ≤ x3

0, caso contrário
.

(2.37)

Com a construção teórica para o ANFIS detalhada, é necessário obter os dados que
são utilizados no treinamento e validação do SBRF gerado.

2.3 CANTERA

Segundo Goodwin et al. (2023), o CANTERA é um conjunto de ferramentas de código
aberto para problemas envolvendo cinética qúımica, termodinâmica e problemas de trans-
ferência de massa. Entre outras funções, esse toolbox é capaz de gerar dados da velocidade
do som a partir da composição qúımica do meio, além de fatores espećıficos, como por
exemplo, a temperatura do material.

Para fins de estudo do trabalho, o fluido escolhido como base é o ar. Para formulação
do SBRF, a partir do ANFIS, as duas variáveis de entrada são a umidade absoluta (u),que
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se refere à porcentagem de água presente na composição do ar, tendo esta variado entre
0% e 5% (MORAES, 2017), e a temperatura (θ).

Como o trabalho trata da cóclea, um orgão localizado no interior do ouvido interno,
foram escolhidas temperaturas que representem situações entre a hipotermia moderada e
febre extremas. As informações foram retiradas de Laganá, Faro e Araújo (1992) e Silva,
Luz e Nery (2013). Logo, para gerar os dados de velocidade do som, foram escolhidas
temperaturas entre 28 °C e 42 °C.

Escolhidas as variações de umidade e temperatura, foram gerados 846 dados de trei-
namento, além de 360 dados diferentes, que são utilizados para validação do SBRF obtido
posteriormente. Essa quantidade corresponde à 29, 85% do total de 1206 dados gerados.

2.4 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy do Tipo 1

para obter a Velocidade do Som

Nesta seção são apresentados o SBRF do tipo 1 obtido através do ANFIS, além da
construção do SBRF do tipo 2 intervalar utilizado no trabalho, baseado no SBRF do
tipo 1.

2.4.1 Sistema Baseado em Regras Fuzzy do Tipo 1 o através de

Rede Neuro-Fuzzy

Tendo os dados de treinamento da velocidade do som determinados pelo CANTERA,
os parâmetros de treinamento do ANFIS são definidos por:

– A variável lingúıstica da temperatura é composto por 4 funções trapezoidais;

– A variável lingúıstica da umidade é composto por 3 funções trapezoidais;

– No processo de aprendizagem são realizadas 150 iterações.

– O RMSE obtido é de 0, 00599528180531687.

Após todas as iterações, o ANFIS retorna um SBRF do tipo 1, cujas funções de
pertinência da temperatura obtidas são:

µθbaixa
(x) =





1, se x < 29, 42

−0, 53475x+ 16, 73262, se 29, 42 ≤ x ≤ 31, 29

0, caso contrário
; (2.38)

µθmédia
(x) =





0, 53475x− 15, 72727, se 29, 41 ≤ x < 31, 28

1, se 31, 28 ≤ x < 34, 08

−0, 5291x+ 19, 03174, se 34, 08 ≤ x < 35, 97

0, caso contrário

; (2.39)

µθalta
(x) =





0, 54054x− 18, 43243, se 34, 1 ≤ x < 35, 95

1, se 35, 95 ≤ x < 38, 72

−0, 55865x+ 22, 63128, se 38, 72 ≤ x < 40.51

0, caso contrário

; (2.40)

µθmuito alta
(x) =





0, 53191x− 20, 59042, se 38, 71 ≤ x < 40, 59

1, se x ≥ 40, 59

0, caso contrário
. (2.41)

47



Os gráficos das funções de pertinência da temperatura com domı́nio [0, 42] estão
representados na Figura 2.9.

Figura 2.9: Funções de pertinência da temperatura. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

As funções de pertinência para a umidade obtidas são:

µubaixa
(x) =





1, se x ≤ 0, 756;

−1, 00401x+ 1, 75903, se 0, 756 ≤ x < 1, 752

0, caso contrário
; (2.42)

µumédia
(x) =





1, 01286x− 0, 77858, se 0, 7687 ≤ x < 1, 756

1, se 1, 756 ≤ x < 3, 245

−1, 0124x+ 4, 28441, se 3, 245 ≤ x < 4, 233

0, caso contrário

; (2.43)

µualta
(x) =





1, 003x− 3, 25777, se 3, 248 ≤ x < 4, 245

1, se x ≥ 4, 245

0, caso contrário
. (2.44)

Os gráficos das funções de pertinência para a umidade com domı́nio [0, 5] estão re-
presentados na Figura 2.10.

Figura 2.10: Funções de pertinência da umidade. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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As 12 regras fuzzy obtidas pelo ANFIS são:

1. Se θ é baixa e u é baixa então c1 = 0, 5706θ + 0, 55u+ 332, 5;

2. Se θ é baixa e u é média então c2 = 0, 572θ + 0, 5557u+ 332, 4;

3. Se θ é baixa e u é alta então c3 = 0, 5735θ + 0, 5746u+ 332, 3

4. Se θ é média e u é baixa então c4 = 0, 567θ + 0, 5539u+ 332, 6;

5. Se θ é média e u é média então c5 = 0, 5691θ + 0, 5588u+ 332, 5;

6. Se θ é média e u é alta então c6 = 0, 5705θ + 0, 5779u+ 332, 4;

7. Se θ é alta e u é baixa então c7 = 0, 5626θ + 0, 5544u+ 332, 8;

8. Se θ é alta e u é média então c8 = 0, 5651θ + 0, 5634u+ 332, 6;

9. Se θ é alta e u é alta então c9 = 0, 5648θ + 0, 584u+ 332, 6;

10. Se θ é muito alta e u é baixa então c10 = 0, 5607θ + 0, 563u+ 332, 8;

11. Se θ é muito alta e u é média então c11 = 0, 5656θ + 0, 571u+ 332, 6;

12. Se θ é muito alta e u é alta então c12 = 0, 5616θ + 0, 5871u+ 332, 7.

O SBRF do ANFIS foi validado a partir do RMSE, definido por:

RMSE =

√√√√ 1

n
·

n∑

i=1

(ygi − yi)2 (2.45)

em que ygi são as velocidades obtidas pelo SBRF do tipo 1, yi são as velocidades do som
utilizadas na validação do sistema e n é o número destes dados. O erro alcançado é da
ordem 10−3.

A superf́ıcie que representa a velocidade do som, gerada a partir do SBRF para valores
de temperatura (θ) no intervalo [28°C, 42°C] e umidade (u) no intervalo [0, 5] com grade
15× 15 na Figura 2.11.

Figura 2.11: Superf́ıcie gerada pelo SBRF do tipo 1. Fonte: Elaborada
pelo autor.

A partir do SBRF obtido, é posśıvel construir um SBRF do tipo 2 intervalar através
das técnicas descritas no Caṕıtulo 1.
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µ
θmédia

(x) =





0, 53366x− 16, 19492, se 30, 35 ≤ x < 33, 23

0, 95, se 32, 13 ≤ x < 33, 23;

−0, 53038x+ 18, 57610, se 33, 23 ≤ x < 35, 02

0, caso contrário

; (2.48)

µθmédia
(x) =





0, 53366x− 15, 69485, se 29, 41 ≤ x < 31, 28

1, se 31, 28 ≤ x < 34, 08

−0, 53038x+ 19, 07611, se 34, 08 ≤ x < 35, 97

0, caso contrário

; (2.49)

µ
θalta

(x) =





0, 54046x− 18, 92849, se 35, 02 ≤ x < 36, 78

0, 95, se 36, 78 ≤ x < 37, 91

−0, 55735x+ 22, 08015, se 37, 91 ≤ x < 39, 61

0, caso contrário

; (2.50)

µθalta
(x) =





0, 54045x− 18, 42843, se 34, 1 ≤ x < 35, 95

1, se 35, 95 ≤ x < 38, 72

−0, 55735x+ 22, 58027, se 38, 72 ≤ x < 40.51

0, caso contrário

; (2.51)

µ
θmuito alta

(x) =





0, 53284x− 21, 12603, se 39, 65 ≤ x < 41, 43

0, 95, se x ≥ 41, 43

0, caso contrário
; (2.52)

µθmuito alta
(x) =





0, 53284x− 20, 62598, se 38, 71 ≤ x < 40, 59

1, se x ≥ 40, 59

0, caso contrário
. (2.53)

Na Figura 2.13 é apresentada a FOU da variável de entrada temperatura.

Figura 2.13: FOU da variável de entrada temperatura. Fonte:
Elaborada pelo autor.
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As funções de pertinência para a umidade obtidas são:

µ
ubaixa

(x) =





0, 95, se x ≤ 0, 308

−1, 00402x+ 1, 25900, se 0, 308 ≤ x < 1, 254

0, caso contrário
; (2.54)

µubaixa
(x) =





1, se x ≤ 0, 308

−1, 05687x+ 1, 32527, se 0, 608 ≤ x < 1, 254

0, caso contrário
; (2.55)

µ
umédia

(x) =





1, 01292x− 1, 27868, se 1, 26 ≤ x < 2, 2

0, 95, se 2, 2 ≤ x < 2, 8;

−1, 01176x+ 3, 78267, se 2, 8 ≤ x < 3, 74

0, caso contrário

; (2.56)

µumédia
(x) =





1, 01291x− 0, 77866, se 0, 7687 ≤ x < 1, 756

1, se 1, 756 ≤ x < 3, 2445

−1, 01177x+ 4, 28271, se 3, 2445 ≤ x < 4, 233

0, caso contrário

; (2.57)

µ
ualta

(x) =





1, 00368x− 3, 76016, se 3, 75 ≤ x < 4, 693

1, se x ≥ 4, 693

0, caso contrário
; (2.58)

µualta
(x) =





1, 00368x− 3, 26015, se 3, 248 ≤ x < 4, 245

1, se x ≥ 4, 245

0, caso contrário
. (2.59)

Na Figura 2.14 é apresentada a FOU da variável de entrada umidade.

Figura 2.14: FOU da variável de entrada umidade. Fonte: Elaborada pelo
autor.
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As 12 regras são obtidas utilizando os parâmetros calculados pela ANFIS como centro
do intervalo e amplitudes de 0, 1 para os coefientes intervalares que acompanham θ e u,
além de uma amplitude de 1 para o termo independente. Assim, obtém-se as seguintes
regras:

1. Se θ é baixa e u é baixa, então c1 = [0, 5606, 0, 5806]θ + [0, 45, 0, 65]u+ [331, 5, 333, 5];

2. Se θ é baixa e u é média, então c2 = [0, 472, 0, 672]θ+[0, 4557, 0, 6557]u+[331, 4, 333, 4];

3. Se θ é baixa e u é alta, então c3 = [0, 4735, 0, 6735]θ+[0, 4746, 0, 6746]u+[331, 3, 333, 3]

4. Se θ é média e u é baixa, então c4 = [0, 467, 0, 667]θ+[0, 4539, 0, 6539]u+]331, 6, 333, 6];

5. Se θ émédia e u émédia, então c5 = [0, 4691, 0, 6691]θ+[0, 4588, 0, 6588]u+[331, 5, 333, 5];

6. Se θ é média e u é alta, então c6 = [0, 4705, 0, 6705]θ+[0, 4779, 0, 6779]u+[331, 4, 333, 4];

7. Se θ é alta e u é baixa, então c7 = [0, 4626, 0, 6626]θ+[0, 4544, 0, 6544]u+[331, 8, 333, 8];

8. Se θ é alta e u é média, então c8 = [0, 4651, 0, 6651]θ+[0, 4634, 0, 6634]u+[331, 6, 333, 6];

9. Se θ é alta e u é alta, então c9 = [0, 4648, 0, 6648]θ + [0, 484, 0, 684]u+ [331, 6, 333, 6]

10. Se θ é muito alta e u é baixa, então c10 = [0, 4607, 0, 6607]θ + [0, 463, 0, 663]u +

[331, 8, 333, 8];

11. Se θ é muito alta e u é média, então c11 = [0, 4656, 0, 6656]θ + [0, 471, 0, 671]u +

[331, 6, 333, 6];

12. Se θ é muito alta e u é alta, então c12 = [0, 4616, 0, 6616]θ + [0, 4871, 0, 6871]u +

[331, 7, 333, 7].

Na Figura 2.15, são apresentadas três superf́ıces geradas pelo SBRF do tipo 2 inter-
valar, para os valores da temperatura (θ) no intervalo [28°C, 42°C] e da umidade (u) no
intervalo [0, 5] com grade 15×15. Estas superf́ıcies são geradas pelos pontos obtidos pelos
cL, pelos pontos defuzzificados c e pelos cR, mostrando que as superf́ıcies apresentam o
mesmo comportamento, com valores diferentes. Note que existe uma faixa que contém as
três superf́ıcies, sendo aproximações de planos.

Figura 2.15: Superf́ıcies geradas pelo SBRF do tipo 2 intervalar. Fonte:
Elaborada pelo autor.

É importante notar também que, como o SBRF do tipo 2 intervalar foi constrúıdo a
partir da sáıda do ANFIS, assim, as superf́ıcies do SBRF do tipo 1 e a sáıda defuzzificada
do SBRF do tipo 2 intervalar se sobrepõem, como pode ser observado na Figura 2.16.
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Figura 2.16: Sobreposição das superf́ıcies do tipo 1 e do tipo 2 intervalar
obtidas de valores defuzzificados. Fonte: Elaborada pelo autor.

No próximo caṕıtulo, é apresentado o referencial teórico do método numérico que é
utilizado para obter as aproximações das soluções das equações da onda acústica unidi-
mensionais elaborados nesta dissertação.
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Caṕıtulo 3

Método das Diferenças Finitas

Unidimensional e Bidimensional

As equações diferenciais são úteis para modelar inúmeros problemas envolvendo as
mais variadas áreas do conhecimento. Dada sua aplicabilidade e importância, esse tipo
de modelagem tem sido objeto de estudo da matemática. Além de resolução anaĺıticas
de problemas, é comum que se desenvolvam métodos numéricos para a aproximação de
soluções destes tipos de equação.

Os métodos numéricos se baseiam em processos de discretização, ou seja, reduzem um
problema do cont́ınuo à um problema discreto, com um número finito de variáveis, que
pode ser computado. Os métodos numéricos para aproximação da solução de equações
diferenciais escolhidos para este trabalho são: o Método das Diferenças Finitas (MDF) e
o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Neste caṕıtulo, são apresentadas as aproximações numéricas para uma equação di-
ferencial unidimesional e uma equação de Poisson bidimensional com domı́nio regular
utilizando o Método das Diferenças Finitas Centradas. A seguir, são apresentados con-
ceitos importantes para compreensão do MDF.

3.1 Classificação de Equações Diferenciais Parciais

de Segunda Ordem

Sejam duas funções, p : R2 −→ R e g : R2 −→ R, a representação geral de uma equação
diferencial de segunda ordem é:

apxx + bpxy + cpyy + dpx + epy + fp = g. (3.1)

em que, a, b, c, d, e e f são constantes, ou funções conhecidas das variáveis do domı́nio
R2. As funções a, b e c são tais que:

a2 + b2 + c2 ̸= 0. (3.2)

No caso em que essas funções são constantes, torna-se posśıvel uma classificação da
equação diferencial parcial de segunda ordem, em analogia às equações cônicas, estudadas
em Geometria Anaĺıtica, como pode ser visto em Winterle e Steinbruch (2000). Considere

pxx = α2, pyy = β2, pxy = αβ, px = α, py = β. (3.3)
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Então, é posśıvel escrever a função g como o seguinte polinômio:

P (α, β) = aα2 + bβ2 + cαβ + dα+ eβ + fp. (3.4)

Observe que o polinômio P (α, β) descreve a equação de uma cônica, como descrito em
Winterle e Steinbruch (2000). Logo, pode ser classificado à partir do seu discriminante
b2 − ac. Portanto, P (α, β) é uma cônica:

– Eĺıptica se b2 − ac < 0;

– Parabólica se b2 − ac = 0;

– Hiperbólica se b2 − ac < 0.

A mesma nomenclatura é utilizada para as equações diferenciais parciais de segunda
ordem.

Outra definição importante utilizada no trabalho é o Laplaciano.

Definição 3.1. Seja uma função p : R2 −→ R. Define-se o Laplaciano (∆) de p por:

∆p =
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
.

Para estudo dos métodos de aproximação numérica, é necessário também definir o
que é a ordem do erro de uma aproximação.

Definição 3.2. Seja F (x, h) uma fórmula de diferenças que aproxima a derivada de ordem (q)
de uma função y(x) com erro ε(x, h). então:

y(q)(x) = F (x, h) + ε(x, h). (3.5)

Dizemos que a fórmula F (x, h) é de ordem p se ϵ(x, h) = hpR(x), em que R(x) não depende de

h. Neste caso, é utilizada a notação ε(x, h) = O(hp), indicando que lim
h→0

ε(x, h)

hp
é uma constante

finita.

3.2 Definição da Malha

3.2.1 Domı́nio Unidimensional

Seja o intervalo fechado [a, b] correspondente ao domı́nio de uma função p(x). Defi-
nindo-se um número n+1 de pontos desejados para a discretização, sendo x0 = a e xn = b.
Para calcular o espaçamento h entre os pontos da discretização, basta utilizar a seguinte
fórmula:

h =
xn − x0

n
. (3.6)

Definido o espaçamento h, o conjunto dos pontos de discretização é formado pelos
pontos xi = x0 + ih. A representação gráfica de uma discretização unidimensional se
encontra na Figura 3.1.

56





3.3 Diferenças Finitas Centradas para Problemas Uni-

dimensionais

O método das diferenças finitas centradas se baseia na combinação de duas expansões
finitas da série de Taylor, o que permite a aproximação das derivadas presentes em uma
equação diferencial. Considere uma função p com domı́nio D = [x0, xn] discretizado em
(n + 1) pontos igualmente espaçados, com espaçamento h, e seja xi um ponto qualquer
desse conjunto. Aproximando o valor de xi + h através da série de Taylor (CUMINATO;
MENEGUETTE, 2013):

p(xi + h) = p(xi) + hp
′

(xi) +
h2

2!
p

′′

(xi) +
h3

3!
p

′′′

(xi) + . . . . (3.8)

Truncando a série na terceira derivada, tem-se que:

p(xi + h) = p(xi) + hp
′

(xi) +
h2

2!
p

′′

(xi) +
h3

3!
p

′′′

(ξ1), (3.9)

em que xi < ξ1 < xi + h. Esta aproximação é chamada de diferença progressiva. Para
calcular a diferença atrasada, basta expandir a série com o mesmo truncamento, porém
utilizando p(xi − h). Logo tem-se:

p(xi − h) = p(xi)− hp
′

(xi) +
h2

2!
p

′′

(xi)−
h3

3!
p

′′′

(ξ2), (3.10)

em que xi − h < ξ2 < xi, sendo esta chamada de diferença atrasada. Para calcular a
diferença centrada, basta subtrair as equações (3.9) e (3.10). Logo,

p(xi + h)− p(xi − h) = 2hp
′

(xi) +
h3

3!
[p

′′′

(ξ1) + p
′′′

(ξ2)]. (3.11)

Isolando p′(x), tem-se

p′(xi) =
p(xi + h)− p(xi − h)

2h
−

h2

3!

[
1

2
(p′′′(ξ1) + p′′′(ξ2))

]

p′(xi) =
p(xi + h)− p(xi − h)

2h
−

h2

3!
y′′′(ξ) (3.12)

em que ξ ∈ (xi − h, xi + h) e é utilizado o teorema do valor intermediário para funções
cont́ınuas (LIMA, 1976)

1

2
[p′′′(ξ1) + p′′′(ξ2)] = y′′′(ξ)

para algum ξ ∈ [min{ξ1, ξ2},max{ξ1, ξ2}].

É importante salientar que o erro é de ordem O(h2). De forma simplificada, pode-se
dizer que:

p
′

(xi) ≈
p(xi + h)− p(xi − h)

2h
. (3.13)

Para calcular as aproximações da derivada segunda de uma função, utiliza-se nova-
mente a série de Taylor, porém truncando a expressão na quarta derivada. Tem-se então
que a diferença progressiva é dada por:

p(xi + h) = p(xi) + hp
′

(xi) +
h2

2!
p

′′

(xi) +
h3

3!
p

′′′

(xi) +
h4

4!
p(4)(ξ1). (3.14)
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De maneira semelhante, a diferença atrasada é dada por:

p(xi − h) = p(xi)− hp
′

(xi) +
h2

2!
p

′′

(xi)−
h3

3!
p

′′′

(xi) +
h4

4!
p(4)(ξ2); (3.15)

Somando as equações (3.14) e (3.15), obtém-se:

p(xi − h) + p(xi + h) = 2p(xi) + h2p′′(xi) +
h4

12

[
1

2
(p(4)(ξ1) + p(4)(ξ2))

]
,

(3.16)

isolando p′′(xi), tem-se:

p′′(xi) =
p(xi + h)− 2p(xi) + y(xi − h)

h2
−

h2

12
p(4)(ξ) (3.17)

em que ξ ∈ (xi − h, xi + h), com

1

2
[y(4)(ξ1) + y(4)(ξ2)] = y(4)(ξ)

para algum ξ ∈ [min{ξ1, ξ2},max{ξ1, ξ2}].

Logo, o erro de aproximação é de ordem O(h2) e, de forma simplificada, tem-se:

p
′′

(xi) ≈
p(xi + h)− 2p(xi) + p(xi − h)

h2
. (3.18)

Para calcular as diferenças finitas com relação ao tempo, tem-se:

∂p2(xi, tj)

∂2t
≈

p
j+1
i − 2pji + p

j−1
i

∆t2
; (3.19)

em que ∆t é o espaçamento do tempo t, pji = p(xi, tj), sendo i e j os ı́ndices das variáveis
x e t, respectivamente. Segue um exemplo de resolução de uma equação diferencial uni-
dimensional de segunda ordem, através do MDF.

Exemplo 3.1. Considere o seguinte problema de valor inicial:





−
d2p

dx2
= cos(x), em [0, 1]

p(0) = p(1) = 0

. (3.20)

Deseja-se aproximar as soluções da equação diferencial à partir do MDF, utilizando 51
pontos de discretização. Considerando a equação (3.20) para o ponto xi, tem-se:

p
′′

(xi) ≈
p(xi + h)− 2p(xi) + p(xi − h)

h2
;

para i = 1, . . . , n− 1.

Logo,

−
p(xi + h)− 2p(xi) + p(xi − h)

h2
= cos(xi) =⇒ −p(xi + h) + 2p(xi)− p(xi − h) = h2cos(xi);
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para i = 1, . . . , n− 1.

Na forma matricial, têm-se:




2 −1 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 . . . 0 −1 2


 .




p(x1)
p(x2)
...

p(xn−2)
p(xn−1)




=




h2cos(x1)
h2cos(x2)

...
h2cos(xn−2)
h2cos(xn−1)




.

A representação gráfica do resultado obtido com a resolução do sistema linear com as
condições p(0) = p(1) = 0 para h = 0, 1, encontra-se na Figura 3.3

Figura 3.3: Aproximação da solução da equação (3.20) pelo MDF. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Um estudo acerca dos erros da aproximação é apresentado no próximo caṕıtulo, ao
comparar o MDF com o método dos elementos finitos.

3.4 Diferenças Finitas Centradas para Problemas Bi-

dimensionais com Domı́nio Regular

Sejam o domı́nio R = [a1, b1] × [a2, b2] e uma função p : R2 −→ R. Considera-se
também a seguinte discretização:

Rh = {(xi, yj) = (x0 + ih, y0 + jk), i, j = ±1,±, 2, . . .}; (3.21)

em que h e k representam o espaçamento na variável x e y respectivamente, não sendo
necessariamente iguais.
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Como na anterior, é posśıvel aproximar as derivadas parciais de p(x, y) através da série
de Taylor. Assim, utilizando as diferenças centradas discutidas anteriormente tem-se que:

px(x, y) ≈
p(x+ h, y)− p(x− h, y)

2h
, com erro de ordem O(h2);

py(x, y) ≈
p(x, y + k)− p(x, y − k)

2k
, com erro de ordem O(h2);

pxx(x, y) ≈
p(x+ h, y)− 2p(x, y) + p(x− h, y)

h2
, com erro de ordem O(h2);

pyy(x, y) ≈
p(x, y + k)− 2p(x, y) + p(x, y − k)

k2
, com erro de ordem O(h2).

(3.22)

Para simplificar a notação, considera-se que:

p(xi, yj) = pi,j ;

p(xi + h, yj) = pi+1,j ;

pxi − h, yj) = pi−1,j ;

p(xi, yj + k) = pi,j+1;

p(xi, yj − k) = pi,j−1.

(3.23)

Logo,

px(x, y) ≈
pi+1,j − pi−1,j

2h
;

py(x, y) ≈
pi,j+1 − pi,j−1

2k
;

pxx(x, y) ≈
pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

h2
;

pyy(x, y) ≈
pi,j+1 − 2pi,j + pi,j+1

k2
.

(3.24)

Com as aproximações das derivadas parciais descritas, é posśıvel discretizar o Lapla-
ciano:

∆u =
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
≈

pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j

h2
+

pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

k2
. (3.25)

É importante notar que a discretização envolve, em cada ponto da malha, os valores
que a solução possui em seus 4 pontos cardeais. Essa discretização está representada
graficamente na Figura 3.4.

Com a discretização do Laplaciano deduzida através do MDF, é posśıvel aproximar
a solução de uma equação diferencial parcial de segunda ordem eĺıptica. Considere o
seguinte problema:

{
∆p = f(x, y), em Ω;

p = g(x, y), em ∂Ω.
(3.26)

em que,
Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly}. (3.27)

sendo Lx e Ly os comprimentos do domı́nio retangular Ω nas direções x e y, respectiva-
mente.
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{
∆p = 1, em Ω = [0, 5]× [0, 5];
p = 0, em ∂Ω. (3.34)

Inicia-se o processo definindo a malha. Nesse exemplo, é utilizada uma malha igualmente
espaçada em que M e N representam a quantidade de pontos interiores de Ω, nas direções x
e y, respectivamente. Como o domı́nio Ω é quadrado, tem-se que M = N . Sejam h e k os
espaçamentos nos sentidos horizontal e vertical, respectivamente. Assim tem-se h = k. Logo, o
domı́nio discretizado será da forma:

Rh = {(xi, yj) = (x0 + i.h, y0 + j.h, i, j = 1, 2, . . . , 20};

em que x0 = y0 = 0.

A equação discretizada empregando o MDF é:

pi+1,j − 2pi,j + pi−1,j + pi,j+1 − 2pi,j + pi,j−1

h2
= 1

Logo,

pi,j−1 + pi−1,j − 4pi,j + pi+1,j + pi,j+1 = h2.

Pode-se que concluir que o sistema linear resultante é da forma A.ξ = f , em que:

A = [aij ], em que aij





−4, se i = j
1, se i = j + 1 ou i = j − 1
1, se i = j +M ou i = j −M ;
0, caso contrário

e

f =



h2

...
h2


 .

Utilizando N = M = 19, os resultados obtidos para a aproximação da solução da equação
(3.34) pelo MDF estão representados graficamente pela Figura 3.6.

Figura 3.6: Aproximação da solução da equação (3.34) pelo MDF.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Como no exemplo anterior, a comparação entre os resultados do MDF e o método
dos elementos finitos é discutida no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Método dos Elementos Finitos

Unidimensional e Bidimensional

O Método dos Elementos Finitos (MEF) possibilita a aproximação da resolução
de equações diferenciais em domı́nios irregulares. O método consiste em particionar o
domı́nio em um número finito de elementos triangulares e resolver um problema equi-
valente ao inicial (FERREIRA, 2017). Essa nova formulação é chamada de formulação
fraca. Estes elementos podem assumir diversas formas diferentes. Para a resolução dos
problemas aqui apresentados, foram escolhidos os elementos triangulares.

O MEF utiliza conceitos de análise funcional para definir a formulação fraca. Considera-
se um espaço V de funções cont́ınuas que contém a resolução do problema. V é um espaço
vetorial de dimensão infinita. Então, é feita uma restrição do mesmo, denominada por
Vh, que é subespaço vetorial de dimensão finita de V , que contém a solução pretendida.
Como Vh possui dimensão finita, é posśıvel escrever a solução p como combinação vetorial
dos elementos da base. Esse caṕıtulo é baseado nos trabalhos de Johnson (2012), Borges
(2016) e Ferreira (2017).

4.1 Formulação Fraca do Problema Unidimensional

Considere o seguinte problema de Dirichlet homogêneo unidimensional, dado por:





−
d2p

dx2
= f(x), x ∈ (0, 1)

p(0) = p(1) = 0
. (4.1)

em que f é uma função cont́ınua. No MEF, ao invés de resolver o problema (4.1), é
proposto um problema equivalente, denominado por formulação fraca do original. A
partir disso, obtém-se a solução p para o problema proposto (4.1), que é denotada por
(S), que também é a solução do problema de minimização (M) e do problema variacional
(PV ), relacionados à formulação fraca do problema inicial.

Para entender este processo, seguem algumas definições e teoremas que fundamentam o
método.

Definição 4.1. Seja V um espaço vetorial. Dizemos que L : V −→ R é uma forma linear em
V se:

L(βv + θw) = βL(v) + θL(w), ∀β, θ ∈ R e v, w ∈ V. (4.2)
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Seja a : V × V −→ R, denotada por a(·, ·). Dizemos que a é uma forma bilinear se:

a(u, βv + θw) = βa(p, v) + θa(u,w), ∀β, θ ∈ R e u, v, w ∈ V ; (4.3)

e
a(βu+ θv, w) = βa(u,w) + θa(v, w), ∀β, θ ∈ R e u, v, w ∈ V. (4.4)

A forma bilinear a(·, ·) definida em V é dita simétrica se:

a(v, w) = a(w, v), ∀v, w ∈ V. (4.5)

A forma bilinear a(·, ·) definida em V é dita definida positiva sobre V se:

a(v, v) > 0, ∀v ∈ V, v ̸= 0. (4.6)

Quando se define uma forma bilinear simétrica e definida positiva no espaço vetorial V , então
V é um espaço vetorial normado, com a norma induzida por a, denotada por ∥ · ∥a, definida
por:

∥v∥a = (a(v, v))
1

2 , ∀v ∈ V ; (4.7)

a forma bilinear simétrica definida positiva, denotada por (., .), é chamada de produto interno
definido em V , com a norma ∥ · ∥. O espaço V é também um espaço normado com norma
induzida.

Definição 4.2. Seja F o espaço das funções cont́ınuas e limitadas em [0, 1]. Então:

(u, v) =

∫ 1

0
u(x)v(x)dx; (4.8)

é um produto interno no espaço vetorial F.

Definição 4.3. Define-se o subespaço vetorial V de F:

V =

{
v : v é uma função cont́ınua em [0, 1],

dv

dx
é uma função cont́ınua

por partes e limitada em [0, 1], v(0) = v(1) = 0

}
. (4.9)

Definição 4.4. Define-se o funcional linear F : V −→ R dado por:

F (v) =
1

2
(
dv

dx
,
dv

dx
)−

∫ 1

0
fvdx. (4.10)

Consideram-se os seguintes problemas:

– Problema de minimização (M): encontrar p ∈ V tal que F (p) ≤ F (v), ∀v ∈ V ;

– Problema Variacional (PV ): encontrar p ∈ V tal que

(
dp

dx
,
dv

dx

)
=

∫ 1

0
fvdx, ∀v ∈ V .

O (PV) é obtido multiplicando o problema inicial por uma função v ∈ V qualquer e
integrando de 0 a 1. Logo,

−

∫ 1

0

d2p

dx2
vdx =

∫ 1

0
fvdx. (4.11)

Utilizando a integração por partes para resolver o membro esquerdo da equação obtém-
se:

∫ 1

0
f(x)v(x)dx =

∫ 1

0

d2p

dx2
vdx

= −

([
v(x)

dp

dx

]1

0

−

∫ 1

0

dp

dx

dv

dx
dx

)

= −

(
v(1)

dp

dx
(1)− v(0)

dp

dx
(0)−

∫ 1

0

dp

dx

dv

dx
dx

)

=

∫ 1

0

dp

dx

dv

dx
dx.
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Assim, ∫ 1

0
f(x)v(x)dx =

∫ 1

0

dp

dx

dv

dx
dx, ∀v ∈ V. (4.12)

A equação (4.12) com a condição de fronteira de Dirichlet homogênea é a formulação
fraca do problema apresentado.

Teorema 4.1. (S) ⇔ (PV ) ⇔ (M), ou seja, a solução da equação diferencial é equivalente à
solução do problema variacional que é equivalente à solução do problema de minimização.

Demonstração 4.1. (S) ⇒ (PV ).

Seja p a solução da equação diferencial −
d2p

dx2
= f .

Considere v ∈ V , realizando o produto entre a equação diferencial e v, e integrando obtém-se
que:

−

∫ 1

0

d2p

dx2
vdx =

∫ 1

0
fvdx.

Integrando por partes, tem-se:

[
−
dp

dx
v

]1

0

+

∫ 1

0

dp

dx

dv

dx
dx =

∫ 1

0
fvdx.

Logo, ∫ 1

0

dp

dx

dv

dx
dx =

∫ 1

0
fvdx.

Portanto, (
dp

dx
,
dv

dx

)

V

=

∫ 1

0
fvdx, ∀v ∈ V.

(PV ) ⇒ (S).

Se p ∈ V é solução de (PV ), então

(
p′, v′

)
V
=

∫ 1

0
fvdx, ∀v ∈ V. (4.13)

Supondo que:

p ∈ C2(I) = {funções duas vezes continuamente diferenciáveis} .

De (4.13), obtém-se

0 =

∫ 1

0
p′v′dx−

∫ 1

0
fvdx = p′v|10 −

∫ 1

0
p′′vdx−

∫ 1

0
fvdx. (4.14)

Logo,

0 = pv|10 −

∫ 1

0
(p′′ + f)vdx. (4.15)

Portanto,

∫ 1

0
(p′′ + f)vdx = 0, para todo v ∈ V . Isso implica que (p′′ + f) = 0 ⇒ −p′′ = f .

(PV ) ⇒ (M).

Seja p ∈ V solução de (PV ). Então (u‘, v‘) =
∫ 1
0 fvdx, para todo v ∈ V . Sejam v ∈ V e w ∈ V

tal que w = v − p. Isso implica que v = p+ w. Logo,
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F (v) = F (p+ w)

=
1

2
∥(p+ w)′∥2 −

∫ 1

0
f(p+ w)dx

=
1

2

(
p′ + w′, p′ + w′

)
−

∫ 1

0
fpdx−

∫ 1

0
fwdx

=
1

2
∥p′∥2 −

∫ 1

0
fpdx+

(
p′, w′

)
−

∫ 1

0
fwdx+

1

2
∥w′∥2

= F (p) +
1

2
∥w∥2F (p) ≥ F (p) ∀v ∈ V.

(4.16)

já que p é solução do (PV ). Isso implica que (p′, w′)−

∫ 1

0
fwdx = 0.

(M) ⇒ (PV ).

Seja p ∈ V solução de (M). Então:

F (p) ≤ F (v), ∀v ∈ V. (4.17)

Seja g : R −→ R e F o funcional linear dado em (4.10). Assim:

g(ϵ) = F (p+ ϵv)

=
1

2
∥p′ + ϵv′∥2 −

∫ 1

0
f(p+ ϵv)dx

=
1

2
∥p′∥+ ϵ(p′, v′) +

ϵ2

2
∥v′∥2 − ϵ

∫ 1

0
fvdx−

∫ 1

0
fpdx

(4.18)

Por (4.17) e (4.18), segue que g(0) = F (p) ≤ g(ϵ), ∀ϵ ∈ R. Isso implica que g possui mı́nimo
em ϵ = 0. Tem-se então que:

g′(0) = lim
ϵ→0

g(0 + ϵ)− g(0)

ϵ
= lim

ϵ→0

g(ϵ)− g(0)

ϵ

= lim
ϵ→0

1
2∥p

′∥+ ϵ(p′, v′) + ϵ2

2 ∥v
′∥2 − ϵ

∫ 1
0 fvdx−

∫ 1
0 fpdx− 1

2∥p
′∥+

∫ 1
0 fpdx

ϵ

= lim
ϵ→0

(p

= (u, v′)−

∫ 1

0
fvdx.

(4.19)

Segue que g′(0) = 0 = (u′, v′)−

∫ 1

0
fvdx, ∀v ∈ V . Isso implica que (p′, v′) =

∫ 1

0
fvdx, ∀v ∈ V .

Portanto, p é solução do (PV ).

É importante notar que se F : V −→ R com dim(V ) = ∞, define-se a derivada de Gateaux de
F como:

lim
ϵ→0

F (p+ ϵv)− F (p)

ϵ
=

∂F

∂v
(p).

Logo, se existir p ∈ V, F (p) ≤ F (v), ∀v ∈ V e
∂F

∂v
(p), ∀v ∈ V , então

∂F

∂v
(p) = 0.
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4.1.1 Método de Galerkin Unidimensional

Definição 4.5. Seja o espaço vetorial Vh de dimensão finita, subespaço de V . Sejam ainda
0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn < xn+1 = 1 uma partição do intervalo (0, 1), Ij = (xj−1, xj),
hj = xj − xj−1, j = 1, 2, , n+ 1 e h = maxhj. Então:

Vh =
{
v|v é cont́ınua em [0, 1] e v(0) = v(1) = 0, v|Ij é linear, para todoj ∈ J

}
. (4.20)

Suponha que p é solução do (PV ) em V . Então tem-se que (u′, v′) =
∫ 1
0 fvdx, ∀v ∈ V . Além

disso, dado vh ∈ Vh tem-se que:

(u′, v
′

h) =

∫ 1

0
fvhdx. (4.21)

Observação 4.1. O Método de Galerkin consiste na utilização do espaço definido em (4.20)
para a resolução do (PV ) que é referido como (PV )h. De maneira similar, o problema de
minimização (M)h é conhecido como método de Ritz.

Pode-se demonstrar que (PV )h ⇔ (M)h em Vh de maneira semelhante à utilizada na ante-
rior. Essa equivalência caracteriza o método de Ritz-Galerkin.

Definição 4.6. Sejam Ph uma partição do intervalo [0, 1] e Vh um espaço vetorial como em
(4.20). Então, as funções φj : R −→ R da forma:

φj(x) =





x− xj−1

hj
, se x ∈ [xj−1, xj ]

xj+1 − x

hj
, se x ∈ [xj , xj+1]

0, caso contrário

; (4.22)

formam uma base para o espaço Vh.

A Figura 4.1 ilustra as funções φ de uma partição Ph.

Figura 4.1: Funções de base do espaço Vh. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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Observação 4.2. Como o conjunto {φj}
n
j=1 é uma base de Vh, para qualquer v ∈ V , existe

uma única forma de escrever v(x) como combinação linear de elementos de φ. Ou seja:

v(x) =

n∑

i=1

v(xi)φi(x), ∀x ∈ [0, 1]. (4.23)

Isso implica que dim(Vh) = n. Tem-se então que, ao escolher qualquer v ∈ Vh, é equivalente à
escolher v = φj com j = 1, . . . , n. Portanto:

(p
′

h, φ
′

h) =

∫ 1

0
fφjdx, ∀j = 1, . . . , n. (4.24)

Como ph ∈ Vh, tem-se que:

ph(x) =

n∑

i=1

ph(xi)φi(x). (4.25)

Logo,

(p
′

h, φ
′

j) =

(
n∑

i=1

ph(xi)φ
′

i(x), φ
′

j(x)

)
=

n∑

i=1

ph(xi)
(
φ

′

j(x), φ
′

j(x)
)
. (4.26)

Portanto,
n∑

i=1

ph(xi)
(
φ

′

i(x), φ
′

j(x)
)
=

∫ 1

0
fφjdx, ∀j. (4.27)

Dáı, obtém-se um sistema linear da forma Ap = b, em que:

A =




(φ
′

1, φ
′

1) (φ
′

2, φ
′

1) . . . (φ
′

n, φ
′

1)
(φ

′

1, φ
′

2) (φ
′

2, φ
′

2) . . . (φ
′

n, φ
′

2)
...

...
. . .

...
(φ

′

1, φ
′

n) (φ
′

2, φ
′

n) . . . (φ
′

n, φ
′

n)




p =




ph(x1)
ph(x2)

...
ph(xn)




b =




∫ 1
0 fφ1dx∫ 1
0 fφ2dx

...∫ 1
0 fφndx


 .

A matriz A é chamada de Matriz de Rigidez do sistema linear, enquanto o vetor b é chamado
de Vetor de Carga do sistema. Pela Definição 4.2 tem-se que:

A =




∫ 1

0

φ1

dx

φ1

dx
dx

∫ 1

0

φ2

dx

φ1

dx
dx . . .

∫ 1

0

φM

dx

φ1

dx
dx

∫ 1

0

φ2

dx

φ1

dx
dx

∫ 1

0

φ2

dx

φ2

dx
dx . . .

∫ 1

0

φ2

dx

φM

dx
dx

...
...

. . .
...∫ 1

0

φ1

dx

φM

dx
dx

∫ 1

0

φ2

dx

φM

dx
dx . . .

∫ 1

0

φM

dx

φM

dx
dx




.

É importante salientar que (φ
′

i, φ
′

j) = (φ
′

j , φ
′

i), para todo i, j.
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Proposição 4.1. A matriz A é:

1. Simétrica

2. Tridiagonal

3. Positiva Definida, ou seja, wtAw > 0, ∀w ∈ Rn, w ̸= 0.

Demonstração 4.2. 1. Como o produto interno é comutativo, tem-se que a matriz A é
simétrica.

2. Primeiramente, tem-se que:

φ
′

i =





1

hi
, se x ∈ [xi−1, xi]

−1

hi+1
, se x ∈ [xi, xi+1]

0, caso contrário

.

Assim, se i = j, tem-se,

Ai,i =

∫ 1

0

dφi

dx

dφi

dx
dx

=

∫ xi

xi−1

1

hi

1

hi
dx+

∫ xi+1

xi

−1

hi+1

−1

hi+1
dx

=
1

h2i
(xi − xi−1) +

1

h2i+1

(xi+1 − xi)

=
1

hi
+

1

hi+1
.

Se i = j + 1 ou i = j − 1, tem-se:

Ai,j =

∫ 1

0

dφi

dx

dφi−1

dx
dx

=

∫ xi−1

xi−2

0.
dφi−1

dx
dx+

∫ xi

xi−1

dφi

dx

dφi−1

dx
dx+

∫ xi+1

xi

0.
dφi

dx
dx

=

∫ xi

xi−1

dφi

dx

dφi−1

dx
dx

=
−1

hi
.

(4.28)

É importante notar que, caso |i− j| > 1, então,

∫ 1

0

dφi

dx

dφj

dx
dx = 0.

Logo, A é uma matriz tridiagonal.

3. Dado w ∈ Vh, tem-se que:

wtAw =

n∑

i=1

n∑

j=1

wj

(∫ 1

0

dφi

dx

dφj

dx
dx

)
wi

=

∫ 1

0



(

n∑

i=1

wi
dφi

dx

)


n∑

j=1

wj
dφj

dx




 dx

=

∫ 1

0

(
n∑

i=1

wi
dφi

dx

)2

dx ≥ 0.
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Em que a desigualdade só se tornará uma igualdade caso w = 0. Mas w é definido como
um vetor qualquer do espaço Vh,

dφi

dx
= 0, todo i, x ∈ [0, 1].

Por hipótese, tem-se que φi é cont́ınua e cumpre a condição de Dirichlet imposta. Logo
todas as funções de base são nulas, o que é um absurdo. Logo, wtAw > 0, ∀w ∈ Vh, ou
seja, A é uma matriz positiva definida.

Uma consequência do fato da matriz A ser positiva definida é o fato que o sistema
matricial Ap = b admite sempre uma única solução. Além disso, o vetor p, composto pelos
componentes ph(xi) são aproximações da solução p nos pontos xi, para todos os ı́ndices i

da partição Ph.

Também é prática comum em métodos numéricos adotar uma partição com intervalos
igualmente espaçados. Nesse caso, tem-se que:

hj = h =
1

n+ 1
, ∀j.

Então, a matriz de rigidez A apresentada anteriormente é dada por:

A =
1

h




2 −1 0 . . . 0 0

−1 2 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . −1 2 −1

0 0 0 . . . 0 −1 2




. (4.29)

4.1.2 Exemplo Unidimensional

Considere a seguinte equação:




−
d2p

dx2
= cos(x), em (0, 1)

p(0) = p(1) = 0

. (4.30)

Para resolver a equação diferencial é utilizado o método dos elementos finitos. Além
disso, para comparação entre métodos, são deduzidas a solução anaĺıtica, além do resul-
tado obtido no caṕıtulo anterior, utilizando o MDF.

Para iniciar a resolução pelo MEF, considere o mesmo espaçamento h utilizado na
resolução a partir do MDF. Como demonstrado na Proposição 4.1, a matriz A é tridiagonal
e, além disso, seus elementos são da forma:

ai,i =
2

h
;

ai−1,j = ai+1,j = −
1

h
.

(4.31)

Calculando o vetor b, tem-se:

bj =

∫ 1

0
cos(x)φj(x)dx

=

∫ xj

xj−1

cos(x)
x− xj−1

h
dx+

∫ xj+1

xj

cos(x)
xj+1 − x

h
dx.

(4.32)
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Calculando as integrais:

∫ xj

xj−1

cos(x)
x− xj−1

h
dx =

1

h

∫ xj

xj−1

cos(x)(x− xj−1)dx

=
1

h

[
(x− xj−1)sen(x)|

xj

xj−1
−

∫ xj+1

xj

sen(x)dx

]

=
1

h

[
(xj − xj−1)sen(xj)− (xj−1 − xj−1)sen(xj−1) + cos(x)|xj

xj−1

]

=
1

h
[hsen(xj) + cos(xj)− cos(xj−1)] .

(4.33)

∫ xj+1

xj

cos(x)
xj+1 − x

h
dx =

1

h

∫ xj+1

xj

cos(x)(xj+1 − x)dx

=
1

h

[
(xj+1 − x)sen(x)|xj+1

xj
+

∫ xj+1

xj

sen(x)dx

]

=
1

h

[
(xj+1 − xj+1)sen(xj+1)− (xj+1 − xj)sen(xj)− cos(x)|xj+1

xj

]

=
1

h
[−cos(xj+1) + cos(xj)− hsen(xj)] .

(4.34)

Então,

bj =
1

h
[hsen(xj) + cos(xj)− cos(xj−1)− cos(xj+1) + cos(xj)− hsen(xj)]

=
1

h
[−cos(xj−1) + 2cos(xj)− cos(xj+1)] .

(4.35)

Portanto, para aproximar a solução da equação, basta resolver o seguinte sistema
matricial:




2

h

−1

h
0 . . . 0 0

−1

h

2

h

−1

h
. . . 0 0

0
−1

h

2

h
. . . 0 0

...
...

...
. . . . . . . . .

0 0 0 . . .
2

h

−1

h

0 0 0 . . .
−1

h

2

h




·




ph(x1)

ph(x2)

ph(x3)

...

ph(xn−1)

ph(xn)




=




1
h [−cos(x0) + 2cos(x1)− cos(x2)]

1
h [−cos(x1) + 2cos(x2)− cos(x3)]

1
h [−cos(x2) + 2cos(x3)− cos(x4)]

...

1
h [−cos(xn−2) + 2cos(xn−1)− cos(xn)

1
h [−cos(xn−1) + 2cos(xn)− cos(xn+1)]




.

(4.36)

Resolvendo analiticamente a equação diferencial tem-se que:

p(x) =

∫ ∫
−
d2p

dx2
dxdx =

∫ ∫
−cos(x)dxdx =

∫
(−sen(x)+c1)dx = cos(x)+c1x+c2. (4.37)
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Utilizando que p(0) = p(1) = 0, tem-se que c2 = −1 e c1 = 1 − cos(1). Logo, p(x) =

cos(x) + (1− cos(x)).x− 1.

Os gráficos da solução anaĺıtica, da solução aproximada pelo MDF e da solução apro-
ximada pelo MEF se encontram representados nas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

Figura 4.2: Solução anaĺıtica. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.3: Aproximação da solução da equação (4.30) obtida pelo
MDF. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 4.4: Aproximação da solução da equação (4.30) obtida pelo
MEF. Fonte: Elaborada pelo autor.

O erro absoluto é calculado através da fórmula:

e = max
xi∈Ph

∥solução anaĺıtica− aproximação da solução∥. (4.38)

Os erros obtidos são:

eMDF = 3, 58839896583141.10−6 e eMEF = 5, 55111512312578.10−16, (4.39)

sendo eMDF o erro da aproximação pelo MDF e eMEF o erro da aproximação pelo MEF.

4.2 Formulação Fraca do Problema Bidimensional

Esta é baseada nos trabalhos de Johnson (2012) e Ferreira (2017). Pretende-se obter
uma aproximação para a solução da equação de Poisson bidimensional. Considere um
domı́nio Ω ∈ R2, aberto e limitado, e uma função f real, cont́ınua por partes e limitada
em Ω. Além disso, considere que o domı́nio do problema seja de Dirichlet homogênea:

{
−∆p = f(x, y) em Ω

p(x, y) = 0 em ∂Ω.
(4.40)

Considera-se então o seguinte espaço de funções:

V :=



v : R2 −→ R

∣∣∣∣∣∣
v é uma função cont́ınua em Ω,

∂v

∂x
e
∂v

∂y

são cont́ınuas por partes em Ω e v = 0 em ∂Ω.



 (4.41)

Aplicando o produto interno, descrito na anterior, no domı́nio Ω, tem-se que:

∫

Ω
−∆p · vdΩ =

∫

Ω
f(x, y)vdΩ, ∀v ∈ V. (4.42)
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Para resolver a integral do lado esquerdo em um domı́nio bidimensional, é necessária
a utilização do teorema do divergente, descrito a seguir.

Teorema 4.2. (Teorema do Divergente): Dado um conjunto Ω ∈ R2 de fronteira suave e
A = (F1, F2) um campo definido em Ω. Então:

∫

Ω
div(A)dxdy =

∫

Ω

(
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y

)
dxdy =

∫

∂Ω
(F1, F2) · (η1, η2)ds =

∫

∂Ω
A · ηds, (4.43)

em que η = (η1, η2) é o vetor unitário normal externo a ∂Ω.

Para obter as hipóteses do Teorema 4.2, considere os campos F1 =

(
v
∂p

∂x
, 0

)
e F1 =

(
0, v

∂p

∂y

)
, em que p, v : Ω −→ R. Então,

div(F1) =
∂v

∂x

∂p

∂x
+ v

∂2p

∂x2
;

div(F2) =
∂v

∂y

∂p

∂y
+ v

∂2p

∂y2
.

(4.44)

Aplicando o Teorema 4.2, tem-se que:
∫

Ω
div(F1)dxdy =

∫

∂Ω
v
∂p

∂x
η1; (4.45)

∫

Ω
div(F2)dxdy =

∫

∂Ω
v
∂p

∂y
η2. (4.46)

Somando as equações (4.45) e (4.46), obtém-se:
∫

Ω
[div(F1) + div(F2)] dxdy =

∫

∂Ω
v

(
∂p

∂x
η1 +

∂p

∂y
η2

)
. (4.47)

Como div(F1) + div(F2) = ∇v · ∇p+ v

(
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2

)
, deduz-se que:

∫

Ω
∇v∇pdxdy +

∫

Ω
v

(
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2

)
dxdy =

∫

∂Ω
x

(
∂p

∂x
η1 +

∂p

∂y
η2

)
dxdy, (4.48)

Logo,

∫

Ω
∇v∇pdxdy +

∫

Ω
v∆pdxdy =

∫

∂Ω
v∇p · η (4.49)

A expressão (4.49) é conhecida como Fórmula de Green.

Demonstra-se que como p é solução da equação (4.40), é posśıvel obter o seguinte
problema variacional:

(PV ): Encontrar p ∈ V tal que

a(p, v) =

∫

Ω
fvdxdy, ∀v ∈ V ; (4.50)

em que,

a(p, v) =

∫

Ω
∇p · ∇vdxdy =

∫

Ω

[
∂p

∂x

∂v

∂x
+

∂p

∂y

∂v

∂y

]
dxdy. (4.51)

A equação (4.51) juntamente com uma fronteira de Dirichlet homogênea geram a
formulação fraca da equação (4.40).
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4.2.1 Método de Galerkin para o Problema Bidimensional

Para fundamentar o método de Galerkin bidimensional, é utilizada uma abordagem
semelhante ao problema unidimensional, porém utilizando uma triangulação de Ω. John-
son (2012) considera Vh um subespaço de dimensão finita de V . Para facilitar os cálculos,
assume-se que Ω é um poĺıgono e ∂Ω é uma curva poligonal. Então, é posśıvel criar uma
triangulação de Ω, a partir de elementos não sobrepostos, ou seja, existe um conjunto
finito de triângulos Th = {K1,K2, . . . ,Km} tal que:

Para todo Ki,Kj ∈ Th, i ̸= j, Ki ∩Kj = ∅;

Ω =
⋃

K∈Th

K = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Km. (4.52)

tal que o vértice de um triângulo não encontra o lado de outro. Faz-se necessário definir
o diâmetro de um conjunto e o espaço Vh.

Definição 4.7. (Diâmetro de um conjunto)Sejam Ki ∈ Th, e os pontos a e b, tais que a, b ∈ Ki.
Define-se por diâmetro de um conjunto, denotado por diam(Ki) como sendo a maior distância
euclidiana para os pontos de Ki, isto é:

diam(Ki) = max
a,b∈Ki

∥a− b∥e = max
a,b∈Ki

√
(xa − xb)2 + (ya − yb)2. (4.53)

Definição 4.8. Seja h = max
Ki∈Th

diam(Ki), em que diam(ki) representa o diâmetro de cada

conjunto Ki ∈ Th. Define-se Vh da seguinte maneira:

Vh := {v : v é cont́ınua em Ω, v|K é linear, para cada K ∈ Th, v = 0 em ∂Ω} (4.54)

Observação 4.3. É claro que o espaço Vh é composto por todas as funções cont́ınuas que são
lineares em cada triângulo K ∈ Th, além de assumirem valor 0 na fronteira de Ω.

Seja N = {Ni} o conjunto dos vértices dos triângulos K ∈ Th. É posśıvel então definir as
funções lineares de Vh por:

φj(Ni) = δij =

{
1, se i = j
0, se i ̸= j , i, j = 1, . . . , n. (4.55)

Como no caso unidimensional, Vh é um espaço vetorial que possui como base o conjunto
φ = {φj , j = 1, . . . , n}, cujos elementos são descritos posteriormente. Uma representação
gráfica das funções de base encontra-se representada na Figura 4.9. Por serem a base do espaço
Vh, para toda função v ∈ Vh tem-se:

v(x) =

n∑

j=1

v(Nj)φj(x), para todo x ∈ Ω ∪ ∂Ω. (4.56)

É posśıvel então, formular uma restrição do problema variacional (PV ) ao espaço Vh da
seguinte maneira:

(PVh) encontrar ph ∈ Vh tal que

a(ph, v) =

∫

Ω
fvdxdy, para todo v ∈ Vh. (4.57)

De maneira semelhante à da anterior, obtém-se o seguinte sistema linear:

Aξ = b (4.58)

em que A = (aij) = aij = a(φi, φj); ξ = (ξi) = uh(Ni); bi = (bi) =
∫
Ω fφidxdy. Além disso,

como na anterior, a matriz A é simétrica e definida positiva. Assim, pode-se afirmar que, sendo
a matriz A não-singular, o sistema Aξ = b admite uma única solução. É importante também
apontar que, no caso bidimensional, a matriz A não é tridiagonal. Isso se deve à iteração entre
elementos laterais e a numeração dos vértices. A numeração citada é discutida na próxima
subseção.
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∣∣∣∣
x− x2 y − y2
x− x3 y − y3

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
x− x2 y − y2

x y

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
x− x2 y − y2
x3 y3

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
x y
x y

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
x2 y2
x y

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
x y
x3 y3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
x2 y2
x3 y3

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

1 x y
1 x2 y2
1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣
.

(4.63)

Repetindo o processo para os outros determinantes, é posśıvel encontrar a seguinte
função:

ϕj(x, y) =

∣∣∣∣∣∣

1 x y

1 xKi

2 yKi

2

1 xKi

3 yKi

3

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 xKi

1 yKi

1

1 xKi

2 yKi

2

1 xKi

3 yKi

3

∣∣∣∣∣∣

. (4.64)

Segundo Winterle e Steinbruch (2000), sabe-se que o determinante da matriz presente
no denominador da função equivale ao dobro da área do triângulo Ki, cujos vértices são de-
terminados por (xKi

1 , yKi

1 ), (xKi

2 , yKi

2 ) e (xKi

3 , yKi

3 ). Logo, é posśıvel reescrever a função ϕj(x, y)
como:

ϕj(x, y) =
1

2AKi

∣∣∣∣∣∣

1 x y

1 xKi

2 yKi

2

1 xKi

3 yKi

3

∣∣∣∣∣∣
. (4.65)

Para encontrar as funções ϕj(x, y) relacionadas aos outros vértices do elemento Ki,
basta substituir os ı́ndices dos vértices pelo número do próximo vértice no sentido horário, ou
seja:

V értice 3 −→ V értice 2;

V értice 2 −→ V értice 1;

V értice 1 −→ V értice 3.

(4.66)

Aplicando esse processo aos três vértices do elemento Ki, é posśıvel obter a expressão
geral da função ϕj(x, y) no triângulo:
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ϕj(x, y) =





1

2AKi

∣∣∣∣∣∣

1 x y

1 xKi

2 yKi

2

1 xKi

3 yKi

3

∣∣∣∣∣∣
, se (x, y) ∈ Ki e ϕj é associada ao vértice 1 de Ki

1

2AKi

∣∣∣∣∣∣

1 x y

1 xKi

3 yKi

3

1 xKi

1 yKi

1

∣∣∣∣∣∣
, se (x, y) ∈ Ki e ϕj é associada ao vértice 2 de Ki

1

2AKi

∣∣∣∣∣∣

1 x y

1 xKi

1 yKi

1

1 xKi

2 yKi

2

∣∣∣∣∣∣
, se (x, y) ∈ Ki e ϕj é associada ao vértice 3 de Ki

0, caso contrário

.

(4.67)
Na próxima seção, é apresentado um exemplo de utilização do MEF para resolução de

uma equação de Poisson bidimensional.

4.2.3 Exemplo Bidimensional com Domı́nio Regular

Considere o domı́nio {Ω ∈ R2 : Ω = [0, 5]× [0, 5]} com n pontos interiores. Tem-se como
objetivo aproximar a resolução da seguinte equação de Poisson:

{
−∆p = 1 em Ω
p(x, y) = 0 em ∂Ω

. (4.68)

Primeiramente, considere o espaço V , definido por:

V =



v : R2 −→ R

∣∣∣∣∣∣
v é uma função cont́ınua em Ω,

∂v

∂x
e
∂v

∂y

são cont́ınuas por partes em Ω e v = 0 em ∂Ω.



 .

Aplicando o produto interno tem-se,

∫

Ω

−∆p.vdΩ =

∫

Ω

1vdΩ
∫

Ω

−∆p.vdΩ =

∫

Ω

vdΩ.

Pelo Teorema do Divergente, obtém-se

∫

Ω

∇p.∇vdxdy =

∫

Ω

vdxdy.

Sejam Th = {Ki, i = 1, . . . ,m} uma triangulação de Ω e N = {Ni} o conjunto dos
vértices dos triângulos que compõem Th. Definem-se as funções ϕj(Ni) por:

ϕj(Ni) =

{
1, se i = j
0, se i ̸= j

; i, j = 1, . . . , n.

Seja Vh o subespaço vetorial de V definido por:
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Vh := {v ∈ V : v é cont́ınua em Ω, v|K é linear, ∀K ∈ Th, v = 0 em ∂Ω} .

Considere a base B = {ϕj, j = 1, . . . , n} . Logo, para toda função v ∈ Vh:

v(x, y) =
n∑

j=1

v(Nj)ϕj(x, y), ∀(x, y) ∈ Ω ∪ ∂Ω.

Formulando o (PVh):

a(ph, v) =

∫

Ω

vdxdy
∫

Ω

∇ph.∇vdxdy =

∫

Ω

vdxdy.

Como ph ∈ Vh, é posśıvel escrevê-lo como uma combinação linear de elementos da base,
isto é:

ph(x, y) =
n∑

j=1

ph(Nj)ϕj(x, y).

Logo

∇ph =
n∑

j=1

ph(Nj).∇ϕj(x, y). (4.69)

Considerando a função v(x, y) =
n∑

j=1

ϕj(x, y), tem-se que:

∇v(x, y) =
n∑

i=1

∇ϕi(x, y). (4.70)

Tem-se ainda que:

∫

Ω

ph(Nj)vdxdy =

∫

Ω

n∑

j=1

ph(Nj).∇ϕj(x, y).
n∑

i=1

∇ϕj(x, y)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

ph(Nj).

∫

Ω

∇ϕi.∇ϕjdxdy.

(4.71)

Substituindo (4.69), (4.70) e (4.71) no (PVh):

n∑

i=1

n∑

j=1

ph(Nj).

∫

Ω

∇ϕi.∇ϕj =
n∑

i=1

∫

Ω

∇ϕi(x, y)dxdy.

Na forma matricial:




a(ϕ1, ϕ1) a(ϕ1, ϕ2) . . . a(ϕ1, ϕn)
a(ϕ2, ϕ1) a(ϕ2, ϕ2) . . . a(ϕ2, ϕn)

...
...

. . .
...

a(ϕn, ϕ1) a(ϕn, ϕ2) . . . a(ϕn, ϕn)


 .




ph(N1)
ph(N2)

...
ph(Nn)


 =




∫
Ω
ϕ1dxdy∫

Ω
ϕ2dxdy
...∫

Ω
ϕndxdy


 . (4.72)
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Os calculos dos valores de a(ϕi, ϕj) para o elemento padrão estão presentes no Apêndice A.
A transformação do elemento padrão para o elemento real, bem como um exemplo de utilização
do mesmo encontram-se nos Apêndices B e C. O gráfico apresentado na Figura 4.10 é a solução
do sistema (4.72), que tem comportamento semelhante ao gráfico da Figura 3.6.

Figura 4.10: Aproximação da solução da equação (4.68) pelo MEF. Fonte: Ela-
borada pelo autor.

O valor máximo obtido na aproximação pelo MEF é de 1, 838167730834756. Já na
aproximação pelo MDF, o máximo obtido foi de 1, 841203639840018, os valores estão próximas,
o que aponta que as aproximações da solução estão compat́ıveis.

No próximo caṕıtulo, são apresentadas as resoluções dos modelos da equação da onda
acústica com parâmetro determińıstico, fuzzy do tipo 1 e do tipo 2 intervalar.
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Caṕıtulo 5

Equação da Onda Acústica com

Parâmetro Escalar, Fuzzy do Tipo 1 e

do Tipo 2 Intervalar

Como mencionado na introdução deste trabalho, uma abordagem utilizada para modela-
gem do fluido no interior da cóclea é a equação da onda. Neste caṕıtulo são apresentadas as
aproximações das resoluções de diversos modelos matemáticos, tanto unidimensionais quanto
bidimensionais. O fluido escolhido para a construção dos modelos é o ar e as fronteiras delimi-
tadas são baseadas nas dimensões da escala vestibular.

Vale destacar que os modelos apresentados evolúıram ao longo do desenvolvimento
do trabalho. Seguindo a ordem de contrução e aperfeiçoamento dos modelos, inicialmente é
proposto um modelo unidimensional, baseado em Elliott et al. (2013), para a equação da onda
acústica com parâmetro escalar e com parâmetro fuzzy do tipo 1. À partir deste, é elaboarado
o modelo unidimensional com parâmetro fuzzy do tipo 2 intervalar.

Com base nos casos unidimensionais, são propostos os modelos bidimensionais com
domı́nio regular e parâmetros fuzzy do tipo 1 e tipo 2 intervalar, utilizando o MEF como
técnica para a aproximação da solução. Por fim, são propostos os modelos cujo domı́nio é
irregular, utilizando as medidas descritas em Hong e Horii (2022), com o mesmo método.

Para fins de comparação entre os diferentes modelos apresentados, são mantidos os
critérios de verificação utilizados.

5.1 Modelos Unidimensionais

Um modelo clássico da equação da onda acústica unidimensional é dado pelo seguinte
problema de valor inicial (PVI):





∂2p

∂x2
=

1

c2
∂2p

∂t2
p(x, t)|∂Ω = f(x, t)

p(x, 0) = p0
∂p

∂t
(x, t) = g(x, t)

, (5.1)

em que p(x, t) é a pressão acústica do fluido no ponto x e tempo t, ∂Ω denomina a fronteira do
domı́nio e p(x, 0) = p0 representa a condição inicial do fluido.

Para modelar o problema são fixadas as fronteiras como sendo de Dirichlet homogêneas
e o domı́nio Ω = [0, 0, 035], que corresponde o tamanho da cóclea em metros (m). Supondo
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que a condição inicial do PVI é um pico de 60 decibéis (Db), que segundo Lacerda et al. (2005)
equivale ao rúıdo de uma conversação normal, no ponto médio x representada pela função:

p0 = p(x, 0) = 60 · e

(x− x)2

2 · σ2 ; (5.2)

em que x = 0, 0175 m é a posição do centro do pico de pressão e σ = 0, 0005 é a largura da
função.

Além disso, é definido que
∂p

∂t
(x, 0) = 0. Logo, o PVI à ser solucionado é dado por:





∂2p

∂x2
=

1

c2
∂2p

∂t2
p(x, t)|∂Ω = 0
p(x, 0) = p0
∂p

∂t
(x, 0) = 0

. (5.3)

A seguir, o MDF é empregado para determinar a aproximação da solução do PVI (5.3).

5.1.1 Aproximação da Solução do Problema Unidimensional pelo

Método das Diferenças Finitas

Considere o domı́nio Ω = [0, 0, 035], discretizado em n + 1 pontos igualmente espaçados,
dados por x0 = 0, . . . , xn = 0, 035, e espaçamento dado por:

∆x =
xn − x0

n+ 1
=

0, 035

n+ 1
. (5.4)

Pelo método das diferenças finitas, tem-se que:

pki+1 − 2pki + pki−1

∆x2
=

1

c2
pk+1
i − 2pki + pk−1

i

∆t2
. (5.5)

Explicitando pk+1
i e definindo λ = ∆t

∆x
obtém-se:

pk+1
i = c2λ2(pki+1 − 2pki + pki−1) + 2pki − pk−1

i . (5.6)

Esse método é chamado de método expĺıcito, ou seja, é o método obtido explicitando o
termo pk+1

i na formulação anterior. Na forma matricial tem-se que:

pk+1
i = c2λ2pki+1 + (2− 2c2λ2)pki + c2λ2pki−1 − pk−1

i . (5.7)

Logo,
Pk+1 = A · Pk − Pk−1, (5.8)

em que,

A =




2− 2c2λ2 c2λ2 0 0 . . . 0 0 0

c2λ2 2− 2c2λ2 c2λ2 0 . . . 0 0 0

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 . . . c2λ2 2− 2c2λ2 c2λ2

0 0 0 0 . . . 0 c2λ2 2− 2c2λ2




; (5.9)
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Pk =




pk0

pk1
...

pkn




; (5.10)

Pk−1 =




pk−1
0

pk−1
1

...

pk−1
n




. (5.11)

Faz-se necessário encontrar uma aproximação para os valores de p1i , i = 0, 1, . . . , n,
possibilitando iniciar o processo iterativo descrito anteriormente. Para isso, utiliza-se o desen-
volvimento da série de Taylor na variável t. Para t1 tem-se que:

p(xi, t1) = p(xi,∆t) = p(xi, 0) + ∆t
∂p

∂t
(xi, 0) +

(
∆t2

2

)
∂2p

∂t2
(xi, 0) +O(∆t3); (5.12)

em que O(∆t3) é considerado o erro da solução.

Para calcular o valor de
∂2p

∂t2
(x, 0), basta utilizar a equação da onda acústica definida

em (5.3). Além disso,
∂p

∂t
(xi, 0) = 0 Logo,

p(xi, t1) = p(xi, 0) +

(
∆t2

2

)(
c2
∂2p

∂x2
(xi, 0)

)
. (5.13)

Calculando
∂2p

∂x2
(xi, 0), obtém-se:

∂2p

∂x2
(xi, 0) = 60




1

σ2
· e

(x− x)2

2σ2 +
(x− x)2

σ4
· e

(x− x)2

2σ2


 . (5.14)

Segundo LeVeque (1992), a estabilidade da solução é obtida quando:

c ·
∆t

∆x
< 1. (5.15)

5.1.2 Aproximação da Solução do Modelo da Equação da Onda Uni-

dimensional com Parâmetro Escalar

Tradicionalmente, trata-se a velocidade do som no ar como uma constante f́ısica. Segundo
Kinsler et al. (2000), a velocidade do som no ar é de aproximadamente 343 m/s.

Considerando c0 = 343 m/s e a condição inicial dada em (5.2), deseja-se aproximar a
seguinte equação:





∂2p

∂x2
=

1

c20

∂2p

∂t2

p(x, t)|∂Ω = 0
p(x, 0) = p0
∂p

∂t
(x, 0) = 0

. (5.16)
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Para iniciar a aproximação do problema, utiliza-se o espaçamento de ∆x = 0, 00001m
e para o tempo, ∆t = 0, 00000001s. Observe que as condições de estabilidade são alcançadas,
visto que:

c0 ·
∆t

∆x
= 343 ·

0, 00000001

0, 00001

= 0, 343 < 1.

A condição inicial do problema é apresentada na Figura 5.1.

Figura 5.1: Condições iniciais do PVI. Fonte: Elaborada pelo autor.

A superf́ıcie gerada pelas aproximações das soluções do PVI a cada partição de tempo
encontra-se na Figura 5.2.

Figura 5.2: Superf́ıcie gerada pelas aproximações da equação a cada
partição do tempo. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Utilizando a aproximação pelo MDF, o resultado obtido após 1001 iterações, no tempo
t = 0, 00001s, está representado graficamente pela Figura 5.3.

Figura 5.3: Aproximação da solução do PVI para a equação da onda
determińıstica. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para fins de estudo do comportamento temporal da função, é selecionado o ponto
x = 0, 0175 m, que pertence ao interior do domı́nio. São armazenados os valores de p(x, t) para
todas as iterações realizadas. O gráfico que representa a relação entre os valores da pressão e
o tempo no ponto fixado encontra-se na Figura 5.4.

Figura 5.4: Queda de pressão no ponto x em função do tempo. Fonte:
Elaborada pelo autor.

O estudo desse comportamento é importante para entender a padronização dos modelos
posteriores. Esta aproximação da solução é considerada como baseline do trabalho, sendo a
velocidade do som um parâmetro constante.

Na próxima seção, a velocidade do som é tratada como um parâmetro fuzzy do tipo 1
com os valores do SBRF obtidos no Caṕıtulo 2.
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5.1.3 Aproximação da Solução do Modelo com Parâmetro Fuzzy do

Tipo 1

O modelo descrito nesta seção foi apresentado na II Reunião Mineira de Matemática Silva
et al. (2023).

Considerando o domı́nio Ω = [0, 0, 035] em metros (m), as condições de fronteira como

sendo de Dirichlet homogêneas, p(x, t)|∂Ω = 0 e
∂p

∂t
(x, 0) = 0. Sejam a condição inicial descrita

na expressão (5.2) e a velocidade do som cT1 = cT1(θ, u) como um parâmetro fuzzy do tipo 1,
que depende da temperatura θ e da umidade absoluta u. O valor de cT1 é a sáıda do SBRF do
tipo 1 descrito na Seção 2.4, obtém-se o seguinte PVI:





∂2p

∂x2
=

1

c2T1

∂2p

∂t2

p(x, t)|∂Ω = 0
p(x, 0) = p0
∂p

∂t
(x, 0) = 0

. (5.17)

São calculadas as sáıdas do SBRF do tipo 1 para 3 casos:

• 1º Caso: Uma pessoa com hipotermia moderada em um ambiente completamente seco.
Para isso, são utilizadas os valores de entrada θ1 = 29°C e u1 = 0%, obtendo-se a
velocidade:

cT1(29, 0) = 349, 0389 m/s;

• 2º Caso: Uma pessoa com temperatura normal em um ambiente com umidade média.
Para isso, são utilizadas os valores de entrada θ2 = 36, 5°C e u2 = 3%, obtendo-se a
velocidade:

cT1(36, 5 , 3) = 354, 9644 m/s;

• 3º Caso: Uma pessoa com febre extrema em um ambiente com alta umidade. Para isso,
são utilizadas os valores de entrada θ3 = 41.5°C e u3 = 5%, obtendo-se a velocidade :

cT1(41, 5 , 5) = 358, 9380 m/s.

Os valores dos passos são ∆x = 0.00001 m e ∆t = 0.00000001 s. Definidos os incre-
mentos, é posśıvel verificar a condição de estabilidade.

cT1.
∆t

∆x
= cT1.0, 001.

Como os valores obtidos para o parâmetro cT1 variam entre 349, 0389 e 358, 9380, nos
casos estudados, então as condições de estabilidade são atingidas, isto é, são menores do que 1.

Os resultados do PVI obtidos da 1001ª iteração para cada caso estão representados nos
gráficos das Figuras 5.5, 5.6 e 5.7, respectivamente.
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Figura 5.5: Aproximação da solução do PVI na condição de hipotermia
e umidade baixa. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.6: Aproximação da solução do PVI na condição de tempertura
normal e umidade média. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.7: Aproximação da solução do PVI na condição de febre e
umidade alta. Fonte: Elaborada pelo autor.
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A representação gráfica da queda de pressão no ponto x = 0, 0175 encontra-se na
Figura 5.8.

Figura 5.8: Queda de pressão dos 3 casos apresentados. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Para verificar a diferença entre as aproximações obtidas, são armazenados os valores da
pressão acústica, para cada caso apresentado, no ponto fixo x = 0, 0175. Após isso, é calculado
o valor absoluto das diferenças entre as soluções, duas a duas. A representação gráfica das
diferenças encontradas em função do tempo é apresentada na Figura 5.9.

Figura 5.9: Gráfico das diferenças entre as soluções nos 3 casos propos-
tos. Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que, pela Figura 5.9, a temperatura e a umidade influenciam na solução do pro-
blema. Um fato importante à ser destacado é de que, pela diferença entre os dados de sáıda do
SBRF dos casos 1 e 3 ser maior, o valor absoluto das diferenças de pressão é maior. A diferença
das sáıda do SBRF entre os casos 1 e 2 é maior do que a diferença entre os casos 2 e 3, tendo
peŕıodo menor na primeira diferença.

Na próxima seção, é constrúıdo um modelo com parâmetro fuzzy do tipo 2 intervalar,
considerando os três casos anteriores, visando a comparação entre as aproximações das soluções
obtidas a partir dos conjuntos fuzzy do tipo 1 e do tipo 2 intervalar.
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5.1.4 Aproximação da Solução do Modelo com Parâmetro Fuzzy do

Tipo 2 Intervalar

Para o modelo da equação da onda acústica utilizando parâmetro fuzzy do tipo 2, utilizam-
se as mesmas condições do modelo anterior, diferenciando-se apenas o parâmetro da velocidade
do som, que é considerado como a sáıda do SBRF do tipo 2 intervalar, constrúıdo na Seção 2.5.
Esse parâmetro é definido por cT2 = cT2(θ, u), que depende da temperatura θ e da umidade
absoluta u. Logo, o PVI obtido na modelagem é:





∂2p

∂x2
=

1

c2T2

·
∂2p

∂t2

p(x, t)|∂Ω = 0
p(x, 0) = p0
∂p

∂t
(x, 0) = 0

. (5.18)

Para obter as sáıdas da velocidade do som, utilizou-se o SBRF do tipo 2 intervalar
descrito na Seção 2.5. A sáıda cT2 é calculada a partir dos 3 casos vistos anteriormente. Além
disso, um SBRF do tipo 2 intervalar possui 3 sáıdas, sendo uma sáıda defuzzificada (cdefuz),
uma sáıda inferior (cinf ) e uma superior (csup), logo, são calculadas 9 velocidades do som. Os
valores de sáıda do SBRF do tipo 2 intervalar obtidos são:

• 1º Caso: Uma pessoa com hipotermia moderada em um ambiente completamente seco.
Para isso, são utilizados os valores de entrada θ1 = 29°C e u1 = 0%, obtendo-se as
velocidades:

1. cdefuz(29, 0) = 349, 0389;

2. cinf (29, 0) = 345, 1389;

3. csup(29, 0) = 352, 9389.

• 2º Caso: Uma pessoa com temperatura em um ambiente com umidade média. Para isso,
são utilizados os valores de entrada θ2 = 36, 5°C e u2 = 3%, obtendo-se as velocidades:

1. cdefuz(36, 5, 3) = 354, 9651;

2. cinf (36, 5, 3) = 350, 01504;

3. csup(36, 5, 3) = 359, 91516.

• 3º Caso: Uma pessoa com febre alta em um ambiente muito úmido. Para isso, são
utilizados os valores de entrada θ3 = 41, 5°C e u3 = 5%, obtendo-se as velocidades:

1. cdefuz(41, 5, 5) = 358, 93804;

2. cinf (41, 5, 5) = 353, 28804;

3. csup(41, 5, 5) = 364, 58804.

Como parâmetros de discretização, utilizam-se: ∆x = 0, 00001m e ∆t = 0, 00000001 s.
Note que a condição de estabilidade é atingida pois:

cT2 ·
0, 00000001

0, 00001
= cT2 · 0, 001 < 1.

para qualquer velocidade do som obtida através do SBRF do tipo 2 intervalar. Além disso,
como na seção anterior, o processo é realizado 1001 iterações da solução do problema.
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Figura 5.10: Aproximação da
solução do PVI para hipotermia
moderada e umidade baixa. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.11: Aproximação da
solução do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.12: Aproximação da solução do PVI para febre alta e umidade
alta. Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos do PVI da 1001ª iteração para cada caso utilizando o SBRF
do tipo 2 intervalar são representados na Figura 5.10, do 1º caso, na Figura 5.11, do 2º
caso e na Figura 5.12, do 3º caso.

A seguir, encontram-se dispostas as quedas da pressão acústica no ponto x = 0, 0175,
para cada caso, tendo sido plotadas no mesmo gráfico às 3 sáıdas resultantes de cada
entrada (θ, u). As representações gráficas dos casos 1, 2 e 3 encontram-se dispostas nas
Figuras 5.13, 5.14 e 5.15, respectivamente.
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Figura 5.13: Representação gráfica
das quedas de pressão acúsica do
caso 1. Fonte: Elaborada pelo au-
tor.

Figura 5.14: Representação gráfica
das quedas de pressão acúsica do
caso 2. Fonte: Elaborada pelo au-
tor.

Figura 5.15: Representação gráfica das quedas de pressão acúsica do
caso 3. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para mostrar a diferença na solução do PVI utilizando cada uma das sáıdas do SBRF
do tipo 2 intevalar, são salvos os valores de cada uma das 1001 iterações em um deter-
minado ponto x = 0, 0175. Após isso, são calculadas as diferenças entre as aproximações
das soluções, duas a duas. A representação gráfica dessas diferenças encontram-se nas
Figuras 5.16, 5.17 e 5.18.
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Figura 5.16: Gráfico das diferenças
por iteração entre o 1º e o 2º casos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.17: Gráfico das diferenças
por iteração entre o 2º e o 3º casos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.18: Gráfico das diferenças por iteração entre o 1º e o 3º casos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

As figuras anteriores mostram que as diferenças entre as sáıdas influenciam no com-
portamento das diferenças entre as aproximações da solução. Note que para cada caso
obtém-se três gráficos, destacando a incerteza ampliada quando a velocidade do som é
obtida a partir de um SBRF do tipo 2 intevalar.

Na próxima seção, é realizado o estudo do modelo bidimensional com domı́nio regular.

5.2 Modelagem dos Problemas Bidimensionais com

Domı́nio Regular

Sejam c a velocidade do som e o domı́nio retangular Ω, com a condição de Dirichlet
na fronteira de Ω. Deseja-se modelar através do MEF, a equação dada por:
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



∆p =
1

c2
∂2p

∂t2
p(x, y, t)|∂Ω = 0

p(x, y, 0) = p0(x, y)
∂p

∂t
(x, y, 0) = 0

, (5.19)

em que ∆p =
∂2p

∂x2
+

∂2p

∂y2
e p0 representa a condição inicial do PVI.

Para iniciar a modelagem do (PV ), considere o espaço vetorial V de todas as funções
cont́ınuas que satisfazem a condição de fronteira de Ω. Aplicando o produto interno no
domı́nio têm-se que:

∫

Ω

−∆pvdΩ =
1

c2

∫

Ω

∂2p

∂t2
vdΩ, ∀v ∈ V. (5.20)

Pela primeira identidade do Teorema de Green tem-se:

c2
∫

Ω

(∆p)vdxdy = −c2
∫

Ω

(∇p · ∇v)dxdy + c2
∫

∂Ω

v
∂p

∂η
dS; (5.21)

em que η corresponde ao vetor unitário normal externo a ∂Ω. Como a fronteira é de
Dirichlet e p(x, y, t)|∂Ω = 0, têm-se que:

∫

∂Ω

v
∂p

∂η
dS = 0. (5.22)

logo,

−c2
∫

Ω

(∇p · ∇v)dxdy =

∫

Ω

∂2p

∂t2
vdxdy, (5.23)

então,

−c2 (∇p,∇v) =

(
∂2p

∂t2
, v

)
. (5.24)

Pelo método de Galerkin, considera-se uma triangulação Th do domı́nio Ω, tal que
os elementos triangulares são dois a dois disjuntos e Ω =

⋃
K∈Th

Ki. Têm-se ainda que

h = max
Kih

diam(Ki). Define-se o subespaço vetorial Vh por:

Vh = {v : v é cont́ınua em Ω, v|Ki
é linear, ∀Ki ∈ Th e v = 0 em ∂Ω} . (5.25)

Pela formulação do (PVh), é necessário encontrar uma função ph(x, y, t) ∈ Vh tal que:

−c2 (∇ph,∇v) =

(
∂2ph
∂t2

, v

)
(5.26)

sendo esse o (PVh) desejado.
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Sabe-se que o espaço Vh possui base B = {ϕj, j = 1, . . . ,M}. Tem-se ainda que
ph ∈ Vh. Logo,

ph(x, y, t) =
n∑

j=1

pj(t) · ϕj(x, y). (5.27)

Substituindo ph(x, y, t) no (PVh), obtém-se:

−c2

(
n∑

j=1

pj(t)∇ϕj,∇v

)
=

(
n∑

j=1

∂2pj
∂t2

(t)ϕj, v

)
. (5.28)

Por se tratar de um produto interno, é posśıvel aplicar a propriedade distributiva,

−c2
n∑

j=1

pj(t) (∇ϕj,∇v) =
n∑

j=1

∂2pj
∂t2

(t) (ϕj, v) . (5.29)

Tomando v =
n∑

i=1

ϕi, em que ϕi ∈ B, tem-se que:

−c2
n∑

i=1

n∑

j=1

pj(t) (∇ϕi,∇ϕj) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2pj
∂t2

(t) (ϕi, ϕj) . (5.30)

Para encontrar a solução no tempo t, emprega-se o método de Crank-Nicholson.
Substituindo a derivada no tempo pelas diferenças finitas no (PVh) obtém-se:

−c2
M∑

i=1

M∑

j=1

pnj (t) (∇ϕi,∇ϕj) =
M∑

i=1

M∑

j=1

pn+1
j − 2pnj + pn−1

j

(∆t)2
(ϕj.ϕi) , (5.31)

logo,

−c2 · (∆t)2
M∑

i=1

M∑

j=1

pnj (t) (∇ϕi,∇ϕj) =
M∑

i=1

M∑

j=1

(
pn+1
j − 2pnj + pn−1

j

)
· (ϕj.ϕi) . (5.32)

Isolando a solução do tempo posterior, obtém-se:

M∑

j=1

M∑

i=1

pn+1
j (ϕj, ϕi) =

M∑

j=1

M∑

i=1

pnj
(
−c2 · (∆t)2 (∇ϕj,∇ϕi) + 2 · (ϕj, ϕi)

)

−
M∑

j=1

M∑

i=1

pn−1
j (ϕj, ϕi).

(5.33)

Com o resultado obtido, é posśıvel construir o sistema matricial, com as matrizes X,
Y , P n+1, P n e P n−1, dadas por:
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X = (ϕi, ϕj);

Y = −c2(∆t)2 · (∇ϕi,∇ϕj) + 2X;

P n+1 =




pn+1
1

...

pn+1
M


 ;

P n =




pn1
...

pnM


 ;

P n−1 =




pn−1
1

...

pn−1
M


 .

(5.34)

logo, o sistema matricial obtido é

XP n+1 = Y P n −XP n−1. (5.35)

Para aproximar a primeira iteração do sistema, de forma semelhante ao método das
diferenças finitas, utiliza-se a expressão (5.13).

A seguir, as aproximações das soluções dos problemas bidimensionais com fronteira
regular são apresentadas nos três casos estudados anteriormente.

5.2.1 Aproximação da Solução do Modelo Bidimensional com

Domı́nio Regular com Parâmetro Fuzzy do Tipo 1

Sejam cT1 = cT1(θ, u) a velocidade do som, sendo esta um parâmetro fuzzy do tipo 1
e o domı́nio Ω = [0, 0, 035]× [0, 0, 0012] em metros (m). Considere ainda a fronteira Ω
de Dirichlet homogêneas e a seguinte condição inicial:

p0(x, y) =



 60 · e

(x− x)2

2 · σ2 , se 0, 0168 ≤ x ≤ 0, 0182
0, caso contrário

; (5.36)

em que x = 0, 0175 m e y = 0, 0006 m são as coordenadas para o pico de pressão e
σ = 0, 0005 é a largura da função. A condição inicial descrita representa uma excitação
acústica de 60Db no ponto central da malha. Afim de suavizar a curva da pressão acústica
foram calculados os valores da função Gaussiana em pontos laterais ao ponto central da
malha.

Pretende-se aproximar a solução do seguinte PVI:
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



∆p =
1

c2T1

∂2p

∂t2

p(x, y, t)|∂Ω = 0
p(x, y, 0) = p0(x, y)

∂p

∂t
(x, y, 0) = 0

. (5.37)

A condição inicial do PVI encontra-se representada graficamente na Figura 5.19.

Figura 5.19: Condição inicial do PVI. Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste modelo, são utilizadas as três condições de temperatura e umidade dadas na
Subseção 5.1.3.

As sáıdas do SBRF do tipo 1 como as mesmas situações propostas:

– 1º Caso: Para os valores de entradas θ1 = 29°C e u1 = 0%, obtendo-se a velocidade:

cT1(29, 0) = 349, 0389 m/s;

– 2º Caso: Os valores de entrada θ2 = 36, 5°C e u2 = 3%, obtendo-se a velocidade:

cT1(36, 5 , 3) = 354, 9644 m/s;

– 3º Caso: Os valores de entrada θ3 = 41.5°C e u3 = 5%, obtendo-se a velocidade :

cT1(41, 5 , 5) = 358, 9380 m/s.

Para determinar a aproximação da solução é utilizada uma malha com 50 subintervalos
nos eixos x e y. Além disso, o passo do tempo é ∆t = 0, 00000001 s. Utilizando a
formulação pelo MEF, constrúıda na seção anterior, as aproximações obtidas após 101
iterações, para os casos 1, 2 e 3 encontam-se representados graficamente pelas Figuras
5.20, 5.21 e 5.22, respectivamente.

101



Figura 5.20: Aproximação da
solução do PVI para hipotermia
moderada e umidade baixa. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.21: Aproximação da
solução do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.22: Aproximação da solução do PVI para febre alta e umidade
alta. Fonte: Elaborada pelo autor.

Graficamente a queda de pressão em cada uma das aproximações obtidas é mostrada
fixando o nó de número 1201, dado pelo ponto (x, y) = (0, 0175 , 0, 0006) que se encontra
no interior do domı́nio Ω. Após 101 iterações, as representações gráficas de tais fenômenos
encontram-se na Figura 5.23.
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Na próxima subseção, é apresentada a aproximação da solução do modelo bidimensio-
nal com domı́nio regular e parâmetro fuzzy do tipo 2 intervalar.

5.2.2 Solução do Modelo Bidimensional com Domı́nio Regular

Utilizando Parâmetro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar

Sejam cT2 = cT2(θ, u) o valor da velocidade do som, sendo esta um parâmetro fuzzy
do tipo 2 intervalar, e o domı́nio Ω = [0, 0, 035] × [0, 0, 0012] em metros (m), com
fronteiras de Dirichlet homogênea e a condição inicial dada em (5.36). Assim, obtém-se
o seguinte PVI:





∆p =
1

c2T2

∂2p

∂t2

p(x, y, t)|∂Ω = 0
p(x, y, 0) = p0(x, y)

∂p

∂t
(x, y, 0) = 0

. (5.38)

Assim, como na Seção 5.1.4, a sáıda do SBRF do tipo 2 intervalar são calculadas a
partir dos três casos citados anteriormente. Da mesma forma, o sistema produz 3 sáıdas,
sendo uma sáıda defuzificada (cdefuz), uma sáıda inferior (cinf ) e uma superior (csup).
Assim, os 9 valores de cT2 obtidos através do SBRF são:

• 1º Caso: Os valores de entrada são θ1 = 29°C e u1 = 0%, obtendo-se as velocidades:

1. cdefuz(29, 0) = 349, 03891;

2. cinf (29, 0) = 345, 13891;

3. csup(29, 0) = 352, 93891.

• 2º Caso: Os valores de entrada são θ2 = 36, 5°C e u2 = 3%, obtendo-se as velocidades:

1. cdefuz(36, 5, 3) = 354, 9651;

2. cinf (36, 5, 3) = 350, 015037;

3. csup(36, 5, 3) = 359, 91516.

• 3º Caso: Os valores de entrada são θ3 = 41, 5°C e u3 = 5%, obtendo-se as velocidades:

1. cdefuz(41, 5, 5) = 358, 93804;

2. cinf (41, 5, 5) = 353, 28804;

3. csup(41, 5, 5) = 364, 58804.

Utilizando novamente o problema variacional descrito na Seção 5.2 e empregando as
condições citadas anteriormente, obtêm-se 3 aproximações da solução para cada tempera-
tura e umidade. Nas Figuras 5.25, 5.27 e 5.29 são apresentadas as 3 sáıdas de cada caso,
no lado esquerdo, e o destaque para a sáıda defuzzificada no lado direito, para cada um
dos 3 casos supracitados, Figuras 5.26, 5.26 e 5.30, após 101 iterações.
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Figura 5.25: Aproximação da
solução do PVI para hipoter-
mia moderada e umidade baixa.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.26: Sáıda defuzzificada
da aproximação da solução do PVI
para hipotermia moderada e umi-
dade baixa. Fonte: Elaborada pelo
autor.

Figura 5.27: Aproximação da
solução do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.28: Aproximação da
solução do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.29: Aproximação da
solução do PVI para febre alta e
umidade alta. Fonte: Elaborada
pelo autor.

Figura 5.30: Sáıda defuzzificada
da aproximação da solução do PVI
para febre alta e umidade alta.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observe que as Figuras 5.25, 5.27 e 5.29 são aproximações das soluções do PVI para
as sáıdas superiores, inferiores e defuzzificadas de cada caso, note que a representação das
superf́ıcies são diferentes, como pode ser constatado pelas cores distintas, nos gráficos da
esquerda.

Destaca-se os comportamentos da pressão no ponto (x, y) para cada caso, em função
do tempo decorrido do pulso inicial. A representação gráfica das quedas de pressão
encontram-se representadas nas Figuras 5.31, 5.32 e 5.33.

Figura 5.31: Queda da pressão para as 3 sáıdas do caso 1. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.32: Queda da pressão para as 3 sáıdas do caso 2. Fonte:
Elaborada pelo autor.
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Figura 5.33: Queda da pressão para as 3 sáıdas do caso 3. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Faz-se necessário ainda a construção do gráfico das diferenças a cada iteração. Fixando
o nó (x, y), dado pelo ponto (0, 0175 , 0, 0006), que pertence ao interior do domı́nio, após
1200ª iterações. A seguir, as diferenças para as aproximações das soluções utilizando
todas as sáıdas, cdefuz, cinf e csup, para cada caso, encontram-se nas Figuras 5.34, 5.35
e 5.36.

Figura 5.34: Gráfico das diferenças entre os casos 1 e 2. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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5.3.1 Solução do Modelo Bidimensional com Domı́nio Irregular

e Parâmetro Fuzzy do Tipo 1

Sejam o domı́nio definido em (5.40), com fronteiras de Dirichlet homogêneas e cT1 =
cT1(θ, u) a velocidade do som, tratada como parâmetro fuzzy do tipo 1. Considere ainda o
ponto (x, y) = (0, 01742 , 0, 0006045). Nessa modelagem, considera-se um pico de pressão
de 60Db, no ponto citado anteriormente. O PVI que modela a situação proposta é dado
por:





∆p =
1

c2T1

∂2p

∂t2

p(x, y, t)|∂Ω = 0
p(x, y, 0) = 60
∂p

∂t
(x, y, 0) = 0

. (5.41)

Para a triangulação, é constrúıda uma malha contendo 1305 nós e 2304 elementos
triangulares, representada na Figura 5.38. Todo o processo de construção da malha
encontra-se descrito no Apêndice D.

Figura 5.38: Representação gráfica da malha gerada para resolução do
PVI (5.41). Fonte: Elaborada pelo autor.

Segue uma representação gráfica da condição inicial do PVI disposta na Figura 5.39.
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Figura 5.39: Representação gráfica da condição inicial do PVI (5.41).
Fonte: Elaborada pelo autor.

Os mesmos valores de entradas do SBRF do tipo 1 são utilizados:
1º Caso: θ1 = 29°C e u1 = 0%, obtendo o valor de sáıda cT1(29, 0) = 349, 0389 m/s;
2º Caso: θ2 = 36, 5°C e u2 = 3%, gerando o valor de sáıda cT1(36, 5 3) = 354, 9644 m/s;
3º Caso: θ3 = 41.5°C e u3 = 5%, obtendo a velocidade cT1(41, 5 , 5) = 358, 9380 m/s.

Os resultados obtidos à partir do programa descrito no Apêndice D, considerando as
condições citadas estão representados graficamente nas Figuras 5.40, 5.41 e 5.42, respec-
tivamente.

Figura 5.40: Aproximação da
solução do PVI para hipotermia
moderada e umidade baixa. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.41: Sáıda defuzzificada
da aproximação da solução do PVI
para temperatura normal e umidade
média. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 5.42: Aproximação da solução do PVI para temperatura de
41,5°C e umidade 5. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para mostrar as discrepâncias entre os comportamentos da pressão acústica em cada
um dos casos, segue uma representação gráfica da queda da pressão no ponto (x, y), na
Figura 5.43.

Figura 5.43: Queda de pressão para o nó 289 da malha. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Para mapear a diferença entre as aproximações são utilizados os resultados obtidos
no nó 289, de coordenadas (x, y) = (0, 01742 , 0, 0006045), que pertence ao interior do
domı́nio. A representação gráfica das diferenças obtidas à cada iteração encontra-se na
Figura 5.44
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Figura 5.44: Diferença entre as soluções a cada iteração para o nó 289
da malha. Fonte: Elaborada pelo autor.

Pelos resultados apresentados nesta subseção, é fácil perceber o quanto a solução
do modelo com domı́nio irregular se diferencia da aproximação dos modelos de domı́nio
regular. Os gráficos evidenciam que a variação da velocidade do som gera diferenças nas
oscilações da pressão no decorrer do domı́nio.

É posśıvel notar ainda um padrão diferente entre os gráficos que mostram as dife-
renças por iteração, com relação aos resultados bidimensionais regulares, evidenciando a
influencia do domı́nio na solução do PVI. Ainda, é posśıvel observar que as diferenças
maiores entre as sáıdas do SBRF geram diferenças maiores nas aproximações das soluções
entre os casos 1º e 3º.

5.3.2 Solução do Modelo Bidimensional com Domı́nio Irregular

e Parâmetro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar

Sejam cT2 = cT2(θ, u) a velocidade do som, tratada como um parâmetro fuzzy do
tipo 2 intervalar, e o domı́nio Ω, com fronteiras de Dirichlet homogêneas. Consideram-
se ainda um pulso de pressão acústica de 60Db em um único ponto da malha e sua
derivada com relação ao tempo sendo zero. O ponto do pico de pressão em questão é
(x, y) = (0, 01742 , 0, 0006045), ponto mais próximo do centro de Ω. A modelagem
dessas codições resultam no seguinte PVI:





∆p =
1

c2T2

∂2p

∂t2

p(x, y, t)|∂Ω = 0
p(x, y, 0) = 60
∂p

∂t
(x, y, 0) = 0

. (5.42)
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É utilizada a mesma triangulação da Figura 5.38, além de programa computacional
similar. Para os 3 casos citados anteriormente, obtém-se que:

– Para (θ1, u1) = (29, 0):

1. cdefuz(29, 0) = 349, 03891;

2. cinf (29, 0) = 345, 13891;

3. csup(29, 0) = 352, 93891.

– Para (θ2, u2) = (36, 5 , 3):

1. cdefuz(36, 5, 3) = 354, 9651;

2. cinf (36, 5, 3) = 350, 01504;

3. csup(36, 5, 3) = 359, 91516.

– Para (θ3, u3) = (41, 5 , 5):

1. cdefuz(41, 5, 5) = 358, 93804;

2. cinf (41, 5, 5) = 353, 2880456;

3. csup(41, 5, 5) = 364, 5880456.

Os resultados obtidos após 101 iterações das sáıdas defuzzificadas estão dispostos nas
Figuras 5.45, 5.46 e 5.47.

Figura 5.45: Aproximação da solução do PVI utilizando a sáıda
defuzzificada do 1º caso. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 5.46: Aproximação da solução do PVI utilizando a sáıda
defuzzificada do 2º caso. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 5.47: Aproximação da solução do PVI utilizando a sáıda
defuzzificada do 3º caso. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para facilitar a interpretação dos gráficos obtidos, nas Figuras 5.48, 5.49 e 5.50,
encontram- se as representações gráficas da queda da pressão acústica para o ponto (x, y).

Figura 5.48: Queda de pressão no
ponto (x, y) para o caso 1. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.49: Queda de pressão no
ponto (x, y) para o caso 2. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.50: Queda de pressão no ponto (x, y) para o caso 3. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Para cada caso são calculadas as diferenças entre a sáıdas defuzzificada, inferior e
superior. As representações gráficas das diferenças citadas encontram-se nas Figuras
5.51, 5.52 e 5.53. Note que as amplitudes das diferenças são diferentes para cada caso
estudado.
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Figura 5.51: Diferenças nas apro-
ximações das soluções utilizando as
3 sáıdas do 1º caso. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Figura 5.52: Diferenças nas apro-
ximações das soluções utilizando as
3 sáıdas do 2º caso. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Figura 5.53: Diferenças nas aproximações das soluções utilizando
as 3 sáıdas do 3º caso. Fonte: Elaborada pelo autor.

Novamente, para mostrar as diferenças entre cada uma das sáıdas do SBRF, é fixado
o nó de número 289, cujas coordenadas são (x, y) = (0, 01742 , 0, 0006045), que pertence
ao interior do domı́nio. Dáı, são armazenadas suas soluções à cada iteração para cada
caso. Os gráficos das diferenças entre as aproximações utilizando as sáıdas encontram-se
nas Figuras 5.54, 5.55 e 5.56.
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Figura 5.54: Aproximação da
solução do PVI utilizando a sáıda
defuzzificada do 2º caso. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Figura 5.55: Aproximação da
solução do PVI utilizando a sáıda
inferior do 2º caso. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Figura 5.56: Aproximação da solução do PVI utilizando a sáıda
superior do 2º caso. Fonte: Elaborada pelo autor.

O último modelo deste trabalho evidencia como as sáıdas pelo SBRF do tipo 2
intervalar com domı́nio irregular afetam a solução do problema. Tendo sido respeitadas
as dimensões da cóclea desenrolada é posśıvel observar as diferenças entre as três sáıdas
do SBRF, influenciada pelas condições de temperatura e umidade discrepantes.

Observando que as escalas no sentido vertical das diferenças entre as soluções defuz-
zificadas no ponto central são distintas, é posśıvel notar também que diferenças maiores
entre as velocidades do som geram diferenças maiores entre as pressões à cada iteração.
Apesar disso, os gráficos das diferenças apresentam um comportamento qualitativo seme-
lhante para todos os casos de cada modelo estudado.

Após o estudo de todos os exemplos de aproximação da solução da equação da onda
com parâmetro escalar, fuzzy do tipo 1 e fuzzy do tipo 2 intervalar, é posśıvel a seguir
apresentar as considerações finais do trabalho.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho, a modelagem matemática do parâmetro velocidade do som, da equação
da onda acústica é realizada com novas abordagens. Várias ferramentas matemáticas são
combinadas para obter um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) que determina a
variável de sáıda, a velocidade do som, tendo como variáveis de entrada, a temperatura e
a umidade. Uma rede neuro-fuzzy (ANFIS) que representa a junção entre a inteligência
artificial, especificamente uma rede neural, e a teoria dos conjuntos fuzzy, em combinação
com dados obtidos pelo toolbox CANTERA, que trata de problemas de termodinâmica,
cinética qúımica e transferência de massa, gera um SBRF do tipo 1. O método de in-
ferência utilizado é o de Takagi-Sugeno. Em seguida, a incerteza utilizada nas variáveis de
entrada e de sáıda é ampliada através de um SBRF do tipo 2 intervalar. Este parâmetro
do tipo 2 intervalar gera três aproximações da solução da equação da onda acústica,
sendo uma o valor da velocidade inferior, outra com a velocidade superior e uma para o
valor defuzzificado. A novidade é utilizar os conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar em um
parâmetro da equação da onda.

A abordagem utilizada neste estudo para a equação da onda acústica foi unidimensio-
nal e bidimensional, com a condição inicial dada por um pico de pressão, como é descrito
a seguir:

– Modelo Unidimensional: para diferentes modelagens do parâmetro da equação.

∗ Parâmetro Escalar: é posśıvel observar como a equação da onda acústica se
comporta no modelo clássico, servindo de baseline para os resultados posteriores.

∗ Parâmetro Fuzzy do Tipo 1: a aproximação da solução do PVI é obtida pelo
método das diferenças finitas, utilizando a velocidade do som no ar via o SBRF
do tipo 1, sendo o domı́nio as dimensões longitudinais da cóclea. É posśıvel ob-
servar como a velocidade influencia as soluções através da representação gráfica
das diferenças por iteração em cada caso estudado, mantendo o comportamento
qualitativo.

∗ Parâmetro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar: é posśıvel observar o quanto as
incertezas adicionadas ao processo pelo SBRF do tipo 2 intervalar constrúıdo
interferem nas aproximações da solução do PVI. Além da comparação inicial
entre os valores: defuzzificados, inferiores e superiores; são mostradas também
as diferenças entre os três casos para condições de temperatura e umidade dife-
rentes.
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– Modelo Bidimensional: para diferentes abordagens do parâmetro da equação.

∗ Parâmetro Fuzzy do Tipo 1 com Domı́nio Regular: o comprimento lon-
gitudinal da cóclea foi mantido, como nos casos anteriores. Porém, é adicionado
uma seção transversal fixa, com as fronteiras de Dirichlet iguais a 0 que afetam
o problema inicial. A resolução é feita através do método dos elementos finitos.
É posśıvel observar as diferenças obtidas através das incertezas da velocidade
do som no ar.

∗ Parâmetro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar com Domı́nio Regular: a mode-
lagem é semelhante ao problema anterior, porém utilizando o SBRF do tipo 2
intervalar. Além das diferenças entre as três sáıdas do sistema, foram estuda-
das as discrepâncias entre as soluções em diferentes condições de temperatura e
umidade.

∗ Parâmetro Fuzzy do Tipo 1 com Domı́nio Irregular: neste caso o domı́nio
possui dimensões semelhantes às citadas na introdução do trabalho, represen-
tando com fidelidade o canal interno da cóclea desenrolada. A resolução desse
problema ilustra o quanto o domı́nio irregular influencia o comportamento da
pressão sonora.

∗ Parâmetro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar com Domı́nio Irregular: no
último problema estudado, é posśıvel perceber, além das conclusões retiradas
do modelo anterior, que a adição de mais uma incerteza interfere no problema.
Também, este modelo exibe que as variações de temperatura e umidade no ar
alteram a forma como a pressão acústica se comporta.

Os resultados obtidos indicam que situações diferentes de calor e umidade podem
gerar respostas diferentes das membranas internas da cóclea, visto que as mesmas reagem
às movimentações do fluido que estão em contato. Os SBRF do tipo 1 e do tipo 2
intervalar obtidos, podem ser utilizados para determinar os valores da velocidade do som
para outros conjuntos de dados semelhantes aos valores das entradas. Além disso, é posto
que diferenças maiores entre as condições de temperatura e umidade geram discrepâncias
maiores entre o comportamento da pressão acústica.

Como trabalhos futuros, podem ser considerados diferentes fluidos para modelar o
fluido interno da cóclea. Além disso, é posśıvel acoplar as equações do fluido acústico
e da membrana elástica através de um sistema de equações diferenciais parcias, para
estudar o comportamento da membrana basilar em diversas situações de temperatura
e umidade. Uma outra possibilidade é o estudo de parâmetros fuzzy para modelar a
membrana elástica. Sabe-se que fatores como a idade e tipo de trabalho do indiv́ıduo
podem prejudicar a audição. Também, existe a possibilidade dos modelos desenvolvidos
serem tratados a partir de dados reais do problema, obtidos através de experimentos em
laboratório, e o uso de uma rede neuro-fuzzy que construa um SBRF do tipo 2 intervalar,
poderão enriquecer ainda mais o estudo deste tema.
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Springer, v. 684, 2017.

NEGNEVITSKY, M. Artificial intelligence: a guide to intelligent systems. London: Pe-
arson education, 2005.

NICOLAU, V.; MIHOLCA, C.; ANDREI, M. Fuzzy rules of sound speed influence on
ultrasonic sensing in outdoor environments. In: IEEE. 2009 3rd International Workshop
on Soft Computing Applications. Szeged-Arad-Romania, 2009. p. 145–150.

PRUDENTE, F. A. D. Monitoramento Estrutural por Impedância Eletromecânica via
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a1,1 = (∇ϕ1,∇ϕ1)

=

∫

Ω

∇ϕ1∇ϕ1dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

⟨(−1,−1), (−1,−1)⟩ dxdy = 1;

(A.4)

a1,2 = a2,1 = (∇ϕ1,∇ϕ2)

=

∫

Ω

∇ϕ1∇ϕ2dΩ

=

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

⟨(−1,−1), (1, 0)⟩ dxdy =
−1

2
;

(A.5)

a2,2 = = (∇ϕ2,∇ϕ2)

=

∫

Ω

∇ϕ2∇ϕ2dΩ

=

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

⟨(1, 0), (1, 0)⟩ dxdy =
1

2
;

(A.6)

a1,3 = a3,1 = (∇ϕ1,∇ϕ3)

=

∫

Ω

∇ϕ1∇ϕ3dΩ

=

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

⟨(−1,−1), (0, 1)⟩ dxdy =
−1

2
;

(A.7)

a2,3 = a3,2 = (∇ϕ2,∇ϕ3)

=

∫

Ω

∇ϕ2∇ϕ3dΩ

=

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

⟨(1, 0), (0, 1)⟩ dxdy = 0;

(A.8)

a3,3 = = (∇ϕ3,∇ϕ3)

=

∫

Ω

∇ϕ3∇ϕ3dΩ

=

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

⟨(0, 1), (0, 1)⟩ dxdy =
1

2
.

(A.9)
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A seguir, é apresentada a matriz de rigidez A, referente ao elemento padrão:

A =
1

2
·




2 −1 −1
−1 1 0
−1 0 1


 . (A.10)

Para construir a matriz do produto interno entre as funções de base, têm-se os se-
guintes elementos:

c1,1 = (ϕ1, ϕ1) =

∫

Ω

ϕ1ϕ1dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

(1− x− y)(1− x− y)dxdy

=

∫ 1

0

∫ y−1

0

(
1− 2x− 2y + 2xy + x2 + y2

)
dxdy =

1

12
;

(A.11)

c1,2 = c2,1 = (ϕ1, ϕ2) =

∫

Ω

ϕ1ϕ2dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

(1− x− y)xdxdy

=

∫ 1

0

∫ y−1

0

(
x− x2 − xy

)
dxdy =

1

24
;

(A.12)

c1,3 = c3,1 = (ϕ1, ϕ3) =

∫

Ω

ϕ1ϕ3dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

(1− x− y)ydxdy

=

∫ 1

0

∫ y−1

0

(
y − y2 − xy

)
dxdy =

1

24
;

(A.13)

c2,2 = (ϕ2, ϕ2) =

∫

Ω

ϕ2ϕ2dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

x · xdxdy

=

∫ 1

0

∫ y−1

0

x2dxdy =
1

12
;

(A.14)

c2,3 = c3,2 = (2, ϕ3) =

∫

Ω

ϕ2ϕ3dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

xydxdy =
1

24
;

(A.15)
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c3,3 = (ϕ3, ϕ3) =

∫

Ω

ϕ3ϕ3dΩ

=

∫ 1

0

∫ 1−y

0

y · ydxdy

=

∫ 1

0

∫ y−1

0

y2dxdy =
1

12
.

(A.16)

A seguir, é apresentada a matriz C dos produtos internos das funções de base:

C =




1
12

1
24

1
24

1
24

1
12

1
24

1
24

1
24

1
12


 . (A.17)
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logo

x(ξ, η) = x3 + (x1 − x3)ξ + (x2 − x3)η;

y(ξ, η) = y3 + (y1 − y3)ξ + (y2 − y3)η.
(B.3)

É posśıvel então calcular o jacobiano de Ye:

JYe =

(
x1 − x3 x2 − x3

y1 − y3 y2 − y3

)
. (B.4)

É sabido que ϕî(ξ, η) = ϕi(x(ξ, η), y(ξ, η)), logo, pela regra da cadeia:

∂ϕî

∂ξ
=

∂ϕi

∂x

∂x

∂ξ
+

∂ϕi

∂y

∂y

∂ξ
;

∂ϕî

∂η
=

∂ϕi

∂x

∂x

∂η
+

∂ϕi

∂y

∂y

∂η
.

(B.5)

Substituindo as derivadas, obtém-se:

∂ϕî

∂ξ
=

∂ϕi

∂x
(x1 − x3) +

∂ϕi

∂y
(y1 − y3);

∂ϕî

∂η
=

∂ϕi

∂x
(x2 − x3) +

∂ϕi

∂y
(y2 − y3);

(B.6)

que pode ser escrito na forma matricial como:




∂ϕî

∂ξ
∂ϕî

∂η


 =

(
x1 − x3 y1 − y3

x2 − x3 y2 − y3

)
·




∂ϕi

∂ξ
∂ϕi

∂η


 ; (B.7)

logo,




∂ϕi

∂ξ
∂ϕi

∂η


 = ((JYe)

t)−1




∂ϕî

∂ξ
∂ϕî

∂η


 . (B.8)

Sejam B = {ϕK
1 , ϕ

K
2 , ϕ

K
3 } a base de funções do elemento real e B̂ = {ϕ̂1, ϕ̂2, ϕ̂3} a

base de funções do elemento padrão. Têm-se que:

∫

K

∇ϕK
i ∇ϕK

j =

∫

K

(((JYe)
t)−1∇ϕ̂i) · (((JYe)

t)−1∇ϕ̂j)

= 2 · Área(K̂)

∫

K̂

(((JYe)
t)−1∇ϕ̂i) · (((JYe)

t)−1∇ϕ̂j).

(B.9)
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Com todos os dados dispostos, é posśıvel calcular os elementos da matriz de rigidez
G desejada através da equação (B.9). Suponha que deseje-se calcular o elemento G11.
Têm-se então que:

G1,1 =

∫

K

∇ϕK
1 ∇ϕK

1 =

∫

K

(((JYe)
t)−1∇ϕ̂1) · (((JYe)

t)−1∇ϕ̂1). (C.3)

Inicia-se o processo calculando JYe para a função desejada. Então:

JYe =

(
x1 − x3 x2 − x3

y1 − y3 y2 − y3

)
=

(
−h l
−h 0

)
,

então

JY T
e =

(
−h l
−h 0

)
,

e

(JY T
e )−1 =

(
0 − 1

h

1
l

−1
l

)
. (C.4)

Tem-se ainda que:

∇ϕ1 = (JY T
e )−1 ·




∂ϕ1̃

∂ξ
∂ϕ1̃

∂η


 , (C.5)

logo

∇ϕ1 =



0 −

1

h
1

l

−1

l


 ·

(
0

1

)

=



−
1

h
−1

l


 .

(C.6)

Agora, basta calcular a integral desejada:

G1,1 =

∫

k

∇ϕ1∇ϕ1 =

∫

K

((JYe)
t)−1∇ϕ̂1) · (((JYe)

t)−1∇ϕ̂1)

= 1 ·

∫ l

0

∫ h(1− y

l )

0

〈(
−1

h
,
−1

l

)
;

(
−1

h
,
−1

l

)〉
dx dy

=

∫ l

0

∫ h(1− y

l )

0

1

h2
+

1

l2
dxdy

=

l

h
+

h

l
2

(C.7)
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Calculando todas as integrais necessárias é posśıvel criar a matriz G, dada por:

G =




l

h
+

h

l
2

−
l

2h
−
h

2l

−
l

2h

l

2h
0

−
h

2l
0

h

2l




. (C.8)
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Apêndice D

Instruções para a Elaboração do

Programa Computacional

Bidimensional com Domı́nios

Irregulares

Nesta seção, é exibido o procedimento para implementação do programa computaci-
onal que permite a resolução do problema com domı́nios irregulares. Todos os passos são
enumerados na ordem da implementação. Considere o domı́nio descrito na equação (5.40).

1. Como esse conjunto forma um trapézio regular, para iniciar o programa, é ne-
cessário criar um arquivo com extensão .dat contendo as coordenadas dos vertices
do domı́nio, sendo a primeira e a segunda colunas correspondentes às coordenadas
x e y, respectivamente. Este arquivo pode ser gerado através aplicativo Notepad.

2. No Matlab, inicie o toolbox pde (Partial Differential Equation Toolbox), com o co-
mando pdeinit.

3. Gere uma matriz utilizando o arquivo .dat, em seguida, inicie a ferramenta pdepoly,
que é responsável por desenhar o poĺıgono do domı́nio. Após esse processo, a janela
do toolbox pde é aberta.

4. Dentro do aplicativo, clique na aba Mesh na barra de ferramentas. entre os itens
desta aba, escolha a opção Initialize Mesh, que automaticamente, delimita uma ma-
lha inicial de discretização. Caso desejado, também é posśıvel utilizar a ferramenta
Refine Mesh, presente na mesma aba, para obter malhas mais refinadas.

5. Após obter a malha desejada, basta exportar a mesma, através da função Export
Mesh, presente na mesma aba. Essa função é responsável por gerar três vetores:
e (elements), que é a matriz que numera os elementos triangulares da malha; p
(points), sendo a matriz que descreve as coordenadas dos pontos de discretização
utilizados; e t (triangles), que descrevem os elementos da malha.

6. Por último, salve as três matrizes em um único arquivo com extensão .mat. Esta
etapa finaliza o processo de confecção da malha.

7. Em um novo programa, carregue o arquivo .mat gerado anteriormente.

8. Defina os valores do incremento temporal desejado (∆t), além de uma variável que
armazene o número total de nós da malha.
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9. Construa, a partir da matriz e, o vetor inb, que é composto pelos ı́ndices dos nós das
fronteiras do domı́nio. Crie uma variável responsável por contabilizá-los. Também,
é necessário criar uma variável que armazene o último nó presente na fronteira.

10. Defina a matriz ira, que enumera novamente os nós da fronteira à partir do valor 1,
além de definir os valores da função na fronteira, que no caso desse trabalho são de
Dirichlet, com valor nulo.

11. É necessário ainda o número de funções de base e o número total de elementos da
malha. Para tal finalidade, crie um vetor inz, a partir da função find, que retorna
na forma de vetor os ı́ndices e valores dos elementos diferentes de zero na matriz inb.
Após isso, os valores da matriz inb em cada nó diferente de zero receberão o valor
da mesma posição presentes na matriz ira.

12. Inicie a resolução do problema através do MEF. Primeiramente, crie as matrizes de
elemento padrão, como nas equações (A.10) e (A.17). Defina também os valores
dos gradientes de cada função de base do elemento padrão, as mudanças de variável
necessárias e a matriz Ye, como descritas no Apêndice B.

13. Formule as novas matrizes de Rigidez Afull e Bfull, que são utilizadas para re-
solução do problema na malha irregular, concatenando-se as matrizes de rigidez de
cada elemento.

14. Crie duas matrizes esparsas A e B, através da função sparse aplicada nas matrizes
Afull e Bfull, respectivamente. Estas novas matrizes permitem a utilização da
função lu para fatorar a matriz A através do processo de fatoração LU .

15. Crie o vetor de ı́ndices dos nós do interior do domı́nio, utilizando da função∼ismember,
que retorna todos os nós diferentes de zero presentes nas matrizes. Lembre-se que
os nós da fronteira receberam o valor de zero após o tratamento pelas matrizes ira
e irb. Implemente as condições iniciais do problema em todos os nós interiores do
domı́nio, além da aproximação por diferenças finitas da solução após uma iteração.
Feito isso, é posśıvel iniciar a resolução do sistema de equações definido.

16. Utilize a formulação do problema no processo iterativo do tempo.

17. Para plotagem da solução, empregue a função pdesurf, que lê as matrizes p, t e a
matriz da solução do sisema para representar graficamente a aproximação da solução
do PVI desejado. Também é importante salientar que, apesar da facilidade de uti-
lização da função para plotagem dos gráficos, a mesma não permite alteração da cor,
utilizando sempre o mesmo padrão em todos os gráficos.
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