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Resumo

O sistema auditivo humano é responsavel por diversas fungoes corporais importantes,
podendo-se destacar o equilibrio, a geolocalizacao e a comunicacao. A coclea tem papel central
na audicao, sendo responsavel por converter os sons em impulsos nervosos, através da dinamica
entre a movimentacao dos fluidos presentes nas cavidades e membranas internas. Neste traba-
lho, a abordagem escolhida para a formulacao do modelo é a equacao da onda acustica, que
possui como parametro a velocidade do som. De acordo com a literatura, dois fatores que
alteram a velocidade do som no ar sao a temperatura e a umidade absoluta. A incerteza gerada
por estes fatores é tratada através de dois Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) do
tipo 1 e do tipo 2 intervalar, sendo temperatura e umidade as variaveis de entrada, e tendo a
velocidade do som como saida. Para construcao do SBRF do tipo 1, é utilizada a rede neuro-
fuzzy Adaptative Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS), com dados da velocidade do som, a
depender de temperatura e umidade do ar, obtidos através do toolbox livre de termodinamica
CANTERA. O método de inferéncia para este sistema é o de Takagi-Sugeno. O SBRF do tipo
2 intervalar é construido através da flexibilizacao dos parametros que compoem as funcoes de
pertinéncia das variaveis de entrada e saida. O objetivo do trabalho é tratar matematicamente
a incerteza que pode influenciar o comportamento da pressao actstica em funcao do tempo,
considerando o ar como fluido. As aproximacoes da solugao da equacgao da onda sao realizadas
através do Método das Diferencas Finitas, para o caso unidimensional, e o Método dos Elemen-
tos Finitos para os modelos bidimensionais com dominios regular e irregular. As medidas dos
dominios de cada modelo sao retiradas de trabalhos cientificos anteriores, relacionados ao tema.
Os resultados obtidos mostram o quanto considerar a velocidade do som como parametro fuzzy,
dependendo da temperatura e da umidade, influencia na pressao acustica, gerando diferencas
no comportamento mecanico do fluido em um determinado ponto do interior do dominio.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy; ANFIS; Coclea; CANTERA; Acustica; SBRF.

viil



Abstract

The human hearing system is responsible for several important bodily functions, high-
lighting balance, geolocation and communication. The cochlea plays a central role in hearing,
being responsible for converting sounds into nervous impulses, through dynamics between the
movement of fluids present in its cavities and internal membranes. In this work, the approach
chosen for formulating the model is the acoustic wave equation, which has the speed of sound as
a parameter. According to the literature, two factors that change the speed of sound in the air
are temperature and absolute humidity. The uncertainty generated by these factors is treated
through two Fuzzy Rule-Based Systems (FRBS) type-1 and interval type-2, with temperature
and humidity being the input variables, and having the speed of sound as the output. To build
the type-1 FRBS, the Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS) neuro-fuzzy network
is used, with data about the speed of sound, depending on the air temperature and humidity,
obtained through the free thermodynamics toolbox CANTERA. The inference method for this
system is Takagi-Sugeno. The interval type-2 FRBS is constructed through the flexibility of
the parameters that make up the pertinence functions of the input and output variables. The
aim of this work is to mathematically treat the uncertainty that can influence the behavior
of acoustic pressure as a function of time, considering air as a fluid. The approximations of
the solution of the wave equation are solved through the Finite Difference Method, for the
one-dimensional case, and the Finite Element Method for bidimensional models with regular
and irregular domains. The measures of the domains of each model are taken from previous
scientific works related to the topic. The results obtained show how much considering the speed
of sound as a fuzzy parameter, depending on temperature and humidity, influences the acoustic
pressure, generating differences in the mechanical behavior of the fluid at a given point within
the domain.

Keywords: Fuzzy Sets; ANFIS; Cochlea; CANTERA; Acoustics; FRBS.
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Introducao

A actstica é o ramo da Fisica que estuda as ondas sonoras e suas interacoes com a
matéria (KINSLER et al., 2000). Além do uso comum no estudo dos sons, essa drea de estudo
¢ importante para diversos campos da ciéncia que necessitem lidar com vibragoes mecanicas.
Para enunciar alguns exemplos de utilizacao da acustica, pode-se citar as vibragoes que ocorrem
em edificacoes, nas asas de avides e em motores no geral. Todos esses fenomenos precisam ser
previstos por projetistas, para evitar possiveis acidentes e desgaste precoce em equipamentos.

Por se tratarem de ondas mecanicas, as ondas sonoras necessitam de um meio material
para se propagarem. Em se tratando de fenomenos sonoros, o fluido responsavel por essa
propagacao ¢ o ar, que ¢ objeto de estudo no trabalho.

Segundo Kinsler et al. (2000), uma onda sonora é um tipo de flutuagao de pressdo em um
fluido compressivel, no caso desse trabalho, o ar. Como fluidos com baixa viscosidade possuem
pouca resisténcia a deformacoes, as ondas sonoras sao transmitidas através de contragoes e
expansoes sucessivas do mesmo. Esse processo cria regioes de alta e baixa pressao adjacentes,
que permitem a transmissao das ondas sonoras.

As ondas sonoras, que sao transmitidas através do ar, sao captadas pelos ouvidos dos
seres vivos que possuem sistema auditivo e traduzidas em informacoes tteis pelo cérebro. O
nome do sentido relacionado a esse processo é a audicao.

A audicao é um dos sentidos mais importantes para o ser humano. E através dela
que percebem-se os sons ao entorno, o que permite a comunicacao, a evasao de perigos ou a
apreciacao de musica, por exemplo.

O sentido da audigao estd relacionado ao sistema auditivo, que, nos humanos, é composto
por uma diversidade de estruturas. Importante salientar que todo o detalhamento do sistema
auditivo exposto no trabalho é baseado em Bear, Connors e Paradiso (2017). Uma ilustracao
que representa o sistema auditivo encontra-se na Figura 1.

Ouwvido
| medio |

Ouvido Ouvida
externo I | interno

N Ossiculos

oval

Nervo
vestibulococlear
Céclea

Meato acistico Membrana
Pavilhao v axterno timpanica

Figura 1: Sistema auditivo (BEAR; CON-
NORS; PARADISO, 2017).



Pela Figura 1, é possivel notar que o sistema auditivo é composto por diversas estruturas,
sendo estas:

e Pavilhao: Responsavel pela captacao das ondas sonoras em uma grande area. Seu funci-
onamento pode ser comparado ao de um bocal de um funil, que concentra o fluxo de um
liquido disperso, para minimizar a perda ao se transmitir o fluido de um compartimento
ao outro.

e Meato: Também conhecida como orelha interna, é responsavel por conduzir o som até o
timpano.

e Timpano: Responsavel por transformar as ondas sonoras em movimento. FEssa mem-
brana recebe a agao do fluido actstico (ar), vibrando de acordo com os estimulos captados
nas etapas anteriores. Esse movimento sera transmitido para os trés préoximos compo-
nentes do sistema, que sao denominados ossiculos do ouvido interno.

e Ossiculos do ouvido médio: Existem trés ossiculos responsaveis pela transmissao e
amplificacao da vibragao do timpano: o martelo, que recebe as primeiras vibragoes do
timpano; a bigorna, que é movimentada pelo martelo e ajuda na amplificacao das vi-
bracoes; e o estribo, que transmite o movimento a janela oval, presente no ouvido interno.
A ligacao entre o estribo e o ouvido interno encontra-se representada na Figura 2.

Janala aval

Estnba ;;'_-_-'.f;*. 2O — e e

- - J l" . i

Figura 2: Ligacao entre o estribo e o ouvido interno (BEAR; CON-
NORS; PARADISO, 2017).

e Ouvido interno: Principal tema do trabalho, o ouvido interno é composto pela céclea,
que é uma estrutura dssea corniculada, preenchida por duas membranas, que separam
trés cavidades. Esta tem a finalidade de converter os sons em impulsos nervosos, que
podem ser conduzidos através dos neuronios até o cérebro.

Por ser o principal 6rgao utilizado neste estudo, que trata da modelagem matematica da
pressao actstica na céclea, torna-se necessario um olhar mais atento sobre seu funcionamento.
A coclea possui uma mecanica complexa, cujo detalhamento, neste trabalho, também é baseado
em Bear, Connors e Paradiso (2017). Uma representacao gréafica de um corte transversal da
coclea é apresentada na Figura 3 e pode ser observado que existem varias estruturas internas
contidas na coclea.
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Figura 3: Corte transversal da céclea (BEAR; CONNORS; PARADISO, 2017).

Segundo Bear, Connors e Paradiso (2017) as estruturas internas contidas na céclea encontram-
se descritas a seguir:

e Escala Vestibular: Cavidade interna da céclea que recebe os estimulos advindos da
janela oval. E preenchida com um fluido chamado perilinfa, podendo ser considerado um
fluido compressivel. A escala vestibular se comunica com a escala timpanica através da
helicotema.

e Escala timpanica: Cavidade interna da céclea, semelhante em varios aspectos a escala
vestibular, sendo preenchida com o mesmo fluido da estrutura anterior. Essa cavidade
é separada da escala média pela membrana basilar, que é a principal responsavel pela
transmissao do movimento da perilinfa para o orgao de Corti, por ser mais eldstica que a
membrana de Reissner.

e Escala média: Cavidade interna contida entre a duas estruturas anteriores. Esta é
preenchida pela endolinfa, podendo ser considerado um fluido nao-newtoniano. Essa
cavidade nao se comunica com as outras duas estruturas citadas anteriormente. Dentro
desta, se encontra o érgao de Cérti, responsavel pela transcricao dos movimentos do fluido
em impulsos nervosos.

¢ Membrana de Reissner: Membrana gelatinosa que separa a escala vestibular da es-
cala média. Possui elasticidade menor que a membrana basilar, contribuindo menos aos
mecanismos do érgao de Corti.

¢ Membrana Basilar: Membrana que separa a escala timpanica da escala média. E a
principal responsavel por transformar os movimentos da perilinfa em movimentos lineares,
possibilitando a movimentacao das partes que compoem o 6rgao de Corti.

. ()rgﬁo de Corti: Uma estrutura presente dentro da escala média. No érgao de Corti, se
localizam uma série de celulas ciliares que, conforme o movimento das membranas basilar
e de Reisner, se tocam ou se afastam, transmitindo uma série de sinais através do sistema
nervoso, que chegarao ao cérebro. O funcionamento dessas células pode ser comparado
ao ato de encostar dois fios elétricos de polaridade oposta. Ao tocar um cabo elétrico
positivo em um negativo, ocorrera a transmissao de cargas elétricas, pela diferenca de
potencial.

Para fins deste estudo, considera-se a céclea “desenrolada”. Uma representacao grafica
dessa interpretacao do problema encontra-se na Figura 4.
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Figura 4: Modelo da céclea desenrolada (BEAR; CONNORS;
PARADISO, 2017).

Segundo Isailovié et al. (2015), um possivel modelo simplificado desta dinamica é o que
considera a céclea com apenas duas cavidades separadas por uma membrana e o ar como fluido
interno. A abordagem escolhida para a formulacao do modelo matematico unidimensional é de
uma equacao da onda actstica dada por:

p 10 )
ox2 2otz
em que p é a pressao do fluido dentro de duas cavidades da coclea, vestibular e timpanica, cujo

comprimento longitudinal é dado pela variavel x, t é o tempo e ¢ é a velocidade do som. No
caso bidimensional, a equacao ¢ dada por:

Pp 0 10%

9t o =or @

em que s a varidvel y é acrescentada na equagao (1).

Um fato interessante sobre a velocidade do som é que a mesma depende da composicao
do meio mecéanico em que o som se transmite. Segundo Nicolau, Miholca e Andrei (2009), a
velocidade do som no ar apresenta uma incerteza com relacao a temperatura. Estes autores,
também destacam outro fator que altera a velocidade do som no ar que é a umidade absoluta,
representando a porcentagem de agua presente no meio. A modelagem matemédtica destas
incertezas foram tratadas utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy. Ao consultar tabelas da
velocidade do som, como em Kinsler et al. (2000), percebe-se que esta é diferente no ar e na
agua. Logo, se existe umidade, existe incerteza com relacao a este parametro.

Para trabalhar com um parametro que é incerto, como é o caso a velocidade do som
no ar, é necessario introduzir ferramentas matematicas que permitam o tratamento adequado
da mesma. Além disso, para elaborar os modelos matematicos apresentados neste trabalho,
¢ necessario construir todos os dominios dos problemas de valor inicial a serem estudados, de
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forma que possam representar a coclea com precisao. Tais dados foram obtidos em Hong e
Horii (2022) e estao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Medidas da Céclea (HONG; HORII, 2022).

Dimensoes da Céclea

Comprimento da Céclea 35 mm
Largura da Entrada da Coclea 1,2 mm
Largura da Helicotrema 0,7 mm

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2023), Lofti Zadeh é precursor da elaboragao da
teoria dos conjuntos fuzzy. O pesquisador percebeu que nem sempre os problemas a serem tra-
tados matematicamente possuem fronteiras bem definidas. Logo, torna-se necessaria a criacao
de uma generalizacao da légica classica, que seja capaz de tratar de problemas que contenham
ou nao esse tipo de incerteza.

De acordo com John e Coupland (2007), em 1965, Lofti Zadeh publica o primeiro artigo
sobre conjuntos fuzzy, onde os propoe como uma alternativa a logica booleana na resolucao
de problemas computacionais. Os conjuntos fuzzy deste primeiro artigo sao conhecidos como
conjuntos fuzzy do tipo 1.

Ainda segundo John e Coupland (2007), em 1975, Zadeh publica um artigo que introduz
a nocao de conjuntos fuzzy do tipo 2, que generalizava as operacoes propostas pelo mesmo em
1965. A diferenga crucial entre os conjuntos fuzzy do tipo 1 e o do tipo 2 é que o primeiro tem
como grau de pertinéncia, de um elemento ao conjunto, um tnico valor entre 0 e 1, enquanto o
conjunto fuzzy do tipo 2 revela o grau de pertinéncia em dois estégios, através da pertinéncia
primaria e da funcao de pertinéncia secundaria. Quando a funcao de pertinéncia secundaria é
constante e igual a 1, o conjunto fuzzy é denominado do tipo 2 intervalar. Outras contribuicoes
importantes a ser destacada sao as de Ebrahim Mamdani e Michio Sugeno, sendo o segundo,
em conjunto com Tomohiro Takagi, os responsaveis por desenvolver os métodos de inferéncia
utilizados nessa dissertacao.

Além destes, é importante destacar o papel de Jyh-Shing Jang, responsavel pelo encontro
entre logica fuzzy e inteligéncia artificial, em Jang (1993). E creditada a ele a construcao do
algoritmo do ANFIS (Adaptative Neuro-Fuzzy Inference System). O artigo que trata de toda
a arquitetura da rede neuro-fuzzy foi lancado em 1993, possibilitando um caminho inverso na
construcao de SBRF, em relacao aos métodos tradicionais.

Nos problemas classicos que se utilizam de légica fuzzy, em geral, o pesquisador busca
um especialista na area para construir um SBRF que permita o trabalho com as incertezas
propostas. Em Borges (2016) e Ferreira (2017), os trabalhos determinam o parametro e a
fronteira do dominio da equacao diferencial parcial via SBRF do tipo 1, calculados com o auxilio
do especialista da area de estudo, respectivamente. Porém, também ¢é possivel a construcao
de Sistemas Baseados em Regras Fuzzy a partir de dados resultantes de experimentos, como
em Prudente (2024). Para trabalhar com essas informagoes, sdo construidos algoritmos de
aprendizagem, denominados por redes neuro-fuzzy. Para construir o SBRF do tipo 1 utilizado
no trabalho, a rede neuro-fuzzy aplicada foi o ANFIS, que constréi um SBRF com método de
inferéncia de Takagi-Sugeno. Os dados utilizados para o treinamento da rede foram obtidos
através do toolbox CANTERA. A combinacgao entre as informagoes fornecidas pelo CANTERA
e a rotina computacional do ANFIS, determina um SBRF do tipo 1, o esquema esta descrito
na Figura 5.

A partir do SBRF do tipo 1 encontrado pela rede neuro-fuzzy, é construido um SBRF
do tipo 2 intervalar. Acoplando o parametro fuzzy defuzzificado nos modelos unidimensionais
e bidimensionais, sao calculadas as aproximacoes das solucoes utilizando métodos numeéricos.



Toolbox

Entradas (6,u) ——> CANTERA —> Velocidade (c)

Dados de treinamento

Temp. (0)
Umid. (u) —> ANFIS —m> sf’l';';':O
Velocidade (c) Rede Neuro-fuzzy

Figura 5: Esquema para obtengao do Sistema Baseado em
Regras Fuzzy do tipo 1. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para os modelos unidimensionais, é utilizado o Método das Diferencas Finitas Centradas
(MDF), que se baseiam no truncamento da série de Taylor em um certo ponto, afim de encontrar
uma aproximacao da solucao dos problemas de valor inicial propostos.

Nos modelos bidimensionais, ¢ utilizado o Método dos Elementos Finitos (MEF). Além
de possuir boas aproximagoes, este método apresenta a possibilidade de trabalhar com dominios
irregulares, o que o torna muito vantajoso para o trabalho, visto que a céclea e a membrana
basilar possuem os valores das areas das secoes transversais variaveis.

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre a pressao acistica no interior da
céclea, utilizando a velocidade do som como parametro fuzzy do tipo 1 e do tipo 2 intervalar.
Para tal finalidade, a modelagem matematica é formulada através da equagao da onda actstica
unidimensional e bidimensional com dominio regular e irregular, tratando a velocidade do som
via SBRF do tipo 1 e do tipo 2 intervalar, as variaveis de entrada sao temperatura e umidade. A
rede neuro-fuzzy ANFIS e o toolbox CANTERA sao combinados para obter o SBRF do tipo 1.
O intuito é verificar matematicamente se a temperatura e a umidade influenciam a pressao
acustica em funcao do tempo e gerar sistemas que podem ser utilizados para outros conjuntos
de dados similares de entrada.

Com relacao a organizagao deste trabalho, no Capitulo 1 é apresentada toda a funda-
mentacao tedrica dos conjuntos fuzzy para lidar com os parametros fuzzy dos tipos 1 e 2.

No Capitulo 2, sao descritos o referencial teérico para a construcao do ANFIS e o toolbox
CANTERA. Além disso, a partir da juncao de ambos, é construido um SBRF do tipo 1. A
partir deste, também é construido um SBRF do tipo 2 intervalar, que é utilizado no decorrer
do trabalho.

No Capitulo 3, é exposta a teoria referente ao MDF, bem como exemplos de utilizagao
do mesmo em equagoes diferenciais. Como dito anteriormente, este método é utilizado na
aproximacao da solucao de todos os modelos unidimensionais propostos na dissertagao.

No Capitulo 4, é descrito o Método dos Elementos Finitos, que é utilizado na resolugao
de todos os modelos bidimensionais do trabalho. Esse método é importante pois permite uma
boa aproximagao para problemas de dominio irregular, que é o caso das cavidades cocleares.

Por fim, no Capitulo 5, sao exibidos os resultados obtidos a partir de todos os modelos
formulados, combinando as técnicas apresentadas e SBRF obtidos nos capitulos anteriores.
Finalmente, no Capitulo 6 as consideragoes finais.

Ao final da dissertacao, encontram-se os Apéndices que descrevem detalhes do método
dos elementos finitos para os modelos com dominio irregular.



Capitulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

1.1 Introducao

A lbgica é um dos atributos cognitivos mais tuteis para qualquer pessoa. Utiliza-se essa
habilidade para resolver problemas rotineiros como, por exemplo, tracar a melhor rota para o
trabalho, selecionar os produtos a serem colocados em um carrinho de compras no supermercado
ou ainda ao tenta convencer uma pessoa relutante a fazer uma viagem de férias. Por ser um
atributo inerente a natureza humana, a légica é ponto de interesse da filosofia desde os seus
primérdios, tendo sido, segundo Feitosa (2005) atribuido a Aristételes o primeiro trabalho de
sistematizacao do conceito.

A matematica utiliza a légica classica, aliada a nocao de ntimeros, para modelar e re-
solver sistematicamente problemas de toda ordem, desde quantificar animais até projetar a
forma e quantidade de materiais utilizados na construcao de um arranha-céu. Nesse sentido,
tratam-se quantidades precisas de maneira sistematizada, afim de obter um resultado condi-
zente com a realidade. Porém, existem problemas que nao sao tao precisos. Um médico ao
diagnosticar um paciente utiliza a légica para associar fatores como sintomas, idade e profissao
do individuo. Por exemplo, um idoso que trabalhou em um ambiente com alta poluicao sonora
por toda sua vida se queixa de dor cronica no ouvido e problemas auditivos. O especialista pode
suspeitar de possiveis enfermidades como doenga de Meniére, otoscleroseneuroma do actstico
ou colesteatoma, dada a idade e o emprego do paciente. A partir disso, o médico pode solicitar
exames especificos para confirmar o diagndstico. Mas como quantificar o grau de surdez e dor
do paciente?

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2023), pensando em problemas que nao tem
fronteiras bem definidas, como o citado anteriormente, Lofti Zadeh propoe uma generalizacao
da teoria classica de conjuntos, denominada como teoria dos conjuntos fuzzy. Esta ferramenta
matematica tem a capacidade de modelar e solucionar problemas que envolvem variaveis cujos
valores sao imprecisos.

1.2 Conjuntos Fuzzy do Tipo 1

E comum descrever um conjunto classico através de sua funcao caracteristica. Partindo
desse conceito, Lofti Zadeh fundamentou a teoria de conjuntos fuzzy. Este capitulo expoe tais
conceitos, com base nos trabalhos de Mendel (2017), Barros e Bassanezi (2015), Jafelice, Barros
e Bassanezi (2023) e Jafelice e Bertone (2021).



Definicao 1.1. Um subconjunto classico A em relacdao a um universo U € caracterizado por
sua funcgao caracteristica, definida como:

Xa:U—{0,1},

em que cada elemento x do conjunto universal U recebe a imagem 1 através da funcdo xa se
pertencer a A; caso contrdrio, € considerado fora do conjunto, sendo associado ao valor 0.

Definicao 1.2. Um subconjunto fuzzy A de um universo U € definido em termos de uma
funcao de pertinéncia pa que a cada elemento x de U associa um nimero pa(x) entre zero e
um chamado de grau de pertinéncia de x a A. Assim,

pa U — [0, 1].

Os valores pa(x) = 1 e pa(z) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a nao
pertinéncia do elemento x a A. Um subconjunto fuzzy também pode ser identificado por um
congunto classico de pares ordenados:

G ={(z,pa(z)) |z € U};

que € o grdfico da funcao de pertinéncia.
E interessante notar que um subconjunto cldassico A de U é um conjunto fuzzy particular
para o qual a funcdo de pertinéncia € a func¢do caracteristica de A, isto €,

pa U — {0,1}

Exemplo 1.1. Considere que uma empresa avalia o grau de experiéncia de seus fun-
ctondrios a partir da quantidade de anos em que trabalham em wma determinada atividade
ou cargo. Sejam U o conjunto da quantidade de tempo que cada funciondrio trabalha nessa
empresa e A o subconjunto dos funciondrios considerados experientes. Suponha ainda que a
empresa considere que um trabalhador experiente necessite de pelo menos 10 anos trabalhando
em uma funcdo. Ao utilizar a logica cldssica, pode se descrever o conjunto dos trabalhadores
experientes com a sequinte func¢ao:

0, se0<x<10
1, sex>10

Xa(z) = {

Perceba que utilizando uma funcdo caracteristica e a logica classica, uma pessoa com
9 anos de experiéncia em sua funcdao e um recém-contratado possuem o mesmo grau de ex-
periéncia, o que nao condiz com a realidade. Para resolver esse problema, pode-se elaborar uma
funcao de pertinéncia py : U — A dada por:

X se0<x <10
1, se z>10

Na Figura 1.1 € representado o grdfico da funcao de pertinéncia fia.
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Figura 1.1: Funcao de pertinéncia trapezoidal representando a ex-
periéncia do trabalhador em anos. Fonte: Elaborada pelo autor.

1.2.1 Operagoes com Conjuntos Fuzzy

Para estabelecer as normas e operacgoes algébricas necessarias para tratar de um conjunto
fuzzy, faz-se necessario revisitar as nocoes de conjuntos classicos, e generalizar a ideia para
conjuntos fuzzy, usando as fungoes de pertinéncia.

Definicao 1.3. Sejam A e B dois conjuntos cldssicos em um universo U. Definem-se operacoes
de uniao, inter e complementar por:

AUB={xeU |z € A oux € B};
ANB={ze€U|z€ Aex e B};
A={x e U]z ¢ A}

As operacoes de conjuntos cldssicos realizadas através de fungoes caracteristicas:

Xaus(r) = max{xa(x), x5(r)};
Xang(z) = min{xa(z), x5(v)};
Xae(r) =1 —xa(2).

Observe que para qualquer x € U, tem-se
r€AUB <= yaus(r)=1 <= xa(z)=1ouyxp(r)=1 < {x € Aouzx € B}.

r€ANB < xanp(x) =1 <= ya(x)=lexp(x)=1 < {x € Aex € B}.
r €A = xalr)=1 <= xulx)=0 < z ¢ A.
Partindo desta analise, se A é subconjunto de B entao,

xa(x) < xp(x), para todo x € U.

Para generalizar as formulacoes matematicas obtidas através das fungoes caracteristicas,
basta utilizar as funcoes de pertinéncia definidas anteriormente.



Definicao 1.4. Sejam dois subconjuntos fuzzy A e B de U, com fungoes de pertinéncia indica-
das por ua e ug, repectivamente. As funcgoes de pertinéncia que representam a unido, a inter
e o complementar dos conjuntos fuzzy sao dadas por:

UAUB(x) = max{ua(z), pp(z)};
rans(®) = min{pa(z), pp(z)};
pac(z) =1 — pa().

respectivamente.

As Figuras 1.2, 1.3 e 1.4 representam as operacoes de uniao, interseccao e complementar
de um conjunto fuzzy, respectivamente.

Unido de conjuntos fuzzy

1.2
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Figura 1.2: Representacao grafica da uniao de conjuntos
fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.

Intersegdo entre conjuntos fuzzy
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Figura 1.3: Representacao grafica da intersecao de con-
juntos fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Complementar de um conjunto fuzzy
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Figura 1.4: Representacao grafica do complementar de
um conjuntos fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.

1.2.2 Normas Triangulares

As normas triangulares sao generalizagbes naturais dos operadores uniao e intersegao.

Defini¢ao 1.5. Uma conorma triangular (V ou s-norma) € uma operagdo bindria
s:[0, 1] x [0, 1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes propriedades:

o Comutatividade: xsy = ysx;

o Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz;

e Monotonicidade: Se x <y ew < z, entao rsw < ysz;
e Condigoes de Fronteira xsO0 =z e xsl = 1.

Um exemplo classico de conorma triangular é o operado max. Esse fato pode ser verificado
através das propriedades.

Definicao 1.6. Uma norma triangular (A ou t-norma) é uma operacao bindria
t:[0, 1] x [0, 1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes propriedades:

o Comutatividade: xty = ytx;

o Associatividade: xt(ytz) = (wty)tz;

e Monotonicidade: Se x <y e w < z, entao xtw < ytz;

o Condigoes de Fronteira Otx =0 e 1tx = x.

Note que a diferenca entre a s-norma e a t-norma ocorre nas condigoes de fronteira. Um

exemplo de t-norma ¢é o operador min.

1.2.3 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Os niveis de um conjunto fuzzy sao ferramentas essenciais para a formalizacao do conceito
de niimeros fuzzy, além de facilitar as operagoes entre os mesmos.
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Definigao 1.7. Seja A um conjunto fuzzy e o € (0, 1]. Define-se o a-nivel de A o congunto:

[A]* ={z € U| pa(z) = a}. (1.1)

Definigao 1.8. O suporte de um conjunto fuzzy, denotado por supp(A), é composto por todos
os elementos de U cujo grau de pertinéncia € diferente de zero no conjunto A. Isto é:

supp(A) = {z € U| pa(x) > 0}. (1.2)
E possivel definir o nivel zero de um conjunto fuzzy.

Definicao 1.9. Considere U como um espaco topologico e A C U um conjunto fuzzy. O nivel
zero de A € o fecho topoldgico do suporte de A, isto é:

[A]° = supp(A). (1.3)

1.2.4 Numeros Fuzzy

Por se tratar de uma generalizacao da logica classica de conjuntos, faz-se necessario também
a definicdo de uma nogao de nimeros, que permita trabalhar algebricamente com estes. Para
tanto, duas defini¢oes fundamentais sao a de um numero fuzzy e a formalizacao do principio
de extensao de Zadeh.

s

Defini¢ao 1.10. Sejam A um conjunto fuzzy e U o universo em que A estd definido. A é
definido como uwm niumero fuzzy se U for o conjunto dos nimeros reais e a fun¢ao de pertinéncia
pa: R — [0, 1] for tal que:

e pa(z) =1 para pelo menos um x do supp(A);
o [A]* € um intervalo fechado, para todo o € (0, 1];
o supp(A) é limitado.

O principio de extensao de Zadeh permite calcular a imagem de um conjunto fuzzy por
uma funcao, Figura 1.5. Essa operacao é de extrema importancia para definir as operacoes
algébricas entre nimeros fuzzy.

Definicao 1.11. Sejam f uma fungao tal que f : U — Z e A um subconjunto fuzzy de U.
O principio de extensao de Zadeh de f é a fungio f que, ao ser aplicada em A fornece o
subconjunto f(a) de Z, cuja funcdo de pertinéncia é dada por:

sup pa(w), se f(z) # 0
'uf(A)(x) - 0, se f71(z)=10

Segue entao, um importante teorema que relaciona a-niveis e o principio da extensao de
Zadeh.
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Figura 1.5: Representagao grafica do
principio da extensao de Zadeh. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Teorema 1.1. (BARROS; BASSANEZI, 2015) Sejam f : U — Z uma fungdo continua e A
um subconjunto fuzzy de U, com a-niveis compactos e nao-vazios. Entdao, para todo o € [0, 1]

tem-se: N
Lf(A)]* = f(A). (1.4)
1.2.5 Operagoes Aritméticas com Numeros Fuzzy

Com os conceitos apresentados nas secoes anteriores, pode-se agora definir as operacoes aritméticas
entre nimeros fuzzy.

Definigao 1.12. Sejam A e B dois numeros fuzzy e X € R.

e A soma entre os numeros fuzzy A e B, denotada por A+ B, é um numero fuzzy cuja

funcao de pertinéncia é:

parp(z) = sup  min(pa(z), psy)); (1.5)
(z9)€0(2)

em que ¢(z) = {(v,y)| v +y = z}.

o A diferenca entre os numeros fuzzy A e B, denotada por A — B, € um numero fuzzy cuja
funcao de pertinéncia é:

pa-p(z) = sup min(ua(z), ps(y)):; (1.6)
(z9)€0(2)

em que ¢(z) = {(v,y)| v —y = z}.

o A multiplicacao entre os numeros fuzzy A e B, denotada por A - B, é um numero fuzzy

cuja fungao de pertinéncia é:

pap(z) = sup min(pa(z), ppy)); (1.7)
(@.9)€6(2)

em que ¢(2) = {(v,y)| v -y = 2}.
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o A divisao entre os numeros fuzzy A e B, denotada por A/B, é um nimero fuzzy cuja
fungao de pertinéncia é:

pasp(z) = sup  min(pa(z), pe(y)); (1.8)
(2.4)€6(2)

em que ¢(z) = {(z,y)| z/y = 2}.

o A multiplicacao de um escalar \ pelo nimero fuzzy A, denotada por NA, € um niumero
fuzzy cuja fungao de pertinéncia é dada por:

poale) = { 1O Sk e 2D (19

Como no caso da extensao de Zadeh, existe uma importante proposicao que relaciona os
a-niveis as operacoes aritméticas entre nimeros fuzzy.

Proposicao 1.1. Sejam A e B conjuntos fuzzy, cujos a-niveis sao dados por [A]* = [af, a]
e [B]* = [bf, b3]. Entao, valem as sequintes operagoes:

o A soma entre A e B € o numero fuzzy A+ B, cujos a-niveis sao

[A+ B|* = [A]* + [B]* = [a] + b, a3 + b3]. (1.10)

A subtracdao entre A e B € o numero fuzzy A — B, cujos a-niveis sao

(A= B]* = [A]* = [B]" = [af = b5, a3 —b7]. (1.11)

A multiplicacao entre A e B € o numero fuzzy A - B, cujos a-niveis sao
[A-B]" = [A]* - [B]" = [a7, a3] - [b7, 03] = [min(P), max(P)], (1.12)

— « (87 63 (0% (634 (0% (64 (63
em que P = {af - by, af - b3, a3 - b3, af - b5}

A divisao entre A e B € o numero fuzzy %, Cujos a-niveis $ao

-fealpd e

A multiplicagao entre X e A € o niumero fuzzy AA, cujos a-niveis sao dados por

[Aaf, Aag], seA>0
[Aag, Aaf], seA <0

VA = A[A]” = { (1.14)

1.3 Introducao aos Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Na argumentagao logica, utilizam-se estruturas linguisticas para formular regras que per-
mitam evidenciar conclusoes pertinentes ao problema. Por exemplo, se um individuo sofre com
determinados sintomas, entao, através de uma construcao légica, relacionando sintomas e exa-
mes associados as doencas, o médico chega a um diagnéstico e consegue propor um tratamento
pertinente a enfermidade.

Segundo Jafelice, Barros e Bassanezi (2023), os Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF)
sao uma tentativa de emular o comportamento humano na tomada de decisoes légicas, a partir
de estruturas linguisticas. Esses algoritmos permitem a operacao de conjuntos fuzzy na parte
subsequente de um argumento logico e, com base em um sistema de regras linguisticas ou
matematicas, obtenha-se como consequente um nimero real.

Porém, antes de definir de fato um SBRF', é necessario compreender alguns conceitos preli-
minares.
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1.3.1 Relacgoes Fuzzy

Ao desenvolver um tema em estudo, é necessario relacionar fatos de maneira pertinente
para sustentar um argumento. Dai, aliado a tentativa de emular o comportamento humano
citada anteriormente, surge a necessidade de criar ferramentas que permitam relacionar dois
ou mais conjuntos fuzzy.

Definicao 1.13. Uma relagao fuzzy R sobre Uy x Uy x ... X U, € qualquer subconjunto fuzzy
do produto cartesiano Uy X Uy X ... X U,. Se o produto cartesiano € formado por apenas dois
conjuntos, a nomeamos de relacao bindria.

Definicao 1.14. O produto cartesiano fuzzy A1 x Ay ...x A, dos subconjuntos fuzzy Ay, As, ..., A,
de Uy, Us,..., U, € a relagao fuzzy R cuja funcao de pertinéncia é dada por:

UR(T1,Zay ooy Tpn) = pa, (1) A pa,(X2), Ao A pa, (24). (1.15)
em que A € a t-norma min.

Um fato importante a se destacar é que essas operacgoes indicam se os conjuntos estao
relacionados ou nao. Além disso, é possivel calcular o quanto os conjuntos estao relacionados,
dado que as relagoes sao construidas com base em fungoes de pertinéncia.

1.3.2 Composicao entre Relacoes Fuzzy

Definicao 1.15. Sejam R e S duas relacoes bindrias fuzzy em U; X Uy e Uy X Us, respectiva-
mente. A composicdo RoS € uma relagdo fuzzy bindria em Uy x Us cuja fungao de pertinéncia
¢ dada por:

PRros(T1, X3) = Iax (min(pg (1, x2), pis(T2, 23))]. (1.16)
T2 2

Definicao 1.16. Sejam U, e Uy dois conjuntos e [ (Uy) e F (Usz) as classes dos subconjuntos
fuzzy Uy e Us, respectivamente, e R uma relagao fuzzy bindria sobre Uy x Uy. Entao a relacdo
R define um funcional de F (Uy) em F (Us), que a cada elemento A, € F (Uy) faz corresponder
o elemento Ay € F (Us) cuja funcao de pertinéncia € dada por:

14, (T2) = ppcay)(22) = max[min(pa, (1), pr(21, 22))]. (1.17)

r1€U;

Agora, é possivel definir uma equacao relacional fuzzy.

Definigao 1.17. Sejam R, S e X relagoes fuzzy e x uma operagao entre relacoes fuzzy. Entao
uma equacao relacional fuzzy tem a forma:

RxX =85 (1.18)

Existe ainda um importante teorema, evidenciado em Barros e Bassanezi (2015), que permite
a resolucao das equacoes relacionais fuzzy como a descrita anteriormente.

Teorema 1.2. Dadas as relagoes fuzzy S e D definidas em U x V e V. x W respectivamente,

seja A = {X : X € a relagao fuzzy em V. x W e So X = D}. Entao se A # (), tem-se S;,' D
como elemento mazximal de A.
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1.3.3 Regras e Inferéncia fuzzy

No raciocinio légico classico, uma regra pode ser formada pela estrutura “Se X é ou nao A
entdo Y é ou nao B”, em que A e B sao conjuntos. Também pode-se expressar essas regras
matematicamente:

Se X € Aentao Y € B. (1.19)

E ainda possivel compor mais de uma regra no subsequente ou no consequente da sentenca
utilizando os conectivos légicos “ou” (representados por V) e “e” ( representados por A). Assim,
podemos estruturar diversas regras de inferéncia classica.

Uma regra fuzzy, por sua vez, também pode ser escrita com a mesma formulacao. Sejam A
e B dois conjuntos fuzzy e considere a sentenca na forma “Se X € A entao Y € B”. Esta pode
ser interpretada como uma relagao fuzzy R entre A e B, cuja fungdo de pertinéncia pg(z,y)
depende de p4(z) e pp(y). Pelo método de inferéncia de Mamdani, utiliza-se uma t-norma, em
especial a do min, para relacionar os conjuntos A e B, desta forma:

(e, y) = pa@) A psly) = minfua(@), ws(y). (1.20)

Isso implica que a relacdo R pode ser escrita como um produto cartesiano (R = A X B).
Caso seja necessario compor regras fuzzy, pode-se utilizar uma s-conorma, normalmente o
max. Utilizando essa modelagem, substituem-se os conectivos légicos “ou” e “e” por s-normas
e t-normas, respectivamente. Isso possibilita o trabalho com conjuntos fuzzy sem maiores
empecilhos.

1.3.4 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy(SBRF)

Um SBRF do tipo 1 possui quatro componentes: a fuzzificacao, a base de regras, o método
de inferéncia e a defuzzificacao. Um anagrama que representa o SBRF ¢ disposto na Figura 1.6.

BASE DE REGRAS

FUZZIFICACAO DEFUZZIFICACAQ ——————— 3
€ R" y(z') € R™

A

METODO DE ,
ENTRADA ~ SAIDA
/> INFERENCIA

Figura 1.6: Sistema baseado em regras fuzzy. Fonte: Elaborada pelo autor.
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As descrigoes de cada um dos componentes do SBRF sao:

e Fuzzificacao: Este componente, também conhecido como fuzzificador ou processador de
entrada, é responsavel por traduzir as informacoes de entrada em conjuntos fuzzy.

e Base de Regras: Neste componente, ficam armzenadas as regras de entrada e saida do
SBRF, podendo estas depender de variaveis linguisticas ou relagoes matematicas. Como
pode ser visto na Figura 1.6, a base de regras é construida juntamente ao método de
inferéncia no sistema. E na base de regras que definem-se as relagoes entre os conjuntos
fuzzy obtidos na etapa anterior.

Sejam as entradas fuzzy x1,...,x, pertencentes aos conjuntos universo Xi,..., X, res-
pectivamente e a saida y pertencente ao conjunto universo Y. Pretende-se calcular a
safida iy = y(2') € R a partir dos valores de entrada (z,...,z,) € R”. Denotando-se o
conjunto de termos linguisticos para cada entrada x; por

em que [; C N é um conjunto de indices ordenados e X;; sao conjuntos fuzzy do tipo 1
definidos no universo X;. A saida y possui um conjunto associado

T,={Y* keIl (1.22)

em que I C N é um conjunto de indices ordenados e Y* é um conjunto fuzzy do tipo 1
definido no universo Y. Logo, uma regra R™, m € N, m = 1,..., M pode ser definida
por

R™:Sexi € F"e ... ex, € F])" entao y e G™; (1.23)

em que F" é um elemento do conjunto 7., Vi = 1,...,n e G™ é um elemento do conjunto

T,

Y-

e Método de inferéncia: Neste componente cada proposicao fuzzy é traduzida matema-
ticamente por meio das técnicas de raciocinio aproximado. Os principais métodos sao:

— Método de Mamdani: Este é o método mais utilizado para o caso em que a
base de regras utiliza varidveis linguisticas nas entradas e saidas. Neste caso, uma
regra“Se x é A entao y é B” é definida, como visto anteriormente, pelo produto
cartesiano fuzzy dos conjuntos fuzzy A e B. Esse método combina as regras através
dos operadores 16gicos “ou” (nesse caso, representado pela s-norma max) e, em cada
uma das regras, o operador “e” (representado pela t-norma “min”) é utilizado como
conectivo logico.

Suponha, por exemplo, que se tenham as sentencas
Ri: Sex é Xi1ex9é Xoy entaoy é Y

RQ : Se T é Xlg € T é XQQ entao Yy é Y2.
Os passos para utilizacao do método de inferéncia de Mamdani sao:

1. Primeiramente, calculam-se os valores das fungoes de pertinéncia das entradas,
ou seja, sao computados M1y (xll)’ KXo (mll)7 KXo (I’;), 2. % (xIQ)

2. Nas funcoes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy consequentes Y! e Y2, destacam-
se as regioes delimitadas entre estes conjuntos e as func¢oes constantes

my = min[:uXu (xll)a HX1o (xIQ)] e m2/ - In/in[/vLXm (xll)aﬂXn (ZE;)], respectivamente.
Denominam-se estas regioes por C; e Cj,.
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3. Aplica-se o operador max entre as regides obtidas, o que resulta em uma regiao
denominada por C'. Observe que essa operacao ¢ a uniao das duas superficies, ou

. ’ / . , , . . ~
seja, C' = C];UC,. Percebe-se que ainda € necessario o processo de defuzzificacao
para se obter um nimero real como saida. O método escolhido para tal é o centro
de gravidade da superficie resultante, que é detalhado no préximo componente

do SBRF.

Este processo encontra-se representado graficamente na Figura 1.7.

min
/l‘\'“u ,1-\-1_' , - CI
//A\\
,,,,,,,,,,,,, L\
/
al A
Xl Xz Y
X5 g HXoo a N Cy
""" A\
/ / \
\\ — N -
X4 X9 vax Y
/ / l ou
UNIAO
L1 Lo

2 UG,

| AN

Y

Figura 1.7: Representacao grafica do método de Mamdani. Fonte: Elaborada
pelo autor

— Método de Takagi-Sugeno: Neste caso, o consequente de cada regra fuzzy é dado
por uma func¢ao dependente das variaveis de entrada. Esse método atribui um peso
w na conjuncao “e¢” dos valores de entrada, através da t-norma do min.

Como exemplo, supoe-se que sao dispostas as regras
Rl : Se T é Xll € To é X12 entao Yl = P11 —+ 179 —|—7’1;

R2 : Se T é X21 € T é XQQ, entao Y2 = Py + Qa2 + To.

Os passos para o método de inferéncia de Takagi-Sugeno sao:
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1. Primeiramente, calculam-se os valores das fungoes de pertinéncia das entradas,
. !/ / / i
ou seja, calculam-se NXll(x1>v NX12(‘7;1)7 HXio (.’1]2), H X2 (x2)

Calculam-se os pesos w; e wo das regras supracitadas através da conjuncao “e

[P

. . . . / ’
que liga os conjuntos subsequentes, ou seja, w; = min[ux,, (1), fx,,(T9)] € wy =
. / / 1. s
min{px,, (1), fx, (T5)]. Perceba que utiliza-se novamente a t-norma do minimo

no produto cartesiano fuzzy dos conjuntos.

Calculam-se os consequentes Y! e Y2 a partir da formulacao de cada regra.

4. Por fim, defuzificam-se as saidas através da média ponderada entre as saidas de

cada regra.

Esse algoritmo esta representado graficamente na Figura 1.8.

HXi,

fhxy, 1

HXay

X2,

v

v

min
ou
produto

Y!=piz) +quzy + 1
Wi

Y2 = poxy + qozy + 79

%)
MEDIA
lPowDERADA

(wlYl + w2Y2)

w1 + wsa

Figura 1.8: Representagao grafica do método de Takagi-Sugeno. Fonte: Elabo-
rada pelo autor

— Defuzificagao: A tultima etapa do sistema, também conhecida como processador de
saida, é responsavel por transformar a saida do método de inferéncia utilizado em
um numero real. Essa transformagao é fundamental para a interpretacao e utilizacao
dos resultados do SBREF.
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O método mais comum de defuzzificacao é o centro de gravidade. Essa é uma



forma de defuzzificar a saida gerada pelo método de Mamdani e é dado por:

, uC'(u)du
[ Cu)du
em que R é a regiao de integragao. Caso o dominio seja discreto, tem-se:
' 0 %C (%
o Z’L:OZ ("7’ ) (125>

TN O

em que z; pertence ao dominio de C' = C| U Cs,.

A seguir, tem-se um exemplo de SBRF utilizando o método de inferéncia de Takagi-

Sugeno.

Exemplo 1.2. Uma empresa necessita de realizar um estudo com todos os funciondrios
de um setor para escolher qual dentre eles serda o movo gerente de processos. Um de seus
administradores propoe um SBRF para calcular a possibilidade de cada um deles de se
tornar gerente. O sistema € composto por dois conjuntos fuzzy de entrada, sendo estes
a experiéncia no setor(E) e capacidade de lideran¢a(L) e uma base de regras com saida
(Y ), que representa a possibilidade de se tornar gerente, que é func¢ao das varidveis de
entrada. A ezxperiéncia de um funciondrio pode ser considerada: baiza(B); média(M) e
alta(A). As funcoes de pertinéncia sio dadas por:

1

Y

—x+4

sex <2
se2<x<4 (1.26)

caso contrario

sed3<x<H
seb<x <6

seb<x <8

caso conrdrio

: (1.27)

se7T<x<9

se 9 <z )
caso contrario

(1.28)

cujos graficos sao representados na Figura 1.9.
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Figura 1.9: Fungoes de pertinéncia da experiéncia do
funcionario. Fonte: Elaborada pelo autor.

A capacidade de lideranga pode ser classificada como boa (boa) ou ruim (ruim), baseado
na média das avaliacoes dadas pelos outros funciondrios. Suas funcoes de pertinéncia

$a0:

( 1 se 0<zxz<5h
—x+7
L 0, caso contrario
(x—6
v 57 seb6 <z <8
/flboa(x) =X 1, se 8 S T y (130)
. 0, caso contrdrio

cujos graficos sao representados na Figura 1.10.

Fungoes de pertinéncia
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o

Capacidade de lideranca

— R imM
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4 6 8 10
Média das notas

Figura 1.10: Funcoes de pertinéncia da capacidade de
lideranca. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Suponha que o centro de Recursos Humanos da empresa elaborou um conjunto de
regras que dependem da experiéncia (E) e da capacidade de liderancga (L) para calcular a
possibilidade de um funciondrio se tornar gerente. Tais regras sao dadas por:

— Ry: Se E € baizo e L € ruim entio Y' = 0,1E +0,2L;
— Ry: Se E € baizo e L € boa entio Y? = 0,1E +0,4L;

— R3: Se E é médio e L é ruim entdo Y3 = 0,4E + 0,2L;
— Ry: Se E é médio e L € boa entao Y* = 0,4E + 0,4L;
— Rs: Se E é alto e L é ruim entdo Y° = 0,6E + 0,2L;
— Rg: Se E € alto e L € boa entio Y® = 0,6F +0,4L.

Um dos funciondrios tem 7,4 anos no setor e obteve nota 6,7 em lideranca. Logo, seus
dados correspondem aos valores de entrada e = 7,4 el = 6,7. Primeiramente, é ne-
cessdario calcular o valor das funcoes de pertinéncia para cada um dos componentes da
entrada. Considerando a experiéncia do trabalhador, dada pelas equagoes (1.26), (1.27)
e (1.28), tem-se:

wup(7,4) = 0;
—7.4+8
w4 == 03,
4_
pa(t4)= "2 =02

Para calcular os valores de pertinéncia da componente lideranca, utilizam-se as equacoes
(1.29) e (1.30). Logo,

/Lboa(67 7) =

Calculando os valores dos pesos tem-se:

wy = min[up(7,4), trwim(6,7)] = 0;
wy = min{pp(7,4), ftboa (6, 7)] =
w3 = minfups(7,4), frwim (6, 7)] = 0;
wy = minfpar(7,4), thoa (6, 7)] = 0, 3;
ws = min[pa(7,4), pruim (6, 7)] = 0;
we = minfua(7,4), twoa(6,7)] =0, 2.
Pode-se entao calcular os consequentes de cada regra:
1 =0,1-7,440,2-6,7=2,08;
Yo=0,1-7,4+0,4-6,7 = 3.42;
ys=0,4-7,440,2-6,7=4,3;
ys=0,4-7,4+0,4-6,7=05,64;
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ys =0,6-7,44+0,2-6,7=05,78;
¥ =0,6-7,44+0,4-6,7=7,12.
Para obter a saida do SBRF, basta fazer a média ponderada:

;O wiy 0,3-5,64+40,2-7,12
Yojwi 0,3 40,2

= 6, 2320.

Logo, a possibilidade desse funciondrio se tornar gerente é de 6,2320 em 10.

Na proxima secao sao introduzidos os conceitos tedricos referentes aos conjuntos fuzzy
do tipo 2.

1.4 Conjuntos Fuzzy do Tipo 2

Como apontado anteriormente, em 1975, Lofti Zadeh introduziu a no¢cao matematica
dos conjuntos fuzzy do tipo 2. Segundo John e Coupland (2007), o trabalho se baseou
em um conjunto fuzzy, no qual os graus de pertinéncia de outro conjunto fuzzy eram
definidos, com base nas funcgoes de pertinéncia low, medium e high. A pesquisa ini-
cial era profundamente tedrica e tinha como objetivo a construcao de fundamentos que
possibilitassem o trabalho com esse tipo de problema.

Os autores ainda citam que o principal objetivo de Zadeh com esse estudo era explorar

[Pk

ferramentas que possibilitassem o trabalho com os conectivos logicos “e” e “ou”. Entao,
entre 1975 e 1981, alguns pesquisadores continuaram os estudos iniciados por Zadeh.

Ainda segundo John e Coupland (2007), a partir de 1985, Gorzalczani, Turksen,
Schwartz, Klir e Folger divulgaram o uso de conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar, quando
a funcao de pertinéncia secundaria assume valor 1. Essa nomenclatura foi adotada a pos-
teriori. B atribuido & Gorzalczani, por exemplo, os primeiros passos no desenvolvimento
das Footprint of uncertainty (FOU). Sao atribuidos ainda a Liang, Mendel e Bustince o
desenvolvimento da logica fuzzy do tipo 2 intervalar e a Tursken os trabalhos que forne-
ceram conectivos légicos para conjuntos fuzzy do tipo 1 que incidiam em conjuntos fuzzy
do tipo 2 intervalar.

Entre 1998 e 2000, os pesquisadores Karnik e Mendel propuseram um algoritmo que
permitia a reducao de tipo dos problemas que envolviam conjuntos fuzzy do tipo 2 inter-
valar. A partir do algoritmo, conhecido como algoritmo de Karnik-Mendel, os conjuntos
fuzzy do tipo 2 intervalar se transformam em conjuntos fuzzy do tipo 1, o que permite a
utilizacao das ferramentas descritas na se¢ao anterior.

Ao mesmo tempo em que o algoritmo de Karnik-Mendel surgiu, os conjuntos fuzzy
do tipo 2 foram completamente definidos. Segundo John e Coupland (2007), John foi
responsavel por publicar varios artigos sobre o assunto. Posteriormente, em 2001, John,
Karnik e Mendel publicaram o primeiro livro sobre o assunto.

Um diagrama que representa a linha do tempo ¢é descrita na Figura 1.11.
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[ | |
1975 1985 1995 1995 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

Figura 1.11: Linha do tempo dos conjuntos fuzzy do tipo 2 (JOHN; COUPLAND,
2007).

1.4.1 Preliminares

Definigao 1.18. Dado um universo X, um conjunto fuzzy do tipo 2, A, em X é o grdfico
da funcdo

pi o X x[0,1] —

H

(2, u) w),

em que jii € chamada de fungao de pertinéncia de A. Em oulras palavras, o conjunto
fuzzy do tipo 2 de X, A, € dado por:

0,1]
pale,

0,

A= {((z,u), pa(z, u)(z,u) € X x [0, 1], pi(z,u) €0, 1]}. (1.31)

Note que cada ponto de um conjunto fuzzy do tipo 2 é representado por uma terna
da forma ((x, u), pz(z,u)). Uma representacao grafica de um exemplo de um conjunto
fuzzy do tipo 2 discreto encontra-se na Figura 1.12.

Definicao 1.19. A funcdo de pertinéncia secunddria 1A, (u) de x é a fungdo de per-

tinéncia do conjunto fuzzy do tipo 1, fl(m), que € obtida tracando um plano paralelo ao
eizo u por x. O suporte de A(x) € denotado por I, isto €,

L, ={u] wel0, 1], us(z,u) > 0}. (1.32)

Definigao 1.20. O conjunto J, dos pares (x,u) de pertinéncia positiva sio chamados de
pertinéncia primaria de x, ou seja,

Jo ={(z,u)| wel0, 1], pz(x,u) > 0}. (1.33)
Note que J, = x X I,,.

A seguir, quatro conceitos importantes dos conjuntos fuzzy do tipo 2 sao definidos:
os dominios de incerteza; as fungoes de pertinéncia superior e inferior; e as pegadas de
incerteza.
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Figura 1.12: Exemplo de um conjunto fuzzy do tipo 2.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicao 1.21. O dominio de incerteza de A (Domain of Uncertainty), ou DOU(A), é
o suporte de A, ou seja,

DOU(A) = {(z,u) € X x [0, 1]| pz(x,u) > 0}. (1.34)

Por ser o suporte do conjunto fuzzy, como nas definicoes do tipo 1, em geral, DOU(A) =

U J.

zeX

Definicao 1.22. As fungéoes de pertinéncia superior e inferior, denotadas por fiz(x) e
H,Zi(x)7 x € X sao definidas por

fa(e) = sup {u] u € [0, 1], pz(,u) > 0} = sup L; (1.35)

pi(x) =inf{ul w € [0, 1], pi(z,u) >0} =inf I; (1.36)
em que sup denota o supremo e inf denota o infimo do conjunto I,.

Definigao 1.23. A pegada de incerteza (Footprint of Uncertainty) de A, FOU(A) ¢ o
conjunto

FOU(A) = {(w,u)| reX cuclp,(), pA(m)]} . (1.37)
Uma consequéncia importante advinda das definicoes é que DOU(A) e FOU(A)
coincidem caso I, = [p 4 (), Tz()].

Definicdo 1.24. Dado um conjunto fuzzy do tipo 2 A, se todos os valores de pi(z, )
forem unitdrios, ou seja, pz(z,u) = 1,V(z,u) € X x [0, 1], entdo A é um conjunto fuzzy
do tipo 2 intervalar. Diz-se ainda que um conjunto fuzzy do tipo 1 B é imerso no conjunto
fuzzy intervalar do tipo 2, A, se HA(x) <upp(x) <pmji(z), Vo e X.

A representacao grafica de um exemplo de conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar discreto
encontra-se na Figura 1.13.
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Figura 1.13: Conjunto fuzzy do tipo 2 interva-
lar. Fonte: Elaborada pelo autor

A partir dos conceitos trabalhados, é possivel construir os SBRF do tipo 2 intervalar.

1.5 Sistema Baseado em Regras Fuzzy do Tipo 2 In-

tervalar

Como na terceira secao do capitulo, ¢ interessante formular um sistema de regras
logicas para se trabalhar os conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar, afim de operar tais
conjuntos e obter saidas reais. No geral, a construcao mantém a estrutura do SBRF do
tipo 1, porém adicionando uma componente apds o método de inferéncia, chamada redutor
de tipo. A adicao deste componente permite a utilizacao do método de defuzzificacao
descrito anteriormente. Uma representacao grafica do algoritmo utilizado para o SBRF

do tipo 2 intervalar encontra-se na Figura 1.14.

——— 3 FUZZIFICACAO
7’ € R"

LENTRADA

FUZZY TIPO 2
INTERVALAR

BASE DE REGRAS

METODO DE
INFERENCIA

DEFUZZIFICACAQ —————————— 3
,’/(’I'/) c R™

REDUTOR DE TIPO

SAIDA

Figura 1.14: SBRF para conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar. Fonte: Elaborada

pelo autor
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Cada um dos componentes e suas fungoes encontram-se descritos a seguir:

— Fuzzificagao: A fuzzificagdo ou processador de entrada é responsavel pela fuzzi-
ficagao de cada elemento do dominio, ou seja, dado um elemento z = (z),25,...,2,) €
R", calcula-se i ; (%) e Jiz, () para cada conjunto fuzzy A;, com i =1,2,...,n.

— Base de Regras: A base de regras do SBRF do tipo 2 funciona da mesma forma
forma que a base de regras anterior, diferindo apenas nas caracteristicas dos conjun-
tos fuzzy envolvidos. Para apresentar essa diferenca, considere um conjunto fuzzy

do tipo 2 intervalar qualquer e com entrada x = (z1,zs,...,x,), em que, para cada
i =1,...,n existe um conjunto associado da forma:
Txi:{f(ij\jefi}, i=1,...,n; (1.38)

em que [; ¢ um conjunto de indices e X;; sao conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar
definidos no universo X;, 7 = 1, ..., n, representando os termos linguisticos nas regras
do SBRF. A saida y também possui um conjunto associado da forma

T, = {}7’“]/{ € [} : (1.39)

em que I é um conjunto de indices e Yk sao conjuntos fuzzy do tipo 2 definidos no
universo Y. E importante salientar que Y* pode ser um ponto, um intervalo ou um
conjunto fuzzy do tipo 2.

A construcao das regras do SBRF do tipo 2 serd, entao feita de forma similar as
regras do tipo 1. Logo, a regra R™, m € N, m =1,..., M é definida por:

R™:Sexy é FMexy é FJ'e ... ex, é F™ entdo y é G™; (1.40)
emqueﬁ’imeTwi, izl,...,neémETy.

— Método de Inferéncia: Nesta componente acontecem as operacgoes logicas defi-
nidas na base de regras, isto é, sao calculados os consequentes das bases de regras.
Os principais métodos de inferéncia para o tipo 2 sao o método de Dongrui-Wu, o
método de Takagi-Sugeno e o método de Mamdani. O método de Takagi-Sugeno é
detalhado posteriormente.

— Redutor de Tipo: Esta componente ¢ adicionada ao SBRF para reduzir os conjun-
tos do tipo 2 a conjuntos do tipo 1. Seu objetivo é tornar possivel a defuzzificacao
das saidas dos SBRF tipo 2 a partir dos métodos do centro de gravidade e da média
ponderada, descritos anteriormente. O método mais utilizado para tal é o método
de Karnik-Mendel, que é um algoritmo que determina o minimo e o maximo dos
centréides de todos os conjuntos fuzzy do tipo 1 contidos no conjunto fuzzy do tipo
2 intervalar. Estes sao denotados por y;, e yr respectivamente.

— Defuzzificao: A defuzzificacdo ou processador de saida do conjunto fuzzy do tipo
2 intervalar calcula a média aritmética entre as saidas do redutor de tipo, ou seja,

/:Z/L+yR
Yy —2 .

em que ¥y, € yg dependem do valor de cada entrada real.

(1.41)

Para melhor entendimento dos métodos utilizados no trabalho, é necessario detalhar
o algoritmo de Karnik-Mendel, que é a ferramentas utilizada na componente de reducao
de tipo do trabalho, sendo parte essencial do método de inferéncia de Takagi-Sugeno,
utilizado nos SBRF. A préxima segao é baseada em Mendel (2017) e Castillo (2014).
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1.5.1 Algoritmo de Karnik-Mendel

Como dito anteriormente, o método de Karnik-Mendel tem como objetivo transformar
a saida do SBRF do tipo 2 para um conjunto de duas saidas do tipo 1, tornando possivel
a defuzzificagao do mesmo pela média aritmética.

. ’ / ’ N .
Seja o vetor de entrada x = (x1,2,,...,x,) € R", calcule os graus de pertinéncia

rn

. . . — . /
inferior e superior (u gim © Hpm, respectivamente) de cada componente z; da entrada x da
Ll o ;

s . / — / . .
m-ésima regra R™, ou seja, HF~7"<‘T1'> e uF;m(xl-), i=1,....nem=1,...,M. Considere
K
o consequente G como um intervalo da forma [¢™, §™]

— Calculo de y;:
1. Calcule f™ e 7" definidos por:

/

P = @) A A i (), m= 1 M (1.42)
fm:ﬁﬁfn(ﬁf;)/\---/\ﬁp#(x;), m=1,..., M. (1.43)

2. Ordene em ordem crescente as fungoes ¢ definidas anteriormente e associe com
. —-m -
os intervalos [f™, f].

3. Para cada regra m, calcule

M= i _;f (1.44)
4. Compute o valor de ¥/, definido por:
M
gm "
y =" (1.45)
=

5. Encontre o switch point (ponto de virada) k, k = 1,...,m — 1, tal que gk <

y/ S gk‘-i-l'
6. Defina .
m ) f se m<k
f - { im se m > k’ 9 (146>
e calcule y
Z_l gmfm
wlk) =" (147
PR

7. Verifique se y;(k) = y'. Em caso positivo, defina y;, = y;(k) e L = k. Em caso
negativo, siga para o préoximo passo.
8. Defina y' = y;(k) e retorne ao passo 4.

— Calculo do yg:
1. Calcule f™ e 7", definidos por:

" =pp @) A A g (@), m= 1 My (1.48)
" :ﬁﬁlm(l’;) /\---/\ﬁp#(ff;,,), m=1,..., M. (1.49)



2. Ordene em ordem crescente as fungoes g definidas anteriormente e associe com
. —-m
os intervalos [f™, f].

3. Para cada regra m, calcule

m +—m
[ (1.50)
2
4. Compute o valor de 1/, definido por:
M
> g
y == (1.51)
e

5. Encontre o switch point (ponto de virada) k, k = 1,...,m — 1, tal que g* <

yl S §k+1‘
6. Defina
m im se m<k
/ _{?‘ﬁm>k’ (1.52)
e calcule
M
> 7
yr(k) = ==; (1.53)
PR

7. Verifique se y,.(k) = 3. Em caso positivo, defina ygr = y,.(k) e R = k. Em caso
negativo, siga para o proximo passo.

8. Defina ' = y,.(k) e retorne ao passo 4.
Ao final do capitulo, encontra-se um exemplo do método de inferéncia de Takagi-

Sugeno, que utiliza o método de Karnik-Mendel como redutor de tipo, o que permite
melhor visualizacao da aplicacao do método no SBRF.

1.5.2 Meétodo de Inferéncia de Takagi-Sugeno

No método de Takagi-Sugeno do tipo 2 intervalar, assim como no método de Takagi-
Sugeno do tipo 1, os consequentes das regras fuzzy sao fungoes definidas com relacao as

entradas do sistema. Seja entdo x = (r1,%2,...,%,) € a m-ésima regra, m = 1,..., M
R™: Sex1 é Fl'exs é Fy'e ... ex, ¢ F)" entao y é G™ = Y™ (xy,...,x,); (1.54)
em que Y™ é uma funcao das variaveis (z1, ..., x,). Considere Y™ como uma combinagao

linear dos componentes da entrada, ou seja:

Y" =D+ D"x1 + ...+ D"xy; (1.55)
em que m = 1,...,M e as componentes D™ = [D™, D,'], i = 1,...,n. Entdo, Y™ é

a salda da m-ésima regra R™. Além disso, definem-se os intervalos D com rela¢ao aos
centros c* e amplitude a]" do respectivo intervalo:

D" = ¢ —a", "+ a"l; (1.56)

% 7 i
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em que
‘ 2 (1.57)
= D" +a]".

Note que que o resultado do consequente é também um intervalo, definido por Y™ =
m 7m
™, 7.
. ’ ’ . A .
Considera-se a t-norma A, uma entrada x = (zy,...,x,) € R" e os graus de pertinéncia
. . . ! s . . .
inferior e superior de z; da m-ésima regra descrita acima.

A partir disso, seguem os célculos

/

S zﬂﬁﬁ(x,l)/\.../\ﬁﬁﬁ(a:n). (1.58)

De maneira semelhante, tem-se

—-m

S

T (T1) Ao A T () (1.59)

E possivel agora calcular os consequentes da seguinte forma

vt =) e - (Z ai® ||zl + a6”> ; (1.60)
=1

i=1

Zc T+t 4 (Za?”x;ﬂ +a6”> : (1.61)

i=1
Utilizando o algoritmo de Karnlk—l\/[endel, ¢é possivel determinar as saidas reais ¥y, e
YR.

ko M L .. M
L fyt 2yt X fyt e X My
Y = min m=1 m=k+1 _ m=1 m=L+1 . (1 62)
b ke ko Mo L, M '
X+ X f X+ X f
| m=1 m=k+1 i m=1 m=L+1
[k . Mo 7 R . Mo
M+ > fy M+ Xy T
Yp = max m=1 m:k+1 _ m=1 m=R+1 (1 63)
Ke[l;M -1 R Mo, '
Z I+ Z M > f
L m=k+1 i m=1 m=R+1

Por fim, basta defuzzificar a saidas através da média aritmética entre y;, e yg.

Para exemplificar o algoritmo de Karnik-Mendel e o método de defuzzificacao de
Takagi-Sugeno, segue um exemplo presente em Jafelice e Bertone (2021).

Exemplo 1.3. Supde-se que existam 100 pessoas em um mesmo ambiente e que 50 delas
possam transmitir o virus da COVID-19. Os mesmos podem ou nao usar mascaras. A
entrada do SBRF do tipo 2 € definida como o nimero de pessoas usando mdscaras (x),
podendo variar de 0 & 100. Consideram-se os termos linguisticos pequeno(P ), médio (M)
e grande (G) e muito grande (m) A saida do conjunto fuzzy é o risco de contaminag¢ao
do grupo (y), sendo que esta pode assumir qualquer valor no intervalo [0,1, 0,9]. Segundo
as autoras, o motivo para a escolha desse intervalo de saida € o fato de que as mdscaras
nao sao totalmente eficazes e que a contaminagao de individuos, mesmo sem utilizar a
mascara, nao € certa. Na Figura 1.15 € apresentado o cartaz que inspirou a elaborag¢ao
deste exemplo.
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Figura 1.15: A palavra “probabilidade” deve
ser matematicamente entendida como “possibi-

lidade” (JAFELICE; BERTONE, 2021).

O congunto de regras fuzzy a ser utilizado é

— R':Sex é P entioy éY' =[0,8994, 0,9794] 4+ [—0,01124, —0,00524]z;

— R2:Sex é M entioy éY? = [0,9284, 0,9304] 4+ [—0,009723, —0,005723]x;

— R3:Sex éG entioy éY? = [0,9022, 0,9042] + [—0,008764, —0,006764]x;

— R': Sex é MGentioy ¢ Y* =1[0,9019, 0,9039] + [0, 00806, —0,00646]z.

As funcgoes de pertinéncia correspondentes aos conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar
5a0:
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0,95, se0<z<7,11
—0,952 + 17,955

Hp(x): 179 , seT7,11<x<18,9 ;
0, caso contrdrio
1, se 0 <z <10
— 23,5
np(z) = %, se 10 <z < 23,5 ;
0, caso contrdrio
( — 14,34
0957 — 14,595 15,1 < < 26,4
11,3
(@) = 0,95, se 26,4 <x <395
Iady - — 4 d
N 0,95z + 8,7357 56395 < x < 51,3
11,8
L 0, caso contrario
( r — 9,983
—_ 9,983 <z < 23,4
13,417 ° O =TS
7 () 1, se23,4<x<43,4
M\t) =y —x 4+ 56,8 ’
R 43.4 <
3.4 se 43,4 < x < 56,8
L 0, caso contrdario

(0,952 — 47,025

, se 49,5 < x < 58,5

9

@ = | 0,95 se 58,5 < 1 <724
pe(r) =9 — ;
e 0,950 + 81,035 ) g5

12,9 ’
\ 0, caso contrdrio
(v — 43,32
_— 43,32 < 56,3
508 se 43,32 < x < 56,
fi(z) = 1, se 56,3 <x <77 )
G\ T — 90, 3 ’
%, se 77 < x<90,3
L 0, caso contrdrio
0 955”1_2766’ 8835 (80,93 <z < 93.53
le(T) = 0,95, 5¢93,53 <z <100
0, caso contrdrio
x — 76,65
I <
I 13.35 se 76,65 < x < 90
Hare\T) = 1, se 90 < x < 100
0, caso contrdrio

A representacao grdfica da FOU da varidvel de entrada encontra-se na Figura 1.16.
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Figura 1.16: FOU para a variavel de entrada quantidade de mascaras. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Supondo que ' = 10, ou seja, que 10 pessoas estio usando mdscaras. Note que os
graus de pertinéncia de 10 sao diferentes de zero apenas em Kps ip € [iyg- Entao,

/

Y T = (s, mpa)] = [0,7171, 1;
2 Tl =lng, (@), mga)] =0, 0,00127].

Calculando os valores de gl, 7, gz e ¥, utilizando das expressoes (1.60) e (1.61)
obtém-se:

gt =cPa' + = (al||2' || + al) = —0,00824 - 10 40,9394 — 0,003 - ||10]| — 0,04 = 0, 787;

Fa' 4 el + (|2 + al) = —0,00824 - 10 40,9394 + 0,003 - [|10]| + 0,04 = 0, 927;

@1
y? = a4l — (a2 || +adl) = —0,007723-10+0, 9294 —0, 002- | 10]|—0, 001 = 0,8312;

7 = cMa' e 4 (a2 || +al") = —0,007723-104-0, 929440, 002- || 10]|+0, 001 = 0, 8732,
sendo os coeficientes obtidos através dos consequentes da regras fuzzy.

Utilizando o algoritmo de Karnik-Mendel para os cdlculos. Primeiramente, calculam-
se os valores de f' e f%, utilizando a equagdo (1.44):

T 0T+

£l . 5 = 0,85855;
) —2
+ 0+ 0,00127
f2=i 2f _ 27 5 = 0,000635.
Calculando v’
2
, / _ 0,787-0,85855 + 0,8312-0,000635 _
v o 0, 85855 + 0, 000635 o
m=1
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Note quey' <y’ < f. Logo, o ponto de virada desejado € k = 1. Entao, pela equacao

(1.51) tem-se:
—1

f=1lef*=0.

Portanto,

—1
f,sem<1

fm:{zZ, sem > 1

Pode-se entao calcular yy, através da equagdao (1.53)

2

20 787 140,028 0
2 a 1+0
> fm

m=1

=0,787T =1/ .

y =

Logo, y;, = 0,787.

Para calcular yg € necessdrio reiniciar o processo. Note que ' > 2, logo € necessdrio
ordend-los em ordem crescente. Obtém-se:

7' =0,8732 ¢ [f', T'] =0, 0,00127);
7 =0,927 e [f2, F]= 10,7171, 1].

Calculando vy, tem-se,

- ) ~0,8732-0,85855 + 0,927 - 0,000635

= 0,8732.
0,85855 + 0, 000635 ’

Note que, neste caso, também tem-se que §* < y < y2. Logo, o ponto de virada é
k=1, e como feito anteriormente:

~0,8732-0+0,927-1
N 140

=0,927 =7/

Logo, pode-se definir ygr = 0,927 e € possivel calcular a saida defuzzificada
_yr+yr  0,787+0,927
— 5 _ .

=0,857.

A conclusao € que, numa situacao em que 10 pessoas estao usando mdscaras, entre 0s
100 individuos presentes no ambiente, a possibilidade de contaminacao € de 0,857.

No préximo capitulo sao conceituadas as redes neuro-fuzzy, bem como o detalha-
mento do ANFIS e sua associacao com o toolbox CANTERA, que fornecera os dados da
velocidade do som utilizados no treinamento e na validagao do SBRF obtido pelo ANFIS.
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Capitulo 2

A Velocidade do Som via Toolbox
CANTERA e Rede Neuro-Fuzzy

Um dos temas mais discutidos atualmente é a Inteligéncia Artificial (I4) e suas aplica-
bilidades. Segundo Barbosa e Portes (2023), um conceito importante, em se tratando de
IA é o de deep learning. Este pode ser caracterizado como um tipo especial de maquina
computacional, que engloba uma série de redes neurais artificiais com varias camadas,
que imitam a forma com que os humanos aprendem. Nesses sistemas, as saidas de uma
camada sao as entradas da proxima, o que permite o tratamento de dados de entrada.

Ainda segundo os autores, a humanidade e a ciéncia podem se beneficiar das possi-
bilidades de automagao de processos volumosos e desgastantes, além da interpretacao de
um grande volume de dados em instantes. Dada sua utilidade, é natural que todo tipo de
ciéncia se aproprie dessas ferramentas, afim de aprimorar procedimentos ou tarefas. Isso
nao ¢é diferente com a teoria de conjuntos fuzzy e a construcao de SBRF.

Como citado anteriormente, é possivel formular um SBRF a partir de regras elaboradas
por especialistas, mas o que pode ser feito quando sé se dispoem de dados de entrada e
saida do SBRF? Uma alternativa de solucao para esse problema reside nas redes neuro-
fuzzy. A partir dos dados de entrada e saida a serem utilizados e de algoritmos de
aprendizagem, é possivel construir um SBRF, com precisao e acuracia.

Para entender as redes neuro-fuzzy, é necessario definir alguns conceitos preliminares.
Essa é baseada nos trabalhos de Santana (2021), Freitas (2021) e Prudente (2024).

2.1 Redes Neurais Artificiais

Um bebé que esta aprendendo a falar tenta repetir os fonemas que um ou mais tutores
utilizam ou o estimulam a reproduzir. Essa crianca, em suas tentativas, incorrera em
erros, ja que a fala é uma habilidade de coordenagao complexa, porém, a menos que
possua condicoes que o impecam de falar, eventualmente conseguird repetir os mesmos
fonemas, e aperfeicoard essas habilidades até ser capaz de se comunicar plenamente. Para
que essa aprendizagem ocorra, ¢ necessario que o sistema nervoso do bebé se adapte a
novos estimulos, formando novas sinapses nervosas, o que torna possivel a construcao de
novas habilidades. Na Figura 2.1 encontra-se uma representacao de um neurénio.

Segundo Rauber (2005), o neurdnio é uma célula, com ntcleo e corpo, que transmite
informagoes através de reagoes quimicas e impulsos elétricos, que percorrem o axonio
até chegar nas sinapses. Essas, entao, disparam substancias quimicas aos dendrites do
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Figura 2.1: Representa¢ao de um neurénio biolégico (RAUBER, 2005).

proximo neuronio. Conforme os estimulos sao recebidos na proxima célula, ela processa a
informacao novamente, e repete a transmissao para o proximo neuronio, formando assim
uma cadeia de reacoes.

De acordo com Braga, Ludermir e Carvalho (2000), as redes neurais sao algoritmos que
tentam imitar o sistema de aprendizagem de seres inteligentes, que aprendem através da
repeticao e experiéncias vivenciadas. Esse tipo de recurso utiliza estruturas de repeticao
e aprimoramento para obter uma solucao para o problema apresentado.

Ainda segundo Rauber (2005), uma rede neural artificial possui duas estruturas
béasicas: a arquitetura e o sistema de aprendizagem. Essa estrutura de programacao
¢ diferente da arquitetura padrao. Na arquitetura de Von Neumann, o computador ¢é ins-
truido acerca do que deve fazer. Porém em redes neurais artificiais, a maquina aprende
o que deve fazer a partir de uma base de dados. Uma estrutura de armazenamento de
informacoes e pesos é adaptada no decorrer do processo. Nessa estrutura, é discriminado
ao computador o tipo de rede e o algoritmo de adaptacao de pesos, também conhecido
como algoritmo de treino.

Combinando os fatos supracitados aos conjuntos fuzzy, as redes neuro-fuzzy sao res-
ponsaveis por construir as func¢oes de pertinéncia e a base de regras de um SBRF, através
de uma rotina de treinamento pré-estabelecida. Neste capitulo sao apresentados uma rede
neuro-fuzzy e um toolbox para coleta de dados utilizados no treinamento da mesma. Para
isso, é necessario apresentar alguns conceitos matematicos importantes para os processos
de otimizacao empregados na rede neural, sendo estes o Método dos Minimos Quadrados
e o Método dos Gradientes Descendentes.

2.1.1 Método dos Minimos Quadrados

Seja o sistema linear Ax = b, em que A é uma matriz de dimensoes m xn, com m <n
e b € R™. Considere ainda a equagao

[r(2)|| = [l Az = bl], (2.1)

em que ||.|| ¢ a norma euclidiana. O método dos minimos quadrados consiste em minimizar
r(z), que é o residuo gerado pela solucao do sistema linear apresentado Burden e Faires
(2011).

Note que a matriz A pode ser vista como uma funcao A : R” — R™. Desta forma,
qualquer v € I'm(A) pode ser escrito como uma combinacao linear de um vetor x € R".
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Além disso, ||r(x)|| representa a distancia entre v e b em R™, como representado na
Figura 2.2. Logo, é possivel fazer uma projecao do vetor b em Im(A), obtendo um vetor
u tal que u = Ax. Assim, encontra-se um vetor xr tal que r minimiza o sistema.

b— Ax

Im(A)

Figura 2.2: Método dos minimos quadrados. Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir apresenta-se um exemplo utilizando o método dos minimos quadrados.

Exemplo 2.1. Neste exemplo, foram gerados a partir do sofware Matlab, 201 pontos com
valores de x4 e y,, satisfazendo a equagdo y, = 3x, — 1+ (—1 4+ 2€) em que € € um valor
tomado aleatoriamente, tal que € € [—1 , 1]. Os pontos gerados estao representados na
Figura 2.5.

Pontos Gerados

X

Figura 2.3: Pontos gerados. Fonte: Elaborada pelo autor.

Deseja-se encontrar a reta que mais se aproxima aos pontos gerados, através do
método dos minimos quadrados. Tem-se entao que:

201

b= Z ~ Yg,)?

O método baseia-se na busca de uma reta que otimize o problema, dada por f(z) = ax+b.
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Logo,
201

E = Z(ami +b—1y,)°
i=1
Observe que a fungio E = E(a,b) > 0,VY(a,b) € R?, isto é, é uma funcao limitada
inferiormente e portanto, esta tem um ponto de minimo. FEste ponto pode ser determinado
encontrando os pontos criticos da funcao.

oF
0
da ’
oF
— =0.
0b
Logo,
op
e ZQ(axl- +b—yg)r; =0
R —
201 201 201

= aZm? + bzmi = Zygﬂ?i?
i=1 i=1 i=1

8E 201
=1
201 201

—a) z+201b=> y,,
=1 i=1

obtendo o sequinte sistema de equacoes

201 201 201
A wy +0) =)y
i=1 i=1 i=1

201 201
ad x;+201b=>"y,
i=1 i=1

Escrevendo na forma matricial, tem-se que Ax =Y , em que

201 201 201

Z 51312 z T a Z Ygi Li
a-{igd " H e (5) ev- |

; x; 201 Zl Yg;

A solugao do sistema € dada pela fungao f(x) = 2,9728z — 0,9962, representada na
Figura 2.4.
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Método dos Minimos Quadrados

Pontos gerados
5t Reta resultante |

_2 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2

X

Figura 2.4: Reta obtida pelo método dos minimos quadrados para
os pontos gerados. Fonte: Elaborada pelo autor.

O coeficiente de determinagdo (r*) é dado por 0.8789. Para maiores detalhes sobre o
método, veja a defini¢io em Bussab e Morettin (1987).

2.1.2 Meétodo do Gradiente Descendente

Sejam os vetores y e y., sendo estes os valores reais de uma varidvel e os valores
estimados para a mesma, respectivamente. O erro quadratico médio entre y e y. é dado
por:

1.
_ 2
EQm - §(ye - y) : (2'2)
Considerando que y. = y.(a,b) é um parametro, a depender de duas varidveis a e b
ajustdveis, pode-se considerar que E,, ¢ um paraboléide. O método dos gradientes
descendentes consiste em encontrar o ponto de minimo do paraboléide supracitado, como
representado na Figura 2.5.
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Gradiente Descendente

Figura 2.5: Paraboloéide gerado pelo Método do Gradiente Descendente.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Para corrigir os parametros a e b, tem-se que:

OEm

a; = aj—1 — & a; y (23)
OE,m,

b]’ = bj—l — 8; . (24)

em que a > 0 é a taxa de aprendizagem do algoritmo e j representa o nimero da iteracao
realizada no método. Além disso, pela regra da cadeia tem-se que:

Obym  OEgm Oy
da  Oy. Oa’ (2:5)

OBgm _ 0Egn 0ye
ob  dy. Ob

(2.6)

A seguir, tem-se um exemplo de utilizacao do método dos gradientes descendentes.

Exemplo 2.2. Utilizando os mesmos pontos gerados anteriormente, e tendo como obje-
tivo obter uma reta, inicia-se o processo definindo a fun¢dao do erro quadrado médio.

201 201
1

9 Z(f(xz) - ygi)2 = 5 Z(axz +b— yg¢)2'

i=1 =1

Eyn =

Logo, tem-se que

aEqm o aElqm ﬁ . % ((l.’]?i —+ b — Z/gz)ﬂh .
da — Of da 201 ’
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OBy 0B 0f % (az; + b —y,,)
b  Of ob p 201 '

Para o exemplo é considerado o = 0,1. O método necessita de um “chute inicial” para
iniciar os processos de otimiza¢ao dos parametros, sendo escolhida a reta fo(x) =2z +1,
além das equagoes 2.3 e 2.4. Apos todo o procedimento, os resultados obtidos encontram-
se na Figura 2.6.

_2 i 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2
X

Figura 2.6: Reta obtida pelo método do gradiente descendente
para os pontos gerados. Fonte: Elaborada pelo autor.

A reta obtida € dada pela fungao f(x) = 3,124z —1,1736. O coeficiente de determina¢ao
(r*) foi de 0.8789.

Na proxima segao é detalhada a rede neuro-fuzzy empregada no trabalho, baseada
em Jang (1993), Negnevitsky (2005) e Freitas (2021). Além, do toolboz livre utilizado
para obtencao de dados da velocidade do som no ar e o SBRF obtido.

2.2 ANFIS

A Adaptative Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS), é uma rede neuro-fuzzy com-
posta por 5 camadas, ligadas por pesos unitarios. Cada camada da rede é responsavel
por um processo. O resultado obtido pela mesma é um SBRF, cujo método de inferéncia
é o de Takagi-Sugeno, em que as saidas do sistema sao funcoes das variaveis de entrada.
A arquitetura da rede estd representada na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Arquitetura do ANFIS. Fonte: Elaborada pelo autor.

Como um exemplo préatico para demonstrar os mecanismos utilizados em cada uma
das etapas, considera-se um sistema com duas entradas, duas funcoes de pertinéncia para
cada entrada e uma saida. Além disso, as funcoes de pertinéncia sao trapezoidais, como
descrito nos exemplos do Capitulo 1.

E importante notar que o ANFIS inicia o processo com um numero de fungoes de
pertinéncia pré-determinado pelo usuério, além de considerar todas as fun¢oes igualmente
espacadas. Ap0s isso, a rede adapta as funcoes de pertinéncia para aproximar melhor as
saidas do SBRF aos dados reais obtidos. Segue a descricao de cada uma das camadas.

— 12 Camada: Essa camada ¢ responsdvel por calcular as funcoes de pertinéncia de
cada regra em cada uma das entradas. Assim, os valores a serem calculados sao:

D = pa, (1), parai=1,2; (2.7)

1 :

yi( ) = HB;_s (.%‘2), para i = 3,4; (28)

em que A; e B;_5 sao as variaveis linguisticas predefinidas pelo usudrio, e x; e x5 sao

as componentes da entrada do sistema. Neste trabalho, as fungoes de pertinéncia
sao trapezoidais, veja a Figura 2.8.

A expressao da funcao de pertinéncia trapezoidal, de forma geral, é dada por:

(T — Xy
—, sexp <z <1
I — X
1, se r1 < < Xy
KA, (JJ) = 9 T3 — T . (2'9)
——, sexy <x < @3
T3 — T2
L 0, caso contrario

Observe que esta funcao de pertinéncia é composta por duas retas, da forma
f(z) = ax + b, cujos parametros a e b sdo ajustados pela rede neuro-fuzzy, nos
intervalos convenientes. Nos intervalos em que a funcao é constante nao necessitam
de ajustes, visto que indicam pertinéncia plena ou nao pertinéncia.
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.
L2 X3 o

Figura 2.8: Representacao grafica da funcao trapezoidal.
Fonte: Elaborada pelo autor.

— 22 Camada: Os nés dessa camada sao responsaveis por calcular as partes ante-

cedentes das regras utilizadas no processo, ou seja, esta é responsavel pela parte
do “se” nas regras fuzzy. Para isso, como é usual no método de inferéncia de de
Takagi-Sugeno, utiliza-se a t-norma do produto como base do operador “e¢”, o que
possibilita o calculo dos w; utilizados no método de inferéncia supracitado. Logo, os
nos dessa camada sao:

2) . . . , o
em que yf ) ¢ a safda do né i, obtida através do produto entre os graus de pertinéncia
dos pontos z; e xs.

32 Camada: Os nés dessa camada sao responsaveis por normalizar as saidas obtidas
na camada anterior. Logo, as saidas calculadas por essa camada sao:

(3) _ Wi

Y, = Wwi;= 1 .
> Wi
i=1

(2.14)

Importante salientar que o nimero de saidas da camada 2 pode ser diferente de 4,
logo, os somatoérios representados podem variar em nimero de termos.

42 Camada: Essa camada é responséavel por criar a parte consequente das regras
fuzzy. Como o objetivo do SBRF é trabalhar com um sistema de inferéncia de Takagi-
Sugeno, é realizado o calculo dos parametros consequentes {k;o; ki1; kio, @ = 1,2,3,4}
que formam as funcoes dependentes das variaveis de entrada. Os parametros calcu-
lados sao:

y§4) =W, fi = Wilkior1 + kinwa + ki2). (2.15)

52 Camada: Essa camada, composta por um tinico nd, é responsavel por calcular
a saida do SBRF, através da média ponderada. Como as fungoes peso foram nor-
malizadas na 3% camada, a saida é calculada através do somatdério das saidas da 42
camada, isto é:

4
Yy = Z@fi- (2.16)
i=1
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O software Matlab utiliza a raiz do erro quadrado médio como medida de imprecisao
em cada ponto de treinamento, a cada iteracao. Esse método é nomeado por Root Mean
Square Error(RMSE), cuja férmula é:

n

1 5)

RMSE = | => (5" — y)?; 2.17
n & (y; y)?; ( )
em que n é o nimero de dados de treinamento, y@

;. sao as saldas do SBRF gerado e y sao
os dados de treinamento.

2.2.1 Algoritmo de Aprendizagem do ANFIS

O ANFIS utiliza um algoritmo de aprendizagem em duas fases. Este utiliza o método
dos minimos quadrados para otimizar os parametros {kio; k;1; ki2}, além do método do
gradiente descendente para otimizar os parametros das funcoes de pertinéncia da 1? ca-
mada. Como dito anteriormente, o ANFIS inicia o processo com funcoes igualmente
espagadas, cobrindo todo o dominio dos dados de treinamento utilizados.

A partir das estimativas iniciais e dos valores de entrada, considerando um nimero
P de combinacao entrada-saida, o ANFIS calcula as seguintes P equagoes:

( Yi=wi(1)fi(1)+ ... +@.(1)fu(1)

%Zﬁwﬁ@%m+m@h@ ; (2.18)

| Yo =@(P)f(P) + ... +Tu(P)fu(P)

em que f; = kjo+ kpx1+ ...+ ki, parai =1,...,n, sendo m é o nimero de variaveis
de entrada, n o nimero de nés da terceira camada e Y (p) é a saida para as entradas
x1(p), ..., -n(p). Assim, essa equagdo pode ser escrita na forma Y = Ak, em que:

Y,

Y=1|:]; (2.19)
Yp

Wy wix(l) ... wrp(l) ..o (1) ... Weprw(l)
A=| : : : : : : : ; (2.20)
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(2.21)

A solucao desse sistema é calculada através do método dos minimos quadrados, mi-
nimizando || Ak — y||. Apés isso, calculam-se as saidas estimadas pela rede ANFIS. Essas
sao representadas por .

A partir dos dados de treinamento e dos coeficientes obtidos pela iteracao do ANFIS,
¢é possivel utilizar o método dos minimos quadrados. Inicia-se o processo calculando o
vetor do erro e do erro quadrado médio, dados respectivamente por:

e=Ye—Y; (2.22)
1 2
EQm = §(ye - y) (2'23)
Segundo Sandmann (2006), as derivadas parciais utilizadas no problema sao dadas
por:
OB _0F de Oy Owifi Owi Owi Opa, (2.24)
da  Oe Oy Owifi Ow; Ow; Ops, Oa’ ’
OB _0F de 9y Owifi 0w Owi Opa (2.25)
Dali, tem-se que
oF 8(%62>
- = e 2.2
de Oe “ (2:26)
de  I(ye —v)
A C AR S 2.2
Owif;)  0@ifi) (2:28)
@i fi)
= fi 2.2
20 g, (2:29)
o -2
0; 2w (]; @) = Ti(1 — )
Ow; Ow T4 B W (2:30)
(22 w))?
7j=1
8(4.)1' Wi
= . 2.31
Opa;  pa, ( )



Exemplo do Céalculo das Derivadas Parciais

Para o cédlculo dos parametros descritos anteriormente é considerada uma funcao
trapezoidal, conforme a expressao da fungao de pertinéncia (2.9). Como somente as retas
da forma f(x) = az + b sdo ajustadas em cada intervalo, podemos tratar o ajuste dos
parametros de cada fungao f(z) separadamente. A seguir, sao realizados os calculos para
as expressoes (2.24) e (2.25):

T, sexy < x<X;
Olia, <zx<
fa: _ 0, sex; <z< 29 : (2.32)
Oa T, sexy <z < T3
0, caso contrario
1, sexg<z<ax
Olia, 0 <z<
ob 1, sexzo<zx< a3
0, caso contrario
Entao, tem-se que:
—:e-(—l)-l-fi-(—)-—-&; (2.34)
da w; fa, Oa
oF wi(l —w; w; O
e (-1)-1 f1¥— Ha; (2.35)
ob Wi fa, Ob
E, portanto:
wi(l — wi)
oFE —(Ye —y) - (kiox1 + knza + kio) - T T, sewg < <T10UuT<T<I3
. A, ;
Oa 0, caso contrario
(2.36)
w,‘<1 — w,;)
oF —(ye—y)-(k?iol‘l—l—k?illliz—i—k?@'z)'Ta se xg < x < w1 ou xp <x < w3
- = Ai .
ob 0, caso contrario
(2.37)

Com a construcao tedrica para o ANFIS detalhada, é necesséario obter os dados que
sao utilizados no treinamento e validagao do SBRF gerado.

2.3 CANTERA

Segundo Goodwin et al. (2023), 0o CANTERA é um conjunto de ferramentas de cédigo
aberto para problemas envolvendo cinética quimica, termodinamica e problemas de trans-
feréncia de massa. Entre outras fungoes, esse toolbox é capaz de gerar dados da velocidade
do som a partir da composicao quimica do meio, além de fatores especificos, como por
exemplo, a temperatura do material.

Para fins de estudo do trabalho, o fluido escolhido como base é o ar. Para formulacao
do SBRF, a partir do ANFIS, as duas varidveis de entrada sao a umidade absoluta (u),que
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se refere & porcentagem de dgua presente na composicao do ar, tendo esta variado entre
0% e 5% (MORAES, 2017), e a temperatura (6).

Como o trabalho trata da coclea, um orgao localizado no interior do ouvido interno,
foram escolhidas temperaturas que representem situacoes entre a hipotermia moderada e
febre extremas. As informagoes foram retiradas de Lagand, Faro e Aratjo (1992) e Silva,
Luz e Nery (2013). Logo, para gerar os dados de velocidade do som, foram escolhidas
temperaturas entre 28 °C e 42 °C.

Escolhidas as variagoes de umidade e temperatura, foram gerados 846 dados de trei-
namento, além de 360 dados diferentes, que sao utilizados para validacao do SBRF obtido
posteriormente. Essa quantidade corresponde a 29,85% do total de 1206 dados gerados.

2.4 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy do Tipo 1
para obter a Velocidade do Som

Nesta secao sao apresentados o SBRF do tipo 1 obtido através do ANFIS, além da
construcao do SBRF do tipo 2 intervalar utilizado no trabalho, baseado no SBRF do
tipo 1.

2.4.1 Sistema Baseado em Regras Fuzzy do Tipo 1 o através de
Rede Neuro-Fuzzy

Tendo os dados de treinamento da velocidade do som determinados pelo CANTERA,
os parametros de treinamento do ANFIS sao definidos por:
— A variavel linguistica da temperatura é composto por 4 fungoes trapezoidais;
— A variavel linguistica da umidade é composto por 3 fungoes trapezoidais;
— No processo de aprendizagem sao realizadas 150 iteragoes.
— O RMSE obtido é de 0,00599528180531687.

Apoés todas as iteracoes, o ANFIS retorna um SBRF do tipo 1, cujas fungoes de
pertinéncia da temperatura obtidas sao:

1, se x < 29,42
Lo, (z) = { —0,53475z + 16,73262, se 29,42 <z < 31,29 ; (2.38)
0, caso contrario
0,53475x — 15,72727,  se 29,41 < z < 31,28
1 se 31,28 < x < 34,08
() = ) )48 S e 9.39
Homeaia () —0,5291 + 19,03174, se 34,08 < z < 35,97 (2.39)
0, caso contrario
0,54054x — 18,43243,  se 34,1 < x < 35,95
1 se 35,95 < x < 38,72
- ’ )90 = 12 2.40
Honia () —0,55865x + 22,63128, se 38,72 <z < 40.51 (2.40)
0, caso contrario
0,531912 — 20,59042, se 38,71 < x < 40,59
KO, i aren (T) = 1, se x > 40, 59 (2.41)

0,
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Os gréficos das fungoes de pertinéncia da temperatura com dominio [0,
representados na Figura 2.9.

Fungées de pertinéncia da temperatura
} Baixa Média Alta Muito Alta

Grau de pertinéncia
o o o
S o o

=]
N
T

30 32 34 36
X

Figura 2.9: Funcoes de pertinéncia da temperatura. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

As fungoes de pertinéncia para a umidade obtidas sao:

1, se z < 0, 756;
Pougoina (@) = ¢ —1,004012 + 1,75903, se 0,756 < x < 1,752 ;
0, caso contrario

1,01286x — 0,77858, se 0,7687 < x < 1,756

(z) = 1, se 1,756 < x < 3,245
Humeaia\P) = —1,01242 + 4,28441, se 3,245 < x < 4,233 "’
0, caso contrario
1,003z — 3,25777, se 3,248 < x < 4,245
P (T) = 1, se x > 4,245

0, caso contrario

42] estao

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Os gréficos das fungdes de pertinéncia para a umidade com dominio [0, 5] estao re-

presentados na Figura 2.10.

Fungoes de pertinéncia da umidade
T T T

T T T T T T
Baixa Media Alta

o o
=] =]
T T

Grau de Pertinéncia
=]
e
:

021

Figura 2.10: Fungoes de pertinéncia da umidade. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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As 12 regras fuzzy obtidas pelo ANFIS sao:

Se 0 é baiza e u é baira entao ¢y = 0,57060 + 0, 55u + 332, 5;

Se 0 é baiza e u é média entao co = 0,5720 + 0, 5557u + 332, 4;

Se 0 é baixa e u é alta entao c3 = 0,57350 + 0, 5746u + 332, 3

Se 6 é média e u é baira entao cq4 = 0,567 + 0, 5539u + 332, 6;

Se 6 é média e u é média entao c; = 0,56916 + 0, 5588u + 332, 5;

Se 0 é média e u é alta entao cg = 0,57050 + 0,5779u + 332, 4;

Se 0 é alta e u é baira entao c; = 0,56260 + 0, 5544u + 332, 8;

Se 0 é alta e u é média entao cg = 0,565160 + 0, 5634u + 332, 6;

Se 0 é alta e u é alta entao cg = 0,56486 + 0, 584u + 332, 6;

Se 0 é muito alta e u é baiza entao c1g = 0,56076 + 0, 563u + 332, 8;
. Se 6 é muito alta e u é média entao ci;; = 0,56560 + 0, 571u + 332, 6;
Se 0 é muito alta e u é alta entao c1o = 0,561660 + 0, 5871u + 332, 7.

L0 N e Tt WD

— = =
b= o

O SBRF do ANFIS foi validado a partir do RMSE, definido por:

RMSE = J LS g — ) (2.45)

n -
=1

em que y,, sao as velocidades obtidas pelo SBRF do tipo 1, y; sao as velocidades do som
utilizadas na validacao do sistema e n é o niimero destes dados. O erro alcancado ¢é da
ordem 1073.

A superficie que representa a velocidade do som, gerada a partir do SBRF para valores
de temperatura () no intervalo [28°C, 42°C] e umidade (u) no intervalo [0, 5] com grade
15 x 15 na Figura 2.11.

| [ saidas defuzzificadas

velocidade - Saidas

Umidade 0 20

Temperatura

Figura 2.11: Superficie gerada pelo SBRF do tipo 1. Fonte: Elaborada
pelo autor.

A partir do SBRF obtido, é possivel construir um SBRF do tipo 2 intervalar através
das técnicas descritas no Capitulo 1.
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2.5 Construcao do Sistema Baseado em Regras Fuzzy
do Tipo 2 Intervalar

Para obter o SBRF do tipo 2 intervalar a partir de um SBRF do tipo 1, sao utilizadas
as mesmas fungoes de pertinéncia resultantes do ANFIS, porém considerando amplitudes
para construcao das FOU e nas saidas em funcao das variaveis de entrada, como descrito
no Capitulo 1.

Para realizar essa construcao, os extremos do suporte das funcoes de pertinéncia
obtidas através do ANFIS, denotados por a e b, sao utilizados como pontos centrais
para o calculo dos extremos das fungoes de pertinéncia superiores e inferiores, observe a
Figura 2.12. A partir destes pontos, sao somados e subtraidos a amplitude D e no intervalo
que a funcao de pertinéncia do tipo 1 assume o valor 1 é subraido a mesma amplitude,
alcancando uma pertinéncia maxima de 1—D. Utilizando os mesmos coeficientes angulares
das fungoes de pertinéncia do tipo 1 sao realizadas as construgoes das retas que compoem
as funcoes de pertinéncia inferiores (uins) € superiores (jsy,) da FOU. Este procedimento
é realizado para as duas variaveis de entrada.

1

1-D

1-2D
€ >
J L

Figura 2.12: Representacao grafica da construcao da FOU. Fonte: Ela-
borada pelo autor.

2.5.1 Sistema Baseado em Regras Fuzzy do Tipo 2 Intervalar
para obter a Velocidade do Som

A partir do SBRF do tipo 1 e do procedimento descrito anteriormente, utilizando
D = 0,05, as funcoes de pertinéncia superior e inferior da temperatura para o SBRF do
tipo 2 intervalar sao dadas por:

0,95, se x < 28,57
B, () =14 —0,53324z +16,18620, se 28,57 <z < 30,35 ; (2.46)
0, caso contrario
1, se r < 29,42
Tig,.. (r) =< —0,53323x + 16,68616, se 29,42 <z < 31,29 ; (2.47)
0, caso contrario
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ﬁemédia (aj) =

Ho,,,.(T) =

()

*enluito alta

120,ic0 wiea (%)

Na Figura 2.13 é apresentada a FOU da varidvel de entrada temperatura.

0,533662 — 16, 19492,
0,95,
—0,53038z + 18, 57610,
0,

0,53366x — 15, 69485,
1,
—0,53038z + 19, 07611,
0,

0,540467 — 18, 92849,
0,95,
—0, 55735z + 22, 08015,
0,
[ 0,540452 — 18,42843,
1,
—0, 557352 + 22, 58027,

0,

0,53284x — 21, 12603,
= 0,95,
0,

0, 53284z — 20, 62598,
= 1,
0,

se 30,35 < z < 33,23
se 32,13 <x < 33,23;
se 33,23 < x < 35,02 '
caso contrario

se 29,41 <z < 31,28
se 31,28 <z < 34,08
se 34,08 <z < 35,97
caso contrario

se 35,02 <z < 36,78
se 36,78 <x < 37,91
se 37,91 < x < 39,61 ’
caso contrario

se 34,1 <z < 35,95

se 35,95 <x < 38,72
se 38,72 < x < 40.51 ’
caso contrario

se 39,65 <z < 41,43
se r > 41,43 ;
caso contrario

se 38,71 < x < 40,59
se x > 40,59
caso contrario

o
™

Pertinéncia
o
>

o
~

0.2

28 30

Figura 2.13: FOU da variavel de entrada temperatura.

32 34 36
Temperatura

Elaborada pelo autor.

o1

Muito Alta

38 40 42

Fonte:

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)



As funcoes de pertinéncia para a umidade obtidas sao:

0,95, se 2 < 0,308
p, (z)=14 —1,00402z +1,25900, se 0,308 <z <1,254 ; (2.54)
0, caso contrario
1, se z < 0,308
Ty, () =< —1,05687z +1,32527, se 0,608 <z < 1,254 ; (2.55)
0, caso contrario
1,012927 — 1,27868, se 1,26 <z < 2.2
0,95 se 2,2<x<2,8;
— ’ ) y 4 = Oy 2.56
Botgasa () —1,01176z + 3,78267, se 2,8 <z < 3,74 (2:56)
0, caso contrario
1,01291x — 0,77866,  se 0,7687 < z < 1,756
1 se 1,756 < x < 3,2445
_ _ ) ) (90 = ’ : 2.57
Prarpsaia () C1,01177x + 4,28271, se 3,2445 < x < 4,233 (2.57)
0, caso contrario
1,00368x — 3,76016, se 3,75 <x < 4,693
o, (x) = 1, se x> 4,693 ; (2.58)
0, caso contrario
1,00368z — 3,26015, se 3,248 < x < 4,245
Tiy,,,. () = 1, se x > 4,245 : (2.59)

0, caso contrario

Na Figura 2.14 é apresentada a FOU da variavel de entrada umidade.

Baixa Média Alta

o
el

Pertinéncia
o
()]

o
~

0.2

Umidade

Figura 2.14: FOU da variavel de entrada umidade. Fonte: Elaborada pelo
autor.
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As 12 regras sao obtidas utilizando os parametros calculados pela ANFIS como centro

do intervalo e amplitudes de 0,1 para os coefientes intervalares que acompanham 6 e wu,
além de uma amplitude de 1 para o termo independente. Assim, obtém-se as seguintes
regras:

1. Se 6 é baiza e u é baiza, entdo c; = [0,5606, 0,5806]0 + [0,45, 0,65]u -+ [331,5, 333,5];

R B T i

—_
e

—_
—_

12.

Se 0 ¢ baiza e u é média, entao co = [0,472, 0,672]0+[0,4557, 0,6557)u+ [331,4, 333,4];
Se 6 6 baiza e u 6 alta, entdo cz = [0,4735, 0,6735]0+ [0, 4746, 0,6746]u+[331,3, 333, 3]
Se 0 6 média e u é baiza, entdo cq = [0,467, 0,667]0+[0,4539, 0,6539]u+]331,6, 333,6];
Se 6 é média e u é média, entdo cs = [0,4691, 0,6691]6+[0, 4588, 0, 6588]u+[331,5, 333, 5];
Se 0 é média e u é alta, entdo cg = [0,4705, 0,6705]0+[0,4779, 0,6779)u-+[331,4, 333, 4];
Se 0 ¢ alta e u é baiza, entdo ¢y = [0,4626, 0,6626]0+ [0, 4544, 0,6544]u+[331,8, 333, 8];
Se 0 é alta ¢ u é média, entdo cs = [0,4651, 0,6651]0+[0, 4634, 0,6634]u+[331,6, 333, 6];
Se 0 é alta e u é alta, entdo cy = [0, 4648, 0,6648]0 + [0,484, 0,684]u + [331,6, 333, 6]

Se 6 é muito alta e u é baixza, entao cp = [0,4607, 0,6607]6 + [0,463, 0,663|u +
331,8, 333,8|;

. Se 0 é muito alta e u é média, entao c11 = [0,4656, 0,6656]0 + [0,471, 0,671|u +

331,6, 333,6];
Se 0 ¢ muito alta e u ¢é alta, entao ¢ = [0,4616, 0,6616)0 + [0,4871, 0,6871]u +
331,7, 333,7].

Na Figura 2.15, sao apresentadas trés superfices geradas pelo SBRF do tipo 2 inter-

valar, para os valores da temperatura (f) no intervalo [28°C, 42°C] e da umidade (u) no
intervalo [0, 5] com grade 15 x 15. Estas superficies sao geradas pelos pontos obtidos pelos
cr,, pelos pontos defuzzificados ¢ e pelos cg, mostrando que as superficies apresentam o
mesmo comportamento, com valores diferentes. Note que existe uma faixa que contém as
trés superficies, sendo aproximagcoes de planos.

I saidas defuzzificadas
I saidas inferiores
[ saidas superiores

365

360

355

350

345

340

velocidade - Saidas Tipo 2 Intervalar

(o)

50

2 40

30

Temperatura

Umidade 0 o9

Figura 2.15: Superficies geradas pelo SBRF do tipo 2 intervalar. Fonte:
Elaborada pelo autor.

E importante notar também que, como o SBRF do tipo 2 intervalar foi construido a

partir da saida do ANFIS, assim, as superficies do SBRF do tipo 1 e a saida defuzzificada
do SBRF do tipo 2 intervalar se sobrepoem, como pode ser observado na Figura 2.16.
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I s:idas defuzzificadas
I s:idas inferiores
[ saidas superiores

[ Saida da tipo 1
365 ~
360
@
=
‘m
W 355 4
4
E 350
[*]
L]
$ 345 4
340 .l
G
. 50
40
2 30
Umidade 0 20 Temperatura

Figura 2.16: Sobreposicao das superficies do tipo 1 e do tipo 2 intervalar
obtidas de valores defuzzificados. Fonte: Elaborada pelo autor.

No préximo capitulo, é apresentado o referencial teérico do método numérico que é
utilizado para obter as aproximacoes das solucoes das equagoes da onda actustica unidi-
mensionais elaborados nesta dissertacao.
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Capitulo 3

Método das Diferencas Finitas
Unidimensional e Bidimensional

As equacoes diferenciais sao uteis para modelar inimeros problemas envolvendo as
mais variadas areas do conhecimento. Dada sua aplicabilidade e importancia, esse tipo
de modelagem tem sido objeto de estudo da matematica. Além de resolucao analiticas
de problemas, é comum que se desenvolvam métodos numéricos para a aproximacao de
solugoes destes tipos de equacao.

Os métodos numéricos se baseiam em processos de discretizagao, ou seja, reduzem um
problema do continuo a um problema discreto, com um numero finito de variaveis, que
pode ser computado. Os métodos numéricos para aproximacgao da solucao de equagoes
diferenciais escolhidos para este trabalho sdo: o Método das Diferencas Finitas (MDF) e
o Método dos Elementos Finitos (MEF).

Neste capitulo, sao apresentadas as aproximagoes numéricas para uma equacgao di-
ferencial unidimesional e uma equacao de Poisson bidimensional com dominio regular
utilizando o Método das Diferencas Finitas Centradas. A seguir, sao apresentados con-
ceitos importantes para compreensao do MDF.

3.1 Classificacao de Equacoes Diferenciais Parciais
de Segunda Ordem

Sejam duas funcoes, p: R2 — R e g : R? — R, a representacao geral de uma equacao
diferencial de segunda ordem é:

APz + WPy + CPyy + dpz + epy + fp = g. (3.1)

em que, a, b, ¢, d, e e f sao constantes, ou fungoes conhecidas das variaveis do dominio
R2. As funcoes a, b e ¢ sao tais que:

a? + 0%+ % #0. (3.2)

No caso em que essas fungoes sao constantes, torna-se possivel uma classificacao da
equacao diferencial parcial de segunda ordem, em analogia as equacoes conicas, estudadas
em Geometria Analitica, como pode ser visto em Winterle e Steinbruch (2000). Considere

Pxx = 0427 Pyy = 52) Py = af, Pz = Q, Dy = B. (33)
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Entao, é possivel escrever a funcao g como o seguinte polinémio:

P(a, ) = aa® +bB* + caf + da + ef + fp. (3.4)

Observe que o polinomio P(«, ) descreve a equagao de uma conica, como descrito em
Winterle e Steinbruch (2000). Logo, pode ser classificado & partir do seu discriminante
b2 — ac. Portanto, P(«,3) é uma conica:

— Eliptica se b? — ac < 0;
— Parabdlica se b? — ac = 0;
— Hiperbdlica se b* — ac < 0.

A mesma nomenclatura é utilizada para as equacoes diferenciais parciais de segunda
ordem.

Outra definicao importante utilizada no trabalho é o Laplaciano.
Definigao 3.1. Seja uma fungdo p : R? — R. Define-se o Laplaciano (A) de p por:

Pp  0?*p

Ap=—5 + —.
P 8x2+8y2

Para estudo dos métodos de aproximacao numérica, é necessario também definir o
que ¢ a ordem do erro de uma aproximacao.

Definigao 3.2. Seja F(x,h) uma formula de diferencas que aproxima a derivada de ordem (q)
de uma fungao y(z) com erro e(x, h). entdo:

y D (z) = F(z,h) +e(z, h). (3.5)

Dizemos que a férmula F(xz,h) é de ordem p se e(x,h) = hPR(x), em que R(z) nao depende de

e(x, h)
hP

h. Neste caso, € utilizada a notagdio (x, h) = O(hP), indicando que }Lir% é uma constante
_)

finita.

3.2 Definicao da Malha

3.2.1 Dominio Unidimensional

Seja o intervalo fechado [a, b] correspondente ao dominio de uma funcao p(z). Defi-
nindo-se um numero n+1 de pontos desejados para a discretizacao, sendo xg = a € z,, = b.
Para calcular o espacamento h entre os pontos da discretizacao, basta utilizar a seguinte
férmula:

[ — (3.6)

n

Definido o espagamento h, o conjunto dos pontos de discretizacao é formado pelos
pontos x; = xo + ih. A representagao grafica de uma discretizagao unidimensional se
encontra na Figura 3.1.
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|
]

a=xy) x1=x9+h

|
Ln-1

x, =0b

Figura 3.1: Exemplo de malha unidimensional. Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.2 Dominio Bidimensional Regular

Sejam o dominio retangular Q = [a1, b1] X [a2, b2] € R o conjunto dos pontos (z, y) do
dominio para os quais a fun¢ao p(z,y) esta definida. E possivel construir uma malha Ry,
de pontos igualmente espagados, com espacamento h, a partir de um ponto de referéncia

(x0, yo) dada por:

Ry, = {(l‘lv y]) = (330 +ih, yo +]h)a ij==+1,£2,.. } :

No caso de malhas com espacamento variado entre as componentes do dominio,
para formar a mesma, basta considerar os espacamentos h e k, para as componentes

das variaveis x e y, respectivamente.

Uma representacao de malha bidimensional é encontrando na Figura 3.2

(mi—la yj—i—l)
°

. ($i+1, yj+1)

(wz'—la yj)

(xia yj+1)

®

(wi—Ha y])

(Zi-1,Yj-1)

(CL’i, yj—l)

(mi—i-la yj—l)

Figura 3.2: Exemplo de malha bidimensional. Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.3 Diferencas Finitas Centradas para Problemas Uni-
dimensionais

O método das diferencas finitas centradas se baseia na combinacao de duas expansoes
finitas da série de Taylor, o que permite a aproximagao das derivadas presentes em uma
equacao diferencial. Considere uma func¢ao p com dominio D = [z, z,] discretizado em
(n + 1) pontos igualmente espacados, com espacamento h, e seja z; um ponto qualquer
desse conjunto. Aproximando o valor de z; + h através da série de Taylor (CUMINATO;
MENEGUETTE, 2013):

!’ h2 1 h3 111
p(zi +h) = p(z;) + hp (i) + P (z) + ET4 (z3) + ... (3.8)

Truncando a série na terceira derivada, tem-se que:

: h? ., h3 .
p(z; +h) = p(x;) + hp (z;) + 5P () + 3P (1), (3.9)

em que x; < & < x; + h. Esta aproximacao é chamada de diferenca progressiva. Para
calcular a diferenca atrasada, basta expandir a série com o mesmo truncamento, porém
utilizando p(z; — h). Logo tem-se:

! h2 1" h/3 1
p(wi —h) = pxi) = hp (wi) + 5pp (21) = 50 (&2), (3.10)

em que z; — h < & < x;, sendo esta chamada de diferenga atrasada. Para calcular a
diferenca centrada, basta subtrair as equagoes (3.9) e (3.10). Logo,

1"

3
p(zi + h) — p(x; — h) = 2hp (x;) + %[P (&) +p" (&) (3.11)

Isolando p'(z), tem-se

p(zi +h) —p(z;—h) Rh*]1

p(wi) = o T 5(17'"(51) +p"(&2))
L — P\T; — 2 I
ey = O PE D) B (3.12)

em que ¢ € (z; — h,z; + h) e é utilizado o teorema do valor intermediario para fungoes
continuas (LIMA, 1976)

S (6) + P(&)] =0

para algum ¢ € [min{¢1, &}, max{{1, 1]

E importante salientar que o erro é de ordem O(h?). De forma simplificada, pode-se
dizer que:

Para calcular as aproximacoes da derivada segunda de uma funcao, utiliza-se nova-
mente a série de Taylor, porém truncando a expressao na quarta derivada. Tem-se entao
que a diferenca progressiva é dada por:

!’ h2 1" h3 11 h4 4
p(x; + h) = p(z;) + hp (z3) + orP (z) + ET4 (w5) + jp( )(&). (3.14)
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De maneira semelhante, a diferenca atrasada é dada por:

, h? R . A
p(zi —h) = p(z;) — hp (2;) + P (z5) — 3P (z:) + P (&2); (3.15)

Somando as equagoes (3.14) e (3.15), obtém-se:

ht 1
p(xi — h) + p(zi + h) = 2p(z;) + b2p" (2;) + D 5(13(4)(51) +pW (&),
(3.16)
isolando p”(z;), tem-se:
p(z; +h) — 2p(z;) +y(x; — h h?
() = PR 22 Ey@i B R (317)
em que ¢ € (x; — h,x; + h), com
1
S + (&) =y (©)
para algum & € [min{&;, &}, max{&y, &2}
Logo, o erro de aproximacao ¢ de ordem O(h?) e, de forma simplificada, tem-se:
" p(x; +h) — 2p(x;) + p(x; — h
p (7)) ~ ( ) ]EQ )+ 2 ), (3.18)
Para calcular as diferencas finitas com relagao ao tempo, tem-se:
2 j+1 J J—1
it J+L 9y /

o2t At2 ’

em que At é o espacamento do tempo ¢, p] = p(z;, t;), sendo i e j os indices das varidveis
x e t, respectivamente. Segue um exemplo de resolugao de uma equacao diferencial uni-
dimensional de segunda ordem, através do MDF.

Exemplo 3.1. Considere o sequinte problema de valor inicial:

d*p
———5 =cos(x), em [0, 1] _ (3.20)
p(0) =p(1) =0

Deseja-se aprorimar as solucdes da equacdo diferencial & partir do MDF, utilizando 51
pontos de discretizacao. Considerando a equagao (3.20) para o ponto x;, tem-se:

p(xi)%p( ) p};) »( );

parat=1,..., n—1.
Logo,

_p(@i+ h) — 2p(xi) + p(zi — h)
12

= cos(x;) = —p(x; + h) + 2p(x;) — p(x; — h) = h*cos(z;);
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parat=1,..., n—1.

Na forma matricial, tém-se:

2 -1 0 ... 0 0 0 p(z1) h?cos(x1)
-1 2 -1 ... 0 0 O p(x2) h%cos(z2)
0 0 o ... -1 2 -1 p(xn—2) hQCOS(xn_z)
o o0 0 ... 0 -1 2 p(xn—1) h2cos(xp_1)

A representacdo grdfica do resultado obtido com a resolugcdo do sistema linear com as
condigoes p(0) = p(1) = 0 para h = 0,1, encontra-se na Figura 3.3

0.12 Resolugao pelo Método das Diferencgas Finitas

0.1 .

0.08

p£X)

0.04

0.02 | 4

X

Figura 3.3: Aproximagao da solugdo da equagao (3.20) pelo MDF. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Um estudo acerca dos erros da aproximacao é apresentado no préximo capitulo, ao
comparar o MDF com o método dos elementos finitos.

3.4 Diferencas Finitas Centradas para Problemas Bi-
dimensionais com Dominio Regular

Sejam o dominio R = [a;, b1] X [a2, be] e uma funcao p : R? — R. Considera-se
também a seguinte discretizacgao:

Ry, = {(z4,y5) = (o +ih,yo + jk), 4,7 = +1,%,2,...} (3.21)

em que h e k representam o espagamento na variavel z e y respectivamente, nao sendo
necessariamente iguais.
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Como na anterior, é possivel aproximar as derivadas parciais de p(z,y) através da série
de Taylor. Assim, utilizando as diferencas centradas discutidas anteriormente tem-se que:

p(z + h,y) —p(x — h,y)
2h
p(x,y + k) —p(:II,y - k)
2%
p(z + h,y) — 2p(z,y) + p(@ — h,y)
h2

k)—2 —k
Pyy(T,y) & p,y + ) p(ki’ y)+p.y ), com erro de ordem O(h?).

, com erro de ordem O(h?);

pe(z,y) =

py(z,y) = , com erro de ordem O(h?);

(3.22)

Daz(T,y) ~ , com erro de ordem O(h?);

Para simplificar a notacao, considera-se que:

P(fl?i,yj) = Pijs
p(zi + h,yj) = ity
pri — h,yj) = pi-14; (3.23)
p(zi,y; + k) = piji1;
p(zi,y; — k) = pij-1.

Logo,

_ Pi+1j — Pi—1,5

px(%?/) ~ T
_ Pij+1 —Pij-1,
_Pit1,j — 2pij+pi-1j
pmx(xa y) ~ h2 )
Pij+1 = 2Pij + Pij+1
e

Com as aproximacoes das derivadas parciais descritas, é possivel discretizar o Lapla-
ciano:

2 2
Ay = op + Op _ Pit1g = 2Pij + Pi-1, 4 Pig1 — 2pij +Pij-1

ox?  Oy? h? k2

(3.25)

E importante notar que a discretizacao envolve, em cada ponto da malha, os valores
que a solucao possui em seus 4 pontos cardeais. Essa discretizacao estd representada
graficamente na Figura 3.4.

Com a discretizagao do Laplaciano deduzida através do MDF, é possivel aproximar
a solucao de uma equacao diferencial parcial de segunda ordem eliptica. Considere o
seguinte problema:

Ap = f(x,y), em Q;
2
{ p=g(z,y), em 0. (3.26)
em que,
Q={(z,y): 0 <2< Ly, 0 <y < Ly} (3.27)

sendo L, e L, os comprimentos do dominio retangular 2 nas direcoes = e y, respectiva-
mente.
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(i, Yj1)

|
(i, 9;)

(wi7yj—l)

(zi-1,Y;) (Tit1,95)

Figura 3.4: Pontos cardeais. Fonte: Elaborada pelo autor.

Discretizando o dominio Q em M + 2 pontos na direcao vertical e N + 2 pontos na
direcao horizontal, é possivel definir os espacamentos h e k por:

L, L
h = k=—"—. 3.28
N+1“" " M+1 (3:28)
Aplicando a discretizacao do Laplaciano, obtém-se que:
Pitly p;’] t Py  Digl p;’j tPig-l f(z,y). (3.29)
h k
Logo,
h2pij—1 + K pic1j — 2(h* + k*)pij + kK pig1j + hPpijpr = B°K f(z,y). (3.30)

Essa férmula é conhecida como Férmula de 5 pontos, sendo possivel resolvé-la matrici-
almente. Porém, é necessario interpretar os indices dos pontos de discretizacao. Percebe-
se que a diagonal principal da matriz ¢ formada por elementos da forma 2(h? + £k2). Além
disso, as diagonais secunddrias sao formadas pelos termos da forma k% que acompanham
os termos anteriores e posteriores na direcao horizontal.

Para descobrir o posicionamento das diagonais afastadas inferior e superior, é ne-
cessario saber o nimero de pontos da discretizacao no sentido horizontal (nesse caso,
M + 2, como definido anteriormente). Os termos que compdem a diagonal afastada (h?)
estao exatamente M linhas abaixo e M colunas a direita da diagonal principal. Além disso,
a matriz resultante da discretizagao é quadrada, com dimensoes NM. Uma representacao
grafica da matriz pentadiagonal encontra-se na Figura 3.5.
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i
O\

A

N x M

Figura 3.5: Matriz pentadiagonal. Fonte: Elaborada pelo autor.

O sistema resultante é da forma Ap = b, onde:

—2(h?+k?), sei=j

k2 sei=j+1loui=j—1
A = [a; y ’ ; 3.31
laij], em que ay; K2, sei=j+Moui=j— M’ (3:31)
0, caso contrario
P11
PN,1
P1,2
- 3.32
P= s | (3.32)
P1,m
PNM
e
h?k? fi1 — k*po.1 — hp1o
h2k? fa1 — h*pag
h?k? fna — k*pns11 — BPpN o
h2k%f19 — K*poo
h2k? fa2
f= : . (3.33)

h2k2fN,2 - k72PN+L2

R2K2 fiv — KPpo2 — hp1 a4
h2k’2f2,M - h2p2,M+1

21.2 2 2
hok* fnv — K pNyi,m — hepn st

Para elucidar o uso do MDF em uma equacao eliptica, segue um exemplo:

Exemplo 3.2. Considere o sequinte problema de valor inicial com fronteiras de Dirichlet.

63



Ap=1, em Q=10, 5] x [0, 5];
{ p =0, em Of). (3.34)
Inicia-se o processo definindo a malha. Nesse exemplo, € utilizada uma malha igualmente
espacada em que M e N representam a quantidade de pontos interiores de §), nas dire¢ées x
e y, respectivamente. Como o dominio ) € quadrado, tem-se que M = N. Sejam h e k os

espacamentos nos sentidos horizontal e vertical, respectivamente. Assim tem-se h = k. Logo, o
dominio discretizado serd da forma:

Ry ={(zi,y;) = (xo +i.h,yo + j.h, 1,5 =1,2,...,20};
em que Tg = yg = 0.
A equagdo discretizada empregando o MDF' é:

Dit1,j — 2Dij + Pi—1,j + Dij+1 — 2Dij + Pij-1

h2 =1

Logo,

Pij—1+Pio1j — 4Pij + pit1 + piji1 = h.

Pode-se que concluir que o sistema linear resultante € da forma A.£ = f, em que:

—4, set =)
. , sei=j+loui=75—1
A = layj], em que ay; 1, sei=j+ M oui=j— M;
0, caso contrdrio
€

h2
f= :

h2

Utilizando N = M = 19, os resultados obtidos para a aproximacdo da solucao da equacao
(8.34) pelo MDF estao representados graficamente pela Figura 3.6.

Resolugao pelo Método das Diferengas Finitas

Figura 3.6: Aproximagao da solu¢do da equacao (3.34) pelo MDF.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Como no exemplo anterior, a comparacao entre os resultados do MDF e o método
dos elementos finitos é discutida no préoximo capitulo.
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Capitulo 4

Método dos Elementos Finitos
Unidimensional e Bidimensional

O Método dos Elementos Finitos (MEF) possibilita a aproximagao da resolucao
de equacoes diferenciais em dominios irregulares. O método consiste em particionar o
dominio em um numero finito de elementos triangulares e resolver um problema equi-
valente ao inicial (FERREIRA, 2017). Essa nova formulagao é chamada de formulagao
fraca. Estes elementos podem assumir diversas formas diferentes. Para a resolucao dos
problemas aqui apresentados, foram escolhidos os elementos triangulares.

O MEF utiliza conceitos de andlise funcional para definir a formulagao fraca. Considera-
se um espaco V de fungoes continuas que contém a resolucao do problema. V' é um espaco
vetorial de dimensao infinita. Entao, é feita uma restricao do mesmo, denominada por
Vi, que é subespaco vetorial de dimensao finita de V', que contém a solucao pretendida.
Como V}, possui dimensao finita, é possivel escrever a solucao p como combinacao vetorial
dos elementos da base. Esse capitulo é baseado nos trabalhos de Johnson (2012), Borges
(2016) e Ferreira (2017).

4.1 Formulacao Fraca do Problema Unidimensional
Considere o seguinte problema de Dirichlet homogéneo unidimensional, dado por:

2
—% = f(z), v €(0,1) (4.1)

p(0) =p(1) =0

em que f é uma fungao continua. No MEF, ao invés de resolver o problema (4.1), é
proposto um problema equivalente, denominado por formulacao fraca do original. A
partir disso, obtém-se a solu¢do p para o problema proposto (4.1), que é denotada por
(9), que também é a solugao do problema de minimizagao (M) e do problema variacional
(PV), relacionados a formulagao fraca do problema inicial.

Para entender este processo, seguem algumas defini¢des e teoremas que fundamentam o
método.

Definicao 4.1. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que L : V. — R € uma forma linear em

V se:
L(fv+ 0w) = BL(v) + 0L(w), V3,0 eR e v,w e V. (4.2)
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Seja a: V x V. — R, denotada por a(-,-). Dizemos que a € uma forma bilinear se:

a(u, fv + Qw) = Ba(p,v) + Oa(u,w),V5,0 € R e u,v,w € V; (4.3)
e
a(fu + 0v,w) = Ba(u,w) + da(v,w),¥3,0 € R e u,v,w € V. (4.4)
A forma bilinear a(-,-) definida em V € dita simétrica se:
a(v,w) = a(w,v), Yv,w e V. (4.5)
A forma bilinear a(-,-) definida em V € dita definida positiva sobre V' se:
a(v,v) >0, Yv € Vv # 0. (4.6)
Quando se define uma forma bilinear simétrica e definida positiva no espaco vetorial V', entdo
V' é um espago vetorial normado, com a norma induzida por a, denotada por || - ||a, definida
por:
[vlla = (a(v,v))z, Vv € V; (4.7)
a forma bilinear simétrica definida positiva, denotada por (.,.), é chamada de produto interno
definido em V', com a norma || -||. O espago V € também um espago normado com norma
induzida.

Definicao 4.2. Seja F o espago das fungoes continuas e limitadas em [0, 1]. Entdo:

1
(u,v)—/o u(z)v(z)dr; (4.8)

€ um produto interno no espaco vetorial IF.

Definicao 4.3. Define-se o subespaco vetorial V de F:

V=] viv é uma fungao continua em [0, 1], @ € uma funcdo continua (4.9)
= x . .
por partes e limitada em [0, ﬁ, v(0) =v(1)=0

Definigcao 4.4. Define-se o funcional linear F : V — R dado por:

1, dv dv 1
Fo) = (G50 = | o (4.10)

Consideram-se os seguintes problemas:

— Problema de minimizagao (M): encontrar p € V tal que F(p) < F(v),Vv € V;

1
— Problema Variacional (PV): encontrar p € V tal que (Zp, ?) = / fvdz, Yo e V.
X X 0

O (PV) é obtido multiplicando o problema inicial por uma fungdo v € V' qualquer e

integrando de 0 a 1. Logo,
/1 d2p 1
- vdx:/ fudz. (4.11)
o da? 0

Utilizando a integracao por partes para resolver o membro esquerdo da equacao obtém-
se:
1 1 g2
d°p
dx = —vd,
/0 f(x)v(x)dx ; T2 vd

B dp ! Ldp dv

_ Py o) /ldpdv

B <v(1)dx(1) U(O)d:ﬁ(o) 0 d:xd:ndx
L dp dv
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Assim,
1 1
dp dv
der = ——dx,V V. 4.12
A equagao (4.12) com a condicao de fronteira de Dirichlet homogénea é a formulagao
fraca do problema apresentado.

Teorema 4.1. (S) & (PV) < (M), ou seja, a solucio da equagao diferencial é equivalente d
solu¢ao do problema variacional que € equivalente a solugcdo do problema de minimizacao.

Demonstracao 4.1. (S) = (PV).

2
Seja p a solugdo da equagdo diferencial _oP_ f.

dz?
Considere v € V, realizando o produto entre a equacdo diferencial e v, e integrando obtém-se

que:
1 g2 1
d
—/ I;vdx:/ fudzx.
o dx 0
Integrando por partes, tem-se:

dp ! Ldp dv B !
[_deU]o—'_/o dmdmdx_/o fudzx.

Logo,
Ldp dv 1
——dzr = dx.
/0 dz dz " /0 fodr
Portanto,
dp dv !
—— | = d .
<d:z:’dx>v /0 fvdx, Yv € V.
(PV) = (9).

Sep eV € solugao de (PV), entio

1
(p’, v’)v = / fudx,Yv e V. (4.13)
0
Supondo que:

p € C*(I) = {fungées duas vezes continuamente diferencidveis} .

De (4.13), obtém-se

1 1 1 1
0= / p'v'dr — / fodx = p'v|§ — / p vdw — / fudz. (4.14)
0 0 0 0

1
0=pvld - /0 (p" + f)vda. (4.15)

Logo,

1
Portanto, / (" + f)vdx = 0, para todo v € V. Isso implica que (p” + f) =0 = —p" = f.
0

(PV) = (M).

Seja p € V solugao de (PV'). Entdo (u‘,v') = fol fvdz, para todov € V. Sejamv €V ew €V
tal que w = v — p. Isso implica que v = p + w. Logo,
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F(v) = F(p+w)

1 1
=5l 0= [ s+ ua

1 1 1

/ / / /

:§(p +w',p —|—w)—/0 fpdx—/o fwdzx (4.16)

L s ! ! L 0
=5l = [ gpdo ()~ [ fuds+ 5w

0 0

= F(p) + g |[wlF(p) > F(p) Yo € V.

1
jd que p € solugao do (PV). Isso implica que (p',w') — / fwdzr = 0.
0

(M) = (PV).
Seja p € V solugao de (M). Entao:

F(p) < F(v),Yv e V. (4.17)
Seja g : R — R e F' o funcional linear dado em (4.10). Assim:
g(€) = F(p+ev)

_ } / m2 _ !

L //62/2 ! !
= 5Pl + e, o)+ Slvi" —e | fode— | fpdz
0 0

Por (4.17) e (4.18), seque que g(0) = F(p) < g(e),Ve € R. Isso implica que g possui minimo
em € = 0. Tem-se entao que:

4’ (0) =lim 90+€)—9(0) _ lim 9(e) = 9(0)
e—0 € e—0 €
= lim %HPIH + e(p/7vl) + %HU/’P - Efol fvda: — f()l fpda? _ %”p/H + fol fpdm
- e—0 c
= lim(p
e—0

1
= (u,v') —/0 fudz.
(4.19)

1 1
Segue que ¢'(0) =0 = (v, ) —/ fodx,Yv € V. Isso implica que (p',v') = / fvdx,Yv e V.
0 0
Portanto, p € solugdo do (PV).

E importante notar que se F': V. — R com dim(V') = oo, define-se a derivada de Gateauz de

F como: P P OF
e—0 € ov

(p)-

oF oF
Logo, se ezistirp € V, F(p) < F(v),Yv €V e %(p),VU eV, entdo %(p) =0.
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4.1.1 Método de Galerkin Unidimensional

Definigao 4.5. Seja o espago vetorial Vi, de dimensdo finita, subespaco de V. Sejam ainda
0=x0 <21 <23 <...<xp < Tpy1 = 1 uma particio do intervalo (0, 1), I; = (xj—1, z;),
hj=xj—z;-1, 7=1,2,,n+1 e h=maxh;. Entao:

Vi, = {v|v é continua em [0, 1] e v(0) = v(1) =0, v|;, € linear, para todoj € J}. (4.20)

Suponha que p é solugao do (PV) em V. FEntdo tem-se que (u',v") = fol fvdzx,Yv € V. Além
disso, dado vy, € V}, tem-se que:

1
(u',’u;L):/O fopdz. (4.21)

Observagao 4.1. O Método de Galerkin consiste na utiliza¢io do espago definido em (4.20)
para a resolucio do (PV') que € referido como (PV)y. De maneira similar, o problema de
minimizagao (M), € conhecido como método de Ritz.

Pode-se demonstrar que (PV )y < (M), em V3, de maneira semelhante a utilizada na ante-
rior. Essa equivaléncia caracteriza o método de Ritz-Galerkin.

Definigao 4.6. Sejam Py uma particao do intervalo [0, 1] e V}, um espago vetorial como em
(4.20). Entdo, as funcgoes p; : R — R da forma:

r— T
— A] . sex € [z, xj]
J
e X — X .
?i) j+}ll ;o sex € [r, min] 7 (4.22)
J
0, caso contrdrio

formam uma base para o espaco V.

A Figura 4.1 ilustra as fungoes ¢ de uma particao P.

091

06

\_/05_

0.4

03

0.1

X

Figura 4.1: Funcoes de base do espago V}. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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Observagao 4.2. Como o conjunto {goj} _, € uma base de Vj, para qualquer v € V', existe
uma unica forma de escrever v(x) como combmagao linear de elementos de w. Ou seja:

n

v(x) =Y v(zi)pi(x), Vo €0, 1]. (4.23)

=1

Isso implica que dim(Vy) = n. Tem-se entdo que, ao escolher qualquer v € Vi, é equivalente a
escolher v = ; com j=1,...,n. Portanto:

1
(B 0)) = /0 Foide = 1,...on. (4.24)

Como pp, € V3, tem-se que:
n
= pulwi)pi(). (4.25)
i=1

Logo,

(Ph, ;) <th i) pi(x ) th z; (90] 90}(17))- (4.26)

Portanto,

th z) (¢ila), / fjdz,Vj. (4.27)

Dai, obtém-se um sistema linear da forma Ap = b, em que:

(01, 91) (P201) o (o))
Ao | erea) (ea02) o (en00)
(P1,0m) (P2,0n) - (Pnron)

ph(wl)
Ph(ﬂﬁz)
p= .

ph(xn)
fo ferde

b— fo f@2d$

fol f@ndl‘

A matriz A € chamada de Matriz de Rigidez do sistema linear, enquanto o vetor b € chamado
de Vetor de Carga do sistema. Pela Defini¢ao 4.2 tem-se que:

too, [Teen, emen
o drdz 0, dx dx )y dxodx
Yo, [Tean /1 p2oM
A=\ Jo dedr o drdz U Jo dxodx
! 901'4PM ! SOQ'QPM | ! @M M
——d —=I—dz ... —=d
/0 do dz /0 de dz /0 de dz "

E importante salientar que (i, gp;) = (ap;-, ©:), para todo i,j.
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Proposicao 4.1. A matriz A é:

1. Simétrica

2. Tridiagonal

3. Positiva Definida, ou seja, w'Aw > 0,Yw € R™, w # 0.
Demonstracao 4.2. 1. Como o produto interno é comutativo, tem-se que a matriz A €
simétrica.

2. Primeiramente, tem-se que:

1 & [z, i
— sex € [x;_1, T;
hia i—1, L7
(pl pr— _1 .
v ,  sex € [x5, Tit1)
hit1
0, caso contrdrio
Assim, se i = j, tem-se,
do= [
x dr
1 1 R |
el
hi h e, Pig1 hita
B Ll
hi  hiy1
Sei=j+1oui=j—1, tem-se:
1
dp; dpi—1
A= d
I /0 dz dz "
d i dy; dp; it dy;
:/ Sozld+/ cpzsozldx+/ 0. di
-2 d v, dr dx . dz (4.28)
_/ ©de d%‘qd
= T
v, dr dz
-1
=4

E importante notar que, caso li — j| > 1, entao,
/ dpidy; |
o dxr dx

Logo, A € uma matriz tridiagonal.

3. Dado w € V},, tem-se que:

thw:iiwj </0 Cf;?ci;i]d )

i=1 j=1

! “dy; N dy;
-, (Zwidx 2 g ||

L (o)
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Em que a desigualdade so se tornard uma igualdade caso w = 0. Mas w € definido como

um vetor qualquer do espago Vy,
dpi
dx

=0, todo i, = € [0, 1].

Por hipdtese, tem-se que p; € continua e cumpre a condicao de Dirichlet imposta. Logo
todas as funcées de base sao nulas, o que é um absurdo. Logo, wtAw > 0,Yw € V4, ou
seja, A € uma matriz positiva definida.

Uma consequéncia do fato da matriz A ser positiva definida é o fato que o sistema
matricial Ap = b admite sempre uma unica solu¢ao. Além disso, o vetor p, composto pelos
componentes pp(z;) sao aproximacoes da solu¢ao p nos pontos z;, para todos os indices i
da particao P.

Também é pratica comum em métodos numéricos adotar uma particao com intervalos

igualmente espacados. Nesse caso, tem-se que:

1

hj=h=
n+1

V3.

Entao, a matriz de rigidez A apresentada anteriormente é dada por:

2 -1 0 0 0
) -1 2 -1 0 0 0
A= - : (4.29)
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0o -1 2
4.1.2 Exemplo Unidimensional
Considere a seguinte equagcao:
d*p
——= =cos(z), em (0, 1
dx? (=) 0.1 . (4.30)
p(0) =p(1) =0

Para resolver a equacao diferencial é utilizado o método dos elementos finitos. Além
disso, para comparacao entre métodos, sao deduzidas a solucao analitica, além do resul-
tado obtido no capitulo anterior, utilizando o MDF.

Para iniciar a resolucao pelo MEF, considere o mesmo espacamento h utilizado na
resolucao a partir do MDF. Como demonstrado na Proposicao 4.1, a matriz A é tridiagonal
e, além disso, seus elementos sao da forma:

S

Qi =

)

. (4.31)

Calculando o vetor b, tem-se:

1
bj:/O cos(x)j(x)dz

T, . Tjt1 . —
:/ cos(:L‘):Ethlda:+/ cos(x)%d:r.

J

(4.32)

-
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Calculando as integrais:

/J cos(a:)%dx:

=

S

/:jl cos(x) (z — wj_1)dx

=

[(az — xj_l)sen(fv)]i;_l - /Ij+1 sen(x)dac]

J

{(l’j —xzj_1)sen(z;) — (zj—1 — xj—1)sen(x;j—1) + cos(z)[3_|

3= S e

= — [hsen(x;) + cos(x;) — cos(xj—1)].

>

(4.33)

Tj+1 T —z
/ cos(w)de
x

Tj+1
. / cos(x)(xj41 — x)dx

J J
J

_1

h
1 . Lj41

= (Tj+1 — x)sen(z)[z7+ + sen(z)dx
1 XTjiq

=7 [(%‘H — zj1)sen(zj1) — (41 — zj)sen(x;) — cos(z)|32*
1

= 7 [—cos(wj11) + cos(x;) — hsen(w;)].

(4.34)

Entao,

bj = 7 [hsen(xj) + cos(xj) — cos(xj—1) — cos(xj+1) + cos(x;) — hsen(x;)]
; (4.35)
= o [~cos(xj-1) + 2cos(z;) — cos(wj11)].

Portanto, para aproximar a solucao da equagao, basta resolver o seguinte sistema
matricial:

2 -1
—El g _01 0 0 pr(x1) 3 [—cos(zo) + 2cos(x1) — cos(x2)]
Wnn h 0 0 pr(2) % [—cos(z1) + 2cos(x2) — cos(x3)]
0 %1 % 0 0 pr(x3) 3 [—cos(x2) + 2cos(x3) — cos(z4)]
0 0 0 % %1 pr(Tn-1) 3 [—cos(zp—2) + 2cos(xp—1) — cos(zn)
0 o0 o _71 % pr(zn) 3+ [—cos(wn_1) + 2cos(zyn) — cos(zpi1)]

(4.36)

Resolvendo analiticamente a equacao diferencial tem-se que:

p(z) = //—jjgdxdm: //—cos(x)dacdx: /(—sen(m)—i—cl)dx:cos(a:)—i-clx—i-cQ. (4.37)
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Utilizando que p(0) = p(1) = 0, tem-se que c2 = —1 e ¢ = 1 — cos(1). Logo, p(z) =
cos(z) + (1 — cos(z)).x — 1.

Os gréficos da solucao analitica, da solugao aproximada pelo MDF e da solugao apro-
ximada pelo MEF se encontram representados nas Figuras 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

Solugdo Analitica

0.1

0.04

0.02

X

Figura 4.2: Solucao analitica. Fonte: Elaborada pelo autor.

Resolugao pelo Método das Diferencas Finitas

0.1F

0.08 |

0.02

X

Figura 4.3: Aproximagao da solugao da equagao (4.30) obtida pelo
MDFEF. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Resolugao pelo Método dos Elementos Finitos

0.1}

0.08 |

pc(f‘)

0.04

0.02

X

Figura 4.4: Aproximagao da solugao da equagcao (4.30) obtida pelo
MEF. Fonte: Elaborada pelo autor.

O erro absoluto é calculado através da férmulas:

e = max ||solucao analitica — aproximacao da solucao||. (4.38)
T, ELR

Os erros obtidos sao:

evpr = 3,58839896583141.107% ¢ ey pp = 5,55111512312578.10 16, (4.39)

sendo ep;pr 0 erro da aproximagcao pelo MDF e ey gpr 0 erro da aproximagao pelo MEF.

4.2 Formulacao Fraca do Problema Bidimensional

Esta ¢ baseada nos trabalhos de Johnson (2012) e Ferreira (2017). Pretende-se obter
uma aproximacao para a solugao da equagao de Poisson bidimensional. Considere um
dominio © € R?, aberto e limitado, e uma funcao f real, continua por partes e limitada
em €. Além disso, considere que o dominio do problema seja de Dirichlet homogénea:

—Ap = f(z,y) em Q
{ p(z,y) =0 em 0. (4.40)

Considera-se entao o seguinte espaco de funcgoes:

ov  Ov
e 22
Oz 0Oy (4.41)
sao continuas por partes em Q e v =0 em 0.

5 v é uma funcao continua em €,
Vi=<¢v:R"—R

Aplicando o produto interno, descrito na anterior, no dominio Q, tem-se que:

/ —Ap - vdQ) = / f(z,y)vdQ, Yo e V. (4.42)
Q Q
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Para resolver a integral do lado esquerdo em um dominio bidimensional, é necessaria
a utilizagao do teorema do divergente, descrito a seguir.

Teorema 4.2. (Teorema do Divergente): Dado um conjunto Q0 € R? de fronteira suave e
A = (F1, Fy) um campo definido em ). Entdo:

F F:
/ div(A)dzdy = / <(91 + aQ) dxdy = / (F1, F3) - (n1,m2)ds = / A-nds,  (4.43)
0 o\ 0r Oy o9 o0
em que n = (n1,m2) € o vetor unitdrio normal externo a OS).

o : 0
Para obter as hipéteses do Teorema 4.2, considere os campos F| = <vap,0> e Iy =
x

(O,vap), em que p,v:  — R. Entao,

dy
2
dz’v(Fl) = @@ + 67;
Ox Ox Ox? 444
Ov Op 0%p (4.44)
div(Fy) = —— +v—.
dy Oy y?
Aplicando o Teorema 4.2, tem-se que:
/Qdiv(Fl)d:Edy = /(mvgim; (4.45)
. op
/de(Fg)dxdy = /(mvayng. (4.46)
Somando as equagoes (4.45) e (4.46), obtém-se:
‘ . Op op
div(Fy) + div(Fy)| dxd :/ v< + = > 4.47
[ tintr) + oy dsay = [ oG+ (1.47)
. . Pp %
Como div(Fy) + div(Fy) =Vov-Vp+ov 922 + a2 ) deduz-se que:
P?p % dp Op
dxd — + —= | dady = — — dxd 4.48
/QWprer/QvazﬂLayQ) zdy /mx<axm+8yn2> zdy, (4.48)
Logo,
/Vvadwdy—l—/vApdmdy—/ vVp-n (4.49)
Q Q o9

A expressao (4.49) é conhecida como Férmula de Green.

Demonstra-se que como p é solucdo da equagao (4.40), é possivel obter o seguinte
problema variacional:

(PV): Encontrar p € V tal que

a(p,v):/fvdxdy,VUEV; (4.50)
Q
em que,
Opdv Opdv
= - Voudzdy = ——— + = — | dxdy. 4.51
a(p,v) /QVP Vodzdy /Q[axaeray@y} zdy (4.51)

A equagao (4.51) juntamente com uma fronteira de Dirichlet homogénea geram a
formulagao fraca da equacao (4.40).
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4.2.1 Método de Galerkin para o Problema Bidimensional

Para fundamentar o método de Galerkin bidimensional, é utilizada uma abordagem
semelhante ao problema unidimensional, porém utilizando uma triangulacao de Q. John-
son (2012) considera V, um subespago de dimensao finita de V. Para facilitar os célculos,
assume-se que €2 é um poligono e 99 é uma curva poligonal. Entao, é possivel criar uma
triangulacao de Q, a partir de elementos nao sobrepostos, ou seja, existe um conjunto
finito de triangulos T}, = {K1, Ko, ..., K, } tal que:

Para todo K;, K; € Ty, i # j, KinK; =0;
Q= |J K=K UKyU-- UKy, (4.52)

KeTh
tal que o vértice de um triangulo nao encontra o lado de outro. Faz-se necesséario definir
o diametro de um conjunto e o espaco V.
Definigao 4.7. (Diametro de um conjunto)Sejam K; € T}, e os pontos a e b, tais que a,b € K;.

Define-se por diametro de um conjunto, denotado por diam(K;) como sendo a maior distancia
euclidiana para os pontos de K;, isto é:

; N — _ bl = — )2 — )2
diam(K;) = max |la—blle = max V(@ — 20)? + (Ya — o). (4.53)
Definigcao 4.8. Seja h = nax diam(K;), em que diam(k;) representa o diametro de cada
i€1hn

conjunto K; € Ty,. Define-se Vi, da seguinte maneira:

Vi, :=A{v: v é continua em Q, v|g é linear, para cada K € Ty, v=0em 0Q}  (4.54)

Observagao 4.3. E claro que o espagco Vi, € composto por todas as fungdes continuas que sao
lineares em cada triangulo K € Ty, além de assumirem valor O na fronteira de Q.

Seja N = {N;} o conjunto dos vértices dos triangulos K € Tp,. E possivel entao definir as
funcoes lineares de Vi, por:

1, sei=3 . .
mNn—aﬁ—{o, i =1 n (4.55)

Como mno caso unidimensional, Vi, € um espago vetorial que possui como base o conjunto
o ={pj, 7 = 1,...,n}, cujos elementos sao descritos posteriormente. Uma representagdo
grafica das funcdes de base encontra-se representada na Figura 4.9. Por serem a base do espaco
Vi, para toda funcdo v € Vi, tem-se:

v(z) = ZU(N]-)%(:):), para todo x € QU IN. (4.56)
j=1

E possivel entdao, formular uma restricio do problema variacional (PV') ao espago Vi, da
seguinte maneira:

(PVy ) encontrar pp, € Vi, tal que

a(pp,v) = / fudxdy, para todo v € Vj,. (4.57)
Q

De maneira semelhante a da anterior, obtém-se o sequinte sistema linear:
AE=b (4.58)

em que A = (ay;) = aij = a(pi,¢;); €= (&) = un(N;); by = (bi) = [ feidady. Além disso,
como na anterior, a matriz A € simétrica e definida positiva. Assim, pode-se afirmar que, sendo
a matriz A ndo-singular, o sistema A = b admite uma unica solugao. FE importante também
apontar que, no caso bidimensional, a matriz A nao € tridiagonal. Isso se deve a iteragdo entre
elementos laterais e a numeracdo dos vértices. A numeracdo citada € discutida na préxima
subsecao.
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4.2.2 Construcao das Funcoes da Base de V.

Considerando o subespaco V, € V. Seja €, uma aproximacao poligonal do dominio
Q. Considerando T), = {Kj, ..., K,,} uma triangulagao de €, com m elementos, sendo
K; o conjunto dos triangulos cujas arestas nao pertencem a fronteira de €, definidos
como triangulos interiores. A seguir, sao apresentadas algumas informacoes relevantes
para obtencao das funcoes de base:

— Denota-se a enumeracao dos elementos a uma bijecao que associa cada elemento a
um nimero natural do conjunto {1,...,m}. A Figura 4.5 apresenta a representacao
grafica da enumeracao global de elementos;

Notacao k; é o i-ésimo elemento da malha.

8 '\ 6[\24|\32

Figura 4.5: Exemplo de enumeracao de triangulos no MEF. Fonte:
Elaborada pelo autor.

— O subconjunto dos vértices interiores da malha é denotado por uma bijecao que
associa cada vértice interior & um elemento do conjunto {1,...,M}. Considerando
uma malha discretizada em n, subintervalos no sentido vertical e n, subintervalos
no sentido horizontal. A representacao grafica da enumeracao dos vértices interiores
encontra-se na Figura 4.6;

Notagao: N; é um vértice interior da malha.
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Figura 4.6: Enumeracao dos vértices interiores do
dominio. Fonte: Elaborada pelo autor.

— A enumeracao global dos vértices é denotada por uma bijecao que associa cada
vértice & um elemento do conjunto {1,...,M,..., M}, respeitando a numeracdo dos
vértices interiores. Isso implica que os vértices da fronteira comecaram a ser enume-
rados a partir do termo M + 1, como pode ser observado na Figura 4.7.

N+n,+1 M+1 > M+n,
v

N

Figura 4.7: Enumeragao global dos vértices do
dominio com M = (n, — 1)(n, — 1). Fonte: Ela-
borada pelo autor.
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— A enumeracao local dos vértices de cada elemento da malha é uma bijecao que:

1. associa cada vértice de um triangulo K; € T}, a um elemento do conjunto {1, 2, 3};

2. percorre o elemento K; em sentido anti-horario, isto é, ao denotarmos um vértice
por 1, a numeracao dos proximos deve seguir o sentido anti-horario. Denota-se
o vértice de indice s € {1,2,3} do elemento triangular K; por (z%: yX+);
A representacao grafica da numeragao local dos vértices de um elemento
pode ser observada na Figura 4.8.

1

2 3

Figura 4.8: Exemplo de enumeracao local
dos vértices de um elemento. Fonte: Ela-
borada pelo autor.

Logo, o grafico de ¢; no elemento K; é:

Kk, [ plano#0, se K; tem o vértice N;
LA 0, caso contrario

Uma representacao grafica de uma funcao ¢; qualquer encontra-se na Figura 4.9.

E importante frisar que, como na anterior, as funcoes ¢, formam uma base B do espaco
V. Além disso, as tnicas fungoes de B que assumem valores diferentes de zero em um elemento
triangular K; sao as funcoes associadas aos seus vértices, isto ¢, se INV; ¢ vértice de K;, entao
©i(N;) # 0 e ;(N;) = 0,Vj # i. Isso implica que, para cada elemento K; € T}, podem existir
no maximo trés funcoes associadas, uma para cada um de seus vértices.

Para determinar cada uma das fungoes ¢; em um ponto interior da malha, basta utilizar
alguns argumentos de geometria analitica apresentados a seguir, como dispostos em Winterle e
Steinbruch (2000). Em suma, deseja-se compreender o que acontece com um ponto (x,y) € K;,
se o elemento K; estd associado a uma funcao ;.

Em termos de notacdo, definem-se os vértices do tridangulo K; como sendo (2, y),
(225 i) e (227, y5), obedecendo o ordenamento no sentido anti-horério, citado anteriormente.
Supoe-se que a fungao ¢, é associada ao vértice 1 de K.

Logo, ¢j(z1,y1) = 1, v;(z2,92) = ¢;(xs,y3) = 0. Portanto, para algum ponto (z,y) €
K, o ponto (z,y, p;(x,y)) é coplanar aos pontos (z1,y1, 1), (z2,y2,0) e (z3,ys3,0). Isso implica
que, seu produto misto deve ser igual a zero.
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Figura 4.9: Exemplo de funcao ¢; em um ele-
mento. Fonte: (FERREIRA, 2017).

Para calcular o produto misto, é necessario calcular os 3 vetores que ligam os pontos
anteriormente citados ao ponto (x,y). Tem-se que:

(z,y,0j(x,y) — (x1,01,1) = (x — 21,y — y1, p;(x,y) — 1);
(2,9, 0i(2,y)) — (72,92,0) = (z — 22,y — Y2, (2, )); (4.59)
<x7y7 %‘(%y)) - (.r3,y3,0) = (17 — T3,y — yg,wj(x,y))-

Logo,
r—x y—iy pi(z,y) —1
T—To Y— Y2 wi(z,y) | =0. (4.60)
r—x3 y—ys  @(z,y)

Resolvendo o determinante, obtém-se que:

(z —21)(y — v2)pj(z,y) + (. — 23)(y — y1)pi(w,y) + (v — 22)(y — y3) (0 (2, ) — 1)

—(r = 23)(y — y2) (i (7, 9)) — (x —21)(y — y3)pj(z,y) — (v — 22)(y — Y1) p; = 0
pi(x.y) (@ —z)(y—y2) + (@ —22)(y —y3) + (x —23)(y —v1)  (4.61)

—(x —23)(y —y2) — (. —22)(y —y1) — (. — 21)(y — y3)]

+[=(r —22)(y —y3) + (v — 23)(y — y2)] = 0.

Isolando ¢;(z,y) na equacao:

T—T2 Y—Y2
r—T3 Y—UYs
=T Y=
r—T3 Y—UYs3

(4.62)

Spj($>y) =
r— T2 Y—Y2

T — X y—yl'
T—x3 Y—UY3

T—To Y—Y2

Utilizando as propriedades de determinante, é possivel obter uma forma mais simples
para a funcao ¢;(z,y). Por exemplo:
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T—T2 Y—Y2 | T— T2 Y—Y2 r—=T2 Y —Y2
r—x3 y—ys| | @ y || s Ys
_r vy T2 Y2 r y T2 Y2
eyl |zl Jxs ows| |ms ws (4.63)
1 =z wy
=1 z2 yof.
L a3 ys

Repetindo o processo para os outros determinantes, ¢ possivel encontrar a seguinte
funcao:

1 =z Y
1 xg yé}?
pj(x,y) = e (4.64)
Loz oy
Loyt oy
K K
Loxg" s

Segundo Winterle e Steinbruch (2000), sabe-se que o determinante da matriz presente
no denominador da funcao equivale ao dobro da area do triangulo K;, cujos vértices sao de-
terminados por (z1%,y1), (75, ya') e (v4%, y5'). Logo, é possivel reescrever a fungao o;(z,y)
como:

1 =z Y
1 , ,
oi(x,y) = A 1 $§; y;}j : (4.65)

Para encontrar as funcoes ¢;(z,y) relacionadas aos outros vértices do elemento K;,
basta substituir os indices dos vértices pelo niimero do préximo vértice no sentido horario, ou
seja:

Vértice 3 — Vértice 2;
Vértice 2 — Vértice 1; (4.66)
Vértice 1 — Vértice 3.

Aplicando esse processo aos trés vértices do elemento K, é possivel obter a expressao
geral da fungao ¢;(z,y) no triangulo:
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( 1 1 =z Y
— 1 xf yfl . se (z,y) € K; e p; é associada ao vértice 1 de K
2Ak, 1 ok K
T3 Y
1 =z Y
1 1 K; K; , . ,
— x3' y3'|, se (z,y) € K; e ¢; é associada ao vértice 2 de K;
) — QAKi 1 K; K;
pilz,y) = oy
1 P
—— 1 2 oyl se (z,y) €K e @; ¢ associada ao vértice 3 de K;
2Ak, KoK
Lo Yo
{ 0, caso contrario

(4.67)
Na préxima segao, é apresentado um exemplo de utilizagao do MEF para resolucao de
uma equagcao de Poisson bidimensional.

4.2.3 Exemplo Bidimensional com Dominio Regular

Considere o dominio {Q € R?: Q = [0, 5] x [0, 5]} com n pontos interiores. Tem-se como
objetivo aproximar a resolucao da seguinte equacao de Poisson:

{ —Ap=1 em )

p(z,y) =0 em O (4.68)

Primeiramente, considere o espaco V', definido por:

ov Ov
—_— e —_—
or Oy

sao continuas por partes em €2 e v = 0 em 0f2.

v e R v é uma fungao continua em 2,
=qv:R*—

Aplicando o produto interno tem-se,

/—Ap.de:/lde
0 0
/—Ap.de:/de.
0 Q

Pelo Teorema do Divergente, obtém-se

/Vp.Vvdxdy:/vdxdy.
Q Q

Sejam T}, = {K;, i = 1,...,m} uma triangulacdo de 2 e N = {NN;} o conjunto dos
vértices dos triangulos que compdem 7},. Definem-se as fungoes ¢;(N;) por:

|1, sei=j
SOj(Ni)_{O, sei# ]’

Seja V), o subespago vetorial de V' definido por:

iji=1,...,n
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Vi, i ={v eV : vé continua em Q, v|g é linear, VK € T}, v =0 em 00Q}.
Considere a base B = {p;,7 =1,...,n}. Logo, para toda funcao v € Vj:

n

’U(ZL‘,y) = ZU(Nj)SOj(x7y)v V(l‘,y) € QU .

Jj=1

Formulando o (PV}):

a(pn,v) = / vdxdy
Q
/Vph.Vvd:cdy:/vdxdy.
Q Q

Como p;, € Vj, é possivel escrevé-lo como uma combinacgao linear de elementos da base,
isto é:

th )i, y).

Logo
Vpp = th )-Voi(z,y). (4.69)

Considerando a fungao v(z,y) = Y ¢;(z,y), tem-se que:
=1

=2_Veilz.y). (4.70)

Tem-se ainda que:

/ph vd:cdy—/th )-V;(z,y). ZV% z,y)

=1

(4.71)
:Zth(Nj)./Vgpi.Vgpjdxdy.
i=1 j=1 &
Substituindo (4.69), (4.70) e (4.71) no (PV;):
Zth(Nj)./Vgoi.thj :Z/Vapi(x,y)datdy.
i=1 j=1 @ i=1 7
Na forma matricial:
a(%a%) a(9017902) a(%a%@n) ph(Nl) fg prdrdy
a(pa, 1) alps,p2) ... alps, on) pr(N2) Jo p2dady
: : .. : ’ : - : : (4-72>
a(nsp1) alPn,2) o alpnpn))  \Pr(Va) Jo pndrdy
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Os calculos dos valores de a(yp;, ¢;) para o elemento padrao estao presentes no Apéndice A.
A transformacao do elemento padrao para o elemento real, bem como um exemplo de utilizacao
do mesmo encontram-se nos Apéndices B e C. O grafico apresentado na Figura 4.10 é a solucao
do sistema (4.72), que tem comportamento semelhante ao gréfico da Figura 3.6.

Resolucéo pelo Método dos Elementos Finitos

Figura 4.10: Aproximacao da solugao da equagao (4.68) pelo MEF. Fonte: Ela-
borada pelo autor.

O valor maximo obtido na aproximacao pelo MEF é de 1,838167730834756. Ja na
aproximagcao pelo MDF, o maximo obtido foi de 1,841203639840018, os valores estao proximas,
o que aponta que as aproximacoes da solucao estao compativeis.

No proximo capitulo, sao apresentadas as resolugoes dos modelos da equacgao da onda
acustica com parametro deterministico, fuzzy do tipo 1 e do tipo 2 intervalar.
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Capitulo 5

Equacao da Onda Actstica com
Parametro Escalar, Fuzzy do Tipo 1 e
do Tipo 2 Intervalar

Como mencionado na introducgao deste trabalho, uma abordagem utilizada para modela-
gem do fluido no interior da coclea é a equacao da onda. Neste capitulo sao apresentadas as
aproximacoes das resolucoes de diversos modelos matematicos, tanto unidimensionais quanto
bidimensionais. O fluido escolhido para a construcao dos modelos é o ar e as fronteiras delimi-
tadas sao baseadas nas dimensoes da escala vestibular.

Vale destacar que os modelos apresentados evoluiram ao longo do desenvolvimento
do trabalho. Seguindo a ordem de contrucao e aperfeicoamento dos modelos, inicialmente é
proposto um modelo unidimensional, baseado em Elliott et al. (2013), para a equacao da onda
acustica com parametro escalar e com parametro fuzzy do tipo 1. A partir deste, é elaboarado
o modelo unidimensional com parametro fuzzy do tipo 2 intervalar.

Com base nos casos unidimensionais, sao propostos os modelos bidimensionais com
dominio regular e parametros fuzzy do tipo 1 e tipo 2 intervalar, utilizando o MEF como
técnica para a aproximacao da solucao. Por fim, s@o propostos os modelos cujo dominio é
irregular, utilizando as medidas descritas em Hong e Horii (2022), com o mesmo método.

Para fins de comparacao entre os diferentes modelos apresentados, sao mantidos os
critérios de verificacao utilizados.

5.1 Modelos Unidimensionais

Um modelo classico da equacao da onda acustica unidimensional é dado pelo seguinte
problema de valor inicial (PVI):

( p_ 10
a2 0
plr, on — x,
; 51
p(2,0) = po (5:1)
dp

a(l‘,t) = g(:E?t)

em que p(z,t) é a pressao acustica do fluido no ponto x e tempo t, €2 denomina a fronteira do
dominio e p(z,0) = py representa a condigao inicial do fluido.

Para modelar o problema sao fixadas as fronteiras como sendo de Dirichlet homogéneas
e o dominio © = [0, 0,035], que corresponde o tamanho da ciclea em metros (m). Supondo
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que a condicao inicial do PVI é um pico de 60 decibéis (Db), que segundo Lacerda et al. (2005)
equivale ao ruido de uma conversacao normal, no ponto médio T representada pela funcao:

(z —7)°
po=p(x,0)=60-e 2-0° ; (5.2)

em que T = 0,0175 m ¢é a posicao do centro do pico de pressao e o = 0,0005 é a largura da
funcao.

0
Além disso, é definido que a—i(m, 0) = 0. Logo, o PVI a ser solucionado é dado por:
( an B 1 82])
8(932 ;| c2 82%
plx,t)|on =
. 5.3
p(x, 0) = Do ( )

dp B

A seguir, o MDF é empregado para determinar a aproximagao da solugao do PVI (5.3).

5.1.1 Aproximacao da Solugcao do Problema Unidimensional pelo
Método das Diferencas Finitas

Considere o dominio € = [0, 0,035], discretizado em n + 1 pontos igualmente espagados,

dados por o =0,...,x, = 0,035, e espacamento dado por:
n— 0,035
Ag=n—T0 _ . (5.4)
n+1 n+1
Pelo método das diferengas finitas, tem-se que:
iy = 20F + oy 1 pftt = 2pf 4 pf ! (5.5)
Ax? 2 At? ' '
. k41 . At ; )
Explicitando p;™" e definindo A = . obtém-se:
pitt = EN W = 20F +piy) + 208 — P (5.6)

Esse método é chamado de método explicito, ou seja, é o método obtido explicitando o
termo p*! na formulacdo anterior. Na forma matricial tem-se que:

pitt = AN+ (228 N)pE + N - (5.7)
Logo,
Poy1=A -P.— Py, (5.8)
em que,
2 — 2¢2)\? A\? 0O 0 ... 0 0 0
Z)\2 2—-2¢22% 2N 0 ... 0 0 0
0 0 0 0 ... A\ 2—-2¢2)\ A\?
0 0 0O 0 ... 0 2\? 2 — 2¢2)\2
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=1 |; (5.10)

Po=| |- (5.11)

Faz-se necesséario encontrar uma aproximacao para os valores de p!, i = 0,1,...,n,
possibilitando iniciar o processo iterativo descrito anteriormente. Para isso, utiliza-se o desen-
volvimento da série de Taylor na variavel t. Para t; tem-se que:

2) 7

0
pls,tr) = plai, At) = pla;,0) + A2 (2;,0) + —5 (2:,0) + O(AL); (5.12)
ot 2 ) ot?
em que O(At?) é considerado o erro da solugao.
2

Para calcular o valor de —p(:v, 0), basta utilizar a equacao da onda acustica definida

ot?
em (5.3). Além disso, %(mz, 0) = 0 Logo,
At? 0?
°p
Calculando W(x“ 0), obtém-se:
x
o2 ) =2 (z —7)2 o o)
8_x€<xi7 0) =60 F e 207 + T e 20° . (514)

Segundo LeVeque (1992), a estabilidade da solugao é obtida quando:

At
— < 1. Nl
c AL < (5.15)

5.1.2 Aproximacao da Solucao do Modelo da Equacao da Onda Uni-
dimensional com Parametro Escalar

Tradicionalmente, trata-se a velocidade do som no ar como uma constante fisica. Segundo
Kinsler et al. (2000), a velocidade do som no ar é de aproximadamente 343 m/s.
Considerando ¢y = 343 m/s e a condigao inicial dada em (5.2), deseja-se aproximar a
seguinte equacao:

(O _ 1%
ox2 ¢k ot2
p(z,t)oa =0 (5.16)
p(éE, 0) = Do

dp
L 5(1’,0) =0
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Para iniciar a aproximacao do problema, utiliza-se o espacamento de Ax = 0,00001m
e para o tempo, At = 0,00000001s. Observe que as condigoes de estabilidade sao alcangadas,
visto que:

At 0, 00000001
0 Az = 3 0 00001
— 0,343 < 1.

A condigao inicial do problema é apresentada na Figura 5.1.

Condigéo Inicial
60 T T

50

40

p(Db)
8

20

| A

0 L L L n
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
m

Figura 5.1: Condigoes iniciais do PVI. Fonte: Elaborada pelo autor.

A superficie gerada pelas aproximacoes das solugoes do PVI a cada particao de tempo
encontra-se na Figura 5.2.

Aproximagdo da solugdo da equacgdo da onda pelo MDF

Figura 5.2: Superficie gerada pelas aproximagoes da equacao a cada
particao do tempo. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Utilizando a aproximacao pelo MDF', o resultado obtido apds 1001 iteracoes, no tempo
t = 0,00001s, esta representado graficamente pela Figura 5.3.

a -
20 1901 Iteraga‘o

25

20

LU

L . L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
m

Figura 5.3: Aproximacao da solucao do PVI para a equacao da onda
deterministica. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para fins de estudo do comportamento temporal da funcao, é selecionado o ponto
T = 0,0175 m, que pertence ao interior do dominio. Sdo armazenados os valores de p(Z, t) para
todas as iteragoes realizadas. O grafico que representa a relacao entre os valores da pressao e
o tempo no ponto fixado encontra-se na Figura 5.4.

Queda de pressido no ponto x=1,75.10%m
T T T T T T T

B0

Caso 1
Caso 2
Caso 3

50 -

a0

P(Db)

20

or L L L | T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
s %108

Figura 5.4: Queda de pressao no ponto T em fungao do tempo. Fonte:
Elaborada pelo autor.

O estudo desse comportamento é importante para entender a padronizacao dos modelos
posteriores. Esta aproximacao da solucao é considerada como baseline do trabalho, sendo a
velocidade do som um parametro constante.

Na proxima se¢ao, a velocidade do som é tratada como um parametro fuzzy do tipo 1
com os valores do SBRF obtidos no Capitulo 2.
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5.1.3 Aproximacao da Solugao do Modelo com Parametro Fuzzy do
Tipo 1

O modelo descrito nesta secao foi apresentado na II Reuniao Mineira de Matematica Silva
et al. (2023).
Considerando o dominio 2 = [0, 0,035] em metros (m), as condigoes de fronteira como
0
sendo de Dirichlet homogéneas, p(z,t)|asq = 0 e —p(x, 0) = 0. Sejam a condigao inicial descrita

ot

na expressao (5.2) e a velocidade do som ¢y = ¢71(0,u) como um parametro fuzzy do tipo 1,
que depende da temperatura 6 e da umidade absoluta u. O valor de ¢y € a saida do SBRF do
tipo 1 descrito na Segao 2.4, obtém-se o seguinte PVI:

(p 1 &
0x2 &, 0
p(x,t)]oa =0 (5.17)
p(z,0) = po

op B

Sao calculadas as saidas do SBRF do tipo 1 para 3 casos:

N\

e 12 Caso: Uma pessoa com hipotermia moderada em um ambiente completamente seco.
Para isso, sao utilizadas os valores de entrada 6, = 29°C' e u; = 0%, obtendo-se a
velocidade:

cr1(29,0) = 349, 0389 m/s;

e 22 Caso: Uma pessoa com temperatura normal em um ambiente com umidade média.
Para isso, sao utilizadas os valores de entrada 6, = 36,5°C e uy = 3%, obtendo-se a
velocidade:

cr1(36,5 , 3) = 354,9644 m/s;

e 32 Caso: Uma pessoa com febre extrema em um ambiente com alta umidade. Para isso,
sao utilizadas os valores de entrada 63 = 41.5°C' e uz = 5%, obtendo-se a velocidade :

cri(41,5 | 5) = 358,9380 m/s.

Os valores dos passos sao Az = 0.00001 m e At = 0.00000001 s. Definidos os incre-
mentos, é possivel verificar a condicao de estabilidade.

AN
—_— = .0, 001.
cr1 Ar Cr1.Y,

Como os valores obtidos para o parametro ¢y variam entre 349, 0389 e 358, 9380, nos
casos estudados, entao as condicoes de estabilidade sao atingidas, isto ¢, sao menores do que 1.

Os resultados do PVI obtidos da 10012 iteracao para cada caso estao representados nos
graficos das Figuras 5.5, 5.6 e 5.7, respectivamente.
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1001 Iteragdo do Caso 1
30 — T

2

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
m

Figura 5.5: Aproximacao da solucao do PVI na condigao de hipotermia
e umidade baixa. Fonte: Elaborada pelo autor.

1001 Iteragao do Caso 2
30 T T T

251

o+

L L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
m

Figura 5.6: Aproximagao da solugao do PVI na condi¢ao de tempertura
normal e umidade média. Fonte: Elaborada pelo autor.

10012 Iteragao do Caso 3
T T

p(Db)

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
m

Figura 5.7: Aproximagao da solu¢ao do PVI na condi¢ao de febre e
umidade alta. Fonte: Elaborada pelo autor.
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A representacao grafica da queda de pressao no ponto T = 0,0175 encontra-se na
Figura 5.8.

Queda de presséo no ponto x=1,75.10"m
T T T T T T

60 T

Caso 1
Caso 2
Caso 3

50 - -

s %108

Figura 5.8: Queda de pressao dos 3 casos apresentados. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Para verificar a diferenca entre as aproximacoes obtidas, sao armazenados os valores da
pressao acustica, para cada caso apresentado, no ponto fixo 7 = 0,0175. Ap0s isso, é calculado
o valor absoluto das diferencas entre as solugoes, duas a duas. A representacao grafica das
diferengas encontradas em fun¢ao do tempo é apresentada na Figura 5.9.

Grafico da Diferencga Entre as Solugdes

N
EN

Diferenga entre os casos 1 e 2
Diferenca entre os casos 2 e 3
Diferenga entre os casos 1e 3

N
N
T

1

o o o

ES 2} ™ -
T T T T
I | 1 |

Diferengas absoluta entre as pressées
o
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
s %107

Figura 5.9: Gréfico das diferengas entre as solugoes nos 3 casos propos-
tos. Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que, pela Figura 5.9, a temperatura e a umidade influenciam na solucao do pro-
blema. Um fato importante a ser destacado ¢ de que, pela diferenca entre os dados de saida do
SBRF dos casos 1 e 3 ser maior, o valor absoluto das diferencas de pressao é maior. A diferenca
das saida do SBRF entre os casos 1 e 2 é maior do que a diferenca entre os casos 2 e 3, tendo
periodo menor na primeira diferenca.

Na préxima segao, é construido um modelo com parametro fuzzy do tipo 2 intervalar,
considerando os trés casos anteriores, visando a comparagao entre as aproximagoes das solugoes
obtidas a partir dos conjuntos fuzzy do tipo 1 e do tipo 2 intervalar.
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5.1.4 Aproximacao da Solugao do Modelo com Parametro Fuzzy do
Tipo 2 Intervalar

Para o modelo da equagao da onda acustica utilizando parametro fuzzy do tipo 2, utilizam-
se as mesmas condi¢oes do modelo anterior, diferenciando-se apenas o parametro da velocidade
do som, que é considerado como a saida do SBRF do tipo 2 intervalar, construido na Secao 2.5.
Esse parametro é definido por ¢ry = ¢2(0,u), que depende da temperatura 6 e da umidade
absoluta u. Logo, o PVI obtido na modelagem é:

(O _ 1 p
or2 ¢, Ot
p(z,t)log =0 (5.18)
g(xa 0) =Po
P _
o (,0) =0

Para obter as saidas da velocidade do som, utilizou-se o SBRF do tipo 2 intervalar
descrito na Secao 2.5. A saida cry é calculada a partir dos 3 casos vistos anteriormente. Além
disso, um SBRF do tipo 2 intervalar possui 3 saidas, sendo uma saida defuzzificada (cgefuz),
uma saida inferior (¢;,r) € uma superior (cgy,), logo, sdo calculadas 9 velocidades do som. Os
valores de saida do SBRF do tipo 2 intervalar obtidos sao:

e 12 Caso: Uma pessoa com hipotermia moderada em um ambiente completamente seco.
Para isso, sao utilizados os valores de entrada 6, = 29°C' e u; = 0%, obtendo-se as
velocidades:

1. Caefu=(29, 0) = 349,0389;
2. cinp(29, 0) = 345, 1389;
3. Caup(29, 0) = 352,9389.

e 292 Caso: Uma pessoa com temperatura em um ambiente com umidade média. Para isso,
sao utilizados os valores de entrada 6y = 36,5°C' e uy = 3%, obtendo-se as velocidades:
1. Cgefuz(36,5, 3) = 354,9651;
2. ¢ing(36,5, 3) = 350,01504;
3. Csup(36,5, 3) =359,91516.
e 32 Caso: Uma pessoa com febre alta em um ambiente muito imido. Para isso, sdo
utilizados os valores de entrada 03 = 41,5°C e us = 5%, obtendo-se as velocidades:
1. Cgefuz(41,5, 5) = 358,93804;
2. cing(41,5, 5) = 353, 28804;
3. csup(41,5, 5) = 364, 58804.

Como parametros de discretizacao, utilizam-se: Az = 0,00001 m e At = 0,00000001 s.
Note que a condicao de estabilidade é atingida pois:

0. 00000001
L 0,001 < 1.
T2 00001 TR

para qualquer velocidade do som obtida através do SBRF do tipo 2 intervalar. Além disso,
como na secao anterior, o processo ¢ realizado 1001 iteracoes da solugao do problema.
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30 10012 Iteragao do 1° Caso

Defuzzificado
Inferior
Superior

25

20

L L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.03

m

0.025 0.035

Figura 5.10: Aproximacao da
solugao do PVI para hipotermia
moderada e umidade baixa. Fonte:
Elaborada pelo autor.

1001? ¢édo do 2° Caso

30

Defuzzificado
Inferior
Superior

251

20

L L L
0.02 0.025 0.03

m

L L L
0 0.005 0.01 0.015 0.035

Figura 5.11: Aproximagao da
solucao do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

35 T

30

25

1200° Iteragao do 3° Caso
T T

L

Defuzzificado
Inferior
Superior

i L
0 0.005 0.01

0.015

0.02

0.025 0.03

Figura 5.12: Aproximacao da solu¢ao do PVI para febre alta e umidade
alta. Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos do PVI da 10012 iteracao para cada caso utilizando o SBRF
do tipo 2 intervalar sao representados na Figura 5.10, do 1° caso, na Figura 5.11, do 2°

caso e na Figura 5.12, do 3° caso.

A seguir, encontram-se dispostas as quedas da pressao actstica no ponto T = 0, 0175,
para cada caso, tendo sido plotadas no mesmo grafico as 3 saidas resultantes de cada
entrada (0, u). As representagoes graficas dos casos 1, 2 e 3 encontram-se dispostas nas

Figuras 5.13, 5.14 e 5.15, respectivamente.
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Queda de pressao no ponto x=1 ,75.10°m para o Caso 2
T T T T T T T T T

Queda de presséo no ponto central para o Caso 1
T T T T T T T

60 T T 60
Defuzzificada Defuzzificada
Inferior Inferior
Superior Superior
50 b 50 1
40 - 40 4
30 b g:ﬂ) r b
Q
20 b 2 1
10 b 10 b
oL L L L L T oL L L L L T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
s x10°° s x10°®
Figura 5.13: Representagao grafica Figura 5.14: Representagao grafica
das quedas de pressao acusica do das quedas de pressao acusica do
caso 1. Fonte: Elaborada pelo au- caso 2. Fonte: Elaborada pelo au-
tor. tor.

Queda de pressio no ponto x=1,75.10°m para o Caso 3
T T T T T T T T

60 T

Defuzzificada
Inferior
——— Supsrior

a0 4

P(Db)

201 B

Figura 5.15: Representacao grafica das quedas de pressao acusica do
caso 3. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para mostrar a diferenca na solugao do PVI utilizando cada uma das saidas do SBRF
do tipo 2 intevalar, sao salvos os valores de cada uma das 1001 iteracoes em um deter-
minado ponto T = 0,0175. Apds isso, sao calculadas as diferencas entre as aproximacgoes
das solucoes, duas a duas. A representacao grafica dessas diferencas encontram-se nas
Figuras 5.16, 5.17 e 5.18.
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Diferencas entre as pressoées

Grafico das Diferengas entre o 1° e 2° casos Grafico das Diferencgas entre o 2° e 3° casos

0.7 0.6
Diferenga entre as saidas defuzzificadas Diferenga entre as saidas defuzzificadas
06 Diferenca entre as saidas inferiores 1 Diferenga entre as saidas inferiores
05 Diferenga entre as saidas superiores w 0.5 Diferenca entre as saidas superiores b
. 2
04 ] 2
' Soar 1
o
0.3 ] @
©
[
0.2 1 S 03 1
c
@
0.1 1 8
0 | df’ 02 b
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-0.1 | Bo1t ]
-0.2 i
0.3 ! ! : : 0 : ! :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
s x10° s x10®
Figura 5.16: Grafico das diferencas Figura 5.17: Grafico das diferencas
por iteracao entre o 12 e o 22 casos. por iteracao entre o 22 e o 3° casos.
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Grafico das Diferengas entre o 1° e 3° casos

Diferenga entre as saidas defuzzificadas
Diferenga entre as saidas inferiores
Diferenca entre as saidas superiores

0.8

0.6

0.4
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Diferencgas entre as pressoées

-0.2

0.4 L L . L
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Figura 5.18: Gréfico das diferencas por iteracao entre o 12 e o 3° casos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

As figuras anteriores mostram que as diferencas entre as saidas influenciam no com-
portamento das diferencas entre as aproximacoes da solucao. Note que para cada caso
obtém-se trés gréaficos, destacando a incerteza ampliada quando a velocidade do som é
obtida a partir de um SBRF do tipo 2 intevalar.

Na proxima secao, é realizado o estudo do modelo bidimensional com dominio regular.

5.2 Modelagem dos Problemas Bidimensionais com
Dominio Regular

Sejam ¢ a velocidade do som e o dominio retangular €2, com a condi¢ao de Dirichlet
na fronteira de 2. Deseja-se modelar através do MEF, a equacao dada por:
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p(:t, Y, t)|8Q -
p(x,y,0) = po(z,y) ’ (5.19)

Op B
a(xvyao) =0

Pp o
em que Ap = — + 902 e pp representa a condicao inicial do PVI.
Y

0x?

Para iniciar a modelagem do (PV'), considere o espago vetorial V' de todas as fungoes
continuas que satisfazem a condicao de fronteira de €2. Aplicando o produto interno no
dominio tém-se que:

1 [P
/ —Apud® = — 8—£de, Vv € V. (5.20)
Q Q

Pela primeira identidade do Teorema de Green tem-se:

02/(Ap)vdxdy = —02/(Vp-Vv)dxdy+02/ v@dé’; (5.21)
Q Q a0 On

em que 7 corresponde ao vetor unitario normal externo a 9€). Como a fronteira é de
Dirichlet e p(x,y,t)|aq = 0, tém-se que:

0
/ vLas =o. (5.22)
oo On
logo,
2 >’p
—c [ (Vp-Vo)dedy = | —vdzdy, (5.23)
entao,
92
— (Vp, Vv) = (a—tf,v> . (5.24)
Pelo método de Galerkin, considera-se uma triangulacao 7, do dominio 2, tal que
os elementos triangulares sao dois a dois disjuntos e Q@ = |J K;. Tém-se ainda que
KeTy,

h = max diam(K;). Define-se o subespago vetorial V}, por:
ih

Vi, = {v : v é continua em Q, v|g, € linear, VK; € Ty, e v =0 em 00} . (5.25)

Pela formulagao do (PV},), é necessério encontrar uma fungao py(z,y,t) € Vj, tal que:

0> ph
—c (Vpp, Vo) = (W’U) (5.26)

sendo esse o (PV},) desejado.
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Sabe-se que o espaco Vj, possui base B = {y;, j=1,...,M}. Tem-se ainda que
pn € Vi. Logo,

(z,y,t ij -0, y). (5.27)

Substituindo py(z,y,t) no (PV}), obtém-se:

e (ij@)w,-,W) - ( O ), ) - (5.28)

j=1

Por se tratar de um produto interno, é possivel aplicar a propriedade distributiva,

» Zp] (T 90) = 3 2B 1) (g0, (5.20)

7j=1

n
Tomando v = ) ¢;, em que @; € B, tem-se que:
i=1

2
—c? Z ij (Ves, VSOJ Z Z aat];J (@i, 903') . (5.30)

=1 j=1 =1 j=1

Para encontrar a solucao no tempo ¢, emprega-se o método de Crank-Nicholson.
Substituindo a derivada no tempo pelas diferengas finitas no (PV},) obtém-se:

n+1

— 2" 4 ptt
—022219? (Vi Vop,) = Zzpf (ﬁ)jpf (05-04) , (5.31)

=1 j5=1 i=1 j5=1

logo,

M M
t” ZP?’ (Veou, Vo) =33 (™ =200 +9;7) - (py0). (5:32)

i=1 j=1 =1 j5=1

Isolando a solucao do tempo posterior, obtém-se:

M M
ZZP"“ eii) = D2 1) )2 (Vs Vi) + 2 (95, 01)
7j=1

i=1 Jj=

M M
_ZZ %a%
=1 i=1

—_
~.
—

(5.33)

Com o resultado obtido, é possivel construir o sistema matricial, com as matrizes X,
Y, Prtl pP" e P! dadas por:
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X = (vi,95);
Y = —*(At)? - (Vs Vj) + 2X;

n+1
Y4

Pn+1 = . N
it
pr (5.34)

P’n

Pn—l —

logo, o sistema matricial obtido é

xXprtt=ypr - xprt (5.35)

Para aproximar a primeira iteragao do sistema, de forma semelhante ao método das
diferengas finitas, utiliza-se a expressao (5.13).

A seguir, as aproximacoes das solucoes dos problemas bidimensionais com fronteira
regular sao apresentadas nos trés casos estudados anteriormente.

5.2.1 Aproximagao da Solugcao do Modelo Bidimensional com
Dominio Regular com Parametro Fuzzy do Tipo 1

Sejam cr, = e, (0, u) a velocidade do som, sendo esta um parametro fuzzy do tipo 1
e o dominio © = [0, 0,035] x [0, 0,0012] em metros (m). Considere ainda a fronteira 2
de Dirichlet homogéneas e a seguinte condigao inicial:

(z —7)°
po(z,7) =4 60-e 2-0% | se 0,0168 <z <0,0182 ; (5.36)
0, caso contrario

em que T = 0,0175 m e ¥y = 0,0006 m sao as coordenadas para o pico de pressao e
o = 0,0005 é a largura da funcao. A condigao inicial descrita representa uma excitagao
acustica de 60 Db no ponto central da malha. Afim de suavizar a curva da pressao acustica
foram calculados os valores da funcao Gaussiana em pontos laterais ao ponto central da
malha.

Pretende-se aproximar a solucao do seguinte PVI:
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( 1 &%
Ap=—-22P
b g, Ot
p(z, Y, t)oa =0 (5.37)
p(x,9,0) = po(z,7)

op B
L E(‘r?yao) =0

A condicao inicial do PVI encontra-se representada graficamente na Figura 5.19.

0.04

0.5 0.02
0.01

y(m) 0 o x(m)

Figura 5.19: Condigao inicial do PVI. Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste modelo, sao utilizadas as trés condigoes de temperatura e umidade dadas na
Subsecao 5.1.3.

As saidas do SBRF do tipo 1 como as mesmas situagoes propostas:
— 12 Caso: Para os valores de entradas 6, = 29°C' e u; = 0%, obtendo-se a velocidade:
cr1(29,0) = 349,0389 m/s;
— 22 Caso: Os valores de entrada 6, = 36,5°C' e uy = 3%, obtendo-se a velocidade:
cr1(36,5 , 3) = 354,9644 m/s;
— 32 Caso: Os valores de entrada 03 = 41.5°C' e us = 5%, obtendo-se a velocidade :
cr1(41,5 , 5) = 358,9380 m/s.

Para determinar a aproximacao da solugao é utilizada uma malha com 50 subintervalos
nos eixos x e y. Além disso, o passo do tempo é At = 0,00000001 s. Utilizando a
formulacao pelo MEF, construida na secao anterior, as aproximacoes obtidas apos 101
iteragoes, para os casos 1, 2 e 3 encontam-se representados graficamente pelas Figuras
5.20, 5.21 e 5.22, respectivamente.
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1012 Iteragdo do 1° Caso 1012 Iteragéo do 2° Caso

60 60
50 50
40 40

30

P(Db)

20

o'?,"‘ A)
iy

0.2
y(m) 0 o x(m)

Figura 5.20: Aproximacao da Figura 5.21: Aproximacao da
solugao do PVI para hipotermia solugao do PVI para temperatura
moderada e umidade baixa. Fonte: normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor. Elaborada pelo autor.

101 Iteragdo do 3° Caso

50

40

P(Db)

0.2
y(m) 0 o x(m)

Figura 5.22: Aproximacao da solucao do PVI para febre alta e umidade
alta. Fonte: Elaborada pelo autor.

Graficamente a queda de pressao em cada uma das aproximacoes obtidas é mostrada
fixando o né de nimero 1201, dado pelo ponto (Z,7) = (0,0175 , 0,0006) que se encontra
no interior do dominio 2. Apds 101 iteragoes, as representagoes graficas de tais fendbmenos
encontram-se na Figura 5.23.
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Queda de Pressido

601

1°Caso
2°Caso| 7|
3°Caso

50 |-

30 b

20 b

/ \ / \ JAVAVAY A Yo

_20 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo(s) %108

P(Db)

o
T

Figura 5.23: Grafico da queda de pressao apds 101 iteragoes para o
ponto (Z,y). Fonte: Elaborada pelo autor.

Para facilitar a visualizacao das diferentes situacoes foram calculadas as diferencas
entre os valores da pressdo no ponto (7, y) dos casos estudados, agrupados dois a dois. As
representacoes graficas entre essas diferengas encontram-se na Figura 5.24. Observe que,
quanto maior a diferenca entre os valores da velocidade do som que sao saidas do SBRF
do tipo 1, maiores sao as amplitudes das diferencas obtidas. Além disso, é possivel notar
diferencas de até 3Db entre os casos. Destaca-se qua as diferencas iniciam nulas devido a
mesma condi¢ao inicial, aumenta no decorrer das iteragoes e aproxima-se de zero depois
de 101 iteracoes, devido a dispersao da pressao acustica causada pelo pico de 60 Db.

Diferenga entre os casos1 e 2
3 Diferenca entre os casos 1 e 3|
Diferencga entre os casos 2 e 3

ANAAS /\/‘\/‘
MUY YUY YWY
AL

Diferencas
o

-4 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo(s)

%107

Figura 5.24: Grafico das diferencas entre as solugdes para o ponto (T, 7).
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na proxima subsecao, é apresentada a aproximacao da solucao do modelo bidimensio-
nal com dominio regular e parametro fuzzy do tipo 2 intervalar.

5.2.2 Solugao do Modelo Bidimensional com Dominio Regular
Utilizando Parametro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar

Sejam ¢, = cr,(6,u) o valor da velocidade do som, sendo esta um parametro fuzzy
do tipo 2 intervalar, e o dominio Q = [0, 0,035] x [0, 0,0012] em metros (m), com
fronteiras de Dirichlet homogénea e a condicao inicial dada em (5.36). Assim, obtém-se
o seguinte PVI:

( 1 0%
Ap— — &
b cf, Ot?
p(@,y, t)]on =0 (5.38)
p(fg y,0) = po(v,7)
p
Liz,y,00=0
at (x7y7 )

Assim, como na Segao 5.1.4, a saida do SBRF do tipo 2 intervalar sao calculadas a
partir dos trés casos citados anteriormente. Da mesma forma, o sistema produz 3 saidas,
sendo uma saida defuzificada (Cgefyz), uma saida inferior (c;,f) e uma superior (cgyp).
Assim, os 9 valores de ¢y obtidos através do SBRF sao:

12 Caso: Os valores de entrada sao 0; = 29°C' e u; = 0%, obtendo-se as velocidades:

1. Cgepus(29, 0) = 349, 03891
2. Cinp(29, 0) = 345, 13891;
3. Coup(29, 0) = 352,93891.

22 Caso: Os valores de entrada sao 0y = 36,5°C' e uy = 3%, obtendo-se as velocidades:

1. Caepus(36,5, 3) = 354,9651;
2. cing(36,5, 3) = 350,015037;
3. Coup(36,5, 3) = 359, 91516.

32 Caso: Os valores de entrada sao 63 = 41,5°C' e uz = 5%, obtendo-se as velocidades:

1. Caefuz(41,5, 5) = 358,93804;
2. cing(41,5, 5) = 353, 28804;
3. Csup(41,5, 5) = 364, 58804.
Utilizando novamente o problema variacional descrito na Secao 5.2 e empregando as
condicoes citadas anteriormente, obtém-se 3 aproximacoes da solucao para cada tempera-
tura e umidade. Nas Figuras 5.25, 5.27 e 5.29 sao apresentadas as 3 saidas de cada caso,

no lado esquerdo, e o destaque para a saida defuzzificada no lado direito, para cada um
dos 3 casos supracitados, Figuras 5.26, 5.26 e 5.30, apds 101 iteragoes.
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101° iteragédo do Caso 1

[ saida Defuzzificada
N saida Inferior

N saida Superior

Figura 5.25: Aproximagao da
solucao do PVI para hipoter-
mia moderada e umidade baixa.
Fonte: Elaborada pelo autor.

101? iteragéo do Caso 2

Figura 5.27: Aproximacao da
solugao do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

101° Iteragéo do Caso 3

M Saida Defuzzificada
ida Inferior
aida Superior

Figura 5.29: Aproximacao da
solucao do PVI para febre alta e
umidade alta. Fonte: Elaborada
pelo autor.

‘Saida defuzzificada do 1° caso

p(Db)

p(Db)

105

Figura 5.26: Saida defuzzificada
da aproximagao da solugao do PVI
para hipotermia moderada e umi-
dade baixa. Fonte: Elaborada pelo
autor.

Saida defuzzificada do 2° caso

Figura 5.28: Aproximacao da
solucao do PVI para temperatura
normal e umidade média. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Saida defuzzificada do 3° caso

Figura 5.30: Saida defuzzificada
da aproximagao da solugao do PVI
para febre alta e umidade alta.
Fonte: Elaborada pelo autor.



Observe que as Figuras 5.25, 5.27 e 5.29 sao aproximagoes das solugoes do PVI para
as saidas superiores, inferiores e defuzzificadas de cada caso, note que a representacao das
superficies sao diferentes, como pode ser constatado pelas cores distintas, nos gréaficos da
esquerda.

Destaca-se os comportamentos da pressao no ponto (7, y) para cada caso, em funcao
do tempo decorrido do pulso inicial. A representacao grafica das quedas de pressao
encontram-se representadas nas Figuras 5.31, 5.32 e 5.33.

Queda de pressao para o Caso 1

60 T T
Saida defuzzificada
50 |- Saida inferior -
Saida superior
40 H -
30 7
o
Q 20t .
o
10 b
0 | / \ I\ 2N\ ,/’\\ P aVal
\/ V V WV =
10 F 4
_20 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x(m) %10

Figura 5.31: Queda da pressao para as 3 saidas do caso 1. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Queda de pressao para o Caso 2

60 T T
Saida defuzzificada
50 |- Saida inferior -
Saida superior
40 1 7
30 b
o
a 20t -
(018
10 ) b
4 A -
. AVAV AV AV, N
VAVAYA A et
-10 1 b
_20 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x(m) x107®

Figura 5.32: Queda da pressao para as 3 saidas do caso 2. Fonte:
Elaborada pelo autor.
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60 Queda de pressao para o Caso 3

Saida defuzzificada
Saida inferior R
Saida superior

50 |-

40 | 1

30 .

P(Db)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x(m) %1078

Figura 5.33: Queda da pressao para as 3 saidas do caso 3. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Faz-se necessario ainda a construcgao do grafico das diferencas a cada iteracao. Fixando
o né6 (7,y), dado pelo ponto (0,0175 , 0,0006), que pertence ao interior do dominio, ap6s
12002 iteracoes. A seguir, as diferencas para as aproximacoes das solucoes utilizando
todas as saidas, Cgefuz; Cinf € Csup, Para cada caso, encontram-se nas Figuras 5.34, 5.35
e 5.36.

Diferencas entre os casos 1 e 2
T T

25 T T
2 r Diferencga entre as saidas defuzzificadas
Diferenga entre as saidas inferiores
15+F ‘ Diferenga entre as saidas superiores
1 - -
g 0.5
On
c
g of
(4]
=
o -05f 7
A+ .
-1.51 .
2+ i
_25 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s) %1078

Figura 5.34: Grafico das diferengas entre os casos 1 e 2. Fonte: Elaborada
pelo autor.
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2 T

>

Diferencas
o

T T

Diferengas entre os casos 2e 3

Diferenga entre as saidas defuzzificadas
Diferenga entre as saidas inferiores
Diferenga entre as saidas superiores

1 1 L

-05F y
"o
At
151
2 L
0 0.2

0.4 0.6 0.8
Tempo(s)

1
%10

Figura 5.35: Grafico das diferencas entre os casos 2 e 3. Fonte: Elabo-

rada pelo autor.

Diferengas entre os casos 1e 3

4 .

Diferengas

Al A I‘ T

Diferenga entre as saidas defuzzificadas
Diferenga entre as saidas inferiores
Diferenga entre as saidas superiores

‘ |

p—

0.4 0.6 0.8
Tempo(s)

p
%10

Figura 5.36: Gréfico das diferencas entre os casos 1 e 3. Fonte: Elabo-

rada pelo autor.

E possivel perceber o quao diferentes sao os resultados obtidos através das saidas
do SBRF do tipo 2 intervalar, comparados as do tipo 1, devido acréscimo de incerteza
introduzido no modelo. Os graficos mostram as diferengas entre as 3 saidas do sistema,
além das discrepancias geradas por condicoes de temperatura e umidade diferentes.
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5.3 Modelagem dos Problema Bidimensionais com
Dominio Irregular

Como dito na introducao deste trabalho, o comprimento da secao transversal da
membrana basilar (MB) é variada, a depender de quao distante a se¢ao esta da janela
oval. Para aproximar melhor as medidas da MB, o dominio de resolucao do PVI deve
ser modificado. Segundo os dados fornecidos por Hong e Horii (2022), sdo escolhidos
os pontos (0, 0), (0, 0,0012), (0,035, 0,00095) e (0,035, 0,00025) como os vértices do
dominio. O poligono definido pelos mesmos encontra-se descrito na Figura 5.37.

0.8

0.4

0.2 q

0 1 1 1 1 L 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Figura 5.37: Dominio () gerado através dos vértices descritos. Fonte:
Elaborada pelo autor.

E possivel observar que o poligono convexo formado pelos 4 pontos escolhidos como
vértice é um trapézio. Logo, para definir o dominio é necessario conhecer as funcoes que o
delimitam. Observa-se que o dominio 2 é delimitado por x € [0, 0,035] e as retas inferior,
definida por y;,s(x) e superior, definida por ys,,(z). Tais retas sao, respectivamente:

Ying(x) = 0,00714x;

5.39
Ysup(x) = —0,00714x + 0, 0012. (539)

Dispondo das retas que delimitam o dominio €2, é possivel definir o mesmo por:

Q= {(z) 2 €0, 035] € Yins < y(&) < Yoy} - (5.40)

Tendo delimitado o dominio 2, é possivel construir os dois modelos bidimensionais
com fronteira irregular que representam a pressao actstica dentro da céclea.
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5.3.1 Solugao do Modelo Bidimensional com Dominio Irregular
e Parametro Fuzzy do Tipo 1

Sejam o dominio definido em (5.40), com fronteiras de Dirichlet homogéneas e ¢, =
cr, (0, u) a velocidade do som, tratada como parametro fuzzy do tipo 1. Considere ainda o
ponto (7,7) = (0,01742 , 0,0006045). Nessa modelagem, considera-se um pico de pressao
de 60Db, no ponto citado anteriormente. O PVI que modela a situacao proposta é dado
por:

( 1 0%
Ap= 2P
b g, Ot?

p(@,y,t)loa =0 (5.41)
p(Z,7,0) = 60

dp
| 8t(x y,0) =0

N\

Para a triangulagao, é construida uma malha contendo 1305 nés e 2304 elementos
triangulares, representada na Figura 5.38. Todo o processo de construcao da malha
encontra-se descrito no Apéndice D.

T -~ W N““““ T

| ‘immim e
il ‘NWNNN“NMM
I NNNNNMNNN
_ ‘NW\NMNNM
N\NNWNN\»&\\
AN \\N\M\MMM

il NWNWMN

\
w\m

“H Hl\ Hl

p

Ul

Figura 5.38: Representagao grafica da malha gerada para resolugao do
PVI (5.41). Fonte: Elaborada pelo autor.

Segue uma representacao grafica da condigao inicial do PVI disposta na Figura 5.39.
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y(m)

Condigao Inicial

x(m)

Figura 5.39: Representacdo gréfica da condigao inicial do PVI (5.41).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os mesmos valores de entradas do SBRF do tipo 1 sao utilizados:
12 Caso: 0; =29°C e u; = 0%, obtendo o valor de saida c¢r1(29,0) = 349, 0389 m/s;
29 Caso: 6, = 36,5°C e uy = 3%, gerando o valor de saida ¢71(36,5 3) = 354,9644 m/s;
32 Caso: 03 = 41.5°C' e ug = 5%, obtendo a velocidade c71(41,5 , 5) = 358,9380 m/s.

Os resultados obtidos a partir do programa descrito no Apéndice D, considerando as
condigoes citadas estao representados graficamente nas Figuras 5.40, 5.41 e 5.42, respec-

tivamente.

1012 Iteragao do Caso 1

y(m) 0 o x(m)

Figura 5.40: Aproximacao da
solucao do PVI para hipotermia
moderada e umidade baixa. Fonte:
Elaborada pelo autor.
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1012 Iteragao do Caso 2

y(m) 0 o x(m)

Figura 5.41: Saida defuzzificada
da aproximacao da solucao do PVI
para temperatura normal e umidade
média. Fonte: Elaborada pelo autor.



1012 iteragdo do caso 3

y(m) 0 o x(m)

Figura 5.42: Aproximacao da solu¢ao do PVI para temperatura de
41,5°C e umidade 5. Fonte: Elaborada pelo autor.

Para mostrar as discrepancias entre os comportamentos da pressao acustica em cada
um dos casos, segue uma representacao grafica da queda da pressao no ponto (Z,7), na
Figura 5.43.

60 Queda de pressdo no ponto central

50

30

20

P(Db)

10

-20
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo(s) %108

Figura 5.43: Queda de pressao para o n6 289 da malha. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

Para mapear a diferenca entre as aproximagoes sao utilizados os resultados obtidos
no né6 289, de coordenadas (Z,y) = (0,01742 , 0,0006045), que pertence ao interior do
dominio. A representagao grafica das diferencas obtidas a cada iteragao encontra-se na
Figura 5.44
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Diferenga entre as pressdes no ponto central
T T T T T T T

Diferenga entre 1° e 2° Casos
Diferenca entre 1°e 3° Casos
Diferenga entre 2° e 3° Casos

Diferencas
o

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo (s) x10®

Figura 5.44: Diferenca entre as solucoes a cada iteracao para o no 289
da malha. Fonte: Elaborada pelo autor.

Pelos resultados apresentados nesta subsecao, é facil perceber o quanto a solucao
do modelo com dominio irregular se diferencia da aproximacgao dos modelos de dominio
regular. Os graficos evidenciam que a variagao da velocidade do som gera diferencas nas
oscilacoes da pressao no decorrer do dominio.

E possivel notar ainda um padrao diferente entre os graficos que mostram as dife-
rencgas por iteragao, com relagao aos resultados bidimensionais regulares, evidenciando a
influencia do dominio na solucao do PVI. Ainda, é possivel observar que as diferencas
maiores entre as saidas do SBRF geram diferencas maiores nas aproximagoes das solugoes
entre os casos 1° e 3°.

5.3.2 Solucao do Modelo Bidimensional com Dominio Irregular
e Pardmetro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar

Sejam cr, = cp,(0,u) a velocidade do som, tratada como um parametro fuzzy do
tipo 2 intervalar, e o dominio {2, com fronteiras de Dirichlet homogéneas. Consideram-
se ainda um pulso de pressao actstica de 60Db em um unico ponto da malha e sua
derivada com relacao ao tempo sendo zero. O ponto do pico de pressao em questao é
(z,y) = (0,01742 , 0,0006045), ponto mais préximo do centro de . A modelagem
dessas codigoes resultam no seguinte PVI:

( 1 &%
8r=2 o
Ty

p(7,7,0) = 60
Jp
\ a(w,y,()) =0
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E utilizada a mesma triangulacao da Figura 5.38, além de programa computacional
similar. Para os 3 casos citados anteriormente, obtém-se que:

— Para (01, uy) = (29, 0):
L. Caefu=(29, 0) = 349,03891;
2. cins(29, 0) = 345, 13891;
3. Coup(29, 0) = 352, 93891.
— Para (02, us) = (36,5, 3):
1. Caefuz(36,5, 3) = 354,9651;
2. ciny(36,5, 3) = 350,01504;
3. Coup(36,5, 3) = 359, 91516.
— Para (03,u3) = (41,5, 5):
1. Caefuz(41,5, 5) = 358,93804;
2. Cing(41,5, 5) = 353, 2880456;
3. coup(41,5, 5) = 364, 5880456.

Os resultados obtidos apds 101 iteracoes das saidas defuzzificadas estao dispostos nas
Figuras 5.45, 5.46 e 5.47.

Saida defuzzificada do 1° caso

p(Db)

y(m} 0 0 x(m}

Figura 5.45: Aproximacao da solu¢do do PVI utilizando a saida
defuzzificada do 1° caso. Fonte: Elaborada pelo autor.
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Saida defuzzificada do 2° caso

60 <
50
40

30

p(Db)

20

Figura 5.46: Aproximacao da solugao do PVI utilizando a saida
defuzzificada do 2° caso. Fonte: Elaborada pelo autor.

Saida defuzzificada do 3° caso

60
50
40

30

p(Db)

20 4

Figura 5.47: Aproximacao da solugdo do PVI utilizando a saida
defuzzificada do 3° caso. Fonte: Elaborada pelo autor.
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P(Db)

Para facilitar a interpretacao dos graficos obtidos, nas Figuras 5.48, 5.49 e 5.50,
encontram- se as representacoes graficas da queda da pressao acistica para o ponto (7, 7).

Queda de pressdo no ponto central para o Caso 1

60

50 [

30 [

Inferior
Superior

Defuzzificada

0.4 0.6

Tempo(s)

0.8

p
%108

Figura 5.48: Queda de pressao no
ponto (Z,y) para o caso 1. Fonte:
Elaborada pelo autor.

P(Db)
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P(Db)

60
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20

-20

Queda de pressao no ponto central para o Caso 2

defuzzificada
inferior q
superior

.
0.2

VAS

L
0.8 1

Tempo(s) %10

Figura 5.49: Queda de pressao no
ponto (Z,y) para o caso 2. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Queda de pressdo no ponto central para o caso 3
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Figura 5.50: Queda de pressao no ponto (7, ¥) para o caso 3. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Para cada caso sao calculadas as diferencas entre a saidas defuzzificada, inferior e
superior. As representacoes graficas das diferencas citadas encontram-se nas Figuras
5.51, 5.52 e 5.53. Note que as amplitudes das diferencas sao diferentes para cada caso
estudado.
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Diferengas

Diferencas entre as saidas do Caso 1
T T T T T
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Diferenca entre fuzzyficado e superior| 1.5 T T T T

2f Diferenga entre inferior e superior

Diferenca entre a saida defuzzificada e inferior
Diferenca entre as saida defuzzificada e superior|
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Figura 5.52: Diferengas nas apro-

Figura 5.51: Diferencas nas apro- ximagoes das solucoes utilizando as
. ~ ~ e1e 2 (6] .

ximacoes das solucoes utilizando as 3 saidas do 2° caso. Fonte: Elabo-
3 saidas do 1° caso. Fonte: Elabo- rada pelo autor.

rada pelo autor.

Diferenga entre as 3 saidas do Caso 3

Diferenca entre as saidas defuzzificada e inferior
Diferenga entre as saidas defuzzificada e superior|
Diferenca entre as saidas inferior e superior

Diferencas

3 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo(s) %100

Figura 5.53: Diferengas nas aproximagcoes das solugoes utilizando
as 3 saidas do 3° caso. Fonte: Elaborada pelo autor.

Novamente, para mostrar as diferencas entre cada uma das saidas do SBRF, é fixado
o né de nimero 289, cujas coordenadas sao (Z,7) = (0,01742 , 0,0006045), que pertence
ao interior do dominio. Dali, sao armazenadas suas solucoes a cada iteracao para cada
caso. Os graficos das diferencas entre as aproximagoes utilizando as saidas encontram-se
nas Figuras 5.54, 5.55 e 5.56.
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Diferengas

0.5
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Figura 5.54: Aproximacao da

solugao do PVI utilizando a saida
defuzzificada do 2° caso. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Diferencas

Diferengas entre o 2° e 3° casos por iteragao

Diferenca entre as saidas defuzzificadas
Diferenca entre as saidas inferiores
Diferenga entre as saidas superiores b

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo(s) %10
Figura 5.55: Aproximagao da
solucao do PVI utilizando a saida
inferior do 2° caso. Fonte: Elabo-
rada pelo autor.

O dultimo modelo deste trabalho evidencia como as saidas pelo SBRF do tipo 2
intervalar com dominio irregular afetam a solucao do problema. Tendo sido respeitadas
as dimensoes da céclea desenrolada é possivel observar as diferencas entre as trés saidas

Diferengas entre o 1° e 3° casos por iteragao

Diferenga entre as saidas inferiores
Diferenca entre as saidas superiores

Diferenga entre as saidas defuzzificadas

Diferengas

~o 0.2 0.4 0.6 0.8
Tempo(s)

4
x10®

Figura 5.56: Aproximacao da solu¢ao do PVI utilizando a saida
superior do 22 caso. Fonte: Elaborada pelo autor.

do SBRF, influenciada pelas condi¢oes de temperatura e umidade discrepantes.

Observando que as escalas no sentido vertical das diferencas entre as solugoes defuz-
zificadas no ponto central sao distintas, é possivel notar também que diferencas maiores
entre as velocidades do som geram diferencas maiores entre as pressoes a cada iteracao.
Apesar disso, os graficos das diferencas apresentam um comportamento qualitativo seme-

lhante para todos os casos de cada modelo estudado.

Apobs o estudo de todos os exemplos de aproximagao da solugao da equacao da onda
com parametro escalar, fuzzy do tipo 1 e fuzzy do tipo 2 intervalar, é possivel a seguir

apresentar as consideragoes finais do trabalho.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, a modelagem matemaética do parametro velocidade do som, da equagao
da onda acustica ¢é realizada com novas abordagens. Varias ferramentas matematicas sao
combinadas para obter um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) que determina a
variavel de saida, a velocidade do som, tendo como variaveis de entrada, a temperatura e
a umidade. Uma rede neuro-fuzzy (ANFIS) que representa a jungao entre a inteligéncia
artificial, especificamente uma rede neural, e a teoria dos conjuntos fuzzy, em combinacgao
com dados obtidos pelo toolbox CANTERA, que trata de problemas de termodinamica,
cinética quimica e transferéncia de massa, gera um SBRF do tipo 1. O método de in-
feréncia utilizado ¢ o de Takagi-Sugeno. Em seguida, a incerteza utilizada nas variaveis de
entrada e de saida é ampliada através de um SBRF do tipo 2 intervalar. Este parametro
do tipo 2 intervalar gera trés aproximacoes da solucao da equacao da onda actstica,
sendo uma o valor da velocidade inferior, outra com a velocidade superior e uma para o
valor defuzzificado. A novidade é utilizar os conjuntos fuzzy do tipo 2 intervalar em um
parametro da equacao da onda.

A abordagem utilizada neste estudo para a equacao da onda actstica foi unidimensio-
nal e bidimensional, com a condigao inicial dada por um pico de pressao, como ¢é descrito
a seguir:

— Modelo Unidimensional: para diferentes modelagens do parametro da equagao.

x Parametro Escalar: é possivel observar como a equacao da onda acustica se
comporta no modelo cldssico, servindo de baseline para os resultados posteriores.

* Parametro Fuzzy do Tipo 1: a aproximacao da solu¢ao do PVI é obtida pelo
método das diferencas finitas, utilizando a velocidade do som no ar via o SBRF
do tipo 1, sendo o dominio as dimensoes longitudinais da coclea. E possivel ob-
servar como a velocidade influencia as solugoes através da representacao grafica
das diferencas por iteracao em cada caso estudado, mantendo o comportamento
qualitativo.

x Parametro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar: ¢é possivel observar o quanto as
incertezas adicionadas ao processo pelo SBRF do tipo 2 intervalar construido
interferem nas aproximagoes da solugdo do PVI. Além da comparacao inicial
entre os valores: defuzzificados, inferiores e superiores; sao mostradas também
as diferencas entre os trés casos para condicoes de temperatura e umidade dife-
rentes.
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— Modelo Bidimensional: para diferentes abordagens do parametro da equacao.

x Parametro Fuzzy do Tipo 1 com Dominio Regular: o comprimento lon-
gitudinal da céclea foi mantido, como nos casos anteriores. Porém, é adicionado
uma secao transversal fixa, com as fronteiras de Dirichlet iguais a 0 que afetam
o problema inicial. A resolucao é feita através do método dos elementos finitos.
E possivel observar as diferencas obtidas através das incertezas da velocidade
do som no ar.

x Parametro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar com Dominio Regular: a mode-
lagem é semelhante ao problema anterior, porém utilizando o SBRF do tipo 2
intervalar. Além das diferencas entre as trés saidas do sistema, foram estuda-
das as discrepancias entre as solugoes em diferentes condigoes de temperatura e
umidade.

* Parametro Fuzzy do Tipo 1 com Dominio Irregular: neste caso o dominio
possui dimensoes semelhantes as citadas na introducao do trabalho, represen-
tando com fidelidade o canal interno da céclea desenrolada. A resolucao desse
problema ilustra o quanto o dominio irregular influencia o comportamento da
pressao sonora.

x Parametro Fuzzy do Tipo 2 Intervalar com Dominio Irregular: no
ultimo problema estudado, é possivel perceber, além das conclusoes retiradas
do modelo anterior, que a adi¢ao de mais uma incerteza interfere no problema.
Também, este modelo exibe que as variacoes de temperatura e umidade no ar
alteram a forma como a pressao actstica se comporta.

Os resultados obtidos indicam que situacoes diferentes de calor e umidade podem
gerar respostas diferentes das membranas internas da céclea, visto que as mesmas reagem
as movimentagoes do fluido que estao em contato. Os SBRF do tipo 1 e do tipo 2
intervalar obtidos, podem ser utilizados para determinar os valores da velocidade do som
para outros conjuntos de dados semelhantes aos valores das entradas. Além disso, é posto
que diferencas maiores entre as condicoes de temperatura e umidade geram discrepancias
maiores entre o comportamento da pressao acustica.

Como trabalhos futuros, podem ser considerados diferentes fluidos para modelar o
fluido interno da céclea. Além disso, é possivel acoplar as equacoes do fluido actstico
e da membrana eldstica através de um sistema de equagoes diferenciais parcias, para
estudar o comportamento da membrana basilar em diversas situagoes de temperatura
e umidade. Uma outra possibilidade é o estudo de parametros fuzzy para modelar a
membrana eldstica. Sabe-se que fatores como a idade e tipo de trabalho do individuo
podem prejudicar a audicao. Também, existe a possibilidade dos modelos desenvolvidos
serem tratados a partir de dados reais do problema, obtidos através de experimentos em
laboratério, e o uso de uma rede neuro-fuzzy que construa um SBRF do tipo 2 intervalar,
poderao enriquecer ainda mais o estudo deste tema.
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Apéendice A

Matrizes de Rigidez do Elemento
Padrao

Neste apéndice, sao apresentados os cdlculos necessarios para construcao das matri-
zes de rigidez de cada elemento. Para tal finalidade, sao utilizadas as funcoes de base
encontradas no Capitulo 4, bem como um elemento padrao que pode ser empregado na
aproximacao de solugoes para problemas de fronteira regular. Considera-se o elemento
padrao descrito na Figura A.1.

A

y
(0,1)

>

(1,0) X

Figura A.1: Elemento padrao. Fonte: Elaborada pelo autor.

Resolvendo os determinantes das fungoes de base da equagao (4.67), além da drea do
elemento base, obtém-se:

pi(z,y) =1-z—y; (A1)
P2(z,y) = x; (A.2)
e3(7,y) = v. (A.3)

E possivel calcular os elementos da matriz de rigidez do elemento padrao:
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a1 = (VSOh V@l)
:/V%V%dQ
Q

= [ [ ey =

Q12 = Q21 = (Vr, Vo)
= / V1 Vad2
Q

// _1,-1), 10)>dxdy:_717

azo == (Via, Vi)
= / VpaVipad§d
Q

:/01 /01y ((1,0),(1,0)) drdy =

Qi3 =asi = (Vo1, Vs)
= / V1 Vipsd§d
Q

// _1,-1) 01)>dxdy:_71,

az3 = azz = (Vipa, Vips)
= / VipaVipsdS
Q

=[] 000, dedy =0

a3s3 = = (VS03, V903)
= / Vip3Vipzd§d
Q

_ /01 /Ol_y ((0,1), (0, 1)) dady :%
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A seguir, é apresentada a matriz de rigidez A, referente ao elemento padrao:
2 -1 -1

A:%- -1 1 o0 |. (A.10)
-1 0 1

Para construir a matriz do produto interno entre as funcoes de base, tém-se os se-
guintes elementos:

ci1 = (p1,01) = / P1ep1dS2
Q
1 1-y
:/ / (1—2z—y)(1 —2—y)dzdy (A.11)
o Jo

1 y—1 1
:// (1—2x—2y+2$y+:c2+y2)dxdy:—;
o Jo 12

Ci12 = Co1 = S01, <P2) / 4P1902dQ

1—y
// (1 -z —y)xdxdy (A.12)
:// (x—xQ—xy)dxdy:i‘

c13 = c31 = (p1,p3) = / 1032
Q

1 1-y
= / / (1 —z —y)ydedy (A.13)
0 oy_1 2 1
:/0/0 (y —v* —zy) dedy = 7

C22 = (2, 2) = /sowzdﬂ

// x - xdxdy (A.14)
1
= wrdxdy = —;
/0/0 12

Co3 = C32 = (2,p3) = / Paip3df)
0

1 1—y 1
= rydrdy = —;
[ 2

(A.15)



cs3 = (g3, 03) = /903903d9

// y - ydzdy (A.16)
1
_ 2 _ =
—/O /0 y dxdy = B

A seguir, é apresentada a matriz C' dos produtos internos das func¢oes de base:

1 11

12 24 24

- |L1Xr L 1
C=|s 1 =l- (A.17)

1 1 1

20 24 12
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Apéendice B

Transformacao do Elemento
Triangular

O elemento padrao possui um formato fixo e nem sempre ¢ 1til, logo, torna-se ne-
cessario transformar o mesmo no elemento real utilizado na triangulagao. Denota-se o
elemento padrao por K e o elemento real por K. A Figura B.1 representa graficamente
um exemplo de transformacao do elemento padrao a um elemento real.

N
N
y y (z1,91)
(0,1) Y. -
—
(z3,93)
>
(1,0) X X

Figura B.1: Transformagcao do elemento padrao para o elemento real. Fonte:
Elaborada pelo autor.

Consideram-se as fungoes de base p1(£,m) =1, p2(&,n) =1 -6 —ne p3(&,n) =&
Deseja-se encontrar uma transformacao linear Y, : K — K que fazem as seguintes
correspondeéncias:

(0,1) — (21, 91);
(0,0) — (z2,92); (B.1)
(1?0) — ($3ay3)'

Como Y, é uma transformacao linear, tém-se que:

_ [Tz ma—a3) (€ T3
Ye(g’n)_<y1—y3 y2—y3) (n)+(y3)’ (B-2)
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logo

x(&,n) = w3+ (v1 — 23)§ + (22 — T3)1);

(B.3)
y(&m) = ys+ (y1 — y3)€ + (Y2 — y3)n-
E possivel entao calcular o jacobiano de Y,:
JY, = <f’31 B ‘”3) . (B.4)
Y1 —Ys Y2 —Us
E sabido que w:(&,m) = wi(z(&,m),y(€,m)), logo, pela regra da cadeia:
Op; _ Op; 0z Op; Oy
o Oxr 06 Oy OF’ (B.5)
Op; _ Op;i 0z Op; Oy '
on  Ox On Oy on
Substituindo as derivadas, obtém-se:
Doy  Opi Do )
% =~ o2 (1 —x3) + 2 (Y1 — y3); 56)
0% 0% 4y — ) + gy — o) |
87778$ 2 3 8yy2 Ys);
que pode ser escrito na forma matricial como:
Oyp; 9p;
8_5 [T T3 YT Y oc | .
oG | = (m B B | ag: | (B.7)
— 223 Y2 —UY3
on n
logo,
0p; Dy
S5, | = von= | 55 | (B5)
on on

Sejam B = {pf ol oK} a base de fungoes do elemento real e B = {&1, 92,03} a
base de fungoes do elemento padrao. Tém-se que:

[ vt = [ (v ve) - (Y098

= 2. Area(K) /

K

(B.9)
(JY))TIVE) - (JYe)) IV Sy).
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Apeéendice C

Exemplo de Transformacao do
Elemento Padrao

Seja o elemento padrao K, discutido anteriormente e o elemento real K descrito na

Figura C.1.

(0,1)

X ¥

(1,0)

y

(0,1) \

(h,0) X'

Figura C.1: Transformacao do elemento padrao para o elemento real utili-
zado na malha do dominio regular. Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere as fungoes de base do elemento padrao p1(&,1m) =1, 2(&,n) =1—-&6—ne
©3(&,m) = & Deseja-se encontrar o valor de (Vg*, Vit ). Considerando a equacao (B.4),

tém-se que:

JY6—<

Teém-se ainda que:

051
g =V
0%,

i
on ’

-~

92 _
o&
9% _
on
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T — T3
Y1 — Y3

225

Ty — I3

o) o

0%,
o (C.2)

on =0.



Com todos os dados dispostos, é possivel calcular os elementos da matriz de rigidez
G desejada através da equacao (B.9). Suponha que deseje-se calcular o elemento Gy;.

Teém-se entao que:

G1,1zfl(vwf(vw{(:/[(((u%)t)_lv@)-(((JYe)t)_IV@)'

Inicia-se o processo calculando JY, para a funcao desejada. Entao:

JY, = ($1—$3 To — I3
Y —Ys Y2 — Y3
entao
—h
T
JY = (—h
e

Tem-se ainda que:

Ve, = (JY,)™-

logo

1
)
Ver=11 1
—

1

|

—1

Agora, basta calcular a integral desejada:

):

(2 o)

I

iy — / VeV, = /K (TY)) V@) - ((JY2)) V)
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Calculando todas as integrais necessarias é possivel criar a matriz GG, dada por:
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TR
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Apeéendice D

Instrucoes para a Elaboracao do
Programa Computacional
Bidimensional com Dominios
Irregulares

Nesta secao, é exibido o procedimento para implementacao do programa computaci-
onal que permite a resolucao do problema com dominios irregulares. Todos os passos sao
enumerados na ordem da implementagao. Considere o dominio descrito na equagao (5.40).

1. Como esse conjunto forma um trapézio regular, para iniciar o programa, é ne-
cessario criar um arquivo com extensao .dat contendo as coordenadas dos vertices
do dominio, sendo a primeira e a segunda colunas correspondentes as coordenadas
x ey, respectivamente. Este arquivo pode ser gerado através aplicativo Notepad.

2. No Matlab, inicie o toolbox pde (Partial Differential Equation Toolbox), com o co-
mando pdeinit.

3. Gere uma matriz utilizando o arquivo .dat, em seguida, inicie a ferramenta pdepoly,
que é responsavel por desenhar o poligono do dominio. Apds esse processo, a janela
do toolbox pde é aberta.

4. Dentro do aplicativo, clique na aba Mesh na barra de ferramentas. entre os itens
desta aba, escolha a opcao Initialize Mesh, que automaticamente, delimita uma ma-
lha inicial de discretizacao. Caso desejado, também é possivel utilizar a ferramenta
Refine Mesh, presente na mesma aba, para obter malhas mais refinadas.

5. Apés obter a malha desejada, basta exportar a mesma, através da funcao Ezport
Mesh, presente na mesma aba. Essa funcao é responsavel por gerar trés vetores:
e (elements), que é a matriz que numera os elementos triangulares da malha; p
(points), sendo a matriz que descreve as coordenadas dos pontos de discretizacao
utilizados; e t (triangles), que descrevem os elementos da malha.

6. Por tultimo, salve as trés matrizes em um tnico arquivo com extensao .mat. Esta
etapa finaliza o processo de confeccao da malha.

7. Em um novo programa, carregue o arquivo .mat gerado anteriormente.

8. Defina os valores do incremento temporal desejado (At), além de uma varidvel que
armazene o numero total de nés da malha.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Construa, a partir da matriz e, o vetor inb, que é composto pelos indices dos nds das
fronteiras do dominio. Crie uma variavel responsavel por contabiliza-los. Também,
é necessario criar uma variavel que armazene o 1ltimo né presente na fronteira.

Defina a matriz ira, que enumera novamente os nés da fronteira a partir do valor 1,
além de definir os valores da funcao na fronteira, que no caso desse trabalho sao de
Dirichlet, com valor nulo.

E necessério ainda o ndmero de funcoes de base e o numero total de elementos da
malha. Para tal finalidade, crie um vetor inz, a partir da funcao find, que retorna
na forma de vetor os indices e valores dos elementos diferentes de zero na matriz inb.
Apos isso, os valores da matriz inb em cada né diferente de zero receberao o valor
da mesma posicao presentes na matriz ira.

Inicie a resolugao do problema através do MEF. Primeiramente, crie as matrizes de
elemento padrao, como nas equagoes (A.10) e (A.17). Defina também os valores
dos gradientes de cada funcao de base do elemento padrao, as mudancas de variavel
necessarias e a matriz Y., como descritas no Apéndice B.

Formule as novas matrizes de Rigidez Afull e Bfull, que sao utilizadas para re-
solugao do problema na malha irregular, concatenando-se as matrizes de rigidez de
cada elemento.

Crie duas matrizes esparsas A e B, através da funcao sparse aplicada nas matrizes
Afull e Bfull, respectivamente. Estas novas matrizes permitem a utilizacao da
fungao lu para fatorar a matriz A através do processo de fatoracao LU.

Crie o vetor de indices dos nés do interior do dominio, utilizando da funcao ~ismember,
que retorna todos os nés diferentes de zero presentes nas matrizes. Lembre-se que
os nés da fronteira receberam o valor de zero apds o tratamento pelas matrizes ira
e irb. Implemente as condicoes iniciais do problema em todos os noés interiores do
dominio, além da aproximagao por diferencas finitas da solucao apds uma iteracao.
Feito isso, é possivel iniciar a resolucao do sistema de equagoes definido.

Utilize a formulagao do problema no processo iterativo do tempo.

Para plotagem da solucao, empregue a funcao pdesurf, que lé as matrizes p, t e a
matriz da solugao do sisema para representar graficamente a aproximagao da solucao
do PVI desejado. Também é importante salientar que, apesar da facilidade de uti-
lizacao da funcao para plotagem dos graficos, a mesma nao permite alteracao da cor,
utilizando sempre o mesmo padrao em todos os gréficos.
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