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Resumo

A busca por soluções de sistemas lineares aparece em diversos contextos, como no ramo da
otimização, teoria de controle, tomograőa computacional e no estudo de problemas da dinâ-
mica dos ŕuídos. Fenômenos físicos ligados à dinâmica dos ŕuidos são geralmente modelados
através de equações diferenciais, que muitas vezes não possuem solução analítica conhecida.
Em particular, é frequente a necessidade de se obter soluções para equações diferenciais parci-
ais elípticas, como a equação de Poisson ou a equação de Laplace. A busca por uma solução
numérica para esse tipo de equação demanda a solução de sistemas lineares esparsos, de grande
dimensão e nem sempre com estrutura bem deőnida, que usualmente também necessitam ser
resolvidos numericamente. Nesse contexto, o presente trabalho tem como principal fonte de
estudo o desenvolvimento e a implementação de métodos multimalha objetivando veriőcar suas
características e avaliar sua eőciência na resolução de sistemas. Essa técnica é muito utilizada
para acelerar a convergência dos sistemas de equações ao explorar a vantagem que alguns mé-
todos numéricos possuem na efetiva suavização de altas frequências do erro em diferentes níveis
de reőnamento. Métodos multimalha em ciclo V composto por dois, três ou quatro níveis são
utilizados para resolver sistemas lineares esparsos decorrentes da discretização da equação de
Laplace e Poisson via diferenças őnitas de segunda ordem de precisão. Análises comparativas
de tempo de execução e número de ciclos necessários foram realizadas e mostram o potencial
do uso da técnica como acelerador de convergência para problemas de grande dimensão.

Palavras-chave: métodos multimalha, sistemas de equações esparsos, equação de Poisson,
solução de sistemas lineares.



Abstract

The search for solutions to linear systems appears in different contexts, such as in the őeld
of optimization, control theory, computational tomography, and the study of ŕuid dynamics
problems. Physical phenomena related to ŕuid dynamics are often modeled using differential
equations, which often lack a known analytical solution. In particular, there is a frequent need
to obtain solutions for elliptic partial differential equations, such as the Poisson equation or
the Laplace equation. The search for a numerical solution to this type of equation requires
solving sparse linear systems of large dimension and not always with well-deőned structure,
which usually also need to be solved numerically.In this context, the present work focuses on
the development and implementation of multigrid methods to investigate their characteristics
and evaluate their efficiency in solving systems. This technique is widely used to accelerate the
convergence of equation systems by exploiting the advantage that some numerical methods have
in effectively smoothing high-frequency errors at different reőnement levels. Multigrid methods
in a V-cycle composed of 2, 3, or four levels are used to solve sparse linear systems resulting
from the discretization of the Laplace and Poisson equations via second-order accurate őnite
differences. Comparative analyses of runtime and the number of cycles needed were conducted
and demonstrate the potential use of the technique as a convergence accelerator for large-scale
problems.

Keywords: multigrid methods, sparse equation systems, Poisson equation, solution of linear
systems.
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INTRODUÇÃO 1

1. INTRODUÇÃO

Há problemas que estão presentes em nosso cotidiano que podem ser modelados como um

sistema de equações lineares. Métodos para a solução de sistemas lineares podem ser classiő-

cados em métodos diretos e métodos iterativos.

Para identiőcar o melhor método a ser utilizado, é preciso levar em consideração questões

como a sensibilidade do sistema e do método na propagação de erros de arredondamento e a

estrutura do sistema de forma a melhor administrar a memória do computador a ser alocada.

Matrizes esparsas são aquelas que possuem o número de elementos nulos na ordem de 90% do

total e podem ser alocadas em estruturas especiais que contenham somente aqueles elementos

não nulos.

Soluções analíticas para os sistemas lineares resultantes do processo de modelagem em ques-

tão são sempre desejáveis, mas a abordagem analítica é complexa e muita das vezes impossível,

uma vez que, em boa parte, esses sistemas são de grande porte, ou seja, há uma grande quan-

tidade de incógnitas e equações.

Nesse contexto, o trabalho irá focar na utilização dos métodos iterativos. Esta técnica

consiste em aplicar esquemas iterativos de forma a se obter uma solução aproximada, gerando

uma sequência de vetores com soluções aproximadas a partir de um vetor aproximação inicial

e, a cada iteração que vai sendo executada, espera-se que as aproximações convirjam à solução

do problema. Apesar de haver vantagens na aplicação de métodos iterativos, como utilizar

memória de forma eőciente e possuírem mais resistência quanto à propagação aos erros de

arredondamento, há também restrições que devem ser obedecidas para garantir a convergência

para o vetor solução.

A garantia de convergência de um método numérico para solução do sistema linear está

associada a análise do raio espectral da matriz iteração do método numérico, que deve ser

menor do que um. Corriqueiramente, essa matriz de iteração é de grande porte e realizar o

cálculo do raio espectral se torna menos vantajoso. Devido a isso, busca-se analisar a condição

suőciente à convergência e ela está relacionada a garantia que, para alguma norma, a norma

da matriz iteração seja menor que um.

Métodos numéricos possuem convergência garantida se a matriz dos coeőcientes for estri-

tamente diagonal dominante e para qualquer norma for menor do que 1. No entanto, mesmo

convergentes, esses métodos conhecidos como suavizadores possuem convergência lenta por agi-

rem efetivamente apenas em altas frequências do erro. De forma a contornar o problema em

questão e acelerar o processo de obtenção de uma solução aproximada, o problema pode ser
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2 INTRODUÇÃO

resolvido considerando diferentes níveis de reőnamento em métodos denominados multimalha.

Fedorenko (1964)[6] foi o pioneiro a estudar a técnica que visa melhorar a taxa de conver-

gência dos métodos iterativos tradicionais, mas a princípio seria voltado para resolver a equação

de Poisson em um domínio retangular. Entretanto, com o trabalho de Brandt (1977)[2], que

analisou os componentes sobre problemas de advecção e advecção-difusão, foi notória a vasta

aplicação do método multigrid na área da Dinâmica Computacional de Fluídos. Logo, como

fruto positivo da aplicação na área, possuímos os resultados dos trabalhos publicados por Stü-

ben (1999)[17], Wesseling e Oosterlee (2001)[20], principalmente quando o problema modelado

é de grande porte.

A ideia do método multimalha é agir quando os erros estão suaves e os métodos iterativos

como Jabobi e Gauss-Seidel, se tornam ineőcazes. Logo, utiliza-se de malhas auxiliares subse-

quentes a őm de tornar os erros oscilatórios novamente ao transportar a informação do resíduo

por meio do operador de restrição para malhas menos reőnadas. Posteriormente, resolve-se

para cada nível de malha o sistema de equação do resíduo com o método iterativo, denominado

como solvers, até que o nível desejado seja atingido. Os solvers possuem a őnalidade de suavizar

os erros oscilatórios e, após nivelada a restrição, a solução é corrigida por meio do operador de

prolongamento.

Os algoritmos multimalha apresentam-se em dois esquemas diferentes, sendo eles CS (Cor-

rection Scheme) e FAS (Full Approximation Scheme), podendo ter estruturas na forma de ciclo

V, ciclo W, ciclo F dentre outros (Briggs et al.,2000; Trottenberg et al., 2001)[4], além de

se dividirem em duas classes, como multimalha geométrico e multimalha algébrico. Para a

primeira, multimalha geométrico, (Wesseling e Oosterlee, 2001)[20] é explorado em problemas

que envolvem geometrias regulares. Já para problemas que abrangem as geometrias irregulares

(Stüben, 1999)[17], opta-se pelo multigrid algébrico.

De acordo com Zhang (1996[22], 1997[23]); Spitaleri (2000)[16] e Grupta et al. (1997)[10], o

método multimalha ganha destaque em relação a eőciência computacional na resolução de pro-

blemas que envolvem equações parciais elípticas discretizadas em N pontos, com complexidade

da ordem do número de pontos. A eőciência do método se deve, de acordo com Velde(1994),

na combinação dos métodos iterativos em malhas com espaçamentos diferentes.

Neste trabalho serão analisados problemas em que a geometria se apresenta de forma regular

e o multimalha será utilizado para resolver a equação de Laplace, que é o modelo de uma situação

de distribuição de temperatura em uma placa quadrada, no qual estima-se encontrar os valores

no interior do objeto de estudo.

Trottenberg et al. (2001)[19] acredita que alguns parâmetros como escolha dos suavizadores,

ciclos, malhas, número de passos, operadores de restrição e prolongamento dentre outros, podem

apresentar uma grande inŕuência na taxa de convergência do algoritmo. Isso se deve ao fato

de que todos os algoritmos do método tem a dependência de parâmetros que inŕuenciam no

tempo de CPU - tempo no qual o CPU consome operando, descartando o tempo de espera e

saída de dados, além do tempo de execução de outros programas.

De forma geral, o principal foco é analisar a eőciência do método multimalha na resolução
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INTRODUÇÃO 3

de sistemas lineares resultantes do processo de discretização associado a equação de Laplace.

A estrutura deste estudo está organizado da seguinte forma: para a secção 2 é apresentado

as investigações de equações diferenciais parciais. Na secção 3, apresentam-se as etapas para

obtenção da solução de equações diferenciais parciais do tipo elíptica. A secção 4 é apontado

a respeito do método multimalha, explicando de forma detalhada todo o seu processo, que

posteriormente é deőnido a matriz do problema e para o ambiente de resultados e discussões

é realizado a análise e inferência sobre o método estudado. Por őm, o tópico de conclusão

responsável por apresentar a síntese de todo o trabalho desenvolvido.

Licenciatura em Matemática



4 EQUAÇÃO DIFERENCIAL PARCIAL

2. EQUAÇÃO DIFERENCIAL PAR-

CIAL

Uma Equação Diferencial Parcial (EDP) é caracterizada como sendo uma equação que con-

tém derivadas parciais de uma função com incógnita de duas ou mais variáveis independentes. O

estudo dessa teoria iniciou-se no século XVIII, nos quais os pioneiros foram Euler, d’Alembert,

Lagrange e Laplace, de modo que, engloba uma ampla gama de áreas do conhecimento cien-

tíőco. Além do mais a sua investigação auxilia na compreensão de diversos fenômenos físicos

que são descritos e modelados por meio de Equações Diferenciais Parciais.

A seguir, encontra-se a representação de uma EDP que envolve n variáveis e possui grau k.

F

(

x1, x2, . . . , xn, u,
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xn

,
∂2u

∂x2
1

,
∂2u

∂x1∂x2

, . . . ,
∂ku

∂xk
n

)

= 0 (2.1)

Considere x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω, onde Ω é um conjunto conexo de R
n. A função F é uma

função dada e u = u(x) é a função incógnita (Iorio, 1989)[11].

Devido a vasta aplicação no campo da física e ciências naturais, podemos destacar diversas

áreas de estudo, tais como a acústica, a elasticidade, a eletrodinâmica, a dinâmica dos ŕuidos, a

difusão do calor a propagação de ondas e muito mais. Isso faz com que as Equações Diferenciais

Parciais (EDP) ocupem um lugar signiőcativo nas pesquisas cientíőcas e o estudo sobre técnicas

de resoluções se tornam relevantes.

2.1 Classificação das equações diferenciais par-

ciais

As EDP’s podem ser classiőcadas quanto a sua ordem, à linearidade e pela homogeneidade:

ORDEM ś A ordem de uma equação diferencial parcial é deőnida pelo grau da derivada mais

alta que aparece na equação.

LINEARIDADE ś A linearidade de uma equação diferencial parcial é caracterizada pela

dependência linear das funções desconhecidas e de suas derivadas.

HOMOGENEIDADE ś A homogeneidade de uma equação diferencial parcial é estabelecida

quando o termo que não depende das funções incógnitas e de suas derivadas é nulo em

todas as instâncias.
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2.1.1 Classificação das equações diferenciais parciais de 2ª

ordem

As Equações Diferenciais Parciais de segunda ordem destacam-se entre as outras por se-

rem consideradas as mais importantes. Isso se deve ao fato de que muitos dos problemas

físicos encontrados na natureza são modelados por essas equações, desempenhando um papel

fundamental no avanço tecnológico ao auxiliar em áreas como na otimização e, também, na

engenharia civil, atuando crucialmente no projeto de estruturas como pontes, permitindo o

cálculo das deformações.

Essas equações podem ser classiőcadas em três categorias principais: parabólicas, hiperbó-

licas e elípticas. A abordagem de Magalhães (2016)[12] tem suas raízes na classiőcação das

cônicas na geometria analítica, portanto, é aplicável somente a equações diferenciais parciais

lineares de segunda ordem com duas variáveis independentes. A forma geral de uma equação

desse tipo se manifestam como

A(x, y)
∂2u

∂x2
+B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
+D(x, y, u,

∂u

∂x
e
∂u

∂y
) = 0 (2.2)

em que os coeőcientes A,B,C determinam a categoria que a respectiva equação pertence, de

acordo com o valor da expressão:

B2 − 4AC = x

• Equações Hiperbólicas

x > 0

• Equações Parabólicas

x = 0

• Equações Elípticas

x < 0

.

2.2 Exemplos de equações diferenciais parciais

bidimensionais

A seguir, serão apresentados exemplos de Equações Diferenciais Parciais bidimensionais,

que desempenham um papel signiőcativo na realização deste trabalho.

2.2.1 Equação do calor

A condução de calor é um fenômeno físico que ocorre de forma com que a agitação das par-

tículas, sejam elas atômicas e/ou moleculares, provoque uma transferência de energia entre as
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mais energéticas para as menos energéticas ao serem expostas a uma colisão. Essa transferência

de calor pode ser quantiőcada por meio das equações que calculam a quantidade de energia

por unidade de tempo, que são denominadas como sendo equações das taxas de transferência

de calor.

A equação do calor é um exemplo de equação diferencial parcial que se enquadra na cate-

goria das equações parabólicas, descrevendo fenômenos difusivos. No contexto de coordenadas

cartesianas e de ordem 2, a sua representação em duas dimensões (2D) assume a forma:

∂φ

∂t
= α2

(
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2

)

. (2.3)

Dentro do contexto desta equação, a letra grega α desempenha o papel de uma difusibilidade

térmica. Nesse cenário, encontramos três variáveis independentes: as coordenadas espaciais x

e y e o tempo.

2.2.2 Equação da onda

A onda se caracteriza com sendo uma perturbação que se propaga pelo espaço a partir do

ponto onde é gerada, carregando consigo energia e momento linear, porém sem transportar

matéria. Ao lançar uma pedra em um lago que está inicialmente em repouso, ocorrerá a

formação de ondas circulares a partir da perturbação causada pelo objeto, que se espalharão em

todas as direções. Elas podem necessitar ou não de um meio de propagação. As que precisam

são denominadas com sendo Ondas Mecânicas e os meios de propagação são de diferentes

natureza referente aos estados da matéria como o sólido, líquido ou gasoso. Para exempliőcar,

pode-se falar das ondas sonoras e as ondas que são produzidas em uma corda. Ademais, aquelas

que não utilizam de um meio são nomeadas como Ondas Eletromagnéticas e um exemplo é a

luz.

A equação da onda é o exemplo mais simples de equação diferencial parcial que se enqua-

dra na categoria das equações hiperbólicas, logo trata-se de fenômenos ondulatórios. A sua

representação em duas dimensões (2D) em coordenadas cartesianas e de 2ª ordem assume a

forma:

∂2φ

∂t2
= v2

(
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2

)

. (2.4)

Para esta equação, v denota uma constante que representa a velocidade de propagação.

Assim, temos três variáveis independentes: as coordenadas espaciais x e y e o tempo t.

2.2.3 Equação de Poisson

As equações de Poisson representam problemas estacionários (regime permanente), ou seja,

as propriedades do ŕuido permanecem constantes em cada ponto ao longo do tempo. Demonstra

ser de grande utilidade nos campos da eletrostática, engenharia mecânica e física. No contexto

do Eletromagnetismo, a equação de Poisson é utilizada para determinar os valores do potencial
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elétrico em regiões onde esse potencial é desconhecido.

A equação de Poisson é um exemplo de equação diferencial parcial caracterizada como

equação elíptica, que descrevem fenômenos em regime permanente e ela pode ser deőnida em

duas dimensões (2D) ou em três dimensões (3D). O peről da equação em 2D toma a forma em

coordenadas cartesianas como sendo:

∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= f(x, y). (2.5)

2.2.4 Equação de Laplace

A equação de Laplace é um caso particular da equação de Poisson, em que f(x, y) = 0 e pode

ser encontrado modelando vários problemas relacionados a astronomia, ao eletromagnetismo

e também a mecânica dos ŕuidos, sendo frequentemente usada para descrever e modelar as

funções potenciais gravitacionais, elétricas, ŕuidas e outras aplicações similares.

Esta é uma equação diferencial do tipo elíptica, consequentemente descreve fenômenos em

regime permanente e a representação da equação em duas dimensões (2D) assume a seguinte

conőguração quando expressa em coordenadas cartesianas:

∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= 0. (2.6)
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3. SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DI-

FERENCIAIS PARCIAIS ELÍP-

TICA

A solução de Equações Diferenciais pode ser obtida por abordagens, métodos analíticos e

métodos numéricos. Nos cursos de engenharia, física e áreas aőns, o enfoque são resoluções de

problemas em que são possíveis a obtenção das soluções analíticas. Devido a isso, existe uma

gama de estudos dessas técnicas e os métodos numéricos caíram em desuso, sendo abordado

apenas em disciplinas especíőcas como Cálculo Numérico e Algoritmos e Programação, de forma

sucinta e descontextualizada.

A relevância do estudo das técnicas numéricas se evidencia em virtude da maioria dos

problemas modelados apresentarem frequente ocorrência de complexidades nas condições de

contorno e nas geometrias propostas. Tais complexidades resultam na extrema diőculdade, e

em casos particulares, na impossibilidade, de se obter soluções analíticas para essas equações.

Na busca por uma solução para uma equação diferencial é importante uma investigação a

respeito da existência e unicidade de soluções, ou seja, se uma solução existir ou não e, quando

existir, ela poder ser única ou não.

A abordagem do método numérico consiste em resolver equações diferenciais substituindo

as derivadas nelas presentes por expressões algébricas que envolvem a função desconhecida.

Diferentemente do método analítico, que permite o cálculo das variáveis dependentes em um

número inőnito de pontos.

As soluções de problemas que envolvem equações diferenciais da natureza elíptica vista na

Eq. 2.5 e Eq. 2.6, são obtidas por meio da discretização do domínio, de modo a subdividir a

região viável em malhas, seja elas estruturadas ou não estruturadas. Esse processo de discre-

tização frequentemente emprega o método das diferenças őnitas, no qual a função é deőnida

nos vértices da malha, possibilitando a obtenção de uma solução aproximada com o uso de

uma unidade computacional denominada "estêncil". Os métodos de diferenças őnitas podem

ser divididos em três classes, sendo ela: diferença centrada, diferença regressiva e diferença

progressiva. A escolha da melhor abordagem dependerá da ordem a ser atingida e da natureza

do problema Essas aproximações por diferenças őnitas são baseadas na expansão em série de

Taylor, apresentada para uma função de duas variáveis na Eq. 3.1.

O exemplo ilustrativo dessa discretização na equação de Poisson, caracterizada como uma
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em que ∆x = x− x0 e Rn é o resto.

Rn =
(∆x)n

n!

∂nu(ξ)

∂xn
, ξ ∈ [a, b] (3.3)

Considerando a malha unidimensional que possui pontos espaçados de maneira uniforme,

conforme visto na Fig. 3.2, em que ∆x = xi − xi−1, têm-se que a discretização da primeira

derivada de uma função u no ponto xi = i∆x, que pode ser rescrita como ∂u
∂x
|i pelo método de

diferença őnitas, deve-se fazer a expansão em série de Taylor da função u em torno do ponto

xi, de modo a obter a seguinte expressão:

u(xi +∆x) = u(xi) + ∆x
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
i

+
(∆x)2

2!

∂2u

∂x2

∣
∣
∣
∣
i

+
(∆x)3

3!

∂3u

∂x3

∣
∣
∣
∣
i

+ ...+Rn. (3.4)

Isolando a primeira derivada na Eq.3.4, chegamos em:

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
i

=
u(xi +∆x)− u(xi)

∆x
+ [−

∆x

2!

∂2u

∂x2

∣
∣
∣
∣
i

−
(∆x)2

3!

∂3u

∂x3

∣
∣
∣
∣
i

− . . .−Rn] (3.5)

Logo, pela Eq. 3.5 a primeira derivada pode ser reescrita em termos algébricos como

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
i

=
ui+1 − ui

∆x
.

Os termos que pertence a série de Taylor até o Rn são denominados como erro local de

truncamento (ELT).

Esse erro estabelece a diferença entre o valor exato da derivada e sua aproximação numérica.

Ele indica que, com o reőnamento da malha, é possível ver que a variação dessa diferença

(FORTUNA, 2000)[8].

A aproximação da derivada por diferença őnita pode ser feita de três formas: progressiva,

regressiva e centrada. A seguir, encontra-se exemplos de cada uma delas.

1. Diferença Progressiva

A estratégia da diferença progressiva é que, dado a discretização do domínio, a aproxi-

mação da deriva no ponto xi fará o uso da informação do ponto subsequente, ou seja,

em xi + ∆x. A seguir, um exemplo de diferença progressiva de primeira ordem para a

primeira derivada:
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=xi

=
ui+1 − ui

∆x
.

2. Diferença Regressiva

A abordagem da diferença regressiva consiste em, que quando dada a discretização do

domínio, aproxima-se a derivada no ponto xi fazendo uso da informação do ponto pre-

cedente, ou seja, em xi −∆x. A seguir, um exemplo de diferença regressiva de primeira

ordem para a primeira derivada:
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∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=xi

=
ui − ui−1

∆x
.

3. Diferença Centrada

O procedimento da diferença centrada compreende-se em dada a discretização do domínio,

aproximar a derivada no ponto xi fazendo uso da informação do ponto precedente e

subsequente, ou seja, em xi−∆x e xi +∆x. A seguir, um exemplo de diferença centrada

de primeira ordem para a primeira derivada:

∂u

∂x

∣
∣
∣
∣
x=xi

=
ui+1 − ui−1

2∆x

Método de Volumes Finitos (MVF)

Assim como no MDF, o método de volumes őnitos compartilha objetivos semelhantes e eles

só se caracterizam se as equações aproximadas obtidas após a discretização, forem feitas através

de um balanço no volume de controle őnito. Ganha destaque em problemas que envolvem a

conservação de propriedades.

O processo inicial é idêntico, iniciando com a discretização da geometria do problema e

construindo a malha, cada ponto (nó) gerado recebe o nome de volumes őnitos (volumes de

controles).

Posteriormente, deve-se escrever as ED de governo em termos de equações integrais de vo-

lume em cada volume de controle. Para a obtenção da aproximação dessas integrais, utilizam-se

de métodos numéricos, como a regra do ponto médio ou a regra dos trapézios, representando as

propriedades em cada volume. Gerando assim, o sistema de equações que devem ser resolvidos

para obtenção da solução aproximadas da ED requerida.

Método de Elementos Finitos (MEF)

A discretização do corpo do problema formará subdomínios que serão denominados como

elementos őnitos e eles podem tomar formas triangulares. Métodos como Método Variacio-

nal, Método Direto e Métodos dos Resíduos Ponderados, auxiliam na obtenção das equações

algébricas associadas as ED.

Para tornar a abordagem numérica mais apropriada, é necessário considerar a complexidade

das condições de contorno associadas ao problema a ser solucionado.

3.1.2 Métodos analíticos

Os Métodos Analíticos são aplicados em problemas que envolvem ED, quando for possível

a obtenção da solução exata, que por vezes são expressas como polinômios, exponenciais e

outros. Alguns desses Métodos são Método de Transformada de Laplace, Método de Separação

de Variáveis e Método de Serie de Potência.
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3.2 Condições auxiliares

Na resolução de problemas relacionados a equações diferenciais parciais, é fundamental

impor restrições especíőcas ao problema. Essas restrições podem se manifestar como condições

de contorno, que se aplicam às fronteiras da geometria envolvida, ou como condições iniciais, que

descrevem o estado inicial do processo transiente. As condições auxiliares serão então o conjunto

das condições de contorno com as condições inciais. A existência e a correta especiőcação dessas

condições auxiliares são cruciais para garantir a solução do problema.

A seguir, encontra-se detalhado a condição inicial e três condições de contorno que são

frequentemente empregadas nos problemas.

3.2.1 Condições iniciais

As condições iniciais desempenham um papel de extrema importância na resolução de pro-

blemas que envolvem equações diferenciais. Elas fornecem informações cruciais que são neces-

sárias para determinar uma solução única e para compreender a evolução do sistema ao longo

do tempo ou em um domínio especíőco. Caso contrário, obtém-se uma família de soluções, cada

uma com valores diferentes em cada etapa do processo. Portanto, é importante que os dados

iniciais sejam fornecidos de maneira precisa para todas as variáveis e em toda a geometria,

juntamente com as condições de contorno. Uma variável independente será mantida constante

e os valores, tanto das soluções, quanto das derivadas parciais em relação a esse parâmetro őxo,

será imposta em função de outras variáveis. Sendo do tipo:

u(x, 0) = f(x),
∂
∂t
u(x, 0) = g(x)

de modo que, f(x) e g(x) são funções dadas.

3.2.2 Condições de contorno

Após a formulação de um sistema de equações a ser resolvido, designamos como condições de

contorno ou condições de fronteira todas as especiőcações adicionais ou restrições que devem ser

atendidas na fronteira do domínio de um problema. Tais condições são de relevância primordial

para a deőnição integral de um problema e para garantir a obtenção de uma solução única e

substancial. As principais condições são do tipo:

Contorno de Dirichlet

Nomeada em honra a Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), essa condição, ao ser

aplicada a uma equação diferencial, estipula os valores que a solução deve assumir na fronteira

do domínio da seguinte forma:

u(x) = f(x),
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em que u(x) é a função desconhecida e f(x) é a função dos valores de u deőnida na fronteira

do domínio.

Contorno de Neumann

Recebe esse nome devido ao John Von Neumann (1903-1957), em que, ao ser aplicada a uma

equação diferencial, seja ela ordinária ou parcial, a condição estipula os valores que a derivada

da solução deve ter na fronteira do domínio, expressada como:

∂u
∂n

= f(x),

sabendo que f é uma função conhecida deőnida no contorno que estipula o valor de u nas

bordas.

Contorno de Robin

Nomeado graças a Victor Gustave Robin (1855-1897). Em sua aplicação na equação difen-

cial, a condição é cosiderada mista por combinar a condição de contorno de Dirichlet com a de

Neumann e ela pode ser escrita como sendo a combinação linear da solução com a derivada na

fronteira. Elas são do tipo:

α ∂u
∂n
(x) + βu(x) = f(x),

onde α e β são constantes dadas, f(x) é uma função conhecida deőnida no contorno.

Note que a partir da condição de contorno de Robin é possível observar alguns casos espe-

ciais. Quando α = 0, nota-se que corresponde a condição de Dirichlet. Por outro lado se β = 0

têm-se a condição de Neumann. Por őm, se α, β ̸= 0, temos o cenário misto, que representa

justamente a condição de contorno de Robin.

3.3 Solução de sistemas lineares

Para a resolução de sistemas lineares, existem dois tipos de abordagens numéricas, sendo

elas: a aplicação de Métodos Diretos ou a aplicação dos Métodos Iterativos.

3.3.1 Métodos diretos

São técnicas que, ao ser aplicado um número őnito de operações sobre a equações do sistema

linear, teoricamente levam à obtenção da solução exata. No entanto, na prática, essa solução

não será precisa devido ao acúmulo erros que podem ocorrer dependendo das características do

sistema e de cargas nas operações aritméticas. Esse acúmulo acarreta soluções divergentes em

relação a solução exata. Contudo, não é possível a aplicação desse método para todos os tipos

de problemas que envolvam a resolução de sistema lineares, uma vez que, os erros são inevi-

táveis e, para isso surge o desenvolvimento de estratégias que trazem como intuito principal
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amenizar os efeitos dos erros. Os principais métodos diretos são o Método de Eliminação de

Gauss (MEG) e Decomposição em LU.

OPERAÇÕES ELEMENTARES - LINHA

1. Multiplicação de uma linha por uma constante não-nula

exemplo: Li ← c · Li, c ∈ R, c ̸= 0, i = 1, 2, . . . , n.

2. Troca de posição entre duas linhas

exemplo: Li ⇌ Lj; i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j.

3. Adição de um múltiplo de uma linha a outra linha

exemplo: Li ← Li + c · Lj, c ∈ R, c ̸= 0, i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j.

Matrizes equivalentes

Duas matrizes são ditas equivalentes entre si quando for possível transformar uma na outra

por meio de um número őnito de transformações elementares.

Sistema de equações equivalentes

São sistemas de equações equivalentes quando o vetor solução for o mesmo um do outro.

Matriz triangular

As matrizes triangulares podem ser classiőcadas em:

a) Inferior: Matriz quadrada em que todos os elementos acima da diagonal principal são

nulos.

L =












l11 0 0 · · · 0

l21 l22 0 · · · 0

l31 l32 l33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

ln1 ln2 ln3 · · · lnn












b) Superior: Matriz quadrada em que todos os elementos abaixo da diagonal principal são

nulos.

U =












u11 u12 u13 · · · u1n

0 u22 u23 · · · u2n

0 0 u33 · · · u3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · unn











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Método de Eliminação de Gauss (MEG)

A técnica de Eliminação de Gauss consistem em aplicar sobre as equações do sistema linear

operações elementares com a őnalidade de as transformarem em um sistema linear equivalente,

Ax = b ⇒ Ãx = b̃ ,

em que Ãx é uma matriz triangular superior, logo, o sistema őca fácil de ser resolvido e a solução

encontrada será a mesma solução do sistema original. Devido a erros de arredondamentos

da máquina operacional e o nível de sensibilidade do sistema linear a pertubações em seus

dados de entrada, o resultado obtido no processo é uma aproximação. Mas cabe ressaltar

que, dependendo dessas características e do método numérico utilizado, essa aproximação pode

ser descartada devido a alta carga de erros. Para o método de Eliminação de Gauss, podemos

separar o processo em duas fases, em que a primeira é a eliminação e a segunda é a substituição.

• 1ª FASE - Eliminação

Consiste em realizar operações elementares nas linhas da matriz aumentada de um sis-

tema de equação do tipo Ax = b para obter um sistema de equação triangular superior

equivalente Ãx = b̃, após (n-1) passos, logo o sobrescrito representa o passo em que é

realizado as operações elementares no sistema, até que ele atinge o formato de triangular

superior.

A matriz ampliada do sistema Ax = b se caracteriza como sendo a junção da matriz

dos coeőcientes A com o vetor dos termos independentes b. As operações aplicadas a

essa matriz devem ser feitas respeitando uma ordem bem deőnida, a őm de minimizar os

custos computacionais por se tratar de métodos numéricos.









a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 . . . ann bn









TRANSFORMAÇÃO ELEMENTAR

−→












a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13 . . . a

(0)
1n b

(0)
1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2n b

(1)
2

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n b

(2)
3

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . a
(n−1)
nn b

(n−1)
n












• 2ª FASE - Substituição

Essa fase consiste em encontrar a solução por meio do sistema linear triangularizado no

qual foi obtido na etapa anterior. Para isso, opta-se por utilizar a técnica de substituições

retroativas, quando a partir de xn vai se obtendo regressivamente todas as outras, isto é,

xn−1, xn−2, . . . , x1.
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Decomposição em LU

A Decomposição em LU consiste em dado uma matriz, transformá-la como produto de

outras duas matrizes conhecidas ou mais simples, com o propósito de auxiliar nos cálculos.

Ax = b ⇒ LUx = b.

Teorema 4.2 Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, seja Ak a matriz constituída das

primeiras k linhas e colunas de A. Suponha que det(Ak) ̸= 0 para k = 1, 2, . . . , (n− 1). Então,

existe uma única matriz triangular inferior L = (lij), com l11 = l22 = . . . = lnn = 1, e uma única

matriz triangular superior U = (uij), tal que L · U = A. Além disso, det(A) = u11 · u22 . . . unn

As matrizes L e U podem ser determinadas utilizando o conceito fundamental do Método

de Eliminação de Gauss supracitado. A matriz U é triangular superior, obtida na etapa őnal

do processo, enquanto L é matriz triangular inferior em que os elementos da diagonal principal

são unitários, ou seja, tem o valor sendo 1 e, os elementos abaixo são multiplicadores com o

sinal trocado da K etapa da fase do método utilizado para encontrar a matriz U .

Para obtenção da solução do sistema Ax = b utilizando o Método Decomposição em LU,

basta executar as seguintes etapas:

• 1ª ETAPA - Obter a fatoração de A como sendo A = L · U , que implica em resolver um

sistema sendo LUx = b.

• 2ª ETAPA - Fazer Ux = y, que implicará em Ly = b.

• 3ª ETAPA - Resolver o sistema triangular inferior Ly = b.

• 4ª ETAPA - Resolver o sistema triangular superior Ux = y, que será a solução do sistema

de equação Ax = b.

3.3.2 Métodos iterativos

Os Método Iterativos são técnicas numéricas que consistem na aplicação de esquemas ite-

rativos com a őnalidade obter a solução do sistema de equação, gerando a partir de um vetor

de chute inicial x(0), uma sequência de vetores x(K) que converge para a solução exata.

Um fato interessante dos métodos iterativos é que eles podem ser aplicados em sistemas li-

neares de grande porte e também em esparsos, pois conseguem economizar memória ao utilizar

a estrategia de armazenamento de informações em vetores, aplicando técnicas de multiplicação

de matriz - vetor.

SISTEMAS LINEARES ESPARSOS

Sistema Lineares Esparsos são aqueles no qual a matriz A dos coeőcientes possuem maior

quantidade elementos nulos em relação aos elementos não-nulos.

Exemplo:

Licenciatura em Matemática



20 SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS ELÍPTICA












a11 0 a13 . . . 0

0 a22 0 . . . 0

a31 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

an1 0 0 . . . ann























x1

x2

x3

...

xn












=












b1

b2

b3
...

bn












Um sistema linear do tipo Ax = b, em que o det(A) ̸= 0, A ∈ R
n×n e x, b ∈ R

n×1, pode ser

reescrito como:

b− Ax = 0. (3.6)

A Eq. 3.6 é o mesmo que resolver um problema de encontrar zeros de funções.

Dentre os métodos clássico para a resolução de sistemas lineares, citamos os métodos de

Jacobi e Gauss-Seidel, ambos com őnalidade de encontrar a solução aproximada do sistema

linear de equações.

Jacobi

Considerando que o problema a ser resolvido seja do tipo Ax = b, podemos decompor a

matriz A dos coeőcientes de um sistema linear como sendo a soma de três, sendo elas L,U e

D. A L (Lower) é a matriz triangular inferior que consiste exclusivamente nos elementos da

matriz A localizados abaixo da diagonal principal. A matriz U (Upper) é triangular superior,

formada apenas pela parte da matriz A acima da diagonal principal. Por őm, D (Diagonal) é

a matriz diagonal constituída unicamente pelos elementos que compõem a diagonal da matriz

A. Podendo ser apresentada da seguinte forma:












a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 an3 · · · ann












︸ ︷︷ ︸

A

=












0 0 0 · · · 0

a21 0 0 · · · 0

a31 a32 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

an1 an2 an3 · · · 0












+

︸ ︷︷ ︸

L












a11 0 0 . . . 0

0 a22 0 . . . 0

0 0 a33 . . . 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . ann












+

︸ ︷︷ ︸

D












0 a12 a13 · · · a1n

0 0 a23 · · · a2n

0 0 0 · · · a3n

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · 0












︸ ︷︷ ︸

U

(3.7)

Logo

Ax = b ⇒ (L+D+U)x = b ⇒ Dx = −(L+U)x+b ⇒ x = −D−1(L+U)x+D−1b.

A solução pelo processo iterativo do Método de Jacobi será dado por:

x(k+1) = −D−1(L+ U)
︸ ︷︷ ︸

BJ

x(k) +D−1b
︸ ︷︷ ︸

g

para um x(0) e k ≥ 0,
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em que BJ é a matriz iteração de Jacobi.

Outra forma de deduzir o método é isolando o x no sistema linear. Seja Ax = b, um sistema

possível e determinado, com n equações e incógnitas como o sistema Eq. 5.3, basta isolar xi,

com i = 1, 2, 3, . . . , n, e assim o método iterativo őcará da seguinte forma:

x
(k+1)
1 =

b1 − a12x
(k)
2 − a13x

(k)
3 − a14x

(k)
4 − · · · − a1nx

(k)
n

a11
,

x
(k+1)
2 =

b2 − a21x
(k)
1 − a23x

(k)
3 − a24x

(k)
4 − · · · − a2nx

(k)
n

a22
,

x
(k+1)
3 =

b3 − a31x
(k)
1 − a32x

(k)
2 − a34x

(k)
4 − · · · − a3nx

(k)
n

a33
,

...

x(k+1)
n =

bn − an1x
(k)
1 − an2x

(k)
2 − an3x

(k)
3 − · · · − ann−1x

k
n−1

ann
,

onde k indica a iteração anterior e k + 1 a iteração atual.

Logo, x(k+1) = BJx
k + g, no qual:

BJ =












0 −a12
a11

−a13
a11

− . . . −a1n
a11

−a21
a22

0 −a23
a22

− . . . −a2n
a22

−a31
a33

−a32
a33

0 − . . . −a3n
a33

...
...

...
. . .

...

− an1

ann
− an2

ann
− . . . −an,n−1

ann
0












e g =












b1
a11
b2
a22
b3
a33
...
bn
ann












.

Gauss-Seidel

De mesma forma ao método de Jacobi, o Método de Gauss-Seidel emprega abordagens ite-

rativas na busca da solução de sistemas lineares fazendo do uso da partição encontrada Eq. 3.7.

Ax = b ⇒ (L +D + U)x = b ⇒ (D + L)x = −Ux + b ⇒ x = −(D + L)−1Ux +

(D + L)−1b

O esquema iterativo pelo Método de Gauss- Seidel őcará da seguinte maneira:

x(k+1) = −(D + L)−1Ux(k)

︸ ︷︷ ︸

BGS

+(D + L)−1b
︸ ︷︷ ︸

g

para um x(0) e k ≥ 0.

Ou pode ser escrito como:

x(k+1) = −D−1Lx(k+1) −D−1Ux(k) +D−1b .

Em notação de sistema linear, tem-se:
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x
(k+1)
1 =

b1 − a12x
(k)
2 − a13x

(k)
3 − a14x

(k)
4 − · · · − a1nx

(k)
n

a11
,

x
(k+1)
2 =

b2 − a21x
(k+1)
1 − a23x

(k)
3 − a24x

(k)
4 − · · · − a2nx

(k)
n

a22
,

x
(k+1)
3 =

b3 − a31x
(k+1)
1 − a32x

(k+1)
2 − a34x

(k)
4 − · · · − a3nx

(k)
n

a33
,

...

x(k+1)
n =

bn − an1x
(k+1)
1 − an2x

(k+1)
2 − an3x

(k+1)
3 − · · · − ann−1x

(k+1)
n−1

ann
,

onde k indica a iteração anterior e k + 1 a iteração atual.

Nota-se que o Método de Gauss-Seidel se beneőcia do uso das informações mais atualizadas.

A utilização de dados recentes torna o esquema mais eőcaz, pois geralmente leva a uma con-

vergência mais rápida. No entanto, é importante ressaltar que a convergência não é garantida

e depende da satisfação dos critérios de convergência.

Embora o método seja eőcaz, ele sofre inŕuência sobre a escolha inicial das estimativas, ou

seja, dependendo do chute inicial, o método poderá divergir da solução esperada. Por isso, para

a seleção do método apropriado, deve-se levar em conta as características do sistema linear a

ser resolvido.

3.3.3 Critérios de convergência para métodos iterativos

É possível estabelecer critérios que permitem determinar se a solução do sistema linear após

a aplicação do método iterativo, irá convergir para a solução esperada. Seja x(0) ∈ Rn condição

inicial para o método iterativo, calcula-se:

x(k+1) = Bx(k) + g; k ≥ 0 (3.8)

em que B ∈ R
n×n é a matriz iteração e g ∈ R

n. Dado uma sequência x(k) obtida pela Eq.

5.3, têm-se que a sequência xk converge para x se:

limk→∞ x(k) = x

A condição tanto necessária, quanto suőciente para a convergência do processo iterativo

deőnido é de que

ρ(B) = max
i=1,...,n

|λi| < 1

em que λ representa os autovalores da matriz B e ρ é o raio espectral.

Pelo critério geral temos como condição suőciente de convergência que para qualquer norma

de matrizes

||B|| < 1.
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Neste trabalho não será apresentado a demonstração, mas elas podem ser encontradas em [1].

3.3.4 Norma

Para calcular a distância entre dois vetores ou entre duas matrizes, utiliza-se das normas.

Elas são aplicadas como critério de parada dos métodos iterativos, de modo que, fornece a

informação da proximidade do valor estimado x̃ do valor exato x denominado como erro.

Deőne-se norma de vetor x ∈ Rn, adotando a simbologia ||x||, um número real que satisfaz

as seguintes propriedades:

• ||x|| ≥ 0 e ||x|| = 0 se, e somente se, x = 0 (vetor nulo);

• ||λx|| = |λ| ||x||, ∀λ ∈ R;

• ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (desigualdade triangular).

A seguir, encontra-se alguns exemplos de normas de vetores:

1. Norma inőnita ou norma do máximo:

||x||∞ = max
1≤i≤n

|xi|;

2. Norma 1 ou norma da soma dos módulos:

||x||1 =
n∑

i=0

|xi|;

3. Norma 2 ou norma euclidiana:

||x||2 = ||x|| =

√
√
√
√

n∑

i=1

x2
i .

Equivalência de Norma

Dizemos que duas normas ||.||a e ||.||b são equivalentes se existem constantes k1 e k2 tais que

k1||x||a ≤ ||x||b ≤ k2||x||a, ∀x ∈ R
n.
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4.2 Elementos de um método multigrid: suaviza-

dores

O multimalha desempenha um papel muito importante, inŕuenciando no comportamento de

convergência dos métodos iterativos estacionários como Jacobi e Gauss - Seidel. Esses métodos

são destaques na eliminação dos componentes dos erros de alta frequência, no entanto, revelam-

se menos eőcazes na remoção dos componentes suaves. Portanto, é por esse motivo que recebem

o nome de suavizadores, atuando na relaxação dos componentes em frequências altas. Pelo fato

de não serem eőcientes em baixas frequências, opta-se pela correção em malhas (grids) mais

grosseiras.

Quanto ao comportamento dos erros, Briggs et al. (2000)[4] aőrma que empregar o sistema

homogêneo Au = 0 é suőciente. Como a solução exata para o problema (u = 0) é conhecida,

o erro da aproximação fornecida por v é simplesmente −v. Com o intuito de simpliőcar os

cálculos, considere o cenário unidimensional da equação de Poisson com condições de contorno

de Dirichlet e uma estimativa inicial, que pode ser representada em termos de modos. Utiliza-se

dos modos de Fourier representados por

v
(0)
j = sin

(
jkπ

n

)

0 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− 1.

em que k denota a frequência, ou número de ondas, indicando a metade do número de períodos

da função seno no domínio do problema, v(0)j indica a j-ésima componente do vetor v(0). Com

k indicando quantas meia-senóides existem no domínio, temos algumas deőnições como

• Se 1 ≤ k ≤ N/2, os modos de Fourier são denominados suaves.

• Se N/2 ≤ k ≤ N − 1, os modos de Fourier são denominados oscilatórios.

Na őg. 4.2 encontra-se a representação gráőca da aproximação inicial da solução.

No geral, médias e altas frequências do erro estão relacionadas a autovalores próximos a

zero em métodos iterativos do tipo suavizador o que torna a aplicação do suavizador eőciente

na eliminação desses componentes de erro.
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5. MATRIZ DO PROBLEMA

O processo de condução térmica consiste na propagação do calor ao longo de um corpo

elevando as temperaturas, que por conseguinte forma-se gradientes térmicos. Essa transferência

pode ser por condução, convecção ou radiação, podendo também ser classiőcado como regime

transiente ou regime permanente. Sendo o primeiro citado, um processo em que a temperatura

oscila em vários pontos do sistema e em função do tempo, de modo que o ŕuxo de calor seja

transitório. Para o regime permanente tem-se que a temperatura varia para cada ponto do

sistema, mas o calor permanece constatante.

O estudo de problemas que envolvem a distribuição de calor em um corpo se reconstitui

há muitos séculos devido a sua relevância em solucionar os cenários encontrados no cotidiano,

que são modelados por este processo. Situações que envolvem a transferência de calor possuem

uma grande aplicação em áreas como a engenharia mecânica, química, nuclear e muitos outros

campos. Objetiva-se analisar o comportamento da distribuição de temperatura em meio a

condições impostas na fronteira, ou seja, determinar os campos de temperatura resultante

dessas condições da matéria.

A utilização de modelos pautados em estratégias numéricas para resolver problemas de ŕuxo

de calor oferece uma série de benefícios, mostrando ter uma vantagem em relação a métodos

experimentais. O estudo incide sobre a condução térmica, considerando como um fenômeno

bidimensional com ausência de geração interna de calor e em estado estacionário em uma placa

quadrada de dimensão 2× 2.

O problema de condução de calor pode ser modelado pela equação diferencial parcial de

Laplace e, para o trabalho, será estudado o caso 2D, que se apresenta na Eq. 5.1 em coordenadas

cartesianas como

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
= 0, (5.1)

em que T é a temperatura.

Para as solução numérica desse problema físico, é empregado o Método das Diferenças Fini-

tas (MDF) na resolução da Eq. 5.1 como modelagem discreta, com a őnalidade de transformar

em um problema de coeőciente algébricos, de modo que o que era contínuo, passe a ser discreto.

Logo, a discretização da Eq. 5.1 pelo MDF para uma placa quadrada em que o ∆x = ∆y será

dada por:
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que a representação gera uma matriz penta diagonal da maneira que é apresentada na Eq. 5.5:







































4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 4 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 −1 4 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 4 −1 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 4 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4







































︸ ︷︷ ︸

A







































T2,2

T2,3

T2,4

T2,5

T3,2

T3,3

T3,4

T3,5

T4,2

T4,3

T4,4

T4,5

T5,2

T5,3

T5,4

T5,5







































︸ ︷︷ ︸

x

=







































20

10

10

20
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(5.5)

Ax = b

Os sistemas lineares que aparecem na prática modelados pelas ED, normalmente são de

grande porte, ou seja, consideráveis quantidades de equações e incógnitas. Por isso, inviabiliza

qualquer tipo de abordagem que não recorra a esquemas numéricos para obtenção da solução.

Além do objetivo principal de encontrar uma solução aproximada ou pontual, é crucial mini-

mizar o erro, que é a diferença entre a solução aproximada e a solução exata, para assegurar a

validade do método.
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6. RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste espaço encontra-se os resultados obtidos durante a execução dos algoritmos com-

putacionais dos métodos juntamente com uma análise alinhada aos estudos teóricos sobre a

temática. A estratégia utilizada para organização deste tópico foi, à priori, apresentar os dados

de maneira clara e concisa, utilizando de tabelas e gráőcos para dispor da melhor forma as

principais observações. Consecutivamente, os resultados serão discutidos em paralelo com a

literatura utilizada no trabalho.

A discussão será dividida em várias seções temáticas, começando com o resultado obtido do

problema proposto na placa, em que os métodos de Gauss-Jabobi e Gauss-Seidel são analisados.

Após, é realizada a análise do erro, mostrando a ação do método em suavizar a oscilações do

erro. Por őm, o tópico que contempla o método multigrid, de forma em que sua eőciência será

exposta em relação ao demais métodos.

Objetiva-se em não apenas apresentar os dados na forma pura, mas também em fornecer uma

visão mais abrangente das implicações teóricas alinhadas com as práticas, visando contribuir

para o avanço do conhecimento cientíőco e servindo de inspirações para trabalhos futuros.

6.1 Preliminares

O multimalha será explorado a őm de identiőcar a eőciência quanto a velocidade de con-

vergência, auxiliando manter a qualidade dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. A estratégia

utilizada consistirá em confrontar os dados obtidos durante o ensaio com os resultado advindos

da solução analítica.

O estudo do multimalha foi em torno do ciclo V com diferentes níveis, sendo 2 níveis, 3

níveis e 4 níveis, com a őnalidade de identiőcar a inŕuência desses no aproximação da solução.

Ademais, fez-se o estudo aplicando somente os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel na forma

mais pura. Posteriormente, desenvolveu-se o método multimalha e para as etapas de restrição

e prolongamento, optou-se pelas estratégias de ponderação completa e interpolação bilinear,

respectivamente.

Ressalta-se que a tolerância utilizada foi 10−6 para todos os casos, mas esse valor poder ser

variado e isso implicará em mais ou menos iterações para aproximar a solução com a tolerância

desejada. Para o chute inicial, optou-se pelo vetor nulo.

Os números de iterações foram atribuídos para dois níveis consecutivos, de forma que o

menos reőnado possua o dobro de iterações do mais reőnado. No primeiro nível aplicou-se duas
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Tabela 6.1: Comparação de métodos iterativos de Gauss-Seidel e Gauss-Jacobi
Método Dimensão Número de Iterações Tempo Médio [s]

GJ 17× 17 654 2,43885
GS 17× 17 345 0,83188

GJ 33× 33 2336 42,1029
GS 33× 33 1240 13,9402

GJ 65× 65 8198 463,6565
GS 65× 65 4388 210,285

Fonte: A autora

mais eőciente, tanto em termos do número de iterações, quanto ao tempo de CPU. No entanto,

mesmo possuindo notável eőcácia, o número de iterações permanece elevado e o tempo de CPU

é signiőcativo. Vale ressaltar que, no contexto do problema descrito, só foi possível observar

resultados favoráveis devido à natureza esparsa da matriz. Essa propriedade da matriz contribui

signiőcativamente para a eőciência de métodos como esses.

6.3 Análise do processo de suavização do erro

Os métodos do tipo suavizadores apresentam uma taxa de progresso mais lenta devido à

demora em atenuar baixa frequência de erro. Com o propósito de elucidar tal comportamento e

esclarecer a característica de que métodos iterativos são eőcazes na redução dos erros associados

a altas frequências, será abordado a equação de Laplace bidimensional apresentada no capítulo

anterior, com as mesmas dimensões e condições de contorno.

Note que a solução analítica do problema descrito da equação de Laplace (5.1) é dada pela

condição, ou seja, T = 10 oC. Ao aproximar essa equação pelo método de diferenças őnitas

centradas de segunda ordem, com a malha discretizada em dimensão 17 × 17, resulta-se no

sistema linear de equações. Esse sistema pode numericamente ser resolvido pelo método de

Jacobi. Para os testes, considere uma condição inicial dada por

T0(x, y) = sin(10x) + cos(5y). (6.1)

A Fig.6.2 representa a evolução do módulo do erro após 0, 1, 50 e 1000 iterações. O erro e

é deőnido como

e = |T k − 10|,

em que k representa as iterações.

É notório que, com um número determinado de iterações, o método é capaz de suavizar

as oscilações do erro (passagem de 0 a 1 e 1 a 50). mas quando esse erro já se encontra em

baixas frequências, o Jacobi não consegue atuar com eőciência, que é explicitado na passagem

de 50 a 1000 iterações, pois não é visto com formas similares a gaussianas com erro máximo

observado no centro do domínio. Demonstrando a capacidade efetiva que o método tem de agir

efetivamente em altas frequências de erro, podendo ser considerado como suavizador.

Licenciatura em Matemática





RESULTADOS E DISCUSSÕES 41

comparativo, o mesmo método foi adicionado como suavizador em simulações de multimalha

em níveis de 2 a 4, conforme apresentado nos resultados.

Tabela 6.2: Análise da eőciência do método Multimalha - Gauss-Jacobi.
Método Dimensão Número de Iterações Tempo Médio [s]

GJ 17× 17 654 2,43885
GJM2 17× 17 38 0,70987
GJM3 17× 17 11 0,1523
GJM4 17× 17 12 0,4409

GJ 33× 33 2336 42,1029
GJM2 33× 33 131 10,4947
GJM3 33× 33 19 1,15507
GJM4 33× 33 12 1,6816

GJ 65× 65 8198 463,6565
GJM2 65× 65 457 151,9540
GJM3 65× 65 59 15,2623
GJM4 65× 65 16 6,8984

GJ 129× 129 > 6h > 6h
GJM2 129× 129 > 6h > 6h
GJM3 129× 129 196 282,8660
GJM4 129× 129 26 45,4955

Fonte: A autora

Nota-se que para uma mesma dimensão, o método multimalha se mostrou mais eőcaz tanto

na velocidade de convergência, quanto no número de iterações. Porém, o número de níveis em

uma mesma malha não implica em resultados melhores, isso pode ser visto com os dados do

multimalha de nível 3 e nível 4. O que pode-se inferir é que para problemas com um número

pequeno de variáveis, o custo adicional em processamento para transferência de informação

entre malhas é superior ao tempo que o método malha única demanda para atingir a tolerância

deőnida. Mas já para malhas de dimensões maiores como 65×65 e 129×129 ao serem submetidas

a camadas superiores, tem ganhos signiőcativos.

Contudo, o nível é um fator que inŕuencia a eőcácia do multimalha. Por exemplo, ao conside-

rar uma malha de dimensões 129×129, percebe-se que não é vantajoso aguardar a convergência

quando submetida ao método em uma única malha, pois o tempo de CPU é consideravelmente

maior, o que se mantém para duas malhas. No entanto, ao lidar com problemas de maior

dimensão, método demonstra resultados signiőcativos. Essa observação é particularmente útil,

pois ao enfrentar desaőos dessa magnitude, a escolha por níveis mais elevados é preferível, dada

a grande quantidade de pontos em níveis inferiores, resultando em uma eőciência aprimorada

dos suavizadores.

Independentemente do tamanho da malha, o resultado foi satisfatório para todos os níveis.

Dessa forma, o método multigrid revela-se ser uma escolha mais eőciente e rápida para resolver

o problema em questão, comparado a utilizar o Jacobi em um único malha.

Como foi visto pela tab.6.1 o método Gauss-Seidel apresentou ser mais rentável que o Gauss-
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Jacobi. Para veriőcar se essa vantagem permanece ao fazer o uso da metodologia do multimalha,

realizou-se os mesmo ensaios do suavizador apresentado anteriormente e gerou-se a Tab. 6.3

Tabela 6.3: Análise da eőciência do método Multimalha - Gauss-Seidel.
Método Dimensão Número de Iterações Tempo Médio (segundos)

GS 17× 17 345 0,83188
GSM2 17× 17 23 0,27435
GSM3 17× 17 9 0,201724
GSM4 17× 17 11 0,247794

GS 33× 33 1240 13,9402
GSM2 33× 33 78 4,1074
GSM3 33× 33 11 1,05882
GSM4 33× 33 18 1,8144

GS 65× 65 4388 210,285
GSM2 65× 65 274 69,24148
GSM3 65× 65 32 1,2731
GSM4 65× 65 20 8,3316

GS 129× 129 > 6h > 6h
GSM2 129× 129 > 6h > 6h
GSM3 129× 129 107 203,320
GSM4 129× 129 20 33,7799

Fonte: A autora

Analisando a Tab.6.3, é possível fazer as mesmas avaliações que foram observadas no método

de Jacobi. No entanto, ao comparar a Tab.6.2 com a Tab.6.3 nota-se uma grande discrepân-

cia nos resultados, destacando o desempenho superior do método Gauss-Seidel em relação ao

Jacobi. Essa superioridade era esperada, uma vez que, os dados obtidos corroboram com a lite-

ratura, em que a eőcácia do Gauss-Seidel em suavizar os erros é maior do que o Jacobi. Assim

como visto no problema anterior, as malhas 17 × 17 33 × 33 não obtém um bom desempenho

em níveis superiores a 3, tendo em vista que o custo operacional, que é o que visa minimizar,

őque maior.

6.5 Speedup

A eőciência do método malha única comparada ao multimalha, pode ser observada com

os resultado do speedup. Em linhas gerais, ele é uma ferramenta que expressa a medida do

ganho de desempenho obtido na comparação do tempo de execução método de referência com

o método otimizado. Sua utilização está em várias áreas e contextos, entretanto possui uma

grande aplicação na analise de desempenhos software, dos algoritmos e aőns. No caso deste

trabalho, será comparado o tempo de CPU dos métodos malha única (método de referência)

com o multimalha (método otimizado).

O speedup pode ser deőnido como

S =
Tempo de execução do singlegrid
Tempo de execução do multigrid

. (6.2)
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analítica verossímil determinar o termo fonte, aplicando essa solução na equação diferencial.

Sendo assim, o problema diferencial permite veriőcar as metodologias investigando os erros de

implementações do algoritmo.

Considerando o mesmo problema da condução térmica apresentada no secção 5, a proposta

deste trabalho será utilizar solução analítica deőnida em Eq. 6.3

T (x, y) = cos(x)sin(y) (6.3)

o termo-fonte f gerado da solução analítica, é obtido fazendo a aplicação na equação de

Laplace, őcando da forma com que é apresentado na Eq.6.4

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
= −2cos(x)sin(y) (6.4)

Por tanto, ao fazer esse processo o operador de Laplace se "transforma"em uma equação de

Poisson que está representada pela Eq.6.4, com a condição de contorno determinada usando a

solução dada pela Eq. 6.3. A partir desse novo problema que se fará o estudo da ordem de

convergência, neste caso deverá ser 2, pois usou-se o método de diferenças őnitas de 2ª ordem,

validando ou não o algoritmo dos métodos aplicados para resolver a Eq.5.2. ordem,

A őm de obter essa ordem utiliza-se a expressão dada por.

O =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

log(
Erro∆h

2

Erro∆h
)

log(2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

em que

Erro∆h = ||Taprox − Texato||∞

Para veriőcar se o erro está na ordem de h2 realizou-se o estudo de ordem de convergência

em todas as malhas utilizadas no problema da secção 5 e os métodos. A seguir, encontra-se os

dados obtidos, organizados em tabela.

Com base nos dados, pode-se inferir que os algoritmos implementados demonstram eőcácia

na busca da solução aproximada do problema descrito na seção 5.

Na Tab. 6.8 e Tab. 6.9 encontra-se o Speedup do multimalha de 4 níveis tanto utilizando

Gauss-Jacobi, como Gauss-Seidel.

Nas malhas mais grosseiras o método malha única de Jacobi mostrou-se mais eőcaz, uma

vez que, usando o método multimalha de 4 níveis é necessário mais tempo para percorrer todos

os níveis, ultrapassando assim o tempo demandado pelo método malha única para atingir a to-

lerância deőnida. Por outro lado, o método multimalha é eőciente quando o problema apresenta

uma grande quantidade de variáveis, que é o caso da malha 65× 65. Para o método de Gauss-

Seidel é visto pela Tab.6.9 que o método multimalha foi mais vantajoso independentemente da

malha em 4 níveis e, que o ganho se mostrou superior ao método de Gauss-Jacobi.
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Tabela 6.6: Ordem do Gauss-Jacobi.
Método Dimensão Erro Ordem

GJ 17× 17 3,4923e-04 ś
GJ 33× 33 8,8146e-05 1,9862
GJ 65× 65 2,1977e-05 2,0039
GJ 129× 129 > 6h > 6h

GJM2 17× 17 3,4904e-04 ś
GJM2 33× 33 8,8376e-05 1,9817
GJM2 65× 65 2,2047e-05 2,0031
GJM2 129× 129 > 6h > 6h

GJM3 17× 17 3,4924e-04 ś
GJM3 33× 33 8,8163e-05 1,9860
GJM3 65× 65 2,2047e-05 1,9996
GJM3 129× 129 5,5172e-06 1,9986

GJM4 17× 17 3,4924e-04 ś
GJM4 33× 33 8,8163e-05 1,9860
GJM4 65× 65 2,2051e-05 1,9993
GJM4 129× 129 5,5172e-06 1,9988

Tabela 6.7: Ordem do Gauss-Seidel.
Método Dimensão Erro Ordem

GS 17× 17 3,4900e-04 ś
GS 33× 33 8,7289e-05 1,9994
GS 65× 65 1,8631e-05 2,2281
GS 129× 129 > 6h > 6h

GSM2 17× 17 3,4916e-04 ś
GSM2 33× 33 8,7498e-05 1,9966
GSM2 65× 65 1,8813e-05 2,2175
GSM2 129× 129 > 6h > 6h

GSM3 17× 17 3,4925e-04 ś
GSM3 33× 33 8,5723e-05 2,0265
GSM3 65× 65 2,0414e-05 2,0701
GSM3 129× 129 5,3977e-06 1,9191

GSM4 17× 17 3,4941e-04 ś
GSM4 33× 33 9,0805e-05 1,9441
GSM4 65× 65 2,3369e-05 1,9582
GSM4 129× 129 5,5254e-06 2,0804

Tabela 6.8: Speedup do Gauss-Jacobi com método multimalha de 4 níveis.
Dimensão Speedup

17× 17 0,710091104
33× 33 0,806737834
65× 65 1,271299293
129× 129 > 6h
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Tabela 6.9: Speedup do Gauss-Seidel com método multimalha de 4 níveis.
Dimensão Speedup

17× 17 4,411714593
33× 33 18,48862804
65× 65 26,71097
129× 129 > 6h
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7. CONCLUSÕES

Problemas reais muita vezes podem ser modelados através de um conjunto de equações di-

ferenciais parciais. A resolução numérica dessas equações, com a equação de Laplace, muitas

vezes exigem a resolução de sistemas lineares. De forma a resolver sistemas lineares eőcien-

temente, o presente estudo foi realizado dando ênfase ao método multigrid como alternativa

de melhorar a velocidade de convergência dos métodos iterativos, objetivando-se resolver as

equações lineares obtidas do processo de discretização.

O estudo sobre as equações diferenciais existentes, os métodos de discretizações e os métodos

de resoluções de sistemas lineares, permitiu uma visão mais ampla e aprofundada do tema

tratado.

Durante o processo de investigação, foi possível identiőcar que o método multigrid tem um

grande potencial na resolução de problemas que envolvem as Equações Diferenciais Elípticas

se comparado com a aplicação dos suavizadores classicos. Métodos do tipo suavizadores são

efetivos na redução de altas frequências do erro, mas são ineőcientes na atenuação de frequências

mais baixas. Para caracterizar os elementos de método multimalha CS, adotou-se uma estrutura

na forma de ciclo V. Para o conjunto de malhas utilizadas, métodos multimalha foram mais

eőcientes em métricas de tempo de execução e número de iterações.

Esses resultados destacam a importância do estudo e de simulações a respeito do método

multigird, pois fornecem soluções para problemas da indústria de grande magnitude em tempo

hábil.

Ao perpassar por literaturas importantíssimas, que contribuíram muito para o avanço da

temática, foi possível conőrmar a relevância das teorias estudadas. Contudo, nota-se que ainda

há muito o que se explorar como por exemplo: utilizar de números de iterações distintas,

aumentar o nível de malha em problemas mais reőnados, veriőcar as melhores combinações dos

suavizadores nos níveis e por őm, analisar os parâmetros que mais impacta no desempenho do

método e encontrar meios de ajusta-los de forma otimizada. Com a őnalidade de aprimorar as

técnicas e aperfeiçoar os resultados da aplicação do multigrid.

Sugere-se como perspectivas para trabalhos futuros o estudo aprofundado de simulações

aplicadas a equações diferenciais parabólicas. Adicionalmente, propõe-se explorar de maneira

mais detalhada os desaőos associados à difusão térmica, considerando variações temperatura

com o tempo.

Em geral, o estudo foi capaz de contribuir de forma signiőcativa para o entendimento a

respeito do método multigrid, representando um passo importante na busca pelo conhecimento

Universidade Federal de Uberlândia - Faculdade de Matemática



CONCLUSÕES 49

da área de matemática computacional. Os desaőos encontrados ao serem superados pelos

estudos contínuos, mostrou a importância da pesquisa e a busca por soluções.
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A. Apêndice

A.1 Operadores

A.1.1 Resíduo

function r = residuo(A, b, dx)

[N, N] = size(A);

r = zeros(N, N);

% Loop pelos elementos internos da matriz

for i = 2:N-1

for j = 2:N-1

% Cálculo do resíduo

r(i, j) = b(i, j) - (-4 * A(i, j) + (A(i, j - 1) +

A(i, j + 1) + A(i - 1, j) + A(i + 1, j))) / (dx * dx);

endfor

endfor

endfunction

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

A.1.2 Operador de Restrição

% operação de restrição para o multigrid

function A1 = restricao(A0)

[nl,nc] = size(A0);

for i = 3 : 2 : nl-2

for j = 3 : 2 : nc-2

A1((i+1)/2,(j+1)/2) = (4*A0(i,j)+2*(A0(i-1,j)+A0(i+1,j)+

A0(i,j-1)+A0(i,j+1))+A0(i-1,j-1)+A0(i-1,j+1)+A0(i+1,j+1)+A0(i+1,j-1))/16;

endfor

endfor
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endfunction

A.1.3 Operador de Prolongação

function A0 = prolongamento(A1)

% prolongamento

% dimensão malha grossa

[nl,nc] = size(A1);

% injeção direta malha grossa (A1) para malha fina (A0)

for i = 1 : nl

for j = 1 : nc

A0(2*i-1,2*j-1) = A1(i,j);

endfor

endfor

% dimensão malha fina com fator 2

nl = 2*nl - 1;

nc = 2*nc - 1;

% interpolação na direção y

for i = 2 : 2 : nl-1

for j = 1 : 2 : nc

A0(i,j) = ( A0(i-1,j)+A0(i+1,j) ) / 2;

endfor

endfor

% interpolação na direção x

for j = 2 : 2 : nc-1

for i = 1 : nl

A0(i,j) = ( A0(i,j-1)+A0(i,j+1) ) / 2;

endfor

endfor

endfunction

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ
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A.2 Gauss-Jacobi

function [T, erro] = jacobi2(T, b, Niter, k, hy)

% Função de Jacobi para resolver um sistema linear

[N, N] = size(T);

T_new = T;

for iter = 1:Niter

for i = 2:N-1

for j = 2:N-1

% Atualização usando o método de Jacobi

T_new(i, j) = ((T(i, j - 1) + T(i, j + 1) + k * (T(i - 1, j) +

T(i + 1, j)) - b(i, j) * (hy^2)) / (2 * k + 2));

endfor

endfor

% Cálculo do erro

erro = max(max(abs(T_new - T)));

% Atualização para a próxima iteração

T = T_new;

endfor

endfunction

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

function [T] = jacobi3(T, b, Niter, k, hy)

% Função de Jacobi para resolver um sistema linear

[N, N] = size(T);

T_new = T;

for iter = 1:Niter

for i = 2:N-1

for j = 2:N-1

% Atualização usando o método de Jacobi

T_new(i, j) = ((T(i, j - 1) + T(i, j + 1) + k * (T(i - 1, j) +

T(i + 1, j)) - b(i, j) * (hy^2)) / (2 * k + 2));
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endfor

endfor

% Atualização para a próxima iteração

T = T_new;

endfor

endfunction

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

% Limpar console e workspace

clc;

clear;

% Parâmetros iniciais

Niter = 1;

Miter = Niter;

N = 65;

x = 2;

y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Inicializar matriz de temperatura T

T = zeros(N, N);

% Aplicar condições de contorno
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T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

% Inicializar matriz de temperatura temporária

T_new = T;

% Configurar critérios de convergência

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;

% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal para método iterativo (Jacobi)

while (erro > eps)

ciclos = ciclos + 1;

% Chamar função jacobi2 para atualizar a matriz de temperatura

[T, erro] = jacobi2(T, b, Niter, k, hy);

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

A.2.1 Multigrid com Gauss - Jacobi

2 níveis

% Limpar console e workspace

clc;

clear;

% Parâmetros do método de Jacobi com multigrid de 2 níveis

Niter = 1;
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Miter = 20;

N = 129;

x = 2;

y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_new = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;

% Inicialização de variáveis

erro2_inicial = zeros(65, 65);
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% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal do método de Jacobi com multigrid

while (erro > eps)

% Iteração do método de Jacobi

[T, erro] = jacobi2(T, b, 2, k, hy);

% Contagem de ciclos

ciclos = ciclos + 1;

% Cálculo do resíduo

r = residuo(T, b, hx);

A1 = restricao(r);

% Iteração do método de Jacobi para o primeiro resíduo

erro2 = jacobi3(erro2_inicial, A1, 4, k, 2 * hy);

% Prolongamento e correção do campo de temperatura

corr1 = prolongamento(erro2);

T = T + corr1;

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

3 níveis

% Limpar console e workspace

clc;

clear;

% Iteração do método de Jacobi para o multigrid de 3 níveis

% Parâmetros

Niter = 1;

Miter = 20;

N = 33;

x = 2;

y = 2;
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% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_new = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;

% Inicialização de variáveis

erro2_inicial = zeros(17, 17);

erro3_inicial = zeros(9, 9);

% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal do método de Jacobi com multigrid de 3 níveis
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while (erro > eps)

% Iteração do método de Jacobi

[T, erro] = jacobi2(T, b, 2, k, hy);

% Contagem de ciclos

ciclos = ciclos + 1;

% Cálculo do resíduo

r = residuo(T, b, hx);

A1 = restricao(r);

% Iteração do método de Jacobi para o segundo resíduo

erro2 = jacobi3(erro2_inicial, A1, 4, k, 2 * hy);

% Cálculo do resíduo

r1 = residuo(erro2, A1, 2 * hx);

A2 = restricao(r1);

% Iteração do método de Jacobi para o terceiro resíduo

erro3 = jacobi3(erro3_inicial, A2, 8, k, 4 * hy);

% Prolongamento e correção do segundo resíduo

corr2 = prolongamento(erro3);

erro2 = erro2 + corr2;

% Prolongamento e correção do campo de temperatura

corr1 = prolongamento(erro2);

T = T + corr1;

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐś

4 níveis

% Limpar console e workspace

clc;

clear;

% Parâmetros
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Niter = 1;

Miter = 20;

N = 129;

x = 2;

y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_new = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;

% Inicialização de variáveis

erro2_inicial = zeros(65, 65);
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erro3_inicial = zeros(33, 33);

erro4_inicial = zeros(17, 17);

% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal do método de Jacobi com multigrid de 4 níveis

while (erro > eps)

% Iteração do método de Jacobi

[T, erro] = jacobi2(T, b, 2, k, hy);

% Contagem de ciclos

ciclos = ciclos + 1;

% Cálculo do resíduo

r = residuo(T, b, hx);

A1 = restricao(r);

% Iteração do método de Jacobi para o segundo resíduo

erro2 = jacobi3(erro2_inicial, A1, 4, k, 2 * hy);

% Cálculo do resíduo

r1 = residuo(erro2, A1, 2 * hx);

A2 = restricao(r1);

% Iteração do método de Jacobi para o terceiro resíduo

erro3 = jacobi3(erro3_inicial, A2, 8, k, 4 * hy);

% Cálculo do resíduo

r2 = residuo(erro3, A2, 4 * k);

A3 = restricao(r2);

% Iteração do método de Jacobi para o quarto resíduo

erro4 = jacobi3(erro4_inicial, A3, 16, k, 8 * hy);

% Prolongamento e correção do terceiro resíduo

corr3 = prolongamento(erro4);

erro3 = erro3 + corr3;

% Prolongamento e correção do segundo resíduo
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corr2 = prolongamento(erro3);

erro2 = erro2 + corr2;

% Prolongamento e correção do campo de temperatura

corr1 = prolongamento(erro2);

T = T + corr1;

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

A.3 Gauss-Seidel

function [T, erro] = GaussSeidel(T, b, Niter, k, hy)

% Função de Gauss-Seidel para resolver um sistema linear

[N, N] = size(T);

T_old = T;

% Iterações

for iter = 1:Niter

for i = 2:N-1

for j = 2:N-1

% Atualização usando o método de Gauss-Seidel

T(i, j) = ((T(i, j - 1) + T(i, j + 1) + k * (T(i - 1, j) +

T(i + 1, j)) - b(i, j) * (hy^2)) / (2 * k + 2));

end

end

% Cálculo do erro

erro = max(max(abs(T_old - T)));

T_old = T;

end

end

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

function [T] = GaussSeidel2(T, b, Niter, k, hy)

% Função de Gauss-Seidel para resolver um sistema linear
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[N, N] = size(T);

T_old = T;

% Iterações

for iter = 1:Niter

for i = 2:N-1

for j = 2:N-1

% Atualização usando o método de Gauss-Seidel

T(i, j) = ((T(i, j - 1) + T(i, j + 1) + k * (T(i - 1, j)

+ T(i + 1, j)) - b(i, j) * (hy^2)) / (2 * k + 2));

end

end

% Atualização para a próxima iteração

T_old = T;

end

end

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

% Limpar console e workspace

clc;

clear;

% Parâmetros

Niter = 1;

N = 65;

x = 2;

y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

Universidade Federal de Uberlândia - Faculdade de Matemática



Apêndice 65

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_old = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;

% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal do método de Gauss-Seidel

while (erro > eps)

ciclos = ciclos + 1;

% Iteração do método de Gauss-Seidel

[T, erro] = GaussSeidel(T, b, Niter, k, hy);

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

A.3.1 Multigrid com Gauss - Seidel

2 Níveis

% Limpar console e workspace

clc;

clear;
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% Parâmetros

Niter = 1;

Miter = 20;

N = 129;

x = 2;

y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 35;

T_2 = 35;

T_3 = 35;

T_4 = 35;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_old = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;
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% Inicialização de variáveis

erro2_inicial = zeros(65, 65);

% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal do método de Gauss-Seidel com multigrid

while (erro > eps)

% Iteração do método de Gauss-Seidel

[T, erro] = GaussSeidel(T, b, 2, k, hy);

% Contagem de ciclos

ciclos = ciclos + 1;

% Cálculo do resíduo

r = residuo(T, b, hx);

A1 = restricao(r);

% Iteração do método de Gauss-Seidel para o segundo resíduo

erro2 = GaussSeidel2(erro2_inicial, A1, 4, k, 2 * hy);

% Prolongamento e correção do campo de temperatura

corr1 = prolongamento(erro2);

T = T + corr1;

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

3 Níveis

% Limpar console e workspace

clc;

clear;

% Parâmetros

Niter = 1;

Miter = 20;

N = 129;

x = 2;
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y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_old = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;

% Inicialização de variáveis

erro2_inicial = zeros(65, 65);

erro3_inicial = zeros(33, 33);

% Iniciar temporizador

tic
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% Laço principal do método de Gauss-Seidel com multigrid de 3 níveis

while (erro > eps)

% Iteração do método de Gauss-Seidel

[T, erro] = GaussSeidel(T, b, 2, k, hy);

% Contagem de ciclos

ciclos = ciclos + 1;

% Cálculo do resíduo

r = residuo(T, b, hx);

A1 = restricao(r);

% Iteração do método de Gauss-Seidel para o segundo resíduo

erro2 = GaussSeidel2(erro2_inicial, A1, 4, k, 2 * hy);

% Cálculo do resíduo

r1 = residuo(erro2, A1, 2 * hx);

A2 = restricao(r1);

% Iteração do método de Gauss-Seidel para o terceiro resíduo

erro3 = GaussSeidel2(erro3_inicial, A2, 8, k, 4 * hy);

% Prolongamento e correção do segundo resíduo

corr2 = prolongamento(erro3);

erro2 = erro2 + corr2;

% Prolongamento e correção do campo de temperatura

corr1 = prolongamento(erro2);

T = T + corr1;

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc

ÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐÐ

4 Níveis

% Limpar console e workspace

clc;

clear;
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% Parâmetros

Niter = 1;

Miter = 20;

N = 65;

x = 2;

y = 2;

% Calcular passos nas direções x e y

hx = x / (N - 1);

hy = y / (N - 1);

% Condições iniciais de temperatura nas bordas

T_1 = 10;

T_2 = 10;

T_3 = 10;

T_4 = 10;

% Calcular coeficiente de difusão térmica

k = hy^2 / hx^2;

% Inicializar matriz de fontes de calor

b = zeros(N, N);

% Condições iniciais de temperatura

T = zeros(N, N);

T(:, 1) = T_1;

T(1, :) = T_3;

T(:, N) = T_2;

T(N, :) = T_4;

T_new = T;

% Critérios de parada

erro = 1;

eps = 1e-6;

% Contador de iterações

ciclos = 0;
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% Inicialização de variáveis

erro2_inicial = zeros(33, 33);

erro3_inicial = zeros(17, 17);

erro4_inicial = zeros(9, 9);

% Iniciar temporizador

tic

% Laço principal do método de Gauss-Seidel com multigrid de 4 níveis

while (erro > eps)

% Iteração do método de Gauss-Seidel

[T, erro] = GaussSeidel(T, b, 2, k, hy);

% Contagem de ciclos

ciclos = ciclos + 1;

% Cálculo do resíduo

r = residuo(T, b, hx);

A1 = restricao(r);

% Iteração do método de Gauss-Seidel para o segundo resíduo

erro2 = GaussSeidel2(erro2_inicial, A1, 4, k, 2 * hy);

% Cálculo do resíduo

r1 = residuo(erro2, A1, 2 * hx);

A2 = restricao(r1);

% Iteração do método de Gauss-Seidel para o terceiro resíduo

erro3 = GaussSeidel2(erro3_inicial, A2, 8, k, 4 * hy);

% Cálculo do resíduo

r2 = residuo(erro3, A2, 4 * k);

A3 = restricao(r2);

% Iteração do método de Gauss-Seidel para o quarto resíduo

erro4 = GaussSeidel2(erro4_inicial, A3, 16, k, 8 * hy);

% Prolongamento e correção do terceiro resíduo

corr3 = prolongamento(erro4);

erro3 = erro3 + corr3;
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% Prolongamento e correção do segundo resíduo

corr2 = prolongamento(erro3);

erro2 = erro2 + corr2;

% Prolongamento e correção do primeiro resíduo

corr1 = prolongamento(erro2);

T = T + corr1;

end

% Parar temporizador e exibir tempo de execução

toc
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