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Resumo

O controle preditivo baseado em modelo (MPC — Model-based Predictive Control) tem
como vantagens o tratamento sistematico de restri¢oes, o calculo da acdo de controle
minimizando-se um indice de desempenho e a aplicabilidade em sistemas com entrada e
saida tnica e em sistemas com multiplas entradas e/ou saidas. Com o intuito de estudar
tal estratégia de controle, o presente trabalho tem como objetivo estabilizar em simulacao
numérica um péndulo de duas rodas na posicao vertical empregando MPC. Para isso, em
um primeiro momento, investigou-se uma formulagdo de MPC com garantia de factibi-
lidade recursiva. Isto é, com garantia de que o problema de otimizacao tera solu¢ao em
todos os instantes de amostragem, caso a condi¢ao inicial seja factivel. Essa formulacao foi
implementada com sucesso no controle de um duplo integrador. Contudo, no caso do pén-
dulo, os resultados nao foram satisfatérios. Mais especificamente, notou-se que o estado
relacionado com a posi¢ao angular da roda do veiculo divergia com o passar do tempo.
Para resolver o problema, modificou-se a func¢ao de custo para obtencao de garantia de
convergéncia, onde considerou-se apenas a minimizac¢ao do esfor¢o de controle preditivo.
Em outras palavras, de modo a se garantir que a acao de controle leve o sistema para
o ponto de equilibrio. Essa tultima formulacao apresentou bons resultados no controle do
péndulo invertido, inclusive em simulacdes no modelo nao linear com ruidos de medida e
descasamentos de modelo. Isso reforca a importancia do emprego de técnicas de MPC com
garantias tedricas de factibilidade recursiva e convergéncia, o que pode ser interpretado

como garantia de estabilidade.

Palavras-chave: Controle preditivo baseado em modelo; péndulo de duas rodas; garantia
de estabilidade.



Abstract

The main advantages of the Model-based Predictive Control (MPC) strategy are constraint
handling, computation of the control action by minimizing a performance index and ap-
plicability on SISO (Single-Input and Single-Output) and on MIMO (Multiple-Input and
Multiple-Output) systems. In order to study such control strategy, this work involves the
stabilization of a two-wheel pendulum in the vertical position using MPC. For this purpose,
at first, a MPC formulation with recursive feasibility guarantee was investigated. Such gua-
rantee ensures that, if the optimization problem is initially feasible, then it will be feasible
at all the following sampling instants. This formulation was successfully implemented on
a double integrator. However, the simulation results on the inverted pendulum were not
satisfactory. More specifically, it was noted that angular position of the wheel diverged.
The problem was solved by modifying (as proposed in the literature) the cost function to
obtain convergence guarantee, where only the minimization of the predictive control effort
was constdered. In other words, to ensure that the control action enforces the system state
to the equilibrium point. This last formulation presented good results on controlling the
inverted pendulum, including in simulations on the non-linear model with measurement
noise and model mismatches. This reinforces the importance of applying MPC' techniques
with nominal guarantees of recursive feasibility and convergence, which can be interpreted

as gquarantee of stability.

Key-words: Model-based predictive control; two-wheel pendulum; stability guarantee.



Lista de ilustracoes

Figura 1.1 — Diagrama de blocos de um sistema em MF. . . . . .. ... ... ... 12
Figura 1.2 — Veiculos do tipo péndulo invertido: (a) Robo de duas rodas NXTway-G

(YAMAMOTO, 2008), (b) Imagem veiculo de duas rodas (SILVA, 2017) 14
Figura 2.1 — Diagrama de blocos de uma estrutura de controle preditivo com malha

interna (AFONSO; GALVAO, 2011). (Adaptada pelo autor). . . . . . . 15
Figura 3.1 — Resultados obtidos para a condigao inicial x(0) = [1 —1]7: (a) Evolugao

dos estados no plano de fase, (b) Evolugao dos estados a tempo discreto. 26
Figura 3.2 — A¢des de controle para condicio inicial z(0) =[1 —1]7.. . . . . .. .. 26
Figura 3.3 — Resultados obtidos para a condigdo inicial z(0) = [1,5 —0,5]T: (a)

Evolugao dos estados no plano de fase, (b) Evolugao dos estados a

tempo discreto. . . . . ..o 27
Figura 3.4 — A¢des de controle para condicdo inicial z(0) = [1,5 —0,5]7. . . . . . .. 27
Figura 3.5 — Resultados obtidos para a condigdo inicial z(0) = [1,5 —0,5]* sem a

agao do MPC: (a) Evolucao dos estados no plano de fase, (b) Evolugao

dos estados a tempo discreto. . . . . ... 28
Figura 3.6 — A¢des de controle para condigdo inicial z(0) = [1,5 —0,5]7 sem a acao

do MPC. . . . . e 28
Figura 4.1 — Diagrama esquematico do péndulo de duas rodas, em que 6 e v sao

respectivamente a posicao angular das rodas e a inclinacao do centro

de massa (YAMAMOTO, 2008) (Adaptada pelo autor). . . . . . . . .. 29
Figura 4.2 — Resultados obtidos para a condigao inicial z(0) = [0 5 0 0]7: (a)

Evolugao dos estados, (b) Inclinagdo do péndulo. . . . . . .. ... .. 34
Figura 4.3 — A¢des de controle para condicdo inicial x(0)=1[0 5 0 0]T.. ... . .. 35
Figura 4.4 — Resultados obtidos para a condigao inicial z(0) = [0 5 0 0]7: (a)

Evolucao dos estados, (b) Inclina¢do do péndulo. . . . . . ... .. .. 36
Figura 4.5 — A¢des de controle para condicio inicial z(0) =1[0 5 0 0]7.. . ... .. 36
Figura 4.6 — Resultados obtidos para a condicdo inicial z(0) = [0 15 0 0]T: (a)

Evolucao dos estados, (b) Inclinagdo do péndulo. . . . . ... ... .. 37
Figura 4.7 — A¢des de controle para condicio inicial x(0) =1[0 15 0 0]7. . . . . .. 37

Figura 4.8 — Resultados obtidos para a condigao inicial z(0) =[0 15 0 0]7 para o
modelo nao linear do péndulo: (a) Evolugao dos estados, (b) Inclinagao
dopéndulo. . . . . ... 38

Figura 4.9 — A¢des de controle para condicio inicial z(0) = [0 15 0 0]” para o

modelo nao linear do péndulo. . . . . . .. ... 39



Lista de tabelas

Tabela 4.1 — Parametros do péndulo invertido (YAMAMOTO, 2008).



Lista de abreviaturas e siglas

DC Direct Current

DMC Dynamic Matrix Control
LP Linear Programming

LQR Linear Quadratic Regulator

LTI System  Linear Time-Invariant System

MAS Maximal Admissible Set

MA Malha Aberta

MF Malha Fechada

MIMO Multiple-Input Multiple-Output
MPC Model-based Predictive Control
MPT Multi-Parametric Toolbox

MPHC Model Predictive Heuristic Control
PID Proportional Integral Derivative
PWM Pulse Width Modulation

SISO Single-Input Single-Output

Z0OH Zero Order Hold



Lista de simbolos

A Matriz dos estados

B Matriz das entradas

C Matriz das saidas

D Matriz de transmissao direta

k Indice de tempo discreto

K Vetor de ganhos do LQR

N Conjunto dos nimeros naturais

N Horizonte de predicao

Os Conjunto maximo admissivel

R Conjunto dos nimeros reais

S} Regiao de operagao do controlador

T Periodo de amostragem

U Conjunto admissivel para variaveis de controle
u Acao de controle

Uigr Acao de controle do LQR

Unnpe Acao do controle preditivo

X Conjunto admissivel para varidveis de estados
x Vetor de estados

Y Vetor de saidas

° Variavel de predicao. e representa uma variavel qualquer
® 0z Limitante superior para e

®,in Limitante inferior para e



2.1
2.2
2.3

C.1
C.2
C3
C4
C.5
C.6

Sumario

INTRODUCAO . . . .. i ittt e e e et e et e 12
FORMULACAO DE CONTROLE PREDITIVO ADOTADA . . . .. 15
Equacao de predicao de estados . . . . . . . .. ... 17
Equacao de predicao para o controle total . . . . . . . ... ... .. 18
Problema de programacao quadratica . . . . . . . . . ... ... ... 19
ESTUDO DE CASO NO DUPLO INTEGRADOR .. ... ... .. 25

ESTUDO DE CASO NO PENDULO INVERTIDO DE DUAS RODAS 29

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS .. ........... 40

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e s e 41

APENDICE A - CARACTERIZACAO DO CONJUNTO DE ATRA-
CAO . ., 43

APENDICE B - LINEARIZACAO DA DINAMICA DO PENDULO

INVERTIDO . ... ... ... ... .. ...... 44
APENDICE C - CODIGOS DAS SIMULACOES . . .. ....... 47
Matrizes do MPC . . . . . . . . ... 47
MAS . . 49
Duplo integrador . . . . . . . . . ... 50
Modelo linear do péndulo . . . . . . . . ... ... ... 54
Modelo nao linear do péndulo . . . . . . ... ... ... ... ..., 60

Linearizacdo da dinamica do péndulo . . . . . . . ... ... ... .. 66



12

1 Introducao

Sistemas de controle sao formados por um conjunto de subsistemas e processos
construidos para obter uma saida desejada de acordo com uma entrada especifica e um
comportamento pré-determinado (NISE, 2011). Em uma estrutura de controle em malha
fechada (MF), ilustrada na Figura 1.1, a saida e a referéncia sdo comparadas, resultando
em um erro de rastreamento. Entao, a entrada do processo é calculada por meio de uma lei
de controle (ou controlador). A adogdo de um sistema em MF possibilita a estabiliza¢ao
de sistemas instaveis em malha aberta (MA), rejeicdo de perturbagdes e diminui¢ao dos
efeitos de descasamento de modelo (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 2009).
Para isso, a lei de controle deve ser projetada adequadamente de acordo com os requisitos

de desempenho e limitacoes do sistema.

Perturbagéo
+ Erro de Entrada do
) rastreamento processo Processo ou
Referéncia > » Controlador > » Saida
Planta
Sensor [«

Figura 1.1 — Diagrama de blocos de um sistema em MF.

Uma possibilidade consiste em realizar o projeto utilizando técnicas cléassicas (e.g.
resposta em frequéncia, lugar geométrico das raizes) (NISE, 2011). Essas técnicas foram
e s30 empregadas com sucesso no controle de sistemas com entrada e saida tinica (SISO —
Single-Input Single-Output). Contudo, comumente processos reais tém multiplas entradas
e/ou saidas (MIMO — Multiple-Input Multiple-Output) acopladas entre si, o que pode difi-
cultar o emprego de técnicas classicas de controle (ROSSITER, 2004). Mais ainda, nessas
técnicas nao se consideram de maneira sistematica as restrigoes fisicas do processo, isto
é, os limitantes sobre as varidaveis de entrada e saida. Como resultado, é possivel que as
agoes de controle resultem em violacgoes de tais limitantes, podendo causar danos aos atu-
adores e/ou colocando em risco a seguranca da operagao (MACIEJOWSKI, 2002). Assim,
para o tratamento sistematico de restricoes, pode-se adotar uma estratégia de controle
preditivo baseado em modelo (MPC — Model-based Predictive Control). Nessa estratégia,
a acao de controle ¢ obtida resolvendo-se um problema de otimizacao. Mais especifica-

mente, minimiza-se uma fungao de custo que envolve o comportamento futuro (predito)
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do processo ao longo de um horizonte de predicao. As restrigdes podem ser incluidas na
formulacao do problema de otimizacao, ou seja, sao consideradas no projeto da lei de
controle. O procedimento de minimizagdo é repetido em cada instante de amostragem a
partir das novas informacoes dos sensores, seguindo a estratégia de horizonte retrocedente.
Desse modo, tem-se uma operagao em MF (MACIEJOWSKI, 2002).

Os primeiros trabalhos de MPC datam da década de 80. Richalet et al. (1978) pro-
puseram um controle preditivo heuristico (MPHC — Model Predictive Heuristic Control)
para ser aplicado em problemas nos quais era inviavel o emprego de um controlador PID.
Cutler e Ramaker (1980) aplicaram uma estratégia de controle preditivo em uma planta
sujeita a restrigoes, na qual o sinal de controle era calculado repetidamente resolvendo-se
um problema de programacao linear (LP —Linear Programming). A estratégia de Cutler
e Ramaker (1980) ficou conhecida como DMC (Dynamic Matriz Control). Essas técnicas
compartilhavam caracteristicas similares como um modelo interno explicito, horizonte re-
trocedente e calculo das agoes de controle otimizando o comportamento predito da planta
(MACIEJOWSKI, 2002). Com a popularizacao da abordagem, o MPC foi implementado
com sucesso no controle de diferentes processos reais (QIN; BADGWELL, 2003). Pode-
se afirmar que, dentre as técnicas de controle mais avancadas, o MPC é a que teve um
impacto mais significativo na industria (MACIEJOWSKI, 2002).

Com o intuito de estudar controle preditivo, o presente trabalho tem como obje-
tivo implementar uma abordagem de MPC para estabilizar a inclinacao de um péndulo
invertido de duas rodas. Para isso, uma técnica de MPC serd projetada e o desempenho

do sistema sera avaliado por meio de simulagoes utilizando o modelo nao linear.

Cabe salientar que diferentes trabalhos envolvendo o controle desse tipo de péndulo
podem ser encontrados na literatura. Isso se deve ao fato de que tal sistema é multivariavel
e instdvel em malha aberta (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINT, 2009). Por exem-
plo, em Yamamoto (2008), utiliza-se uma técnica de realimentagao de estados para fazer o
controle do péndulo invertido mostrado na Figura 1.2a. Ja em Pereira, Sanches e Tavares
(2017), adotou-se um controlador Neuro-Fuzzy para estabilizagdo do péndulo invertido
mostrado na Figura 1.2b. Em Canale e Brunet (2013), implementou-se um MPC no con-
trole do péndulo para o tratamento de restrigoes de entrada e inclinagao. Em particular,

adotou-se um péndulo similar ao mostrado na Figura 1.2a.

Assim, o presente trabalho visa reproduzir em simulacao os resultados alcancados
em Canale e Brunet (2013). Uma modificacao serd realizada na formulagdo do problema
de otimizacao visando aumentar a regiao de operagao do controlador, isto é, o conjunto
dos estados no qual se garante que o péndulo sera estabilizado com o devido respeito as
restrigoes (ROSSITER, 2004).
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Sensor ultrassénico
Giroscopio

Motor DC direito
Encoder direito Motor DC esquerdo

+— Encoder esquerdo

(@)

Figura 1.2 — Veiculos do tipo péndulo invertido: (a) Robé de duas rodas NXTway-G (YA-
MAMOTO, 2008), (b) Imagem veiculo de duas rodas (SILVA, 2017)

O restante do trabalho estd organizado como descrito a seguir. Na Secao 2 é
apresentada a formulacao de controle preditivo adotada. Na Secao 3 é realizado um estudo
de caso de MPC no controle de um duplo integrador. A Se¢do 4 envolve os resultados
obtidos no péndulo. Finalmente, na Secao 5, sao realizadas as conclusoes e propostas

para préximos trabalhos.
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2 Formulacao de controle preditivo adotada

No controle preditivo determina-se uma sequéncia de agoes de controle resolvendo-
se um problema de otimizacdo que considera o comportamento futuro e as restrigoes do
processo. A Figura 2.1 mostra um diagrama de blocos de uma planta controlada por uma
combinacao de MPC e realimentagao de estados. O modelo de predigao é empregado para
calcular o comportamento do processo ao longo de um horizonte . Isto é, os N proximos
estados, denotados por Z(k +ilk), 1 =1, 2, ..., N, de acordo com uma sequéncia de agoes
de controle futuras @(k +i — 1|k), ¢ = 1, 2, ..., N. Em particular, essa ultima sequéncia é
calculada de modo a minimizar uma fungao de custo J(k) com respeito as restrigdes. Como
resultado, obtém-se uma sequéncia de controle 6tima @*(k+i— 1|k), i =1,2, ..., N.
Apenas o primeiro termo dessa sequéncia, 4*(k|k), é aplicado ao processo. No préximo
instante de amostragem, o procedimento de otimizacao ¢é repetido. Essa estratégia é conhe-
cida como horizonte retrocedente e introduz realimentagao no sistema (MACIEJOWSKI,
2002).

Fungéo

de custo Restrigdes

z(k)
Otimizador Planta
A
Gpe (K +1 — 1|k (k4 i|k)
\ 4
Modelo de <

predicao

1
1
]
1
1
1
1
]
1
1
]
1 . .
. i=1,--,N i=1,---,N
]
1
1
]
1
]
]
1
]
1
1

Controlador preditivo

Figura 2.1 — Diagrama de blocos de uma estrutura de controle preditivo com malha in-
terna (AFONSO; GALVAO, 2011). (Adaptada pelo autor).

A inclusao da realimentacao de estados na malha de controle traz algumas caracte-
risticas interessantes para o problema, como a garantia de estabilidade e bom desempenho.
Isso ocorre pois impoe-se que ao final do horizonte de predicao, os estados adentrem em
uma regiao admissivel e invariante sob acao exclusiva da realimentacao de estados (ROS-
SITER, 2004). Neste trabalho, supoe-se que a malha interna seja um regulador linear

quadrético (LQR — Linear Quadratic Regulator).
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Para projetar o controlador, considere um sistema discreto, linear e invariante no

tempo representado por

z(k+1) = Az(k) + Bu(k) (2.1)
y(k) = Cu(k) (2.2)

sendo

x € R" o vetor de estados

y € R™ o vetor de saidas

u € R" o vetor de entradas
A € R™™ a matriz dos estados
B € R™" a matriz das entradas

C € R"™"™ a matriz das saidas

Observando a Figura 2.1, verifica-se que a entrada da planta é
(k) = g (k) + tnpe(k) (2.3)
em que
Wgr (k) = —Kx(k) (2.4)
sendo K calculado a partir da solu¢ao da equagio de Riccati (OGATA, 1994) e o termo
Umpe € obtido minimizando-se a seguinte fungao de custo:
N

Z (k +4|k)Qa(k +d|k) + aF (k +14 — 1|k)Ra(k +i — 1|k) (2.5)

sendo () € R™™" e R € R™" matrizes de ajuste.

Mais precisamente, @y, ¢ determinado resolvendo-se o problema de otimizacao a

seguir
ampc(kﬂ‘—lﬂlgl, i=1,..., Nj(k) (2:6)
sujeito a
Tk+ilk)e X, i=1, 2,... (2.7)
wk+i—1k)el, i=1, 2,... (2.8)
Z(k+ N|k) € O (2.9)

em que X e U representam os conjuntos admissiveis para as variaveis de estado e controle,
respectivamente. Tais conjuntos sao formados por limitantes inferiores e superiores para
estado e controle denotados por Zoin, Umins Tmaz € Umaz, Fespectivamente. Ja O, é um

conjunto admissivel e invariante (MAS — Mazimal Admissible Set) para a dindmica de
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malha fechada com o LQR. A restrigao terminal (2.9) é incluida no problema de otimizagao
para garantia de factibilidade recursiva (ROSSITER, 2004).

O problema de otimizagao (2.6) — (2.8) pode ser transformado em um problema de
programacao quadratica. Para isso, primeiramente deve-se obter equacoes de predicao de
estados e controle em termos das acoes de controle preditivo. Isso é realizado nas proximas

secoes.

2.1 Equacao de predicao de estados
Substituindo (2.4) em (2.3) e posteriormente em (2.1), segue que

w(k+1) = Ax(k) + B( = Ko(k) + tpe(k))
= Ax(k) — BKx(k) + Bump(k)
= (A — BK) z(k) + Bumpc(k)

P

(k4 1) = ®x(k) + Bumpe(k) (2.10)

Essa relacao pode ser utilizada para escrever a predi¢ao do estado um passo a frente. Mais

precisamente, tem-se que
z(k + 1k) = ®z(k|k) + Blmpe(k|k) (2.11)

o simbolo “~” aponta varidveis/vetores preditos e a notacao (k + 1]k) indica que a pre-
dicdo um passo a frente esta sendo realizada com base nas informagoes disponiveis em k.

Supondo-se que o estado atual da planta é conhecido, tem-se que Z(k|k) = z(k). Logo,

#(k + 1|k) = ®w(k) + Biignpe (k|k) (2.12)

Seguindo um procedimento similar para dois passos a frente, é possivel escrever
(k4 2|k) = @z(k + 1|k) + Upmpe(k + 1]k)
= ©[®(k) + Bitgupe (k|k)] + Bty (k + 1K)
&k + 2|k) = ®*2(k) + ®Bliype(k|k) + Bilmpe(k + 1K) (2.13)

Ja para trés passos a frente, tem-se
2k + 3|k) = @2 (k + 2|k) + Blmpc(k + 2|k)
= ®|%x(k) + ®Bilympe(k[k) + Biltmmpe(k + 11k)| + Bitgmpe(k + 2|k)
2(k + 3lk) = ®>x(k) + ® Bilympe(k|k) + @ Bilppe(k + 1k) + Bilppe(k + 2|k) (2.14)
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Por fim, a predicao para N é dada por

#(k+Nlk) = ®Va (k) + O ! Biype(klk) + @Y 2 Bliympe(k+1|k) + - - -+ Biiype(k+ N —1|k)
(2.15)

Organizando (2.12) — (2.15) na forma matricial, obtém-se

[2(k+1k)] [ @] [ B 0 0 01 [ fmpe(k|k)

2 (k + 2|k) P2 B 0 Tmpe(k + 1] k)

P(k+3k) | = || x(k)+ | B @B B Tmpe(k + 2|K)
i(k+ Nk)| oV ONIB ®N2B ONEB o B |mpe(k + N — 1]k))
—_— ——

X Py Hy Umpc
(2.16)

Resumidamente,
X i (2.17)

X = Pax(k) + HyUppe

2.2 Equacao de predicao para o controle total
A equagao para o calculo da ac¢ao de controle do LQR foi dada em (2.4). Por essa

expressao, a predicdo um passo a frente é dada por

ingr (K|Ie) = —K (k) (2.18)
Para dois passos a frente, tem-se
Uigr(k + 11k) = —K&(k + 1|k) (2.19)
Similarmente para trés passos a frente, segue que
Uigr(k + 2|k) = —KZ(k + 2|k) (2.20)
Finalmente, N passos é dada por
Ugr(k+ N —1|k) = —Kz(k + N — 1]k) (2.21)
Organizando (2.18) — (2.21) na forma matricial, obtém-se
(k) ] [-K] [0 0 - 0 0] [#&(k+1k)]
Ugr(k + 11k) 0 -K 0 - 0 O0f]|&(k+2|k)
Qg (k + 2]k) =10 |xk)+]| 0 —-K --- 0 0] |z(k+3k) (2.22)
Ugr(k + N — 1|k) 0 0 0 -+ —K 0| |z(k+ Nl|k)
qu'r qur X

Ulqr
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Em um formato mais conciso,

ﬁlqr - qurx(k> + qurX

Entéao, de (2.17) e (2.23) é possivel escrever

Otgr = Prare (k) + Higr [Poe() + Hy Uy

Ulqr =

(Pigr + HigrPy) (k) + Higr HoUpnpe

(2.23)

(2.24)

Como mostrado em (2.3), o controle total aplicado & planta é o resultado das agdes do

LQR e MPC. Desse modo, a acao de controle total N passos a frente é dada por

a(k|k) Qugr (K| k) Umpe (K| F)
u(k + 1lk) Qg (k + 11k) Upmpe(k + 1]K)
Uk + N —1|k)] | Uigr(k+ N = 1|k)| | Gmpe(k + N — 1]k)]
U Ulq’r Umpc
Resumidamente,
U - Ulqr + Umpc

Substituindo (2.24) em (2.26), pode-se escrever

U - {(qur + qurPa:) l’(k’) + HZQT‘HiUmpC} + Umpc

A

- (-qu'r + qurPx) .Z'(l{?) + (qu'er + I) Umpc
—_—

PU.

U = Pux(k) + Hu[?mpc

sendo I € R™V*™ 3 matriz identidade.
Na proxima segao, reescreve-se o problema de otimizagao (2.6) — (2.8) na forma

de programagao quadratica utilizando (2.17) e (2.27).

2.3 Problema de programacao quadratica

(2.25)

(2.26)

(2.27)

A fungao de custo definida em (2.5), pode ser escrita em termos de XelU por

J(k) = XTQX + UTRU

(2.28)
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sendo
0 0 _
_ o
Q= , (2.29)
00 - Q
- ,
_ o 0
R= (2.30)
_0 o --- R_
Entéo, substituindo (2.17) e (2.27) em (2.28), obtém-se
A T — A
J(k) = (Pox(k) + HolUmpe) Q (Po(k) + Holppe) +
(Pux(k) + HuUmpc>T R (Pux(k) + HuUmpc)
= 2" (k)PY QP,x(k) + 2" (k) PY QH,Uppe + UL JHE QP (k) +
UL HYQH,Uppe + 27 (k) PIRP,x(k) + 27 (k) PY RH,Upppe +
ad T T Tp 3
UL HIRP,x(k) + UL HIRH,Upype
rearranjando os termos, tem-se
J(k) = UL HIQH,Uppe + UL HIRH,Upype +
o (k) PTQH,Uppe + UL HIQP,x(k) + 27 (k) PT RH, U e +
UL HIRPx(k) + 2" (k) PLQP,x(k) + 2™ (k) Pl RP,x (k)
= Ul (HIQH, + HL RH,) Upppe +
22T (kYPTQH,Uppe + 227 (k) PT RH,U e +
cte
= U (HI QHy + HY RH, ) Uppe + 20" (k) (PYQHy + P RH,) Uy + cte
Hyp Jap
J(k) = Up HypUppe + 237 (k) 1 Upnpe + cte (2.31)

sendo cte termos que nao dependem de ﬁmpc e, portanto, nao alteram a solugao do pro-

blema de otimizagao (ROSSITER, 2004).

De maneira analoga, as restri¢oes do problema de otimizacao também podem ser
escritas em termos do vetor de varidveis de decisao U,y,.. Esse procedimento ¢ detalhado

a seguir.

e Restrigoes de estados
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A restri¢ao (2.7) pode ser escrita na seguinte forma:

Tonin < T(k+ 1|k) < Znaw (2.32)
Tinin < T(k + 2|k) < Tpae (2.33)
Tonin < T(k + Nk) < Tias (2.34)

Na forma matricial, tem-se que

Tomin 2k + 1|k) Toma

Tmin z(k + 2|k Tmax
" < (k2ik)) . (2.35)

Tomin Z(k + N|k) Toma

—— —_————— ————
Xmin S X S Xma:r (236)
Substituindo (2.17) em (2.36), obtém-se
Xmin S sz(k) + Hmﬁmpc S Xmax

Xonin — Potc(k) < HoUppe < Xonaw — Poz(k) (2.37)

Esses limitantes sobre as agdes de controle preditivo podem ser escritos na seguinte forma

matricial
H, Umpc < Xnaz — Pex(k)
[ H:p ] Y i Xma:p _Pm_
I N P (k) (2.38)
L A L A
A:cqp bIQP

e Restrigoes de controle

Analogamente, a restrigdo (2.8) pode ser escrita na seguinte forma:

Uin < Wk|E) < Umae (2.39)
Umin < W(k+1|K) < Umas (2.40)

Umin < Uk + N — 1|k) < Upaq (2.41)
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No formato matricial, tem-se que

Umin u (k ’ k) Umazx

Upnin w(k + 1k Unax
1= ( . ") <| . (2.42)

Upnin u(k+ N —1|k) Uma

—— S—
Umin U Unmax
Substituindo (2.27) em (2.42), obtém-se
Umin S Pux(k) + HuUmpc S Umaa}

Upin — Pua(k) < HyUppe < Uppaw — Puz(k) (2.43)

As inequagoes de (2.43) podem ser reorganizadas no formato matricial como se segue

H, Umpc < Unae — Pz (k)
—-H, —Upin + Pyx(k)
[ Hu ] > | Umaa: _Pu_
_Hu ! _Umin Pu ( ) ( )
L J L
Augp bugp

e Restri¢ao terminal

A restrigdo terminal (2.9) é incluida no problema de otimizacdo para obtengao
de garantia de factibilidade recursiva. Isto é, para garantir que, partindo-se de uma con-
di¢ao inicial factivel, o problema de otimizacao tenha solu¢ao nos demais instantes de
amostragem, e que os estados sejam conduzidos para a origem (ROSSITER, 2004). Como
resultado, a acao de controle nao resultara em violacao das restrigoes. Entao, o conjunto de
condigoes iniciais factiveis pode ser interpretado como regiao de operagao do controlador.
Essa regiao doravante sera denotada por © cuja caracterizacdo encontra-se no Apéndice
A. Cabe salientar que esse tipo de garantia é de crucial importancia para a implementa-
¢ao do MPC, uma vez que o problema de otimizacao é resolvido repetidamente durante

a operacao da planta.

Para imposicao da restricdo terminal, primeiramente deve-se caracterizar um con-
junto invariante e admissivel sob a agao da realimentagao de estados. Essa caracterizacao
é realizada considerando a dindmica em MF (2.4), as restrigoes de estado e controle, que

podem ser escritas da seguinte forma:

Lmin SI(kZ) S Lmaz (245)
Umin S —K]}(k‘) S Umaz (246>
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As restrigoes (2.45) e (2.46) podem ser escritas na forma matricial a seguir

I Lmax

x(k 2.47
I ECES (247)
K —Umin
Ag by

A partir da dindmica (2.10) e a restri¢do (2.47), o MAS pode ser determinado conforme
o procedimento detalhado em (GILBERT; TAN, 1991). Vale comentar que, como todos
os autovalores de ® estao dentro do circulo unitario, o MAS é finitamente determinado.

Considerar-se-a que esse conjunto pode ser representado por

Ou = {x(k) € R"|Ao_x(k) < bo_} (2.48)

Entdo, a restrigdo terminal é imposta fazendo-se com que o estado Z(k + N|k) esteja
dentro do MAS, ou seja,
Ao 2(k+ N|k) < bo,, (2.49)

Mais ainda, (2.16) por

Urmpe (K[K)

Umpe(k + 1]k)

i(k+ Nlk) = ®a(k) + [0¥-'B @¥ 2B .. B] (2.50)

s Gmpe(k + N — 1]k)

Umpc

De (2.49) e (2.50), a restricao terminal ¢ imposta fazendo-se

Ao, 2(k+ Nk) < bo,,
Ao, (N2 (k) + HpUppe) < bo..
Ao ®Vz(k) + Ao HpUpmpe < bo.,
Ao Hpg Uppe < bo.. — Ao, ®Vz(k) (2.51)
—_——

AOQP bOCZP

As restrigoes (2.38), (2.44) e (2.51) podem ser combinadas da forma mostrada a seguir.

AHIP . bfqp
Augp | Unmpe < | bugp (2.52)
AOQP boqp
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Portanto, o problema de programacao quadratica que deve ser resolvido a cada instante

de amostragem é

min J(k) = Ug;chqumpc + 2IT(k)fqumpc (2.53)

Umpc
sujeito a

AgpUnipe < yp (2.54)
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3 Estudo de caso no duplo integrador

Para fins de exemplo a lei de controle descrita no Capitulo 2 foi empregada para
controlar um duplo integrador. Esse sistema é bastante utilizado na avaliacao do desem-
penho de controladores, pois pode representar diferentes processos, como o movimento
de translagdao ou rota¢do com um tunico grau de liberdade (RAO; BERNSTEIN, 2001). O

modelo matematico do duplo integrador ¢é

j(t) = u(t) (3.1)
em que y e u podem, por exemplo, representar posicao e aceleragao, respectivamente.

Definindo () = y(t) e z2(t) = y(t), é possivel escrever a representacao do sistema

no espaco de estados, isto é,

y(t)=[1 0] {xl(t;] (3.3)

ZL’Q(t

+

(1) u(t) (3.2)

Discretizando (3.2) e (3.3) utilizando o método do segurador de ordem zero (ZOH — Zero
Order Hold) para um periodo de amostragem de 7' = 0,01 s (OGATA, 1994), obtém-se

o 1| (k)

y(k)=1[1 0] [xl(’“)] (3.5)

.Tg(k)

ool 4 1) u(k) (3.4)

0,01

[5 % 1075

As simulagoes foram realizadas no MATLAB, considerando-se diferentes estados iniciais.
Adicionalmente, o MAS foi obtido utilizando o toolbox MPT (Multi-Parametric Toolbox)
de Herceg et al. (2013). O horizonte de predigao foi fixado em N = 5 para todos os casos a
serem apresentados. As restri¢oes de estados e controle adotadas foram x,,,, = [1,5 1,5]%,
Tmin = [—2 —2]7 € Umae = 10, Upin = —10. As matrizes do MPC e do LQR foram

ajustadas da seguinte maneira:

1 x 10° 0

e Ry, = 1.
0  5x103 '

Qmpc: [ ]7Rmpc:]-a qur: [ 0

Como resultado, o vetor de ganhos do LQR é K = [9,7299 5,3784].

Vale destacar que os autovalores de ® sao 0,9729 + 0,0154¢. Portanto, o conjunto

Oy ¢ finitamente determinado. Os resultados obtidos sao apresentados a seguir.
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e Resultados para z(0) = [1 —1]"

Como se pode notar na Figura 3.1a, a condi¢ao inicial estd dentro do MAS. Verifica-
se nas Figuras 3.1 e 3.2 que os estados sao guiados para a origem (regulacdo) com o devido
respeito as restricoes de estado e controle. Em particular o estado x5 e o controle total u

atingem as restrigoes impostas, porém nao hé violagao.

(@) | (©)
15 o -
1
1 L 05 [ —— —,’L‘2 1
0.5 ot =
/
0r ]
) 8 05f
-0.5 I
]
At S
i ]
15+ ) ! Limitante
-1.5 { i X
1 inferior
2t 1 ! 4
. . . . . . ok . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 0 100 200 300 400 500
€T k

Figura 3.1 — Resultados obtidos para a condigdo inicial (0) = [I —1]7: (a) Evolugao dos
estados no plano de fase, (b) Evolugao dos estados a tempo discreto.

Limitante 7
V.4 inferior

B Py ki

]
_1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

k

Figura 3.2 — Agdes de controle para condigao inicial z(0) = [1 —1]T.
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e Resultados para z(0) = [1,5 —0,5]7

Nesse caso, a condi¢ao inicial pertence a ©, porém nao a Q.. Entao, a acao do
controlador também resulta em convergéncia dos estados para a origem com atendimento

as restricoes.

(@ 0!
15t 1 7
1t —— -
05 057
0r Or ’
g 8 /
-0.5 -0.5] ]
| 1
17 A
i o
15 450 Limitante
2t L P4 inferior
: : : : 2 == : : :
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 0 100 200 300 400 500
T k

Figura 3.3 — Resultados obtidos para a condigao inicial z(0) = [1,5 —0,5]7: (a) Evolugao
dos estados no plano de fase, (b) Evolugao dos estados a tempo discreto.

As agdes de controle podem ser visualizadas na Figura 3.4.

8t Limitante T
V.4 inferior

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
k

Figura 3.4 — Agdes de controle para condigao inicial z(0) = [1,5 —0,5]T.
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e Resultados para z(0) = [1,5 —0,5]7 sem a acdo do MPC (up.(k) = 0)

A condigao inicial é a mesma do exemplo anterior, porém a acao do MPC foi
retirada para evidenciar que esse termo é responsavel por garantir respeito as restrigoes.
Conforme pode ser visualizado na Figura 3.5b, os estados atingem a origem sem violacao

dos limitantes. No entanto, na Figura 3.6 percebe-se que o houve violacao dos limitantes

sobre a acao de controle total.

(a) 15
15} 1 o
17 T %
05 057
0r or P
g 8 ;
-0.5 -0.5] 4
I /)
al AR
15¢ 15 ‘\ /, Limitante
A5t —l—
I \ inferior
2 . . : : : : , ‘L/, /7 . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 0 100 200 300 400 500
k

T

Figura 3.5 — Resultados obtidos para a condigao inicial z(0) = [1,5 —0,5]7 sem a acio do
MPC: (a) Evolucao dos estados no plano de fase, (b) Evolugao dos estados

a tempo discreto.

4 T T T T T T
Ulqr
7~
2+ ,/ \\\ _____ umpc |
/ N — = = U = Ulgr + Umpe
/ S~
0 _._r ________________
!
/
2k f ]
|
J
S A4t .
{
J
-6 Ft ~
|
!
8 H ]
[ Limitante
I .
10 F)Y inferior |
|
_12 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
k

Figura 3.6 — Agdes de controle para condigao inicial x(0) = [1,5 —0,5]" sem a agdo do
MPC.
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4 Estudo de caso no péndulo invertido de

duas rodas

Neste capitulo investiga-se o emprego do controle preditivo no veiculo de duas
rodas construido com o kit LEGO Mindstorms NXT® mostrado na Figura 1.2a. Além da,
composi¢ao estrutural, isto é, rodas, chassis, corpo, o sistema é equipado com motores DC
e sensores ultrassonico, giroscopio e encoders. Denominar-se-a tal veiculo como péndulo

invertido, pois a modelagem matematica ¢ realizada considerando a dindmica de um

péndulo (YAMAMOTO, 2008).

A tarefa de controle consiste em equilibrar o péndulo, isto é, regular os estados
no ponto de equilibrio associado a posicao vertical, respeitando restricoes de estado e

controle.

As variaveis de entrada para esse sistema sdo as tensoes aplicadas aos motores
esquerdo e direito. Os motores, por usa vez, sao os atuadores responsaveis por aplicar
torque ao sistema. Os encoders permitem a medicdo da posi¢do angular das rodas e
velocidade. Por fim, o sensor giroscépio permite a mensuracao da taxa de variacdo da

inclinacao do péndulo.

Figura 4.1 — Diagrama esquematico do péndulo de duas rodas, em que 6 e 1) sao respec-
tivamente a posicao angular das rodas e a inclinagao do centro de massa

(YAMAMOTO, 2008) (Adaptada pelo autor).

A partir do diagrama esquematico da Figura 4.1, é possivel obter as equagoes

diferenciais que descrevem a dindmica do veiculo. Mais precisamente, obtém-se o seguinte
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modelo matemético (YAMAMOTO, 2008; CANALE; BRUNET, 2013):

Ty(t) = ((2m + M)R? + 20 J,,) 6(t) — M LRY?(t) seny(t) +
(MLRcosw —2n?J, )2/1 (4.1)
Ty(t) = (MLRCOSLD —2n?J, )0 — MgL seni(t) +
)

(ML? + Jy + 2020 ) (¢ (4.2)

em que Ty e T, sao os torques aplicados a roda e ao centro de massa, respectivamente. O
significado dos demais simbolos encontra-se na Tabela 4.1.

As relagoes entre os torques e as tensoes v, e vy aplicadas respectivamente aos

motores esquerdo e direito sao

To(t) = a(ve(t) + va(t)) — 208 + fu)0(t) + 284(t) (4.3)
Ty(t) = —a(ve(t) +valt)) + 280(t) — 263 (t) (4.4)
em que
nk;
a=5 (4.5)
ve(t) = va(t) = Gu(uVs = Vo)u(t) (4.7)

sendo a varidvel controlada w o duty cycle do sinal PWM (Pulse Width Modulation)

aplicado a ambos os motores.

Por conveniéncia, doravante omitir-se-a4 a dependéncia com o tempo das variaveis.

E possivel reescrever (4.1) e (4.2) de forma mais compacta por

Ty = 10 — cx0* semip + (¢ cos b — ¢3)0 (4.8)
Ty = (cycost) — ¢3)8 — ¢4 senth + c59) (4.9)
sendo

c1 = (2m+ M)R? + 2n*J,, (4.10)

co=MLR (4.11)

c3 = 2n2J,, (4.12)

= MgL (4.13)

=ML?+ Jy +2n°J,, (4.14)

O modelo matemético dado por (4.3), (4.4), (4.8) e (4.9) é nao linear. Para implementar

o MPC descrito no Capitulo 2 é necessario linearizar tal modelo em torno da posicao
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Tabela 4.1 — Pardmetros do péndulo invertido (YAMAMOTO, 2008).

Simbolo e valor adotado | Descri¢ao
g = 9,81 m/s? Aceleracao da gravidade
m = 0,03 kg Massa de cada roda
R=0,04m Raio da roda
M = 0,6 kg Massa considerada no centro de massa
L =0,072 m Distancia do centro de massa ao eixo de giro da roda

Jy = 0,001 kg-m?
Jpm = 1075 kg-m?
R,, =6,69 Q
K, = 0,468 V-s/rad
K, = 0,317 N-m/A
fm = 0,0022 N-m-rad/s

V, =800V
V,=0,625V
= 1,089
G, =102
n=1
fu=0

Momento de inércia em relacao a v
Momento de inércia do motor DC
Resisténcia elétrica do motor

Constante de for¢a eletromotriz do motor
Constante de torque do motor
Coeficiente de friccao do motor

Tensao de alimentacgao

Offset de tensao

Fator de ganho da alimentacao

Fator de ganho do PWM

Relagao de transmissao do motor
Coeficiente de atrito entre a roda e o solo

vertical. A linearizacdo é simplificada caso a dependéncia entre os termos de segunda

ordem em (4.8) e (4.9) seja removida. Para isso, pode-se isolar ¢ em (4.9), obtendo-se

==
c

Substituindo (4.15) em (4.8), seque que

Ty = 10 — 02¢2 seny +

1

! (Tw — (czcosth — ¢3)0 + ¢4 sem/J) (4.15)
5
C9 COS Y — C3 .
S (Td, — (cacost) — c3)0 + ¢4 senw)
_E_/
h1
= 10 — co1p® sentp + hiTy — hy(ca cosyp — 03)9 + hicy seny)
= (01 — hy(cg cosyp — Cg))é + hy(Ty + ¢4 senyp) — co)? sent)
] (Tg — hi(Ty + ¢4 sent)) + o1 senw) (4.16)

1 — hi(cacosy — c3

De (4.3), (4.4) e (4.16), é possivel escrever

1

C1 — hl(CQ COSlp — C3

) [ ((ve + va) = 28+ fu)f +26Y)

— hi(—a(ve + vg) + 260 — 264 + ¢4 seny)) + Cot)? semb}

1

—Cl — hl(CQ COS@Z) — C3

) (a(ve + va) = 2(B + £u)0 + 28¢ + hya(ve + va)

— h1280 + hi26¢ — hicy senty + cotp? senw)
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1 . .
"¢ — hy(cacosh — cy) (= 2B+ fu) = 2B)0 + (28 + m2B)¢)
+ (=hics + e0?) sentp + a(ve + vg) + hio(ve + 'Ud)]

b= ! [=2(B(1+ h) + £+ 28(1 + k)

c1 — hi(cacostp — c3)

+ (c2¥? — hycy) seny) 4+ a(1 4 hy)(ve + vd)] (4.17)

Seguindo um procedimento similar para 1&, pode-se obter

1 | |
¢5 — ha(cy cos ¢ — c3) 2(8 + ha(B + £u))0 — 28(1 + ha))

+ (ca — hacyt?®) seny) — a1 + ha)(ve + Ud)} (4.18)

) =

Definindo-se 1 = 0, 29 = 9, x3 = 0 e x4 = Y, u3 = v, Uy = vg é possivel representar a

dindmica do veiculo no espago de estados por

= (4.19)
fo = (4.20)
. 1
S hi(cy cos g — c3) [ - 2(5(1 +hy) + fw)xg +26(1 + hy)xy

+ (02:16421 — hlc4) senrs + 04(1 + h1)(u1 + ug)} (4.21)
. 1
T4 = ¢s — ha(cg cos Ty — c3) [2(5 + ha(B + fw))xg —2B(1 + ho)xy

+ (¢4 — hgchi) senze — (1 + hg)(ug + UQ)} (4.22)

em que
p = 280827 G (4.23)

Cs
Co COST9 — C3

hy = (4.24)

C1
Cabe salientar que a mudanca de v, para u; e vy para us se da apenas por conveniéncia

da nomenclatura das entradas na literatura de controle.

O modelo matemético (4.19) — (4.22) é nao linear. Aplicando o procedimento de
linearizacao descrito no Apéndice B e substituindo os valores das constantes apresentadas

na Tabela 4.1, é possivel escrever o seguinte modelo no espago de estados:
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nm] o o 1 0 | [w0®) 0 0
B 00 0 1 ()| | 0 0 {ul(t)]
a3(t)| |0 —474,01 —186,39 186,39 | |zs(¢) 181,17 181,17 | |ua(t)
ia(t)| |0 298,62 8888 —88,88) |wa(t)| |-86,30 —86,39

(4.25)
@] 10 0 o] [a0)
ya(t) _ (0100 zo(t) (4.26)
ys3(t) 0 0 1 0] |zs(t)
w()] (00 0 1) [2(t)

Discretizando (4.25) e (4.26) utilizando o método do ZOH para um periodo de amostragem
de T'=4 ms (OGATA, 1994), obtém-se

2y (k+1) 1 —0,0026 0,0029 0,0011] [z:(k) 0,0010  0,0010
wo(k+1)| _ [0 L0018 0,0005 00035 |wa(k)| , |~0,0005 —0,0005| [us(k)
wa(k+ 1) 0 —1,0729 0,5478 0,4496| |z5(k) 0,4395  0,4395 | |ua(k)
va(k+1)| |0 08021 02157 0,7861] |a4(k)| |—0,2006 —0,2096
(4.27)
n®] [t o 0 o] [a:(k)
k 0100 k
(k)| _ z2(k) (4.28)
ys(k) 0 0 1 0] |z3(k)
wa(k)] [0 0 0 1] |auk)

A lei de controle descrita no Capitulo 2 foi empregada em simulagao para regular os esta-
dos do sistema composto por (4.27) e (4.28) utilizando o MATLAB e sendo considerado
diferentes condic¢oes iniciais. Adicionalmente, o MAS foi caracterizado por meio do toolbox
MPT de Herceg et al. (2013). Limitou-se superiormente e inferiormente o estado s em
20° e o controle inferiormente e superiormente em 8 V. As matrizes do MPC e do LQR

foram ajustadas da seguinte maneira:

1 % 102 0 00
0 45x10° 0 0 35 0
mpe — ’ 7Rmc: ’ 5
Qonp 0 0 10 P {o 3,5]
0 0 0 1
(4.2 % 102 0 0 0
0 6.5%x10° 0 0 10 0
T: ’ eRT_
Cia 0 0 10 ‘a [0 10]
0 0 01
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Como resultado, o vetor de ganhos do LQR ¢é

C[—4,2511 —49,7203 —2,2298 —4,8531
| —42511 —49,7203 —2.2298 —4.8531]

Os resultados sao apresentados e discutidos a seguir.
e Resultados para z(0) =[0 5 0 0]7

O horizonte de predicao adotado para esse caso foi N = 10. A condicao inicial

considerada equivale é de 5° do centro de massa do veiculo.

A Figura 4.2 apresenta os resultados para essa condicao inicial. Observa-se que
os estados atingem a origem rapidamente, porém o estado x; tende a divergir a medida
que o tempo passa. Esse comportamento foi observado mesmo para valores de k maiores
que 500. Na Figura 4.2b destaca-se a inclinacao do péndulo. Nota-se que esse estado é

mantido em equilibrio.

(a) (b)

600 5
z1=10 (")
=y () A
400 | x3 =10 (°/s) |
---------- za =1 (°/s) 3
200 o
8 < o
=
0 [T I I e e e e I
T
: 1
-200 ol e ]
-400 - - - - - -1 - - - -
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
k k

Figura 4.2 — Resultados obtidos para a condigao inicial (0) =[0 5 0 0]7: (a) Evolugao
dos estados, (b) Inclinagao do péndulo.

As agdes de controle sao apresentadas na Figura 4.3. Percebe-se que o controle
total aplicado a planta atinge o limitante superior no inicio da simulagdo, porém nao ha
violagao das restrigoes. Vale destacar que as agoes individuais do LQR e MPC divergem,

mas o controle total, calculado somando-se essas ag¢oes, converge para aproximadamente

0,1 V.

Esse resultados sao intrigantes, pois esperava-se que houvesse regulagao de todos
os estados e sinais de controle até o ultimo passo da simulagdo, assim como ocorreu
nos resultados para o duplo integrador. O problema é que a formulagao apresentada
no Capitulo 2 nao tem garantia de convergéncia dos estados para a origem (ROSSITER,
2004). Para contornar esse problema, adotou-se a formulagao de controle preditivo descrita

em Afonso e Galvao (2011). A principal diferenga é que a fungao de custo envolve somente
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101
7 Limitante superior Uigr
8 - _ump(:
U
61
—~ 4 |
=
E
2 '———__//
of,
Ir _____
v T T T e —— e
e
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

k

Figura 4.3 — Acdes de controle para condicao inicial 2(0) =[0 5 0 0]T.

as agoes do MPC. Mais precisamente, adota-se

N
J(k) = Zaﬁpc(lz + i — k) Wik + i — 1]k) (4.29)
=1

em que
¥ =Ry, +B"PB (4.30)

e sendo Ry, a matriz de ajuste das entradas do LQR, P a tnica solugdo simétrica nao-
negativa da equagao algébrica de Riccati e B a matriz das entradas definida em (2.1). Essa
definicao de ¥ é vantajosa pois equivale a trabalhar com uma funcao de custo de horizonte
de predicdo infinito (AFONSO; GALVAO, 2011). Como resultado, pode-se demonstrar
que a agao de controle resultara em convergéncia dos estados para a origem (ROSSITER,
2004). Vale ressaltar que devido a forma de construcao de (4.29), o MPC s6 atua para

garantir respeito as restrigoes.

Entao, o problema de programagcao quadratica a ser resolvido é

min J(k) = UL OUnpe (4.31)
sujeito a (2.54), em que
T (4.32)
00

Os resultados para essa formulacao sao apresentados e discutidos a seguir.



Capitulo 4. FEstudo de caso no péndulo invertido de duas rodas 36

e Resultados para z(0) =[0 5 0 0]"

A inclinacao inicial e o horizonte de predi¢ao sdo os mesmos do exemplo anterior.
Como pode ser notado na Figura 4.4, todos os estados foram regulados com o devido
atendimento as restricoes. Em especial, a Figura 4.4b destaca a inclinacao do péndulo.
As restrigoes de controle também foram atendidas, assim como mostrado na Figura 4.5.
Nota-se ainda que durante todo o decorrer da simulagao, a acdo de controle do MPC é

nula. Isso ocorreu pois as restri¢coes foram devidamente atendidas somente sob a agdo do

LQR.

a b
300 (@) S 5( )
Tr1 = 0 ( ) |
——-z2 =1 (°) 44
200 | 23 =0 (°/s) !
i (o H
---------- 21 =1 (/s) 3
100 ¢ o Il
8 e :
= a0
0 Mm. — 1 \
i l -————_
H 0f1 e e
H /
-100 § vy
i AV 7
\J/
-200 : : : : ! -2 : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
k k

Figura 4.4 — Resultados obtidos para a condigao inicial x(0) =[0 5 0 0]7: (a) Evolugao
dos estados, (b) Inclinagao do péndulo.

451

Ulgr

= = = Umpc

35 u

Figura 4.5 — Agdes de controle para condigao inicial z(0) =1[0 5 0 0]T.
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e Resultados para z(0) =[0 15 0 0]7

Nesse cendrio, o veiculo tem uma inclinacdo inicial de 15°. Além da restrigao
colocada anteriormente sobre xo, para esse caso também foi imposto |z3] < 450 °/s.
Aumentou-se horizonte de predi¢ao para N = 25 a fim de evitar problemas de factibilidade
inicial.

Observando as Figuras 4.6 e 4.7, nota-se que acao do controlador também resultou

em convergéncia dos estados para a origem com atendimento as restricoes. Nota-se ainda
na Figura 4.6a que o estado z3 atinge seu limite superior.

600 & . 15 (2)
z1 =10 (°) |
0] R |
400 | ; NLimitante x3 =10 ("/s) 10 1|
superior |t zy =1 (°/s) ]
300 | 511
> |
5 200 | ]
= 1 ST T T
100 | ory S TTT T T T
/
Vo
v/
ST
-100 ¢ ’
-200 & : : : : -10 : : : :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
k k

Figura 4.6 — Resultados obtidos para a condicdo inicial z(0) = [0 15 0 0]”: (a) Evolugao
dos estados, (b) Inclina¢ao do péndulo.

151
Ulgr
- _umpc
10 v
8l ——>Limitante superior
5F 4
=
] \
OF rk———————= o m e
] N L
!
!
!
5t
ST
_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

k

Figura 4.7 — Acdes de controle para condigao inicial z(0) =[0 15 0 0]7.
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Vale notar na Figura 4.7 que foi necessaria a agdo do MPC para impedir a violagao
das restricoes de estado e controle.

e Resultados para z(0) = [0 15 0 0] para o modelo nao linear do péndulo

A condigbes de simulagdo sao as mesmas do exemplo anterior, porém adotou-se o
modelo nao linear do péndulo e adicionaram-se ruidos de medida nas leituras dos estados.
Mais especificamente, adicionou-se em todos os estados um sinal aleatério limitado em
+1° de distribui¢ao uniforme. Mais ainda, para considerar um descasamento de modelo,
reduziu-se a acao de controle em 10 % antes de se evoluir a dindmica da planta. Isso

equivale a um descasamento de 10 % na matriz de entrada B.

As Figuras 4.8 e 4.9 apresentam os resultados obtidos. Observa-se que a tarefa de
controle foi bem-sucedida. Também nao houve violagao das restrigoes de controle e estado.
Isso ilustra que a formulagao de MPC adotada apresenta certa robustez contra descasa-

mentos de modelo e ruidos de medida, ainda que esses efeitos sejam desconsiderados no
projeto do controlador.

a b
500 (@) S 15( )
450 z1 =0 (°)
400 — =z =1 (%) |
z3=0(°/s) 101
t N 1
00 2= (°/s) |
200 | ot
8 : = !
= } PaaY
0rl / "~~’vl**saf~s~'¢\v/‘\.\,'\'«q/A
1/
!
l ]
51 !
]
| | | | | -10 | | | |
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
k k

Figura 4.8 — Resultados obtidos para a condicdo inicial z(0) = [0 15 0 0]7 para o modelo
nao linear do péndulo: (a) Evolugao dos estados, (b) Inclinagao do péndulo.
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151
Ulqr
= = = Umpc
10 Y

Limitante superior

_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

k

Figura 4.9 — Agdes de controle para condicio inicial z(0) = [0 15 0 0]7 para o modelo
nao linear do péndulo.

Assim como para o caso linear, nota-se na Figura 4.9 que foi necessaria a agao do

MPC para impedir a violagao das restrigoes de estado e controle.
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5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho teve como objetivo implementar uma lei de controle preditivo em um
péndulo invertido de duas rodas em ambiente de simulacao. A tarefa de controle consistiu
em equilibrar o péndulo na posicao vertical garantindo o devido atendimento as restri¢oes
do sistema. Cabe salientar que essa dinamica é instavel em malha aberta, o que torna

desafiador o projeto da lei de controle.

Para atender tal tarefa, adotaram-se formulagoes de MPC com malha interna. Isto
é, considerando uma realimentacao de estados estabilizante. Como resultado, as predi¢oes
foram realizadas a partir de um modelo estavel, o que é vantajoso em termos compu-
tacionais. Considerando essa estrutura de controle, foi possivel caracterizar uma regiao
invariante na qual o sistema em MF apenas com a malha interna garante o respeito as
restrigoes de controle e estado. Essa regido denominada MAS (Mazimal Admissible Set)
foi incluida no problema de otimizagao como restricao terminal. Mais ainda, determinou-
se uma regiao © no espaco de estados na qual o problema de otimizagdo é inicialmente
factivel. Caso a formulacao de MPC tenha garantia de factibilidade recursiva e conver-
géncia dos estados para a origem, © pode ser interpretada como a regiao de operagao do

controlador.

No Capitulo 2 descreveu-se uma formulagao de MPC com garantia de factibilidade
recursiva, porém sem garantia de convergéncia dos estados para a origem. Isto é, nao se
garante que a acao de controle preditivo guiard o estado para a origem. Essa formulagao
apresentou um desempenho adequado no controle do duplo integrador. Entretanto, nas
simulagoes no péndulo invertido, observou-se divergéncia das agoes individuais de controle
(Uigr € Umpe) € do estado 6. Para eliminar o problema, modificou-se a funcao de custo para
obtenc¢ao da garantia de convergéncia. Em particular, a fun¢ao empregada envolve somente
a minimizacao da acao de controle do MPC e considera horizonte de predicao infinito. Com
efeito, foi possivel manter o péndulo na posicao invertida respeitando-se as restri¢oes sobre
o canal de controle. Isso refor¢ga a importancia do emprego de formulagdes de MPC com
garantia de estabilidade e convergéncia. Por fim, foram realizadas simulagées no modelo
nao linear, considerando descasamento de modelo e ruidos de medida. O desempenho do

controlador foi adequado, o que indica robustez da formulacao de controle.

Como trabalhos futuro sugere-se a implementagao do controlador no sistema real
ou ainda, modificar a formulacao para permitir rastreamento de referéncias de inclinacao.

Isso pode ser utilizado para movimentar o veiculo.
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APENDICE A - Caracterizacio do conjunto

de atracao

As restrigoes do problema de otimizagao dadas por (2.54), podem ser escritas da

seguinte forma:

Xmaz —F,
—Xmin P,
quﬁmpc < | Unax | + —P, z(k) (A1)
—Unnin P,
bo.. —Ap, OV
Entao, é possivel obter
P | Xonaa |
—F, —Xmin
quUmpc + Py z(k) < | Unas
—-P, —Unin
Ao OV bo..
-— -—
A bau
Ay A |77 < b (A.2)
— x(k)

As matrizes A,, e by, definem o conjunto de solugoes factiveis para o problema de otimi-
Zacao No espago Umpc x z(k). Projetando-se tal conjunto no espago de estados, tem-se a
regiao para os quais o problema de otimizagao tem solucao, isto é, o conjunto de operacao

©. Cabe salientar que esse conjunto pode ser representado por

6 = {2(k) € R"| Aoa(k) < bo} (A.3)
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APENDICE B - Linearizacio da dindmica

do péndulo invertido

Um sistema nao linear e invariante a tempo continuo pode ser representando no

espago de estados por (OGATA, 1994)

em que r € R" u € R" e f e g sao fungdes que descrevem a dindmica do sistema.
Com o devido procedimento de linearizacao, é possivel representar a dinamica (B.1) e
(B.2) em torno do par de equilibrio (xg,u) por
t(t) = Az(t) + Bu(t) (B.3)
y(t) = Cx(t) (B.4)

em que A, B e C tém dimensoes adequadas.

Mais precisamente, (B.3) e (B.4) podem ser obtidas utilizando a lineariza¢ao por
série de Taylor da seguinte forma (STEWART, 2014):
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on Oh . Oh] oh Oh O
O0xry  0xo oz, Oup  Oug ou,
i) o on . on|[m] |on of . oh||[mm
(5?2 _ 8'% 3%2 a%n 55?72 n a?.h 37%2 a?.tr 5?%2 (B.5)
O, 0T, OU,
Lol op on on| L5 Jon on | on ||l
0% 0x; Oxsy ox,, oz Ou;  Ousy ou, ou
A T = x0 B T = x0
uQ uQ
091 99 Ogi]
0xry Oxo oz,
W (O D92 Og|||%
53';2 _ 0xry Oxo oz, (5?2 (B.6)
OUn 0xy,
i) Ogn 0gn  Ogn || =
oy 0x1 Oxo ox,, ox
O T = x0
Resumidamente,
di(t) = Adx(t) + Bou(t) (B.7)
dy(t) = Cox(t) (B.8)

Por simplicidade, omite-se o termo § em (B.7) e (B.8), resultando em (B.3) e (B.4).

No caso do péndulo invertido, a condicao de operagao é dada por

00:¢0:9O:¢0:erzvod:0 (Bg)

L0 = Ty0 = T30 = Ty0 = U0 = Uyo = 0 (BlO)
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De (4.19) - (4.22), (B.5) e (B.6), é possivel obter
0d _ ! ; - )
xr xXr
) '1 0 ) 1
i) T2
5 = 0 — ca(ca—cs) _ 2<ﬁ(C2*CS+C5)+C5fw) 28(ca—cs+cs) 5 +
Z3 —c§+QCQC3—c§+clc5 —c§+2CQ03—c§+01C5 —c§+2CQ03—c§+clc5 T3
(51"4 0 cles 2<B(CI+CQ—C3)+fw(C2_53)) 28(c1+ca—c3) 5xél
L —c§+20203—c§+01C5 —c§+20203—c§+clc5 —C%+2C203—C§+C165_
[ 0 0
0 0 5U1
a(ca—c3+cs) aca—cs+ces) 5 (Bll)
fc%+20203fc§+clc5 7C§+2C263*C§+01C5 U2
__ afeateo—cs) _ afcitea—cs)
7c%+20203fc§+clc5 7c%+20203fc§+c105
5y1 1 000 51’1
) 0 1 0 0] [dx
2\ 2 (B.12)
Sys| |0 0 1 0| |oxs
(5y4 0 0 01 (51‘4

Cabe salientar que (B.11) e (B.12) representam (4.19) — (4.22) para pequenas variagoes

dos angulos 6 e 1) em torno da posi¢ao vertical.
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C.1 Matrizes do MPC

47

1

© 0w N o Ot

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

[o)

% arquivo: matricesMPC.m

function [Phi, Hgp, fagp, Hx, Px, Hu, Pu] = matricesMPC(A, B, Q, R,
K, N)
% Funcao que retorna as matrizes do MPC desenvolvidas no
Capitulo 2
% para um modelo linear x(k+1l) = Ax(k) + Bu(k).
% [Phi, Hgp, fgp, Hx, Px, Hu, Pu] = matricesMPC(A, B, Q, R, K, N)

o\°

A -> matriz dos estados

o\°

B -> matriz das entradas

o\

Q —> matriz MPC de custos dos estados
% R -> matriz MPC de custos das entradas
% K —-> vetor de ganhos do LQR

% N -> horizonte de predicao

o\

Phi = A - Bx*K

o\°

Hgp = Hx'xQ_xHx + Hu'=*R_xHu

o\

fgp = Px'xQ_*Hx + Pu'xR_xHu

% Hx —-> formada por Phi”ixB. (1 =0 ... N-1)
% Px —> empilhamento de Phi”i. (i =1 ... N)

% Pu = Plgr + HlgrxPx

% Hu = Hlgr*Hx + eye (m*N)

o
o\

Phi = A - B=xK;
[m, n] = size (Phi);
Px = zeros (m*N, n);
exp = 1;
for 1 = l:m:mxN
Px(i:i+m-1, 1:n) = Phi“exp;

exp = exp + 1;

[m, n] = size(B);

Hx = zeros (m*N, nxN);
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37 Hx(l:m, 1l:n) = B;

38 expr = 2;

39 for i = m+l:m:m*N

40 expc = 1;

41 for j = l:n:nxN

42 Hx(i:i4m-1, j:j+n-1) = Phi” (expr-expc)*B; % Phi“exp«*B
43 expc = expc + 1;
44 if (expr-expc) < 0
45 break

46 end

47 end

48 expr = expr + 1;

49 end

50

51 %%

52 [m, n] = size (K);

53 Plgr = zeros (m*N, n);

54 Plgr(l:m, 1l:n) = -K;

55

56 Hlgr = zeros (mxN, nxN);

57 J=1;

58 for i = m+l:m:mxN

59 Hlgr(i:i+m-1, j:j+n-1) = -K;
60 J =3 + n;

61 end

62

63 Pu = Plgr + HlgrxPx;

64 Hu = Hlgr+Hx + eye (mxN);
65

66 %%

67 [m, n] = size(Q);

68 Q_ = zeros (mxN, n=xN);

69 J=1;

70 for i = l:m:mxN

71 Q (i:i+m-1, J:j+n-1) = Q;
72 Jj =3 + n;

73 end

74

75 %%

76 [m, n] = size(R);

s R_ = zeros (m*N, n=*N);

78 J=1;

79 for i = 1l:m:m#N

80 R _(i:i+m-1, Jj:j+n-1) = R;
81 J =3 + n;

82 end

83
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84
85
86
87

end

o\
o\

Hgp = Hx'*xQ_*Hx + Hu'=xR_=*Hu;
fgp = Px'xQ_xHx + Pu'xR_xHu;

C.2 MAS

© 0w N O w

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

[o)

% arquivo: MAS.m

function [Aoinf, boinf, MASObject] = MAS(Phi, Ts, KLQR, xMax, xMin,

uMax, uMin)

% Funcao que retorna as matrizes do MAS (Maximal Admissible Set)

Aoinfo

o\°

e boinf, em que

Aoinf*x (k) < boinf.

o\

o

Sistema discreto representado no espaco de estados:

% X (k+1) = Axx(k)+Bxu (k)

% [Aoinf, boinf, MASObject] = MAS(Phi, Ts, KLQR, xMax, xMin,
uMax, uMin)

% Phi -> matriz de malha fechada: Phi = A - B*KLQOR

% Ts -> [s] - tempo de amostragem

o\

KLOR —-> vetor de ganhos do LQR

o\°

xMax —-> vetor coluna de limitantes superiores dos estados

o\°

xMin -> " " " " inferiores " "

o\

uMax —-> vetor coluna de limitantes superiores das entradas

o

uMin -> " " " " inferiores " "

o\

% Aoinf MASObject.A
MASObject.B

% MASObject —-> invariantSet

% boinf

%% Definindo matrizes que respeitam as restricoes impostas

% Ax*x (k)< bx

[m, n] = size (KLQR);
Ax = [eye(n); —eye(n); -KLQR; KLQR];
bx = [xMax; —-xMin; uMax; -uMin];

X = Polyhedron('H', [Ax bx]);
system = LTISystem('A', Phi, 'Ts', Ts);
MASObject = system.invariantSet ('X', X);

%% Retornando matrizes do MAS
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35
36
37

Aoinf

MASObject.A;

boinf = MASObject.b;

end

C.3 Duplo integrador

© 0 N O Ot s W N

W W W W W W W W W N NN NN NN NN NN R R R e s e e e
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% arquivo: main_duplo_integrador.m

clear

close all

clc

o o o° o
o\°

o\

Implementacao de uma lei de controle preditivo em um duplo

integrador

Implementacao de uma lei de controle do tipo

% u (k) = ulgr (k) + umpc(k),

% em que

% uLQR (k) = —-Klgr=*x (k)

% uMPC (k) = e dado a partir da resolucao de um problema

o\

de otimizacao

%% Condicoes iniciais de simulacao

%0
kMax
Ts

N
xMax
xMin
uMax

uMin

(1 -11";

500; % numero maximo de iteracoes

le-2; % [s] —-> periodo de amostragem

5; % horizonte de predicao

[1.5 1.5]"'; % limitantes superiores para os estados
[-2 =-21"; % limitantes inferiores

10; % limitante superior para o controle
-10; % limitante inferior

%% Scopes

uLOR
uMPC
u
X

x(:,

XMax
XMin
UMax
UMin

zeros (1, kMax);
zeros (1, kMax);
zeros (1, kMax); % u = uLQR + uMPC
zeros (2, kMax);

= x0; % condicao inicial

repmat (xMax, ; % empilha as matrizes N vezes

~

repmat (xMin,

repmat (uMax,

~

Z =z ?3 Z
e

~

(
(
(
(

repmat (uMin,
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39 exitFlags = zeros(l, kMax); % flags da funcao gquadprog

40

41 options = optimset('Display','off'); % desabilita logs da funcao
quadprog

42

43 %% Obtendo K do LQR

44 QLQR = [100 0; 0 10]; % matriz de custo dos estados

45 RLQR = 1; % matriz de custo da entrada

46

47 % Matrizes do sistema

o\

48 sysc doubleIntegrator(); tempo continuo

o\

49 sysd = c2d(sysc, Ts, 'zoh');
50

tempo discreto

51 % Calculo do vetor ganhos

52 [KLQOR, S, e] = dlgr(sysd.A, sysd.B, QLOR, RLOR);

53

54 %% Obtendo matrizes do MPC

55 QMPC = [le6 0; 0 5e3]; % matriz de custo dos estados

56 RMPC = 1; % matriz de custo da entrada

57 [Phi, Hgp, fgp, Hx, Px, Hu, Pu] = matricesMPC(sysd.A, sysd.B, QMPC,
RMPC, KLQR, N);

58

59

60 %% Matrizes de restricao dos estados, controle e terminal
61 disp('Determinando o MAS...'")

62

63 % Matrizes que respeitam as restricoes do conjunto Oinf
64 [Aoinf, boinf, MASObject] = MAS (Phi, Ts, KLQR, xMax, xMin, uMax, uMin);
65

66 Hb = Phi” (N-1)xsysd.B;

67 for i = N-2:-1:0

68 Hb = horzcat (Hb, Phi“i*sysd.B);

69 end

70

71 Aogp = AoinfxHb; % restricao terminal

72 Axgp = [Hx; -Hx]; % restricao de estados

73 Augp = [Hu; -Hul]; % restricao de controle

74 Agp = [Axgp; Auqgp; Aogp]l; % resumo das restricoes
75

76 %% Definicao da regiao de factibilidade

77 disp('Calculando regiao de factibilidade...')

78

79 Af = [Px; —-Px; Pu; -Pu; Aoinf*«Phi”N];
80 Axu = [Agp Af];

81 bxu = [XMax; —-XMin; UMax; -UMin; boinf];
82

83 Theta = Polyhedron('H', [Axu bxul);
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84 ThetaProjection = Theta.projection (N+1:N+2);

85

86 %%

87 Hgp = (Hgp + Hgp')/2; % Para retirar esse warning na funcao quadprog —>

88 % Warning: Your Hessian is not symmetric.
Resetting H=(H+H') /2.

89

90 %% Simulando acoes de controle

91 disp('Simulando acoes de controle...')

92

93 for k = 1l:kMax

94

95 bxgp = [XMax; —-XMin] + [-Px; Px]+*x(:, k);

96 bugp = [UMax; -UMin] + [-Pu; Pul#*x(:, k);

97 bogp = boinf - AocinfxPhi”N*x(:, k);

98 bagp = [bxgp; bugp; bogpl]; % resumo das restricoes

99

100 [UMPC, fval, exitflag] = quadprog(2«Hqgp, 2*x(:, k)'xfgp, Agp,
bgp, (1, (1, [1, [1, [1, options);

101 exitFlags (k) = exitflag;

102

103 uMPC (k) = UMPC(1l); % acao do MPC

104 uLQR (k) = -KLQR#*x(:, k); % acao do LOR

105 u(k) = ulLQR(k) + uMPC(k); % controle total

06

107 x(:, k+l) = sysd.Axx(:, k) + sysd.Bxu(k); % atualizando estados

108

109 fprintf ('k: %d\n', k);

110 end

111

112 %% Resultados

113 disp('Apresentando resultados...')

114

115 % Configura as linhas de todas as figuras, exibicao dos simbolos em
latex

116 % e tamanho de fonte

117 set (groot, 'defaultStairLinewidth', 1.4)

groot, 'defaultTextFontSize', 12)

(

118 set (
119 set (groot, 'defaultLegendFontSize', 12)

(

(

120 set (groot, 'defaultTextInterpreter', 'latex')
121 set (groot, 'defaultLegendInterpreter', 'latex');
122

123 % Grafico de Theta (Regiao do controlador)

124 figure ('Renderer', 'painters', 'Position', [100 100 800 300])
125 subplot(l, 2, 1)

126 ThetaProjection.plot('Color', [0, 0.7, 0.9])

127
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128 % Grafico do MAS

129 hold on

130 MASObject.plot ()

131

132 % Plotando estados no grafico do MAS

133 plot(x(l, l:end-1), x(2, l:end-1),'yx")

134 ylabel ('S$Sx_2S5")

135 xlabel ('S$x_1S5")

136 grid on

137 legend('S$\Theta$', 'S\mathcal{O}_{\infty}$', 'FontSize', 12)
138

139 % Estados

140 subplot (1, 2, 2)

141 hold on

142 stairs(l:kMax, x(1, l:end-1))

143 stairs(l:kMax, x(2, l:end-1), '—-")
144 ylabel ('$SxS$")

145 xlabel ('$kS$')

146 grid on

147 legend('Sx_1S", '$Sx_2S8', 'FontSize', 12)
148

149 % Entradas

150 figure

151 hold on

152 stairs(l:kMax, ulLQR, '—-'");
153 stairs(l:kMax, uMPC, '—-.");
154 stairs(l:kMax, u);

155 ylabel ('Sus$')

156 xlabel ('SkS")

157 grid on

158 legend('Su_{1gr}s', 'Su_{mpc}$', 'Su = u_{Ilgr} + u_{mpc}$"',
'FontSize', 12)

159

160 % Flags de quadprog

161 figure

162 scatter(l:kMax, exitFlags, '.')

163 ylabel ('Quadprog flags'), xlabel('SkS$S'), grid on

% arquivo: doublelIntegrator.m

function sysc = doublelIntegrator ()
% Funcao que retorna as matrizes de estados do sistema a tempo

continuo.

o\°

o\°

sysc = doublelIntegrator ()

© N o v A W N =
o\°

o\

sysc —> sistema a tempo continuo
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

%% Matrizes da dinamica do sistema
A= [01
0 01;
B = [0
11;
c = 110I;
D = 0;
%% Sistema no espaco de estados no tempo continuo
sysc = ss(A, B, C, D);
end

C.4 Modelo linear do péndulo

16
17
18
19
20
21
22
23

24
25
26
27

[o)

% arquivo: main_pendulo_linear.m

clear
close all

clc

o\
o

o\

Implementacao de uma lei de controle preditivo nos modelos linear do

o

pendulo invertido de duas rodas

o°

o\

Implementacao de uma lei de controle do tipo

% u(k) = ulLOR (k) + uMPC (k)

% em que

% uLOR (k) = —-KLOR=*x (k)

% uMPC (k) = calculado a partir da resolucao de um problema de

otimizacao

%% Condicoes iniciais de simulacao

x0 = [0 5xpi/180 0 0]'; % [rad] -> theta, psi, dotTheta, dotPsi

kMax = 500; % numero maximo de iteracoes da simulacao

Ts = 4e-3; % [s] —-> periodo de amostragem

N = 10; % horizonte de predicao

xMax = [999 20xpi/180 8 999]'; % [rad] limitantes superiores para os
estados

XMin = —-xMax; % [rad] —->limitantes inferiores

uMax = [8 8]';% [V] —-> limitantes superiores para o controle

uMin = -uMax; % [V] —-> limitantes inferiores
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28 %% Scopes

29 uLQR = zeros (2, kMax); % ve, vd

30 uMPC = zeros (2, kMax);

31 u = zeros (2, kMax); % u = uLQR + uMP
32 X = zeros (4, kMax);

33 x(:, 1) = x0; % condicao inicial

34

35 XMax = repmat (xMax, N, 1); % empilha as
36 XMin = repmat (xMin, N, 1);

37 UMax = repmat (uMax, N, 1);

38 UMin = repmat (uMin, N, 1);

39 exitFlags = zeros(l, kMax); % flags da
40

41 options = optimset('Display','off'); %
quadprog

42

43 %% Obtendo K do LQR

44 % Matriz de custos dos estados

45 QLOR = [4.2e2 O 00

46 0 6.5e3 0 O

47 0 0 10

48 0 0 0 17;

49 % Matriz de custos das entradas
50 RLQR = 10x*eye(2);

51

52 % Matrizes do sistema

53 sysc = linearPendulum() ; % tempo co
54 sysd = c2d(sysc, Ts, 'zoh'); % tempo di
55

56 % Calculo do vetor ganhos

57 [KLQOR, S, e] = dlgr(sysd.A,

58

59

60 %% Obtendo matrizes do MPC

61 QOMPC = [le2 O 00

62 0 4.5e6 0 0

63 0 0 10

64 0 0 0 171;

65 RMPC = 3.5xeye(2);

66

67 [Phi, Hgp, fgp, Hx, Px, Hu, Pu] = matri
RMPC, KLQR, N);

68

69

70 %% Matrizes de restricoes dos estados,
71 disp('Determinando o MAS...'")
72

C

matrizes N vezes

funcao quadprog

desabilita logs da funcao

ntinuo

screto

sysd.B, QLQR, RLQR);

cesMPC (sysd.A, sysd.B, QMPC,

controle e terminal
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73 [Aoinf, boinf, MASObject] = MAS(Phi, Ts, KLQR, xMax, xMin, uMax, uMin);
74

75 Hb = Phi” (N-1)xsysd.B;

76 for i = N-2:-1:0

77 Hb = horzcat (Hb, Phi“i*sysd.B);

78 end

79

80 Aogp = AoinfxHb; % restricao terminal
81 Axgp = [Hx; -Hx]; % restricao de estados

82 Augp = [Hu; -Hul; % restricao de controle

83 Agp = [Axqgp; Augp; Aogpl; % resumo das restricoes

84

85 % Para uso da funcao de custo apresentada no Capitulo 4
8 Psi = RLOR + sysd.B'xSxsysd.B;

87 Psi_ = Psi;

88 for i = 1:N-1

89 Psi_ = blkdiag(Psi_, Psi);
90 end

91

92

93 %% Definicao da regiao de factibilidade

94 % disp('Calculando regiao Theta...')

95 % Af = [Px; -Px; Pu; -Pu; Aoinf*«Phi”N];

96 % Axu = [Agp Af];

97 % bxu = [XMax; —-XMin; UMax; -UMin; boinf];

98 % Theta = Polyhedron('H', [Axu bxul);

99 % ThetaProjection = Theta.projection (N+1:N+4);

00

101

102 %%

103 Hgp = (Hgp + Hgp')/2; % Para retirar esse warning na funcao quadprog —>

104 % Warning: Your Hessian is not symmetric.
Resetting H=(H+H') /2.

L05

106 %% Simulando acoes de controle

107 disp('Simulando acoes de controle...')

108

109 for k = 1l:kMax

110

111 bxgp = [XMax; —-XMin] + [-Px; Px]+*x(:, k);

112 bugp = [UMax; -UMin] + [-Pu; Puls*x(:, k);

113 bogp = boinf - AocinfxPhi”N*x(:, k);

114 bagp = [bxgp; bugp; bogpl]; % resumo das restricoes
115

116 % Calculo do MPC

L7

118 % Formulacao do Capitulo 4
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119 [UMPC, fval, exitflag] = quadprog(2+«Psi_, [], Aqgp, bap, [1, [],
(1, 01, [1, options);

120

121 % Formulacao do Capitulo 2

122 % [UMPC, fval, exitflag] = quadprog(2+«Hgp, 2*x(:, k)'xfgp, Agp,
bap, (1, (1, [1, [1, [], options);

123 exitFlags (k) = exitflag;

124

125 uMPC (:, k) = UMPC(1:2); % acao do MPC

126 uLQR (:, k) = -KLQRxx(:, k); % acao do LOR

127 u(:, k) uLQR(:, k) + uMPC(:, k); % controle total

128

129 x(:, kt+tl) = sysd.Axx(:, k) + sysd.Bxu(:, k); $ atualizando estados
130

131 fprintf ('k: %d\n', k);

132 end

133

134 %% Resultados

135 disp('Apresentando resultados...')

136

137 % Configura as linhas de todas as figuras, exibicao dos simbolos em
latex

138 % e tamanho de fonte

139 set (groot, 'defaultStairLinewidth', 1.4)

140 set (groot, 'defaultTextFontSize', 12)

(
(
141 set (groot, 'defaultLegendFontSize', 12)
(
(

142 set (groot, 'defaultTextInterpreter', 'latex')

143 set (groot, 'defaultlLegendInterpreter', 'latex');
144

145 % Estados

146 lineStyle = {'-'", '—=', "=/ ', ‘'":"'};

147 figure ('Renderer', 'painters', 'Position', [288 210 800 300])
148 subplot (1, 2, 1)

149 hold on

150 for i = 1:4

151 stairs(l:kMax, x(i, l:end-1)+*180/pi, lineStyle{i})

152 end

153 ylabel ('SxS$"')

154 xlabel ('SkS'")

155 grid on

156 legend('S$x_l=\theta \ ("{\circ})$', '$x_2=\psi \ ("{\circ})s$',

157 '$x_3=\dot{\theta} \ (~{\circ}/s)$"', 'Sx_4=\dot{\psi} \
("{\circ}/s)$",

158 'FontSize', 12)

159

160 $ Grafico de psi
161 subplot (1, 2, 2)
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162
163
164
165
L66
Le7
L68
L69
170
171
72
L73
174
175
176
L7
L78
L79
L80
181
182
183

stairs(l:kMax, x(2, l:end-1)%180/pi, '--"')
ylabel ('S\psi \ (" {\circ})$")
xlabel ('SkS$S'")

grid on

o)

% Entradas

figure

hold on

stairs (l:kMax, ulLOR(1l, :))

stairs(1l:kMax, uMPC(1l, :), '——")

stairs(l:kMax, u(l, :), '—-.")

ylabel ('su$ (V) ")

xlabel ('$ks$")

grid on

legend ('Su_{1lgr}$', 'Su_{mpc}s$', 'Su$', 'FontSize',6 12)

[o)

% Flags de quadprog

figure

scatter (l:kMax, exitFlags, '.')

ylabel ('Quadprog flags'), xlabel('S$kS$'), grid on

=W N =

© 0w 9 O L

11
12
13
14
15
16

17
18
19
20
21

% arquivo: linearPendulum.m

function sysc = linearPendulum()
% Funcao que retorna as matrizes de estados do sistema a tempo
continuo

% a partir do modelo linearizado da planta.

o
°

% sysc = linearPendulum ()

% sysc —> sistema a tempo continuo

%% Parametros da planta

g = 9.81; % [m/s"2] -> aceleracao da gravidade

m = 0.03; % [kg] -> massa das rodas

R =0.04; % [m] -> raio das rodas

M = 0.6; % [kgl -> massa do centro de massa

L = 0.072; % [m] -> distancia do centro de massa ao eixo de
giro da roda

Jpsi = 0.001; % [kg.m"2] -> momento de inercia em relacao ao Psi

Jm = le-5; % [kg.m"2] -> momento de inercia do motor DC

Rm = 6.69; % [Ohm] —> resistencia eletrica do motor

Kb = 0.468; % [V.s/rad] -> cte de foraca eletromotriz do motor

Kt = 0.317; % [N.m/A] -> cte de torque do motor
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22 fm = 0.0022; % [N.m.rad/s]-> coeficiente de friccao do motor

23 Vb = 8.00; % [V] -> tensao de alimentacao

24 Vo = 0.625; % [V] -> offset de tensao

25 mi = 1.089; S [] -> fator de ganho da alimentacao

26 Gu = le-2; $ [] -> fator de ganho do PWM

27 n = 1; $ [] -> gearbox ratio

28 fw = 0; S (] -> coeficiente de atrito entre a
roda e o chao.

29

30 %% Constantes a serem utilizadas nas equacoes

31 alpha = n*Kt/Rm;

32 beta = n*KtxKb/Rm + fm;

33

34 cl = (2+*m + M) *R"2 + 2+n"2+Jm;

35 c2 = M*LxR;

36 c3 = 2xn"2*Jm;

37 cd = M*gx*L;

38 c5 = MxL"2 + Jpsi + 2%n"2xJm;

39

40 %% Processo de linearizacao (Apendice B)

41 dfldxl = 0;

42 dfldx2 = 0;

43 dfldx3 = 1;

44 dfldx4 = 0;

45

46 df2dxl = 0;

47 df2dx2 = 0;

48 df2dx3 = 0;

49 df2dx4 = 1;

50

51 df3dxl = 0;

52 df3dx2 = —-cd*x(c2 - c3)/(-c2”2 + 2*c2xc3 — c372 + cl=*ch);

53 df3dx3 = -2% (betax(c2 - c3 + cb) + c5xfw)/(-c2"2 + 2xc2%c3 -
c3"2 + cl*ch);

54 df3dx4 = 2xbetax(c2 — c¢3 + ¢c5)/(-c272 + 2%xc2xc3 — c372 + cl*cbh);

55

56 df4dxl = 0;

57 dfd4dx2 = clxcd/ (-c2"2 + 2%xc2*c3 — c3"2 + cl*ch);

58 df4dx3 = 2% (beta*(cl + c2 - c3) + fw*x(c2 — c3))/(-c2”2 + 2*c2xc3
- ¢c3%2 + cl*ch);

59 dfd4dx4d = -2xbetax(cl + c2 - c3)/(-c272 + 2*xc2xc3 — c3%2 + cl*cbh);

60

61 dfldul = 0;

62 dfldu2 = 0;

63

64 df2dul = 0;

65 df2du2 = 0;
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66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

df3dul
df3du2

df4dul
df4du2

%% Mat

g
Il

= alpha=*(c2 - c3 + cb5)/(-c2"2 + 2xc2+c3 - c372 + clxcbh);
= df3dul;

= —alpha*(cl + c2 — c3)/(-c2"2 + 2+c2*c3 — c372 + cl=*ch);
= dfé4dul;

rizes da dinamica do sistema

[dfldxl dfldx2 dfldx3 dfldx4

df2dx1l df2dx2 df2dx3 df2dx4
df3dx1l df3dx2 df3dx3 df3dx4
df4dxl df4dx2 dfd4dx3 df4dx4];

o
Il

[dfldul dfldu2

df2dul df2du2
df3dul df3du2
df4dul dfd4du2l];

Q
Il

D = 0;

%% Sist

sysc =

end

eye (4);

ema no espaco de estados a tempo continuo
SS (A, B/ Cr D);

C.5 Modelo nao linear do péndulo

O N O Ut W N

10
11
12
13
14
15

o)
°

C

C

C

o\
o\

o

o°  o° oo

o\©

o\°

o\

arquivo:

lear
lose all
1lc

main_pendulo_naolinear.m

Implementacao de uma lei de controle preditivo no modelo nao

linear

pendulo

do

invertido de duas rodas

Implementacao de uma lei de controle do tipo

u(k) = ulLOR (k) + uMPC (k)

em que

uLQOR (k) = —-KLQOR=*x (k)

uMPC (k) = calculado a partir da resolucao de um problema de
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o\°

16 otimizacao
17
18

19 %% Condicoes iniciais de simulacao

20 x0 = [0 15%pi/180 0 0]'; % [rad] —-> theta, psi, dotTheta, dotPsi

21 kMax = 1000; % numero maximo de iteracoes da simulacao

22 Ts = 4e-3; % [s] —> periodo de amostragem

23 N = 25; % horizonte de predicao

24 xMax = [999 20%pi/180 8 999]'; % [rad] limitantes superiores para os
estados

25 xMin = —-xMax; % [rad] —->limitantes inferiores

26 uMax = [8 8]';% [V] -> limitantes superiores para o controle

27 uMin = -uMax; % [V] —-> limitantes inferiores

28

29 %% Scopes

30 uLQR = zeros (2, kMax); % ve, vd

31 uMPC = zeros (2, kMax);

32 u = zeros (2, kMax); % u = uLQOR + uMPC

33 x = zeros (4, kMax);

34 x(:, 1) = x0; % condicao inicial

35

36 XMax = repmat (xMax, N, 1); % empilha as matrizes N vezes

37 XMin = repmat (xMin, N, 1);

38 UMax = repmat (uMax, N, 1);

39 UMin = repmat (uMin, N, 1);

40 exitFlags = zeros(l, kMax); % flags da funcao quadprog

41

42 options = optimset('Display','off'); % desabilita logs da funcao
quadprog

43

44 %% Obtendo K do LQR

45 % Matriz de custos dos estados

46 QLQR = [4.2e2 O 00
47 0 6.5¢e3 0 0
48 0 0 10
49 0 0 0 11;

50 % Matriz de custos das entradas
51 RLQR = 10xeye(2);

52

53 % Matrizes do sistema

[)

54 sysc = linearPendulum(); % tempo continuo

55 sysd = c2d(sysc, Ts, 'zoh'); % tempo discreto

56

57 % Calculo do vetor ganhos

58 [KLQR, S, e] = dlgr(sysd.A, sysd.B, QLQOR, RLOQR);
59

60
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61 %% Obtendo matrizes do MPC

62 QMPC = [le2 O 00

63 0 4.5e6 0 0

64 0 0 10

65 0 0 0 171;

66 RMPC = 3.5xeye(2);

67

68 [Phi, Hgp, fgp, Hx, Px, Hu, Pu] = matricesMPC(sysd.A, sysd.B, OMPC,
RMPC, KLQR, N);

69

70

71 %% Matrizes de restricoes dos estados, controle e terminal

72 disp('Determinando o MAS...'")

73

74 [Aoinf, boinf, MASObject] = MAS(Phi, Ts, KLQR, xMax, xMin, uMax, uMin);
75

76 Hb = Phi” (N-1)xsysd.B;

77 for i = N-2:-1:0

78 Hb = horzcat (Hb, Phi“ixsysd.B);

79 end

80

81 Aogp = AoinfxHb; % restricao terminal

82 Axgp = [Hx; -Hx]; % restricao de estados

83 Augp = [Hu; -Hul]; % restricao de controle

84 Agp = [Axqgp; Augp; Aodpl; % resumo das restricoes
85

86

87 % Para uso da funcao de custo apresentada no Capitulo 4
88 Psi = RLOR + sysd.B'xSxsysd.B;

89 Psi_ = Psij;

90 for i = 1:N-1

91 Psi_ = blkdiag(Psi_, Psi);
92 end

93

94

95 %% Definicao da regiao de factibilidade

96 % disp('Calculando regiao Theta...')

97 $ Af = [Px; —-Px; Pu; —-Pu; AoinfxPhi”N];

98 % Axu = [Agp Af];

99 % bxu = [XMax; -XMin; UMax; -UMin; boinf];

100 % Theta = Polyhedron('H', [Axu bxul);

101 % ThetaProjection = Theta.projection (N+1:N+4);
102

103

104 %%

105 Hgp = (Hgp + Hgp')/2; % Para retirar esse warning na funcao quadprog —>
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06

Lo7
08
09
110
111
112
113

114
15
116
117
118
119
120
121
122
123

124
125
126

127
128
129
130
131
132
133

L34
L35

136
137
138
39
140
141
142
143
144

145

o)

% Warning: Your Hessian is not symmetric.

Resetting H=(H+H'") /2.

%% Simulando acoes de controle

disp('Simulando acoes de controle...')
for k = 1:kMax

x_med = x(:, k) + (-1 + 2*rand(4, 1))x*pi/180; % simulando sinal

com ruido (-1 a 1 deg)

bxgp = [XMax; —-XMin] + [-Px; Px]+*x_med;

bugp [UMax; -UMin] + [-Pu; Pul]*x_med;

bogp boinf - AoinfxPhi”Nxx_med;

bgp = [bxgp; bugp; bogpl; % resumo das restricoes

% Calculo do MPC

% Formulacao do Capitulo 4

[UMPC, fval, exitflag] = quadprog(2+«Psi_, [], Agp, bap, [1, [1,
(1, [1, [], options);

Q

% Formulacao do Capitulo 2

% [UMPC, fval, exitflag] = quadprog(2xHgp, 2*x(:, k)'xfgp, Adgp,
bagp, (1, [1, [1, []1, [], options);

exitFlags (k) = exitflag;

uMPC (:, k) UMPC (1:2); % acao do MPC
uLQR (:, k) -KLQR*x_med; % acao do LOR
u(:, k) = uLQR(:, k) + uMPC(:, k); % controle total

% u(:, k)x0.9 -> para simular um descasamento de modelo. Apenas
90 % da

% tensao eh de fato aplicada aos motores

[t, x_] = oded45(@(t, x_) nonLinearPendulum(t, x_, u(:, k)=*0.9),

[0 Ts], x(:, k)); % evoluindo dinamica da planta

x(:, k+1l) = x_(end, :)'; % atualizando estados

fprintf ('k: %d\n', k);

end

%% Resultados

disp ('Apresentando resultados...')

% Configura as linhas de todas as figuras, exibicao dos simbolos em
latex

[o)

% e tamanho de fonte
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146 set (groot, 'defaultStairLinewWidth', 1.4)
147 set (groot, 'defaultTextFontSize', 12)
148 set (groot, 'defaultLegendFontSize', 12)
(
(

150 set
151

152 % Estados

153 lineStyle = {'-", '—=', "=/ ', ‘'":"};

154 figure ('Renderer', 'painters', 'Position
155 subplot (1, 2, 1)

156 hold on

157 for i = 1:4

158 stairs(l:kMax, x(i, l:end-1)%180/pi,
159 end

160 ylabel ('S$xS$")

161 xlabel ('SkS")

162 grid on

167 % Grafico de psi

168 subplot(l, 2, 2)

169 stairs(l:kMax, x(2, l:end-1)*180/pi, '——
170 ylabel ('S\psi \ (~{\circ})s")

171 xlabel ('S$kS$")

172 grid on

173

174

175 % Entradas

176 figure

177 hold on

178 stairs(l:kMax, uLQR(1, :))
(1:kMax, uMPC(1l, :), '——-")
180 stairs(l:kMax, u(l, :), '—-.")

181 ylabel ('Sus$ (V)')

182 xlabel ('SkS$S")

179 stairs

183 grid on

184 legend('Su_{lgr}s', 'Su_{mpc}s', 'Sus',
185

186

187 % Flags de quadprog

188 figure

189 scatter (l:kMax, exitFlags, '.')

190 ylabel ('Quadprog flags'), xlabel ('SkS'"),

149 set (groot, 'defaultTextInterpreter', 'latex')
groot, 'defaultLegendInterpreter', 'latex');

', [288 210 800 3007])

lineStyle{i})

")

'FontSize',

grid on

163 legend('S$x_l=\theta \ ("{\circ})s$', '$x_2=\psi \ ("{\circ})$"',

164 '$x_3=\dot{\theta} \ (“{\circ}/s)$"', " '$x_4=\dot{\psi} \
(“{\circ}/s)s"',

165 'FontSize', 12)

166

12)
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1 % arquivo: nonLinearPendulum.m

2

3 function dotx = nonlLinearPendulum(t, x, u)

4 % Funcao da dinamica nao linear do sistema a tempo continuo no
espaco

5 % de estados.

6 %

7 % dotx = nonLinearPendulum(t, x, u)

8 % dotx —-> vetor (4xl) de derivadas dos estados

9 % t -> tempo (nao utilizado na funcao)

10 % x —> vetor (4x1) de estados

11 % u —> vetor (1x2) de entrada

12

13

14 %% Parametros da planta

15 g = 9.81; % [m/s”2] —-> aceleracao da gravidade

16 m = 0.03; % [kgl -> massa das rodas

17 R =0.04; % [m] -> raio das rodas

18 M= 0.6; % [kg] -> massa do centro de massa

19 L =0.072; % [m] -> distancia do centro de massa ao eixo de
giro da roda

20 Jpsi = 0.001; % [kg.m"2] -> momento de inercia em relacao ao Psi

21 Jm = le-5; % [kg.m"2] -> momento de inercia do motor DC

22 Rm = 6.69; % [Ohm] -> resistencia eletrica do motor

23 Kb = 0.468; % [V.s/rad] -> cte de foraca eletromotriz do motor

24 Kt = 0.317; % [N.m/A] -> cte de torque do motor

25 fm = 0.0022; % [N.m.rad/s]-> coeficiente de friccao do motor

26 Vb = 8.00; $ [V] -> tensao de alimentacao

27 Vo = 0.625; $ [V] -> offset de tensao

28 mi =1.089; % [] -> fator de ganho da alimentacao

29 Gu = le-2; S 1] -> fator de ganho do PWM

30 n = 1; S 1] -> gearbox ratio

31 fw = 0; $ [] —> coeficiente de atrito entre a
roda e o chao.

32

33 %% Constantes a serem utilizadas nas equacoes

34 alpha = n*Kt/Rm;

35 beta = n*Kt*Kb/Rm + fm;

36

37 cl = (2«m + M) *R"2 + 2*+n"2+xJm;

38 c2 = M*LxR;

39 c3 = 2+«n"2+Jm;

40 cd = Mxgx*L;

41 cb = MxL"2 + Jpsi + 2xn"2xJm;

42

43 hl = (c2xcos(x(2)) - c3)/c5;

44 h2 = (c2*cos(x(2)) - c3)/cl;
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45

46 %% Vetor de estados

47 dotx = zeros (4, 1);

48

49 % x(1) = theta

50 % x(2) = psi

51 % x(3) = derivada de theta

52 % x(4) = derivada de psi

53

54 dotx (1) = x(3);

55 dotx (2) = x(4);

56 dotx(3) = (1/(cl = hlx(c2*cos(x(2))-c3)))*( —2%(betax(l + hl) +

fw) *x (3) + 2xbetax (1l + hl)=xx(4)

57 + (c2%x(4)72 — hlxcd)+*sin(x(2))
+ alpha* (1 + hl)=*(u(l) +
u(z)) );

58 dotx (4) = (1/(c5 — h2%(c2*cos(x(2))-c3)))*( 2+ (beta + h2x (beta +

fw))*x(3) — 2xbetax(l + h2)xx(4)

59 + (cd4 - h2*c2+xx(4)"2)*sin(x(2))
- alpha* (1 + h2)=*(u(l) +
u(z2)) );

60 end

C.6 Linearizacdo da dindmica do péndulo

)

% arquivo: linearizacao.mlx

—_

2

3 close

4 clear

5 clc

6

7 % Turn off abbreviated output format

8 sympref ('AbbreviateOutput', false);

9

10 % defnindo variaveis de estado e entradas
11 syms x_1 x_2 x_3 x_4 u_1 u_2 real

12

13 % definindo parametros da planta

14 syms m M Rn Jm L g J_psi beta f_w alpha real
15

16 % definindo constantes

17 syms cl c2 c3 c4 c5 real

18

o)

% definindo funcoes

—_
©
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20 hl = (c2xcos(x_2) - c3)/c5
21 h2 = (c2xcos(x_2) — c3)/cl
22

23 % definindo equacoes de estado

24 dot_x1 = x_3

25 dot_x2 = x_4

26 dot_x3 = (1/(cl - hl*(c2xcos(x_2) - c3)))*(-2*(beta*x(l + hl) +
f w)xx_3

27 + 2xbeta* (1 + hl)*x_4 + (c2xx_472 — hl*cd)*sin(x_2)

28 + alphax (1 + hl)*(u_1 + u_2))

29 dot_x4 = (1/(ch5 — h2*(c2xcos(x_2) — c3)))* (2« (beta + h2x (beta +
f w))*x_3

30 — 2xbeta*x (1 + h2)*x_4 4+ (c4 — h2*c2+x_472)*sin(x_2)

31 — alpha*x (1 + h2)*(u_1l + u_2))

32

33 % definindo as funcoes
34 fl = dot_x1;

35 f2 = dot_x2;

36 f3 = dot_x3

37 f£f4 = dot_x4

38

39 % definindo um vetor de estados e entrada
40 x = [x_1, x_ 2, x_ 3, x_4]

41 u = [u_l, u_2]

42

43 % condicaoo normal de operacao

4 x0 = [0, O, O, 0]; % theta, psi, dot_theta, dot_psi
45 u0 = [0, O7; % vl, vr

46

47 % calculando as derivadas parciais
48 dfldxl diff (f1
49 dfldx2 = diff(fl, x_2
(f1
(f1

50 dfldx3 = diff
51 dfldx4 = diff
52

53 df2dx1l = diff(f2, x_1)
54 df2dx2 = diff(f2, x_2)
55 df2dx3 = diff (f2, x_3)
56 df2dx4 = diff (f2, x_4)

57
58 % e substituindo o valores das condicao normal de operacao

59 df3dxl = subs(diff(f3, x_1), [x, u], [x0, u0])

60 df3dx2 = simplifyFraction (subs(diff (£f3, x_2), [x, ul, [x0, u0]))
61 df3dx3 simplifyFraction (subs(diff (£3, x_3), [x, ul, [x0, u0]))
62 df3dx4 = simplifyFraction(subs(diff (£f3, x_4), [x, ul, [x0, u0]))
63

64 dfddxl

subs (diff(f4, x_1), [x, u], [x0, u0])
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68

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7

df4dx2
df4dx3
dfd4dx4

dfldul
dfldu2
df2dul
df2du2

df3dul
df3du2
df4dul
df4du2

simplifyFraction (subs(diff (f4, x_2),
simplifyFraction(subs(diff (f4, x_3),
simplifyFraction(subs(diff (f4, x_4),

diff (f1,
diff (fl
diff(f2,
diff(f2,
simplifyFraction (subs(diff (£3
simplifyFraction (subs (diff (£3,
simplifyFraction (subs (diff (£f4
( ( (£4

simplifyFraction (subs(diff

[x,
[x,

[,

ul,

ul,

ul,

[ =l i

~

~

[x0,
[x0,
[x0,

u0]))
u0]))
u0]))
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