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Capitulo 1

Introducao

A integral de Lebesgue surgiu, no inicio do século XX, como uma resposta da matematica
as deficiencias da integral de Riemann.

Apresentaremos neste trabalho uma introdugao elementar a integral de Lebesgue na reta
R. Elementar no sentido de que nao usamos conceitos e resultados da Teoria da Medida, e
usamos apenas técnicas usuais da Anélise na Reta, em nivel de um curso de graduacao. O
unico conceito da Teoria da Medida que usamos é a nocao de conjunto de medida nula, que
também é tratado em cursos de graduacao.

Pretendemos deixar claro que a integral de Lesbegue permite integrar fun¢oes mais gerais
que a integral de Riemann, tem todas as propriedades que se espera de uma integral e possibilita
substituir o intervalo de integracao [a, b] por conjuntos mais gerais. Apesar de nao tratarmos
disso neste trabalho, a integral de Lebesgue também permite integrar fungoes nao limitadas.

De acordo com a abordagem que adotamos, seguindo o que é feito na referéncia [1], pri-
meiramente definimos a integral para fungoes escada, em seguida para uma classe mais am-
pla de fungoes (chamadas fungoes superiores), e, finalmente, definimos a classe das fungoes
Lebesgue-integraveis. A seguir verificamos as propriedades basicas da integral de Lebesgue e o
comportamento das fungoes integraveis em diferentes intervalos.

Uma das principais deficiéncias da integral de Riemann, que a integral de Lebesgue procura
corrigir, é a seguinte: dada uma sequéncia de fungoes Riemann-integraveis f,: [a,b0] — R,
n € N, que converge pontualmente para a fungao f: [a,b] — R, gostariamos que a fungao f
fosse Riemann-integravel e que

b b b
/ lim fn(:c)d:c:/ f(x)dr = lim [ f.(z)dz.

a n—oo a n—oo a
Mas isso nao é verdade sempre. Além disso, a solucao que a integral de Riemann oferece para
esse problema é exigir que a convergéncia seja uniforme (veja [2, Teorema 9.10]). Entretanto,
essa solucao é insatisfatéria, pois a convergéncia uniforme é muito rara e muito dificil de ser
verificada. Deseja-se entao uma nova teoria de integragao que permita concluir que o limite das
integrais é a integral do limite com condigoes mais fracas que a convergéncia uniforme.

O objetivo do tultimo capitulo desta monografia é apresentar as solucoes que a integral
de Lebesgue oferece para esse problema: o teorema da convergéncia monodtona e o teorema
da convergéncia dominada. Esses dois teoremas permitem concluir, no ambito da integral
de Lebesgue, que o limite das integrais é a integral do limite com condigoes faceis de serem
verificadas e que sao bem menos exigentes que a convergéncia uniforme. Por isso, esses se
tornaram alguns dos teoremas mais 1iteis e repletos de aplicagoes da matematica contemporanea.
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Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo contém uma breve exposicao de algumas defini¢oes e resultados da Analise na
Reta que sao fundamentais para a compreensao do texto.

Todos os conceitos e resultados deste capitulo podem ser encontrados em qualquer bom
livro de Anélise, por exemplo [2].

Defini¢ao 2.1 Um conjunto K C R é limitado se existe ¢ > 0 tal que |z| < ¢ para todo = € K.

Definigao 2.2 Um conjunto A C R é enumerdvel se for possivel definir uma fungao bijetora
f:N— A

Teorema 2.3 O conjunto dos nimeros racionais é enumerdvel.
Corolario 2.4 Todo subconjunto do conjunto dos niumeros racionais € finito ou enumeravel.

Definicao 2.5 Seja A C R. Um ponto = € A é ponto interior de A se existe 6 > 0 tal que
(x—d,x+9) C A

O conjunto A é aberto se todos os pontos de A sao interiores a A, ou seja, se para todo
x € A existe §, > 0 tal que (z 4 0.,z — d,) C A.

Definigao 2.6 Um conjunto I C R é fechado se para toda sequéncia (x,)>, C F tal que
T, — x, entao x € F.

Definicao 2.7 Um conjunto K C R é dito compacto se é limitado e fechado.

Definicao 2.8 Um subconjunto A C R tem medida nula se, para todo € > 0 existem intervalos

abertos (I,,)22; tais que A C U I; e Zl(lj) < €, onde [(I;) é o comprimento do intervalo [;.
j=1 j=1

Se diz que uma propriedade se verifica em quase em todo ponto de um conjunto S (denota-se
q.t.p. em S) se vale em todo S exceto em um subconjunto de S de medida nula.

Teorema 2.9 Todo subconjunto finito ou enumerdvel dos niumeros reais tem medida nula.

Defini¢ao 2.10 Uma cobertura aberta de um conjunto A C R é uma colegao (A;);c; de con-
juntos abertos tais que
AclJa

iel
Dizemos que uma cobertura aberta (A;);c; de A admite subcobertura finita se existem n € N e
i1,...,1, € I tais que

AC (A, U---UA,).



Definicao 2.11 Seja A um subconjunto nao vazio e limitado de R.

(a) Um elemento x € R é cota superior de A se x > y para todo y € A. Se z < y para todo
y € A, entao x ¢é dito cota inferior de A.

(b) O supremo do conjunto A, denotado por sup A, é a menor das cotas superiores de A.

(¢) O infimo do conjunto A, denotado por inf A, é a maior das cotas inferiores de A.

Definicao 2.12 Seja f : [a,b] — R uma funcdo limitada definida em um intervalo fechado
la, b].

Uma particao m do intervalo [a,b] é um conjunto finito de pontos {zg = a < 21 < -+ <
T, = b}.

Dadas uma funcao f e uma particao m, definimos a soma superior de f em relagdo a 7 e a
soma inferior de f em relacdo a m pelas seguintes expressoes, respectivamente:

S(fim) =Y Mjw;—x50) e s(fym) =Y my(z;—x;),

onde M; =sup{f(z) : x € [z;_1,z;]} e mj = inf{f(x) : z € [x;_1, z;]}.

Definigao 2.13 Seja f : [a,b] — R limitada e seja 7 = {a = 29 < 21 < ... < x, = b} uma
partigao de [a,b]. Definimos ||| = mdz{z, — x¢,..., 2, — x,—1} e chamamos este nimero de
norma da particao m .

Definigao 2.14 Sejam m; e my duas partigdes do intervalo [a,b]. Dizemos que my é um re-
finamento de m; se o conjunto dos pontos que formam 7w, contiver o conjunto dos pontos de
.

Definigao 2.15 Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. A integral superior de f em [a,b],
que se denota por f; f, é o infimo das somas superiores de f em relacao a todas as particoes de
la,b]. A integral inferior de f em [a,b], que se denota por fab f, é o supremo das somas inferiores
de f em relagao a todas as partigoes de [a, b] . o

Definigao 2.16 Uma fungao limitada f : [a,b] — R é Riemann-integrdvel se fabf = fabf
O valor comum das integrais superior e inferior é chamado a integral de f e se denota por

Teorema 2.17 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada. Entao f é Riemann-integrdvel se, e
s0 se, o conjunto D(f) de seus pontos de descontinuidade tem medida nula.

Exemplo 2.18 (Fungao limitada ndo Riemann-integravel) Seja f : [0,1] — R a func¢do de
Dirichlet, que a cada irracional de [0, 1] associa o valor 0 e a cada racional de [0, 1], o valor 1.

Como os conjuntos dos racionais e dos irracionais sao densos em [0, 1], para qualquer partigao
7 de [0,1], os Mjs sdo todos iguais a 1 e os m/s sdo todos iguais a 0. Segue que S(f,7) =1
e s(f,m) = 0 para qualquer partigdo 7 de [a,b], e portanto a integral superior ¢é igual a 1 e a
integral inferior é igual a zero. Isso prova que f nao é Riemann-integravel.

Teorema 2.19 (Teorema de Heine-Borel) Toda cobertura aberta de um subconjunto com-
pacto de R admite subcobertura finita.



Capitulo 3

A Integral de uma Funcao Escada

Neste capitulo definiremos fungao escada definida em um intervalo e, em seguida, definiremos
a integral de uma funcao escada.

Defini¢ao 3.1 Uma funcao f : [a,b] — R é uma funcdo escada em [a,b] se existem uma
partigdo {a = xg < --- < x,, = b} de [a, ] e constantes ¢1, ..., ¢, € R tais que

f(x)=cp se x€ (vp-1,71), K=1,...,n.

E claro que uma fungao escada é Riemann-integravel em cada subintervalo [zj_1, )] e sua
integral ¢ dada por

/IIc flz)dz = cp(z — Tp—1).

A integral de Riemann de f em [a, b] é por conseguinte igual & soma

n

b
[ #aris =3 et — ). (3.1)

k=1

Definicao 3.2 Seja I um intervalo qualquer. Uma funcao f é uma funcao escada em I se existe
um subintervalo compacto [a,b] C I em que f seja uma fungao escada em [a, b] e f(z) = 0 para
x € I\[a,b]. A integral de f em I, denotada por [, f(z)dx ou por [, f, é dada por (3.1).

As propriedades da integral de fungoes escada seguem imediatamente:

Teorema 3.3 Sejam f e g funcoes escada no intervalo I e ¢ € R. Entao:
i) f[f+f[g:f](f+g)a

7’7’) f]c'fzc'f]Lﬂ

wi) [, f < [;9 se f(x) <g(x) para todo x € 1.

P
Se I for a uniao de um conjunto finito de subintervalos, digamos I = U [a,, b.], em que dois

r=1
subintervalos distintos nao tém pontos interiores comuns, entao

/If(x)dx _ g/:rf(x)dx.

Estudaremos agora sequéncias mondtonas de fungoes escadas.

7



Definigao 3.4 Uma sequéncia de fungoes reais {f,} definida em um conjunto S C R é nao
decrescente em S se
fn(‘r) < fn+1(‘r)7 Vo € Sa Vn € N,

e nao crescente se

fn(z) = fn-i—l(x), Vx € S, Vn € N.

Defini¢ao 3.5 Sejam f,,f : S — R, n € N. Diremos que a sequéncia {f,} converge em
quase todo ponto de S (q.t.p. em S) para f se existe um conjunto N C S tal que:

a) N tem medida nula.
b) fu(z) = f(z),Vz € S\N.

Notagao: f, — f q.t.p. em S. Se {f,} é ndo decrescente, escreveremos f, / f q.t.p. em S;
e se [, € nao crescente, escreveremos f, \, f q.t.p. em S.

Teorema 3.6 Seja {s,} uma sequéncia ndo crescente de fungoes escada nao negativas tal que
Sp N\ 0 q.t.p. em um intervalo I. Entao

lim [ s, =0.
n—o0 I

Demonstracao: A ideia da demonstracao consiste em escrever

/Sn:/5n+/8n7
I A B

onde A e B sao unides finitas de intervalos. O conjunto A se obtém escolhendo-se os intervalos
em que o integrando é relativamente pequeno quando n ¢ suficientemente grande. Em B o
integrando nao necessita ser pequeno, mas a soma dos comprimentos dos seus intervalos devera
ser pequena.

Comegamos tomando um intervalo compacto [a, b] fora do qual s; se anula. Dado que

0<su(z) <si(x), Voel,

cada s, se anula fora de [a, b]. Perceba que s,, é constante em cada intervalo aberto de uma certa
partigao de [a, b]. Chamaremos de D,, o conjunto dos extremos desses subintervalos e definimos
oo

D = U D,,. Sendo cada D, um conjunto finito, a uniao D é enumeravel e, portanto, tem
=1

medid; nula pelo Teorema 2.9.

Seja E' o conjunto de pontos de [a,b] para os quais a sequéncia {s,} nao converge para
0. Por hipétese, E tem medida nula, logo o conjunto F' := D U F também terd medida nula.
Portanto, dado ¢ > 0 podemos cobrir F' por meio de uma colecao enumeravel de intervalos
abertos F, Fy, F3, ... cuja soma dos comprimentos serda menor que €.

Agora suponhamos que = € [a,b]\F. Entao z ¢ E, e, portanto, s,(x) — 0 quando
n — oo. Por conseguinte, existe um ndmero inteiro N = N(x) tal que sy(z) < e. Mais ainda,
x ¢ D. Entdao x nao é extremo de nenhum dos intervalos D,,, em particular x pertence ao
interior de algum dos subintervalos nos quais sy é constante. Entao existe um intervalo aberto
B(x) contendo x tal que sy é constante em B(x). Logo,

sn(t) <e, Vte B(x).



Como {s,} é ndo crescente, temos
sp(t) <€, Vn>=N, Vte B(z). (3.2)

A unido de todos os intervalos B(z) obtidos quando x percorre [a,b]\F com os intervalos
Fy, F,, ... forma uma cobertura aberta de [a, b]. Como [a, b] é compacto, pelo Teorema de Heine-
Borel (Teorema 2.19), a cobertura aberta {B(z), F,. : © € [a,b]\F,r € N} admite subcobertura
finita. Ou seja, existem x1,..., 2, € [a,b]\F e ¢ € N tais que

la,b] C ((ggzxxa)[vj<glza>). (3.3)

Seja Ny o maior dos inteiros N(x1),..., N(z,). De (3.2) segue que

p
sn(t) <€, Yn>=Ny e Vte|B(x) (3.4)

i=1

Agora definimos A e B como segue:

B=|JF, A = [a,b)\B.

r=1

Entao A é uma uniao finita de intervalos disjuntos dois a dois e

b
/sn:/sn:/sn—l—/sn.
I a A B

Primeiramente calcularemos a integral sobre B. Para isso seja M uma cota superior de s; em
la,b]. J& que {s,} é ndo crescente, temos s,(x) < s;(z) < M para todo z de [a, b] e para todo
n € N. A soma dos comprimentos dos intervalos que pertencem a B é menor que €, entao

/SnéM-e.
B

p

Agora calculemos a integral sobre A. Como A C U B(z;), a desigualdade de (3.4) prova que
i=1

sp(x) < € para todos x € A en > Ny. E como a soma dos comprimentos dos intervalos de A é

menor ou igual a (b — a), segue que

/sné(b—a)-e se n = Nj.
A

Dai, para n > Ny,

/sn+/sn<M~e+(b—a)~e,
A B

OS/SHS(M—I—b—a)w—:.
I

o que implica que

Isso prova que

lim [ s, =0.
n—o0 I
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Teorema 3.7 Seja {t,} uma sequéncia de fungoes escada em um intervalo I tal que:
i) Existe uma func¢ao f tal que t, S f q.t.p. em I;

i) A sequéncia { [, t,} converge.

Entao, para toda funcdo escada t tal que t(z) < f(z) q.t.p. em I, verifica-se

/ t< lim [ t,.
I n—oo I

Demonstragdo: Definimos uma nova sequéncia de fungoes escada nao negativas {s,} em [
da seguinte forma:

sn(z) =

{t(m) —t,(z), set(z) > ta(2)

0, se t(x) < t,(x)
Note que s,(z) = mdz{t(x) — t,(z),0}. Entao {s,} é ndo crescente em I, uma vez que {t,} é
nao decrescente em I. Além disso,

$p(x) = mdz{t(z) — f(x),0} q.t.p. em I.

Por hipétese, t(z) < f(x) q.t.p. em I, e portanto s, — 0 q.t.p. em I. Dali, pelo teorema
anterior,

lim [ s, =0.
n—oo [

Além disso, s,(x) > t(z) — t,(z), Vo € I. Segue, pela hipétese (i), que
[s= [t- [
I I I

lim [¢— lim [, <0,

n—o0 I n—oo I

lim /tn > /t.

E, quando n — oo,

0 que nos permite concluir que
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Capitulo 4

A Integral de Funcoes Superiores

Denotamos por S(I) o conjunto de todas as fungoes escada em um intervalo I. No capitulo
anterior definimos a integral para todas as fungoes de S([).
conceito da integral para uma classe de fungdes U(I) mais ampla que contém os limites de
certas sequéncias de fungoes escada. As fungoes dessa classe serao chamadas funcoes superiores.

Definicao 4.1 Uma fungao real f definida em um intervalo I se chama fun¢ao superior em I,
e neste caso escrevemos f € U(I) (classe das fungoes superiores), se existe uma sequéncia nao

decrescente de fungoes escada {s,} em I tal que:

a) s, /' f qt.p. em [;

b) Existe o limite lim [; s,,.
n—oo

Neste caso dizemos que a sequéncia de fungoes escada {s,} gera a fungao superior f e
definimos a integral de f em [ por

O proximo teorema demonstra que a integral de uma fungao superior esta bem definida, no

/ f=1lm [ s,
I n—oo I

sentido de que nao depende da sequéncia geradora.

Teorema 4.2 Suponha f € U(I) e sejam {sp}, {tm} duas sequéncias de funcgoes escada que

geram f. Entado,

Demonstragao: Note que as sequéncias {t,,} e {s, } satisfazem as hip6teses do Teorema 3.7.
Além disso, como {s,} é nao decrescente, para cada n temos

sp(z) <supsp(z) = f(r) q.t.p. em I.

lim [ s,= lim /[ t,,.

m

Isso se verifica para cada n, e portanto temos

Analogamente prova-se que

lim [ s, < lim [ ¢,,.

lim [ ¢, < lim [ s,.

11
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Ou seja,

lim [ s,= lim /[ t,,.

Teorema 4.3 Suponhamos que f,g € U(I). Entao

a) (f+g)eU() e
/I(f+g)=/1f+/[g-

b) c¢- f e U(I) para toda constante ¢ >
foree s

¢) ;1< Jyg se f(z) < gla) q.tp. em 1.

Demonstragao: a) Por hipétese, f,g € U(I), entao existem sequéncias geradoras {s, } e {t,}
nao decrescentes pertencendo a S(I) tais que

Sn Nf e tn, g qtp. em I.

Assim,
f(x) = lim s,(z) e g(x)= lim t,(z), qt.p. em I.
o0 m—0o0

n—

Além disso, existem os limites lim [;s, = [, fe lim [, t, = [,g. Defina v, = s,, + t,, para
n—oo m—00
cada m € N. E claro que cada v,, € S (I). Vejamos que a sequéncia {v,,} é ndo decrescente:
U = Sm + tm < Smt1 + Il = U1
Além disso,

F(@) + (@) = Jim s (x) + 1,(@) = im v,(z).

n—o0
ou seja,

vn S f+ g
Como ff(S” +t,) = L Sy flt” para todo n € N, entao

lim [ v, = lim [ (s,+t,) = lim (/sn / )zlim 3n+11m/ /f+/

Segue que existe o limite lim f ; Un, € dai concluimos que a sequéncia {v,} gera (f + g), logo
n—oo
f+geU(l)e

Jura=im [u.=[r+[a

b) Por hipétese, f € U(I), entao existe {s,} nao decrescente pertencendo a S(I) tal que
Sn 2 f qt.p. em [I.

12



Dessa forma,
f(z) = lim s,(x) q.t.p. em 1.
n—oo

Além disso, existe o limite lim f[ Sp = f] f. Defina u,, = c- s, para todo n € N. E claro que
n—oo

cada u, € S(I). Vejamos que a sequéncia {u,} é ndao decrescente: como ¢ > 0,
Up =C* 8y K C* Spy1 = Upy1.
Mais ainda,

f(z) = lim ¢- s,(x) = lim wu,(z),

ou seja,
u, ~c-f.
Como [,(c-s,) =c- [, s, para todo n € N, segue que

lim [wu,=lim [(c-s,)=1lim (¢ [s,)=c-lim [s,=c-[f.

Segue que existe o limite lim [, u,, e portanto a sequéncia {u,} gera (c- f), donde concluimos

quec-feU(I)e i
. :1 TL: . .
/I(c f) = lim un=c /If

c) Como f,g € U(I), existem sequéncias nao decrescentes de fungdes escada {s,,} e {t,} tais
que

Sm A f ety g , qt.p. de I,
lim sm:/f e hm/ /

sm(x) < f(z) < g(x) = lim t,(z), qt.p. em I.

n—o0

Jom < tim = [
/Ifznliinoo/ﬁm</19-

e existem os limites

Para cada m, temos

Aplicando o Teorema 3.7,

Fazendo m — oo, obtemos

U
Teorema 4.4 Se f, g€ U(I) e f(x) = g(z) ¢.t.p. em I, entdo
/ = o
Demonstragdo: Por hipétese temos f(z) < g(z) e g(x) < f(z) q.t.p. em I. Entao, pelo

Teorema 4.3(c),

/]J‘K/Ige /Igé/jﬁ

13
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Definigao 4.5 Sejam f e g funcoes reais definidas em I. Definimos mdz(f, g) e min(f, g) como
as fungoes cujos valores em cada z € I sdo, respectivamente, mdaz{ f(x), g(x)} e min{f(zx), g(z)}.

Lema 4.6 Sejam {a,} e {b,} sequéncias numéricas nao decrescentes tais que a,, /* a eb, /' b.
Entao,
mdx(ay, b,) — mdz(a,b) e min(a,,b,) — min(a,b).

Demonstragdo: Suponha, sem perda de generalidade, que a > b. Entao mdz(a,b) = a e
min(a,b) = b. Como a,, — a e a > b entao existe ng € N tal que a,, > b para todo n > ng. Dal,

an = b= b,,Yn = ng = mdz(a,,b,) = a,,¥n = ng

= mdz(an, b,) = a, — a = mdz(a,b).

E também,
min(an, b,) = b, — b= min(a,b).

Teorema 4.7 Sejam f e g funcgoes reais definidas em I. Entao
(a) mdx(f,g)+ min(f,g9) = f+g.
(b) mdx(f + h,g+ h) = mdx(f,g) +h e min(f + h,g+ h) = min(f,g) + h
(c) Se fo /N f qtp. em I eseg, g qtp. eml, entio

max(frn, gn) / mdx(f,g) q.t.p. em [

min( fn, gn) / min(f,g) q.t.p. em I.

Demonstragdao: (a) Seja v € I. Suponha, sem perda de generalidade, que f(x) > g(z).
Entao

mdz{ f(z), g(x)} + min{f(x), g(x)} = f(x) + g(x),
donde segue o resultado.
(b) Seja x € I. Suponha, sem perda de generalidade, f(x) > g¢(z). Dai, f(z) + h(x) >
g(x) + h(x),

mdz{f(x) + h(x), 9(x) + h(z)} = f(z) + h(z) = mdz{f(z),g(x)} + h(z)

min{f(z) + h(z),g(x) + h(z)} = g(x) + h(z) = min{ f(x), g(x)} + h(z),
donde segue o resultado.

(c) Por hipétese, {f.} e {gn} s@o sequéncias nao decrescentes. Logo, f, < fui1 € gn < Gni1-
Segue que
max(fn,gn) max(fnJrl;gnJrl)

min( fn, gn) < min(frs1, Gnt1)-
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Além disso, existem I, I, C I de medida nula tais que
falx) = f(x), Vo g e gu(x) = g(x), Yo gl
Assim [; U I, tem medida nula e, se x ¢ (I; U I5), entdo x & I e x ¢ I5. Dal,
fulx) = flx) e gu(x) — g(z), Vod&(UI).

Pelo Lema 4.6 segue que

mdazx(fn, gn) — max(f,g) q.t.p. em [

min(fn, gn) — min(f,g) q.t.p. em 1.

Teorema 4.8 Se f,g € U(I), entdo
mdx(f,g) € U(I) e min(f,g) € U(I).

Demonstragdo: Sejam {s,} e {t,} sequéncias de fungoes escada que geram, respectivamente,
f e g. Defina u,, = mdz(s,,t,) e v, = min(s,,t,) para cada n. Vejamos que, para cada n, u,
e v, sao funcoes escada. De fato, sejam

7r1:{20<zl<---<zk}e7r2:{yg<y1<---<yl}

particoes de [ tais que s, e t,, s@o constantes para x € (2,-1,2p) € * € (Yg—1, Yq), espectivamente.
Considere o refinamento

mi=m Umy = {wy <wy; < -+ < ws}.

Segue que s, e t, sao contantes em cada (wr,l, wr), e portanto u, e v, sao contantes em cada
(wy_1,w,). Além disso, perceba que w, / mdz(f,g) e v, / min(f,g) q.t.p. em I. Como
v, S min(f,g) q.t.p. em I e v, < v,41 para todo n € N segue que

/vng/vnﬂ, Vn € N.
I I

Entdo, a sequéncia { [, v,} é monétona nao decrescente. Logo, se { [, v, } for limitada superi-
ormente, entao sera convergente. Neste ponto, para provar que min(f,g) € U(I), é suficiente
provar que a sequéncia { [, v,} é limitada superiormente. Mas v, = min(s,,t,) < f q.t.p. em
I,logo [;v, < [; f, ¥n € N. Por conseguinte, a sequéncia { [, v,} converge.

Mas a sequéncia {fl u, } também converge, pois, pelo Teorema 4.7(a), u, = S, + t,, — vp, €

entao
[ [ [t o= [+ [a [mitsn
UJ

O teorema que segue fornece propriedades da integral com respeito ao intervalo de inte-
gracao.
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Teorema 4.9 Suponhamos que o intervalo I seja a unido finita de dois subintervalos, I =
I, U Iy, que nao possuem pontos interiores comuns.

(a) Se feU()ef>0qtp eml, entio f € U(Iy), feU(ly) e

[f—Af+Lf

(b) Suponhamos que fi € U(Iy) e fo € U(l3) e seja f a fungdo definida em I como seque:

o) — fi(z) sex €I,
/(@) {fg(l’) sex € I\I.

Entao f € U(I) e
[r=[n+[ 5
I I I

Demonstragao: (a) Seja {s,} uma sequéncia nao decrescente de fungoes escada que geram
f em I. Definindo s, (z) = mdx{s,(x),0} para cada = de I, como f > 0, entdo {s'} é uma
sequencia nao decrescente de fungoes escada nao negativas que geram f em I. Além disso, em

cada subintervalo J C I temos
[si<[si< [
J I I

o que nos diz que {s;}} gera f em J. E mais,

el
[f=Af+Ij.

(b) Sejam {s,} e {t,} sequéncias nao decrescentes de funcoes escada que geram f; em I7 e fo
em I, respectivamente. Defina

Dai, fazendo n — oo obtemos

wn(T) = to(x) sex € I\I.

{sn(x) se x € Iy,
Seja x € I. Entao, x € I ou x € I. Se x € I, entao

W () = 8n(7) < Spp1(2) = wpia ().

E se x € I, entao
Wi () = tn(2) < tnsa (1) = W (2).

Em ambos os casos, wy,(z) < w,41(x). Portanto, {w,} é nao decrescente. Como s,, — fi
q.t.p. em I, existe Ny C I; tal que N; tem medida nula e

Sn(l') — fl(l’), Vi € (]1\N1)
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Como t, — fy q.t.p. em I, existe Ny C I, tal que Ny tem medida nula e
tn(.’E) — fg(&?), Vo € (IQ\NQ)

Seja N = Ny U N,. Entdao N tem medida nula. Se z € (I\N), entao x € Iy e x & Ny, ou x € I
e x € Ny. Se o primeiro caso ocorrer, entao

wa(x) = su(2) = fi(z) = f(2).

Se o segundo ocorrer, entao

wn(x) = tn(z) = folx) = f(2).

Em ambos os casos w,(x) — f(z). Dal, w, — f q.t.p. em I. Portanto, w, / f q.t.p. em .
Defina 5, : I — R por
L sp(x) sex € I,
() =
0 sex &I,

et,: I — R por

— o Jtulx) sex el
o sex & I.

E claro que 5, + &, = w,, e daf

fi+ | fo= lim S+ lim = lim (/ Sp + / )
I I n—oo n—oo n—oo

= lim (/sn / )zlim 5y +t,=lim [w,= lim [ f.
E portanto, como {w,} gera f e existe o limite [, f = lim [fw, = [, fi + [, fo, [ é uma
n—oo

funcao superior. O

Terminamos este capitulo provando que a classe das fungoes superiores inclui todas as
funcoes Riemann-integraveis.

Teorema 4.10 Seja f : [a,b] — R uma func¢io Riemann-integrdvel. Entdo f € U([a,b]) € a
integral de f como fungao de U([a,b]) € igual a integral de Riemann fabf(x)dm

Demonstragao: Como f : [a,b] — R é Riemann-integravel, pelo Teorema 2.17, sabemos que

f ¢ continua q.t.p em [a, b]. E claro que 7y := {a ath b} uma particao de [a,b] e |m | = b_T“
Para cada natural n > 2, defina

T = Tn—1 U {pontos médios dos subintervalos de 7, }.
Entdo {r,} é uma sequéncia de partigdes de [a,b] tal que cada 7, 1 refina m, e ||m,|| = %2,

para todo n € N. Chame 7, = {a =2y < 1 < --- < z9n» = b} e defina
my = inf{f(x) : x € [xy_1, 24|}, para 1<k <2
Defina uma fungao escada s,, em [a, b] como segue:

Sp(T) =my se xp_1 < T < xR, Spla) =my.
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Entao s,(z) < f(x) para todo = de [a,b]. Além disso, {s,} é nao decrescente pois cada m,1
refina 7,. Provemos agora que s, (z) — f(x) em cada x em que f é continua. Como o conjunto
de descontinuidades de f em [a,b] tem medida nula, seguird que s, — f q.t.p. em [a,b].
Supondo f continua em x, para cada ¢ > 0 existe um 9, que depende de de x e €, tal que

fl@) —e< fly) < flx)+e (4.2)

sempre que z — 9 < y < x+0. Sejam(d) = inf{f(y) : y € (x—0,z+9)}. Entao f(z)—e < m(J)

por (4.2). Como ”2_—”“ — 0, existe uma particdo my que possui um subintervalo [xy_1, k] que

contém x e estd contido no intervalo (z — d,z + J). Segue que
sn(z) =my < f(x) <m(0) +e<my+e=sy(z)+e

Mas s,(z) < f(z) para todo n. E, como {s,} é nado decrescente, entdo sy(z) < s,(z) para
todo n > N. Logo,
sp(x) < f(z) < sp(x)+e se n>=N,

o que prova que s,(z) = f(z) quando n — co. Estd provado entao que s, — f q.t.p. em [a, b].

A sequéncia de integrais { f; S, ¢ converge, pois ¢ uma sequéncia nao decrescente e limitada
superiormente por M - (b — a), onde M = sup{f(z) : © € [a,b]}. Logo, f € U([a,b]). Mais

ainda,
b 2"
/ Sn = my(ay — xx_1) = s(f, ),
a k=1

onde s(f,m,) é a soma inferior de f em relagdo a m,. Dado que o limite de uma sequéncia
limitada e nao decrescente é igual ao seu supremo, temos

b b
f=1lim Sp = sup/ Sp = / f= / f(z)dz,
[a,b] " [a,b] n [a,b] Ja a

sendo que a ultima igualdade segue do fato de f ser Riemann-integréavel. O
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Capitulo 5

Funcoes Lebesgue-integraveis

Neste capitulo definiremos a integral de Lebesgue na reta em toda sua generalidade e pro-
varemos suas principais propriedades.

Definigao 5.1 Dado um intervalo I, denotaremos por L(I) o conjunto de todas as fungoes f
da forma f = u — v, onde u,v € U(I). Cada fun¢ao f de L(I) se chamard func¢do Lebesque-
integrdvel em I e sua integral é definida por

/Ifz/lu—/lv. (5.1)

Toda funcdo f € L(I) pode ser escrita como a diferenga de fungdes superiores, mas nao ne-
cessariamente de forma tnica. O préximo teorema prova que a integral de f nao depende da
escolha das fungoes superiores u e v, o que garante a boa definicao da integral.

Teorema 5.2 Sejam u,v,uy,v; € U(I) tais que u — v = u; — vy. Entdo

Ju=[o=[m= [ (5:2)

Demonstracao: As fungoes u + vy e u; + v pertencem a classe das fungoes superiores e
u+ vy = uy + v. Logo, pelo Teorema 4.3(a), segue que

/u+/v1:/u+vlz/u1+v:/u1+/v.
I I I I I I
/u—/v:/ul—/vl.
I I I I
O

E claro que toda fungao superior é Lebesgue-integravel (basta tomar v = 0), e sua integral
coincide com a integral de funcoes superiores com que vinhamos trabalhando. Em particular,
temos:

Equivalentemente,

Corolario 5.3 Se f : [a,b] — R € Riemann-integrdvel, entio f é Lebesque-integrdvel e a
integral de f como fun¢ao de L([a,b]) € igual a integral de Riemann f; f(z)dx.
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Demonstragao: Como f é Riemann-integravel, pelo Teorema 4.10, f € U([a,b]) e a integral
de f como funcao de U([a, b]) é igual a integral de Riemann fab f(x)dx. Portanto, f é Lebesgue-

integravel e a integral de f como fungao de L([a,b]) é igual a integral de Riemann f: f(z)dz.
U

Veremos nos proximos resultados as principais propriedades da integral de Lebesgue.

Teorema 5.4 Sejam f,g € L(I). Entao:

a) (af +bg) € L(I) para cada par de nimeros reais a e b, e

/I(af+bg):a-/lf+b-/lg.

b) [, f=0sef(x) >0 qtp. eml.
&) 1> [0 ¢ f() > g(a) atp. em 1.
d) [, f=];9seflx)=g

Demonstragdo: a) Sejam f = u; — vy e g = uy — vg cOm Uy, g, v1,v9 € U(I). Dai

(x) g.t.p. em I.

af +bg=a-(u;p —v1)+b-(uy — ve) = auy — avy + bug — bvg = (auy + bug) — (avy + bvy),

mostrando que af + bg € L(I).
Segue que,

/1 (af +bg) = /I (@ + bus) — (avr + boy) = /I (aus + buy) — /1 (avy + bvs)
:a-/]ul—i—b-/luQ—a-/Ivl—b-/lvg:a-(/lul—/lvl)+b-(/luz—/lv2)
:a~/[(ul—vl)+b~/I(ug—w):a‘/[f—i-l%/lg.

b) Suponha f(z) > 0 q.t.p. em I e tome f =u — v com u,v € U(I). Dai, u(x) > v(z) q.t.p.
em I, e pelo Teorema 4.3 (¢) temos [,u > [, v e, entéo

[1=[u=[vz0

c)Se f(z) = g(x) q.t.p. em I, entdo f(x) — g(x) > 0 q.t.p. em I. Pelo item b),

/If—9204>/1f—/1920=>/1f2/19-

d) Supondo f(x) = g(z) q.t.p. em I, temos f(z) = g(x) e g(z) = f(x) q.t.p. em I. Do item ¢)

Segue que
/f?/g e /g>/f,
I I I I

donde segue o resultado. 0
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Corolario 5.5 Se uma fungdo f € Lebesque-integrdvel, entao —f € Lebesque-integrdvel e

-

Demonstragdao: Basta tomar a = —1 e b = 0 no item a) do teorema acima.

Defini¢ao 5.6 Se f é uma funcao real, sua parte positiva, denotada por fT, e sua parte
negativa, denotada por f~, sao definidas da seguinte forma:

f+:mdx(f,0) € ffzmdx(—f,(D
Note que f* e f~ sao funcoes nao negativas e que
==, =+

Teorema 5.7 Se f e g sao fungoes de L(I), entao f+, f=, |f|, mdx(f,g), min(f,qg) também
pertencem a L(I). Além disso,
1] < [

Demonstragdo: Seja f =u — v, onde u,v € U(I). Vejamos que

F* = mdz(u —v,0) = mdz(u,v) —v.
De fato, se u(z) — v(z) > 0 (ou seja, u(z) > v(x)), entio
mdz(u(z) — v(z),0) = u(z) — v(z) = mdz(u(z), v(z)) — v(@).
Se u(z) — v(z) < 0 (ou seja, u(z) < v(x)), entio
mdz(u(z) — v(z),0) = 0 = v(z) — v(z) = mdz(u(z), v(z)) — v(z).

Pelo Teorema 4.8, mdz(u,v) € U(I), e por hipétese v € U(I). Logo f* € L(I). Decorre que
fmeU(l), pois [~ = f"— .
Dado que |f| = fT + f~, segue que |f| € L(I). Como —|f(z)| < f(z) < |f(x)| para todo

r € I, entao
[-n< [r< fin—=-[in< 1< [1n—= /If‘</1|f\-

Suponha agora, sem perda de generalidade, que f(z) < g(z). Dali,

mde(f(x), o(x)) = F(@) = 5 - (f() + F(&) + g(e) — o) = 5(( + 9)(a) — I — l(x)
min(f(2), () = o) = 5 - (9(x) + g(x) + () = F(2)) = 5((F +9)(w) + 1 — gl(x).
Isso mostra que mdz(f,g) = 2((f+9)—|f —g|) e min(f,g) = 3((f +9) +|f — g]), donde segue
que max(f,q), min(f,g) € L(I) O
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Notagao: Sejam ¢ um nimero real e I um intervalo. Usaremos a seguinte notacao:
I+c={z+c:zel}, c-I={c-zv:xel}.
Teorema 5.8 Sejam f € L(I) e c € R. Entao:

a) Invariancia por translagoes: Se g(x) = f(x —c¢) para todo x € [ + ¢, entao g € L(I+¢) e

o= )t

b) Comportamento da integral sob uma dilatagdo ou contragao: Se g(x) = f(%£) parax € c-1

cl I

c¢) Invariancia por reflexdo: Se g(z) = f(—x) para x € —1I, entdo g € L(I) e

[o= s

Demonstracao: Omitimos a demonstracao deste teorema. Dizemos apenas que os trés itens
sao provados da seguinte forma: primeiro verifica-se a propriedade desejada para funcoes escada,
em seguida para fungoes superiores e, finalmente, para funcoes Lebesgue-integraveis. O

Se a < b sdo extremos de I, podemos reescrever a férmula de (a) da seguinte maneira:
b+c b
flx—c) de = / f(x)dx
atc a

Teorema 5.9 Seja I um intervalo iqual a unido de dois subintervalos I e Is onde I e Iy nao
possuem pontos interiores comuns.

a) Se f € L(I), entao f € L(I,), f € L(I) e

/If:/thr/bf-

b) Se f1 € L(I1) e fo € L(I3) e f € definida em I por

2 — fi(z), sex el
/(@) {fg(l’), sex € I\I4,

entio f € L(I) e [, f = fh f1+f12 fa.

Demonstragao: a) Como f € L(I), podemos escrever f = u—v com u,v € U(I). Segue que
u=ut—u ev=0v"—v",edal

f=u"—u —vt+ov =W +v7)— (v +0h).
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As fungoes (u™+v7) e (u”4v™) sdo ndo negativas e, pelo Teorema 5.7, sdo Lebesgue-integréiveis.
Em particular, (u™ 4+ v7), (u™ +v*) € U(I). Pelos Teoremas 4.9 e 5.2 segue que

/f /u +v_)—(u_+v+)5§/I(U++U_)—/I(u_+v+)
4:/Ilu++v+/12u++v— (/Ilu+v++/l2u+v+>
= (/hu++v——/hu‘+v+>+</12u++v——/u‘+v )

Z/(u++v_)—(u_+v+)+/(u++U) (u” + o7 /thr 12f

11 12

b) Sejam uy, vy € U(L1) e ug, vo € U(ls) tais que f; = u; — v e fo = us — v9. Pelo Teorema
4.9(b), as fungoes

ui(z), sex €l
I — R, =
g 91(®) {UQ(x), se v € I\I4,

vi(z), sex €l

vo(x), sex € I\,

g2: I — R, 92@):{

sao fungoes superiores e

/91_/’&14—/162, /92_/U1+/U2-
I I Iy I I Iz

fla) = {f1(95), sex €l _ {ul(a:) —wv(z), sex el
fo(z), sex eI\l ug(z) —ve(x), sex € I\[

B {ul(a:), sex €y {vl(x), sex €I

* \ua(x), sexe I\l vo(z), sex € I\

= 91(x) = g2().

Isso prova que f = g1 — g2, e dai segue que f € L(I) e

/f:/gl—/gzz/U1+/U2—/U1—/U2= fi+ fa.
I I I Il 12 11 I2 ]1 12

Teorema 5.10 Sejam f € L(I) e € > 0 dados. Entao:

a) Existem fungoes superiores u e v em I tais que f = u — v, onde v € ndao negativa q.t.p.
em I e [[v<e.

b) Ezistem uma fungdo escada s e wuma fungao g de L(I) tais que f =s+g e [, |g] <e.
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Demonstragao: a) Como f € L(I), existem uy,v; € U([) tais que f = uy — vy. Seja {t,}
uma sequéncia geradora de v;. Uma vez que f rtn — f ; V1, podemos escolher ng € N tal que
0< fl(vl—tno) < €. Tomando v = vy —tp, € U = Uy —ty,, temos u,v € U(I) eu—v = uy—v; = f.
Portanto, v é nao negativa q.t.p. em [ e flv < €.

b) Pelo item a) existem u,v € U(I) taisque v > 0 qt.p. em I, f=u—wve

€
0</v<—.
I 2

Como u € U([), existe {w, } em S(I) que gera u, ou seja, w, S u [;u= lim [, w,. Assim:
n—oo

VE>O, In €N | Og/(u—wn1)<f,
2 ; 2
e dai,
f=u—v=w, —wy +u—v=wy +(u—w,)—v=uw, +g,
onde g = (u — wy,) —v. Logo g € L(I) e

Jlat< [lu=w)=o < [lw=wa)l+1=0 < [lw-wl+ [l <§+5 =
U

Terminamos este capitulo mostrando que a integral de Lebesgue é invariante por conjuntos
de medida nula.

Teorema 5.11 Seja f uma funcao definida em 1. Se f =0 q.t.p. em I, entdo f € L(I) e
[;f=0.

Demonstragdo: Defina s,(x) = 0 para todos n € N e z € I. Entao {s,} é uma sequéncia
nao decrescente de fungoes escada que converge para 0 em todo I. Logo, {s,} converge para
f qt.p. em I. Como [, s, =0, a sequéncia { [, s, = 0} converge. Portanto, f é uma funcao
superior, assim f € L([), e f[f = lim,, oo f[ s, = 0. O

Teorema 5.12 Suponhamos [ e g definidas em I. Se f € L(I) e f = g q.t.p. em I, entao
geLl)e [, f=]9

Demonstragdo: Aplicando o Teorema 5.12 em (f —g) tem-se que f—g € L(I) e [,(f—g) = 0.
Em consequéncia, g = f — (f — g) € L(I)

Jo=[r-t-9 /f Ju-a=[r-0=[1

Exemplo 5.13 Seja f a fungao de Dirichlet definida no intervalo [0, 1], isto é:

, se x é racional

flz) = o
0, se x é irracional.

Tem-se que f(x) = 0 q.t.p. em [0,1]. De fato, Q@ N [0,1] é enumerével (ver Coroldrio 2.4)
e, pelo Teorema 2.9, tem medida nula. Logo, f é Lebesgue-integréavel em [0, 1] e sua integral
de Lebesgue ¢ igual a 0. Como no Exemplo 2.18 do Capitulo 2, esta fungao nao ¢ Riemann-
integravel em [0, 1].
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Capitulo 6

Teoremas de Convergéncia

Neste capitulo estudaremos a estabilidade da integral de Lebesgue em relagao a convergéncia
de sequéncias. O objetivo é mostrar que, com poucas hipoteses, é verdade que se uma sequéncia
{fn} de fungoes Lebesgue-integraveis converge pontualmente para uma fungao Lebesgue-integra-

vel f, entao
[ s

/lim fn:/f: lim [ f,.

Teorema 6.1 (Teorema da Convergéncia Monétona para fungoes escada) Seja {s,}
uma sequéncia de funcgoes escadas tal que:

Neste caso podemos escrever

a) {sn} € nao decrescente em um intervalo I;

b) Tim. [} sn eaiste.

Entao, {s,} converge q.t.p. em I para uma funcao limite f pertencente a U(I) e

/ f=1lim [ s,.

I n—oo I

Demonstragdo: Podemos supor, sem perda de generalidade, que as fungoes escada {s,} sao
nao negativas. Caso nao fossem, considerarfamos a sequéncia {s, —s; }. Nesse caso, s, —s; > 0
e, se o Teorema vale para {s, — s1}, entao valerd também para {s,}.

Seja D o conjunto dos x € [ para os quais {s,(z)} diverge, e seja € > 0 um ndimero real
dado. Provaremos que D tem medida nula mostrando que existe uma cole¢ao enumeravel de
intervalos cuja soma dos comprimentos é menor que € e que contém D. Como a sequéncia
{/; sn} converge, entdo existe uma constante M > 0 tal que | [, s,| < M. Defina

€

i) = | 55 snta)|

onde |y| denota a parte inteira de y. Entao {t,} é uma sequéncia nao decrescente de fungdes
escada tais que cada um dos valores de {¢,(z)} ¢ um inteiro ndo negativo. Se {s,(x)} converge,
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entdo {s,(x)} é limitada. Logo {t,(z)} ¢ limitada e, como é mondtona nao decrescente, con-
verge. Como cada t,(z) é um inteiro, existe ng € N tal que t,1(x) = t,,(x) para todo n > ny.
Se {sp(x)} diverge, entao {s,(x)} ¢ ilimitada, pois {s,(x)} ¢ nao decrescente. Dali,

€

$u(w) = 00 => = 8 (x) = 00 => ta(a) = {

€

7 sa(o)| o

mostrando que {t,(z)} diverge neste caso. Dai, t,,1(x) —t,(x) > 1 para infinitos valores de n.
Defina

D,={z:xel e t,i(z)—t,(z)>1}.

Entao D,, é uma uniao de um numero finito de intervalos cuja soma dos comprimentos deno-
oo

o

taremos por |D,|. Note que D C |J D,. Se mostrarmos que »_ |D,| < ¢, estard provado que
n=1 n=1

D tem medida nula. Para isso integramos a fungao escada nao negativa t,,1 — t,, sobre I e

obteremos as desigualdades

I n n

Logo, para cada m > 1, temos:

Segue que,
oo m €

provando que D tem medida nula. Isso prova que {s,} converge q.t.p. em I. Defina
lim s,(z), sex € I\D
fla) = oo
0, sex € D.

Entao f estd definida q.t.p. em [ e s, — f q.t.p. em I. Segue que f € U(I) e
/f = lim
n—oo

Teorema 6.2 (Teorema da Convergéncia Mondtona para fungbes superiores) Seja
{fn} uma sequéncia de fungoes superiores tal que

O

a) {fn} € nao descrescente q.t.p. no intervalo I;

b) Tim. [} fn existe.
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Entao {f.} converge q.t.p. em I para uma funcao limite f pertencente a U(I) e

f = lim fn
I n—oo
Demonstragao: Para cada k existe uma sequéncia nao decrescente de funcoes escada {s,x}
que gera fr. Definimos em I uma nova funcao escada t,, em I da seguinte forma:

to(x) = mdz{s,1(x), sp2(z), ..., Spn(x)}

Vejamos que {t,} é ndo decrescente em I:

tnr1(2) = mdz{sp111(x), Sng12(2), ..., Snt1.0(T), Sng1nt1(2) }
> mdr{s,1(x), sn2(x), ..., Spn(T), Snn+1(x)}
> mdr{s,1(x), $p2(T), ..., Spn(x)} = to(x).

Como s, () < fr(z) e {fx} cresce q.t.p. em I, temos

tn(r) < mdz{fi(x), f2(x), ..., ful2)} = ful) (6.1)

em quase todo ponto de /. Em virtude do Teorema 4.3(¢) se obtém

%%g[ﬁ. (6.2)

Por hipétese, { [, f,} ¢ limitada superiormente, logo a sequéncia néo decrescente { [, t, } também
¢ limitada superiormente e, pelo Teorema 4.3(c¢),

1 I

Isto é, {f;t,} é mondtona ndo decrescente e limitada, portanto convergente. Pelo Teorema da

Convergéncia Mondtona para fungdes escada, segue que {t,} converge q.t.p. em I para uma

fungao limite f € U(I) e [, f = lim [, t,. Agora provaremos que f, — f q.t.p. em I. A
n—oo

defini¢ao de t,(z) implica que s, x(z) < t,(x) para todo k < n e todo x € I. Fazendo n — oo,

obtemos

fe(x) < f(z) qt.p em I. (6.3)
Segue que a sequéncia nao decrescente { fx(z)} é limitada superiormente por f(x) q.t.p. em [
além de ser mondtona nao decrescente (hipétese (a)). Logo converge em quase todo ponto de
I para uma fungao limite g. Fazendo k — oo em (6.3) tem-se g(z) < f(z) q.t.p. em [. Mas
(6.1) estabelece que t,(x) < fu.(z) q.t.p. em I. Logo, fazendo n — oo, obtemos f(z) < g(x)
q.t.p. em /. Em outras palavras, temos
lim f,(z) = f(x) qt.p em I.

n—oQ

Finalmente, vejamos que [, f = lim [, f,. Fazendo n — oo em (6.2), obtemos
n—oo

n—oo n—0o0

6.2)
/f— lim tn < lim fn (6.4)

Agora, integrando (6.3) e utilizando novamente o Teorema 4.3(c), obtemos [, fi < [, f. Fa-
zendo k — oo obtemos klim J; fr < [, f. Combinando isso com (6.4), a demonstracao estd
—00

completa.
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Teorema 6.3 (Teorema da Convergéncia Mondétona para Séries de fungoes Lebesgue-
integraveis) Seja {g,} uma sequéncia de funcgoes de L(I) tal que:

a) Cada g, € nao negativa q.t.p. em I.

b) A série y /gn converge.
n=1J1

Entao a série > g, converge q.t.p. em I para uma fun¢ao soma g € L(I) e

n=1

Demonstragao: Por hipdtese, cada g, € L(I). Segue, pelo Teorema 5.10, que para um real
e > 0 dado existem u,, v, € U(I) tais que g, = u, — v,, onde v, é ndo negativa q.t.p. em [ e

n
f 1 Un < €. Escolhendo u,, e v, correspondentes a € = (%) , temos

1 n
Uy, = gp + v, onde /vn< (5) .
I

L converge e 0 < f[ Uy < (%)n para todo n, pelo teste da comparacao segue

oo
Como a série ) 5

n=1

oo

que Y [, v, converge. Defina U,(z) = Y uy(x). Pelo Teorema 4.3(a) sabemos que a soma de
n=1 k=1

fungdes superiores é uma fungao superior. Logo, as somas parciais {U,,} formam uma sequéncia

de funcgoes superiores que é nao decrescente q.t.p. em I, uma vez que cada uy > 0 q.t.p. em I.
Dali,
n n n n n
Jo=[Yu=Y [u=3 [@+w=> [a+} [u
1 I =1 k=171 k=11 k=11 k=11

oo o
Como as séries Y [, gr e Y. [, vx convergem, entéo a sequéncia { [, U, } converge. Aplicando o
=1 k=1

Teorema da Convergéncia Dominada para fungdes superiores, a sequéncia {U,, } converge q.t.p.
em [ para uma fungao limite U € U([) e

n n (e.¢]
/U:lim Un:lim/guk:limg /ukzg /uk
n—oo n—oo n—oo
1 4 Ig=1 k=171 k=11

Analogamente, mostra-se que a sequéncia das somas parciais {V,,} dadas por V,,(z) = > vi(x)
k=1
converge q.t.p. em I para uma fun¢ao limite V' de U(I) e

[e.9]

/IV:Z/Ivk.

k=1
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Segue que (U — V) € L(I) e a sequéncia {Z gk} = {U, — V,,} converge q.t.p. em [ para
k=1

U—-V. Assim, g:=U—-V € L(I) e
v = up — [ v
WESHIED

Jom o= =y - 1
E (o) S o

Teorema 6.4 (Teorema da Convergéncia Mondétona para Sequéncias de fungoes
Lebesgue-integraveis) Seja { f,} uma sequéncia de funcgoes de L(I) tal que:

=1

OJ

a) {fn} € ndo decrescente q.t.p. em I.
b) nll_)rlolo [} fn existe.

Entao {f,} converge q.t.p. em I para uma funcao limite f € L(I), e

= lim /fn
n—oo

Demonstracao: Defina g, = f; e g, = f, — fn_1 para n > 2. Entao

ng:g1+92+93+"'+9n—1+9n

k=1
= fl + (f2 - fl) -+ (f3 - f2) + o+ (fnfl - fn72) + (fn - fnfl) = fn
Como f, > f,_1, temos g, > 0. Além disso, existe o limite
lim [ f, = lim / Jk-

Aplicando o Teorema da Convergéncia Mondtona para séries de fungoes Lebesgue-integraveis,
oo

segue que » . g, converge ¢.t.p em I para uma funcao soma f € L(I), e portanto f, — f q.t.p.
k=1
em [, e se verifica

Corolario 6.5 Seja {f,} uma sequéncia de funcgoes de L(I) tal que

a) {fn} € ndo crescente q.t.p. em I.
b) lim [ f, ewiste.
n—oo
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Entao {f,} converge q.t.p. em I para uma funcao limite f € L(I), e

for=tim [ 6

Demonstragdo: Defina g, = —f,. Entao {g,} é uma sequéncia de fungdes Lebesgue-
integraveis, nao decrescente q.t.p. em [ e lim [, 1 9n €xiste pois,
n—o0

lim gn = lim [ —f,= lim — fn = — lim fn
n—oo n—o0 I n—oo n—oo

Pelo Teorema (6.4), {gn} = {—/fn} converge q.t.p. em [ para uma funcao limite g € L([) e

/g = lim [ g,.
I n—oo I

Segue que {f,} converge q.t.p. em I para uma fungao limite —g € L(I) e

I I I n—oo fr n—o00 n—00

O
Vejamos uma aplicagao do teorema da convergéncia monotona:

Teorema 6.6 Seja {g,} uma sequéncia de fungoes Lebesque-integrdveis tal que a série

> [1al

n=1"1
¢ convergente. Entao a série Y g, converge q.t.p em I para uma funcio g € L(I) e

n=1
Jxm=x]

Demonstragao: Sejam g = mdx(gn,0) e g, = mdz(—gy,0). Como lga| = gF + g, a

convergéncia da série Z 7 1gn| implica na convergéncia das séries Z [0t e Z J; 9. Apli-
=1 n=1

cando o Teorema da Convergenma Monotona para séries de funcoes Lebesgue-integraveis, as

séries de funcgoes Z g e Z g, convergem ¢.t.p. em [ para fungoes limites gi,g92 € L([),
n=1 n=1
respectivamente, tais que

_ OO+_OO + _ Oo-l'_oo +
/Igl—/lnzggn—;/lgne/lgz—/lnz;gn—;/lgn~

De posse da convergéncia dessas duas séries, como g, = g — g, temos

Z/gn Z/ =) (/gn /gn)Zg/IgZ—g/I%

:/I;QTT—/];gn=/I<;gi—;gn> :/Ig(gi—gn)z/lggn.
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Passamos agora do teorema da convergéncia mondtona para o teorema da convergéncia
dominada, que é provavelmente o teorema mais usado da teoria de integracao de Lebesgue.

Teorema 6.7 (Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {f,} uma se-
quéncia de funcoes Lebesque-integrdaveis em um intervalo I tal que:

a) {fn} converge q.t.p. em I para uma funcgao limite f.

b) Eziste uma fungdo nao negativa g € L(I) tal que, para todo n, |f.(x)| < g(z) ¢.t.p. em
1.

Entdo, a fungdo limite f € L(I), a sequéncia { [, f.} converge e

/I f= Jim [ fu (6.5)

n—oo

Demonstracao: A ideia da demonstracao consiste em obter cotas superiores e inferiores da

forma
gn($) < fn(x) < Gn(x)v (6'6)

em que {g,} é nao descrescente e {G,} é ndo crescente q.t.p. em I para uma fungao limite

f. Utilizaremos o Teorema da Convergéncia Mondtona para demonstrar que f € L(I) e que

[; f=1lim [, g, = lim [,G,, donde deduziremos (6.5). Para construir {g,} e {G,}, usaremos
n—oo n—oo

o Teorema da Convergéncia Monétona para sequéncia de L(I). Defina uma sequéncia {G,, 1}
da seguinte forma:

Gna(2) = mdz{fi(2), fa(2), ..., fu(2)}.

Pelo Teorema 5.7, cada funcdo G, 1 ¢ Lebesgue-integravel. Vejamos que {G,1} ¢ ndo decres-
cente em [:

Gn,l(x) = mdx{fl(x),fg(x), st ,fn_1<l’),fn(l’)} > de{f1<Ji)7f2(Jf), e '7fn—1(x)} = Gn—171(‘r)7

para todo x € I. Como

|Gna (@) = [mdz{fi(x), fa(x), ..., far(z), fu(2)} < g(z) qtpem I,

dos Teoremas 5.4 e 5.7 decorre que
5.7 5.4
<160l < [o men (6.7
I I

‘/Gn,l
I

Segue que a sequéncia { [ ; Gn1} € ndo decrescente, pois

Gn,l/ n11:>/ n,1 / n—1,1-

Mais ainda, a sequéncia { [ ; Gn1} estd limitada superiormente por ) ;9. De fato,

um et fou= fo> four> fou
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Logo, nh_}r{)lo /, ; G existe. Aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona, segue que {Gp 1}

converge q.t.p. em I para uma funcao Gy € L(I) e

/Gl—hm Gnl\/g.
n—oo I

Por (6.7),

Fazendo n — oo, concluimos que

—/g< lim Gn,1</g.

Observe que, se z € I é tal que G, 1(x) — G1(x), entdo

Gi(z) = lim G,1(z) = sup Gni(z) = sup maz{ fi(z),..., fu(z)}

n—o0

= sup fu(7) = sup{fi(x), fa(2), ...}

Defina
Gor(@) = mdz{ f,(z), frs1(2), ... ful2)}

para r € N com r < n. Renomeando
fT = 01, fr+1 = 92, fr+2 =93 - fn = fr—i—(n—r) = On—r+1,

temos

G (@) = mdz{ f,(x), frsa (@), . fu(@)} = mdz{gi(2), ga(2), .-, Gn—rsa ()}

E, de forma andloga ao que foi feito para {G, 1}, é Verdade que {G,,} é nao decrescente e
converge em q.t.p. de I para uma funcao limite G, € L(I) com

s e fo

Portanto, em todos os pontos em que G, .(x) — G, (x), ocorre

Gy () = sup{fr(2), frs2(2), -},

Logo
fr(z) < G.(z) q.t.p. em [.

Analisaremos agora as propriedades da sequéncia {G,(z)}. De

Gr(2) = sup{ fi(2), fr11 (@), frea(@), - fu(@)} = sup{frga(2), fria(2), ...} = Gria(2),

segue que a sequéncia {G,(z)} é ndo crescente q.t.p. em I, e portanto converge q.t.p. em I.
De fato, —g(z) < f.(z) < G,(x) q.t.p. em I para cada r € N. Ou seja, é limitada inferiormente
em quase todo ponto de I. Mostremos agora que G, (x) — f(x) sempre que

Jm fu(r) = f(2). (63
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Supondo que vale (6.8), para cada € > 0 existe N € N tal que

flz) —e< folz) < f(x)+€, VYn=>=N.
Assim,
m>= N = f(z) — €< futi(2)
= sup;{f(z) — €} < Supj{fm-‘r]( )}
= f(z) — e < sup{fu(2), frns1(x)

< fl@)+e VjeN
<sup{f(z) +e}, VjeEN
s fmt2(2), -} < f(@) +e

Provamos que
m >N = f(z) — e < Gn(r) < f(z) +¢

e dai,
lim G,,(z) = f(x) q.t.p. em I. (6.9)

m— 00

Por outro lado, a sequéncia numérica nao crescente { f ; G} estd limitada inferiormente por
{— [, g} e, portanto, converge. Por (6.9) e pelo Teorema da Convergéncia Mondtona segue que

feLl)e
lim G / f
n—oo

Repetindo o mesmo argumento para a sequéncia

G () = min{ fr (), fria(z), .., ful2)},

segue que ¢,(z) < fr(z) q.t.p. em I, {g.} é ndo decrescente, lim g,(z) = f(z) e
n—oo

lim gn:/f,
/gn < /fn < /Gn para todo n,
I I I

e fazendo n — oo concluimos que { [, f,} converge e

i =

Por (6.7), temos

O

Terminamos este trabalho apresentando duas aplicagoes do Teorema de Convergéncia Do-
minada de Lebesgue.

Teorema 6.8 Seja {g,} uma sequéncia de fungoes Lebesque-integrdveis tal que:

a) Cada {g,} € ndo negativa q.t.p. em I.

b) A série Y g, converge q.t.p. em I para uma fun¢do g limitada superiormente por uma

fungao de L(I).
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Entio g € L(I), a série Y, [, gn converge e
n=1

[>0=3 o

Demonstragao: Defina f,(x) = > gp(z) para z € I no qual a série converge e f,,(x) = 0 nos
k=1

outros pontos de I. Entao f, g (i.t.p. em [. Por hipétese, existe f € L(I) tal que g < f, e
portanto
fa<g<f, VneN, qt.p. em I.

Segue que {f,} estd dominada por f q.t.p. em I. Aplicando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue segue que g € L(I), a sequéncia { [, f,} converge e

Finalmente,
o= [ im fu= o= tim [ 5= tim [Sg= i (S [0) =) [
/I; [ n—o0 I n—oo J; n—00 I; n—o00 ; I ; I

Teorema 6.9 (Teorema de Convergéncia Limitada de Lebesgue) Sejam I um intervalo
limitado e {f,} uma sequéncia de funcoes Lebesgue-integraveis limitada por uma constante
M >0 g.t.p. em I e convergindo para uma func¢ao limite f q.t.p em I, isto €,

lim f,(x) = f(z) e |fulz)]<M qtp. em [

n—oo
Entao f € L(I) e nl1_>no1<)f[fn =/ f
Demonstragdo: Considere g(x) = M para todo « € I. Entao [, g = M -I(I) < +00, e por-

tanto g é Lebesgue-integravel. Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
concluimos que a fungao limite f € L(I), a sequéncia { [ f,} converge e

/ f=1lim [ f..
I n—o0 I
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