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1 Introducao

As fungbes de Green correspondem a um poderoso método matematico de resolugao
de equagoes diferenciais lineares. Essas fungoes foram desenvolvidas pelo fisico e matematico
britdnico George Green (1793-1841) (1) em problemas de eletrostatica. As fungoes de
Green quénticas foram introduzidas na teoria quantica de campos nas décadas de 1950 e
60 por Feynman e Schwinger como propagadores ou funcoes de correlagdo, contribuindo
também para a mecanica quantica de muitos corpos. Assim como a fun¢ao de onda, as
funcoes de Green contém informagoes para descrever algumas propriedades do sistema,

porém sem exigir a solugao direta da equagao de Schrodinger (2, 3).

Em fisica da matéria condensada, as fungoes de Green sao utilizadas para re-
solver problemas diversos como espalhamento, transporte eletrénico, de susceptibilidades,
condutancias, calculo de densidade de estados, calculos de estrutura eletronica, entre
outros. Esta ferramenta tedrica antiga, porém poderosa, ainda encontra grande utilidade
na investigacao de materiais. A modelagem eletronica de sistemas baixa dimensionalidade

tem sido motivada pelos avangos tecnolégicos em escala meso e nanoscopica' (4, 5, 6).

Neste trabalho, desenvolvemos o formalismo de fung¢oes de Green para propriedades
de equilibrio, isto é, onde o sistema nao estd sendo perturbado por campos dependentes do
tempo. Aplicamos as fung¢oes de Green em sistemas discretos, redes de a&tomos descritas por
hamiltonianos “tight-binding”? de bases atomicas localizadas, ou, similarmente, utilizando
operadores fermionicos na linguagem de “segunda quantizacao”(8), obtendo solugdes
analiticas e numéricas. Nosso objetivo ¢ compreender em detalhes como os métodos das
equagoes de movimento e das fungoes de Green recursivas, podem ser utilizados para

estudar modelos de sistemas de baixa dimensionalidade, finitos ou estendidos.

Apesar de sua vasta aplicabilidade, fun¢des de Green sao conhecidas por serem
uma técnica trabalhosa e intrincada. Neste trabalho exercitamos o uso de fung¢oes de Green
exemplificando em sistemas discretos, no equilibrio e nao-interagentes. Esperamos que este
trabalho auxilie futuros estudantes na compreensao desse método e estimule sua aplicagao

em problemas avancados em mecanica quantica de muitos corpos e nanociéncias.

Sistemas mesoscépicos sdo aqueles que se encaixam numa escala de dimensoes que vai de um conjunto
de atomos até materiais que medem micrémetros (1um = 107%m) | j& sistemas nanoscépicos sdo
sistemas de dimensdes da ordem do nandémetro (1nm = 10~%m).

Na fisica de estado sélido, o modelo de ligagoes fortes (tight-binding model ou TB model) é um método
utilizado para calcular estrutura de bandas. Essa aproximacao trata o caso em que a sobreposi¢ao das
fungdes de onda atémicas sao suficientes para requerer correcoes a ideia de dtomo isolado, mas nao ao
ponto de tornar a descri¢do atomica completamente irrelevante (7).



?2 Fundamentos tedricos

2.1 Funcoes de Green classicas

Formalmente, uma funcao de Green é uma soluc¢ao de uma equacao diferencial
linear com uma fonte nao-homogénea singular, uma delta de Dirac, com condi¢oes de

contorno homogéneas.

Uma equagao diferencial linear depende linearmente da funcao em questao e de

suas derivadas. Por exemplo, seja

ai(2) f(2) + as(@) f'(2) + -+ + an(2) ) (2) = g(2), (2.1)

com n = (1,2,--- ) N). Para ser uma equagao diferencial linear, cada coeficiente a,, € 0
termo de nao homogeneidade s podem depender da variavel independente, no caso x. Se
em uma equacao diferencial, tiver um termo do lado direito da equacao que depende da

fungao f(x), classificamos como sendo uma equagao diferencial ndo homogénea.

Por exemplo, se a equagao (2.1) fosse homogénea, teria g(x) = 0 e, se fosse nao

homogeénea, a fonte g(x) seria nao nula ou seria uma constante ¢ # 0 (9).

A fonte de inomogeneidade que estamos tratando é a distribuicao delta de Dirac,
d(z — '), também conhecida como fungao impulso unitério, definida pela sua caracteristica

singular,

0o, emz =21,
or—1') = (2.2)
0, sex # ',

e normalizada,

/OO §(x —a)de =1. (2.3)

Uma das principais propriedades da delta de Dirac (10, 11) é projetar integrais de

fungoes continuas:

fla) = / Y S(e — o) f(2)de . (2.4)

—0o0
No que diz respeito as condi¢oes de contorno nas solugoes, ou seja, condigdes sobre
a func@o ou sobre a sua derivada no limite onde elas estao definidas; se os valores dessas

condicoes ¢ igual a zero, chamamos de condi¢oes homogéneas.
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Voltando as fungoes de Green, imaginamos agora que gostariamos de resolver uma

equacao diferencial parcial nao homogénea, do tipo

Df(z) = g(z), (2.5)

onde D é um operador diferencial, f(z) é a solugao desejada e g(z) é a fonte nao homogénea.

A solucao particular f(x) pode ser encontrada formalmente com a adigdo de uma fungao

G(z,2'):

fla) = / G(x, ") g(z')dx’ | (2.6)

onde a fungao de Green G(z,z’) é definida como a solugao da equagao diferencial com

uma fonte singular:

DG(x,2") = 6(z — 2'). (2.7)

Podemos analisar a equagao (2.6) e considerar as fungoes de Green como “blocos
de construgao” para achar a solugao particular f(z), uma vez que elas sdo solugdes para
funcgoes singulares ou fungoes “impulso”. Vejamos um exemplo, como forma de ilustrar a

ideia das fungoes de Green cléssicas (3).

Consideramos o problema bastante conhecido de achar o potencial elétrico ¢ dada

uma distribuicao fixa de carga p.. Para isso, utiliza-se a equagao de Poisson

V2o(r) = —jopem. (2.8)

A equacao diferencial correspondente com uma fonte singular 1é-se:

ViG(r—1)=dr—1). (2.9)

A solugao ¢(r) pode ser escrita, como vimos na equacao (2.6), em termos de uma

fungao de Green G(r —r'):

1
o(r) = - dr'G(r —1')p(r'). (2.10)
0
E f4cil verificar que essa expressdo é uma solucio para a equacio (2.8) operando o

laplaciano V2 nos dois lados da equacgio (2.10) e depois usando a equagdo (2.9).
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O jeito mais facil de encontrar G(r) é pela transformada de Fourier (11), que nos

da
1
—kG(k)=1=G(k) = L (2.11)
e, consequentemente
dk dk ek 1
= TGk :/ = — . 2.12
G(r) /(27r)3€ Gk) (2m)3 k2 47y (2.12)

Quando inserimos essa equagao na (2.10), obtemos um potencial bem conhecido

criado pela distribuicao de carga

b(r) = — /dr pe(r) (2.13)

dreg v — /|
Como vimos, fun¢des de Green podem ser utilizadas para encontrar solugoes
de equagoes diferenciais lineares em eletrostatica, mas também em eletrodinamica, em

condugao térmica, propagacao de ondas e actstica, teoria quantica de campos, entre outros.

Vamos agora examinar uma de suas aplicagoes em mecanica quantica de muitos corpos.

2.2 Funcao de Green para a equacao de Schrodinger

Para falarmos do elétron, temos que definir a fun¢do de Green para a equagao de

Schrodinger (3, 8). Na sua forma dependente do tempo, a equagao de Schrodinger 16-se:

0
@ha\ll(r,t) = HU(r,t). (2.14)

Sabemos que essa ¢ uma equacao diferencial parcial homogénea, porém, podemos

rearranjar os termos de forma que teremos uma fonte nao-homogénea na equacao:

0 R, B
[m66+%nv]m@¢)_va¢wunw. (2.15)

Observamos que o lado direito da equagdo depende de ¥(r,t), entao de fato a
equacao nao é homogénea. Para achar W(r,t), precisariamos de uma solugao recursiva ou
um processo iterativo, porém, podemos usar a funcao de Green como solucido do problema
nao-homogéneo ao invés de de resolver a equac¢do de Schrodinger. A partir da teoria da
fungao de Green ja apresentada, podemos escrever uma equagao para ¥(r,t) de uma forma

similar & equagao (2.6)

@mﬂ:/GmuﬂwWWjMW, (2.16)
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onde G(r,t;r',t') vai ser uma equagao do tipo delta.

Em textos de teoria de campos a funcdo de Green é frequentemente denominada
“propagador” ou func¢ao de correlacao de dois pontos, pois ela esta relacionada a proba-
bilidade de se medir um campo em uma certa posicao e tempo, dado que a fonte estava
localizada em outra posi¢do e instante de tempo. A funcdo de Green da equagao de
Schrodinger é também um propagador. Para hamiltonianos independentes do tempo,

podemos escrever a evolucao da funcao de onda usando um operador de evolugao temporal,

G(r,t;v' ') = —if(t — t'){r|e nHE|p'y (2.17)

onde a fun¢ao Heaviside, ou degrau, §(t — t') é definida por

1 t>0
oy =4 o P (2.18)
0, parat<O.

Podemos calcular o propagador em uma base diferente supondo que ele esta em

um estado |¢,/) no tempo t’, portanto, o propagador no estado |¢,) é:

G(n,t;n' t') = —if(t — t')<¢n|e—%H(t—t’)|¢n,> ‘ (2.19)

A funcao de Green esta relacionada com uma simples mudanca de base:

G(r,t;v' ') = —if(t — t'){r|gn)G(n, t;n', ") (P |r’) . (2.20)

Se escolhermos a base de estados |¢,,) como os autoestados do hamiltoniano, entao

a funcao de Green fica da forma:

Glr, ;v 1) = S (e]d) (o [1/ye FERCEED (2.21)

n

Nas décadas de 50 e 60, as fungoes de Green foram introduzidas como propagadores
na teoria quantica de campos por Feynman (12, 13) e Schwinger. Na teoria quéntica de

campos nao se trabalha com fungoes de onda, mas sim com um estado especial, o vacuo
T

0) e operadores de criacao (c;) e aniquilamento (c;), onde ja assumimos que se tratam de
1

campos fermionicos.

Feynman introduziu um novo propagador de campo quantico. Ele considerou a
propagacao de particulas e antiparticulas virtuais, que se propagam para frente e para tras
no espaco-tempo, inserindo um simbolo de ordenamento temporal de Wick (14) T', que
garante a causalidade do ordenamento temporal. O propagador de Feynman é definido

como
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G(r,t;x/ t") = (T[V(r,t)UT(r, t)])
U(r, )T (', t))
T, )W (r, 1)) . (2.22)

E possivel ainda obter a densidade local de estados do sistema'. Em termos dos

autoestados de H, a densidade local de estados lé-se:

p(r,w) =D [(r|gn)*d(w — n)] - (2.23)

Pode-se mostrar que parte imaginaria da funcdo de Green retardada fornece
justamente a densidade de estados local (15). Nossa defini¢ao de funcao de Green de fisica

de muitos corpos serd escrita em uma outra linguagem, a de segunda quantizacgao.

2.3 Funcao de Green quantica do elétron

Em fisica de muitos corpos, a funcao de Green para um tnico elétron é definida
como o valor esperado de um produto de dois operadores fermionicos, onde escolhemos

uma base discreta de sitios {i} sem spin. Tratando-se de elétrons, vale lembrar que nossos

I,c}} =0e {ci,c;} = 0,;; onde a anticomutacao é

definida como {A, B} = AB + BA e a delta de Kronecker ¢;; assume os valores 0 se ¢ # j,
elsei=yj(3).

operadores satisfazem {¢;,c;} = 0, {c

Apresentemos inicialmente a forma denominada “causal”

Gsi(t ) = —i(T|a(t)cl()]) (2.24)
que descreve a propagacao do elétron. O operador c} cria um elétron no sitio j no tempo

t' enquanto ¢; aniquila um elétron em 7 no instante t. A causalidade é garantida através

do operador de ordenamento temporal, definido como

T|ci(t)ch(t)] = 0(t = #)ei(t)el (') — 0t — t)el(t)eit), (2.25)
onde a fungdo Heaviside 6(t — ') foi definida na equagao (2.18).

Além da fungao de Green causal (equagao (2.24)), outras funcoes de Green podem

ser definidas a partir das quais certas propriedades sao mais imediatas de serem extraidas.

I Em fisica estatistica e fisica da matéria condensada, a densidade de estados de um sistema descreve o

numero de estados por intervalo de energia, em cada nivel de energia disponivel.
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Por exemplo, para tempos ¢ ; t' definem-se as chamadas fung¢oes de Green retardada e

avancada,

Gr (1) = —if(t — t’)< PORG), > , (2.26)
Go (1) = bt — t)< {ei(t), i) > , (2.27)

onde G" é nao-nula para tempos ¢t > t’, de forma que podemos calcular a resposta em um
tempo t devido & uma perturbacao anterior, em t', portanto denominada funcao de Green
retardada. A funcio de Green avancada é seu operador adjunto, [G"]T = G¢, de forma que

na préatica, em posse de uma nao é necessario calcular a outra.

Func3do de Green no dominio de energias

Caso o hamiltoniano nao possua dependéncia explicita no tempo, podemos consid-
erar que o sistema estd em equilibrio e que as propriedades do sistema sdo invariantes sob
translagoes temporais. Neste caso, as funcdes de Green podem ser descritas em termos
de diferencas de tempos e podemos trabalhar no espaco de energias, através de uma

transformada de Fourier

Gt —1t) / dw e G (W), (2.28)

/ dt G (). (2.29)

Para ilustrar as fungoes de Green no espaco das energias, consideramos uma
representacao espectral para um caso especial do hamiltoniano de uma particula livre, o

qual pode ser escrito da seguinte forma:

H=> enclcn, (2.30)

onde ¢/ cria um elétron (e c,, aniquila) no m-ésimo autoestado da particula tnica do

sistema com energia &,,.

Na representacao de Heisenberg, operadores evoluem no tempo através da equagao
de Heisenberg, onde o hamiltoniano esta presente. Para um operador arbitrario A, temos

a equacao

i%:[A,H]—I—i

0
—A 2.31

ot
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onde o ultimo termo considera uma possivel dependéncia temporal do operador, que no

nosso caso, é descartada.

Utilizando a equacao (2.31), as equagdes de movimento para os operadores sao:

de,

= [cn, H] = —igpcy (2.32)
det
% = — [CL, H] = igacl . (2.33)

No entanto, os operadores de criacao e aniquilamento evoluem no tempo como
ca(t) = e #nle, e cf (t) = el cl. Para essas expressoes, as funcoes de Green (2.26) e

(2.27) para a particula livre sdo fun¢oes dependentes da diferenca de tempo ¢t — ¢

G (t—t) = —if(t —t)e =g, (2.34)
Go L (t—t) = 0t —t)et= 5, (2.35)

onde usamos a relagao ({c,, c:rl,}> = Opyn. Observamos que a fungao de Green é diagonal na
base das energias, o que nao acontece no caso geral interagente, onde a evolucao temporal
do operador da particula tnica, envolve diferente estados. Aqui, assumimos que a particula

tem um autoestado de um hamiltoniano nao-interagente.

Para escrever a representacao espectral das equagoes (2.34) e (2.35), consideramos

a representacao integral da funcao degrau de Heaviside:

. 1 00 e—zw(t t')
ot — ') = ——,/ dws— (2.36)
2m1 J—o W+

onde  — 07 é um nimero real positivo infinitesimal. Substituindo essa expressao na

equagao (2.34), obtemos

l(w+€n)(t ')
Gr(t—1) / . (2.37)
w + m

Podemos fazer uma mudanca de variaveis do tipo w + €,, — w, assim temos
1 00 efiw(tft’)
G (t—t) = —/ dy——. (2.38)
27 Jeoo W —e, + 1

Como G}, (t —t') é a transformada de Fourier de G"(w), podemos identificar o

ultimo termo dentro da integral da equagao (2.38) como sendo

r e —— 2.
O (2:39)
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Analogamente, obtemos a fun¢do de Green avancada para o caso nao-interagente,

1
G (W)= ——. (2.40)
W — &, —1in
H& muitas propriedades fisicas escondidas na funcao de Green. Podemos extrair

duas importantes propriedades das func¢oes de Green retardada e avancada:

1. Para um hamiltoniano ndo-interagente, os pélos da funcao de Green correspondem

exatamente as autoenergias;

2. A parte imaginéria da diagonal da fun¢do de Green (j = i), nos fornece a densidade
local de estados do sistema. Para uma base de sitios discretos, trata-se de uma

projecao no termo diagonal, sobre o sitio i (15):
1 T,a
() = FIm{G () (2.41)

2.4 Meétodo das equacoes de movimento

Através da fungdo de Green, é possivel extrair informagoes sobre o sistema em
questao, a principio em diferentes posicoes e tempos. A evolucao temporal da funcao de

Green ¢ obtida através de sua equacdo de movimento e do hamiltoniano.

Para acharmos a equa¢io de movimento, usaremos a fungao degrau (equagao (2.18)).
Utilizando a equagao (2.31) para o operador ¢;(t) e derivando a funcao de Green retardada

(2.26), em relagdo ao tempo, temos:

aG(tt) = —iof(t —t)({eilt), ch(t)})
—if(t — ) {{é(t), ch(¥)}),
(=i){=ib(t — ) {{[e, H] (), H()})} (2.42)

onde usamos a relagao ({c;, cj}> = 0;j.

Notamos no resultado que a equagdo de movimento vai acoplar a funcdao de Green
original a uma nova funcao e que, a dependéncia com o hamiltoniano vai influenciar a
dindmica.

Utilizaremos uma notagao simplificada, adaptada do Zubarev (16) para a fungao

de Green no espago das energias,

Gy w) = ((cich)). (2.43)

v
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Fazendo a transformada de Fourier na fungao de Green (equacao (2.42)), vamos
obter um fator iw a esquerda vindo da derivada temporal. Uma vez que a transformada

de Fourier da funcao delta ¢ igual a 1, a representacao espectral da fungao de Green 1é-se:

WG (w) = 6ij + (([ei, HI; cT-)> ) (2.44)

E importante enfatizar que o método das equacoes de movimento nio é restrito
a sistemas nao-interagentes. No entanto, se o hamiltoniano descreve interacao entre dois
elétrons (portanto com quatro operadores de criagdo/aniquilamento), ndo ha uma forma
geral de conseguir um sistema fechado de equacoes, como mostrado anteriormente. Se a
equagao de movimento para a funcao de Green de uma particula acopla essa funcao a
outras fungoes de maior ordem, obtém-se um numero crescente de operadores resultando
num sistema algébrico que possui dimensao infinita (3). Na pratica, é possivel truncar o

sistema, o que nao é uma tarefa facil.

Podemos encontrar outros modelos da equagao de movimento nas referéncias (3)
e (15), onde sdo abordados exemplos de interagao entre particulas e outras formas de

abordar esses problemas.
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3 Funcoes de Green em modelos de baixa di-

mensionalidade

Pesquisas em nanotecnologia se encontram em amplo crescimento, tanto em traba-
lhos tedricos como experimentais (17). Dessa forma, a nanotecnologia tem impulsionado
nas ultimas décadas um interesse no estudo de sistemas de baixa dimensionalidade, devido

as propriedades que surgem devido ao confinamento nas nanoestruturas.

Neste capitulo, vamos utilizar o método de equagoes de movimento para obter a

funcao de Green e a densidade de estados de sistemas unidimensionais.

3.1 Cadeia linear n3o interagente

Vamos investigar primeiramente uma cadeia linear de atomos, representando um
sistema confinado em uma dimensao, como um fio quantico; procurando obter a equacao

de movimento da fun¢do de Green eletronica (equagao (2.44)).

A cadeia serd descrita por um hamiltoniano nao interagente contendo um tnico
orbital por sitio e um termo cinético, que conecta todos os primeiros vizinhos através de

um parametro de ligagao t:

H = Zalc;cl + Z(tlH’lcchlH + tuﬂczrﬂcl) ,
] ]

= hy+ he (3.1)

A primeira soma na equagao (3.1) corresponde ao potencial externo local que é
diagonal na base de sitios. O segundo termo corresponde a energia cinética, descrevendo a
destruicao da particula no sitio [ 4+ 1 e a criacao de uma outra particula no sitio [, com
amplitude de probabilidade #;41;. O terceiro termo descreve o processo reverso, que torna
o hamiltoniano hermitiano!, pois representa um observavel; no caso, a energia total do

sistema.

Para encontrar a equagao de movimento, precisamos calcular o comutador [¢;, H] =
ciy hy] + [, he)?:

1

Operador Hermitiano é um operador linear em um espago vetorial que é igual ao seu conjugado
hermitiano.

2 Utilizaremos as seguintes relacdes: [AB,C] = A{B,C} — {A,C}B e [A, B] = —[B, A].
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i, hy] = Zel [, cchl] = Z€z5z’lCl =£iC;, (3.2)
] 1
(i, he] = Z {tHl,l[Cia CzTCz+1] + tiiga(ci CZFHCZ]} ;
]
=Y (tig100i¢01 + tus1bigaar)
]

= Z (tit1,iCiv1 +tic1i6im1) = Z ivjiCits - (3.3)
] j—)

Com esses resultados, podemos voltar na equagao (2.44) e teremos a funcao de

Green para a cadeia linear nao interagente

(W= e in) Gw) = 8y + 3 tianiGli (@), (3.4)

k==+1

onde 7 é um nimero real positivo infinitesimal®. Na equacio (3.4) vemos que o propagador

G (w) acopla outros propagadores através do primeiro vizinho.

Nas segoes seguintes iremos aplicar a equagao (3.4) para diferentes sistemas, calcu-

lando a densidade de estados correspondente.

3.2 Molécula de hidrogénio

Na quimica quantica, um modelo de dois sitios ¢ um prototipo da ligacao molecular
entre dois nicleos de hidrogénio. Consideremos uma cadeia de dois sitios idénticos (figura

1). As fungoes de Green deste sistema serao uteis para o estudo da cadeia linear.

t
-
o_o

Figura 1 — Cadeia finita com dois sitios e dois elementos de matriz t e t*.

No modelo da molécula de hidrogénio, a proximidade dos dois &tomos permite a
hibridizacao dos seus orbitais com um elemento de sobreposicao (ligagao) t. Esse sistema
acoplado tem duas solugoes, dois orbitais moleculares com simetria de inversao espacial
par e impar, conhecidos como estados ligantes e antiligantes. Estes orbitais tém energias

g0 F |t|, como ilustrado na figura 2.

3 A substituicdo de g; por g; + in é feita para evitar que a funcio de Green divirja quando w = &;, ou

seja, para suavizar a curva da fungao.
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go + |¢]
(a) (b) -
{ Ay ’ .

SRR £ £y

H H €0 i

eg — |t]

Figura 2 — (a) O sistema de dois sitios é um protétipo onde cada sitio é representado como um
nicleo de hidrogénio com energia ¢g. (b) Diagrama de niveis de energia, onde vemos
a formagao de dois orbitais moleculares. Fonte: Odashima, M., 2017 (8).

Para este caso, com N = 2, o hamiltoniano (equacio (3.1)) 1&-se’

H = go (nq 4 ng) + tehey + t°clesy (3.5)

onde definimos €5 como a energia local, n; = cj- ¢; como o operador numeral e ty; =t 0

elemento da matriz de ligacao.

Neste problema, podemos diferenciar o hamiltoniano para os dois sitios isolados,
hy, e uma perturbacdo V (acoplamento entre os sitios). A representa¢do matricial do

hamiltoniano (3.5) na base de sitios {1, 2} fica da seguinte forma:

0 0t
H = ho+V=|[" "]+ . (3.6)
0 o t 0

Observando o que foi mostrado na secao anterior, vemos que a fungao de Green
local para o primeiro sitio, G7, (t,t') = —if(t — t')({c1(t), ¢} (#))}) é acoplada & funcao de
Green nao-local G, (t,1') = —if(t — t')({ca(t), ¢l ()}).

Calculando os comutadores, como fizemos anteriormente, obtemos as equagoes de

movimento no dominio das energias:

(w—eo+1in)G} (w) =1+ tGH(w), (3.7)
(w—-¢e0+1in)Gh (w) =t G (w) . (3.8)

A partir dessas equagoes, podemos observar que, no limite ¢ — 0, temos a funcao

de Green local para um tnico sitio isolado

) = o = 61) = ). (39

Aqui, assim como na referéncia (8) ndo consideramos as contribuigdes de spin-érbita no hamiltoniano.

4
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Essa fung¢ao sem acoplamento (ndo perturbada) é diagonal na base de sitios. Nesse
modelo da molécula de hidrogénio (figura 1), a fungao de Green que descreve o acoplamento

possui termos nao diagonais. Na forma matricial temos a seguinte representacao:

'S O ™ T
g =" and  Gr= (0 Ti2) (3.10)
0 g5 21 22

onde, pela simetria do problema, podemos escrever G, (w) = G (w).

Em termos da func¢do de Green néo perturbada (equagao (3.9)), obtemos o sistema

acoplado de equacoes:

"(w) + 9" (W)t Gy (W), (3.11)

Gor(w) = ¢"(w) t* G} (w) . (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.11), obtemos a fungado de Green do primeiro sitio:

_ 9" (W)
= T e (319)

Para escrever os termos de uma maneira mais explicita, vamos substituir a funcao

de Green livre g"(w) (equagao (3.9)):

1 1
w—eo—[tPgr(w) +in  w—eo— [t*(w—eo) +in’

Gu(w) = (3.14)

A equacao acima pode ser reescrita em termos de fragoes parciais, onde vemos

claramente o espectro discreto da molécula de hidrogénio

- 1/2 1/2
) = T i v T o=+ ) +in’ (3.15)

com dois polos nas energias do orbital ligante e antiligante g F |¢|, que pode ser verificado

em uma densidade de estados singular nestas duas energias (8).

A partir deste estudo vamos utilizar esses conceitos na proxima rede, semi-infinita.

3.3 Cadeia linear semi-infinita

Um exemplo interessante, que nos fornece uma solugao analitica exata das equagoes

de movimento, é a cadeia linear semi-infinita (figura 3). Essa cadeia estendida pode ser
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Figura 3 — Cadeia semi-infinita unidimensional de sitios atémicos.

considerada como um modelo simples de um cristal ou de um eletrodo semi-infinito em

uma juncao.

O numero infinito de sitios nao permite a diagonalizagdo direta do hamiltoniano no
operador resolvente, a aplicacdo da fun¢ao de Green (equacao (3.4)) nos leva a uma infinita
hierarquia de propagadores. Portanto, para simular uma cadeia semi-infinita, vamos utilizar
esse modelo da molécula de hidrogénio supondo que podemos adicionar mais sitios nela.
Faremos isso de um jeito que sempre renormalizaremos a funcdo de Green do sitio 2, para
que sempre volte a ser um sistema de dois sitios. Assim, teremos uma molécula efetiva

como a de hidrogénio (figura 4), com a diferenca que os sitios ndo serao mais idénticos.
t
v

Figura 4 — Molécula de hidrogénio efetiva para o cdlculo da fungdo de Green da cadeia semi-
infinita.

Aqui assumimos que ja encapsulamos um grande nimero de sitios no sitio 2, que
estd acoplado ao primeiro sitio (ndo perturbado). No limite assintético, esse sitio nos dara

a mesma resposta da cadeia linear semi-infinita.

Simplificando a notagao das equagoes (3.11) e (3.12), temos

Guu=g+qtGa, (3.16)
Gy = Gat* Gy, (3.17)

onde g; e GGy sdo, respectivamente, as fungdes de Green nao perturbada e perturbada.
Observemos que no limite infinito de sitios, o sitio efetivo 2 descreve, ele proprio, a cadeia

semi-infinita, portanto podemos dizer que Gy = Gi1.

Podemos agora resolver o sistema descrito pelas equagoes (3.16) e (3.17), resultando

em uma equacao de segundo grau para Gp:

alt*Gl = G+ g1 =0. (3.18)
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As duas solugoes retardadas para a equagao (3.18), correspondem a:

1 ———
1

ou, substituindo g; pela equagao (3.9):

w — €y + 1

Gy =
11 ‘t|2

(3.20)

Aftf?
14+, [1—-—
(w— € +1in)
Podemos determinar a solucao fisica examinando as propriedades da funcao de

Green (15). No limite de |w| — 00, queremos uma solugdo que nao divirja, portanto,

escolhemos:

_w—e€t+n

G = i[? (3.21)

4[t]?
(w—€+1in)
Se fatorarmos —1 para fora da raiz da equagao (3.20), ndés obtemos a contribuigao

imaginaria, que é ndo-nula somente na regiao |w — €g| < 2|t|, isto ¢, dentro da largura da

banda. Isso nos da a densidade de estados na borda, ou na “superficie” do sitio:

1
prw) = ——ImGn(w),

. 1 1 W —£&n 2
- wft] 2]t]

X 0(2]t] — |w — =) (3.22)

que forma um semi-circulo, como ilustrado na figura 5.

Densidade de Estados

-1 0 p
Energia (w)

Figura 5 — Parte imaginaria da fungdo de Green de superficie em uma cadeia linear, que representa
a densidade de estados desse sistema. Nesse grafico, utilizamos 1 = 0, 0001.
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3.4 Cadeia linear infinita

Nessa se¢ao iremos mostrar como calcular a densidade de estados de uma cadeia

infinita em uma dimensao, utilizando os resultados anteriores.

A rede infinita pode ser visualizada como o acoplamento de duas cadeias semi-

infinitas, como mostrado na figura 6(a).

@ e e 'S 2R Bl
-

o O
l&_/

Figura 6 — (a) Cadeia linear infinita representada como o acoplamento de duas redes semi-infinitas.
(b) Sitios efetivos que englobam as duas cadeias semi-infinitas.

Isso vai corresponder a dois sitios efetivos em um modelo de dois sitios, como na

figura 6(b), com solugao

G

_ 3.23
1 — G3t|? (3.23)

Gll

onde (G1; é a funcao de Green diagonal da cadeia infinita com acoplamento, enquanto o

propagador efetivo Gy = G é a resposta da cadeia semi-infinita (equacdo (3.20)).

Outro acoplamento possivel, mostrado na figura 7(a), é o acoplamento de um sitio

isolado entre as duas cadeias semi-infinitas.

@« - " OTO @ O F W -
/"‘N/T\l
v @ 0O

Figura 7 — Cadeia linear infinita representada como o acoplamento de duas redes semi-infinitas
com um sitio isolado no meio.

Neste caso, as equagoes de movimento nao vao somente para a frente, mas também

vao para tras. A funcao de Green do sitio central fica da forma:

9o

Go=—""20
0 1—2|t|290G1

(3.24)

onde G é dada pela equacio (3.20). Pode ser mostrado que as equacdes (3.23) e (3.24)

sao idénticas, desde que Gy obedeca a equacio (3.18) (com g; = go), que é exatamente o
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caso aqui. Substituindo a equagao (3.9) em gy na expressao de Gy, obtemos

—1 1
e

Na equagdo (3.25) podemos ver que a fungdo de Green resultante da cadeia infinita

(3.25)

possui uma singularidade na raiz quando w — gy = 2t. O 7 infinitesimal contribui para
suavizar a funcdo ao redor dessa singularidade. Para valores w — €9 < |2t], a funcao de
Green ¢, em sua esséncia, puramente imaginaria, com um perfil aproximado do inverso
do semi-circulo que vimos na figura 5, porém com a presenca de uma singularidade nas

bordas da banda, ou seja, em w — g = |2t

A densidade de estados do sitio mais interno, obtido com a parte imaginaria das

equagoes (3.23) e (3.25), esté plotada na figura 8.

2.0

15

L0

Densidade de Estados

-3 — 2 3
Energia (w)

Figura 8 — Densidade de estados, equacao (2.41), de uma cadeia linear infinita obtida pelo
acoplamento de duas cadeias semi-infinitas.

O resultado acima pode ser obtido de forma analitica através de calculos tight-

binding.

3.5 Cadeia linear infinita via tight-binding

Podemos calcular a densidade de estados para sistemas unidimensionais através dos
autoestados do hamiltoniano no modelo tigh-binding (18). Consideramos o hamiltoniano

de uma cadeia 1D com um atomo por sitio

H = ZéfiC;rCi - Z(tijcl'tcj + tjiC;-Ci). (326)

]
Como a rede possui apenas um tipo de atomo, o potencial local ; pode ser

considerado constante. Na segunda somatoria, temos a energia cinética. O primeiro termo
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> i tijc;rcj descreve o salto (ligacao) do sitio j para o i, o segundo termo descreve o salto

de ¢ para j. Como H ¢ hermitiano, temos que ¢;; = ¢;; e que &; ¢ um numero real.
Podemos simplificar o hamiltoniano e escrevé-lo da seguinte forma:

H=— Z(tijcjcj +tiche;) + N, (3.27)

1]
ij

onde N = 3%, c}ci ¢ o namero total de elétrons no sistema. Como N é constante, este
termo apenas causa um deslocamento na energia total e nao contém nenhuma outra

contribuigao fisica (pode ser ignorado nesse calculo).

No modelo de ligagao forte (tigh-binding), é comum assumir que os elétrons
se acoplam apenas aos sitios mais proximos, portanto, s precisamos dos termos de

acoplamento dos primeiros vizinhos (ij) para descrever o sistema,

H=—t Z(c;rcj + c}ci) =ty c}cjﬂ + h.c., (3.28)
(i5) J

onde h.c. significa hermitiano conjugado.

Podemos agora utilizar a transformada de Fourier discreta para reescrever os

operadores ¢; no espago k, onde k ¢ uma varidvel discreta e periddica:

1
V2 A

onde r = aj, sendo a a distancia entre os atomos. Vamos considerar uma rede discretizada

c; e*ey (3.29)

em uma dimensao, desde um sitio 1 até N—1, com separacoes a, de modo que o comprimento

k

total é L = Na. Consideramos condicoes periédicas de contorno, e** = 1, portanto o

vetor de onda é k = n2%. onde n é um inteiro.

L
Assim, temos
1 " ; 1 Cikai
c;i=—F—> "% e ci=—=) e "¢, 3.30
J \/%; k j m; k ( )
1 eai
cL=—=—=> € "Ye¢,. 3.31

Substituindo ¢; e c} no hamiltoniano (equagao (3.28)), temos a seguinte expressao:
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_ Z t \/12_7Tzeikajck \/_Zezk/ ]+1
k

j=—o0
1 —ik'a(j+1) . —ik

+—= e ¥alt) e~ . (3.32)
o 2 fZ

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (11), podemos mostrar que:

21 Z Ze—zak k’] ik'a Zelka (333)

j=—o0 kk'

onde 2% e~@(k=k)J — 276, 1,. Substituindo o resultado da equacao (3.33) no hamilto-
J o0 )

niano (equagao (3.32)), temos que

H=-t> {eik“ + e‘ika} chen (3.34)
k

=Y —2tcos(ka)chey, . (3.35)
k

A relagao de dispersao (k) é entdo uma fungao periédica em k:

e(k) = eo — 2t cos(ka) , (3.36)

para uma energia potencial minima gy. A primeira zona de Brillouin estd entre —m/a a

7/a.

Para determinar a densidade de estados vamos partir da contagem de estados e
multiplicar por Ak/Ak:

o Ak
= > 1-—. (3.37)
= Ak

A rede foi inicialmente discretizada em uma dimensao, onde Ak = 27/ L:

N=X S A (3.38)

Tomando o limite continuo, de L muito grande e Ak tendendo a zero:

Lk L_ [k L ke dk
N=2["ar="2 / Tak== [ e portanto, (3.39)
2m J- 2 Jo de

ARGl (3.40)
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Ou seja, a densidade de estados em uma dimensao por unidade de comprimento é

_Ldk

=——. 3.41
ple) = = (3.41)
Derivando a relagao de dispersao da equagao (3.36), encontramos que
& _ ay/(2t)2 — (2t cos(ka))?. (3.42)
dk

Da equagao (3.36), temos que (2t cos(ka))? = (e —&p)?. Substituindo estes resultados
na equagao (3.41), encontramos a equagao para a densidade de estados para uma cadeia

de elétrons unidimensional:

1

1
ple) = - \/4152 y—— : (3.43)

Se esbogarmos um grafico dessa funcao, percebemos que a curva é a mesma que

encontramos no caso da cadeia linear infinita (figura 8).

Densidade de Estados

-3 -2 -1 o] 1 2 3

Energia w
Figura 9 — Grafico da densidade de estados de uma rede 1D infinita obtida pelo método tight-
binding, onde g =0 e t = 1.

Para pequenos valores de vetores de onda (k < m/a), a equagdo (3.36) pode ser

expandida em série de Taylor

ka)?
e(k) m=eo— 2t (1 ! 2) ) : (3.44)
recuperando o comportamento de um elétron livre, com relagao de dispersao parabdlica.
Nesse regime o elétron é praticamente livre e ndo percebe a rede de atomos. A densidade

de estados correspondente serd proporcional & +/e.
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4 Funcoes de Green recursivas

No comeco dos anos 80, a investigacao das propriedades de superficie e de volume dos
metais, metais de transi¢ao e semicondutores, motivou o desenvolvimento de hamiltonianos
efetivos e de técnicas iterativas para obter a densidade de estados. Técnicas recursivas
em redes tight-binding foram reconhecidas como eficientes ferramentas para o estudo
dos sélidos. Alguns trabalhos aplicam o método da fungao recursiva de Green para a
computacao de propriedades de transporte eletronico, de folhas e nanofitas de grafeno
(19, 20). Na sua esséncia, o método das fungoes de Green recursivas visa dividir o material

em camadas, tratando-as como parte de uma cadeia, que estudamos no capitulo anterior.

4.1 Decimacao de uma cadeia de trés sitios

No método de fungdes de Green recursivas (FGR) sdo utilizadas técnicas de
decimagao que simulam materiais a partir de camadas efetivas (21) de forma recursiva. O
método é um processo iterativo no qual as grandezas de interesse vao sendo recalculadas
em varias etapas sucessivas. Em tultima instancia, é uma estratégia para aproximar a

solucao de um sistema infinito comegando de um sistema finito.

Vamos ilustrar esse procedimento usando uma cadeia linear de orbitais de um tinico
sitio e uma versao da técnica recursiva que guarda informagcao a partir de sitios centrais
(8). Isto faz-se relevante, pois poderemos ter acesso as propriedades de bulk, internas ao

volume.

Figura 10 — Cadeia de trés sitios com acoplamentos t e t* entre os primeiros vizinhos.

Vamos considerar uma cadeia de trés sitios, como mostrado na figura 10. Nossa

cadeia é descrita pelo seguinte hamiltoniano nao interagente:

3
H=¢ey) ni+ t(cher 4+ ches) + £ (cles + ches) . (4.1)
i=1

Utilizaremos novamente o método de equagdbes de movimento, equacao (3.4), para

encontrar as trés fungoes de Green diagonais, Gy, Gao € G3s.
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No caso da funcao de Green diagonal do primeiro sitio, temos a seguinte equagao

de movimento:

Gi=g+qntGa|. (4.2)

As fungoes de Green nao diagonais que apontam para o primeiro sitio satisfazem

as equagoes de movimento:

Go1 = got" Gi1 + g2t Gay (4.3)
Gs1 = gst" Gy . (4.4)

Para obter a expressao para Gg1, substituimos a equagao (4.4) na (4.3),

Go1 = got™ G11 + g2t (g3t" Ga1) (4.5)
92t" G

Gy = —F———
T (1= gatgstr)

(4.6)
Podemos eliminar Gg; usando o resultado da equagao (4.6) na equagao (4.2), assim

obtemos a fungao de Green perturbada para o primeiro sitio

g1
_ qitget?
1 —gatgst”

Gll =

(4.7)

Podemos escrever a expressao para o sitio central usando o mesmo esquema utilizado

anteriormente:

Gao = g2+ 921" G12 + g3t G2 | . (4.8)

Uma vez que sao apenas trés sitios, as expressoes para os propagadores do sitio 2

Sa0:
Gi2 = g1t G, (4.9)
G32 = (g3 t* G22 . (410)
Substituindo essas expressoes na equacao (4.8), obtemos a funcdo de Green para o
sitio 2

g2
Gy = . 411
- I —gat* g1t —gatgst™ ( )
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Para o sitio 3, temos a seguinte equacdo de movimento

Gz = g3+ g3t™ Gag |. (4.12)

Para obter a expressao para (G33 podemos trabalhar com as equagoes de movimento

ou apenas fazer as substitui¢des: 1 — 3,3 — 1 e t — t*, na equagao (4.2).

A expressao que obtemos é:

g3
Ga3 = - . 4.13
53 g3t*got ( )

1—92t*g1t

Resolvido o problema de trés sitios, vamos iniciar a decimacao, que ird nos permitir

obter resultados de uma cadeia maior.

Decimacao

Para fazer a decimacao, inserimos agora sitios em cada iteracao. Primeiro vamos
adicionar dois sitios a e b na cadeia linear, mostrada na figura 11. Vamos analisar os trés

sitios, as bordas e o sitio central.

/_N/_N/N/N

T‘\/&/&/&/

Figura 11 — Tlustragdo do primeiro passo da dizimagcao, onde inserimos sitios a e b na cadeia de
trés sitios.

Para o primeiro sitio da figura 11, sabemos que

Gu=g+qtGa, (4.14)
Ga1 = Gat" G11 + ga t Go1 . (4.15)

Substituindo a equagao (4.15) dentro da (4.14), eliminamos a func¢ao nao diagonal

G 41 e obtemos:

g1 g1t gat
+
(I—gitgat) (1—g1tgat*)

Para simplificar, utilizaremos alguns termos normalizados,

G11 = G21 . (416)

@:m> e f=tgut, (4.17)

(1—gitgat*
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de forma que agora podemos reescrever a equagao para GGi; da mesma forma que a (4.2),

Gu=gi+gitGa. (4.18)

O propagador em G1; corresponde a equagao (4.7)

g1
_ itget”
1 —gotgst®

G = , (4.19)
com as funcgoes efetivas ¢s e g3, que serao mostradas a seguir.

Vamos obter por completeza as fun¢des de Green do sitio central e extremo direito

da figura 11. O sitio 2 é relacionado pelas seguintes equagoes de movimento:

Gaa = g2+ 921" Guo + go t Gia, (4.20)
Ga2 = Ggat Gaz + go t* G2, (4.21)
Gre = gpt Gz + g t" Goa . (4.22)

Eliminando as fungoes de Green (4.21) e (4.22), obtemos a equagao (4.8)

Gor = Go+ Got" Gro + Go 1 G, (4.23)

onde usamos a fungao de Green renormalizada:

~ g2
Jo = . 4.24
T (1= gat gat — gat got?) (4.24)

Na equacio (4.24), adotamos a mudanca de varidveis t* = t*g,t* e t = tgyt,

considerando g, = ¢, isto é, os sitios livres sao idénticos.

Finalmente, temos a func¢ao de Green para o tltimo sitio da figura 11:
Gaz = g3+ g3t" Gz, (4.25)
Grz = gpt Gz + gpt™ Gag - (4.26)

Comparando essas expressoes com a equagao ja obtida para Gz (4.12), vamos

considerar t* = t*g,t* na renormalizacao de g3

-~ g3
= —_ 4.2
9 (1—gst*gpt) (4.27)



Capitulo 4. Fungées de Green recursivas 31

Na figura 12, podemos ver a renormalizacao das iteragoes e o mapeamento da
cadeia de cinco sitios até a cadeia efetiva de trés. No grafico da figura 13 mostramos o
resultado da densidade de estados desta cadeia de cinco sitios e a densidade de estado
local para N = 9 iteracoes, ambas obtidas no primeiro sitio da cadeia.

t t
- -

(a)
S0 @ @

o 9 -0~ O
© ©

@ 2 ) &
© 2 adl %
- ) ()

o @ @ ©

Figura 12 — (a) e (b) Iustragdes do processo iterativo onde adicionamos novos sitios entre os trés
que j& tinhamos. (¢) e (d) Ilustragoes do processo recursivo de encapsular os novos
sitios para obter, novamente, o sistema de trés sitios. Figura adaptada da referéncia

(8).

Densidade de Estados

Densidade de Estados
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—2.0 -15 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1. =20 -1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 10 1.5 2.0

Energia w Energia w

Figura 13 — (a) Densidade de estados do sitio 1 obtida através do processo de decimagdo de uma
cadeia de 3 para 5 sitios. Consideramos € =0, t = 1 e n = 0.01 para uma melhor
visualizagdo. (b) Densidade de estados para 9 iteragoes de decimagdo, mostrando
que de fato recupera-se a cadeia semi-infinita.

Podemos seguir iterando até um ntimero muito grande de sitios. De uma cadeia de
trés sitios, acrescentamos dois, obtendo cinco. Nos intersticios destes podemos inserir mais
4, obtendo uma cadeia de nove. A cada iteracdo N da decimacao, simula-se uma cadeia
de L = 3+ 2" sitios. E possivel entdo recuperar os resultados do capitulo 3 para cadeia
semi-infinita e infinita de maneira numérica. Para obter o resultado da cadeia infinita,

basta examinar a densidade de estados de G99, que esta no meio da cadeia.
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4.2 Funcdes de Green em 2D (escada)

Até o momento trabalhamos essencialmente com sistemas unidimensionais. Mas
materiais bidimensionais como grafeno e suas variantes possuem propriedades eletronicas

muito interessantes e de grande potencial tecnologico.

E possivel generalizar o método de decimacéo e de funcdes de Green recursivas,
dividindo uma regiao em camadas. Em duas dimensoes, é conveniente adotar uma re-
presentacao matricial das func¢oes de Green e dos acoplamentos. Vamos aproximar essa
generalizagdo com um exemplo simples de uma escada 2D, onde acoplamos, verticalmente,

duas cadeias de trés sitios, como mostrado na figura 14.

t t

ee
CD N~
eee

Figura 14 — Generalizagdo da cadeia de trés sitios para uma estrutura 2D, a qual nos referimos
como uma “escada”. O novo sitio representado com ij corresponde & sua coluna i e
a sua linha j.

m vengao, utiliz u rametr igaca r irei ra ci
Como convencao, utilizamos um parametro de ligacao ¢ para a direita e para cima
e, t* para a esquerda e para baixo. Cada sitio vai ser indexado por sua coluna (camada) i

e por sua linha j. Vamos precisar obter os propagadores Gj; ;.

Vamos considerar agora deslocamentos tanto na horizontal quando na vertical. Por
exemplo, o elétron no sitio 11 pode visitar os dois primeiros vizinhos, 21 e 12 (figura 14).
A equacao de movimento do primeiro sitio 1111 terd uma contribuicao proépria e dois
propagadores nao diagonais G111 € G2,11. As equagoes de movimento da primeira coluna

(1 =1), sao:

Gin =g +9utGon + g t” Gigan, (4.28)
G212 = gi2 + 912t Gii12 + g12t G212, (4.29)
G2 =gt Gigaz + 11t Ga12, (4.30)
Gronn = g2t G + g2t Gao 11 - (4.31)

Arrumando essas equagoes na forma matricial, assim como fizemos na equacao
(3.10), obtemos:
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G Giiae _ (9 0 L gin O 0 t\ (G Gz
G12,11 G12,12 0 g2 0 912 t 0 G12,11 G12,12
0 t 0\ (G G
i g11 21,11 21,12 . (4.32>
0 g2/ \0 Gaoi1 G212

A equagao (4.32) corresponde apenas a primeira camada (coluna 1). Podemos

identificar duas matrizes de ligagdo na equagao (4.32),

V= (O t*) e W— (t O), (4.33)
t 0 0 t

sendo V a matriz que representa a ligagao entre sitios da mesma coluna e W a ligacao

entre as colunas.

Denominando o lado esquerdo da equagao (4.32) de G; e a funcdo nao perturbada

de g, temos a seguinte expressao:

Gi=gi+8 V-G +g W Gy. (4.34)

Isolando G, podemos escrever:

G =g +8  -W- Gy, (4.35)

onde definimos g; como sendo novamente, uma funcdo de Green renormalizada

g =0I-g V) g, (4.36)
que representa a func¢ao de Green de uma tnica camada.

A partir da equagao (4.35), podemos identificar a mesma estrutura de 3 sitios da
equagao (4.2), s que agora na forma matricial. Isso é muito conveniente, uma vez que
seremos capazes de implementar a dizimagao em duas dimensoes. Podemos agora fazer
um mapeamento para trés sitios efetivos, cada um correspondendo a uma camada, como

mostrado na figura 15.

O método de decimacao pode ser aplicado nesses trés sitios, permitindo a simulagao
de uma fita. Para seguirmos adiante com a escada, podemos generalizar V. e W para
camadas maiores. Essas matrizes ficarao grandes, porém continuarao a ter uma forma

simples.

Em uma dada camada, o elétron pode subir ou descer uma linha. Pela nossa

defini¢ao (figura 14), o termo de ligagao para baixo é t*, ou seja, o acoplamento entre
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Cl) )
o @ o

1 2 3

Figura 15 — Mapeamento da escada para um sistema de trés novos sitios.

(i,7) e (¢, + 1). Ordenando a base de acordo com a linha j, para a primeira coluna i = 1,
teremos {11,12,13,---}. As ligagoes possiveis V na primeira camada nos leva a uma
matriz tridiagonal com a diagonal nula, refletindo o fato de que V leva o elétron, de uma

determinada camada, para diferentes linhas; para a de cima (i,j + 1) ou para a de baixo
(27] - ]')

0t 0 0
t 0t 0

V=10t 0 t . (4.37)
0 0 0

Para a matriz W, o acoplamento é feito entre sitios de colunas diferentes. Até
agora lidamos com trés sitios efetivos, mas com o processo de dizimacao, a rede pode

crescer horizontalmente formando uma tira.

Neste processo, independentemente da coluna ¢, todas as linhas 7 da camada estarao
conectadas. Para uma dada coluna ¢ = 1, com ordem de base {11,12,13,---}, onde o
segundo indice ¢ a linha j = 1,2,3,---; as linhas estao conectadas entre si, o que significa

que teremos uma matriz diagonal:

't 000 -]
0t 00

W=1{00 ¢ 0 (4.38)
000 ¢

Na figura 16, plotamos o grafico das fung¢oes de Green de superficie, G; e Gz, e
a funcao de Green do volume, do meio da cadeia, (G5; para uma fita infinita de largura

L = 2, conhecida como modelo de escada.



Capitulo 4. Fungées de Green recursivas 35

%2}

2 030
=l
8025
[}
Y20}
[

T 015}
S

S olo0}
=l

‘B 0.05}
[ =i

9]
a 0.00_

3 30

o
& 25

w
o0}
[J]
B sk
5
o 10}

wn 05}
C

@
a 0'0,4

(w—e0)/t

Figura 16 — Densidade de estados da “escada”, uma fita infinita de largura L = 2. Grafico
adaptado da referéncia (8)(Source code 3), utilizando a linguagem de programacao
Julia (22, 23).

Se aumentarmos a largura da fita, podemos simular uma rede bidimensional. Na
figura 17 plotamos a densidade de estados de fitas de diferentes larguras calculadas no
sitio mais interno 2. Em duas dimensoes, o calculo tight-binding de primeiros vizinhos na

rede quadrada resulta em uma generalizagao da equagao (3.36):

e(k) = ¢ + 2t cos(kya) + 2t cos(kya) , (4.39)

cuja densidade de estados resulta em uma integral eliptica de primeiro tipo (24). Na
figura 17, mostramos também este resultado analitico da rede quadrada. Notemos que no
limite de k — 0, recupera-se a densidade de estados constante do elétron livre em duas

dimensoes.

— L=2

— -4

— L=1928

08r rede quadrada |

06

04F

“F__K..x

-1.0 -0.5 0.0

(w—ey)/4t

Densidade de estados

Figura 17 — Densidade de estados de uma rede bidimensional, considerando diferentes larguras,
L =2 (escada), L =4, L = 128 e o resultado analitico de uma rede discreta quadrada
da referéncia (24).
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos as fungoes de Green, desde sua origem matematica
até suas aplicacoes em modelos em baixa dimensionalidade. Também apresentamos os
métodos das equacoes de movimento, das fungoes de Green recursivas e da decimagao;

que permitem obter, numericamente, a densidade de estados de sistemas estendidos.

Ao longo deste trabalho descrevemos os modelos e ferramentas utilizados, tendo
em vista a aplicacao futura deste material para outros estudantes. O método de fungoes
de Green nao é amplamente detalhado na literatura, de modo que esperamos que este seja
util para futuras pesquisas. Este trabalho foi publicado recentemente na Revista Brasileira
de Ensino de Fisica (8).

Dentre as possiveis aplicagoes deste método, é possivel generalizar para sistemas nao-
homogéneos contendo impurezas, hamiltonianos dependentes de spin, ou outras simetrias
de redes bidimensionais. A partir das fungoes de Green também é possivel determinar nao
somente densidade de estados, mas também propriedades de transporte. Esperamos que o
trabalho possa contribuir na compreensao desta técnica e facilitar sua utilizacao através

da fisica de matéria condensada.
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