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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos expressoes analiticas para mergulhos isométricos do plano
hiperbélico (H?,ds) com a métrica Riemanniana ds?> = da? 4 cosh? (z) dy? nos espacos eu-
clidianos R e S® ¢ R?. Além dos mergulhos isométricos, apresentamos expressoes analiticas
das isometrias entre os modelos Euclidianos do Disco de Poincaré, Semiplano Superior e o mod-
elo (H?,ds) supracitado. Com isso, torna-se possivel mergulhos isométricos de reticulados de
pontos do plano hiperbdlico em ambientes Euclidianos, o que pode vir a ser bastante ttil em
Teoria da Informacao e Codificagao.

Palavras-chave: mergulho isométrico, imersao isométrica, isometria, plano hiperbélico, modelo
de Poincaré, curvatura Gaussiana.
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Abstract

In this dissertation we present analytic expressions for isometric embeddings of hyperbolic
plane (H?, ds) with Riemannian metric ds? = da? + cosh? () dy? in Euclidean spaces R® and
S® ¢ R?. Besides isometric embeddings, we present analytic expressions for isometries between
the Euclidean models of the Poincaré disk, Upper Half-Plane and the model (H, ds) cited above,
for the Plane Hyperbolic Geometry. In this way, it is possible isometrically embed point lattices
of hyperbolic plane in Fuclidean environments, what can be useful for Coding and Information
Theory.

Key-words: isometric embedding, isometric Imersion, isometry, hyperbolic plane, Poincaré
model, Gaussian curvature.
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Introducao

Em tempos recentes, varios trabalhos tem apontado interessantes dire¢oes no estudo de Reti-
culados e Cddigos Corretores de Erros em espagos hiperbdlicos, conforme referéncias [18], [§],
[14], [11] e [1]. No entanto, a aparente auséncia de uma situacdo pratica em Teoria da In-
formacao e Codificacdo que possa ser modelada convenientemente por modelos hiperbdlicos
tem preocupado os pesquisadores dessa area.

A pesquisa sobre mergulhos isométricos de determinadas variedades riemannianas em espagos
euclidianos e esféricos é bastante drdua, como pode ser constatada nas referéncias [13], [7], [12],
6], [9], [17], [16], [15], [5], [4] e [3] e na escassez de artigos recentes sobre o assunto. Em especial,
expressoes para mergulhos isométricos de espacos hiperbdlicos em espacos euclidianos e esféricos
nao fogem a regra geral. No entanto, para a Teoria da Informagao e Codificacao envolvendo
Geometria Hiperbdlica, a passagem do ambiente hiperbdlico para o euclidiano e esférico com
total controle das propriedades métricas de reticulados hiperbdlicos de pontos pode representar
uma aplicacao imediata de toda a teoria desenvolvida até o presente momento.

Levando-se em conta a grande quantidade de grupos discretos de isometrias no espago hiperbélico
e, conseqilentemente, a grande quantidade de reticulados de pontos (ref. [10]) e, também, o
problema dos mergulhos descrito acima, nosso objetivo na presente dissertacao foi desenvolver
um estudo de mergulhos isométricos do plano hiperbdlico em espacos euclidianos e esféricos,
tendo por base os artigos [4] e [5]. Mais especificamente, mergulho isométrico de H? (plano
hiperbélico) em RC, espaco euclidiano de dimensao 6, e S® C R, espaco esférico de dimensao
8. Além do interesse puramente matematico nesse problema, uma vez que a transferéncia de
reticulados de pontos do ambiente hiperbdlico para o ambiente euclidiano seja vidavel computa-
cionalmente, a comparacao entre os reticulados mergulhados de H? e os reticulados de pontos
utilizados em sistemas de comunicacoes digitais torna-se algo possivel de ser feito.

A dissertacao estd dividida do seguinte modo:

Capitulo 1: Preliminares de Geometria Diferencial necesséarios ao desenvolvimento dos capitulos
subseqiientes.

Capitulo 2: Introducao de modelos para o plano hiperbélico H? e isometrias entre eles.
Capitulo 3: Desenvolvimento de um mergulho isométrico de H? em RS.

Capitulo 4: Desenvolvimento de uma classe de mergulhos isométricos de H? em S® C RY.
Capitulo 5: Algumas conclusoes e perspectivas futuras sao esbogadas.

Algumas referéncias bibliogréficas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos as definicoes e resultados de Geometria Diferencial que cons-
tituem a base para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes. O capitulo estd subdivi-
dido em secoes que abordam os topicos: Superficies Regulares, Primeira e Segunda Formas
Quadraticas, Transformagoes Geométricas Importantes, Teorema Egregium de Gauss e Su-
perficies Abstratas. Para tanto, utilizamos a referéncia [6].

1.1 Swuperficies

Nesta se¢ao introduzimos as principais defini¢oes sobre superficies regulares no espaco euclidiano
R3 e superficies abstratas, assim como os primeiros resultados envolvendo tais conceitos. Alguns
exemplos tteis para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes também sao considerados.

SUPERFICIES REGULARES

Abaixo segue a definicao de superficie regular, que servird de base para o desenvolvimento das
secoes seguintes.

Definicao 1.1 Seja S C R?® um subconjunto. Dizemos que S é uma superficie regular
quando, para todo ponto P € S, existem U C R? aberto e V C R® com PV e X : U C
R?2 — VNS C R? que cumpre as sequintes condigoes:

(1) X € diferencidvel de classe C* em (u,v) € U, isto é, X (u,v) = X (x(u,v),y(u,v), z(u, v))
é tal que x,y, 2z : U C R? — R possuem todas as derivadas parciais e elas sao continuas.

(2) X : U — VNS € um homeomorfismo.

(3) dXg : R? — R? € injetiva para qualquer Q = (u,v) € U.

Nessas condigcoes dizemos que X ¢ uma parametrizacao de uma vizinhanca de P ou que X
¢ um sistema de coordenadas locais em uma vizinhanca de P.

Seja Q = (ug,v9) € U C R%. Fazendo v = vy, temos a curva X,, : Ay C R — S, definida
por X,,(u) = X (u,vp), sendo A} = U N (R x {vg}). Fazendo u = g temos a curva X, : Ay C
R — S, definida por X, (v) = X (ug,v), sendo Ay = UNR x {ug} . Essas curvas sdo chamadas
de curvas coordenadas u = ug € v = vy, respectivamente.

zZA




Sejam B = {ey,e2} e C' = {f1, fa, f3} bases canonicas de R? e R®. A matriz da diferencial dX
¢ dada por
Q) 5

[dXol= | 2 %) |,

visto que,

dXgler) = (Z(Q), 2£(Q), 2(Q)) = Z5(Q) = X.(Q)
dXQ(eg) = (%

sendo os vetores denotados pelas suas componentes na base {fi, f, f3} .

Como dXg é injetiva, {X,(Q), X,(Q)} é linearmente indepedendente. Logo, podemos conside-
rar um plano paralelo a dXg(R?) passando por X(Q) = P € S. Notemos que este plano estd
bem definido e é chamado plano tangente a S em P e denotado por TpS.
Seja S uma superficie regular. Um vetor v € R3 é um vetor tangente & S em P, quando
existir uma curva regular
a: |-ee — SCR?
t — )

tal que o/(0) = v e «(0) = P. Ao conjunto de todos os vetores v tangentes a S em P, denomi-
namos de plano tangente a S em P e denotamos por TpS.

zZA P=0a(0)
o
/\ p
/_8</'0/8/> a}
Y
X

Proposicao 1.1 Seja S superficie reqular e X : U C R? — S parametrizacio local em torno
de P € S. Seja Q € U tal que X (Q) = P. Entao, o subespaco vetorial de dimensao 2, dXq(R?),
coincide com o conjunto de vetores v tangentes a S em P, denotado por por TpS.

Exemplo:
Seja S = {(x,y,2) € R®: 22 + y* + 2% = 1} (esfera). Temos que S ¢ regular.
Seja
X,: UcCcR®? — S CcR?
(u,v) +— (u,v,\/l —u? — v2) ’

sendo U = {(u,v) € R? : u? + v* < 1}.

A aplicagdo X; satisfaz a condi¢do (1) da definigdo de superficie regular. De fato, sendo
Xi(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), temos x(u,v) = u, y(u,v) = v e z(u,v) = vV1—u?—v?
que sao diferenciaveis de classe C*° em U.

Quanto a condi¢ao (2) temos que X; é uma bijecao e

X1t o x(U) — U
(@,y,2) — (2,9)



¢ continua (projecao).

Quanto a condi¢ao (3), sendo Q = (u,v) € U, temos X, (u,v) = (1,0,%(@)) e X,(u,v) =
(0, 1, %(Q)) que formam um conjunto linearmente independente.

Tomando outras cinco parametrizacoes andlogas a parametrizacao acima,

= <u,v,—\/1—u2—v2>;
= (u,vl—uQ—v?,v>;

cobrimos toda a esfera S por sistemas de coordenadas locais.
Portanto, S é uma superficie regular..

As Proposigoes 1.2 e 1.3 abaixo, encontram-se em [6] e sdo bastante tteis para a obtencao de
superficies regulares.

Proposicao 1.2 Seja f : U C R? — R uma aplicacio diferencidvel de classe C™ definida em
um conjunto U, aberto de R®. Entao, o grdfico de f, S = {(x,y, f(z,y)) : (z,y) € U} € uma
superficie reqular em R3.

Definicao 1.2 Sejam U um conjunto aberto de R™ e F' : U C R"™ — R™ uma aplicagao
diferencidvel de classe C™°. Dizemos que P € U € um ponto critico de F' quando dFp : R" —
R™ nao for sobrejetiva. Nesse caso, F(P) é chamado valor critico de F. Um ponto A € R™
que nao € valor critico de ' € chamado de valor regular.

Observacoes:

(1) Se m > n, entdo todos os pontos P € U sao pontos criticos.

(2) Se A ¢ F(U), entao A é valor regular de F.

(3) Se m = 1, a nogao de ponto critico coincide com a nogao de ponto critico do Célculo
Diferencial. De fato, se P € U é um ponto critico, entao dFp : R" — R nao é sobrejetiva.
Logo,

dFp =0 & [dFp] = [ 25P) -+ 25y ]=[0 -+ 0]
® Gy == F(P) =0

& P ¢ ponto critico (no sentido do Célculo Diferencial)

Proposicao 1.3 Sejam U um conjunto aberto de R®*, F : U C R® — R uma funcao diferen-
cidvel e A € F(U) um valor reqular de F. Entao, F~'(A) ={PeUCR3: F(P)=A}CcUC
R3 ¢ uma superficie reqular.

Exemplo:
Sejam
F R3 — R ; a,b,e> 0.
(xuyvz) — z_z+z_j_i_§_l
e



Temos, dFp nao é sobrejetiva se, e somente se,

[dFp] = (9£(P), %), 3£ (P)) = (22, %0, ~22) = (0,0,0),
ou seja, dFp nao é sobrejetiva apenas quando xy = yo = 29 = 0. Mas (0,0,0) ¢ F~1(0). Logo,
pela Proposigao 1.3, F~1(0) é uma superficie regular.

A Proposicao 1.4 abaixo é 1til em situacoes nas quais desejamos mostrar que um conjunto nao
¢ uma superficie regular. Uma demonstragao dessa proposi¢ao encontra-se em [6].

Proposicao 1.4 Seja S uma superficie reqular e P € S. Entao, existe uma vizinhanc¢a aberta
V C S tal que P € V, de modo que V' ¢ o grdfico de uma funcao diferencidvel que assume uma
das sequintes formas:

2= fla,y), y = h(z,2) ouz=g(y,2).

Exemplo:
Seja
S = {(:v,y, 2) ER3: 2z = /a2 + y2} . (cone de duas folhas)

O conjunto S nao é uma superficie regular.

De fato, seja P = (0,0,0). Se S fosse superficie regular, pela Proposi¢ao 1.4, existiria uma
vizinhanga aberta V' C S, P € V que seria o grafico de uma fungao da forma z = f(z,vy),
ouy = h(z,z) oux = g(y,z). Mas a projegdo de V no plano zz ou no plano yz nao é uma
aplicacao injetiva. Logo, V' nao pode ser gréfico de y = h(x, z) ou x = ¢(y, z). Se V fosse o
grafico de z = f(z,y), entdo, necessariamente, f(x,y) = /2% + y2, que nao é diferencidvel na
origem.

Conclusao: S nao é uma superficie regular.

MUDANCA DE PARAMETROS - FUNCOES DIFERENCIAVEIS SOBRE
SUPERFICIES

Nesta secao estamos interessados em definir aplicagoes diferencidveis entre superficies regulares,
que servird de base para a secao subseqiiente, na qual definiremos superficies abstratas.

Proposicao 1.5 (referéncia [6]) Sejam S uma superficie reqular e P € S. Consideremos dois
sistemas de coordenadas locais em torno de P, X; : U CR?> = S e Xy : V C R? — S, sendo
U eV abertos de R?. Entio, h = X7 o Xy : X' (X1 (U) N Xo(V)) — X1 X1 (U) N X (V) €
um difeomorfismo.

X, X,(U)

T X,(U) A Xo(V)

z A
X(V)
X (X, (U) N X(V)) P %

»
>»

[ u,

T =X 0X,
12
y
. g
Xa(X,(U) N X,(V))

Vi

<V

T »

u;




Definicao 1.3 A aplicacio h é chamada de mudancgca de parametros ou mudanca de
coordenadas.

Definigao 1.4 Sejam S uma superficie reqular F : V C S C R* — R uma fungio, V aberto
de S e P € V. Dizemos que F ¢é diferencidvel em P quando, dada X : U C R? — S
parametrizagio local em P tal que X(U) C V, a composi¢io F o X : U C R* — R for
diferencidvel em XY (P). Dizemos que F € diferencidvel em V quando for diferencidvel em
todo ponto P € V.

A definicao acima nao depende da escolha da parametrizacao X.

De fato, seja X : U C R? — S outra parametrizacio em P tal que X (U) C V. Seja W = X (U)N
X(U) em V. Consideremos a mudanca de coordenadas h = X~ 1o X : X (W) — X~L(W).
Logo, sendo X = Xoh, temos FoX : U C R? — R coincidindo com FoXoh em 7_1(W). Como
F o X ¢ diferencidvel em X~!(P); h ¢ diferencidvel e a composta de aplicacoes diferencidveis é
diferenciavel, concluimos que F o X ¢ diferencidvel em 7_1(P).

Afirmacgdo: Seja F': W C R® — R uma funcao diferencidvel, sendo W aberto do R?. Seja
S C W uma superficie regular. Entao, F|s: S C R3> — R ¢é diferencidvel.

De fato, sejam P € S e X : U C R? — S uma parametrizacdao em torno de P. Assim,
Flso X : U C R? — R coincide com F o X : U C R? = R, que é diferenciavel.

Exemplo:
Sejam v um vetor unitdrio de R? e S uma superficie regular. Tomemos

H: 5§ — R
P — (Puv)’

sendo (.,.) o simbolo para o produto interno usual do R3. A fungao H ¢ diferencidvel em S pois
é a restricao a S de

&
%,
|

=

que é diferenciavel.

Geometricamente (figura abaixo), observemos que: por um lado, cos (f) = flf"m = <§’;">,

6 o angulo entre v e o vetor do R? determinado por P. E, por outro lado, do triangulo POP;,
sendo P, a projegao ortogonal de P no plano 7 (plano ortogonal a v passando pela origem de

R3), temos cos (0) = I‘Dg‘“. Logo, % = <ﬁ§">, ou seja, H(P) = PP,. Portanto, H(P) ¢ a altura

de P € S relativa ao plano 7.

sendo

<V

Pn



Definicao 1.5 Dizemos que uma aplicagao continua @ : Vi C Sy — Ss, de um conjunto aberto
Vi de uma superficie regular S; em uma superficie reqular S, é diferencidvel em P € V)
quando, dadas as parametrizacoes X1 : Uy CR? = 8; e Xy : Uy CR? = Sy com P € Xi(Uy) e
© (X1(Uh)) € Xo(Uy), a aplicagio Xy o po Xy : Uy — Uy for diferencidvel em Q = X; (P).
A aplicacao ¢ € diferencidvel quando for diferencidvel em todo ponto de V;.

X, (U
X (Ur) o)

X, (U2)

X X,

Vi

[ w I U

Observacgao: A semelhanca da Defini¢ao 1.4, a nocao de diferenciabilidade acima nao depende
das parametrizacoes X; e Xos.

Definigao 1.6 Seja ¢ : S1 — Sy uma aplicacao diferencidvel entre as superficies requlares Sy
e Sy e suponha que © seja bijetiva e a inversa ¢~ : Sy — S seja também diferencidvel. Nessas
condi¢oes dizemos que ¢ € uma difeomorfismo e as superficies requlares Sy e So sao ditas
difeomorfas.

Afirmacdo: Sejam S; e S, superficies regulares, F : V C R* — S, C R? uma aplicacao
diferenciavel, sendo V aberto do R? e S; C V. Entao, Fs, : S; — S» é diferencidvel.

De fato, sejam X; : Uy C R? — S e X, : Uy C R? — S, parametrizacoes em torno de P € S}
e de F(P) € Sy, respectivamente, tais que F (X;(U;)) C Xo(Usz). Consideremos a aplicagao
X;1 o FoX;:U — U,, que é diferencidvel (composta de diferenciaveis). Mas X;' o F o X;
coincide com X, ' o Fg, o X1, e o resultado segue.

Exemplo:
Sejam
S ={(z,y,2) eR*: 2 + > + 2> =1}
(esfera) e
A
Sy = {(m,y,z)ER :¥+b_2+c_2:1; a,b,c>0}

(elipse). Seja
F: S1 — Sy
(x,y,2) +— (az,by,cz) "
Temos que F' é diferenciavel, pois é a restricao da aplicacao
F: R — R3
(x7 y? Z) — (ax7 by7 CZ)

a esfera S, que é diferenciavel.



1.2 Primeira Forma Quadratica

Definigao 1.7 Denotemos por (.,.) o produto interno usual de R®. Seja S uma surperficie
regular e P € S. O produto interno (.,.) induz um produto interno (.,.)p, no plano tangente
TpS C R3. Como (.,.)p € uma forma bilinear simétrica em TpS, podemos definir a sequinte
forma quadrdtica em TpS':

[pi TPS E— R )
w o — (w,w)P:|w|2

chamada de Primeira Forma Quadrdtica, ou Primeira Forma Fundamental de S em
P.

Seja X : U C R? — S uma parametrizacao em torno de P € S e Q € U tal que X(Q) = P.
Consideremos {X,(Q), X,(Q)} a base associada a X em TpS. Sejaw € TpS. Logo, existe uma
curva diferencidvel a : |—e,e[ C R — X(U) C S C R? tal que o/(0) = w e a(0) = P. Logo,
podemos escrever a(t) = X (u(t), v(t)), visto que , existe uma curva diferencidvel 5 = X 1oa :
|—e,e] C R — U C R? definida por 5(t) = (u(t),v(t)), e portanto a(t) = X (3(t)).

T,S
z
AV X
w0) | '&\
5(0)
(0) > y

Escrevendo entdo at) = X (u(t), v(t)),segue-se que o' (t) = X, (u(t), v(t))u' (t)+X, (u(t), v(t))v'(t).
Em particular, o/(0) = X, (Q)v'(0)+X,(Q)v'(0) Assim, observamos que as coordenadas de o/ (0)
na base associada a X em TpS é (u/(0),2'(0)). Portanto:

Ip(w) = (w,w),
= (’(0),a/(0))
= (Xu(Q)u'(0) + X (Q)V'(0), Xu(Q)1'(0) + Xu(Q)V'(0)) p
= (Xu(Q), Xu(@)) p v (0)* + 2 (X, (Q), Xo(Q)) p ' (0)0(0) + (X, (Q), Xu(Q)) p v (0)*.
Sejam F,F,G : U C R? — R funcoes definidas por:

E(U,U) = <XU(U,U),Xu(U, U)>X(u,v) = |Xu(u> U)|2>
F(u,v) = (Xu(u,v), Xo(u, U)>X(u,v) J
G (u7 U) = <XU(U’7 U)? Xv(“? U)>X(u,v) = |XU<U7U>|2‘

Essas fungoes sao diferenciaveis em U e sao chamadas de Coeficientes da Primeira Forma
Quadratica na parametrizagao X. Logo,

Ip(w) = E(Q)u/(0)* + 2F(Q)u'(0)v'(0) + G(Q)v'(0)*.



De um modo geral,
Lxtu (@ (£)) = Bty o) (82 + 2F (o) (00 (8) + G, o)/ ()2
sendo o/ (t) = Xy (u, v)u'(t) + X, (u, v)v'(t).
Exemplos:
(1) Seja S o plano de R?® parametrizado por
X: R — SCR?

(u,v) +— Py —+uvy + vy
sendo Py € R3 e {v1, v} um conjunto de vetores ortonormais do R®. Entdo, para um ponto

arbitrario P = X(Q) € S temos que {vy,v2} é uma base ortonormal (associada a X)) em TpS.
Assim, dado w € TpS, w = av; 4+ Pvg para algum «, 3 € R e, portanto:

Ip(w) = E(Q)a” +2F(Q)as + G(Q)5,

sendo
E(Q) <Xu(Q>7XU(Q)>P <U17U1>p - |Ul|2 - 1;
F(Q) - <Xu(Q)>Xv(Q)>P = <U17U2>P = 0;
G(Q) = (Xu(Q), X,(Q)) p = (v2,v2)p = |va|* = 1.
Assim,

Ip(w) = o* + 3%, Yw = av; + B, € TpS.

(2) Seja S o cilindro parametrizado por

X: ]0,2r[ xR — ScR?
(u,v) —  (cos (u),sen (u),v)

Seja Py = X (ug,vo) € S. Temos que
{ X (ug, vg), Xy(uo, vo)} = {(—sen (ug) , cos (ug) ,0),(0,0,1)}

¢ a base associada a X em TpS.
Seja w € Tpg,S. Logo, w = aX,(ug, vo) + BX,(ug,vo) para algum o, 3 € R e

Ip,(v) = E(uy, vo)oz2 + 2F (ug, vo)af + G(uyp, UO)ﬁQ,
sendo
E(ug, vo) = (Xu(uo,vo),Xu(U0>U0)>Po

((—sen (ug) , cos (ug),0), (—sen (ug) , cos (up) ,0)>PO

= sen” (ug) + cos® (ug)
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Logo,
Ip,(w) = a® + 32, Yw = aX,(ug, vo) + BX,(ug,v) € Tr,S.

COMPRIMENTO DE CURVAS SOBRE SUPERFICIES REGULARES

Definigao 1.8 Sejam S uma superficie reqular e o : [0,0] C R — S uma curva diferencidvel
sobre S, isto é a(t) € S, Vt € [0,b]. O comprimento de arco o no ponto «(0) até o ponto

a(t) € dado por t t
s = [l old= [ Lo @O

sendo Iow (o/(t)) a Primeira Forma Quadrdtica de S em aft).

Em particular, se
X: UCR® — S
(u,v) = X(u,0)

¢ uma parametrizagdo tal que «a(t) € X(U), Vt € [0,b], entdo podemos escrever a(t) =
X(u(t),v(t)), ¥t € [0,b]. Sob estas condigoes:

s(t) = /0 VEB()w (t)? + 2F(B(t))uw (t)v'(t) + G(B(1)v' (1),

sendo u/(t) e v'(t) coordenadas de o/(t) na base {X, (8(t)),X, (8(t))} associada a X em
TunS, e B(t) = X P oa(t) = (u(t),v(t)). Naturalmente, o comprimento de uma curva «
em uma superficie regular S, quando puder ser calculado via os coeficientes da Primeira Forma
Quadratica em uma parametrizacao X de uma vizinhanca de S que contém «, nao depende da
parametrizacao X.

Exemplo:
Sejam S = {(x,y,2) e R} : 22 +y? =1} e

X: U=]0,2r[ xR — S
(wv) > (cos(u),sen (), )
uma parametrizacao.
Seja
a: 0,27 — S

t —  (cos (t),sen(t),0) |
Logo, a(t) € X(U) C S, Vt. Calculemos E(3(t)), F(3(t)) e G(5(t)):
E(B(1) = (Xu(B(t)), Xu(B(1))) = {(—sen(t), cos(t), 0), (= sen(t), cos(t), 0)) oy = 1

0
F(ﬂ(t)) - <Xu(6<t)>7 Xv(ﬁ(t>>> = <(_ Sen(t)v (t)7 0)7 (07 0, 1)>a(t) =0
G(B(t) = (Xu(8(1)), Xu(B8(1))) = {(0,0,1),(0,0,1)) ) = 1

Temos o/ (t) = (—sen (t),cos (t),0) (ou &/(t) = (1,0) na base associada a X). Logo,

COSs
COS

s(2m) = " VI(1D)2 +2(0) (1)(0) + (0)2dt = /027r dt = 2m.

0
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AREAS EM SUPERFICIES REGULARES

Definicao 1.9 Seja S superficie reqular. Um dominio regular de S é um conjunto aberto
e conero de S cuja fronteira é a imagem de uma aplicagio ¢ : ST — p(S') C S, sendo S* o
circulo unitdrio mo plano e @ um homeomorfismo diferencidvel cuja diferencial nao se anula
exceto em uma quantidade finita de pontos de S'.A reunido de um dominio reqular de S com
sua fronteira é chamada de regiao de S.

o(sh

V4

— | &>

5! / / ;

* Regido = Dominio regularu ¢(s")

Definigao 1.10 Sejam S uma superficie reqular e R uma regiao limitada de S, contida em
uma vizinhanga coordenada, ou seja, R C X (U), sendo

X: UCR? — S

(u,v)  +— X(u,v)
uma parametrizacao.
A integral dupla
A(R) = / | X (1, v) x X, (u,v)| dudv

X-1(R)
chamamos de drea da regiao R.
E possivel mostrar que a definicao de area dada acima indepdende da parametrizacao X. Uma

demonstragao desse fato encontra-se em [6].
Consideremos a figura abaixo.

Xy(u,v) x Xy(u,v)

Xo(u,v)

Da figura temos

sen (0) = Whuv)' = h =|X,(u,v)|sen (f), sendo # o angulo entre os vetores X, (u,v) e X,(u,v).
Logo,

| Xy (u,v) X X, (u,v)| =

| X (u,v) X Xy(u,v))* =

| X (u, v) X Xy(u,v)|

I
£
~—~ N N~

| X (u, v) X Xv(u,v)]2 = \2 X, (u,v z_ (Xu(u, v),Xv(u,v))2

X (u,v)

| X (u,v) X Xy(u,v)| = \/E(u,v)G(u,v) — F(u,v)2
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Entao,

A(R) = // V E(u,v)G(u,v) — F(u,v)2dudv.
x=1(R)

Exemplo:
Consideremos a superficie regular S = X (U) sendo U = ]0,27] x |0, 27| e

X: UCR* — R3
(u,v) +— ((a+7rcos(u))cos(v),(a+rcos(u))sen(v),rsen(u))

Temos que S é um toro menos um meridiano e um paralelo.
Os coeficientes da Primeira Forma Quadratica em (u,v) € U séao:

E(U,’U) = (Xu(u,v),Xu(UaU»X(u,v) T2

F(u,v) = (Xu(u,v), Xy (u, U))X(u,v) =0
G(u,v) = (Xu(u, v), Xo(u,0)) x () = (@ + 1 cos (u))?

Seja
R.=X([g,2n —¢] x [g,2n —€]), 0 <e < .

Logo,

A(R.) = / V E(u,v)G(u,v) — F(u,v)2dudv

X-1(R)

2m—¢ 2m—e
= / / r(a 4+ rcos (u))dudv

2m—e 2m—e
=r / / (a + rcos (u))dudv
2m—¢

= 7"/ (aul?™ ¢ + rsen (u) |2"¢)dv
3

r/ " (a2n — e — ] + 7 [sen (27 — &) — sem (¢)])do

rla(2m —2¢e) +r[sen (2 — €) — sen (¢)]] (27 — 2¢)
r (2w — 2¢) (a(2m — 2¢) + r[sen (27 — €) — sen (¢€)]).

Temos, portanto, que
A(S) = lim A(R.) = 27ra(27) = 47*ra.

e—0

ANGULO ENTRE CURVAS COORDENADAS DE UMA SUPERFICIE REGULAR

Definicao 1.11 Sejam S superficie reqular e « : I C R — S, 3 : I C R — S curvas
diferencidveis sobre S que se intersectam em um ponto P = a(ty) = f(t1). O d@ngulo entre o
e 3 no ponto P ¢é definido como sendo o angulo formado pelas retas paralelas a o (toy) e 3 (t1)
passando por P. A medida 6, 0 < 0 < T radianos, desse angulo € dada por:

| to)8 (1)) |
cos () = Toamma
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A

z
I o'(ty)
/?0/<f/ "‘
/ y ]
L

Em particular, se a(u) = X (u,vg) e B(v) = X (ug,v), sendo

X: UcCcR* — S
(u,v)  +— X(u,v)

uma parametrizacio em torno de P = X (ug,vy), entao

_ KX (uo,v0),X (uo,v0))| _ | (uo,v0)|
cos (0) = [ luomo) o tuean)] = /O
Observagao: se F(ug,vg) = 0, entdao 6 = 90°, ou seja as curvas coordenadas X (u,vg) e

X (ug, v) sao ortogonais. Quando F'(u,v) = 0, V(u,v) € U, chamamos a parametrizacao X de
parametrizacao ortogonal. E possivel mostrar que dada uma superficie regular S e P € S,
sempre existe uma parametrizacao em P que é ortogonal.

1.3 Algumas Transformacoes Geométricas Importantes

Nesta secao introduziremos as isometrias (global e local), as aplicagoes conformes (global e
local), as imersoes, as imersoes isométricas, os mergulhos e os mergulhos isométricos. Trans-
formacoes essas imprescidiveis para os proximos capitulos.

ISOMETRIAS

Definicao 1.12 Sejam S e ?_superfz’cz'es requlares. Uma aplicacio ¢ : S — S difeomorfismo
¢ dita isometria entre S e S quando (wy,ws)p = (dpp(wy),dpp (w2)>@(P), Ywy, wy € TpS.
Duas superficies sao tsométricas quando existir uma isometria entre elas.

Proposicao 1.6 Sejam S e S superficies requlares. Um difeomorfismo ¢ : S — S € uma
isometria se, e somente se, Ip(w) = I,p)(dop)(w)), VP € S e Yw € TpS.

Demonstracao:

Se  : S — S é uma isometria entre as superficies regulares S e S, entao Ip(w) = Ip) (dpp)(w))
decorre diretamente da definicao de isometria.
Por um lado,

[p(lul + wg) = <w1 + Wa, W1 + ’LU2>P
= (w1, wa) p + (o, wa) p + 2 (wr,w2) p
= [p(wl) -+ IP(U}Q) -+ 2 <w1, ’LU2>P
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Lo(py(dop(wi + ws)) = Ipp)(dep(wr) + dpp(ws))
= (dpp(w1) + dpp(ws), dop(wi) + dep(w2)),p)
= (dep(w1), dpp(wi)) ,p) + (dep(w2), dop(ws)) ,p)
+ 2 {dpp(wr), dep(w2)),p)
= L) (dpp(w1)) + Loy (dpp(w2)) + 2 {dpp(wr), dpp(w2)) ,p)

Por outro lado, por hipdtese,

Ip(w1 + wa) = Ip)(dpp(wr + ws))

Ip(wi) = Iyp)(dpp(wr)) € Ip(w2) = Lyp)(dep(w2)).
Segue entao que
2(wi, w2) p = 2{dpp(w1), dpp(w2)),p)

ou seja,  é uma isometria. O

Definicdo 1.13 Sejam S e S superficies requlares, P € S e U C S uma vizinhanga aberta de
P em S. Dizemos que ¢ : U — S é uma isometria local em P quando ezistir V.C S, uma
vizinhanga aberta de o(P) em S tal que ¢ : U — V seja uma isometria. Quando, para todo
P € S, existir uma isometria local, entio dizemos que S e S sdo localmente isométricas.

Nem toda isometria local é isometria global.
Exemplo:

Sejam S o plano dado pela parametrizagao

X: R — R3
(u,v) +— (u,v,0)

e S o cilindro dado pela parametrizacio

X: (00,27[xR) CR? — R?
(u,v) ——  (cos (u),sen (u),v)
Seja o
v: X(0,27[xR) —  X(]0,2x][ xR) .
(u,v,0) —  (cos (u),sen (u),v)
Vamos mostar que Ip(w) coincide com I, py(dpp(w)), VP € X(]O 2n[ x R) e Yw € TpS.
) =

Sejam w € TpS e o : ICRHStanuea(O):Pe a/(0
Como

a(t) = X (u(t),v(t)) = o (t) = Xu(u(t), v(t))uw'(t) + Xo(u(t), v(t))0'().

Em ¢t = 0 temos

wn
@D
=
o,
o
O
m
=
o
A
X
=
-+
=
)
=
Ja
O
S~—
I
S
=
®
0N
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Em ¢ = 0 temos

Concluimos que

a'(0) = (4/(0),2'(0)) na base {X,(Q), X,(Q)} de TpS

dep(a’(0)) = («/(0),7'(0)) na base {X,(Q), X.,(Q)} de T,p)S.
Logo,
Ip(w) = Ip (o/(0)) = B(Q)u/(0)* + 2F(Q)u/(0)v'(0) + G(Q)v'(0)?

Segue entao que Ip(w) = I p)(dep (w)), VP € X(]0,27] x R) e w € TpS, ou seja, ¢ é uma
isometria local.

A isometria local ¢ nao pode ser estendida a uma isometria global, pois nao seria difeomorfismo.
De fato, o cilindro inteiro nao é nem mesmo homeomorfo ao plano inteiro.

Proposicao 1.7 Se S e Esdo superficies requlares dadas por X : U — S e X:U— S com
E=FEF=FeG=GenU, entiop: XoX ' : X(U) — S ¢éuma isometria local.
Portanto, S e S sao localmente isométricas.

A demonstracao pode ser encontrada no Capitulo 4 de [6] (Proposicao 1).

APLICACOES CONFORMES

Definicdo 1.14 Sejam S e S superficies requlares e ¢ : S — S um difeomorfismo. Dizemos
que ¢ € uma aplicacao conforme quando para qualquer P € S e vi,vs € TpS tem-se

(dpp(v1), dpp(v)) ) = A2 (P) (v1,09) p

sendo A : S — R uma funcdo diferencidvel tal que A(P) # 0, VP € S. Nessas condigoes,
dizemos que S e S sdo superficies conformes.

Seja V. C S wma vizinhanca aberta de P em S e ¢ : V — S uma aplicagdo diferencidvel.
Quando existe V. C S wvizinhanca aberta de o(P) tal que o : V — V seja conforme, dizemos
que @ € uma aplicagao conforme local em P. Se, para qualquer P € S, existem V C S
uma vizinhanca aberta de P e ¢ : V. — V aplicacdo conforme local, sendo V. C S wizinhanca
aberta de ¢(P), entdo dizemos que S e S sdo localmente conformes.

Proposicao 1.8 Uma aplicacio conforme ¢ : S — S entre as superficies requlares S e S
preserva angulos.
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Demonstracao:

De fato, sejam o : I CR — S e #:1 C R — S curvas parametrizadas regulares sobre S tais
que a(0) = (0) = P € S. Tomemos o angulo § entre a e f em P, o qual é definido por:

_e(0).8'(0) 5 |
cos () = ZomFor

Sejam poa: I CR— S, pof: I CR — S as imagens deaeﬁ_emg. Logo, as curvas ¢ o «
e o [ intersectam-se em ¢ ((0)) = ¢ (5(0)) = ¢(P) e o angulo § entre poa e wo (3 ¢ tal que

oS (—) _ o(P)
|depy (e (0)]-|depy (8(0))]
_ |A2(P)(a (0),8'(0)) p |
{400 @ O oy (@ (O) (o) (3 O oy (3 0D)
_ X(P)|((0),8'(0)) p|
A2(P)]e/(0)]]8(0)]
= cos (0).
Como 0 < 6,0 < 5, temos 0 = f,como queriamos. O

Observacgao: toda isometria é uma aplicacao conforme. A reciproca é falsa. Um exemplo é
a projecao estereografica da esfera (menos um ponto) no plano, que é conforme, mas nao é
isometria.

Proposicao 1.9 Sejam S e S superficies requlares X : U C R? = S e X : U C R? - §
parametrizacoes. Se existe X : X(U) — R uma fun¢ao diferencidvel tal que \(P) # 0, VP €
X(U) e:
B, v) = N(X (u,v))
F(u,v) = \¥(
G(u,v) = N (X (u,v))

>
B
=

S =

e 2
=

Y(u,v) € U, entdo ¢ : X o X 1 : X(U) C S — S é uma aplicagdo conforme local.

IMERSAO ISOMETRICA - MERGULHO ISOMETRICO

Definicao 1.15 Uma aplicacao diferencidvel  : S — R™ n > 3, de uma superficie reqular
S em R" € uma imersao quando a diferencial dpp : TpS — T, pR" € injetiva VP € S.
Se, além disto, (dep(v),dpp(w)),py = (V,w)p; Yo,w € TpS, dizemos que ¢ € uma imersao
isométrica.

Note que o primeiro produto interno na relacao acima é o produto interno usual de R™, enquanto
que o segundo é o induzido de R3 sobre TpS.

Definicao 1.16 Seja S uma superficie reqular. Uma aplicagao diferencidvel ¢ : S — R™ é um
mergulho quando ¢ é uma imersao e um homeomorfismo sobre sua imagem. Quando, além
disso, @ € imersao isométrica, dizemos que o mergulho é mergulho isométrico.
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Observacao: uma imersao isométrica pode nao ser um mergulho isométrico. Por exemplo,
seja S o plano R?, parametrizado por X (u,v) = (u,v,0), V(u,v) € R? e

o SCR® — R3
(u,0,0) +— (cos (u) ,sen (u),v)

Temos que a imagem de o é o cilindro S = {(z,y,2) € R®: 22 +y> =1}. A aplicacio ¢ é
uma imersdo isométrica pois nas parametrizacdes X do plano e X (u,v) = (cos (u),sen (u),v)
do cilindro, os coeficientes das Primeiras Formas Quadraticas coincidem (ver exemplo apds
a Definigdo 1.13). Mas ¢ nao é mergulho isométrico pois nao ¢é injetiva e, portanto, nao é
homeomorfismo sobre sua imagem.

1.4 Segunda Forma Quadratica

Nesta secao estamos interessados em definir curvatura gaussiana de uma superficie regular.
Para tanto, faremos uso de uma nova forma quadratica.

APLICACAO NORMAL DE GAUSS

A partir dessa segao, consideraremos apenas superficies S orientédveis (ver [6], Capitulo 2, pagina
122), ou seja, superficies sobre as quais existe um campo diferenciavel de vetores normais e
unitarios.

Definicao 1.17 Seja S uma superficie reqular orientada e consideremos o campo diferencidvel
de vetores normais unitdrios N : S — S?, que define a orientacdio de S, sendo S? a esfera com
centro na origem de R3 e raio 1. A aplicagio N é chamada de AplicacdGo Normal de Gauss
de S.

Consideremos a diferencial de N em P € S, dNp : TpS — Ty(p)S?*. Visto que TpS e Tn(p)S?
sao paralelos, podemos pensar em dNp : TpS — TpS como sendo o operador linear que age da
seguinte maneira: para cada curva parametrizada « : (—e,e) — S com «(0) = P, considere a
curva parametrizada na esfera S? definida por N(t) = N o a(t). Logo, N : I C R — S2. Entao,
N'(t) = dNyw(a'(t)), Vt € I, e portanto, N'(0) = dNp(a/(0)) é um vetor de TpS quando
indentificamos TS com Ty p)SQ. Geometricamente, N/(O) ¢ a taxa de variagao instantanea, no
ponto P, da direcao do vetor N(P) ao longo da curva a.

AZ dNp
N(P)

\/
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Exemplos:
(1) Seja S = {(z,y,2) ER3>:ax +by+cz=d, a#0,b+#0ouc##0} (um plano). Seja
N : SCR? — S?2CR?
P=(r,y2) — s

a Aplicacao Normal de Gauss de S. Temos

de: TPS — TPS

v +— 0
Logo, todo v # 0 € TpS é um autovetor de dNp associado ao autovalor 0.
(2) Seja S = {(x,y,2) € R®: 22 + y* + 22 = 1} a esfera unitaria em R®. Considere a aplicagao
N: ScR — S2CR?
P=(zyz2) — (2,42

e seja
a: ICR — S
t o (x(t),y(1), (1))
uma curva parametrizada tal que a(0) = P. Temos que o/(tg) = (2'(0),y'(0),2'(0)) é o vetor
tangente a o em t = 0 e, portanto, peretence a TpS. Mas

(1) + P () + 2t =1 =
22(t)x'(t) + 2y(t)y'(t) + 22(t)2'(t) = 0 =
((@'(t), 4/ (2), (1)), (x(t), y(t), 2(£))) = 0.

Logo, N é um campo de vetores normais unitarios em S?. Considerando entao S? orientada por
N, temos que N é a Aplicacdo Normal de Gauss de S e,

deZ TPS — TPS

(% — (%

Logo, dNp(v) = 1v, ou seja, todo v # 0 € TpS é um autovetor de dNp associado ao autovalor
1.

Proposicao 1.10 A diferencial dNp : TpS — TpS da Aplicacio Normal de Gauss N : S — S?
da superficie reqular S no ponto P € S é auto-adjunta, ou seja, (dNp(v),w) = (v,dNp(w)),
Yo, w e TpS.

A demonstrac¢ao pode ser encontrada em [6], Capitulo 3.

Definicao 1.18 Sejam S uma superficie reqular e P € S. Seja

QI TpS — R
v (dNp(v),0)

a forma quadrdtica em TpS associada ao operador linear auto-adjunto dNp : TpS — TpS. A
forma quadrdtica Ilp em TpS dada por:
I]p : TPS — R .
v — —(dNp(v),v)p = —Q(v)

chamamos de Segunda Forma Quadrdtica ou Sequnda Forma Fundamental de S em
P.
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CURVATURA NORMAL

Lembrete: Seja C' uma curva regular em S passando por P € S e K(P) a curvatura da

curva C' em P. Se a : I C R — R3 é uma parametrizagio de C, com a(ty) = P, entdo
K(P) = K(a(ty)) = W Se «a esta parametrizada pelo comprimento de arco, entao

K(P) = K (a(ty)) = |a"(to)| e o vetor n(P) = n(a(ty)) = @::gg;‘ é chamado de vetor normal
a C' em P. Logo,

a(to) = K (a(te)) n (a(te)) = K(P)n(P).

z a'(to) x oL'(to)
o (to)

ov(to)

auto)

>
>
y

e

Definicao 1.19 Seja C curva reqular em uma superficie regular orientada passando por P €
S. Seja N(P) o vetor normal e unitdrio a superficie S em P definido pela Aplicagio de Gauss
de S. Seja cos (0) = (N(P),n(P)), sendo n(P) vetor normal a C em P e 0 a medida do angulo

entre N (P) e n(P). Chamamos K,(P) = K(P)cos () de curvatura normal de C C S em
P, onde K(P) denota a curvatura da curva C' em P.

N(P)

K(P).n(P)

K(P) InP)| cos 6 = Ky(P)

Na verdade, podemos associar curvaturas normais a diregoes no plano tangente. Esse é o
contetido da proposicao seguinte, devida a Meusnier.

Proposicao 1.11 Todas as curvas de uma superficie reqular S que tem, em um mesmo ponto,
a mesma reta tangente tém, messe ponto, a mesma curvatura normal, ou seja, a curvatura
normal de uma curva reqular C C S em P depende, na verdade, de uma dire¢io (dada pela
reta tangente) e nao da curva C' escolhida.

Demonstracao:

Sejam S uma superficie regular, P € S e C uma curva regular em S passando por P,
parametrizada pelo comprimento de arco, tal que

a: ICR — R?
t — at)



seja uma parametrizacao de C. Seja N : S — S? a Aplicacao Normal de Gauss de S e

deZ TPS — TPS
v+ dNp(v)

Considere a curva parametrizada em S? dada por

N: IcR — S?
t — Na()

e seja
][PI TpS — R
v +—— —{(dNp(v),v)

a segunda forma quadratica de S em P.
Suponhamos que 0 € I ¢ a(0) = P. Temos

N(t) = N (a(t)) = N'(t) = dNogy (o (1)) = N'(0) = dNp('(0)).

Observamos que

(
= (dNa0)(@/(0)), &/ (0)) = (N(a(0)), a"(0)) =
— (dNp(a'(0)),a/(0)) = (N(P), a"(0)) =
115 (0/(0)) = (N(P),a"(0)) = (N(P), K (P)n(P))
(pois n(P) = % = ;“(”((183 = N(P)K(P) = n(P); vimos que « estad p.c.a.). Logo,

IIp (a/(0)) = K(P) (N(P),n(P)) =
IIp (a/(0)) = K(P)cos () = K.(P),

ou seja, K, (P) depende apenas de o/ (0), como queriamos.
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Sejam S uma superficie regular, P € S, v € TpS, v =1 e N : S — S? a Aplicacio Normal
de Gauss associada a S. A intersecgdo de S com o plano paralelo a N(P) e v, passando por P,

chamamos de secgao normal de S em P na direcao de v.

Observacao: é possivel que a curvatura da seccao normal seja nula sem que a seccao normal
seja uma reta. De fato, isto ocorre em uma superficie obtida pela rotacao da curva z = y* em
torno do eixo z no ponto P = (0,0,0). De fato, mostremos que em P = (0,0,0) a diferencial
dNp = 0. Para isto, observamos que a curvatura da curva z = y* em P é igual a zero. Além
disso, como o plano zy é o plano tangente a superficie em P, o vetor normal N(P) é paralelo
ao eixo Oz. Portanto, qualquer seccao normal em P é obtida a partir da curva z = y* por uma
rotacao; logo tem curvatura zero. Segue-se que todas as curvaturas normais sao nulas em P e,

assim, dNp = 0.

Proposicao 1.12 Sejam S superficie reqular, P € S e dNp : TpS — TpS a diferencial da
Aplicagao Normal de Gauss de S. Entao, existe uma base ortonormal {e1,es} em TpS tal que
dNp(e1) = —Kje; e dNp(es) = —Kases, sendo Ky > Ky 0 mdrimo e o minimo da sequnda
forma fundamental I1p restrita ao circulo unitario de TpS. Isto €, K1 e Ky sdo os valores

mazimo e minimo da curvatura normal de S em P.
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A demonstracao pode ser encontrada no Apéndice do Capitulo 3 de [6].
Exemplos:

(1) Sejam S a esfera unitéria e

N : S — S?
(7,y,2) — (2,9,2)

A Aplicagao de Gauss de S. Fixada {e;,e2} base ortonormal em TpS, temos

de(el) =lee=-Ki=1=K,=-1
de(Gl) =ley=>-Ky=1= Ky =-1

Assim,

IIp(e1) = — (dNp(er),e1)p = —(e1,€1)p = —1 = K1 = K,(P) (na diregao de e;)
IIp(es) = — (dNp(ez),e2)p = — (€3, €2) p = —1 = Ky = K,(P) (na diregao de e3)

Observagao: Se tomarmos S orientada por :
N S —_— S?
('Iayvz) = (—SU, _yv_z)

temos
dei TPS — TpS

v =0
e, portanto,

de(61> =—e=>-Ki=-1=2K,=1= Kn(P) (diregéo de 61),
dNp(eg) = —eg = —Ky = —e9 = Ky =1 = K,,(P) (diregao de ey).

(2) No cilindro de raio 1, S = {(z,y,2) € R® : 22 + ¢* = 1},
N : S — s,
(z,y,2) — (2,9,0)

e seja {eq, ea} base ortonormal de TpS tal que e; aponta na dire¢ao de um meridiano de S e ey
aponta direcao de um paralelo de S. Temos

dNp(e1) =0e; = —K; =0= K; =0= K,(P) =0 (na dire¢ao de e;)
dNP(€2> =leg=>-—-Ky=1=Ky=—-1= Kn(P) =0 (na diregéo de 62)

As curvaturas normais em outras direcoes diferentes de e; e ey terao valores entre —1 e 0.

Definicao 1.20 Sejam K, e Ky as curvaturas normais mdzima e minima de S em P. Chama-
mos K, e Ky de curvaturas principais de S em P. As diregcoes ortogonais ey e es, autove-
tores de —dNp associados, respectivamente, a Ky e Ko chamamos de direcoes principais de
S em P.

Afirmacao: conhecendo-se as curvaturas principais K; e Ky de S em P é possivel calcular a
curvatura normal de S em P em qualquer direcao dada por v € TpS, com |v| = 1.

De fato, seja 6 o angulo formado entre e; e v, sendo {ej, e5} base ortonormal de Tp.S, onde e; e
ey sao autovetores de dNp associados a K e Ko, isto é, dNp(e1) = —Kje1 e dNp(ez) = —Kses.
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€
2 v=cos0 €+ senbd €,

P ) €
cosb €

Logo, v = cos (0) e; + sen (6) e2 e, entdo, a curvatura normal de S em P na dire¢ao de v é dada
por

senb €,

K,(P)=1Ip(v)

= — (dNp(v),v)
= — (dNp(cos (0) e; +sen (0) e2), cos (0) e; +sen (0) e9) p
= — (—K;cos(f)e; — Kysen (0) e, cos (6) eq +sen (0) e2) p

—(—K1 COS2 (9) <€1»61>P — K2 S€H2 (0) <€27 €2>P =
K,(P) = —(—K; cos® (§) — Kysen? (0)) =
K, (P) = K, cos® (0) + Kysen® (f) (Férmula de Euler)

CURVATURA MEDIA E CURVATURA GAUSSIANA

Sejam S uma superficie regular, P € S e {e1,e2} base ortonormal de TpS tal que dNp(e;) =
—Kie; e dNp(ey) = —Kszes. A matriz de dNp : TpS — TpS na base {e;,es} é

[dNp] = { _é{l _([)(2 ]

e o determinante de [dNp] e o trago de [dNp] ndo dependem da base escolhida para TpS
(resultados de Algebra Linear).

Definigao 1.21 Nas condi¢oes acima, ao determinante de [dNp| chamamos de curvatura
Gaussiana K de S em P. A metade do oposto do traco de [dNp| chamamos de curvatura
média H de S em P, ou seja,

K=K K,

_ Ki+Ks
H - 2

Como dNp mede a taxa de variagdo da dire¢cdo do vetor N (P) em uma vizinhanca de P,
podemos dizer que a curvatura Gaussiana mede, em um certo sentido, “o quanto um superficie
se afasta de seu plano tangente em uma vizinhanca do ponto P”. Portanto, parece que a
curvatura Gaussiana é algo que depende do espaco ambiente R® no qual S estd inserida, uma
vez que envolve uma taxa de variacao de um campo de vetores no R3. No entanto, por incrivel
que possa ser, a curvatura é uma propriedade intrinseca de S, ou seja, nao depende da posi¢ao
de S no espaco R?. Este é o contetido do Teorema Egregium de Gauss que veremos adiante.
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A APLICACAO NORMAL DE GAUSS EM COORDENADAS LOCAIS

Sejam S uma superficie regular, P € S e

X: UcCcR® — X{U)cCcSNR?
(u,v) +— X (u,v)

parametrizacao de S em P, X(Q) = P. Seja

N : S — S2?
(z,y,2) = N(z,y,2)

a Aplicacao Normal de Gauss de S em X (U) C S, podemos escrever N(z,y,z) = N (X (u,v)) =
N(u,v), ou seja,
N: UcR* — S? .
(u,v)  — N(u,v) = N(X(u,v))
Sejam
a: ICR — S
t —  aft)

uma curva parametrizada tal que a(0) = P e 8(t) = X o a(t) = (u(t),v(t)). Logo,
a(t) = X o f(t) = X (B(t)) = X (u(t), v(t)

o (t) = Xu(u(t), v(t)v'(t) + Xo(u(t), v(t))
o/ (0) = Xu(Q)u'(0) + Xy (Q)v'(0).

=
(t) =

Restringindo N a curva a temos

N (a(t)) = N (X (u(t), v(t)) = N(u(t),v(t))
ANy (@ (1)) = Nu(u(t), v(t))u' (1) + No(u(t), v(t))o' (1) =
dNp (0/(0)) = Nu(Q)u'(0) + N, (Q)v'(0)
4° T T
TpS NP) N TpS = Tnp)S?
’b\- H@ .
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Observemos que {Nu(Q), NU(Q)} e {X.(Q), X,(Q)} sado bases de TpS (aqui estamos identifi-

cando TpS com T (pyS?). Logo, podemos escrever N,(Q) e N,(Q) como combinacéo linear dos

vetores X, (Q) e X, (Q):
Nu(Q) = an Xy (Q) + 421 X(Q)

Ny(Q) = a12Xu(Q) + a22X,(Q)
Logo,

'(0)) = (a11Xu(Q) + a21 X, (Q)) ' (0) + (a12Xu(Q) + a2 X, (Q))v'(0)
) = (a11u/'(0) + a120'(0)) Xou(Q) + (az1u'(0) + axv'(0))X,(Q)

Na base B = {X,(Q), X,(Q)} temos
de( (O) UI(O))B = (anu’(O) + algv'(O), aglu’(()) + (122’0,(0))3 =
’U/(O) a1 Q12 ’U/(O) :|
dN. = . .
vl Vo |, = Lo o] [V,
Precisamos encontrar a;;; i,7 € {1,2}.
Consideremos a Segunda Forma Quadratica:

11p(e/(0)) = = (ANp(a (0), ' (0))
= = (N(Qu/(0) + N,(Q)v'(0). Xu(Q)u(0) + X,(Q)'(0))
= —(/(0 (Nus Xa)_(Q)+u/(00/(0) (Nuy X ) (@) + o/ (0(0) (Now X)) (Q)
+ (0 (Vo X, ) (@)

Como

(7.5)@ =0 (7. %)@+ (7 X,

(7.5 @ =0 (T X )@+ (5

(
( N,
e como X, = X,,, pois X ¢é diferenciavel, temos <N Xu > = (N, Xv> (Q).

Temos também

(V%) (@ = 0= (N X ) (@) +
(N, %) (@) = 0= (N, X, ) Q) + (N, X ) (@) = 0

~—

Logo,

11(0/(0)) = (N, X ) (@) ((0))* + 2 (N, X ) (@) (0)0'(0) + { N, Xo0 ) (Q) (v/(0))°

Sejam
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que sao chamados de Coeficientes da Segunda Forma Fundamental de S em P na
parametrizacao X.
Vimos acima que

Temos,
<N, Xu> Q) =0=
(N X ) (@ + (¥ X)) (@ =0=
(Mo X) (@ = (F.xu) @
Mas,
<Nu,xu> (@Q) = (a1 Xy + a1 X,), X.) (Q)
= a11 (X, Xu) (Q) + a2 (Xy, Xu) (Q).
Ento,
—e(Q) = an E(Q) + an F(Q).
Também
<Kf, Xv> Q) =0=
(R X)) (@ + (N X)) (@ = 0=
(N X)) (@ =~ (N, %) (@)
Mas,
<Kru, Xv> (@Q) = (a1 Xy + a1 X,), X,) (Q)
= an1 (Xu, Xy) (Q) + a2 (X, Xo) (Q).
Entao,
—f(Q) = anF(Q) + anG(Q).
Também
<N, X,,> Q) =0=
(R X)) @+ (N, X0) @ =0=
(M. X) (@ =~ (F.X0) (@
Mas,
(N X0 ) (Q) = (@2 X, + a22X,), X)) (Q)
= a12 (Xu, Xo) (Q) + a2 (X,, X,,) (Q).
Entao,

—9(Q) = a12F(Q) + a2G(Q).
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Também
(N, X ) (@ =0=
(Mo Xu) (@) + (N, X ) (@) = 0=
(Mo Xu) (@) = = (N. X)) Q)
Mas,
(N X0} (Q) = ((@12X0 + 022X,), X, (Q)
= a1z (Xu, Xu) (Q) + a2 (Xy, Xu) (Q).
Entao,
—fQ) = a12E(Q) + a2 F(Q).
Matricialmente:
e@Q) f(@Q) | _|an an || E(Q) F(Q)
‘[f(@) 9(Q) } - { 1 {F(Q) G(Q)]:
{ azl]:_{e(@ f(Q)} {E(@) F<@>r
12 Q22 f(Q) 9(Q) F(Q) G(Q)
:{e@) f(Q)} 1 {G(Q) —F(Q)}
Q) ¢(Q) | F-Q | —F(Q) EQ)
- e | VE 0@ (e =51 (@))
(BEG-FQ) | (gF — fG)(Q) (fF —gE)(Q)

Observagao: temos que a matriz A(Q) = [ ?(Q) Z(Q) } é inversivel, pois det A(Q) =

EG — F? #0.
Logo,

[dNP]B — |: a11 A12

Q21 A22

} [éé;%@) ?’G—@%@)]
fem(Q) L% (Q)
(Equagoes de Weingarten)

Em resumo:

IIp(a,b) = e(Q)a” + 2f(Q)ab + g(Q)b?,

sendo (a,b) escrito na base { X, (Q), X,(Q)}. As curvaturas Gaussiana e Média de S em P sdo
dada por

{ K(P) = ay1a92 — aj2a99 = %(Q)

H(P) = —(a11taze) _ 1 (erZfFJrgE) (Q), sendo X(Q) =P

2 2 EG-F?

Por fim, cabe ressaltar que as curvaturas Gaussiana e Média de S em P, quando expressas pelas
formulas acima, nao dependem, naturalmente, da parametrizacao X escolhida.
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1.5 O Teorema Egregium de Gauss

Conforme ja comentado na secao anterior, um fato impressionante da Geometria Diferencial
¢ que a curvatura Gaussiana é uma propriedade intrinseca da superficie regular, ou seja, nao
depende do espaco no qual ela esteja inserida, que é o R3. Para provar isso, ¢ necessario expressar
a curvatura Gaussiana apenas em funcao dos coeficientes da Primeira Forma Quadratica. Esta
secao é dedicada a isso.

Sejam S uma superficie regular e X : U C R*? — X (U) C S parametrizagao de S em P. Seja
Q € U tal que X(Q) = P. Temos que B = {X,(Q), X,(Q), N(Q)} é uma base de R?, sendo

N(Q) =N(Q)=N(P), N:S—S? N(P) = % a Aplicacdo Normal de Gauss de

(

Xo(@ ~ _
S. Podemos escrever os vetores X, (@), Xu(Q), Xou(@), Xuw(Q), Nu(Q), Ny(Q) na base B.
Omitiremos o ponto ) para simplificar a notacao.

( Xyu =TL X, +T2 X, + 4N
X = T X, +T2,X, + LyN
Xpw =Ty Xy + T3 X, + LN
Xy = DX, +T2,X, + LsN
Nu =anXy +anX, + 0N

Nv = angu + a22Xv + ON

(1.1)

\

sendo os coeficientes FZJ, L;, Ly e a;;, nimeros reais a determinar.

Ja calculamos a;; (matriz de dNg):

_ fF—eG gF—fG el —fE _ fF—gE
a11 = ga—pz, Q12 = EG Eo—F2> 921 = pa—F2) 022 = pa_pz2-

(Equagoes de Weingarten)
Temos:

‘F%erél‘ g ‘F%QZFgl‘e
Ly=1L,

pois Xy = Xou.

Definigao 1.22 Nas condigoes acima, os nimeros reais 't (Q), T2(Q), T'L(Q), IT'4L(Q), ' (Q),
I%,(Q), T'L(Q), T%,(Q) sio chamados de Stmbolos de Christoffel de S em P na parametriza-
cao X.

Assim, utilizando-se a primeira, segunda terceira e quarta linhas de 1.1 temos

<qu, N> — 1} <Xu, Kf> 12 <XU, ]\7> + L <K/, K/> L= e

<XM, N> —Tl, <XU,N> 42, <Xv, Kf> ¥ Ly <N, Kf> Ly = f:
L= e
<va, N> — T, <Xu, Kf> 42, <Xv, Kf> YLy <Kf, Kf> = Ly=g.
(1) Utilizando-se a primeira linha de 1.1 temos
(Xuus Xu) = Ty (X, X+ T (X0, X0) + ¢ (N, X)) =

ET%I + FPH = (Xyu, Xu) = % (%) = %Eu



e
(Kuus Xo) = Thy (X, Xo) + T3, (X0, X)) + (N, X)) =
1
Fl—%l + GF%l - <qua Xv> + <Xquvu> - 5 (<Xuv7Xu> + <Xua Xuv)) =
FT'}, + GT}, = F, — iE,,
ou seja,
ETi, + FT3, = %Eu
Como det r G # 0, o sistema é possivel e determinado. Logo,
%Eu F E %Eu
det det
F,—iB, G F  F,—3E,
I = : e |I'h= 2
EG — F? EG — F?
(2) Analogamente, utilizando-se segunda linha de 1.1 temos
ET{, + FT%, = (X, X,) = % Y
FT, + G, = (X, X)) = 3G,
Logo,
%Ev F E %Ev
det det
¢, @ F la,
I, = ’ e |Th = 2
EG — F? EG — F?
(3) E, por fim, utilizando-se a quarta linha de 1.1 temos
ETL, + FT%, = (X, X)) = F, — %Gu
FT3, 4+ GI'3, = (Xu, Xo) = 3G,
Logo,
F, — %Gu F E F,—- %Gu
det det
2Gy G i1a,
Ty = ’ e |3 = =
EG — F? EG — F?
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Podemos relacionar os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais considerando

as seguintes identidades:



Temos,
Xyw =T X, + T2 X, + eN =
Xowo = (M) X 4+ T X + (T2)0 Xy + T2, X, + €N + N,
e
X =TLX, +T2,X, 4+ fN =
Logo,

29

Ko = (T11)0Xu + T3 (P Xy + THX, + fﬁ> + (F1)o Xy + T (Te Xy + T3 X, + gﬁ)—l—

+e,N + e(a1X, + axX,), visto que Lz =g

Xuwow = (Thy)uXu + TH(TH Xy + T3 X, + eN) + (T%)u X, + TH(05, X, + T4 X, + fN)+

+ fulN + flanX, + anX,), visto que Ly = e, Ly = .

De X, = Xyou temos:
(7) Igualando os coeficientes de X:

(Fil)v + F%IF%Z + F%1F%2 +ea = (Fb)u + F%lF%Q + F%2F%1 + F%ZI_%l + fan =

(Fb)u - (Fil)v + F%ZF%I - F%IF%Q = fa;; — eap

fF—eG  gF—fG
EG—F? EG—F?
_ [?F—feG—egF+ feG
- EG—F?
_  fPe
= Fpa
=—-FK
Entao,
—FK = (Fiz)u - (Fh)v + F%2F51 - F%1F%2 (1.2)
(71) Igualando os coeficientes de X, temos:
—EK = (ITy)u — (Th)o + Tl + 03, —THT3, — T'LTY, (1.3)
(iii) Igualando os coeficientes de N, temos:
ey — fu= Fb@ + (F% - Fh)f - F%19 (1.4)
Procedendo de modo andlogo com X,,, = Xy € ]\me, = Nw encontramos apenas mais uma
equacao distinta das equagoes acima:
Jo—gu= eF%Q + f(rg2 - F%Q) - Q(F%) (1.5)

As equagoes 1.2 e 1.3 sd@o chamadas de Equagoes de Gauss. As equagoes 1.4 e 1.5 sdo
chamadas de Equacoes de Mainardi-Codazzi. As equacoes 1.2, 1.4 e 1.50u 1.3, 1.4e 1.5

sao chamadas de Equagoes de Compatibilidade.
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Proposicao 1.13 (Teorema Egregium de Gauss) A curvatura Gaussiana de uma su-
perficie reqular € invariante por isometrias locais, ou seja, se ¢ : V C S — S é uma isometria
local, sendo S e S superficies requlares e V contido em wma vizinhanca coordenada, entdo
K(P) = K(p(P)), VP €V, sendo K e K as curvaturas gaussianas de S e S, respectivamente.

Demonstracao:

Seja
X: UCcR — S
(u,v) +— X(u,v)

parametrizacao de S tal que X(U) D V. Como ¢ é um difeomorfismo sobre sua imagem, temos
que Y = po X :U C R?> = S é uma parametrizacio de S.

Seja P € V. Como ¢ =Y o X!, vimos que os coeficientes da primeira forma fundamental de
S em P na parametrizacao X sao os mesmos que os coeficientes da primeira forma quadratica
de S em o(P) na parametrizacao Y. Como os Sfmbolos de Christoffell de S em P e S em ¢(P)
depende apenas dos coeficientes da primeira forma quadratica das superficies e a curvatura
Gaussiana dependem apenas dos Simbolos de Christoffell (férmula de Gauss), concluimos que
K(P) = K(¢(P)). Como P € V ¢ arbitrario, temos o resultado. O

Observacoes:

(1) Alguns livros adotam o seguinte enunciado para o Teorema Egregium:

“A curvatura Gaussiana de uma superficie regular depende apenas da Primeira Forma Quadratica
da superficie”.

(2) Superficies isométricas possuem a mesma curvatura Gaussiana.

(3) A reciproca do Teorema Egregium é falsa, ou seja existem superficies que possuem curvaturas
Gaussianas iguais, mas nao sao localmente isométricas.

(4) Se as curvaturas de duas superficies forem iguais e constantes, entdao vale a reciproca do
Teorema Egregium, ou seja, as superficies sao localmente isométricas.

(5) A contra-positiva do Teorema Egregium afirma que se duas superficies possuem curvaturas
Gaussianas diferentes, entao elas nao sao localmente isométricas. Por exemplo, o plano e
esfera nao sao localmente isométricos. Logo, nao é possivel planificar uma esfera mantendo-se
distancias.

1.6 Superficies Abstratas

Definimos superficie regular como sendo um subconjunto de R? satisfazendo as condicoes da
Definicao 1.1. Nosso objetivo nessa secao é generalizar a definicao de superficie regular de tal
modo que ela nao dependa do ambiente euclidiano R3.

Definicao 1.23 Uma superficie abstrata ou variedade diferencidvel de dimensao 2
¢ um conjunto S munido de uma familia de aplicagoes bijetivas X, : U, — S de conjuntos
abertos U, C R? em S tal que:

(1) gXa(Ua) =5

(2) Para cada par (a,3) com X,(Uy) N Xg(Ug) = W # @, temos que X' (W) e Xﬂ_l(W)
saoconjuntos abertos em R%. Além disso, Xﬁ_1 o X, e X;' o X5 sio aplicagies diferencidveis.

O par (Uy, Xy) com P € X,(U,) € chamado uma parametrizag¢do (ou um sistema de coor-
denadas) de S em torno de P. Dizemos ainda que X,(U,) € uma vizinhanga coordenada de
P. Quando P = X, (uq,vs) € S, dizemos que (uq,v,) sao as coordenadas de P neste sistema
de coordenadas. A familia {U,, X} € chamada uma estrutura diferencidvel em S.
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W= Xa(Ua) M XB(UB)

S
XV X,
Xy 0 Xp
Up U,
1 I ]
Xg (W) Xo ! (W)

Segue-se imediatamente da condicao 2 que a “mudanca de parametros”
Xglo X, : XJ'(W) — X1 (W)

é um difeomorfismo.

Observacoes:

(1) Convém, as vezes, acrescentar um axioma a definigdo acima e dizer que a estrutura difer-
enciavel deve ser maxima em relacdo as condigoes (1) e (2) . Isto significa que a familia {U,, X, }
nao esta contida propriamente em nenhuma outra familia de vizinhangas coordenadas satis-
fazendo as condigoes (1) e (2) da Definigao 1.23.

(2) Uma comparacao da definigao acima com a definigao de uma superficie regular em R? mostra
que o ponto fundamental na primeira foi incluir a propriedade da mudanca de parametros na
definicao de uma superficie abstrata. Como esta foi a propriedade que nos permitiu definir
funcoes diferencidveis em superficies regulares do R?, entao é natural propor a seguinte definicao.

Definigao 1.24 Sejam Sy e Sy superficies abstratas. Uma aplicacao ¢ : S — Sy é diferen-
cidvel em P € S, quando dada uma parametrizacio Y : V. C R? — Sy em torno de o(P),
existe uma parametrizagio X : U C R* — Sy em torno de P tal que p (X(U)) C Y(V) e a
aplicacao

Y lopoX:UCR* =V CR? (1.6)

¢ diferencidvel em X1 (P). A aplicagio ¢ ¢ diferencidvel em S, quando for diferencidvel em
todo P € S;.

E claro, pela condi¢do (2) da definigdo de superficies abstratas, que esta definigdo nao de-
pende das escolhas das parametrizagoes. A aplicacao 1.6 é chamada de expressao de ¢ nas
parametrizacoes X e Y. Assim, faz sentido falar de aplicacoes diferenciaveis em superficies
abstratas, e ja demos o primeiro passo rumo a uma generalizacao da geometria intrinseca das
superficies abstratas.
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o(P)

X(U
> X(U) e(X(U))

Y(V)
X
Y
A

di P, :
W W

~ a

»
»

Exemplos:
1) Sejam S? = {(x,y,2) € R®: 22 + y* + 22 = 1} a esfera unitaria e
A S? — S?
<x7y7z> —_ (_$7_y7 _Z)
a aplicacao antipoda. Seja P? o conjunto obtido de S? identificando p com A(p) e consideremos
T S? — P2 .
(z,y,2) +— {(z,y,2),A(z,y,2)}

Cubramos S? com parametrizacoes X, : U, — S? tais que X,(U,) N A(X,(U,)) = @. Como
S? é uma superficie e A é um difeomorfismo, segue-se que P* munido da familia {U,, 7o X, } é
uma superficie abstrata, chamada de plano projetivo real.

2) Seja T' C R? um toro de revolucao com centro em (0,0,0) € R3 e seja

A: T — T

(l‘aya Z) — (_Ia_ya _Z) '
Seja K o espago quociente de T pela relacao de equivaléncia (z,y, z) ~ A(x,y, z) e consideremos

T T — K
(z,y,2) — {(z,y,2),A(r,y,2)}

Cubramos T' com parametrizagoes X, : U, — T tais que X,(U,) N A (X, (U,)) = @. Como
antes, no exemplo acima, é possivel mostrar que K com a familia {U,, 7o X,} é uma superficie
abstrata, chamada de Garrafa de Klein.

Vamos definir o plano tangente a superficie abstrata S em um ponto P € S. Para tanto,
recorremos & nocao de plano tangente & uma superficie regular S em P € S no R3. Vimos que
para uma superficie regular S C R? o plano tangente é o conjunto de vetores tangentes & S em
P; lembrando que um vetor tangente a .S em P ¢ definido como sendo o vetor velocidade em P
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de uma curva de S passando por P. Assim, precisamos definir o que é o vetor tangente de uma
curva em uma superficie abstrata. Como nao podemos contar com R?, que é o ambiente natural
dos vetores tangentes as curvas no espaco, ¢ necessario buscar uma propriedade caracteristica
de tais vetores tangentes que nao dependam do R?.

As seguintes consideragoes irao motivar a definicao que sera dada abaixo.

Seja v : |—¢,e[ € R — R? uma curva diferencidvel em R? com v(0) = P. Escrevamos 7(t) =
(u(t),v(t)) e v/(0) = (u/(0),2'(0)) = w. Seja g uma fungao diferencidvel em uma vizinhanga de
P. Podemos restringir g a v e escrever a derivada direcional de g em P na direcao de w:

def

o2 (0) = 82(p).u (0) + 22(P).0" (0) =

/ 0 ! 0
u'(0)5- +v (O)%} qg.
Assim, a derivada direcional de g em P na direcao do vetor w pode ser vista como um operador
sobre funcoes diferenciaveis que depende apenas de w. Assim, o vetor w pode “ser visto” como
um operador sobre funcoes. Esta é a propriedade caracteristica dos vetores tangentes que

estavamos buscando.

Definicao 1.25 Seja S uma superficie abstrata. Uma aplicagdo diferencidvel o : |—¢e,e| C
R — S é chamada uma curva em S. Suponha que «(0) = P e seja D o conjunto de fungdes em
S que sao diferencidveis em P. O vetor tangente a curva o emt =0 € a funcdo
a0): D — R
fo— a(0)f =452

t=0

Um vetor tangente em um ponto P € S é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva
a:l—e,ef] CR— S com a(0) = P.

Escolhendo uma parametrizacao X : U C R? — S, com (0,0) € U, em torno de P =
X(0,0) podemos expressar a fun¢ao f e a curva a em S por f (X(u,v)) := f(u,v) e a(t) =
X (u(t),v(t)) :== (u(t),v(t)), respectivamente. Portanto,

o) d(f(u(t),v(t o) 0
o(0)f = WG| = W@ = (0).5L @) +0(0). 5 (P).
Isto sugere que, dadas as coordenadas (u,v) em torno de P, denotemos por (%)0 o vetor tan-
gente em P, que aplica a funcao f em (%) o - Um significado andlogo serd dado ao simbolo

(%) o - Observemos que (%) 0 € (%)0 podem ser interpretados como vetores tangentes as “cur-
vas coordenadas”
u— X(u,0) e v — X(0,v),

respectivamente.

Segue do que foi visto acima que o conjunto de vetores tangentes em P, com as operagoes usuais
para fungoes, é um espago vetorial bidimensional 7S chamado de espago tangente de S em
P. Também ¢ claro que a escolha de uma parametrizagao X : U — S em torno de P determina

uma base associada {(8%) (av) } de TpS.para todo q € U.

Com a nocao de espaco tangente, podemos estender as superficies abstratas a definicao de
diferencial.

Definicao 1.26 Sejam S; e Sy superficies abstratas e seja p : S1 — Sy uma aplicacao diferen-
cidvel. Para cada w € TpSy, considere a curva diferencidvel o : |—e,e[ C R — Sy, com a(0) =
P, o/(0) = w. Faca 8 = poa. A aplicagio dpp : TpSy — T,pySs, dada por dpp(w) = 3(0) €
uma aplicagao linear bem definida, chamada de diferencial de ¢ em p.
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Estamos agora prontos para dar o passo final em nossa generalizacao da geometria intrinseca.

Definicao 1.27 Uma variedade Riemanniana de dimensao 2 ¢ uma superficie abstrata
S munida de uma escolha de um produto interno (.,.)p em cada TpS, P € S, que varia dife-
renciavelmente com P no sequinte sentido. Para alguma (logo, para todas, devido a defini¢do
de superficie abstrata) parametrizagio X : U — S em torno de P, as fungoes

E(“’ U) = <(9£u’ %>X(u,v)

g 0
F(U,’U) du’ %>X(u,v)
G(u,v)

<%’ %>X(u,v)

sio fungoes diferencidveis em U. O produto interno (.,.)p €, freqiientemente, chamado de
métrica Riemanniana em S, que também é indicada por ds, sendo ds* = E (u,v)du® +
2F (u,v) dudv + G (u,v) dv?.

Com as definicoes acima fica simples estender as variedades riemanianas S de di-
mensao 2 as nogoes da geometria intrinseca. Com efeito, a partir das fungoes F, F
e (G definimos os Simbolos de Christoffel para S pelo Sistema 1.1. Como todas as
nogoes da geometria intrinseca foram definidas em torno dos Simbolos de Christof-
fel, elas podem agora ser definidas em S. A curvatura Gaussiana de S pode ser
definida pela Equacao de Gauss 1.3. Também as definicoes de isometria, aplicagao
conforme, imersao, imersao isométrica, mergulho e mergulho isométrico podem ser
estendidas no contexto de variedades Riemannianas.

Exemplo: O Toro Plano. (ref. [6], pag. 521)

Consideremos a aplicagao translacao

Tom R? — R?
(z,y) = (v+m,y+n)

I

sendo m e n inteiros. Definamos a relagao de equivaléncia em R? dada por (z,y) ~ (71,v1)
quando existem inteiros m e n tais que Ty, (2, y) = (z1,vy1). Seja T = R?/ ~ 0 espago quociente
de R? por esta relagdo de equivaléncia, e seja m : R?> — T a projecao natural m(x,y) =
{Tn(z,y) : m,n € Z}. Assim, em cada quadrado de vértices com coordenadas inteiras e aberto
em dois lados adjacentes, existe apenas um representante de um elemento de 7', e T pode ser
pensado como um “quadrado com os lados opostos identificados” (figura abaixo). Notemos que
todos os pontos de R? em uma mesma classe de equivaléncia representam o mesmo ponto P
em 7T

Seja iq : U, C R?2 — R? uma familia de parametrizacoes de R?, sendo i, a aplicacao identidade,
tal que U, N T, (Uy) = @ para quaisquer m e n inteiros. Como 7}, ,, ¢ um difeomorfismo, é
facil verificar que a familia (U,, 7 0 i,) é uma estrutura diferencidvel para T. O conjunto T é
chamado um toro (diferenciavel). Segue-se da prépria defini¢ao de estrutura diferencidvel em
T que 7 : R* — T é uma aplicagao diferencidvel e um difeomorfismo local (a construcao feita
na figura abaixo indica que T ¢ difeomorfo ao toro usual em R?).

Notemos que T, , ¢ uma isometria de R? e introduzimos uma métrica Riemanniana em 7'
da seguinte maneira. Sejam P € T e v € TpT. Sejam Q1,Q2 € R? e wi,wy, € R? tais que
m(Q1) = 7(Q2) = P e dmg,(w1) = dng,(wz) = v. Entdo, @1 ~ Q2. Logo, existe T,,, tal
que T n(Q1) = Q2 € d(Thn)g, (w1) = wy. Como T, ,, é uma isometria, |wy| = |wy|. Agora,
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definamos o comprimento de v em TpT por |v| = |drg(wy)| = |w|. Tal defini¢do d4 origem a
um produto interno (.,.), em TpT para cada P € T. Como este é essencialmente o produto
interno usual do R? e 7 é um difeomorfismo local, {.,.), varia diferencialmente com P.

Observemos que os coeficientes da Primeira Forma Quadratica de T, em qualquer uma das
parametrizacoes da familia {U,, 7 oi,}, sdo B = G =1, F = 0. Assim, este toro se comporta
localmente como um espacgo euclidiano. Por exemplo, a sua curvatura Gaussiana ¢é identica-
mente nula. Isto justifica o nome “toro plano”, que usualmente é dado a T" munido do produto
interno que acabamos de descrever.

Evidentemente o toro plano nao pode ser isometricamente imerso em R3, pois por compacidade,

ele teria um ponto com curvatura positiva. No entanto, ele pode ser imerso isometricamente
4
em R*.

De fato, seja

F: R — R* .
(z,y) + 5=(cos(2mz),sen (27z), cos (2my) , sen (27y))

Como F(x+m,y+n) = F(x,y) para quaisquer m e n inteiros, podemos definir uma aplicagao

o: T — R4
P — F(Q)

onde Q € 7 *(P). E claro que pom = F ¢, como 7 : R2 — T é um difeomorfismo local, ¢
é diferenciavel. Além disto, o posto de dy é igual ao posto de dF que, por sua vez, verifica-
se facilmente, é igual a 2. Assim, ¢ é uma imersdao. Para ver que a imersao é isométrica,
observamos primeiro que se e; = (1,0), ea = (0,1) sao vetores da base canonica de R?, os
vetores dmg(er) = fi, dmg(ea) = fo, Q@ € R?, formam uma base para Ty(qg)T. Pela definicao do
produto interno em 7', (f;, f;) = (ei,€;), i,j = 1,2. Em seguida, calculamos

9F — dF(e;) = (—sen (27x) , cos (27z) , 0,0)
%—5 = dF(e2) = (0,0, —sen (27y) , cos (21y))

e obtemos que

(dF(e:), dF(ej)) = (ei, e5) = (fi, f;) -
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Assim,
{do(fi), de(f;)) = (dp(dm(e:), de(dn(e;)) = (fir f) -

Segue-se que  é uma imersao isometrica, como haviamos afirmado.

Além disso, ¢ : T — R* é injetiva e um homeomorfismo sobre sua imagem. Assim sendo, ¢ é
um mergulho isométrico.



Capitulo 2

O Plano Hiperbdlico

Apresentamos neste capitulo trés modelos para o plano hiperbdlico e isometrias entre eles,
possibilitando a passagem de um modelo para o outro. As isometrias construidas aqui nao sao
muito comuns na literatura matematica especializada da area e, por esse motivo, esperamos
que sejam uma boa contribuicao para estudos relacionados a Geometria Hiperbdlica.

Tendo em vista que nosso principal objetivo nessa dissertacao é desenvolver mergulhos isométricos
envolvendo o plano hiperbdlico, apresentamos a definicao formal do plano hiperbdlico.

Definicao 2.1 Uma variedade riemanniana H de dimensao 2 é chamada de plano hiperbdlico
quando a métrica riemanniana ds introduzida em H faz com que a curvatura Gaussiana de H
seja constante e negativa.

Observacao: como visto na definicao de variedade Riemanniana de dimensao 2, a notacao ds
é proveniente da expressao ds* = F (u,v) du® 4+ 2F (u, v) dudv + G (u, v) dv?, que ¢ uma maneira
simplificada de informar que na variedade riemanniana H os coeficientes da Primeira Forma
Quadratica sao F (u,v), F (u,v) e G (u,v).

Exemplo: Isometria entre planos hiperbdlicos. (referéncia [6])
Seja R? = {(u,v) : u,v € R} e definamos uma métrica Riemanniana ds em R? dada por ds* =
du? + e*dv?, ou seja, sendo P = (u,v),

E(u,v) = <%>aﬁu>P = 1;
F(u,v) = <6%78%>P 0;
G (u,v) = <%7 %>P =™

O plano R? munido deste produto interno é uma variedade Riemanniana. A geometria desse
plano ¢ diferente da geometria usual de R2. Por exemplo, sua curvatura pode ser calculada
utilizando-se a Equacao de Gauss 1.3 e é constante e igual a —1. Portanto pela defini¢ao acima,
trata-se de um plano hiperbdlico H.

Seja Hy = {(x,y) € R? : y > 0} e definamos a aplicagao

o: H —> H,

(uav) — ($7y>:(vveiu>

Temos que ¢ é diferenciavel pois suas fungoes coordenadas sao diferenciaveis e como y > 0,
temos que ¢~ '(z,y) = (—In(y),x) é diferencidvel (pois suas fungoes coordenadas sao difer-
enciaveis). Assim, ¢ é um difeomorfismo, e podemos introduzir um produto interno em Hg
fazendo

(dop(wr), dop(ws)) 4 py = (W1, w2)p

37
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o que torna H, um plano hiperbdlico e ¢ uma isometria. Para calcularmos este produto interno,
observamos que

5 = dor (37) © 3y = —e"ddr (3)

sendo {a%, 8%} base de Typ)Hy e {8%, %} base de TpH. De fato:

) ) d
dop (%) = (11, + 213,

o] o] o)
dop (%) = (125, + a225,

Mas
465 = e
Ap2  Ig2 21 (22
ou ov
Entao,
dop (Z) =02 — e_“a% =
dop () = —e_“a% =
dop (a%) =—L2
dop (2) = "2
e
o\ __ 0 0 0
dop () = 1z + 05, = dor (353) = 4%
Logo,

(22, = (dop (2 dop (2)) iy = (2. 2)p =€ = &
(B i) oy = (000 (55) €000 ()i, = (oo =" i = —¢" (& ) = 0
(88 = (e d0r () e o (

2u

%)>¢(p) = <—€u%, —€u(%>P =™ <%, (%>P — U — ?%’

sendo y = e~
A variedade riemanniana H, com esse produto interno é isométrica a H, sendo ¢ a isometria,
e é chamada de Modelo do Semiplano.de Poincaré.

Observemos que no exemplo acima, a curvatura Gaussiana de H, é —1. Isso decorre do Teorema
Egregium de Gauss 1.13 e do fato de ¢ definida acima ser uma isometria.

2.1 Isometria entre o Modelo do Semiplano e o Modelo
do Disco de Poincaré

Consideremos a variedade Riemanniana H, sendo

Hy, = {(u,v) e R® : v >0},
. g 2 2 . , . . P
munida da métrica ds? = duv;zd”, ou seja, Hy é o Modelo do Semiplano de Poincaré para a
Geometria Hiperbdlica introduzido no exemplo acima.

Como vimos, a variedade riemanniana H, possui curvatura Gaussiana constante igual a —1.
Vamos verificar isso, novamente, de modo direto, ou seja, sem uso de isometria.
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A CURVATURA GAUSSIANA DE (H,,ds,) E —1

Consideremos a Equacgao de Gauss 1.3:
—EK = (F%Q)u - (F%)v + Fbrfl + F%2F§1 - F%1F§2 - FhF%w

sendo K a curvatura gaussiana de Hy, I'}; (u, v) Simbolos de Christoffel e E = E; (u,v) = & 0
primeiro coeficiente da Primeira Forma Quadratica de Hy. Os demais coeficientes da Primeira
Forma Quadrética sao dados por F' = F (u,v) =0 e G = G4 (u,v) = U% Desta forma,

T (u,0) = gpesd = 0;
I% (u,0) = 360 = &
iy (u,v) = % = —%;
Ty (u,0) = —5He = 0;
Il (u,v0) = g = 0;
[ (n,0) = 55 = —+.

Substituindo na Equagao 1.3 temos

RS IOROICHEE EEPE LRy St

(2

como queriamos. O

Consideremos a variedade Riemanniana Hy, sendo
Hy= {(u,v) e R*:v* +0* < 1}

(du +dv? )

(1—u2—22)%"
constante igual a —1, (veja demonstragao abaixo) e, portanto, também serve de modelo para a

Geometria Hiperbodlica Plana, chamado de Modelo do Disco de Poincaré.

munida da métrica ds? = . Afirmamos que a variedade H; possui curvatura gaussiana

A CURVATURA GAUSSIANA DE (Hy, dsq) E —1

Neste caso, temos os coeficientes da Primeira Forma Quadratica como sendo Ey(u,v) =

m’ Fy (u)v) =0e Gd (u’ U) = _(17’“2471)2—)2_ ASSim,

Bu( — )

[ (u,0) = 2E(Z Z) - u2+§g—17
Ey( 2(u2—v?2-1

I (u,0) = 20(5 Z) - u2+2:2—1 = (Ffl (u, U))v - (1€2+v2 1)5)
Ty (u,0) = fé(ZZ) ===
Fé? (u’ U) T 2FE uvg = u2+2172 1’

Gu _ 2(u?—v2+1
3 (n,0) = B0 = o2t o (T8, (u,0)), = 2000,
[ (u,0) = 360 =
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Substituindo na Equacao de Gauss 1.3 temos

—4 _ 4 _ 4v? + 4u?
(1—u2—v2)? (u2+v2—1)2 (u2+v2—1)2 (u2+v2—1)*
T 402 o 4u?
(u2+v2—1)? (u2+v2—1)?
=K =-1,
com queriamos. O

Uma isometria entre os Modelos do Semiplano (Hj,dss) e o Modelo do Disco de Poincaré
(Hg,dsq) é construida fazendo uso da projecao estereogréfica. Para tanto, consideremos S =
{(z,y,2) e R®: 22 + y* + (2 — 1)? = 1} com pdlo norte N = (0,0,2) e

7: S—{N}CcR* — R?x {0} CR?
(ZU?y?Z) — (u7v70)

tal que P = (z,y,2) e 7 (P) = (u,v,0) estejam alinhados, ou seja ambos pertencem a reta (em
R3) que passa por P e N.
A equacao da reta que passa por N e por P é dada por

r(A) = N+ANP =1 (\) = (0,0,2) + A (2,y,2 — 2) =
r(A) = Az, Ay, A\ (2 —2) +2).

Mas 7 (P) pertence a reta r(\) e possui a ultima coordenada igual a 0. Logo,
7 (P) = (u,v,0) = (Aox, Aoy, Ao (2 — 2) + 2), para algum Ay € R

e, entao, \g = 2% Portanto,

e

Logo,

m: S—{N}CcR® — R*x{0}CR?
(.CL’,y, Z) — (22fz’ 227yz’ 0)

No entanto, m é uma bijecao e, portanto, tem inversa

7!l REx{0}cR® — S—{N}CR?

(u,v,0) — (x,y, 2)
Determinemos 7~ !: fazendo A = 7 (P), a equacdo da mesma reta acima pode ser dada por

—_—
r(p) = N+ pAN =
() = (0,0,2) + p(—u, —v,2) = (—pu, —pv, 2 + 24).

Mas P = (z,y,z) € S — {N} pertence a esta reta. Logo, x = —puou, y = —puov e z = 2 + 2
para algum po € R. Como P € S, segue que

(—pou)® + (—pov)* + (2 + 200 — 1)* = 1 =
pou® + pgv? + (2u0 + 1) =1 =
pou® 4 pgv® +4pg +4pg +1=1=

pa(u® 4+ v? +4) = —4dpg =

—4

M0:u2+v2+4'
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Logo,
du 4v 2(u? 4+ v?)
€T = y Y= €z= ’
u? +v2 +4 u? +v2 +4 u? +v2 +4
e, portanto,
ml: R2x{0}CcR® — S—{N}CR?
uw v 2(u?4v?
(U, v, O) — u2+4v2+47 u2+4v2+4’ u(Q—H—;—&—i)

Como os pontos do Modelo do Semiplano de Poincaré coincidem com os pontos de Ri x {0}
(v > 0 no dominio acima), entdao a inversa da projegao estereografica, 7!, mapeia H, no
hemisfério oriental de S, conforme ilustrado na figura abaixo.

Semi-plano de Poincaré

A =n(P) = (u,v,0)

A x

Por outro lado, a projecao estereografica mapeia o hemisfério sul de S no disco de centro na
origem e raio 2, o qual pode ser associado ao Modelo do Disco de Poincaré, conforme figura
abaixo.

W
N / T(Q)=(u,v,0)
— Disco de raio 2

Portanto, se deduzirmos uma aplicacao que leva o hemisfério oriental de S no hemisfério
sul, podemos construir, via composicoes, aplicacoes de H, em H,. Para isso, consideremos
a translacao
T: R3 — R3 )
(x7yaz) (xay7z_]-)

Logo,
Torl: R2x {0} CcR® — R3
4u dv u’4v3—4
(u7 v? O) u2+v2+4’ u2+v2+4’ u2+v2+4

Consideremos a rotacao

p: R? — R3
1 0 0 x
(x,y,2) +— 0 cos(Z) sen(%) y | = (x,2,—y)
0 —sen (%) cos (g) z
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Logo,
poTor™l: RZx {0} CR® — R3

4u u?+v2—4 —4v
(u7 v? O) <u2+02+4’ ’U42+’U2+4’ u2+v2+4

Consideremos a inversa da translagao T’
-1, R3 . R3
(,y,2) — (z,y,2+1)
e a aplicacao h (homotetia de razao % no plano xy)
h: R3 — R3
(z,9,2) — (5.%2)
Deste modo, ¢ =homoT topoT on~!étal que
6: R2x {0} CR® —  R2x{0}CR3

4u w4024
(U, v, O) u2+(v+2)2 ) u2+(v+2)2 ) 0)

e, se restringirmos ¢ a Hy, o qual chamaremos de ®, sua imagem serd Hy, ou seja,

. H, — H,

4u w4024
(U/7 /U) (u2+(v+2)2 9 u2+(v+2)2)

Observemos que ® ¢ diferenciavel de classe C*, bijetiva e

o1 Hy — H, ,
” 2—2(u2 40?2
(U, U) — <u2+21v1)2 y u2+((v1)2))

A aplicacao ®~! também é diferencidvel de classe C*, ou seja, ® ¢ um difeomorfismo.

A APLICACAO & E UMA ISOMETRIA

Vamos mostrar que
<d(I)P (wl) ,dq)p (UJ2>>©(P) = <U)1, U)2>P ; Wi, Wy € TPHS.

Tomando P = (u,v) € Hy, wy = aey + bes e wy = cey + deg, sendo {ey, €2} base ortonormal de
TpH, e {1, e} base ortonormal de Tg(pyHy, temos

(dPp (aer +bez), dPp (cer + dez)) g py = ac(dPp (e1) , dPp (€1)) g p)
+ (ad + be) (d®p (1) , dPp (€2)) g p)
+bd (dPp (€2) ,dPp (€2))g(p) -

Mas, sendo z; (u,v) e 2 (u,v) as fungdes coordenadas de ®, temos

Ga@) G ] 1y G (P)
) ) |:0:|: ) E@u(P):dCI)p(el)
| G2(P) F2(P) | | G2(P) |
e (2.1)
G 52 ] 1 L (p)
, , {1] =1, =d, (P)=ddp(eq)
| G2(P) G2(P) | | G2(P) |
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Logo,

(dPp (aeq + bes) ,dPp (cep + d62)>¢(P) = ac<(%(P), %(P)) , (%— ), %% )>¢
+ (ad +be) ((G2(P), F2(P))  (F2(P), F2(P))) o)

+bd (G (P), G2(P)) s (FE(P), G2(P))) oy

Fazendo a = a(P) = azl ), B=p(P) = 8:”2 (P), vy =~(P) = %(P) ed=9(P)= %(P) para
simplificar a notacao, temos

/\

d®p (ae; + bey) ,dPp (ce; + d€2)>c1>(P)

= ac{(a, B), (a, B))g(p) T (ad +bc) {(a, B), (7, 0)) o) T bd {(7,0) . (7, 0))ap)
ac(0er + fes, aer + Bez) g py + (ad + be) (aer + ez, ver + 6€a) g p)
bd (ver + dez, yer + 562)(1,(13)

- A (0‘2 (€1, @) ap) + 208 (B1, @) gy + 67 (2, e_2>‘1><P)>
+ (ad + be) (av (@1, e)gep) + (ad + By) (E1, @) ) + 90 (@2, €_2><1><P>>

b (77 (7. Fae) + 290 (L% agr) + 07 (7 Py

_|_

Mas <6_1> 6_1><I>(P) = Ed (gb(P))a <€_1> 6_2><I>(P) = Fd (¢(P)) € <€_2’ 6_2><I>(P) = Gd (¢(P))’ sendo Ed> Fd
e Gy os coeficientes da Primeira Forma Quadratica de Hy. Como E; = G4 e Fy = 0, temos
<d@p (a61 + b@g) ,d@p (061 + d62)><I>(P) =
(ac (o + B%) + (ad + be) (ay + B6) + bd (v* + 6°)) Ga(d(P))

Mas

oz

Wt (v+2)2 v+2)2 = a(u,v) = Ft(uv) = 8(v?—u?)+32(v 1)

(u2+(v+2)2)?

x1(u, v

(u?+(v+2)?)
1 —16u(v+4-2
Py e v+2)2 = Y(u,v) = Fh(uw) = ﬁ

2(u?+0v2— :> 5(’LL ’U) 88:1@2 (u,0) = 8(v2—u )+32('u+1)

x1(u, v

To(u, v

(u,v) =

xo(u,v) = %”;*4) = B(u,v) = %xz(u v) = 16u(v+2)
(u, v) =
(u,v) =

u2+(v+2) (u?+(v+2)2)?

Segue das igualdades acima que
a=deff=—.

Entao,

ay+pBd=0y—7=0
ac(a? + 3%) + bd(7* 4 6°) = ac(6® +7*) + bd(7* + %) = (ac + bd)(v* + 6°)

Calculando os valores de v + 6% e G4(®(u,v)) obtemos

V2452 = 128u%v?+512u2+64v* +64ut +5120°+1536v2+2048v+1024 __ (32+32v+8v°+8u?)?

(u2+(v+2)2)* (u2+(v+2)2)*

Ga(®(u,v)) = > S s )

(1—21 (u,0)2 —22 (u,0)2)? 02 (3243204802 +8u2)?
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Logo,

(dPp (aey + bes) ,dPp (cey + d€2)>¢(P) =
(ac(e® + 3%) + (ad + be)(ay + B6) + bd(y* + 6°)) Ga(®(u,v))
= ((ac+ bd)(v* + 6°) + (ad + bc)0) Ga(P(u,v))
= (ac +bd)(7* + 0%)Ga(®(u, v))
= 98 = (d®p (w1) , dPp (w2)) g(p) = 2522

Por outro lado,

(w1, w2) p = (aeq + beq, ce; + des) p
= ac(er,e1)p + (ad + be) (e1, e2) p + bd (€2, €2) p
= acEs (u,v) + (ad + bc) Fs (u,v) + bdG (u, v)
= (ac+ bd) G (u,v)

__ actbd __ actbd
— T2 = <w17w2>p — T2

pois os coeficientes da Primeira Forma Quadratica de H, sdo tais que E, (u,v) = G, (u,v) = %

v2
e Fy(u,v) =0.
Portanto,
(dPp (v),dPp (W))gp) = (v, W) p; v,w € TpS,
como queriamos. 0

2.2 Isometria do Plano Hiperbdlico H, no Modelo do
Semiplano de Poincaré
Para que, nos proximos capitulos, possamos estudar os mergulhos isométricos de planos hiperboli-

cos em espacos euclidianos, precisamos introduzir mais um modelo para a Geometria Hiperbdlica
Plana: consideremos a variedade Riemanniana Hj; = R? munida da métrica

2 1 2 cosh2(u) 2
ds” = ¢du” + ———=dv”,

sendo k£ uma constante real positiva.
A variedade Hj possui curvatura gaussiana constante negativa igual a —k.

De fato, By (u,v) = 1, Fj, (u,v) =0 e G, (u,v) = %;(“) sao os coeficientes da Primeira Forma
Quadratica de Hy. Logo,

Il (u,v) = Lo g,
1—‘%1 (u,v) = —% =0;
I, (u,v) = £ — g
IS, (u,v) = —fg((zzi = — cosh (u) senh (u) ;
T2, (u,0) = S22 — tgh (u)
I (u,0) = Sy =

Substituindo na Equagao de Gauss 1.3 temos

_EK — sech? (u) + tgh 2 (u) = LR senh?(u) _ I4senh®(u) _ cosh®(u) _ 1,

cosh? (u) cosh?(u) cosh? (u) cosh? (u)
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ou seja,

L =k

K:j

Portanto, a variedade (Hy, ds) pode ser pensada como modelo para o Plano Hiperbdlico.
Consideremos a aplica¢do « entre as variedades riemannianas (Hy,ds) e (Hs, dss) dada por
a: Hy — H, 5
(u,v) — % (e tanh (u ),W”(u))
cuja inversa é dada por
a 'y H, — H,,

(z,y) +— \/_<senh 1(m> 111(\/@))

sendo senh ~! : R — R a inversa da funcao senh : R — R.
Temos que ambas as aplicacao sao diferenciaveis de classe C'°.

Y

A APLICACAO a E UMA ISOMETRIA

Vamos mostrar que {(dap (w;) , dap (wg))a(P) = (w1, w2) p ; Vwy, wy € TpHy. De maneira analoga
ao que foi feito anteriormente, tomando P = (u,v), wy = ae; + bey e wy = cey + desy, sendo
{e1, ez} base ortonormal de TpHj, e {é1,€;} base ortonormal de T, (pyHj, temos
(dop (aer + bes) , dap (cer + dea)) ,py = ac(dap (e1) , dap (€1)) 4 p)
+ (ad + be) (dép (e1) , dap (€2)) o p)
+ bd (dop (e2) , dop (€2)) o (p) -

Logo utilizando o andlogo das Expressoes 2.1 com « no lugar de ® e chamando 6 = 0(u,v) =
% (u,0), B = Blu,v) = Z2(uw), v = y(u,v) = $(uv) e § = §(u,v) = %2 (u,v), sendo z; e x5 as
fun(;oes coordenadas de «, temos

(dap (aer + bea) , dap (cer + des)) ,py

= ac<(agﬁ1 (u,v), %(u v)) (%(u v), %Lj(u v)>> a(P)

+ (ad + be) (Gt (wo), G2 (uv) , (G (wo), G2 (wv) ), py
b (G (wo), G (w0) » (Tt o), TEw)) o)
=ac((0,0),(0,8))ap) + (ad+bc) (6, 5) , (7, 0)) acpy + bd (7, 0) , (7, 0)) o(p)
<961 + ﬂ@g, 961 + ﬁ€2>a (P) + (de + bC) <9€1, +562, ’761 + 5€2> (P)
+ bd <’}/€1 + (562, ’}/61 + 562>a(P)

= ac (92 (€1, 81) o p) T 208 (e1,82) + 3 (e, €_2>a(P)>
+ (ad + be) <97 (€7, 6_1>a(P) + (06 + B) (e, 6_2>a(p) + 36 (€2, 5>Q(P)>

+ bd (72 (@1,0) o (p) + 270 (€1, @) o py + 0° (@2, €_2>a(P)>
= [ac(0® + %) + (ad + be) (07 + B6) + bd(y* + 0°)] Gs(a(u, v)),
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visto que
(€1, e1)(py = Esa(u,v)) = (€2,832),p) = Gs(a(u, v))

<€_17 e_2>a(P) = Fs(a(u7 1})) =0
sao os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de H.

Mas,

xl(ujv) = % = «9(u ’U) = %(u 1)) - \/EC%IF(U)

LZ'Q(U,'U) = m = ﬁ(u 'U) %xQ (u,v) = _\/EC%}F(U) senh (’LL)

w1, v) = S (0, 0) = 823 = 120D

_ eV Oza _ eV

xo(u,v) = oot = O(u,v) = G2 (uv) = TRooh(a)’

Entao,
0y + (0 = ¢ [Cosﬁg(u) e’ tanh (u) + (—#’;(u) senh (u)) ﬁ”(u)} =+0=0.

Logo,

Oy + 36 =0.
Calculando o valor de ac(6? + %) + bd(y* + %), temos

(ac(6® + B%) 4+ bd(v* + 6%)) Gs(a(u, v))
- (% (cosehQ:(u) + cosehQ:(u) senh2 (U')) + bkd <€2v tanh2 ( ) + cosf%u))) (i)z

cosh(u)
_ ac e bd 2v
- k( ev )2 <cosh2(u)> + k:( eV )2 (6 )

cosh(u) cosh(u)

ac+cosh?(u)bd
k

Logo,

2
(dap (wy) , dap (w2)>a(P) - %}1(“)1"1 '

Por outro lado,
(v,w) p = (aer + bey, cer + des) p
= ac(ey,e1)p + (ad + be) (e1, e2) p + bd (€2, €2) p
= acEy(u,v) + bdGy, (u,v) =

__ac+cosh?(u)bd
<w17 w2>P - k

Portanto,
(dap (w) , dop (w2)>a(p) (w1, w2) p; ¥V wy, we € TpHy,

como queriamos. [l

Com os resultados dessa secao e da anterior, temos um meio de passar de um modelo para o
outro preservando todas as propriedades métricas por meio das isometrias ® e a. A vantagem
de trabalhar com a variedade (Hy, dss) no lugar da (Hy,ds) é que aquela, além de possuir um
modelo geométrico euclidiano em que retas hiperbdlicas podem ser visualizadas como semicir-
cunferéncias ou semi-retas, existem expressoes simples para a distancia hiperbdlica, como por

exemplo
dH . HS X HS — R 9

| (z,y), (w,2)) +— (\/(w w)?+(y+2) +\/(x 01— Z)2>

V(@—w) 2/ (e-w)+(y-2)°
que pode ser encontrada em [2].



Capitulo 3

Mergulho Isométrico de H? em RY

Reticulados de pontos (ref. [10]) em espagos euclidianos tem aplicagoes em diversos ramos
da Matemaética e da Teoria da Informagao e Codificagao. Uma das maneiras de se obter
reticulados que podem vir a ter interesse em Codificagao é por meio de mergulhos isométricos
de reticulados hiperbdlicos em espagos euclidianos. Além da possibilidade de poder comparar
reticulados provenientes do ambiente hiperbdlico com reticulados euclidianos ja conhecidos,
ha uma vasta teoria de reticulados hiperbdlicos ja desenvolvida e que pode ser utilizada em
mergulhos. Este capitulo e o préximo sao dedicados a construcao destes mergulhos isométricos,
em RS e em S® C RY.

H& um resultado que pode ser encontrado no final da referéncia [6], conhecido como Teorema de
Hilbert que afirma que nao existe uma imersao isométrica de todo o plano hiperbélico em R3.
Em particular, nao se pode encontrar um modelo completo da Geometria Hiperbdlica como
uma superficie regular de R3. Na verdade, o teorema afirma que a existéncia de tal imersao
isométrica s6 pode ocorrer para n > 4. O problema é que expressoes analiticas de imersoes
isométricas nao sao oferecidas pelo Teorema de Hilbert. Nesse sentido, nossa imersao de H?
em R® estd “préxima” do limite inferior da dimensiao imposto pelo teorema. O modelo parcial
de Geometria Hiperbdlica conhecido como Modelo da Pseudo-Esfera de Beltrami, que é uma
superficie em R?, nao é completo.

Comegamos adotando a variedade (Hy,ds) introduzida no Capitulo 2 com k = 1, a qual por
simplicidade de notac¢ao denotaremos por (H, ds) , que serve de modelo para o Plano Hiperbdlico
com curvatura Gaussiana constante igual a —1, e as seguintes fungoes, que podem ser encon-
tradas em [4] e [5].

3.1 A Aplicacao [

Consideremos as fungoes
v R — R

u —s 32 I_%Jréjﬁr’

(3.1)

sendo | z| o maior niimero inteiro menor do que ou igual a z. A fungao acima é do “tipo escada”
com pontos de descontinuidade nos niimeros impares, pois

Yy (u) = 3% para —1 <u <1,
Y1 (u) =3"para —3<u<—-loul<u<3
Y1 (u) =3 para —5<u<-3oud3<u<h

47
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v, (w A
39
o 0
37
ES
5 3 o] 1 3 5 >

Py R — R

U +— 32|_%J +6

(3.2)

que, também, é do “tipo escada” com pontos de descontinuidade nos ntimeros pares, pois

Py (u) = 3% para —2 <u < 2,
Yy (u) =3%para —4<u<—2o0u2<u<4
Py (u) =3" para —6<u<-4oud<u<6b
UACTAN
310
6 4 2 2 4 p >
Seja a constante
1 _
A= [!sen (&) exp <W> d¢ = 0,14133... (3.3)
Consideremos as fungoes
p1: R — R (3.4)

o R sen ) o (i) de

o2t R — R | 7
ST

Neste ponto vale a pena estudar algumas propriedades de ¢ e @s.

Uma observacao interessante sobre ¢; e ¢y é que a primeira se anula nos pontos de descon-
tinuidade de 1, e a segunda se anula nos pontos de descontinuidade de 1),. Isso pode ser
facilmente mostrado por meio de uma manipulagao trigonométrica nas integrais que definem
1 € 2. No entanto, essa observacao possui uma visualizacao geométrica também interessante,

pois considerando o grafico de sen (7z) exp (ﬁ(lm))



49

e levando-se em conta a relacao entre as integrais acima e as areas delimitadas pelo grafico, é
muito facil perceber onde estao os zeros de ¢ e @s.
Observemos também que

@t (u) + 93 (u) = 1. (3.6)
De fato, temos

Agof (u) = fouﬂ sen (&) exp <Sen2 &3 ) dg
= fo sen (7() exp (Sen2 ) > dé + fu+1 sen (7€) exp (Sen;(ﬂrﬁ) d&
— A+ fl sen (&) exp (Sen2 ) > dg.

> d€ temos

Fazendo a mudanca de varidveis ( = £ — 1 em f1 sen (7€) exp (

f1u+1 sen (7T€) exp <sen2(7r§ ) d& = f[)u sen (WC) exXp (sen2 > dC =
Api (u) — A= —Apj (u) =
Pl (u) + @3 (u) = 1,

como queriamos.
Além disso, com alguma manipulagdo trigonométrica, é facil concluir que 0 < ¢ (u) < 1 e
0<¢y(u) <1, VueR.

De fato, observando o gréfico da fungao sen (7x) exp (ﬁ) , temos:
Para0 <u<1:

[, sen (m€) exp ( 7r§)> d¢ < A=

0 < a(u \/ fo sen (&) exp <Sen2(7r£ ) ¢ <1

Paral <u<2:

[y sen (m€) exp (Sen2 wg)) ¢ < A=

0 < go(u \/ Jy sen (m€) exp (ot ) d€ <1

> tem periodicidade 2, temos 0 < ¢ (u) < 1, Yu € R.

Com um raciocinio andlogo concluimos também que 0 < ¢; (u) < 1, Yu € R.

E, como a fungédo sen (rz) exp (—Senz(m)

Consideremos as fungoes

fi: R — R ;o fo R — R (3.7)
1 (u) senh(u) p2(u) senh(u)
v S o W
e
a: R — R . (3.8)

o 1= () = (f (w)?
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Observemos que as fungoes f; e fo sdo continuas pois, nos pontos de descontinuidade de v

e 1y temos que f; e fo sdo nulas, lim fi(u) = lim fi(u) = fi2n+1) = 0e
u—(2n+1)" u—(2n+1)"
lim N fi(u) = lm fo(u)= f2(2u) =0, Vn € Z. Na verdade, f; e f, s@o diferencidaveis C*,
u—(2n) u—(2n)~

pois possuem derivadas de qualquer ordem.

Outro fato interessante é que f; e fy sao limitadas.
De fato, para f; observemos que

. 1 (u) senh(u)
0< lim =0

)

pois para u > 0, todas as funcoes envolvidas no limite sao positivas. Observemos também que,
como 0 < ¢ (1) < 1, temos

pr(w)senh(u) 1o, senh(u) (3.9)

lim — 4t 32Lm2ﬂj+5

u——+00 Y1 (u)
Mas um numero real positivo subtraido de sua parte inteira é necessariamente menor que um,
. 1 1 . . 1 1 . .
ou seja, %— {%J < 1, 0 que implica em — L%J < 1—%, que escrito convenientemente,
resulta em

Ju|+1 |u|+1
2] 251

que substituido em 3.9 fornece
lim 1 (u) senh(u) < lim senh(u)

u——+00 1 (U) u—-+00 32 LMQﬂJ +5

. h
< lim Sffl—(u)
u——+o00 32(771)%

I
o

ou seja, 0 < lirf f1(u) <0, o que implica em lirf fi(u) =0.
De modo totalmente anélogo, mostra-se que lim f; (u) = 0.
De lim fi (u) = hIJP f1 (u) =0 e da continuidade de f;, concluimos a limitagao de f;, como

queriamos.

Quanto a funcao a, dada em 3.8, novamente, com alguma manipulacao algébrica, é possivel
concluir que (f (u))” + (f3 (u))* < 1, ou seja, que 0 < a (u).

Finalmente, consideremos aplicacao

I: H — RS
(u,v) — (21 (u,v),..., 26 (u,v))
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com fungoes coordenadas z; : H — R dadas por

x1 (u,v) = i a(w) dw

xo (u,v) = v

x3 (u,v) = f1 (u) cos (vihy (u))
x4 (u,v) = f1 (u)sen (vihy (u))
5 (u,v) = fa (u) cos (viPz (u))
xg (u,v) = fo (u)sen (vihy (u))

A APLICACAO ] E UMA IMERSAO

Seja P = (u,v) € H. A aplicacdo I definida acima é uma imersao devido ao fato de a matriz
jacobiana de dIp, cujas entradas sao as coordenadas de I, (P) e I, (P), ter posto 2. De fato,
I, (P) e I, (P) nao sao proporcionais, pois as segundas coordenadas de I, (P) e I, (P) sao 0
e 1,que nao sdo proporcionais, além disso I,(P) # U, visto que % = a(u) > 0. Portanto, a
dimensao da imagem de dIp é dois. Logo, pelo Teorema do Niucleo e da Imagem, a dimensao
do ntcleo de dIp é zero, ou seja, dlp ¢ injetiva.

A APLICACAO ] E UMA IMERSAO ISOMETRICA

Seja P = (u,v) € H. Para mostrar que I é imersao isométrica precisamos mostrar que
(dIp (wq),dIp (w2)>I(P) = (wy,ws)p; Ywy,wy € TpH. Mas antes, precisamos determinar a
métrica induzida por I em sua imagem [ (H) C R®, pois precisaremos dela para calcular a
expressao de (dIp (v),dIp (w)) 1(p) - Mais precisamente, precisamos das expressoes dos coefi-

cientes da Primeira Forma Quadratica de I (H) considerando a métrica proveniente de H por
1.

Os coeficientes da Primeira Forma Quadrética na imagem de I sao dados por

Ei(I(u,v)) = (L, I,) (u,v) = <(%, e %if) , (%, ey %» (u,v) =

Er(I(u,v)) = izl%fj ()

Fy(I(u,0)) = (L L) (u,0) = (55, B2) s (s 52)) (w0) =
FilI{u,0) = 35 (0% )

Gr(I(u,0)) = (L, L) (u,v) = (Gt G ) o (B B2)) (w,0) =

Fazendo os céalculos concluimos que
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De fato mostremos a terceira igualdade.
Para isso temos

x1(u,v) = i a(w)dw = (% (u,v))” = 0?

zo(u,v) = v = (%(u,v))Q =12

a(1,0) = fi(u) cos(vi () = (2 () = (= Fr(wer () sen (vt (u
x4(u,v) = f1(u)sen(vyy (u)) = (%(u,v))Q = (f1(u)y1(u) cos (vihy(u))
z5(u,v) = fo(u) cos(vpa(u)) = (%(u,v))2 = (— fa(u)ha(u) sen (vihs(u
z6(u,v) = fo(u) sen(via(w)) = (5 w0)” = (fa(u)(u) cos (v (u))

Entao,

=1
Ysenh 2(u u) senh #(u
:1+M¢1( ) + %%( )
=1+ ¢ (u) senh *(u) + ¢3(u) senh *(u)

= 1 +senh?(u) (o} (u) + ¢35(u))
=1+ senh? (u),

devido a relagao 3.6. Portanto,
Gr(I(u,v)) = cosh?(u),

como queriamos.

De maneira analoga mostra-se que

Fi1(0,0) = 33 (it i 00) = 0 Bi{Tn,0) = X

2 (,0))° = 1+ F2 ()02 () + () (u)

)
)
)
)

=1,

ou seja, temos a métrica riemanniana dsy, induzida na imagem de [, como sendo

ds? = du® + cosh?(u)dv®.

)’

)’

52

Uma vez encontrados os coeficientes da Primeira Forma Quadratica de I (H) € R®, considere-

mos P = (u,v), w; = aey + bey e wy = cey + des, sendo {ey, ex} base ortonormal de TpH.

Temos

(dIp (aer +bes) , dIp (cer + dez))ypy = ac{dlp (e1) ,dlp (€1)) p)

+ (ad + be) (dIp (e1) ,dIp (€2))p)

+ bd <dIP (62) ,d[p (e2>>I(P) .

Considerando as expressoes dadas em 2.1, com I no lugar de ®, temos

(dIp (aer + bes) ,dIp (cer + dez))ypy = acEy (I(u,v)) + (ad + be) Fr (I(u,

= ac + bd cosh? (u) .

v)) + bdGr (I(u,

v))
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Por outro lado,

(v, w)p = (aey + beq, ce; + dez) p
= ac(ey,e1)p + (ad + be) (e1, e2) p + bd (€3, €2) p
= acE (u,v) + (ad + be) F (u,v) + bdG (u,v)
= ac + bd cosh? (u) ,

ou seja,
(dIp (v),dlp (w))p) = (v,w)p; v,w € TpH,

como queriamos.
A APLICACAO I E UM MERGULHO ISOMETRICO

Resta mostrar qua a aplicagao I ¢ injetiva.

De fato, %(u,v) =a(u) > 0, Yu € H, ou seja, x; é crescente, portanto, x; é injetiva, o que

permite concluir que I ¢ injetiva.

Logo, I é uma bijecao diferencidvel de classe C'* (pois z; possui derivadas parciais de qualquer
ordem) sobre sua imagem.

Como dIp é injetiva para qualquer P € H (pois I é imersao), concluimos que I~ : [ (H) — H ¢é
continua, ou seja, I é um homeomorfismo sobre sua imagem e, portanto, um mergulho isométrico
(de classe C*) de H em RS.

Observagoes:

(1) Embora o mergulho seja isométrico, I nao é analitica, pois nos pontos de descontinuidade
das funcoes-escada 1) e 1y é possivel mostrar que a funcao I nao possui desenvolvimento em
Série de Taylor.

(2) Do ponto de vista computacional, o grande problema no mergulho isométrico I é o célculo
da primeira coordenada x;. Os softwares de calculo numérico e simbdlico nao realizam esse
calculo para qualquer valor de u. Quando nao se quer impor restri¢coes a u, faz-se necessaria a
aproximacao da fun¢ao a por uma fungao mais fécil de ser manipulada na integral (um polinémio
interpolador, por exemplo). Com excessao dos pontos de descontinuidade das fungbes-escada,
a funcao a pode ser trocada por uma Série de Taylor, o que fornece uma 6tima aproximagao
de a.

3.2 Um Exemplo Simples: Mergulho Isométrico do 4-
HPSK em R°

Uma classe de reticulados (ref. [10]) bastante fértil em propriedades de simetria é a classe dos
reticulados gerados por grupos discretos de isometrias de espacos euclidianos ou hiperbélicos.
Dentre esses, um reticulado bastante simples utilizado em modulagoes de sinais em telecomu-
nicagoes é o chamado 4-PSK (phase shift-keying). Sua representacao no espaco euclidiano
se dd em dimensao 2 com pontos de coordenadas (0,—1), (1,0), (0,1) e (=1,0). O andlogo
hiperbdlico desse esquema de modulacao é o chamado 4-H PS K, cujos pontos passam a ter as
seguintes coordenadas no Modelo do Semiplano (Hy, dss):

s1 = (0, 0.36788)

sy = (0.76159 , 0.64805)
s3= (0, 2.7183)

s4 = (—0.76159 , 0.64805)
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H: Modelo
do Semiplano
de Poincaré

L para k=1,

,—1)
,0)
1)
1,0)

Primeiramente, observemos que pela isometria o~

I

a (0, 0.36788
~1(0.76159 , 0.64805
10, 2.7183
~1(—0.76159 , 0.64805

I

I

=~ (0, -
(1
(0
(=

~— ~— ~— ~—
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ou seja, as coordenadas do 4-H PSK na variedade (H, ds) sdo aproximadamente as mesmas das
do 4-PSK no plano euclidiano! Esse fato é interessante pois as métricas riemannianas ds, e a
euclidiana dz (dz* = dz? + dy?) sao diferentes, ou seja, a maneira de se medir distancias nessas
variedades sao bastante distintas.

Por fim, mergulhando isometricamente o 4-HPSK em R, temos

1(0,—1) = (0,—1,0,0,0,0)
1(1,0) = (076159, 0, 0, 0, 0.0016121 , 0)
1(0,1) = (0,1,0,0,0, 0)

1(~1,0) = (=0.76159, 0, 0, 0, —0.0016121 , 0)

Observemos também que o conjunto 4-H PSK mergulhado em RS estd contido em um espaco
euclidiano de trés dimensoes, uma vez que as terceiras, quartas e sextas coordenadas dos sinais
mergulhados sao todas nulas.



Capitulo 4

Mergulho Isométrico de H? em S°® ¢ R”

4.1 A Aplicacao M

Seja (H,ds) a variedade riemanniana apresentada no Capitulo 3 com curvatura constante ne-
gativa —1, ou seja, k = 1. Neste capitulo estamos interessados em encontrar um mergulho
isométrico
M: H — St c R?
(u,v) — (21 (u,v),...,x9 (u,v))

Para tanto, mais uma vez utilizaremos as referéncias [4] e [5].

Sejam Fi(u), Fy(u), fungoes reais positivas, monétonas e com primeiras derivadas limitadas
satisfazendo

F?(u) + F3(u) = 1. (4.1)
Vamos tomar, por exemplo,
Fi: R — R e F: R — R
u +—— tanh(e") u m

Essas fungoes sao limitadas. De fato:

Para F| temos que e¢* > 0, Yu € R. Logo, Fi(u) > 0. Mas UETOO Filuy=1e ul_i)r_noo Fi(u) =0
que, juntamente com o fato de F) ser continua, permite que concluamos que F} ¢é limitada.
Para F, temos também Fy(u) > 0, pois cosh(x) > 0, Vx € R. Mas lim Fy(u) = 0 e

u—+00
lim Fy(u) = 1 que, juntamente com o fato de Fy ser continua, permite que concluamos

U——00

que Iy é limitada.
As limitacoes de F} e Fy permitem que concluamos as limitacoes das derivadas de Fi e Fs.

Consideremos a hiperesfera S® C R? com raio r e um ntimero € > 0 adequado de tal modo que
as expressoes abaixo definidas existam como numero reais.

Aproveitando as funcgoes 3.1, 3.2, 3.4, 3.5, 3.7 e a constante 3.3 definidas no Capitulo 3 consi-
deremos também as funcoes

g: R — R : (4.2)
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R — R 4.3
p

(€
— /F(&iv df

pp: R — R , (4.4)
I
u o - /0 e Vo (€)de
sendo

a(§) =1-g'(&)" =" (Fi()* + 3F5(8)" + fi(&)* + f2(8)°)

B (u) = Fi(u) + 3F5 (u) + f2(u) + f3(u).

Considerando-se que tanto as fungoes F, Fs, f1 e fo quanto suas derivadas sao todas limitadas,
. ~ ‘1o f 2 . .

com alguma manipulagao algébrica prova-se que 0 < ¢’ (£)” < 1, Ou seja, com € > 0 conveniente,

todas as fungoes acima sao reais.

Por fim, a expressao de ¢’ que aparece em « é tal que

g/(u)Q _ et A% (u)

sendo

A(u) = Fi(u)Fi(u) + 3 Fa(u) Fy(u) + fi(u) f{(u) + fo(u) f5(u)

Como o mergulho deve ser na hiperesfera de dimensao 8 no espaco euclidiano de dimensao 9,
entao deve ocorrer

9
Sy (u,v)? =12, ¥ (u,v) € H, (4.5)
i=1

ou, equivalentemente, ||M (u,v)|| = r, V (u,v) € H.

Consideremos as coordenadas de M como sendo

¢ x1 (u,v) = eFy(u) cos <U+PT1(“)> :
xo (u,v) = eFy(u)sen (“*PTI(“)> :

3 (u,v) = ZF(u) cos <—‘@(”+602(U))> :

Ty (U; 'U) = %FQ(U) sen (M) :
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A METRICA RIEMANNIANA DE M (H) E A MESMA DE H

Fazendo os céalculos concluimos que

Mostremos a primeira dessas igualdade. Para isso temos

Gk(uv) =€ <F{(U) Cos (”“Tl(“)) Fy (u) 4 AN <u+p1 ))

(%(u,v))Q = g2 (F’(u)2 cos? <U+pT1(u)> — 2F!(u) cos <v+p1( )) j2)
+F12( )ﬂl(u) sen <U+p1(u)>>;

%2 (up) =€ <F1’(u) sen <”++1(“)> + Py (u) 2 ) o <v+p61(u)>> N

(@(Uﬂ’))g =’ (Fll(u)2 sen > (prl(u)) + 2F](u) sen (”*p;(“)) Fl(u)pl(U) oS <v+p81(u)>

ou
+F12<'LL> Pll(;‘)2 cos2 (U+p1(u)>> .

£

( )Pl(u) sen <v+p1(u)>

Logo,

(Gro)” + (G2’ = &2 (Flw? + Fp) 45" |

Além disso,

)

(W) = 75 (FQ/(U) cos (M) — Fy(u) ﬁpg’l(u) sen <\/§(v+pz(u))>> N

(6ﬂ(u,v))2 = % <F2'(u)2 cos? (—ﬁ(“t”(“))) — 2Fy(u) cos <—‘/§(”+€’32(“))> sen (—ﬂ(vtm(“))> Fy(u) V26
+F3 (u) —2”/18(2“)2 sen 2 (—ﬂ(”ﬂ”(“)))) :

\% (Fé(u) sen (M) + Fy(u )\[PEQ( ) cos (\/§(v+€p2(u))>> N

£ B c

+F2( ) P1(u) C082 (\/§(v+ﬂ2(u))>> ’

£

Logo,

Além disso,

(%(u,v))2 — % (F’(u)2 sen 2 (M) + 2F}(u) sen (M) COS (M) Fo(u) \/§p€



Logo,
(2 (w0)” + (B2 (wn)” = 2f{(w)?|
Além disso,
922 () = £ fy(u) cos (2200} = (%2 u,0))” = 22 f4(u)? cos® (222}
925 (u0) = £ fy ) sem (222} = (%25(w0))” = £ fy(u)’ sen? (2222}
2 (u,0) = ' (u) = (%2 (w0)” = g'(w)
Logo,
()" + (B (w0)” = 213w}
Assim,
gy%mm%w%ﬂu+ﬂﬂ>“U+§GWM+@U%@)
2 fl(w)? + 2 () + o (u)?
= (0 + )AL + Py 4+ LR )2
) + () + o (0)?
— S F () + FR(u)gh (u)? + 5 Fy()? + FE(u)ph()? + & f1(w)? + & fy(u)?
Como
FRu)ph (w)? = FR(w) B8 (1 - ¢'(w? — & (Fi()? + Z2% 4+ i) + fi(w)?))
= Fi(w) (1= g'(w)? = & (Fi(u)? + 2525 4 fl(w)? + f()?) )
Fu)ph(w)? = FE(w) 5B (1- o/ (w)? — 2 (Flw)? + 2825 + fi(w)? + fi(w)?))
= F2(u) (1= g'(w)? = 2 (Fl(w)? + 282 4 i) + f(w)?)).
segue que

BOR) + 2 fi(u)?
1—g'(u)?*—e* (F(u)*+

+62<F/ )2 4 Lelu? >+5f1
- (s 7).
)

— 2 (f1( ~|—f2u)2 +52(
—1,

1—

como queriamos.

De maneira analoga mostra-se que

>

=1

fj(u,v)a (uv)):O e

ov

(

e (Rl + B0 4 flw)? + f(w)?))

+e f3(u)* + ' (u)?

B0 1 flw)? + fy(w)?)

+6b()+d@f
- e (Fl(w? + 2

Lt f(w)?) + g (u)?

)

aav (u, v))2 = cosh? (u),

o8

+g'(u)?.
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ou seja, temos a métrica riemanniana ds,;, induzida na imagem de M, como sendo
ds?, = du® + cosh? (u) dv?,
pois os coeficientes da Primeira Forma Quadratica na imagem de M sao dados por

Eny(M(u,0)) = (M, My} (,0) = (%, 22) (22, 22)) (w,0) =

ou seja, a métrica Riemanniana dsy; em M (H)é a mesma métrica Riemanniana ds em H.
A APLICACAO M E UMA IMERSAO

Seja P = (u,v) € H. A aplicagdo M é uma imersao devido ao fato de a matriz jacobiana
de dMp, cujas entradas sao as coordenadas de M, (P) e M, (P), ter posto 2, (as tltimas
coordenadas desses vetores nunca sdo proporcionais e ambos sdo sempre nao nulos) ou seja, a
dimensao da imagem de dMp é dois. Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, a dimensao
do ntcleo de dMp é zero, ou seja, dMp é injetiva.

A IMERSAO M E ISOMETRICA

Se considerarmos o dominio H de M como sendo a variedade riemaniana (H,ds), temos que

M é imersao isométrica, ou seja, (dMp (wy),dMp (w2)>M(P) = (w1, we) p; Ywy,wy € TpH.

De fato, tomando P = (u,v) € H, wy = ae; + bes e wy = cey + deg, sendo {eg,es} base

ortonormal de TpH temos

(dMp (aeq + bes) ,dMp (ce; + d62)>M(P) = ac(dMp (e1) ,dMp (€1>>M(P)
+ (ad + be) (dMp (e1) , dMp (€2)) pr(p)
Mas, utilizando as expressoes 2.1 com M no lugar de ¢, temos
(dMp (aer + bez) , dMp (cer + dea)) yrpy = acEn (M (u,v)) + (ad + be) Fi (M (u,v))

+ bdG py (M (u,v))
— ac + bd cosh? (u)

Por outro lado,

(w1, w2) p = (aeq + beq, cey + des) p
= ac ey, e1)p + (ad + be) (e1, e2) p + bd (€2, €2) p
= acE (u,v) + (ad + be) F (u,v) + bdG (u,v)
= ac + bd cosh? (u)
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ou seja,
<de (wl) ,de (w2>>M(P) = <’w1, "LU2>P; le,wg cTpH.

A IMERSAO ISOMETRICA M E UM MERGULHO ISOMETRICO

E f4cil ver que dois pares diferentes (u1,v1) e (uz, v2) em H nao podem corresponder aos mesmos
valores M (uy,v1) e M (ug,vq) . Realmente, de (4.6) deduzimos

21 (u,0)” + x5 (u,0)? = e2F2(u) = 2 tanh? (e¥) .
Assim, para que M (uy,v1) = M (ug,v3), devemos ter

$1(U1, U1) = Il(u27 U2)
e (4.7)

$2(U1> Ul) = 902(U2, U2)
Logo,

z1(ur,v1)* 4 zo(ur, v1)* = £ tanh? (e™)
e

21 (U2, v2)* 4 Lo (g, v2)* = £ tanh? (e*2)
ou seja,

e2tanh? (e") = £? tanh? (¢"2) =
tanh? (¢"1) = tanh? (e"2) =
tanh (e"!) = tanh (e"?),

pois €*, e*2 > 0. Mas tanh () ¢ mondtona para = > 0. Logo, a equagado acima estd satisfeita
apenas quando e“! = e"?, ou seja, quando u; = us.

Sob a condigao u; = ug, teremos as equagoes (4.7) satisfeitas quando
Vg = V1 + €2K17T,

sendo K; um inteiro qualquer. De fato, de z1(uy,v1) = x1(ug, v2) temos

cos (—”1+p€1(“1)> = cos (—”2+pl(“2)> =

)

v2+p1(u2) — v1+p1(u1) + 2K17T =

vg + p1(uz) = vy + p1(ur) + 2Ky =
Vg = V1 + €2K17T. (48)

Como M (uy,v1) = M (ug,ve) também implica em x4 (u1,v1) = 24 (ug, v2), temos

sen (\/i(v1+p2(u1>)> — sen (\/5(112+p2(u2))> =

3 3

V2(vatpa(uz)) _ V2(vitpa(u1))
3

£

—+ 2K27T =

Vg = V1 + 2655”, (49)
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sendo Ky um inteiro qualquer.
Igualando as equagoes (4.8) e (4.9) temos

Klz%.

Como K; e K5 sao inteiros, a equacao acima so é possivel para K; = Ky = 0, ou seja, v; = vs.
Assim a superficie M (H) nao possui auto-intersecgao, ou seja, M é injetiva.

A conclusao de que M é mergulho isométrico segue do mesmo raciocinio feito para o mergulho
isométrico I do capitulo anterior.

A condicao (4.5) é facilmente verificada, isto é, a superficie é um mergulho dentro do espago
esférico de dimensao 8 e raio 7.

Observagao: O mergulho é de classe C'™°, pois as fungoes x1, ..., t9g admitem derivadas parciais
de qualquer ordem. Assim como no mergulho isométrico I do capitulo anterior, M nao é
analitica em todos os pontos pois as fungoes zy, ..., rg nao admitem desenvolvimento em Série
de Taylor para os valores de u onde as funcgoes-escada 1; e 1), sao descontinuas. Observemos
também que o mergulho M nao é tnico, pois depende de ¢.

4.2 Um Exemplo Simples: Mergulho Isométrico do 4-
HPSK em S® C R?

Tomemos novamente o conjunto de pontos 4-H PSK apresentad o na Secao 3.2.

Iremos considerar o espaco esférico S® com raio r = 1 e mergulhar o 4-HPSK em S® con-
siderando dois mergulhos distintos:

Tomando € = 0, 1 e utilizando um software de célculo numérico e simbdlico, como por exemplo,
o Maple, as fungoes coordenadas nos pontos s; = (0, —1); so = (1,0); s3 = (0,1) e s, = (—1,0)
de H sao tais que:

(i) Célculo das fungoes coordenadas no ponto s; = (0, —1):

21(s1) = —0.063903
To(s1) = 0.041432
23(s1) = —0.00022769
z4(s1) = —0.045824
z5(s1) =0

zg(s1) =0

x7(s1) =0

zg(s1) =0

2o(51) = 0.99564

Assim,

M (s1) = (—0.063903 , 0.041432 , —0.00022769 , —0.045824, 0, 0, 0, 0, 0.99564)

9
S zi(s1)? = (—0.063903)° 4 (0.041432)* + (—0.00022769)" + (—0.045823)° + (0.99604)°
=1

=1

:7”2



62

(1) Célculo das fungdes coordenadas no ponto sy = (1,0):

x1(s2) = —0.039869
2a(s59) = —0.090762
23(s2) = 0.0069850

a(s2) = 0.0061274

x5(s2) =0

xg(s2) =0

27(s5) = 0.00016121
xg(s9) =0

Tg(s2) = 0.9926

Entao,

M (s9) = (—0.039869 , — 0.090762 , 0.0069850 , — 0.0061274, 0, 0, 0.00016121 , 0.9926)

9
S zi(s2)* = (0.039869)% + (—0.090762) + (0.0069850)*
=1

—0.0061274)% + (0.00016121)? 4 (0.9926)*

+(
1
.

2

(77i) Calculo das fungdes coordenadas no ponto s3 = (0,1):

21(s3) = —0.063903
To(s3) = —0.041432
23(s3) = —0.00022769
x4(s3) = 0.045824
z5(s3) =0

zg(s3) =0

z7(s3) =0

zg(s3) =0

zo(s3) = 0.99564

Assim,

M (s3) = (—0.063903 , —0.041432 , —0.00022769 , 0.045824 , 0, 0, 0, 0, 0.99564)

9
S xi(s3)? = (—0.063903)° 4 (—0.041432) + (—0.00022769)* + (0.045823) + (0.99604)°
=1

=1

:7”2
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(iv) Calculo das fungoes coordenadas no ponto s4 = (—1,0):

21(54) = —0.031599
o(s4) = 0.015539
23(54) = —0.063737
x4(s4) = —0.01782
x5(s4) =0

z6(s4) =0

27(s4) = —0.00016121
xg(s4) =0

zo(s4) = 0.99907

Entao,
M (s4) = (—0.031599 , 0.015539 , —0.063737 , —0.01782, 0, 0, —0.00016121 , 0, 0.99907)

e

(—0.031599)% + (0.015539)* + (—0.063737)?

il’i(84)2

+ (—0.01782)* + (—0.00016121)* + (0.99907)*

I
S =



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Na presente dissertagao desenvolvemos um estudo sobre mergulhos isométricos do plano hiperbéli-
co H em R® e de H em S® C R? baseados nas referéncias [4] e [5]. Procuramos tornar o texto
auto-suficiente desenvolvendo varias passagens obscuras presentes em tais artigos. No entanto,
como trabalhos futuros, alguns estudos podem feitos, como por exemplo, descrever (ou investi-
gar) a existéncia de um método para geragao de mergulhos isométricos de H" (espago hiperbélico
de dimensao n) em S™ C R™" m > n. Além disso, do ponto de vista da Teoria da Informagcao
e Codificacao, a implementacao de reticulados hiperbédlicos mergulhados isometricamente em
ambientes euclidianos pode ser muito interessante, pois possibilita novas formas de alocacao de
pontos com uniformidade e controle de erro em dimensoes mais altas. Esperamos também que
em trabalhos futuros seja investigado o papel geométrico do € no mergulho isémetrico de H em
S® € RY e como sao as geodésicas no modelo H apresentado.
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