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RESUMO

A presente monografia tem como foco a divulgacao em lingua portuguesa de material so-
bre topologias generalizadas. Formalizamos topologias generalizadas a partir de fungoes
monotonicas e caracterizamos essas topologias pelas funcoes interior e fecho com respeito
a um continuador n. Esta caracterizacao foi uma contribuicao original deste TCC. Este
estudo ampliou os conhecimentos académicos nao abordados em curriculos tradicionais
de Topologia Geral na graduacao em Matematica. Os resultados incluem a formaliza-
¢ao de novos conceitos e o desenvolvimento de técnicas que aprimoram a compreensao
da Topologia Geral. Esta pesquisa contribui para a formacao de académicos e futuros

pesquisadores em Matematica.

Palavras-chave: topologia generalizada; continuidade generalizada; funcao monoténica;

continuador.
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Introducao

Em [1] os autores Vieira e Braz introduziram uma nogdo de limite de uma funcao
com respeito a outra funcao, no¢ao que nomearam por limite generalizado. Entre 2016
e 2020 Vieira refinou as ideias sobre limite generalizado culminando em um artigo [2]
que introduziu a noc¢ao de continuidade generalizada de uma fun¢ao em relagao a outra
fungao, com base no conceito de limite generalizado.

A nogao de continuidade generalizada é explorada por Vieira em [2], tanto a nivel de
espagos métricos, quanto ao nivel mais geral de espacgos topoldgicos. Dados um conjunto
X nao vazio, Y e X espacos topologicose f: X — Y en: X — Z duas fungoes, dizemos
que f é n-continua em um ponto a de X se, dado um aberto topolégico V' de Y em torno
de f(a), existe um aberto topolégico U de Z em torno de n(a) tal que f(n='(U)) C V.

Nesse caso, a funcao f é chamada de continuante e a funcao n é chamada de con-
tinuador em relagao & n-continuidade. Com esta definicao de continuidade generalizada
em maos, Vieira conseguiu demonstrar uma série de resultados que relacionam o con-
ceito proposto com conexidade, compacidade, existéncia de maximos e minimos para o
continuante, caracterizagoes de continuidade generalizada via sequéncias e redes, entre
outros.

Por outro lado, o termo continuidade generalizada ja foi abordado e estudado em
outros contextos na Matematica nas ultimas décadas. Csészar em 2002 introduziu a
nogao de topologia generalizada em [4], que difere da nogao de topologia por nao possuir
a propriedade sobre intersecao finita para abertos.

As continuidades generalizadas definidas a partir das nogoes de Csaszar nao coincide



com a continuidade generalizada introduzida por Vieira. As fung¢oes com continuidades
baseadas nas nogoes dadas por Csaszar possuem dominios e contradominios com estru-
turas mais gerais do que topologias (como topologias generalizadas ou estruturas minimas)
e possuem regras de continuidade definidas a partir dos “abertos” dessas estruturas. Ja a
no¢ao de continuidade abordada por Vieira nao requer estruturas topolégicas nos dominios
das fungoes, apenas em seus contradominios, e tal continuidade é relativa a outra fungao,
o continuador.

Dessa forma, a presente monografia foi fruto de uma pesquisa de iniciacao cientifica
realizada no ambito do Programa de Educagao Tutorial. A pesquisa teve carater bibli-
ografico tendo como base as referéncias [2], [3], [4] e [5], tendo como resultados originais
a caracterizagao de topologias generalizadas pelas funcoes interior e fecho com respeito a
topologia dada por um continuador n. Assim, essa pesquisa contribui para a formacao do

autor, leitores e futuros pesquisadores em Matemética.

Objetivo

O objetivo geral deste trabalho é estudar a nocao de topologia generalizada presente
nos artigos [4]| e [5], como também continuidade generalizada (continuantes e continu-
adores) presentes nos trabalhos [2] e [3]. Além disso, pretende-se caracterizar topologias
generalizadas a partir de continuadores. Como objetivos especificos, pretende-se divulgar
o material em lingua portuguesa e explicitar etapas dos célculos originais, além de am-
pliar os conhecimentos académicos que nao sao vistos em um curriculo usual de cursos de

Topologia Geral nos cursos de graduagao em Matematica.

Estrutura

O trabalho esta dividido da seguinte forma:

e No capitulo 1 (Espagos métricos) e no capitulo 2 (Espagos topolégicos), serao ap-
resentados defini¢oes e resultados sobre Topologia considerados pré-requisitos para
a compreensao de objetos e resultados abordados no capitulo posterior, bem como
a definicao de continuidade usual. Leitores ja familiarizados com os conceitos de

Topologia podem, caso desejem, dispensar a leitura de tal capitulo ou podem utiliza-



lo como um espécie de material de consulta rapida para ajudar a minimizar dividas

conceituais que eventualmente surjam no capitulo posterior desta monografia.

No capitulo 3 (Espagos topologicos generalizados) serdao apresentadas algumas car-
acterizagoes e propriedades. Apos essa defini¢do, serd introduzido o conceito de
continuidade generalizada contendo exemplos e proposicoes. Serao abordados tam-
bém os principais conceitos e resultados presentes numa série de artigos estudados
de autoria de Csaszéar utilizados na producao desse trabalho. Para finalizar este
capitulo serao apresentadas caracterizagoes de topologias generalizadas induzidas
pelas fungoes monotoénicas interior e fecho com respeito a topologia dada por um
continuador n, sendo essas caracterizagoes a parte do Trabalho de Conclusao de

Curso com contribuigoes originais.



CAPITULO 1

Espacos métricos

Neste capitulo abordaremos o conceito fundamental de espago métrico, uma das es-
truturas mais importantes da matemaética, especialmente no campo da Topologia. Um
espaco métrico €, essencialmente, um conjunto em que é possivel medir distancias entre
os elementos, proporcionando assim uma base para discutir proximidade, continuidade e

limites.

1.1 Meétrica

Nesta segao exploraremos a definicao de espago métrico e os exemplos mais comuns
deste conceito. Além disso, abordaremos alguns resultados teéricos, fornecendo um melhor

entedimento sobre espagos métricos.

Definicao 1.1. Seja M um conjunto nao-vazio. Dizemos que uma fun¢ao d: M x M — R

€ uma métrica em M se satisfaz as sequintes condigoes:
i) d(x,y) >0, para todos x,y € M;
ii) d(z,y) =0 € equivalente a x = y;
iii) d(x,y) = d(y,x), para todos x,y € M ;
w) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), para todos z,y,z € M.
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Definicao 1.2. Dados um conjunto M nao-vazio e wm métrica d em M, dizemos que o

par (M,d) é um espago métrico.

Também podemos nos referir a um espago métrico (M, d), pela expressao “M é um
tri d strica d". C étrica d ici junt

espago métrico munido com a métrica d”. Caso a métrica d que municia o conjunto

M esteja subentendida no contexto em questao, podemos nos referir aos espago métrico

(M, d) simplesmente pela expressao “M é um espago métrico".

Exemplo 1.3. Dado conjunto M podemos definir a aplicagcao d: M x M — R dada por

0, sex=y
d(z,y) = ) 1.1
(z,y) {17 exty (1.1)

Verifica-se que a funcao d acima é um métrica em M, a qual denominamos de métrica

zero-um em M ou métrica discreta M.

Exemplo 1.4. Seja R o conjunto dos niumeros reais. A aplicacio d: R x R — R dada
por

d(z,y) = [z —y| (1.2)

€ um métrica em R, a qual denominamos por métrica usual em R. A wverificagio que a

funcao d acima é uma métrica em R resulta das propriedades de modulo.

Denotaremos o conjunto das n-uplas de ntimeros reais por R”. Em outras palavras,
r€R" <= x = (z1,...,7,), onde z; € R para cada i € {1,...,n}.

Exemplo 1.5. A aplicagao dy: R" x R® — R dada por

n

di(z,y) = o1 — |+ ...+ |2n —yn| = ;|Ii_yi| (1.3)

€ um métrica em R™, a qual denominamos por métrica da soma em R™. De fato, sejam

x,y,z € R". Temos que

i) di(z,y) = |xi —yi| >0, pois |x; —y;| >0, Vie{l,...,n};
i=1

n

i) di(z,y) = |z —y| =0« |v; —yi| =0,Vie {l,...,n}

i=1
= u =y, Vie{l,... n}<=z=y;
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iii) di(x,y) = ;m —yil = ;L% — x| = di(y, x);

w) di(z,2) =Y e — 2| =D v —vi+y — 2zl < Do (v — vl + v — )
=1 =1 =1

= ;|xz —yil + ;‘yz —zi| = di(x,y) + di(y, 2).

A seguir apresenteremos outros dois exemplos de métricas e deixaremos a cargo do

leitor a verificacao de que de fato cumprem a definicao de métrica.

Exemplo 1.6. A aplicacao dy: R™ x R™ — R dada por

do(z,y) = ]z — 2+ 4 |2 — yal? = () 2l = wil? (1.4)
=1

€ um métrica em R™, a qual denominamos por métrica euclidiana em R".

Exemplo 1.7. A aplicacao dy: R™ x R™ — R dada por

doo(xuy) :max{|x1—y1|,,|xn—yn|} (15)
€ um métrica em R™, a qual denominamos por métrica do maximo em R™.

Definicao 1.8. Seja X um conjunto nao-vazio. Dizemos que uma funcao f: X — R é
limitada se, e somente se, existe um niumero real K > 0 tal que |f(x)| < K, para todo
reX.

Denotaremos por B(X,R) o conjunto de todas as fungoes limitadas de X em R.

Exemplo 1.9. A aplicagao d: B(X,R) x B(X,R) — R dada por

doo(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| - = € X} = sup[f(z) — g(x)| (1.6)

rzeX

¢ uma métrica em B(X,R), a qual denominamos por métrica da convergéncia uniforme

ou métrica do sup em B(X,R). Com efeito, sejam f,g,h € B(X,R). Temos que
i) doo(f,9) = sup|f(x) — g(x)| > 0, pois |f(z) — g(z)| > 0, para todo v € X
zeX

i) d(f,9) = ig}g\f(ﬂf) —g(@)] =0+ |f(z) —g(z)| =0, Vz e X
— f(r)=g(z), Ve e X < [ =g;
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iit) doo(f,9) = sup |[f(x) = g(x)| = sup |g(x) = f(z)| = dw(g, f);

w) doo(f, h) = Sup |f(z) = W) = Sup |f(z) — 9(z) + g(x) — h(z)]
< sup{1£(] — g(0)| +Ig(x) — )]} = sup 1 (2) — )| +sup lg(x) — h(x)
=dw(f,9) +d(g, h).

Sejam (M, d) um espago métrico. Todo subconjunto N C M pode ser considerado um
espago métrico se munido com a métrica d restrita a N x N. Neste caso dizemos que N

¢ um subespago do espago métrico M e a métrica d|yxy em N é chamada de métrica
induzida de M.

Exemplo 1.10. Seja C([0,1],R) o conjunto de todas as fungoes continuas de [0,1] em
R. Sabe-se pelo Cdlculo Diferencial e Integral que toda fun¢do continua de [0,1] em R
assume valor mdzimo e valor minimo, logo toda fun¢ao continua de [0,1] em R € uma
fungao limitada. Portanto, C([0,1],R) C B([0,1],R). Assim, temos que C([0,1],R) é um
subespago métrico de B([0,1],R), com a métrica induzida

dos(f,9) = sup [f(z) —g(z)| (1.7)

z€[0,1]

Sejam (My,d'), ..., (M,,d") espagos métricos. Temos que

r€ M X...x M, <=z =(x1,...,2,), onde z; € M; para cada i € {1,...,n}.
Existem trés métricas usuais que podemos definir no produto cartesiano M; x ... x M,
a partir das métricas d',...,d". Sao elas:

i) dy: (My X ...x M,)x (M x...x M,)— R dada por

di(z,y) = d" (z1,31) + ...+ d" (0, yn) = Do d' (w1, ys)
=1

1=

i) do: (My X ...x M,)x (M; x...x M,)— R dada por

do(,y) = /@ (@, g+ o+ (d (@ ) = :zlw'(xi,yz-))? (1.8)
i) doo: (My X ... x My,) x (My x ... x M,) — R dada por

doo(,y) = max{d" (z1,y1),...,d" (Tn,yn)} (1.9)
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1.2 Abertos e fechados métricos

Os conceitos de bolas (abertas e fechadas) sdo muito importantes no contexto de
espacos métricos, pois permitem construir uma topologia a partir da métrica de um espaco

meétrico.

Definigao 1.11. Sejam (M,d) um espago métrico, a € M e r > 0 um nimero real

Positivo.
i) Denominamos o conjunto
B(a;r)={x € M : d(z,a) <r}
de bola aberta de centro a e raio r em M com respeito a métrica d.

it) Denominamos o conjunto
Bla;r] ={x € M : d(z,a) <r}
de bola fechada de centro a e raio r em M com respeito a métrica d.

iii) Denominamos o conjunto
S(a;r)={z e M : d(x,a) =1}
de esfera de centro a e raio v em M com respeito a métrica d.
Observacao 1.12. Note que Bla;r] = B(a;r) U S(a;7).

Observacao 1.13. Quando houver a necessidade de indicar no contexto em questao
que uma bola aberta B(a;r) pertence a um espago métrico M e é determinada a partir
da métrica deste espago, podemos usar a notagdo Bjs(a;r) para representar tal bola.

Observacao analoga vale para bolas fechadas e esferas.

Seja (M, d) um espago métrico, N um subespaco de M e a € N. Representemos por
Bn(a;7) a bola aberta de centro a e raio 7 em N com respeito a métrica induzida de M
e representemos por By(a;r) a bola aberta de centro a e raio r em M com respeito a

métrica d. Segue imediatamente da definicao de bola aberta que
Bn(a;r) = NN Byl(a;r).

Analogamente também é valido igualdade similar para bolas fechadas e esferas no sube-

spaco N.
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Exemplo 1.14. Considere a circunferéncia S* = {(x,y) € R" : 2?+y* = 1} com métrica

euclidiana induzida de R* e a = (1,0) € S*. Temos que
Bgi(a;V2) = {p(z,y) € S* : dy(p,a) < V2}

={(@y) €S+ ]z — 1P+ ]y - 0] < v2}
={(z,y) €S : 2 — 20+ 1+y* <2}

)
yesSt a2z +1+1—-2<2}
ye St x>0},

Fazendo cdlculos andlogos, obtemos que

Ssl(a; \/5) = {(ZL’,y) S Sl X = 0} = {(07 1)7 (07 _1)}7

Bai|a; V2] = {(z,y) € S* : x> 0}.
Exemplo 1.15. Considere o espaco euclidiano R?, five a = (a1, as) € R? e five r > 0.

i) Com respeito a métrica euclidiana temos que a bola aberta B(a;r) em R? € dada

por
Bair) = {(@,y) € R® « da((z,),0) <7} = {(1,9) € R : (2= )+ (y — 02)* < 17},

isto €, B(a;r) € o disco sem a borda (da Geometria Euclidiana) de centro a e raio

T.
i) Com respeito a métrica da soma temos que a bola aberta B(a;r) em R? é dada por
B((I;T’):{(I‘7y)ER2 : dl((x,y),a)<r}={(x,y)€R2 : |x—a1|—|—|y—a2]<7“},

isto €, B(a;r) € o quadrado sem a borda de centro a e diagonais medindo 2r paralelas

aos eizos candnicos de R?.

ii) Com respeito a métrica do mdzimo temos que a bola aberta B(a;r) em R?* é dada

por
B(a;r) = {(z,y) €R* : de((z,y),0) <7} ={(z,y) € R* : max{|z — au|, |y — az[} <1},

isto é, B(a;r) € o quadrado sem a borda de centro a e lados medindo 2r paralelos

ao0s eizos canonicos de R?.
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Exemplo 1.16. Considere C([0,1],R) com a métrica da convergéncia uniforme e seja f

a func¢ao constante iqual a 1. Temos que

B[f;2] ={g € C([0,1],R) : sup [g(x) — f(z)| < 2}.

z€[0,1]

Note que

9 € Blf;2] <= sup [g(x) - f(2)| <2 <= |g(x) — f(2)] <2, V2 €0, 1]

z€[0,1]
—|g(z) -1 <2,V e [0,1] <= —2<g(zx) -1 <2, V2 €[0,1]

— —1<g(x) <3, Vzel01]
Portanto,
BIf;2 = {g € C(0,1,R) : —1 < g(x) <3, Va € [0, 1]}

Definicao 1.17. Seja M um espaco métrico. Um ponto a € M ¢é um ponto isolado se

existe v > 0 tal que By(a;r) = {a}.
Exemplo 1.18. Seja M um conjunto nao-vazio munido com a métrica zero-um. Temos
que todo ponto de M € ponto isolado. De fato, dado a € M, tomando r = % seque que

B(a;%) = {re M : dz,0) < )} = {a}

pois para xr # a tem-se que d(x,a) =1 > %

Definicao 1.19. Um espago métrico é chamado espaco métrico discreto se, e somente

se, todos seus pontos sao pontos isolados.

Exemplo 1.20. Considere M = [0,1]U{2} como subespaco métrico de R com a métrica

usual. Tomando r = %, tem-se que

B(Z;%):{weM : d(m,2)<%}:{x€[0,1]u{2} : |x—2|<%}

~(0.unn (3.3) - 2

o que implica que 2 € ponto isolado de M. Recomenda-se ao leitor verificar que os demais

pontos de M nao sao pontos isolados.
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Proposi¢ao 1.21 (Propriedade de Hausdorff). Se (M,d) é um espago métrico e

a,b € M sao distintos entao existem numeros reais positivos r > 0 e s > 0 tais que

Bu(a;r) N By (b;s) = 0.

Demonstragio. Como (M, d) é espaco métrico e a # b segue d(a, b) > 0. Tome r = 22

1
es= @. Suponha que exista x € Bys(a;r) N By (b; s). Assim, d(z,a) < r e d(z,b) < s

e usando as condicoes de desigualdade triangular e simetria da métrica de M, tem-se que

d(a,b
d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) <r+s= %,
o que resulta em um absurdo.
Portanto Bys(a;r) N By(b; s) = 0. O

Definigao 1.22. Sejam (M, d) um espago métrico e X um subconjunto nao-vazio de M.
Dizemos que X € limitado se, e somente se, existe um nimero real positivo K > 0 tal que

d(z,y) < K, para todo z,y € X.

Exemplo 1.23. O conjunto M = [0, 1|U{2} com respeito a métrica usual de R € limitado,
pois d(z,y) < 2, para todos x,y € M.

Exemplo 1.24. Uma bola aberta B(a;r) de um espa¢o métrico (M,d) é um conjunto

limitado, pois para todos x,y € B(a;r) tem-se que
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <r+r=2r.

De modo andlogo, prova-se que as bolas fechadas e as esferas de um espa¢o métrico sao

conjuntos limitados.
Seja X um subconjunto limitado de um espago métrico M. Considere o conjunto
A={d(z,y) : v,y € X} (1.10)

Temos que A é um subconjunto limitado de R com respeito a métrica usual. De fato,
como X é limitado existe K > 0 tal que d(x,y) < K, para todos x,y € X. Dai, para
todo d(a,b),d(a’,V') € A temos que

|d(a7 b) - d(alu b/>| S |d<a’ b)| + | - d(alu b/>| - d(a7 b) + d(alv b/) S 2K

Portanto, temos que |p — ¢| < 2K, para todo p,q € A, ou seja, A é limitado.

Como o conjunto A dado em (1.10) é limitado, segue que existe o supA.
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Definicao 1.25. Seja X um subconjunto limitado de um espago métrico M. O diametro

de X € o numero real
diam(X) = sup{d(z,y) : =,y € X}. (1.11)

Decorre de (1.24) que toda bola aberta (ou fechada) B(a;r) de um espago métrico tem
diam(B(a;r)) < 2r.

Observacgao 1.26. Nao € verdade sempre que o diam(B(a;r)) = 2r. De fato, tome

M = [0,1] U {2} como subespago de R com a métrica usual e tome r = L. Temos que

B(2;r) ={2} e
diam(B(2;r)) = sup{d(z,y) : x,y € B(2;r)} =d(2,2) =0 < 2r

Proposicao 1.27. Sejam M um espaco métrico e X C M. Tem-se que X € limitado se,

e somente se, X estd contido em alguma bola aberta de M.

Demonstragao. Suponha que X seja limitado. Se X é limitado segue por defini¢ao
que existe K > 0 tal que d(z,y) < K, para todos x,y € X. Fixando a € X e dado
r € X temos que d(a,z) < K < 2K e consequentemente z € B(a;2K). Portanto,
X C B(a; 2K).

Reciprocamente, suponha que existe uma bola aberta B(a;r) de M tal que X C
B(a;r). Segue imediatamente que d(z,y) < 2r para todos z,y € X. Portanto, X ¢é
limitado. O]

Definigao 1.28. Sejam A um conjunto nao-vazio e M um espago métrico. Dizemos que
uma aplicagao f: A — M € limitada se o conjunto imagem de f dado por Im(f) =
{f(z) : x € A} € um subconjunto limitado de M.

Em outras palavras, uma aplica¢do f de um conjunto A em um espago métrico (M, d)

é limitada se, e somente se, existe K > 0 tal que d(f(z), f(y)) < K, para todos z,y € A.

Sejam A um conjunto nao-vazio e (M, d) um espago métrico. Denotamos o conjunto de

todas as aplicagoes limitadas f: A — M por B(A, M). Recomendamos ao leitor verificar
que a fungao do.: B(A, M) x B(A, M) — R dada por

doo(f,9) = supd(f(x), g(x)) (1.12)

TEA

¢ uma métrica em B(A, M).
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Definicao 1.29. Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e X um subconjunto nao-vazio
de M. A distancia do ponto a ao conjunto X com respeito ao espago métrico (M,d) € o

numero real nao-negativo
d(a, X) =inf{d(a,z) : z € X}. (1.13)

Note que como d(a, X) > 0, para todo z € X, segue que existe o infimo do conjunto
{d(a,z) : x € X}.

Proposicao 1.30. Sejam (M,d) um espago métrico, a € M e X eY subconjuntos nao-

vazios de M. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
i) d(a, X) < d(a,x), para todo x € X;
ii) Sea € X, entao d(a,X) =0;
iii) Se d(a,X) =0, entdo dado € > 0, existe v € X tal que d(a,z) < €;
iv) Se X CY, entio d(a,Y) < d(a,X).

Demonstragao.

i) Segue imediatamente do fato que d(a, X) ser o infimo do conjunto {d(a,x) : = € X}.
ii) Se a € X entao 0 = d(a,a) € {d(a,z) : © € X}. Temos d(a,X) > 0. Supondo
d(a,X) > 0, terfamos que inf{d(a,z) : = € X} é estritamente maior que o elemento
d(a,a) do conjunto {d(a,x) : = € X}, o que é um absurdo. Portanto, d(a, X) = 0.

iii) Se d(a, X)) = 0 entao inf{d(a,z) : x € X} = 0. Seja € > 0. Suponha que d(a,x) > €,
para todo z € X. Assim, € seria uma cota inferior do conjunto {d(a,z) : =z € X} e
inf{d(a,z) : x € X} =d(a,X) =0 < ¢, o que é um absurdo, pois infimo de um conjunto
¢ a maior das cotas inferiores de um conjunto. Portanto, existe algum =z € X tal que
d(a,z) < e.

iv) Temos que d(a,Y) < d(a,x), para todo x € Y. Como X C Y, em particular, vale

que d(a,Y) < d(a,x), para todo x € X. Assim, temos que d(a,Y’) é uma cota inferior do
conjunto {d(a,z) : x € X}. Portanto, d(a,Y) < d(a, X). O

A reciproca do item ii) da proposi¢ao anterior é falsa. De fato, tomando M = R com

a métrica usual, X = (0,1) e a = 1 temos que d(a, X) = 0, porém a ¢ X.
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Definicao 1.31. Sejam M um espaco métrico, U C M e a € U. Dizemos que a € um

ponto interior de U com respeito a métrica de M se existe v > 0 tal que By(a;r) C U.

Sejam M um espago métrico e U C M. Denotamos o conjunto de todos os pontos
interiores de U (com respeito a métrica de M) por int(U).

E claro que int(U) C U.

Defini¢ao 1.32. Sejam (M,d) um espago métrico e U C M. Dizemos que U € aberto

em M (com respeito a métrica d) se U = int(U).

Em outras palavras, dizemos que U ¢é aberto em um espaco métrico M se, e somente
se, para todo a € U, existe r, > 0 tal que By(a;r,) C U. Ou ainda, dizemos que U
¢ aberto em um espago métrico M se, e somente se, todos os pontos de U sao pontos

interiores (com respeito a métrica de M).

Definigao 1.33. Sejam M um espago métrico e U C M. A fronteira de U com respeito

a métrica de M € o conjunto dado por
U ={zeM :Vr>0,Bylz:r)NU £0 e By(z;7) N UL #£ 0} (1.14)
onde Ut = M — U.

Note que para M espaco métrico e U C M, segue diretamente da defini¢ao de fronteira
que OU = 9(UY).

Exemplo 1.34. Considere R com a métrica usual. Temos que int((a,b]) = (a,b),

I((a,b]) ={a,b}, int(Q) =0, int(R—Q) =0, 9(Q) =R e (R —Q) =R.

Observacgao 1.35. As nogoes de interior e fronteira dependem do espaco métrico M no
qual estamos considerando X contido. Por exemplo, se considerarmos o intervalo (a, b
como sendo um subconjunto sobre o eizo das abcissas do espaco métrico M = R? com a
métrica euclidiana, entao int((a,b]) =0 e d((a,b]) = [a,b].

Consequentemente, a propriedade “ser aberto em” também é relativa, isto é depende do
espaco métrico considerado. Por exemplo, para M =R com a métrica usual, o intervalo
(1,2] nao € aberto em M, mas para M = [0,2] com métrica induzida pela métrica usual,

o intervalo ja é aberto em M.

Se U esta contido num espaco métrico M e x € M, entao uma, e apenas uma das

possibilidades abaixo acontece:
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i) existe r > 0, tal que By(x;r) C U,
ii) existe r > 0, tal que By(x,r) C Ut

iii) nao ocorre o item i) e o item ii), isto é, para todo r > 0 tem-se que By (z;7)NU # ()

e By (z;r) N U #£ 0.

Em outras palavras, se ocorre o item i) entao x € int(U); se ocorre o item ii) entao
z € int(U%); e se ocorre o item iii) entdo z € AU.

Isto prova o seguinte resultado.
Proposicao 1.36. Se M ¢é um espagco métrico e U C M, entao
M = int(U) 00U Uint(UC) (1.15)
onde U significa que a uniao € disjunta.
Proposicao 1.37. Seja M um espago métrico. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
i) Toda bola aberta em M € um conjunto aberto em M.

ii) Para todo X C M, tem-se que int(X) € um conjunto aberto de M, ou seja,
int(X) = int(int(X)).

iii) O complementar de toda bola fechada em M € um conjunto aberto em M.

Demonstracao. i) Sejam a € M e r > 0. Vamos provar que B(a;r) é um conjunto
aberto em M. Sejay € B(a;r). Temos que d(y,a) < r, o que implica que r — d(y,a) > 0.
Tome € > 0 tal que € < r —d(y,a). Dados x € B(y, €) temos que

d(z,a) < d(z,y) +d(y,a) <e+d(y,a) <7,

isto é, x € B(a;r). Assim, B(y;e) C B(a;r) o que mostra que y é ponto interior de
B(a;r). Como y é arbitrario, segue que todos os pontos de B(a;r) sdo ponto interiores

de B(a;r). Portanto, B(a;r) é um conjunto aberto em M.

ii) Sejam X C M e a € int(X). Como a € int(X) segue por definigdo que existe r > 0
tal que B(a;r) C X. Pelo item a) tem-se que para cada x € B(a;r), existe s > 0
tal B(z;s) C B(a;r) € X. Logo z € int(X), o que implica que B(a,r) C int(X).
Assim, a € int(int(X)). Como a é arbitrario, segue que int(X) C int(int(X)). A
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inclusao int(int(X)) C int(X) é decorréncia imediata da definigao de interior de conjunto.
Portanto, int(X) = int(int(X)).

iii) Sejam a € M e r > 0. Vamos provar que Bla;r]® = {z € M : d(z,a) > r}

C

¢ um conjunto aberto. Seja y € Bla;r|*. Temos que d(y,a) > r, o que implica que

d(y,a) —r > 0. Tome € > 0 tal que € < d(y,a) —r. Dados = € B(y, €) temos que
d(z,a) > d(y,a) — d(z,y) > +d(y,a) —e =1,

isto ¢, © € Bla;r]’. Assim, B(y;e¢) € Bla;7]® o que mostra que y é ponto interior de

Bla; T]B. Como y ¢ arbitrario, segue que todos os pontos de Bla; T]C sao ponto interiores

de Bla;r]b. Portanto, Bla;r]® é um conjunto aberto em M. O



CAPITULO 2

Espacos topolbgicos

Neste capitulo, exploraremos o conceito de espago topologico, uma estrutura fun-
damental que generaliza nogoes de continuidade e proximidade, indo além da ideia de
distancia encontrada em espacos métricos. A defini¢do de espago topoldgico envolve a es-
pecificagao de um conjunto de subconjuntos, chamados abertos e fechados, que satisfazem
certas condigoes axiomaticas. Esses conjuntos fornecem uma maneira mais abstrata de

entender a no¢ao de vizinhanca e continuidade de funcgoes.

2.1 Topologia

Nesta secao sera abordardo o conceito de topologia e alguns exemplos de espacos
topologicos. Além disso, serdao apresentadas propriedades importantes relacionadas a tal
conceito.

Dado um conjunto X qualquer, denotamos a cole¢ao (ou familia) de todos os subcon-
juntos de X por P(X).

Proposicao 2.1. Sejam M um espago métrico e T = {U € P(M) : U € aberto em M}.

As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
i) 0eT eMeT;
ii) SeneNeUy,...,U, €T, entaoUyN...NU, €T;

17
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iii) Se I € um conjunto qualquer de indices e U; € T, para todo i € I, entao | JU; € T.
i€l
Demonstragao. i) Dado a € M, como By(a;r) C M para todo r > 0, segue que a é
ponto interior de M. Portanto, M ¢é aberto em M e M € T. Agora, () é aberto em M
por vacuidade, isto é, () ¢ aberto em M, pois ele nao contém pontos que nao sao pontos
interiores de M. Portanto () € T.
n

ii) Seja a € () Uj;, entdo a € U;, para todo j = 1,...,n. Como cada U; é aberto em M,

7j=1
existem r; > 0 tais que By (a;7;) C U;, paratodo j = 1,...,n. Tomer = min{ry,...,r,}.

Note que r > 0. Temos que By(a;r) C BM(a r;) C Uj, para todo j=1,...,n, logo

By(a;r) C ﬂ U; e a & ponto interior de ﬂ U;. Portanto, ﬂ U; & aberto em M e
Jj=1 j=1 j=1

ﬁ@eT.

Jj=1

iii) Seja a € |J U;, entao existe Uy, tal que a € U;,. Como U;, é aberto em M, existe

i€l

r > 0 tal que Bys(a;r) C U,. Assim, By(a;r) C U, C |J U; e a &€ um ponto interior de
i€l

\J U;. Portanto, |J U; ¢ abertoem M e |JU; € T. O

i€l i€l i€l

Em resumo, a proposicao anterior garante que num espago métrico M tem-se que:
i) 0 e M sao abertos em M;

ii) intersecgoes finitas de abertos de M sao abertos de M,

iii) unides arbitrarias de abertos de M sao abertos de M.

Definigao 2.2. Sejam X um conjunto e T C P(X). Dizemos que a cole¢io T € um

topologia em X se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
i)DeT eXeT;
it) SeneNelUy,...,U, €T, entacoU;N...NU, €T;
i11) Se I é um conjunto qualquer de indices e U; € T, para todo i € I, entao UIUi eT.
ic

Definicao 2.3. Dados um conjunto X e uma topologia T em M, dizemos que o par

(X, T) é um espago topolégico.
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Exemplo 2.4. Seja (M, d) é um espago métrico. Seque da Proposi¢io 2.1 que os conjun-

tos abertos de (M,d) induzem um topologia T% em M dada por
T={U € P(M) : U é aberto em M} . (2.1)

A topologia T dada em (2.1) é denominada topologia induzida pela métrica d ou topolo-

gia proveniente da métrica d.

Exemplo 2.5. Seja X um conjunto qualquer. A colegio P(X) é um topologia em X de-
nominada topologia discreta. Um conjunto munido com a topologia discreta é denominado

espaco topoléogico discreto.

Exemplo 2.6. Seja X um conjunto qualquer. A colegao T = {0, X} é um topologia
em X denominada topologia trivial. Um conjunto munido com a topologia discreta é

denominado espago topolégico trivial.

Exemplo 2.7. Seja X = {a,b} tal que a #b. A cole¢io T = {0,{a}, X} € um topolo-
gia em X denominada topologia de Sierpinski. O conjunto X = {a,b} munido com a
topologia de Sierpinski é denominado espacgo de Sierpinski. Verifiquemos que a colegao
T ={0,{a}, X} € uma topologia em X = {a,b}, com a # b.

i) Nitidamente, temos que ) € T e X € T.

i) Temos que 0 N{a} =0T, 0NX=0eT,{a}NnX={a}eT
edN{afnX=0eT.

iwi) Temos que ) U{a} ={a}eT, D UX=XeT,{a}UX=XeT
e U{afUX=XeT.

Logo, T satisfaz a trés condigoes exigidas na defini¢cao de topologia. Portanto, T =
{0, {a}, X} € uma topologia em X = {a,b}.

Observacao 2.8. Seja X = R". A topologia T% em R™ induzida pela métrica euclidiana

€ chamada topologia usual.

Definigao 2.9. Dizemos que um espago topoldgico (X,T) € metrizavel se existe um
métrica d tal que T = T<.

Temos que a topologia discreta é sempre metrizavel e é induzida pela métrica discreta.
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Observacao 2.10. O espaco de Sierpinski nao € metrizdvel.

Definigao 2.11. Sejam S e T topologias em um conjunto X. A topologia S € mais fraca

(mais grossa ou menor) do que a topologia T se S C T.

De modo alternativo, caso S C T, pode-se referir que a topologia 7 é mais forte (mais
fina ou maior) do que o topologia S

Seja (X, 7T) um espago topologico. Sao validas as seguintes inclusoes:
{0, X} cT CPX). (2.2)

Segue de (2.2) que a topologia trivial em X é mais fraca que qualquer outra topologia
em X. Decorre também de (2.2) que a topologia discreta em X é mais fina que qualquer
outra topologia em X.

Sejam (X, 7) um espago topologico e Y C X. Verifica-se que a familia
Ty ={YNU :UeT} (2.3)
¢ uma topologia em Y. A topologia 7y é chamada topologia induzida em Y por T .

Definigao 2.12. Seja (X, T) um espago topologico. Dizemos que (Y,T") € um subespago
topologico de (X, T) seY C X eT' ="Ty.

Quando no contexto estiver claro qual é a topologia que mune o conjunto X, podemos

simplesmente nos referir a um subespago topolégico pela terminologia “S é um subespaco

de X",

Exemplo 2.13. Z, com a topologia induzida pela topologia usual de R, é um espaco

topoldgico discreto.

Exemplo 2.14. R munido com a topologia usual € subespaco de R? munido com topologia

euclidiana.

2.2 Abertos e fechados topologicos

Nesta se¢ao, sera apresentada a definicao de conjuntos abertos e fechados no contexto

da topologia. Discutiremos as propriedades fundamentais desses conjuntos, que formam a
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base para o estudo de espacos topologicos. Estes conceitos sao essenciais para a defini¢ao
de continuidade, convergéncia e outros topicos fundamentais em Topologia.
Além disso, exploraremos as operacoes entre abertos e fechados, como interseccoes e

unioes, e a relacao entre esses conjuntos em diferentes espagos topologicos.

Definigao 2.15. Seja (X, T) um espago topoldgico. Dizemos que U € um aberto em X
com respeito a topologia T se U € T.

Em outras palavras, os elementos de uma topologia 7 num conjunto X sao chamados
de abertos.

O nome aberto para os elementos de uma topologia qualquer esta relacionado com o
fato de que nas topologias metrizaveis, os elementos destas sao subconjuntos abertos do
espaco métrico no sentido da Defini¢ao 1.32.

Uma consideracao relevante a ser feita é que nao é verdade que interseccao arbitraria
de abertos de uma topologia resulta em um aberto da topologia. De fato, considere R

munido com a topologia T induzida pela métrica usual. Temos que U,, = (0,1 + %) Sa0

abertos em R com respeito 7 para todo n € N. Entretanto, (U, = () (0,1+2) = (0, 1]

n=1 n=1
nao é um aberto em R com respeito T.

Definigao 2.16. Seja (X,7T) um espago topoldgico. Dizemos que um subconjunto F de
X ¢ fechado em X com respeito a topologia T se F e T, onde F® denota X — F.

Dado um espago topologico (X, T ), denotamos a colegao de todos subconjuntos fecha~

dos de X com respeito a topologia T por Fr. Dito de outra forma,
FT={FePX): FteT}. (2.4)

Proposicao 2.17. Sejam (X, T) um espago topoldgico e F' a colegio de fechados em X

com respeito a T. As sequintes afirmacoes sao vdlidas.
a) e FT e X € FT.

b) Sel éum conjunto qualquer de indices e Fy € F, para todoi € I, entdo (\F; € F.
iel

c) SeneNekFy,...,F,€F7, entio FLU...UF, € FT.

Demonstracgao. Basta usar o fato que 7 é um topologia e usar as relagoes de De Morgan,

C n E n
a saber, (ﬂE) = UFELe (UF}) = ﬂF]E O
j=1 j=1

el el
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Proposicao 2.18. Sejam X um conjunto e F C P(X) uma cole¢io com as sequintes

propriedades:
i) e FeXeF;

ii) dados I um conjunto qualquer de indices e F; € F, para todoi € I, tem-se (\F; € F;

iel
i11) dadosn € N e Fy,... F, € F, tem-se que F1U...UF, € F.
Se T € uma colecao de subconjuntos de X dada por
T={UeP(X):UecF}, (2.5)

entdo T ¢ uma topologia em X e F' = F.
Demonstracgao. Basta usar as propriedades de F e usar as relagoes de De Morgan. [

Proposicao 2.19. Seja (X, T) um espago topoldgico, S um subespaco de X e T a topolo-

gia induzida por T em S. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
i) U é aberto em S se, e somente se, U = SNU, sendo U aberto em X.
it) F' € fechado em S se, e somente se, F' = SNF, sendo F fechado em X.

Demonstragao. i) Segue imediatamente da defini¢ao de topologia induzida que mune

um subespago.
ii) Usando o item i) tem-se que
FeFrn<=S—FecTsg<—S—F =5nNU, paraalgum U € T

< F'=5SN(X—-U), para algum U € T
<= F'=SNF, para algum F € Fr.

2.3 Interior topologico

Nesta secao, sera introduzido o conceito de interior de um conjunto em um espago
topologico. Esse conceito éfundamental para a anélise da estrutura interna de subconjun-

tos em Topologia.
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Dado um espago topologico (X, 7T ) e um subconjunto A de X. A colegdo dada por
Tzz{UET:ACU} (2.6)

denota cole¢ao de todos abertos do espago topologico (X, 7T) que contém A. No caso em

que A = {a} a cole¢ao T4 é denotada simplesmente por 7,. Ja a cole¢ao dada por
Tao={UeT:UCcCA} (2.7)
denota a colegao de todos abertos do espago topolégico (X, 7) contidos em A.

Definicao 2.20. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Dizemos que um ponto
a € A € ponto interior de A com respeito a topologia T se existe U € T, tal que U C A.

Denotamos o conjunto dos pontos interiores de um subconjunto A de um espago
topologico por int(A).

Sejam (X,7T) é um espago topologico metrizavel proveniente de uma métrica d e
A C X. Neste caso, a é ponto interior de A com respeito a métrica d se, e somente se, a

é ponto interior de A com respeito a topologia T .

Proposigao 2.21. Se (X, T) € um espago topoldgico e A C X, entdo o conjunto int(A)
é aberto em X com respeito a topologia T, isto €, int(A) € T.

Demonstracao. Decorre da definicao de ponto interior de A, com respeito a topologia
T, que para cada x € int(A), existe U, € T tal que z € U, C A. Considere a unido
destes abertos U, citados, isto ¢, |J Us,.
z€int(A)
Sejay € |J U,. Segue que y € U,,, para algum zy € int(A). Visto que U,, € T e
z€int(A)
U., C A, segue por defini¢ao que y é um ponto interior de A com respeito a 7T, isto &,

y € int(A). Logo, |J U, Cint(A). A inclusdo int(A) C |J U, é 6bvia.

z€int(A) z€int(A)
Portanto,
int(A)= U U,. (2.8)
z€int(A)
e como int(A) é uma unido de membros de T, conclui-se que int(A) € T. O

Definigao 2.22. Sejam (X,T) um espago topoldgico e A C X. Dizemos que A € o

interior de A com respeito a topologia T se

A= U U, (2.9)

UET/A\

onde Ty ={U € P(X) : UeT eUC A}.
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Em outras palavras, a Defini¢ao 2.22 diz o interior de um subconjunto A de um espaco
topologico X é a uniao de todos abertos em X (com respeito a topologia de X) que estao
contidos em A.

Equivalentemente, o interior de um subconjunto A de um espago topoldgico X é o

maior aberto em X (com respeito a topologia de X) que esta contido em A.
Proposicao 2.23. Se (X,T) é um espago topoldgico e A C X, entdo A = int(A).

Demonstragao. Dado x € A= |J U, tem-se que x € Uy, para algum Uy € T4. Desta
UeTa -

forma, temos que Uy € T e x € Uy C A, o que implica por definigdo que x é ponto interior

de A, ou seja, x € int(A). Logo, A C int(A).

Por outro lado, dado x € int(A), segue que existe Uy € T tal que a € Uy C A. Assim,

UyeTAexzeUycC (U U)=A. Logo, int(A) C A.
UET/é

Portanto, A= int(A). O

Proposicao 2.24. Seja (X,7T) um espago topoldgico e A, B C X. Se B ¢é aberto em X
com respeito a topologia T e B C A, entio B C A.

Demonstracao. Como B ¢é aberto em X e B C A entao B € T4. Logo, pela Definigao

2.22 tem-se que B C ( |J U) = A. Portanto, B C A. O
UeTa

Proposigao 2.25. Seja (X, T) um espago topoldgico e A,B C X. Se A C B, entdo
AC B.

Demonstracao. Segue imediatamente da definicao de interior de um conjunto que A C
A. Assim, AC AC B. Como A é aberto em X e A C B, segue da Proposicao 2.24 que
ACB. O

Proposigao 2.26. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A, B C X. As sequintes afir-

macoes sao vdlidas:
i) ACA.
i) A=

Al
i) X = X .
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(o}

i) (AN B) = AN B.

Demonstragao. i) Segue imediatamente da definigdo de interior de um conjunto.

o

ii) Segue do item i) que A C A. Por outro lado, tomando U = A e V = A, temos que U
é aberto em X e U C V. Assim, segue da Proposicao 2.24 que U C V°, ou seja, A C A.
Portanto, A = A.

iii) Segue do item i) que X C X. Por outro lado, tomando U = X e V = X, temos que U
é aberto em X e U C V. Assim, segue da Proposicao 2.24 que U C V°, ou seja, X C X.
Portanto, X = X.

iv) Como ANB C Ae AN B C B, resulta da Proposigao 2.25 que (AN B) C Ae

(AN B) C B. Consequentemente, temos que (AN B) C AN B. Por outro lado, temos
que AN B é aberto em X e AN B C AN B. Logo, segue da Proposi¢ao 2.24 que
AN B C (AN B). Portanto, (AN B) = AN B. O

Proposicao 2.27. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Tem-se que A € aberto

em X com respeito a topologia T se, e somente se, A = A.

Demonstragao. Temos que A C A, conforme item a) da Proposigao 2.26. Por outro

lado, tomando U = A e V = A, temos que U é aberto em X por hipotese e U C V.

o

Assim, segue da Proposicao 2.24 que U C V°, ou seja, A C A. Portanto, A = A. n

Assim como ocorre em espagos métricos, um subconjunto A de um espacgo topologico
(X,T) é aberto em X se, e somente se, todos os seus pontos sdo pontos interiores com

respeito a topologia de 7. De fato, segue da Proposicao 2.23 e da Proposicao 2.27 que
AeT <<= A=A=1int(A). (2.10)

Proposicao 2.28. Sejam X um conjunto e g: P(X) — P(X) uma aplicagio com as

sequintes propriedades:
i) g(A) C A, para todo A € P(X);
it) g(g(A)) = g(A), para todo A € P(X);

iii) g(X) =X ;
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w) g(ANB) = g(A) Ng(B), para todos A, B € P(X).
Se T € uma colegcao de subconjuntos de X dada por
T={AcPX): A=g(A)}, (2.11)
entdao T € uma topologia em X .

Demonstracao. A demonstragao consiste em verificar que a colegao T satisfaz as condi¢oes

de topologia por meio das propriedades descritas na hipotese. O

2.4 Fecho topologico

Nesta se¢ao, sera introduzido o conceito de fecho de um conjunto em um espago
topologico. Esse conceito é fundamental para a analise da estrutura externa de subcon-
juntos em Topologia.

Destacaremos agora um resultado valido no contexto de espagos métricos que nos aju-
dara a motivar o conceito de fecho topolégico. Deixaremos a cargo do leitor a verificagao

das equivaléncias do resultado descrito abaixo.

Proposicao 2.29. Sejam (M,d) um espago métrico, A C M e a € M. As sequintes

condicoes sao equivalentes:
i) d(a,A) =0;
it) para todo € > 0, existe v € A tal que d(a,x) < €
iii) AN Blase) # 0, para todo € > 0;
w) ANU # 0, para todo aberto U em M (com respeito a métrica d) tal que a € U.

Defini¢ao 2.30. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Dizemos que um ponto
a € X ¢ um ponto aderente ao conjunto A se ANU # 0, para todo U € T,.

O conjunto de todos os pontos aderentes a um subconjunto A de um espaco topologico
X seréa denotado por ad(A).
Note que no caso em que X é um espaco topologico metrizavel, um ponto a é aderente

ao conjunto A C X se, e somente se, a satisfaz, com respeito a métrica que induz a
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topologia de X, a condi¢ao (iv) (e portanto todas as demais condigoes) descritas na
Proposicao 2.29.
Dado um espago topologico (X,7T), denota-se a colegdo de todos os fechados que

contém um subconjunto A de X por
]—“g:{Fe]-"T:ACF}. (2.12)

Ja a colegao
Fil={FeFT: FcA (2.13)
denota a colegao de todos fechados do espago topologico (X, T) contidos no subconjunto

A.

Definicao 2.31. Sejam (X,T) um espago topologico e A C X. Dizemos que A € a
aderéncia ou o fecho de A com respeito a topologia T se
A= (O F. (2.14)
Fe]—'%

Dados (X, 7T) um espago topolégico e A C X, segue da Proposi¢ao 2.17, item ii), que
o fecho A é um conjunto fechado em X.

Em outras palavras, a Definigao 2.31 diz o fecho de um subconjunto A de um espago
topologico X é a interseccao de todos fechados em X (com respeito a topologia de X)
que contém A.

Equivalentemente, o fecho de um subconjunto A de um espacgo topologico X é o menor

fechado em X (com respeito a topologia de X) que contém A.
Proposicao 2.32. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Tem-se que A = ad(A).

Demonstragao. Seja * € A e suponha que x ¢ ad(A). Se x ¢ ad(A), entdo existe
UyeT talquex € Uye UyN A = (. Tomando Fy = X — Uy, temos que F, é fechado

em X e A C Fy, ou seja, Iy € .7-"%. Assim, A= ( (| F) C Fy e como x ¢ F resulta
FeFT
A

que v ¢ A, o que ¢ um absurdo. Logo, x € A resulta em x € ad(A), isto é, A C ad(A).

Agora, considere x € ad(A) e suponha que v ¢ A. Sex ¢ A= () F, entdo v ¢ Fy,
FeFT

para algum Fj € .7-"%'. Tomando Uy = X — Fj, temos que Uy € T, xAE UyeUNA=0.
Isto implica que = ¢ ad(A), o que é um absurdo. Logo, x € ad(A) resulta em x € A, isto
é, ad(A) C A.

Portanto, A = ad(A) O
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Dado um espaco topolégico X e A C X, como o fecho A é fechado em X e ad(A) = A,
segue que o conjunto de todos os pontos aderentes a A (com respeito a topologia de X)

é um conjunto fechado em X.

Proposicao 2.33. Seja (X,T) um espago topoldgico e A, B C X. Se B é fechado em X
com respeito a topologia T e A C B, entdo A C B.

Demonstragao. Como B é fechado em X e A C B entao B € .7-"% . Logo, pela Definic¢ao
2.31 tem-se que A = ( () F) C B. Portanto, A C B O

FeFT
A
Proposicao 2.34. Seja (X,T) um espago topoldgico e A,B C X. Se A C B, entdo
ACB.
Demonstracao. Segue imediatamente da definicao de fecho de um conjunto que B C B.
Assim, A ¢ B C B. Como B é fechado em X e A C B, segue da Proposicdo 2.33 que
ACB. O
Proposigao 2.35. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A, B C X. As sequintes afir-

macoes sao vdlidas:

i) AC A.
i) A=A4.
iii) D =10.

iw) AUB=AUB.
Demonstragao. i) Segue imediatamente da definigao de fecho de um conjunto.

ii) Segue do item i) que A C A. Por outro lado, tomando U = A e V = A, temos que V
¢ fechado em X e U C V. Assim, segue da Proposicdo 2.33 que U C V, ou seja, A C A.
Portanto, A = A.

iii) Segue do item i) que § C . Por outro lado, tomando U = @) e V = (§, temos que V
¢ fechado em X e U C V. Assim, segue da Proposicio 2.33 que U C V, ou seja, 0co.
Portanto, 0=0.

iv) Como A C AUB e B C AUB, resulta da Proposicao 2.34 que AC AUBeB C AUB.
Consequentemente, temos que AUB C AU B. Por outro lado, temos que AU B é fechado

em X e AUB C AU B. Logo, segue da Proposicio 2.33 que AU B C AU B. Portanto,
AUB=AUB. O



CAP. 2 ¢ ESPACOS TOPOLOGICOS

29

Proposigao 2.36. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Tem-se que A € fechado

em X com respeito a topologia T se, e somente se, A = A.

Demonstragao. Temos que A C A, conforme item a) da Proposicao 2.35. Por outro
lado, tomando U = A e V = A, temos que V é fechado em X por hipotese e U C V.
Assim, segue da Proposicao 2.33 que U C V, ou seja, A C A. Portanto, A = A. n

Proposigao 2.37. Sejam X um conjunto e f: P(X) — P(X) uma aplicagio com as

sequintes propriedades:
i) AC f(A), para todo A € P(X);

ii) f(f(A)) = f(A), para todo A € P(X);

iii) f(0)=0;

i) f(AUB) = f(A)U f(B), para todos A, B € P(X).
Se F € uma colecao de subconjuntos de X dada por

F={AeP(X): A= f(A)}, (2.15)

entio T ={U € P(X) : (X —U) € F} ¢ uma topologia em X e F' = F.

Demonstracgao. Verifiquemos que a cole¢ao F tem as propriedades descritas na hipotese

da Proposicao 2.18.

De acordo com propriedade iii) da aplicacao f, temos que () € F. Também de acordo com a
propriedade i) da aplicac¢ao f, temos que X C f(X). Por outro lado, como f(X) € P(X),
segue que f(X) C X. Logo, X = f(X) e consequentemente X € F. Portanto, ) € F e
X e F.

Antes de verificar que qualquer interseccao de membros de F pertence a F, provemos que
para todos A, B € P(X) é valido:

ACB= f(A) C f(B). (2.16)
De fato, usando a propriedade iv) da aplicagdo f temos que

ACB=B=AU(B-A) = f(B) = f(A)U f(B - A) = f(A) C f(B).
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Agora, sejam I um conjunto qualquer de indices e F; € F, para todo ¢ € I. Note que como
cada F; € F, entdao f(F;) = F;. Como ((F;) C F;, para todo i € I, segue de 2.16 que

el

f(NF) C f(F;) = F;, para todo i € I. Logo, f((F;) C () F;. Por outro lado, usando a
iel icl icl
propriedade i) da aplica¢do f, temos que (| F; C f([F;). Assim, f((F;) = () F; e isto
iel iel iel iel

implica que (N F; € F.
iel

Verifiquemos que uniao finita de membros de F pertence a F. Sejam Fi,...F, € F.
Como Fi,...F, € F, entdao f(Fy) = Fi,..., f(F,) = F,. Usando a propriedade iv) da

aplicacao f, temos que
FLUu...UF, =f(F)U...Uf(F,)=f(FLU...UF,),

e isto implica que F1U...UF, € F.

Logo, verificou-se que a colecao F possui as propriedades descritas na hipotese da Proposicao
2.18. Portanto, segundo a tese da Proposi¢ao 2.18, a colegao 7 é uma topologia em X
tal que F7 = F. n

Proposicao 2.38. Sejam (X,T) um espago topolégico e A C X. Tem-se que

@ = (z‘;[:) (2.17)

(?1)8 = (A%). (2.18)

Demonstracgao. Segue das relagoes de De Morgan e das defini¢oes de interior e fecho

topolégicos. O



CAPITULO 3

Espacos topologicos generalizados

Neste capitulo apresentamos o conceito de topologia generalizada e resultados rela-
cionados. Este contetudo estd baseado nos artigos [4] e [5]. Também é apresentado neste
capitulo o conceito de continuidade generalizada introduzido por Vieira no artigo [2]| e
resultados relacionados presentes no artigo [3|. Ao final do capitulo sdo apresentados re-
sultados originais que caracterizam topologias generalizadas induzidas por continuadores

quaisquer e continuadores bijetores.

3.1 Funcoes monotonicas

Nesta secao abordaremos o conceito de fun¢oes monotdnicas e algumas de suas pro-

priedades, uma vez que este conceito é crucial para a indugao de topologias generalizadas.

Definigao 3.1. Seja X um conjunto. A fungao v: P(X) — P(X) € dita monotonica se
para todos A, B € P(X) com A C B, tem-se que y(A) C v(B).

Denotamos por I'(X) a cole¢ao de todas as fungoes monotonicas v: P(X) — P(X).

Exemplo 3.2. Seja X um conjunto. A func¢ao identidade sobre P(X) que associa cada
subconjunto A de X a ele proprio € uma fungdao monoténica. Em outras palavras, a fungao

identidade f(A): P(X) — P(X) dada por
f(4) = A, (3.1)

31
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€ monotonica.

Exemplo 3.3. Seja (X,T) um espago topoldgico. Segue da Proposi¢ao 2.25 que a fungdo
que associa cada subconjunto A de X ao seu interior com respeito a topologia T €

monoténica. Em outras palavras, a funcdo interior i(A): P(X) — P(X) dada por
i(A)=A, (3.2)
€ monotonica.

Exemplo 3.4. Seja (X, T) um espago topoldgico. Segque da Proposi¢ao 2.34 que a fung¢ao
que associa cada subconjunto A de X ao seu fecho com respeito a topologia T, € monotonica.

Em outras palavras, a fungao fecho ¢(A): P(X) — P(X) dada por
c(A)=A (3.3)
€ monotonica.
Vejamos agora um exemplo de funcao na qual a monotonicidade nao é valida.

Exemplo 3.5. Considere a fungao fronteira 0: P(R) — P(R), que associa a cada sub-
conjunto de R os pontos da sua fronteira. Basta exibirmos um par de subconjuntos para
o qual falha a propriedade de monotonicidade. Tome A = [0,1] e B = [0,2]. Claramente,
A C B, entretanto, {0,1} = 0A ¢ 0B = {0, 2}.

Proposicao 3.6. Seja X um conjunto. Se vy,0 € I'(X) entdo o oy € T'(X).

Demonstragao. Sejam A, B € P(X) tais que A C B. Como ~ é fun¢ao monotonica, tem-
se que A C B implica que v(A) C v(B). Da mesma forma, como ¢ é fungdo monotonica,
tem-se que y(A) C v(B) implica que o(7y(A)) C o(y(B)). Assim, para A C B implica que
(0 09)(A) C (0 0v)(B). Portanto, o oy é fun¢ao monoténica, isto é, c oy € I'(X). O

Exemplo 3.7. Segue da Proposi¢ao (3.6) que as fungées abaizo sao monotoénicas:
(i) coi;
(ii) ioc;
(11i) coioc;

(iv) iocoi.
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Definigao 3.8. Sejam X um conjunto e v: P(X) — P(X) uma fun¢ao. Um subconjunto
U de X € dito v-aberto se U C y(U).

Visto que vazio ¢ subconjunto de qualquer conjunto, é claro que () é y-aberto, ou seja,

0 cC~(0).

Proposicao 3.9. Sejam X um conjunto e I um conjunto nao-vazio de indices. Se vy €
['(X) e U; é y-aberto, para todo i € I, entao | J U; é y-aberto.

iel
Demonstracao. Por hipotese, como cada U; é y-aberto, segue por definicao que, para

todo i € I, U; C v(U;), donde resulta que

Jui c ). (3.4)

el el

Como ~ é monotonica, para cada j € I segue por definicao que

U; c|JUi = (U <y (U Ui>

iel iel
e, consequentemente,
Unwi) vy (U Uz) : (3.5)
i€l el
Segue de (3.4) e (3.5) que
L-Jl% C:W’<L,JLQ> .
i€l el
Portanto, |J U; é vy-aberto. O
iel
Em outras palavras, a proposicao anterior garante que qualquer uniao de conjuntos

~v-abertos é y-aberto, desde que a fungao 7 seja monotonica.

Uma questao natural é se a proposi¢ao anterior também seria valida para intersecoes.
Em outras palavras, se cada U; é v-aberto, entao (| U; é v-aberto? A resposta é nao.
Considere X = R munido com a topologia usual eﬁaj funcao interior i : P(R) — P(R).
Tome os intervalos abertos da forma U; = (1 — 1/i,1 4 1/i), para todo i € N. Note que

cada U; é i-aberto, ja que vy(U;) = U;. Contudo, (U; = (1 —1/i,1 +1/i) = {1} e
i€l iel
NU ={1} £ 0 =i({1}) =i(N V).

iel i€l
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Proposicao 3.10. Sejam X wum conjunto e I wm conjunto nao-vazio de indices. Se

v :P(X) = P(X) éinjetora e U; € y-aberto, para todo i € I, entao (| U; € y-aberto.
el

Demonstragao. Por hipotese, como cada U; é y-aberto, vale que U; C v(U;), para todo

U c (v (U).

el il

t € I, donde resulta que

Como 7 é uma funcao injetora, vale que

el iel
Logo,
ﬂ Uz C f}/(m Uz)
i€l el
Portanto, () U; é y-aberto. O

iel
Definigao 3.11. Sejam X um conjunto, I um conjunto nao-vazio de indices e G C P(X)

uma colecao de subconjuntos de X. A colecao G € uma topologia generalizada de X se

as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) D egG.

(ii) Se U; € G, para todo i € I, entao |JU; € G.

el

E claro que toda topologia em X é uma topologia generalizada em X.

Proposicao 3.12. Sejam X um conjunto e v € I'(X). A colegao de subconjuntos de X
dada por
G, ={U € P(X)|U € ~-aberto} (3.6)

€ uma topologia generalizada de X .

Demonstracgao. De fato, isto decorre imediatamente do fato que vazio é sempre y-aberto

e da Proposicao 3.9. [

Como corolario da proposi¢ao anterior segue que as seguintes proposi¢oes sao casos

particulares de topologias generalizadas.
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Corolario 3.13. Sejam (X, T) um espago topoldgico e i a fungao interior associada 6 T .

A colecao de subconjuntos de X dada por
Ti={U € P(X)|U é€i-aberto} ={U € P(X)|U Cc U} (3.7)
€ uma topologia generalizada em X e, além disso, Ti =T .

Demonstracao. Como i é uma funcao monotodnica, segue da Proposicao 3.12 que 7T é

uma topologia generalizada em X. Além disso,
T = {U € P(X)|U ¢ i-aberto} = {U € P(X)|U U}
—{UePX)|U=U}=T.
O

Corolario 3.14. Sejam (X,T) um espago topoldgico e ¢ a fun¢ao fecho associada a T .

A colegio de subconjuntos de X dada por
T.={U € P(X)|U ¢ c-aberto} = {U € P(X)|U C U} (3.8)
é uma topologia generalizada em X e, além disso, T, = P(X).

Demonstracao. Como ¢ é uma fungao monotonica, segue da Proposicao 3.12 que 7T; é

uma topologia generalizada em X. Além disso,
T ={U € P(X)|U & c-aberto} = {U € P(X)|U c U} = P(X).
O

Corolario 3.15. Seja (X, T) um espago topoldgico. As sequintes colegoes de subconjuntos

de X sao topologias generalizadas:
(i) Ta ={U € P(X)|U € (coi)-aberto} ={U € P(X)|U CU}.

(i1) T ={U € P(X)|U € (ioc)-aberto} ={U € P(X)|U C%}

(111) Tae ={U € P(X)|U € (coioc)-aberto} ={U EP(X)|UC%}.

(v) T ={U € P(X)|U € (iocoi)-aberto} = {U € P(X)|U CE}



SECAO 3.2 ¢ INTERIOR E FECHO DADOS POR FUNCAO MONOTONICA 36

Demonstracgao. Visto i e ¢ sao funcoes monotonicas, segue diretamente da Proposicao

3.12 que as composigoes relativas a tais fungoes geram topologias generalizadas em X. [J

Os elementos das topologias generalizadas geradas pelas composigoes entre as funcoes
i e ¢ sdo chamados de semi-abertos (y = ci), pré-abertos (v = ic), f-abertos (y = cic) e

a-abertos (y = ici).

Exemplo 3.16. Seja R munido com a topologia usual T. Vamos comparar T com as
topologias generalizadas Te;, Tic, Teics Tici-

(i) T C T & P(R). De fato, se U € T, entio U = U. ComoU C T ¢ sempre vdlido,
seque que U C [O] Portanto, T C T.. Por outro lado, temos que Q ¢ @ = (), donde
resulta que To; & P(R).

(1)) T C Tie & P(R). De fato, se U € T, entao U = U. Como % € 0 maior aberto contido
em U e U € um aberto Sontido em U, seque que U C % Portanto, T C T;.. Por outro
lado, temos que {1} ¢ {1} = 0, donde resulta que T;e & P(R).

(111) De modo andlogo ao item (ii), verifica-se que T C Tue & P(R).

(iv) De modo andlogo ao item (i), verifica-se que T C Tie; & P(R).

3.2 Interior e fecho dados por funcao monotdénica

Assim como a partir de uma topologia define-se interior e fecho de um subconjunto,
veremos nesta secao que é possivel definir interior e fecho de um subconjunto a partir de

uma fun¢ao monotonica.

Definigao 3.17. Seja X um conjunto, A € P(X) ey € I'(X). A unido de todos os
subconjuntos ~y-abertos contidos em A é chamada de y-interior de A e € denotada por

i,(A). Em outras palavras,

WA= |J U (3.9)

Ueg’y,ﬂ

onde

Ga={UePX)|Ueg, eUC A} (3.10)

Da mesma forma que para uma topologia em X, a fungao interior i: P(X) — P(X)

associa cada subconjunto de X ao seu interior com respeito a essa topologia, para uma
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topologia generalizada induzida por uma fungdo monoténica v a fungao i, : P(X) — P(X)

associa cada subconjunto de X ao seu ~y-interior. A funcao i, ¢ chamada fung¢ao y-interior.

Proposigao 3.18. Seja X um conjunto, A € P(X) ey € I'(X). O ~-interior de A € o

maior subconjunto ~y-aberto contido em A.

Demonstracao. Tem-se por defini¢do que i,(A) é a unido de todos os subconjuntos 7-
abertos contidos em A. Segue da Proposi¢ao 3.9 que a uniao de ~v-abertos é y-aberto,
logo i,(A) é y-aberto e como ele é a uniao de todos os y-abertos contidos em A, entdo ele

é o maior y-aberto contido em A. m

Proposicao 3.19. Seja X um conjunto, A,B € P(X) ey € I'(X). Se B é ~y-aberto e
B C A, entao B C i,(A).

Demonstragao. Como B é vy-aberto e B C A entao B € g;‘. Logo, pela Definigao 3.17
tem-se que W C ( |J U)=1i,(A). Portanto, B C i,(A). O

Ue gfy,/‘i

Proposicao 3.20. Seja X um conjunto, A,B € P(X) e~ € I'(X). Se B C A, entdo
iy (B) Ciy(A).

Demonstracao. Segue imediatamente da definicao de ~-interior de um conjunto que
i,(A) C V. Assim, i,(4) C A C B. Como i,(A) é y-aberto e i,(A) C B, segue da
Proposigao 3.19 que i, (B) C i, (A). O

Proposicao 3.21. Seja X um conjunto, A,B € P(X) e~ € I'(X). As sequintes afir-

magdes sio vdlidas:
i) i,(A) C A.
i) 1, (0) =10,
iii) 1, (1,(A)) = 1, ().
iv) iy (AN B) C iy(A) N, (B).

Demonstragao. i) Segue imediatamente da definigdo de - interior de um conjunto.

ii) Segue do item i) que i,(@) C @. Por outro lado, é claro que § C i,(0). Portanto,
£,(0) = 0.
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iii) Segue do item i) que i, (i,(A4)) C i,(A). Por outro lado, tomando U = i,(A) e
V = 1,(A), temos que U é ~v-aberto e U C V. Assim, segue da Proposicao 3.19 que
U C iy (V), ou seja, i,(A) C i, (i,(A)). Portanto, i, (i,(A4)) =1i,(A).

iv) Como AN B C Ae AN B C B, resulta da Proposigao 3.20 que i, (AN B) Ci,(A) e
i, (AN B) Ci,(B). Portanto, i, (AN B) C i, (A) Niy(B). O

Proposicao 3.22. Um conjunto A € y-aberto se, e somente se, A =1i,(A).

Demonstracao. Se por hipotese A = i,(A), entdo é claro que A é y-aberto. Recipro-
camente, temos que i,(A) C A, conforme item i) da Proposicao 3.21. Por outro lado,
tomando U = A e V = A, temos por hipotese que U é v-aberto e U C V. Assim, segue
da Proposicao 3.19 que U C i,(V), ou seja, A C i,(A). Portanto, A =i,(A). O

Definigao 3.23. Sejam X um conjunto ey: P(X) — P(X) uma fun¢io. Um subconjunto
F de X ¢ dito y-fechado se Ft ¢é ~-aberto.

Note que X é sempre ~-fechado, pois X C_pe sempre y-aberto.

Proposicao 3.24. Sejam X um conjunto e I um conjunto nao-vazio de indices. Se

v € T(X) e F; € ~y-fechado, para todo i € I, entao [ F; € ~y-fechado.
iel

Demonstracao. Segue das Leis de De Morgan e da Proposicao 3.9. O

Definigao 3.25. Seja X um conjunto, A € P(X) ey € I'(X). A interse¢io de todos
os subconjuntos y-fechados que contém A € chamada de ~y-fecho de A e € denotada por

¢, (A). Em outras palavras,

o(A)= (] F (3.11)

onde
J-"gz —{FeP(X)|F'eG, e ACF} (3.12)

PY?
Da mesma forma que para uma topologia em X, a fungao fecho ¢: P(X) — P(X)
associa cada subconjunto de X ao seu fecho com respeito a essa topologia, para uma
topologia generalizada induzida por uma fun¢ao monoténica vy a fungao ¢, : P(X) — P(X)

associa cada subconjunto de X ao seu ~-fecho. A fungao ¢, ¢ chamada fung¢ao ~y-fecho.

Proposicao 3.26. O conjunto ¢, (A) € o menor conjunto y-fechado que contém A.
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Demonstracao. Tem-se por definicao que ¢, (A) é a intersecao de todos os subconjuntos
~-fechados que contém A. Segue da Proposicao 3.24 que a intersecao de ~y- fechados é
7y-fechado, logo ¢,(A) é y-fechado e como ele é a intersegao de todos os vy-fechados que

contém A, entao ele é o menor y-fechado que contém A. m

De forma analoga, verifica-se a validade de propriedades para y-fechos similares aquelas

de fechos topolodgicos. Incentivamos o leitor a listar e verificar essas propriedades.

3.3 Continuidade generalizada

Iniciaremos essa se¢ao apresentando a defini¢ao de continuidade classica (usual) de

uma funcao definida entre espagos topologicos.

Definigao 3.27. Sejam (X, TX) e (Y,TY) espagos topoldgicos, f: (X, TX) — (Y, TY)
uma funcao e a € X. Diz-se que a fung¢ao f € continua em a se, para todo U &€ 7}’&),
existe um A € TX tal que f(A) C U.

Definigao 3.28. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos e f: (X, T*) = (Y, TY)

uma fungao. Diz-se que a funcao f € continua se f € continua em a, para todo a € X.

Uma caraterizagao amplamente conhecida para fung¢oes continuas entre espagos topologi-

cos é apresentada abaixo. Convidamos o leitor a verificar a sua demonstragao.

Proposigao 3.29. Sejam (X, T*) e (Y, TY) espagos topoldgicos e f: (X, TX) — (Y, TY)

uma funcao. Tem-se que f € continua se, e somente se, f~H(U) € T, para todo U € T~ .

De agora em diante nesta se¢ao, sera explorada a nocao de continuidade generalizada
introduzida em [2| e [3]. Faremos aqui uma sintese parcial de defini¢oes e resultados abor-
dados originalmente nestes artigos, os quais subsidiarao o desenvolvimento dos resultados
da proxima secao. As demonstragoes de alguns resultados a seguir foram omitidas, porém
podem ser consultadas nos artigos citados acima.

O conjunto de todas as fungdes de um conjunto A para um espago topolégico (B, T?) é
denotado por F(A, (B, T?)) ou simplesmente por F(A, B), quando est4 claro qual topolo-

gia ¢ adotada no contradominio B.
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Definigao 3.30. |2, p. 86] Seja X um conjunto ndo vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos
topologicos, f: X — (Y, TY) en: X — (Z,T%) fungoes e a € X. Diz-se que a funcio f

€ n-continua em a se, para todo U &€ 7}3(;), existe um V € 7;2((1) tal que
f(n™ (V) c U. (3.13)

Uma fungao f que é n-continua em a também pode ser chamada de continuante
de n em a e a funcao n é chamada de continuador de f em a. Fixando uma funcao

n: X — (Z,T#), um ponto a € X e um espago topologico (Y, T"), o conjunto
Co(a, X,Y) ={f € F(X,(Y,T")) | f & n-continua em a} (3.14)

representa o conjunto de todos os continuantes de n em a com respeito a X e (Y, T7Y).

Um elemento do conjunto
Cu(X,Y) =[] Cala, X,Y) (3.15)

aceX

¢ uma funcdo n-continua em todos os pontos de X. O conjunto C,(X,Y’) representa o
conjunto de todos os continuantes de n com respeito a X e (Y,7Y). Por outro lado,

fixando uma funcao f: X — (Y, 7Y), um ponto a € X e um espago topologico (Z, T?),

o conjunto
Cla,X,2)={n e F(X,(Z,T?) | f € Cola, X,Y)} (3.16)
representa o conjunto de todos os continuadores de f em a com respeito a X e (Z,T?).
O conjunto
Cl(X,Z2)= () Cla,X,2) ={n e F(X,(2,T7)) | f € Cu(X,Y)} (3.17)

acX
representa o conjunto de todos os continuadores de f com respeito a X e (Y, 7T7Y).
Pode-se notar que em (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) as topologias nos contradominios
das funcoes sao omitidas nas notacoes desses conjuntos, pois essa informacao é clara no

contexto.

Exemplo 3.31. |2, p. 87| Seja X um conjunto nao vazio, (Y, Ty) um espaco topoldgico e
seja a € X. Toda fungao f: X — (Y,Ty) é f-continua em a. De fato, dado U € Ty tal
que f(a) € U, entao tome V =U e seque-se que

Portanto, f € f-continua em a, ou seja, f € Cy(a,X,Y) e f € Cp(a, X,Y).
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Exemplo 3.32. |2, p. 88| Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos, a € X eid: (X, TX) —
(X, T%X) a fungdo identidade. Uma funcao f: (X, TX) — (Y, TY) é continua em a se,
e somente se, f € id-continua em a. De fato, quando V € TX ¢é considerado, note que
fid=Y(V)) = f(V). Portanto, a condigdo requerida na definicao cldssica de continuidade

e a condigao (3.30) sao equivalentes.

Exemplo 3.33. [2, p. 88| Seja R equipada com a topologia usual, a um nimero real maior
que 0 e seja id: R — R a fungao identidade e m: R — R a fun¢do dada por m(x) = |z|.
Para todo subconjunto aberto V de R contendo m(a) = a, considere Vt =V N [0,00) e
V-={zeR: —x eV} Note que m (V) =VTUV~. Considerando o subconjunto
aberto U = (0,00) de R contendo id(a) = a, resulta que para todo subconjunto aberto V

de R contendo m(a) = a € vdlido que
id(m (V) =id(VT UV )=VTuV ¢ (0,00) =U.
Portanto, id nao é m-continua em a, ou seja, id ¢ C,,(a,R,R) e m ¢ C(a, R, R).

Proposigao 3.34. |2, p. 86| Seja X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espacos
topoldgicos, f: X — (Y, TY) en: X — (Z,T?) fungoes e a € X. As sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:
(i) Se f € uma fungao constante, entio f € C,(a, X,Y).

(ii) Se n é uma fungao constante e f € C,(a,X,Y), entao f(X) C U, para todo U €
TY
f(a)

Teorema 3.35. |2, p. 96] Seja X um conjunto nao vazio, (Y, TY), (Z,T?) e (R, TH?)
espagos topoldgicos, f: X — (Y, TY), m: X = (Z,T?) en: X — (R, TR) fungoes e
aeX. SefeCula,X,)Y)emeC,a,X,72), entao f € Cy(a,X,Y).

Agora apresentaremos resultados sobre como composicoes de fungoes com con-
tinuidade generalizada se comportam. Para facilitar o entendimento do Teorema 3.36,

considere o seguinte diagrama.
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6T
(Y, 7)
e
Yo
X
\ (2,77)
(27 TZ) 10z
*
(P, T7)

Teorema 3.36. [3, p. 17| Seja X um conjunto nao-vazio, (Y, TY), (Z,T%), (G,T¢) e
(P, TT) espagos topoldgicos, f: X — (Y, TY), g: (Y, TY) = (G, T, n: X — (Z,T?) e

p: (Z,T?) — (P, T?) fungdes. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se fe F(X,Y) ege Cu(Y,G), entio go f € Ci(X,G).
(i) Se f e C(X,Y) ege Cu(Y,G), entio go f € C,(X,G).
(i) Sen € F(X,Z) eid € Cy(Z,2), entao n € Cpon(X, Z).
(iv) Se f e C(X,Y) eid € C\)(Z,Z), entio f € Cpon(X,Y).
(v) Se feCu(X,Y), g€ Cu(Y,G) eide C\(Z,Z), entiao go f € Cpon(X, G).
G

Demonstragao. (i) Sejaa € X e U € ﬁgof)(a). Como ﬁ?of)(a) =T

o(f(a)) € pela hipotese

g € Ciu(Y,G), entdo existe V € '7?&) tal que g(V') C U. Segue que

UMW) CV=g(f(f (V) CgV) = (go H(f (V) CU.

Portanto, go f é f-continua em a. Como a € X é arbitrario, segue que go f € C;(X, G).

(ii) Se g € Cia(Y,G), segue do item (i) que go f € C¢(X,G). Como go f € C4(X,G) e
pela hipotese f € C,(X,Y), segue do Teorema 3.35 que go f € C,(X,G).

iii) Sejaa € X e V € T2 . Seid € C,(Z,7), entdo id é p-continua em n(a) € Z. Como
n(a) p

V € T7, eidé p-continua em n(a), entao existe W € T, ), tal que id(p~'(W)) C V,

ou seja, p~ (W) C V. Segue que

n((pon) (W) =n(n"(p~ (W) Cn(n (V) C V.
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Portanto, n é (p o n)-continua em a. Como a € X ¢é arbitrario, entao n € Cpo, (X, Z).

(iv) Pelo item (iii) acima, se id € C,(Z,Z), entdo n € Cpopn(X, Z). Como f € C,(X,Y) e
n € Cpon(X, Z), segue do Teorema 3.35 que f € Cpo,(X,Y).

(v) Se f € Co(X,Y) e g € Cu(Y,G), segue do item (ii) que go f € C,(X,G). Como id €
C,(Z,7), segue do item (iii) que n € Cpon(X,Z). Se go f € Co(X,G) e n € Cpon(X, Z),
segue do Teorema 3.35 que go f € Cpon(X, G). O

Corolario 3.37. [3, p. 18] Seja X um conjunto nao-vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espacos
topoldgicos, f: X — (Y, TY), g: (Y, TY) — (G, T®) fungées. Se go f nao é f-continua,

entao g nao € continua.

Demonstragao. Segue da contrapositiva do item (i) do Teorema 3.36. O

Seja X e T conjuntos nao-vazios e (Z, TZ) um espaco topologico. Considere a funcdo
de proje¢ao na primeira coordenada m: X x T — X e um continuador n: X — (Z,T7%).

Entdo a fungdo nom : X x T — (Z,T#) é dada por
(nom)(z,t) =n(m(z,t)) =n(zx).

Finalmente, o proximo resultado relaciona a continuidade generalizada de um contin-
uante f em relacao a um continuador descrito como uma composicao de fungoes com a
continuidade generalizada do mesmo continuante f em relagao a um continuador descrito

como uma func¢ao cartesiana.

Teorema 3.38. (3, p. 19] Seja X um conjunto nao-vazio e (T,TT), (Y, TY) e (Z,T%)
espagos topoldgicos. Sejam f: X x T — (Y, TY), m: T — (T, TY) en: X — (Z,T?)
fungoes. Se f € Coor, (X XT,Y) em € uma fungao sobrejetora, entao f € Cpum(X XT,Y).

Demonstragao. Seja (a,s) € X xT e U € 7?(;75). Como f é (n o m)-continua, entdo
existe V € 7?2 Ja.s) tal que f((n om ) (V) C U. Considere W =V x m(T) e note que

nomy

W e (T? T m@mes) e W=V xT, porque m é uma fungao sobrejetora. Como

(nom)*(V)={(z,t) e X xT: n(x) eV} =n'(V)xT,
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segue que

Entdo f((n x m)~*(W)) = f((nom) Y(V)) C U. Portanto, f € Chum(X x T,Y). O

3.4 'Topologias generalizadas dadas por continuadores

Nesta ultima segao deste trabalho apresentaremos resultados originais que caracteri-
zam topologias generalizadas induzidas por continuadores quaisquer, bem como por con-

tinuadores bijetores.

Proposigao 3.39. Temos que f: X — (Y, TY) é n-continua com respeito a n: X —
(Z,T?) se, e somente se, f: (X, T") — (Y, TY) € continua com respeito a topologia T"
dada por

T"={AcPX)|A=n""(V) para algum V € T?} = {n" Y (V) |V € T?}  (3.18)

Demonstragao. Sejama € X e U € 7?(/(1). Se f: X = (Y, TY) é n-continua em a, entao
existe um V' € 7.7 ) tal que f(n~'(V)) C U. Tome A =n~'(V) e note que A € 7. Logo,
existe A € T" tal que f(A) C U, isto &, f: (X, T™) — (Y, TY) é continua em a.

Reciprocamente, se f: (X,7") — (Y, TY) é continua em a, entao existe A € T tal que
f(A) Cc U. Como A € T, entdo existe algum V € T7Z tal que A = n=}(V) e como
a € A, tem-se que n(a) € V. Logo, existe V € 7;LZ(G) tal que f(n='(V)) C U. Portanto,
f: X = (Y, TY) é n-continua em a. O

Relembremos o enunciado do Corolario 3.15 que nos diz que sendo (X, 7) um espago

topologico, entao as seguintes cole¢oes de subconjuntos de X sao topologias generalizadas:

() T = {U € P(X)|U 6 (coi)aberto} = {U € P(X)|U C U}
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(ii)) T ={U € P(X)|U ¢ (ioc)-aberto} = {U € P(X)|U C%}
(iii) Tae ={U € P(X)|U é (coioc)-aberto} = {U € P(X)|U C%}

(iv) Tio ={U € P(X)|U é (iocoi)-aberto} = {UEP(X)|UC5}.

Nosso objetivo nessa segao ¢ descrever as topologias generalizadas 7;*, 71, 7. e T4,
induzidas a partir da topologia 7™ dado por um continuador n.

Para tanto, é necessério antes de mais nada descrever os interiores e fechos de subcon-
juntos de X com respeito a topologia 7.

Considere um continuador n: X — (Z,77). Denotaremos o interior de um sub-
conjunto A de X com respeito a topologia 7™ por i,(A) e denotaremos o fecho desse
subconjunto por ¢,(A). Ja o interior de um subconjunto V' de Z com respeito a topologia
T# denotaremos por iz(V) e denotaremos o fecho de subconjunto por ¢z (V).

Temos por defini¢ao de interior que

W)= J W= V),

WeTy =1 (V)ETh
sendo
Th={WeT" | WcCA={n (V)| VeT?en(V)cC A}

Em outras palavras, i,(A) é a unido de todos os abertos com respeito a topologia T™
contidos no subconjunto A.
Considere a subfamilia da topologia 74 composta por todos os abertos com respeito

a essa topologia contidos na imagem direta n(A), isto é,
7;2@ ={VeT?|Vcn(A)}.
Considere também a familia dada por

n={n(V)|Ve ﬁ@)} ={n (V)| VeT?eV cn(A)}

O intuito aqui ¢ investigar se as familias 7} e R’ sao comparaveis por inclusao. Para

tanto, necessitamos da seguinte proposicao:

Proposicao 3.40. Seja n: X — Z uma fungao. As sequintes sentencas sao validas:
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i) Sen é sobrejetora e n=' (V) C A, entao V C n(A).
i) Sen € injetora e V C n(A), entao n= (V) C A.

Demonstracao. i) Seja z € V. Como n é sobrejetora, entao existe x € X tal que
n(x) = z. Dessa forma, se n(z) € V, entao x € n=!(V) e, por hipotese, n(x) € n(A), ou
seja, z € n(A). Portanto, V C n(A).

ii) Seja x € n (V). Se z € n ! (V), entdo n(x) € V e, por hipotese, n(z) € n(A),
isto ¢, existe ' € A tal que n'(z) = n(xz). Como n ¢é injetora, segue que ' = x e,

consequentemente, z € A. Portanto, n= (V) C A. O
Corolario 3.41. Seja n: X — Z uma funcao. As sequintes sentenc¢as sao vdlidas:

i) Sen é sobrejetora, entao Ty C RY.

it) Se n € injetora, entdo R C T}.

Corolario 3.42. Sejan: (X,T") — (Z, Z) um continuador. As sequintes senten¢as $ao

vdlidas:
i) Sen € sobrejetora, entio i,(A) C n~'(iz(n(A))).
ii) Se n € injetora, entio n~'(iz(n(A))) C i,(A).

Demonstracao. i) Como por hipétese n é sobrejetora, segue do Corolario 3.41 que

Th C RY. Disso, resulta que

WA= | e

Portanto, i,,(A4) C n~!(iz(n(A))). O
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ii) Como por hipotese n é injetora, segue do Corolario 3.41 que R C ’Tg. Disso, resulta

que

Portanto, n=!(iz(n(A))) C i,(A).
Corolario 3.43. Sejan: (X,T") = (Z,2) um continuador. As sequintes sentenc¢as sao
validas:
i) Sen é sobrejetor, entao n(i,(A)) Ciz(n(A)).

ii) Se n € injetor, entio iz(n(A)) C n(i,(A)).

iii) Se n € bijetor, entao n(i,(A)) =iz(n(A)).
Demonstragao. i) Como n é sobrejetor, segue do Corolario 3.42 que i,,(A) C n~!(iz(n(A))),
o que implica que n(i,(A)) C n(n"'(iz(n(A)))) Ciz(n(A)).

ii) Como n ¢é injetor, segue do Corolério 3.42 que n~'(iz(n(A))) C i,(A), o que implica
que n(n71(iz(n(A)))) C n(i,(A4)). Como n é sobrejetor, segue que n (n=1(iz(n(A)))) =
iz(n(A)). Portanto, iz(n(A)) C n(i,(A)).

iii) Segue imediatamente dos itens i) e ii). O

Agora, denotemos por F" a familia dos fechados com respeito & topologia 7" ¢ FZ a
familia dos fechados com respeito & topologia 74. Lembremos que por definicao de fecho

tem-se que

wB)= () H= (] » G, (3.19)

HeFn n=1(G)eF™
B B
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sendo

]-'%:{HEJ-'”\BCH}:{n‘I(G)|GE]—"ZeBCn_1(G)}. (3.20)

Em outras palavras, ¢,(B) é a interse¢ao de todos os fechados com respeito a topologia

T" que contém o subconjunto B.

Considere a subfamilia de FZ composta por todos os fechados com respeito a topologia

TZ que contém a imagem direta n(B), isto &,
SZ(B) ={G e F?|n(B) Cc G}. (3.21)
Considere também a familia dada por

St ={n (@) |GeF’ }={n(O) |G e Fen(B)CG). (3.22)

Vamos investigar se as familias .7-'% e S% sao comparaveis por inclusao.
Proposigao 3.44. Seja n: X — Z uma fungao. As sequintes sentencas sao vdlidas:

i) Se BC n'(Q), entio n(B) C G.

i) Se n(B) C G, entio B C n™'(G).

Demonstragao. 1) Seja z € n(B). Assim, existe b € B tal que n(b) = z. Por hipotese,
b € n" (@) e, consequentemente, z = n(b) € n(n'(G)) C G. Portanto, n(B) C G.

ii) Seja b € B. Segue que n(b) € n(B) e, por hipotese, n(b) € G. Consequentemente,
b€ n ' (G). Portanto, B C n~}(Q). O

Corolario 3.45. Sejan: X — Z uma funcao. Tem-se que ]:\]’33 = S%.

Corolario 3.46. Seja n: (X,T") — (Z, Z) um continuador. E vdlida a igualdade

cn(B) =n"(cz(n(B))). (3.23)
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Demonstra¢ao. Segue do Coroléario 3.46 que ]-"% = S%. Disso, resulta que

wB)= () Q)

n—l(G)e]:%
= (1 '@
nfl(G)ES%
= m n Q)
GeFZ_
n(B)
=n ! ﬂ G
GeFZ_
n(B)
=n""(cz(n(B)))
Portanto, ¢,(B) = n~(cz(n(B))). O

Corolario 3.47. Sejan: (X, T") — (Z, Z) um continuador. As sequintes sentenc¢as sao

validas:
(1) n(en(B)) C cz(n(B)).
(ii) Se n € sobrejetor, entio n(c,(B)) = ¢z(n(B)).
Demonstragao. i) Segue do Corolario 3.47 que ¢,(B) = n~!(cz(n(B))), o que implica
que n(en(B)) = n (n~ (cz(n(B)))) C cz(n(B)).
ii) Como n é sobrejetor, segue que n (n~'(cz(n(B)))) = ¢z(n(B)), donde resulta pelo item

i) que n(c,(B)) = cz(n(B)). O

Em posse das proposi¢oes e corolarios anteriores, temos condigoes de caracterizar as
topologias generalizadas induzidas pelas func¢oes interior e fecho com respeito a topologia
dada por um continuador n. Iniciemos a caracterizagao da topologia generalizada dada

abaixo:

T ={U e P(X) | U Cin(en(U))}

Temos que para um continuador n: (X,7") — (Z, Z) arbitrario, segue do Corolario
3.46 que
¢a(U) =n""(cz(n(V)))
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e neste caso, tem-se que
e ={U e P(X)|U iy (n* (n(0)) )}

onde n(U) representa o fecho c¢z(n(U)) de n(U) com respeito a topologia Tz do con-
tradominio do continuador n.

Caso o continuador n seja bijetor, segue do Corolario 3.42 que
i,(A) =n"1(iz(n(A))). (3.24)
Em particular, temos

o7 1)) = i o 7 (R)) = s (707 = ()

o

onde n(U) representa o interior iz (n(U )) de n(U) com respeito a topologia Tz do con-

tradominio do continuador n.

Portanto, se n ¢ um continuador bijetor, entao
Tr={UeP(X)|Ucn! (W)} (3.25)
Caracterizemos agora a topologia generalizada dada por
T ={U e P(X)|UCc,(in(U))} (3.26)

Temos que para um continuador n: (X,7") — (Z, Z) arbitrario, segue do Corolario
3.46 que

ca(in(U)) = 17 (e2(n(in(0))) = 07" (n(ia(0)) ) (3.27)

e neste caso, tem-se que
To = {U e P(X) | U cn (n(a(0))}

onde n(i,(U)) representa o fecho de n(i, (U)) com respeito a topologia T, do contradominio
do continuador n.
Caso o continuador n seja bijetor, segue do Corolario 3.42 que i,(U) = n~(iz(n(U)))

donde resulta que

w7t (RE0D) =07t (F TG @) = (0 0D) = (@)
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o

onde n(U) representa o fecho do interior de n(U) com respeito & topologia Tz do con-

tradominio do continuador n. Portanto, se n é um continuador bijetor, entao

Tr={UeP(X)|UcCn (n(OU))} | (3.28)

Também ¢é possivel caracterizar a topologia generalizada dada abaixo:

Tie ={U € P(X) | U C en(in(cn(U)))}

Ja vimos que para um continuador n: (X,7") — (Z, Z) arbitrario, segue do Corolario
3.46 que ¢, (U) =n"(cz(n(U))) =n~" (n(U)), donde decorre que

et = (i (7 (79)) = (1 G

Portanto,

7= e P v cn (i (o (w0))) -

Caso n seja um continuador bijetor, tal qual como deduzido em 3.25, tem-se que

o

i (c,(U)) =n~t <m) donde decorre

enin(ea) = e (7 (WOT) ) =0 (n (1 (m))) _— (%)

Th={UeP(X)|UcCn! (%) }. (3.29)

Por fim, caracterizemos a topologia generalizada dada por
To={UeP(X)|UcC{UeP(X)|UCinc,(i,(U)))}. (3.30)

Ja vimos que para um continuador n: (X, 7") — (Z, Z) arbitrario, segue de 3.27 que
(i, (U)) =n~t (n(tn(U))), donde decorre que

Portanto,

Tn={UeP(X)|UCi, (n—l (W))} (3.31)
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Sendo n um continuador bijetor, assim como em 3.28, tem-se que ¢, (i,(U)) = n™* (n(U)) ,

o

decorre da caracterizagao 3.24 dada por i,(A) = n"'(iz(n(A))) = n*(n(A)) que

i (cn(in(T)) = in (n—l (n&]))) — 0 (n—l (On(?f))) _ ! n(zU)
To={UeP(X)|Ucn! n(ZU) . (3.32)

Com base nas dedugoes realizadas anteriormente, obtemos os seguintes teoremas car-

acterizadores de topologias generalizadas induzidas por um continuador.

Teorema 3.48. Sejan: (X, T") — (Z, Z) um continuador. Sao topologias generalizadas

mduzidas pelo continuador n as sequintes familias:

(i) T2 = {U € PX) | U Cin (07! (n(0)) )}
(i) T = {U € P(X) | U € n™! (@)}

(i) T =0 e P) [0 ! (n (o (0! (500))) )3

(iv) T ={U € P(X)| U C i, (n—l (n(in(U))))} .

Teorema 3.49. Seja n: (X, 7T") — (Z, 2) um continuador bijetor. Sao topologias gen-

eralizadas induzidas pelo continuador n bijetor as sequintes familias:

) T = (U e P00 U (a0

(i) T3 = (U € PEO U <t (n@) )

7))

(iv) T2 = {U € P(X) | U C n™? ()}

(iti) T ={U e P(X)|UcCn! (

(0]




Consideracoes

Neste trabalho, exploramos a extensao dos conceitos classicos de topologia através da
introdugao de topologias generalizadas. A partir das definigoes fundamentais de topolo-
gia, conjuntos abertos e fechados, fecho e interior, avancamos para a analise de fungoes
monotonicas e sua aplicagao na geracao de topologias generalizadas. As proposicoes e
demonstragoes apresentadas ao longo do estudo reforcam a robustez teérica dessas novas
estruturas, evidenciando sua capacidade de ampliar o escopo das topologias tradicionais
e oferecer novas ferramentas para o estudo de estruturas da area de Topologia.

Os resultados obtidos demonstram que as topologias generalizadas introduzem novas
perspectivas e possibilidades de aplicacao. A definicdo de conjuntos ~-abertos, a for-
malizacao de topologias generalizadas a partir de fungoes monotoénicas e a obtengao de
resultado originais que caracterizam topologias generalizadas induzidas por um continu-
ador n abrem caminho para futuras pesquisas e aplica¢oes na area da Topologia.

Este trabalho avanca o conhecimento em Topologia ao disponibilizar uma alternativa
textual em portugués. O material investigado, originalmente em inglés e que serviu de
referéncia para este trabalho, nao é abordado nos curriculos tradicionais de graduacgao
em Matematica. Portanto, este Trabalho de Conclusao de Curso oferece uma base solida

para futuras investigagoes e potencializa o desenvolvimento de novos estudos.
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