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RESUMO

Neste trabalho, estudamos alguns conceitos da topologia dos espagos métricos. Utilizamos

estes conceitos para apresentar a nocao de valores atipicos de aplicagoes polinomiais
f:R* = R.

Palavras-chaves: Topologia, Homeomorfismo, Valores Atipicos, Teorema de Rabier.
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INTRODUCAO

O objetivo desta monografia de conclusao de curso é abordar tépicos da Topologia
dos Espacos Métricos e resultados classicos de Célculo. Em particular, estudamos os
invariantes topoldgicos: conexidade e compacidade. Estes invariantes podem ser utilizados
para mostrar que dois espacos nao sao homeomorfos.

Os resultados cldssicos de Calculo abordados sao: Teorema da Forma Local das Sub-
mersoes e o Teorema da Funcao Inversa.

Utilizando estes conceitos, apresentamos a nocao de valores atipicos de uma funcao
polinomial f : R? — R. A descriciao destes valores é um problema recente em Matemética.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos bésicos de Topologia dos Espacgos Métricos.
Apresentamos os conceitos de homeomorfismo, conexidade e compacidade. Discutimos
exemplos, de como podemos utilizar conexidade e compacidade, para concluirmos que
dois espacos nao sao homeomorfos.

No Capitulo 2, enunciamos o Teorema da Forma Local das Submersoes e o Teorema
da Funcao Inversa para funcoes definidas no plano. Apresentamos também a nocao de
campo vetorial no plano.

No Capitulo 3, utilizaremos os conceitos discutidos nos capitulos anteriores para apre-
sentarmos a defini¢ao de valores atipicos e a condi¢ao de Malgrange no plano. A descri¢ao
completa dos valores atipicos é um problema recente em Matematica. No final, apresen-
tamos o Teorema de Rabier que fornece uma aproximacao dos valores atipicos em termos

da condi¢ao de Malgrange.



CAPITULO 1

INTRODUCAO A TOPOLOGIA

Neste capitulo, apresentamos os conceitos basicos de espagos métricos, topologia dos
espacos métricos, homeomorfismos e os invariantes topolégicos: conexidade, componentes
conexas e a nogao de conjuntos compactos. Apresentamos alguns exemplos ilustrando
estes conceitos. Algumas demonstragoes de resultados foram apresentadas e outras omi-
tidas. As referéncias basicas que utilizamos neste capitulo foram os livros [3] e [6].

Os conceitos apresentados neste capitulo também serao utilizados no Capitulo 3.

1 Espacos métricos

Comecamos com a seguinte definicao:

Definigao 1.1. Sejam M # () e uma aplicacao d : M x M — R, . Dizemos que d € uma

métrica sobre M, se as seguintes condigoes se verificam para quaisquer x,y,z € M :
M1 d(z,y) =0& x=1y;
Mz2. d(x,y) = d(y,x);
M3. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (desigualdade triangular).

Cada itmagem d(x,y) recebe o nome de distancia de x a y. Um espaco mélrico é um

par (M,d), onde d é uma métrica sobre M.
Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco métrico de maneira muito simples:

10
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Exemplo 1.2 (Métrica zero-um). Dado M # 0, definimos dp1y : M x M — R,
d(x,z) = 0 e d(x,y) = 1 se x # y. Desta forma, as condigoes M1.,M2. e M3. sdao

satisfeitas e consequentemente (M, d 1)) € um espago métrico.
O exemplo acima, embora trivial, é 0til para contra-exemplos.

Exemplo 1.3 (Subespago; métrica induzida). Seja (M, d) um espago métrico e S C M
nao vazio. Consideramos a restricao djgxs : S x S — Ry. Temos que (S,djsxs) € um

espaco métrico e dizemos que S ¢é um subespaco métrico de M com a métrica induzida
pela de M.

O Exemplo 1.3 nos permite obter uma grande variedade de exemplos de espacos
métricos, considerando os diversos subconjuntos de um espago métrico dado. A préoxima

defini¢ao é util para definir uma topologia em espacgos métricos, veja §2 deste capitulo.

Definicao 1.4. Sejam (M, d) wm espagco métrico e p € M. Dado um nimero real T > 0,
definimos a bola aberta de centro p e raio r, que denotamos por B(p;r), como o conjunto

dos pontos de M cuja distancia a p € menor do que r. Ou seja,

B(p;r) ={x € M;d(x,p) <r}.

A bola fechada de centro p e raio r, que denotamos por Bla;r|, € o conjunto dos pontos

de M cuja distancia a p € menor do que ou igual a r. Ou seja,
Blp;r] = {x € M;d(x,p) <r}.

A esfera de centro p e raio v é o conjunto denotado por S(a;r) dos pontos de M cuja

distancia a p € igual a v. Assim, temos:
S(pyr) ={z € M;d(z,a) =r}.
Pelas defini¢gbes acima, temos Blp;r| = B(p;r) U S(p;1).

Exemplo 1.5. Seja (M, do1)) wm espago métrico munido com a métrica zero-um. Para
todo p € M, temos B(p;r) = Blp;r]| = M, ser > 1, e B(p;r) = Blp;r| = {p}, ser < L.
Também temos B(p; 1) = {p} e Blp; 1] = M. Consequentemente, S(p;r) =0, ser #£1, e
S(p;1) = M —A{p}.
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Exemplo 1.6. Com a métrica usual da reta, a bola aberta B(a;r) € o intervalo aberto
la —r,a+r|. A bola fechada Bla;r] ¢ o intervalo fechado [a — r,a + r|. A esfera S(a,r)

a0 08 pontosa—r € a+r.
Com as noc¢oes apresentadas na Definicao 1.4, definimos:

Definigao 1.7. Seja (M, d) um espaco métrico. Dizemos que um ponto p € M € limite
da sequéncia {x,} C M se, para todo ¢ > 0, existe um indice i € N* tal que n > 1 implica

T, € B(p;e).

Um exemplo interessante de espagos métricos sao os espagos vetoriais normados, que

apresentamos a seguir:

Definicao 1.8. Seja E um espaco wvetorial.  Uma norma em E é uma funcao

.l : E = Ry, que satisfaz as sequintes condigoes:
Ni. |z]| =0<x=0.
N2. || Az|| = |A| - ||=|l, para todo A € Re x € E.

N3 e +yll < |zl + llyll (desigualdade triangular).

Nestas condigoes, dizemos que o par (E, ||.||) é um Espaco Vetorial Normado munido com

a norma ||.||-

Dado um espago vetorial normado (F,|.||), definimos a distancia entre x,y € E, como

sendo

diy(x,y) == [z =yl
Segue das propriedades de norma, que (F,d) ) é um espaco métrico. Neste caso, dizemos
que a métrica provém da norma ||.||. Quando a métrica d provém de uma norma ||.|| sobre

um espago vetorial F, podemos escrever B(p;r) = {x € E; ||z —p || < r}, Blp;r] = {x €
Eilz—pl<rieSpr)={zreEllz—pl=r}

Exemplo 1.9. No espaco R” temos trés normas cldssicas:

lzlly = /22 + ... + 22,

l2ll2 = ] o el

2] e = max{|z:];i =1,...,n}.
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Em R2, uma bola de centro p e raio ¢ > 0, segundo a norma || ||;, é o conjunto

representado na figura a seguir:

Com a norma || ||2, a bola de centro p e raio ¢ > 0 é o conjunto representado por:

Com a norma || ||smax, temos:

ou seja, B(p,e) =|la —e,a+ €[x]|b—€,b+ €], onde p = (a,b).

Definicao 1.10 (Fungoes Continuas). Sejam M, N espagos métricos.

f: M — N ¢é continua no ponto a € M quando:

A aplicacao
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Ve > 0,40 >0 tal que d(x,a) <= d(f(x), [f(a)) <ec.

Dizemos que [ : M — N ¢é continua quando ela € continua em todos os pontos a € M.
Equivalentemente, f : M — N é continua no ponto a € M quando, dada qualquer bola
B"= B(f(a);¢), podemos encontrar uma bola B = B(a;6), tal que f(B) C B'.

No caso particular em que M, N CRe f: M — N, a definicao acima é equivalente
a apresentada em cursos de Célculo I. De fato, f é continua no ponto ¢ € M, quando:
Ve>0,30 >0 tal que x€M e a—d<x<a+td=—= fla)—ec< f(x)< fla)+e

Ou seja, a aplicacdo f transforma os pontos de M que estdo no intervalo aberto
(a — d0,a + &) em pontos do intervalo aberto (f(a) — ¢, f(a) +¢€).

Para espacos métricos, a continuidade pode também ser caracterizada em termos de

sequeéncia:

Proposicao 1.11. Seja f : M — N uma aplicacao entre os espacos métricos M, N. Uma
funcao [ € continua no ponto p € M se, e somente se, para toda sequéncia {x,} C M

que converge para p temos que a sequéncia { f(x,)} C N converge para f(p).

2 A topologia dos espacos métricos

Definicao 1.12. Seja M # (. Uma cole¢ao T de subconjuntos de M ¢ uma topologia

sobre M se:
Ti. O, M € T;
T2. X)Y erT—= XNY e
T3. Se {X;} € uma familia de membros de T, entdo UX; € T.
Nestas condigoes, o par (M, 1) é chamado espago topoldgico munido com a topologia T.

Exemplo 1.13 (Topologia induzida). Seja (M, 1) um espaco topoldgico e S C M nao
vazio. A topologia induzida sobre S € dada por ¢ = {ANS | A € 7}. Desta forma, S €

um espaco topolégico com a topologia s, que € induzida por T.

A préxima definicao sera utilizada para definirmos uma topologia em um espacgo

métrico qualquer.
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Definicao 1.14. Seja (M, d) um espaco métrico. Um subconjunto A C M se diz aberto
se, para todo p € A, existe um nimero real ¢ > 0 tal que B(p;¢) C A.

Dado um espago métrico (M, d), uma topologia sobre M pode ser dada por:

Proposigao 1.15. Sejam (M, d) um espaco métrico et := {A C M | A é um conjunto aberto}.

Entao:
(i). 0, M € A;
i). X,;Ye A= XNY € A;

(iii). Se (X;) € uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada X; € A, entao
UX,; e A.

Em particular, T € uma topologia sobre M.

Demonstracao. (i). Temos que @) é aberto por vacuidade. Quanto a M, toda bola de
centro em qualquer p € M é um subconjunto de M, logo M € 7.

(ii). Seja p € X NY. Entao existem ¢ > 0 e A > 0 tais que B(p;¢) C X e B(p; \) C Y.
Sem perda de generalidade, suponhamos ¢ < A. Pela definicao de bola aberta, temos
B(p;e) C B(p; A\), o que implica B(p;e) C X NY.

(iii). Seja p € UX;. Entao existe um indice k tal que p € X, e, pelo fato de X, ser
aberto, existe um ¢ > 0 tal que B(p;¢) C Xj. Logo, B(p;¢) C UX;, o que mostra (iii). [

A topologia definida na Proposigao 1.15 é chamada de topologia induzida pela métrica
d. Salvo quando mencionarmos, dado um espago métrico (M, d), consideraremos sempre

a topologia induzida pela métrica d.

Definicao 1.16. Seja (M, d) um espaco métrico. Um subconjunto F C M ¢é fechado

quando seu complementar M — F = I'° ¢ aberto.
Relacionado a nocao de conjuntos fechados, temos a préxima definicao e proposicao.

Definicao 1.17. Sejam (M,d) um espago métrico e S C M. Um ponto p € M € dito

aderente a S se existe uma sequéncia {x,} C S que converge para p. Definimos:
S:=1{pec M |p ¢ aderente a S},

que € chamado de fecho de S.
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Proposicao 1.18. Seja (M,d) um espaco métrico. Um subconjunto ' C M € fechado

se, e somente se, F' = F.
Usando as defini¢oes acima, temos a seguinte caracterizagao de fungoes continuas:

Proposicao 1.19. Sejam (M, d) e (N,d') espacos métricos com a topologia induzida pelas

métricas d e d respectivamente. Considere f: M — N. Sao equivalentes:
i). f € continua.
ii). Para todoc>0ecq€ N, f~Y(B(g;¢)) é um subconjunto aberto de M.

iii). Para todo aberto U C N, temos que f~(U) ¢é aberto em M.

2.1 Conjuntos Compactos

Nesta secao, apresentamos a no¢ao de conjuntos compactos de um espago métrico. Como
veremos mais adiante, §3 deste capitulo, tal noc¢ao pode ser visto como um invariante

topoldgico.

Definigao 1.20. Seja (M, d) um espaco métrico. Dizemos que um subconjunto K C M é
compacto quando para qualquer sequéncia {x,} C K, existe uma subsequéncia {xn;} que
converge para um ponto p € K. Um espaco métrico (M,d) é compacto quando M € um

conjunto compacto.
Os proximos resultados caracterizam conjuntos compactos em espagos métricos.

Proposicao 1.21. Sejam M um espaco métrico e K C M um conjunto compacto. Se

F'C K eI’ € fechado, entao I' também é um conjunto compacto.

Demonstracao. Seja {x,} uma sequéncia em F. Como F C K, {z,} também é uma
sequeéncia de pontos de K.

Entdo, como K é compacto, existe uma subsequencia {x,;} de {z,} tal que esta
subsequéncia converge para um certo p € K. Agora, esta subsequeéncia {x,;} é também
uma sequéncia de F, logo p € F. Como F é fechado, segue pela Proposicio 1.18 que

p € F, o que mostra que I’ é compacto. O

Proposicao 1.22. Todo subconjunto compacto K de um espaco métrico M é fechado.
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Demonstracdo. Basta provar que K C K. Se p € K, entdo
1 *
B(p,—) NK #0,Yn € N*.,

n

Para cada n € N*, tomemos um elemento x, na intersecao nao vazia acima. Desta
forma, obtemos uma sequencia de pontos de K que converge para p.

Como todas as subsequencias dessa sequéncia convergem também para p, segue que

p € K, pois K é um conjunto compacto. Logo, K C K, o termina a prova da proposicio.

O

Proposicao 1.23. Sejam M e N espacos métricos e f : M — N uma aplicacao

continua. Se K C M ¢é compacto entao f(K) é um conjunto compacto.

Demonstracao. Seja {y,} uma sequéncia de pontos de f(K). Para cada indice i, existe
um elemento z; € K tal que f(x;) = y;.

Como {x;} é uma sequéncia de pontos de K e sendo K compacto, temos que existe
uma subsequéncia {z,;} desta sequéncia que converge para um certo p € K.

Sendo [ continua, a Proposi¢ao 1.11 garante que a subsequencia { f(x,:) = Yni} con-
verge para f(p). Como p € K, temos que f(p) € f(K), o que mostra que f(K) ¢

compacto. O
O préximo teorema caracteriza conjuntos compactos em R™:

Teorema 1.24. Um subconjunto A do espaco R™ é compacto se, e somente se, A € fechado

e limitado.
Como consequéncia do Teorema 1.24, temos os seguintes exemplos:

Exemplo 1.25. Como qualquer esfera, S(p;r) C R, é fechada e limitada, seque pelo

Teorema 1.24 que S(p;r) € um conjunto compacto.
Exemplo 1.26. Compactos na reta sao intervalos fechados e limitados |a,b], com

a,b € R.

2.2 Conjuntos Conexos

Comecamos com a defini¢ao de conjuntos conexos:
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Definicao 1.27. Um espaco métrico M ¢ conexo quando nao pode ser escrito como uniao

nao trivial disjunta de dois abertos. Ou seja, nao € possivel escrever:
M = Ay U A,

com Ay e Ay abertos, nao-vazios e disjuntos.
Um subconjunto de um espaco métrico M ¢é conexo quando for conexo na topologia

induzida de M. Um subconjunto que nao é conexo é chamado de conjunto desconexo.
Exemplo 1.28. Os conjuntos conexos na reta sao intervalos.
Temos a seguinte caracterizacao para conjuntos conexos:

Proposicao 1.29. Um conjunto M ¢é conexo se, e somente se, nao existe uma funcao

continua e sobrejetora de M em {0, 1}.

Teorema 1.30. Seja f: M — N uma funcao conlinua. Se M é conexo, entao f(M) é

um subconjunto conexo de N.

Demonstragao. Suponhamos f(M) desconexo. Pela Proposigao 1.29, existe g : f(M) —

{0, 1} continua e sobrejetora. Logo, a composta
gOfIM—>{O,1},

¢ sobrejetora e continua (composicao de fungdes continuas é continua). De novo, pela
Proposicao 1.29, temos que M ¢é desconexo, que é uma contradicao com a hipotese. Por-

tanto, f(M) é conexo e a prova segue. O
Uma outra no¢ao relacionada a conjuntos conexo é a seguinte:

Definicao 1.31. Um espaco métrico M ¢é conexo por caminhos se, para quaisquer pi,ps €

M, existe um caminho continuo ¢ : |a,b] — M, tal que ¢(a) = p1 e ¢(b) = ps.
Conexo e conexo por caminhos estao relacionados como segue:
Teorema 1.32. Se M é um espaco conexo por caminhos, entao M é um conjunto conexo.

Demonstracao. A demonstracao sera por contradicdo. Suponha que M = A; U A,,
ANAy, =0, A #0e A; C M sao conjuntos abertos, ¢ — 1, 2.
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Tomemos a; € A; e ay € Ay. Como M é conexo por caminhos, existe ¢ : [0,1] — M
tal que ¢(0) = ay, ¢(1) = as.
Como [0, 1] é conexo, segue pelo Teorema 1.30 que ¢([0,1]) := M C M é conexo. Como
A; sfo abertos em M, temos que Ay = A, N M # 0 é abertoem M e Ay = A, N M #£ 0 é
aberto em M. Logo,
M= A, U A,,
que implica M desconexo, que ¢ uma contradicao.

Portanto, temos que f(M) é conexo, o que termina a demonstragio. O
O proximo exemplo mostra que a reciproca do Teorema 1.32 nao vale.

Exemplo 1.33. Considere M C R? como sendo a reuniao do grifico da funcao f(x) =
sen(l/x),x < 0 <1, com o ponto (0,0). Temos que X é conexo mas nao € conexo por

caminhos.
Exemplo 1.34. R" ¢é conexo por caminhos. De fato, dados a,b € R™, consideramos
¢ :10,1] = R"™ ¢(t) = (1 — t)a + b,

que € continua. Assim, R™ € conexo por caminhos. Em particular, pelo Teorema 1.52,

temos que R™ é um conjunto conexo.

Definicao 1.35 (Componentes Conexas). Sejam M um espaco mélrico e p € M. A
componente conexa de p é definida como sendo o maior conexo de M (pela inclusao) que

contém o ponto p.
Terminamos esta secdo com os seguintes resultados:

Proposicao 1.36. As componentes conexas particionam um espaco métrico M. Em es-

pecial, a relacao x ey estao na mesma componente conexa € uma relacao de equivaléncia.

Proposicao 1.37. Em um espaco métrico M, a componente conexa de um ponto p € M

€ sempre um conjunto fechado.

3 Homeomorfismo

Nesta secao, apresentamos a no¢ao de homeomorfismo. Em particular, Teoremas 1.39 e

1.40, nos diz que compacidade e conexidade sao invariantes topolégicos.
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Definicao 1.38. Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicacao f: M — N é um

homeomorfismo quando f satisfaz as sequintes condicoes:

(a). A aplicacao [ ¢ bijetora.

(b). A aplicacio f e sua inversa f=1 sao aplicagoes continuas.
Nestas condicoes, dizemos que os espacos M e N sao homeomorfos.

Teorema 1.39. Seja f : M — N um homeomorfismo. Se M ¢é compacto entao N €

compacto.

Demonstracao. Segue da Proposi¢ao 1.23 que f(M) é compacto. Como f é um homeo-

morfismo temos que f(M) = N, o que implica que N é compacto. O

Em particular, Teorema 1.39 nos diz que se M e N sao homeomorfos, entao M é

compacto se, e somente se, N é compacto.

Teorema 1.40. Seja f : M — N um homeomorfismo. Se M € conexo entao N ¢é

conexo.

Demonstragao. Teorema 1.30 implica que f(M) é conexo. Como f é um homeomorfismo,

segue que f(M) = N, o que implica que N é conexo. O

Segue do Teorema 1.40 que se M e N sdao homeomorfos, entao M é conexo se, e
somente se, N é conexo.

Os seguintes resultados serao Uteis mais adiante:

Proposicao 1.41. Seja f : M — N um homeomorfismo, entao M e N tem o mesmo

numero de componentes conexras.

Proposicao 1.42. Sejam M e N espagcos métricos. O produto cartesiano M x N é conexo

se, e somente se, M e N sao conexos.

Exemplo 1.43. Seja N = (0,0,1) o polo norte da esfera S*. Entao S? — {N} € home-
omorfo a R%. Tal homeomorfismo, pode ser mostrado através da projecao estereogrdfica

(veja a proxima figura).
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Seja Q = (x,y,2) € S? e Q # N. A reta que passa pelos pontos N e @, ¢ dada por:
r(A)=(0;0; 1)+ AMx—0;y —0; 2 — 1) = r(\) = Ax; Ay; L+ Az — 1)).

Seja 7(Q) a intersegao desta reta com o plano xy. Desta forma, a tltima coordenada

de 7(Q) deve ser zero. Logo, devemos ter:

—1
z—1

L4 A(z—1) =0 = \=

Substituindo este valor de A na reta r(\), obtemos o ponto:

Portanto, definindo a aplicacao:

7TIS2—{N}—>R2,7T($,y,Z): <1i2’132>’

temos que 7 ¢é continua (z # 1) e w é bijetora por construgao (veja também a construgao
da inversa abaixo).
Analogamente, podemos calcular a inversa de 7. Seja Q = (x,y,0) € R? (identificamos

R? com o plano xy). A reta que passa por Q e N ¢ dada por:

r(A)=(0;0; 1) + AMx—0;y —0;0 — 1) = r(A) = (Ax; Ay; L — A).

Se 771(Q) denota a intersecao da reta r com a esfera S?, temos que X deve satisfazer:

A2+ M)+ (1= =1—= )=
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Substituindo em r, obtemos

7T_1@)( 2 2y ' 2 >

x2+y2+1;x2+y2+1; 2yl

Definindo a aplicacao:

~ 2 2y 2
_1IR2—>S2—N —1 — . -1 —
T @) 2yl 24y + 1 22 4y?+1)

temos que 7~! é continua, pois 2 + y? + 1 # 0. Por construcao, 7 e 7! sdo inversa uma

da outra. Portanto, S? — {N} é homeomorfo a R2.

Exemplo 1.44. A esfera nao é homeomorfo a R%. De fato, temos que a esfera é compacta

e R? € nao compacto. Logo, pelo Teorema 1.39 nao existe um homeomorfismo entre R? e
a esfera.

Exemplo 1.45. Os simbolos | e + nao sao homeomorfos.

De fato, tanto | e + sao subconjuntos conexos do plano. Se existisse um homeomor-
fismo entre | e +, entao tirando o ponto da intersecao de +, teremos quatro componentes
conexas. Ja em |, tirando o ponto correspondente pelo homeomorfismo, teremos duas

componentes conexas. Desta forma nao eziste tal homeomorfismo entre | e + (veja
Proposicao 1.41).



CAPITULO 2

NOCOES DE CALCULO

Neste capitulo apresentamos as nocoes de difeomorfismos, submersoes e campos de vetores.
O Teorema da funcao inversa e a forma local das submersoes, resultados classicos de

Calculo em R™, sdo apresentados neste capitulo. A referéncia basica deste capitulo é [5].

1 Difeomorfismo

Comecamos com a definicao de difeomorfismo.

Definicao 2.1. Sejam U C R™,V C R"™ conjuntos abertos. Uma aplicacao difer-
enciavel de classe C*°, f : U — V é um difeomorfismo se f € bijetora e sua inversa

g—= [~V = U € diferencidvel.

Exemplo 2.2. A inversao de matrizes ¢ um exemplo de difeomorfismo f: U — U, de

classe C*, onde U € o conjunto das matrizes invertiveis n x n. Neste caso particular,

temos [~1 = f.

Se f:U CR* — V C R™ é um difeomorfismo, com g — f~! : V — U, segue que
gof=id,e fog=id,

Pela regra da cadeia, temos que ¢'(f(x)) f'(z) = idgn, Yo € U e f'(g9(y))d'(y)) = idgm,
para todo y € V.

23
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Logo, f'(x) : R® — R™ é um isomorfismo, cujo inverso é ¢'(f(x)) : R™ — R™. Em
particular, devemos ter m = n. Ou seja, dois abertos em espacos euclidianos de dimensoes
diferentes nao podem ser difeomorfos.

Dado um difeomorfismo f : U — V, temos, em particular, que f é um homeomor-
fismo entre U e V. A reciproca nem sempre é verdadeira. Por exemplo, f : R — R,
f(z) = x*, é um homeomorfismo, mas sua inversa f~'(x) = ¥z ndo ¢ diferencidvel no
ponto x = 0. Note que f'(0) = 0.

Definicao 2.3. Uma aplicacao diferencidvel f : U — R™, definida no aberto U C R™,
chama-se um difeomorfismo local quando, para cada x € U, existe uma bola aberta
B = B(x;¢) C U, tal que a restricao fj: B — f(B) ¢ um difeomorfismo.

Em particular, se [ : U — R™ é um difeomorfismo local, entao f'(x) é um isomorfismo

para todo x € U.

Teorema 2.4 (Teorema da aplicacio inversa). Seja f : U — R™ de classe C*(k > 1)
no aberto U C R™. Sea € U € tal que f'(a) : R™ — R™ ¢ invertivel entao ezxiste uma
bola aberta B = B(a;¢) C U tal que a restricao fiB € um difeomorfismo sobre o aberto

V3 fla).

7

Exemplo 2.5. A funcao diferencial sobrejetiva f - 1 — J, entre intervalos I,J C R é
um difeomorfismo se, e somente se, f'(x) # 0 para todo x € I.

(<) Por hipdtese temos que f e g = f~1 € diferencidvel, o que implica, pela regra da
cadeia que: (go f)(x) =2 = ¢ (f(x)) [ (x) = 1, logo ['(x) # 0 para todo x € I.

(=) Segue pelo Teorema da aplicacdao inversa.
Outro conceito que queremos apresentar é o seguinte:

Definicao 2.6. Dizemos que uma funcao diferenciavel f : U — R € uma submersao
emp € U se Vf(p) # 0. Dizemos que f: U — R é uma submersao quando f é uma

submersao em todos os pontos x € U.

Teorema 2.7 (Forma local das submersoes). Seja f : U — R definida no aberto U C R?
diferencidvel em U. Se f'(a) : R? — R € sobrejetora, ou seja, V f(a) # 0, entdao existem
abertos V,\W,Z, com a € Z C R*,ay € V C R, f(a) € W C R, e um homeomorfismo
h:VxW — Z diferencidvel em V xW tal que foh(x,w) = w, para todo (x,w) € VxW.
Se f € de classe C* em U(k > 1), podemos restringir V, W, Z, se necessdrio, de modo que

h seja um difeomorfismo de classe C*.
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A préxima figura ilustra o Teorema 2.7.

)= hix, ¢)
\

N \
N a 7
~ " -
Ti X W
{ ] VX W W

(x, ) foh: (x,w)y—>w } o = fid)
(ay, )

== +
x a, v

Uma questao natural é quando podemos escolher Z C R? de modo que f~!(f(a)) C Z.

Uma condic¢ao que garante que tal 7 existe sera discutido no Capitulo 3.

2 Campo de Vetores

Seja U um subconjunto aberto de R? e f : U — R uma funcao de classe C*°. O gradiente

de f no ponto p € U ¢ definido por:

Vi) = (G )

Desta forma, para cada p € U, definimos:
Vip):R* =R,
como sendo a aplicacao linear definida por:
V[{p)(v) = (Vf(p);v),v e R,
onde {; ) denota o produto interno usual em R

Definigao 2.8. Seja U wm subconjunto aberto de R%2. Um campo de vetores em U € uma

funcdo V, que atribui a cada ponto p € U, o vetor V(p) € R

Definicao 2.9. Uma curva v : (a,b) — U é uma curva integral de um campo vetorial V

se, para todo a <t < b, temos:
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Temos os seguintes resultados classicos:

Teorema 2.10 (Existéncia). Sejam V : U — R? um campo vetorial de classe C*, py € U
e a € R. Entao existe um intervalo I = (a — €,a + €) e uma curva integral v, : [ — U de

V' tal que com v,(a) = p.

Teorema 2.11 (Unicidade). Sejam v; : I; — U, i = 1,2, curvas integrais de um campo

vetorial V. Se a € Iy NIy e vi(a) = vla) entao vy = v sobre Iy N Iy e a curva

v Il U 12 — U
v (t), set € Iy,
v(t) =
Y (t), set € Is.

€ uma curva integral de V.

Teorema 2.12 (Dependéncia suave em dados iniciais). Seja V' um campo de classe
Cdefinido sobre um aberto U C R%. Seja I C R wm intervalo aberto e a € I. Seja

h:UxI—UCR? uma aplicacao com as propriedades:

(i). h{p,a) =p,pe U

(ii). Para todop € U, a curva v, : I — U,v,(t) = h(p,t), € uma curva integral de V.
Entao a aplicacao h é de classe C.

Exemplo 2.13. Calculemos a curva integral do campo vetorial V. : R? — R2
Vix,y) = (—y,x), tal que v(0) = (1,0).

Suponhamos que v(t) = (71(¢);12(t)) é uma curva integral tal que v(0) = (1,0) (tal

curva existe pelo Teorema 2.10). Entéo, a curva v deve satisfazer:

(11(8),%2(8) = (=72(t), (D).

Ou seja, 75(t) = m(t) e ¥i(t) = —(t). Derivando, v4(t) = v1(t) e usando a relagao

~v1(t) = —%(t), encontramos a seguinte equagao para 7s:

Y2 (8) +72(t) =0,

cuja equacio caracterfstica é dada por % +1 = 0. Como as raizes desta equacdo sao dadas
por r =i, ou r = —i, temos que a solu¢ao geral para a equagao ¥4 (t) + 1 (t) = 0, é dada
por:

vo(t) = c1co8(t) + casen(t), ¢y, co € R.
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Usando a hipétese que v(0) = (71(0),72(0)) = (1,0), obtemos ¢; = 0. Logo,
Y(t) = casen(t) e v1(t) = cocos(t). Mas 11(0) = 1, implica ¢; = 1. Portanto, temos
que v(t) = (cos(t);sen(t)) é a curva integral de V' que satisfaz v(0) = (1,0).

A figura a seguir representa as curvas integrais do exemplo anterior:

3

A préxima proposicao ¢ um dos passos da demonstragao do Teorema 3.11 do Capitulo
3

Proposigao 2.14. Dado U C R? aberto e f : U — R? uma aplicacio suave. Suponha
que para ||(x,y)| grande o suficiente, existe M > 0 tal que || f(x,y)|| < M|(x,y)|. Dado

(xo,v0) € U, consideramos o sequinte problemas:

(@(0),4(0)) = (z0,40)-
Se y(t) = (x(t),y(t)),t € [0,%p) € uma solucao de (x). Entao a trajetoria de ~(t) €

limitada.

Demonstracao. Suponha por absurdo que ||[v(¢)| = [|(z(¢),y(t))| ¢é ilimitado. Considere
r(t) := [|v(t)||%. Desta forma, temos r(t) = x%(t) + y*(t). Derivando r(t), obtemos:

r(t) = 22()2'(t) + 29y (1) < 202,y '), ¥ NI,

onde a tltima desigualdade segue por Cauchy-Schwarz. Como () é uma curva integral

de f, a desigualdade acima implica:

r'(t) < 2[y@ON- I @)
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Pela hipétese segue:
r'(t) < 2@ - M@l

que implica
r'(t)
r(t)

, obtemos a desigualdade (In(r(t))) < 2M. Integrando esta

P (1) < 2M ()2 —= T2 < 20

Como (In(r(t))) — Z((tt))

ultima expressao, temos as seguintes desigualdades:

In(r(t)) < 2Mt —= r(t) < Mt — ¢,

Aplicando o limite, temos

lim 7(t) = lim ™"
t—to t—to

Se 1y < 00, o limite a direita é finito o que implica que lim;_, r(¢) é finito, que é uma

contradicao. O



CAPITULO 3

VALORES ATIPICOS

Neste capitulo, utilizaremos os conceitos discutidos nos Capitulos 1 e 2. O principal ob-
jetivo é apresentar o Teorema de Rabier (Teorema 3.11) e um dos principais problemas
relacionados a este teorema (veja secao 2 deste capitulo). A ideia deste capitulo é ap-
resentar um problema atual que podera possivelmente ser desenvolvido em um futuro
mestrado acadéemico.

Os conceitos apresentados neste capitulo serao todos formulados para aplicagoes poli-
nomiais f: R? — R. No entanto, os mesmos podem ser apresentados para dimensoes
maiores, ou seja, para aplica¢oes polinomiais f: R™ — R™ n > m. Veja por exemplo, [2],
8] e suas referéncias.

Neste capitulo, apresentamos o conceito de valor atipico, condicao de Malgrange e o
Teorema de Rabier.

Alguns exemplos interessantes da literatura sao apresentados e discutidos.

1 Valores atipicos no plano

A nocao de valor atipico depende da seguinte defini¢ao:

Definigao 3.1. Seja f: R? — R wma funcao polinomial. Um ponto to € R é chamado
tipico se existe um intervalo I de to € um homeomorfismo o : I x [~ (to) — f~1(I) tal

que o sequinte diagrama comuta:

29
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I x f=H(to) » /7!

onde Projy denota a projecao sobre a primeira coordenada. Em particular, temos que
[~ Hto) € homeomorfo a [~(t), para todo t € I.
Quando ty nao é um valor tipico, dizemos que ty € um valor atipico de f. Denotamos

por Atipf o conjunto formado por todos os valores atipicos de f.

Dada uma funcio polinomial f : R? — R, definimos a fibra de f em ¢ como sendo o

conjunto f~(tg).

Exemplo 3.2. Considere f : R> = R, f(x,y) = x. Temos que 0 é tipico.

11
De fato, considere I — <—§; 5) . Logo, f~10) = {(0,y) e R%y € R} e

U = {(y) € R 5 <w < ).
Definindo:
o Tx f710) — [7(1)
(4,(0,9)) — (1.0)

temos que f o (¢, (0,y)) = Proji(t, (0,y)) = ¢, o que mostra que ¢ é um valor tipico. Do
mesmo modo, podemos mostrar que para qualquer ¢ € R, temos que ¢t é um valor tipico
de f(xz,y) = x. Ou seja, Atipf = 0.

Um interessante exemplo é o seguinte:

Exemplo 3.3 (Broughton [1]). f:R* = R, f(x,y) = 2%y + x. Temos que:

V/x,y) = (2zy +1,27),

ou seja, f € uma submersao. Temos que para qualquer ¢ # 0, ¢ é um valor tipico de f.
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Vamos supor que ¢ > 0 (os argumentos para ¢ < 0 sdo analogos). Primeiramente,

temos que [~!(e) = {(x,y) € R% x%y + x = ¢}, ou seja,

F7NO) = {(a.y) e By = =2 £ 0},

Considere o intervalo [ = (e — %, €+ %) e defina:

p I x f7He) — f7HD)

<t, (x,e;—2$)> — (:ct;—f) .

ii). O diagrama da Defini¢ao 3.1 comuta com .

Vamos mostrar que:

i). ¢ é continua.

(
(
(iii). ¢ é injetora.
(iv). v é sobrejetora.
(i). é satisfeitas pois ¢ é a restricio de uma fungao racional cujo denominador nunca

se anula. (ii). é direto.

c—x c—x
(iii). Suponhamos que: ¢ <to, <xo, 72())) = <t1, <x1, 721>> , OU seja,
Zo ‘a1
to — X0 tl — 1
x = | 1, )

to—l’l tl—l’

As relagoes acima implicam zy = 1, que implica — = > L Resolvendo esta
a X1
ultima, concluimos que ty = ¢1, ou seja, ¢ é injetora. )
. . t—7
(iv). Seja Z = (41, Zy) € ¢ (I), ouseja, Z2Zo+ Z) = t,comt € I. Entdo Z, = 72 !
1
~ -7
Considerando o ponto <t; (Z1; %)) €I x f~Ye), temos que
1

. c— 74 t— 7
(7 —Y) = 72, ——
90(’( vz )> ( 7 )

> = (41; Z,), segue que @ ¢é sobrejetora.

i— 7
7z

Observamos que f~1(0) possui trés componentes conexas, enquanto que f~!(¢) possui

e como <Z1;

duas componentes conexas. FEm particular, 0 € Atipf. Como [ é uma submersio,
temos que todas as fibras sdo localmente homeomorfas (pelo Teorema 2.7), mas nao sio
globalmente homeomorfas.

A préxima figura ilustra o comportamento das fibras de f(z,y) = 2%y +
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Funcdo

o f(x) =

—0.1—x
=]

® g(x) = 0ﬂ22—x
x
—0.2 —x
x:‘
@ s(x) = _0.1"—)5

® ix) =

x2

Um importante resultado relacionado a Atipf é o seguinte (veja [8, Corollary 1.2.14]):

Teorema 3.4. Seja f : R? — R wma funcao polinomial. Entao Atipf é um conjunto
finito.

2 Condicao de Malgrange

Uma questao natural, a partir da Defini¢ao 3.1, é como podemos estimar os valores atipicos
de uma dada funcdo polinomial f : R? — R. Uma das maneiras é utilizar a condicio de
Malgrange e o Teorema de Rabier que apresentamos nesta secao.

Comecamos com a seguinte definicao:

Definigao 3.5. Seja f : R? — R wma funcdo polinomial. Definimos:

Ko (f) ={t e R;3{xr} C R? lim flxp) =t lim ||xg]| = 0 €
k—oo k—oo

b (242220 -

Definigao 3.6. Dizemos que uma funcdao polinomial f : R*> — R satisfaz a condicio de
Malgrange se Koo(f) = 0.

Exemplo 3.7 (Veja Exemplo 3.3). Considere o polinomio f(x,y) = x(xy + 1). Temos
que 0 € Ko (f).
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Temos que
%, %,
a—i(x,y) = 2xy + 1, a—jyt(x,y) = .
As condigbes lim ||z, yi|| = oo e
k—o0

: Of (e, ye) Of (e, ye) \||
A [ | R

implicam que

20y +1 = 0e x> — 0 —=x — 0.

. . . 1 —k
Isto nos motiva a considerar a sequencia xy = ) Temos:
1 1 1
li =lim—-{—+4++]=0.
I claro que:
lim ||zg|| = oo,
k—oo

e além destes temos:
) . 1 -k 1
Jim el 19 £ = g | (1. 55| (0. | =

. 1 k2 1 . 1 1 1
Ve o L i R

Desta forma, temos que 0 € Atipf.

Exemplo 3.8. Considere o polinomio f(x,y,z) = x — 3x°y? + 227y* + yz. Temos que
0€ Ko(f).

Temos que:
8_f 1 4,2 6,3
=1— 152"y + 1427y,
Ox
)
—f = —2uy3z° + 3y*22" + z,
dy

aor
52 ¥
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Tomando a sequéncia (g, Y, 21) = <E’ k2 O) , temos que

1
ek, y, 21) = - 3k5k4+2ﬁk6+0

1 3 2
J(Tr, Yry 21) = PR

@k, Y, 26) = T 0.

Logo, lim f(xg, yg, 2x) = Ilciir(l)O = 0. Além disto, temos que Ilclir(l) | (xp, i, 21)|| = 00 €

lim
k—0

1 2 4 6, 2 4 2
g A{1=1 14 —2 shta L 0; k
<kkO>H H( 5k4k + k6k k3 k + RS
1 2 —6 2
— k% . — 14; — 4 —
<kko>H H<1 15+ 14; +k3,k>
tim || (£ k2.0 1(0,0, k)|
k—)o k? ? * 9 9 9

hm —+k4+0 VO +0+ k4,

L2
1 6
lim + k \/7

lim
k—0

k—0
lim &2 L4k
k—0 k ’

lim kv/1 + k5 = 0.
k—0

Estes mostram que 0 € Atipf.
Relacionado a condi¢ao de Malgrange, temos a seguinte condicao:

Definigao 3.9. Dada wma funcao polinomial f : R? — R, definimos:
Koo(f) = {t € R; 3{x} C R Jlim f(ap) = ¢, lim ]| = o

o G )|
k—o0

Pelas Definicoes 3.5 e 3.9, temos Koo(f) C Koo(/f).
De fato, se t € K (f), temos que existe {x;} tal que:
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(i). lim f($k) =1,
k—o0

(ii). lWm ||zx|| = oo,
k—o0

o 0
(iff). Jim ]l H( fa(ik)’ fﬁ(;k)>H -

Em particular, esta iltima, implica que V () converge para 0. Isto e as duas primeiras

condicdes implicam que todas as propriedades de K «(f) sao satisfeitas. Logo, t € K o (f)
e portanto Keo(f) C Koo(f).

O préximo exemplo mostra que Koo f) pode ser grande e que a inclusio Keo(f) C
Koo (f) pode ser estrita.

Exemplo 3.10. Considere o polinomio
flx,y,2) =+ 2%y + 2'yz.

Entio f € uma submersio e R* C Koo(f). Dado a € R*, tomemos a curva

Yals) = (S, i—Z L+ Ua)7s) (4a)_15)> :

252

Temos que

f(%(S))a+s<1+£> N

quando s — 0.

De fato, no exemplo acima temos que Atipf = Koo(f) = {0} e Koo(f) =R, veja [4].

2.1 Teorema de Rabier

A seguir, apresentamos o seguinte caso particular do Teorema de Rabier, que é 1til para

estimar Atipf.

Teorema 3.11 (Versio particular do teorema de Rabier). Seja f : R? — R wma aplicacao

polinomial. Fntao
Atip(f) C f(Singf) U Kso(f),

onde f(Singf) denota o conjunto dos valores criticos de f.
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Exemplo 3.12. Considere f(x,y) = x*y +x. Temos que {0} = Atipf = Ko(f) ¢
f(Singf) =0 (veja Exemplos 3.3 ¢ 3.7).

A demonstracao do Teorema 3.11 pode ser vista em [4] e [7]. Em particular, pelos
resultados de [4], segue que f(Singf) U K (f) é sempre finito.

Seja tg & f(Singf) U Koo(f). Um dos passos da demonstracio do Teorema 3.11
V/(x)

IV [ ()]

limitadas em um aberto f=1(I), ¢, € I, I um intervalo aberto de R. Isto segue pela

para mostrar que ty ¢ Atipf é mostrar que as curvas integrais do campo S80

Proposicao 2.14.
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