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ANDRADE, J. C. Validagao de um modelo numérico da vibragdao de uma placa metalica
retangular simplesmente apoiada. 2020, 94 f. Trabalho de Conclusdao de Curso -

Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

Resumo

O objetivo principal do estudo de vibragbes refere-se a determinagéo dos seus efeitos sobre
o desempenho e a segurancga das estruturas e dos sistemas mecanicos, para o controle dos
mesmos. Diversas estruturas sdo formadas parcial ou integralmente por placas, que se
configuram como componentes leves, versateis e econdmicos, e o crescimento de
aplicagbes de estruturas deste tipo tem sido notavel nas ultimas décadas, especialmente na
industria aeroespacial. Nesse sentido, o presente trabalho evidencia o estudo da analise de
vibragdes de uma placa retangular simplesmente apoiada em suas quatro bordas, com o
intuito de validar um modelo numérico que represente adequadamente a teoria. Para isto,
primeiramente, os procedimentos de calculo foram desenvolvidos para a obtencdo da
equacao diferencial do movimento da placa. A partir desta solugao analitica, que é exata
para a placa com as condi¢cdes de contorno em questdo, determinou-se as frequéncias
naturais, os modos de vibracido e a resposta da placa a excitagdes externas. Depois disso,
realizou-se a modelagem numérica da placa e, de posse dos resultados obtidos, foram
comparadas as solug¢des analitica e numérica. Concluiu-se a validacao do modelo numérico
utilizado para todos os parametros de estudo desejados e ainda propbs-se ao longo do
projeto a realizacdo de uma analise experimental em um trabalho futuro para comparagao
com os resultados apresentados e para aproveitamento didatico nas aulas realizadas no

Laboratério de Acustica e Vibragdes da Universidade Federal de Uberlandia.

Palavras Chave: frequéncias naturais, modos de vibragdo, placa simplesmente apoiada,

solugao analitica, analise numeérica.
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ANDRADE, J. C. Validation of a numerical model of a metallic rectangular simply
supported plate vibration. 2020, 94 f. Final Project — Federal University of Uberlandia,

Uberlandia.

Abstract

The main objective of the vibration study refers to the determination of its effects over the
structure and mechanical systems performance and safety, for the control of these effects.
Several structures are partial or integrally composed by plates, which are light, versatile and
economic components, and the increase in applications of this kind of structures has been
remarkable in recent decades, especially in the aerospace industry. In this way, the present
work demonstrates the analysis study of a rectangular plate vibration that is simply supported
in its four edges with the intention of validate a numerical model which properly represents
the theory. For this purpose, firstly, the calculation procedures were carried out to obtain the
governing differential equation of the plate. From this analytical solution, which is exact for
the plate with the boundary conditions under discussion, the natural frequencies, the mode
vibration and the answer of the plate to external excitations were determined. After that, the
numerical modeling of the plate was held and, with the obtained results, the analytical and
numerical solutions were compared. The validation of the numerical model used was
concluded for all the desired researched parameters and in addition it was proposed
throughout the project the development of an experimental analysis in a future work to the
comparison with the presented results and to the didactic utilization in the classes taught at

the Acoustics and Vibrations Laboratory from the Federal University of Uberlandia.

Keywords: natural frequencies, mode vibration, simply supported plate, analytical solution,

numerical analysis.
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CAPITULO |

INTRODUGAO

1.1 Contextualizagao

As vibracdes estao presentes nas fungbes humanas vitais mais simples em que se
pode imaginar, tais como nas vibragdes dos timpanos que permitem a audicdo e das ondas
de luz que possibilitam a vis&o; a respiragio, por sua vez, relaciona-se com a vibragado dos
pulmbes e a emissao vocal deve-se ao movimento oscilatério da laringe e da lingua (RAO,
2004).

Conforme Rao (2004) apresenta sobre o histérico da vibragao, as suas origens se
deram com o desenvolvimento dos primeiros instrumentos musicais e com os estudos sobre
a musica e 0 som. A compreensdo sobre os fendbmenos da natureza e as teorias
matematicas desenvolvidas a respeito da vibracdo de sistemas fisicos foram os assuntos
aos quais os primeiros intelectuais dedicaram maior atencdo. Ja as contribuicdes mais
recentes relacionam-se especialmente com situa¢des aplicadas a engenharia.

Com o objetivo de obter estruturas cada vez mais leves, os pioneiros da aeronautica
precisavam controlar os problemas de dinamica estrutural e vibragdes: a partir da década de
1920, os engenheiros aeronauticos foram forgados a reconhecer a importancia da mecanica
das vibragdes, cuja teoria tornou-se relevante nos estudos da aeronautica, para a previsao
do comportamento elastico das aeronaves (GERADIN; RIXEN, 1997).

O famoso caso do colapso da ponte de Tacoma Narrows (Figura 1.1), nos Estados
Unidos, ocorrido no mesmo ano em que foi realizada sua inauguracao (1940) é um exemplo
de um fendmeno proprio do assunto de vibragdes denominado ressonancia: ocorre quando
o sistema, sujeito a uma vibragao forgada, é obrigado a vibrar na frequéncia da excitagéao
externa que coincide com uma de suas frequéncias naturais (THOMSON; DAHLEH, 1998).

O resultado disso séo oscilagbes amplas e perigosas que podem arruinar por completo
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estruturas de pontes, prédios e asas de aeronaves, por exemplo, o que torna imprescindivel
a determinacdo das frequéncias naturais de uma estrutura no campo dos estudos de

dindmica e vibragdes.

Figura 1.1 — Vibragbes induzidas pelo vento sobre a ponte Tacoma Narrows.

Fonte: Rao (2004).

Outras diversas e importantes aplicagbes do estudo de vibracbes relacionadas aos
problemas de engenharia atualmente referem-se a: balanceamento de motores, pas e
rotores de turbinas, maquinas centrifugas pesadas, mancais e engrenagens, processos de
fabricagéo; assuntos estes que podem ser associados ao fenédmeno de falha por fadiga, ao
desgaste acelerado de componentes, ao desconforto, a geragéo de ruidos, e a ineficiéncia,
improdutividade e inadequacao de processos e produtos, por exemplo.

Porém, por outro lado, os estudos na area de vibragdes podem ser voltados para
topicos também bastante Uteis no sentido positivo de utiliza-las em favor do
desenvolvimento e da tecnologia. Aplicagdes industriais deste tipo envolvem transportadores
vibratérios, peneiras, compactadores, testes vibratérios de materiais e melhoria nos
processos de fabricagdo de materiais, tais como fundigdo, usinagem, forjamento, soldagem
(RAO, 2004).

Com esta breve contextualizagdo e apresentagao de aplicagoes, é possivel perceber
a abrangéncia do assunto de vibragdes que se ramifica em diversos conteudos mais
especificos, entre os quais se destaca o estudo de vibragdes de placas. Este, apesar de
inicialmente fornecer a impressao de ser muito simples, pode ser aprofundado de varias
maneiras e ainda consolida a base dos estudos aplicados a aeronautica.

Na atualidade, o estudo das vibragbes de placas alcangou especial importancia e
notavel crescimento de aplicagbes, dado que diversos componentes na engenharia de
estruturas podem ser enquadrados neste assunto, como Szilard (2004) explica: na

engenharia civil, exemplos tipicos sédo pisos e lajes de fundagao, eclusas, paredes finas de
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contengdo, tabuleiros e lajes de pontes; na construgdo naval (casco, convés e
superestrutura de um navio) e na industria aeroespacial (asas e grande parte da fuselagem
de uma aeronave), as placas sao indispensaveis; e estas sao elementos bastante
encontrados também como componentes de maquinarios e em outros dispositivos
mecanicos.

A intencao deste trabalho é desenvolver uma andlise numérica da vibragdo de uma
placa retangular, cujas condicbes de contorno correspondem as quatro bordas
simplesmente apoiadas em suas extensbes, para que em um ftrabalho futuro seja
desenvolvido um aparato experimental que represente na pratica os modos de vibrar e a
resposta da placa a excitacdes externas. Além disso, idealiza-se aproveita-lo para posterior
utilizacdo didatica, auxiliando na explicacao da teoria de vibracdes através da visualizagao
real de um assunto que muitas vezes parece ser abstrato e complexo para os estudantes.

Uma imagem que ilustra bem a inspiragcao do desenvolvimento deste trabalho é
indicada pela Figura 1.2, onde uma bancada experimental com os principais componentes
estd montada. Almeja-se que este experimento pretendido, concluido em momento
posterior, seja capaz de validar as solu¢des analitica e numérica desenvolvidas neste

projeto.

Figura 1.2 — Ideia da bancada experimental a ser desenvolvida em trabalho futuro.

Fonte: University of Michigan (2020).

Nas apresentagdes do Laboratério de Acustica e Vibragbes, durante as aulas de
Introdugdo a Engenharia Mecéanica, a demonstragcdo do experimento pode estimular os
alunos e despertar o interesse pelos estudos na area de acustica e vibragdes, atraindo mais

pessoas para o desenvolvimento de pesquisas neste laboratério.
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1.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é realizar a validagcado numérica de um modelo de
movimento vibratério forcado de uma placa simplesmente apoiada em suas quatro bordas.
Para isso, devem ser determinadas as frequéncias naturais € os modos de vibracdo da
placa. Além disso, objetiva-se apresentar o projeto conceitual do experimento a ser
desenvolvido como uma continuacdo deste trabalho, que possa ser aproveitado
didaticamente pelos alunos da graduacao sobre os conteudos acerca das vibragdes de
sistemas mecanicos e, de forma mais especifica, quanto a vibragao de placas.

Os objetivos especificos deste projeto definidos para a conclusdao do mesmo
consistem em:

e celaborar a revisdo bibliografica a respeito dos conteudos de dinamica e
vibracbes, vibragdes de placas e método dos elementos finitos;

e desenvolver um programa no software MATLAB® que calcule as frequéncias
naturais, os modos de vibrar e a resposta da placa a vibracdes forcadas;

e implementar um modelo numérico adequado via método dos elementos finitos;

e caracterizar conceitualmente as ideias acerca da montagem experimental,

e coletar os dados obtidos com as solugdes analitica e numérica,;

e avaliar e comparar os resultados encontrados para verificacdo e validagao do

modelo numérico.

1.3 Revisao Bibliografica

O objetivo principal do estudo de vibragdes é a determinacao de seus efeitos sobre o
desempenho e a seguranga dos sistemas e, por consequéncia, o controle dos mesmos.
Para a compreensdo adequada deste assunto e dos demais topicos apresentados no
presente trabalho, sdo importantes os conhecimentos prévios a respeito dos conteudos de
dindmica e vibragbes, resisténcia dos materiais, equagbes diferenciais e métodos

nuMericos.
1.3.1 Dindmica e Vibragbes
As vibragdes se tratam de movimentos oscilatérios de sistemas dinamicos, os quais

se referem a associagbes de materiais que possuem massa e cujas partes podem

apresentar movimento relativo, ou seja, todos os corpos dotados de massa e elasticidade
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sdo capazes de vibrar (TSE; MORSE; HINKLE, 1978). De maneira simplificada e com outras
palavras, as vibragdes sdo movimentos alternativos que ocorrem em torno de posi¢cdes de
equilibrio, com amplitudes relativamente pequenas.

Sobre este assunto € importante apresentar alguns tipos de classificagbes
relacionados aos sistemas oscilatérios. A classificagdo mais geral identifica a vibragdo como
livre ou forcada (THOMSON; DAHLEH, 1998): denomina-se vibragao livre quando forgcas
que sdo inerentes ao sistema promovem a oscilacdo do mesmo sem a atuagdo de nenhuma
forca externa; a vibragdo forgada, por sua vez, acontece quando a excitagdo de forgas
externas atua sobre o sistema, a qual, quando oscilatéria, forca este a vibrar na mesma
frequéncia. Deve-se mencionar ainda que na vibragao livre, o sistema pode oscilar sob uma
ou mais de suas frequéncias naturais, as quais sao proprias do sistema dinamico, definido
pela sua rigidez e distribuicdo de massa.

Segundo Thomson e Dahleh (1998), os sistemas oscilatérios podem ser classificados
também, de modo geral, como lineares ou ndo-lineares: caso todos os componentes basicos
do sistema (massa, mola e amortecedor) sejam lineares, o sistema caracteriza-se como
linear, o principio de superposicao aplica-se nesta hipétese e os métodos matematicos sao
bem desenvolvidos; porém, se algum dos elementos apresenta comportamento nao linear, o
sistema é nao linear, o principio citado ndo se aplica e os métodos sdao bem menos
conhecidos e dificilmente aplicaveis para sua analise. Apesar disso, como estes
correspondem ao estado final ao qual todos os sistemas tendem com o aumento da
amplitude da oscilacdo, o conhecimento sobre eles torna-se relevante ao analisar os
sistemas na pratica.

O procedimento da analise de vibragdes inclui uma série de etapas para a previsao
do comportamento dos sistemas dinamicos, cujas respostas normalmente sdo dependentes
das condic¢des iniciais e das excitagbes externas ao longo do tempo. A maioria deles sdo
muito complexos, de modo que apenas as caracteristicas mais importantes sao
consideradas, além da definicao das condigdes de entrada. As etapas que constituem o
procedimento de analise sdo nesta ordem: modelagem matematica, obtencdo das equagbes
governantes, solucéo destas e interpretacao dos resultados obtidos (RAO, 2004).

A primeira etapa citada consiste na representagdo dos aspectos mais importantes do
sistema a fim de se obter as equagbes matematicas que regem o seu comportamento. A
partir do modelo matematico estabelecido, sdo utilizados os principios da dindmica e
realizada a derivacdo das equagdes que caracterizam as vibragées do sistema. Com a
resolugdo destas equacgdes, determinam-se as respostas do sistema vibratério, através dos
deslocamentos, velocidades e aceleragdes das varias massas do sistema, tornando possivel

a compreensao do problema proposto, conforme Rao (2004) esclarece.
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1.3.2 Vibragbes de Placas

De acordo com Szilard (2004), as placas podem ser definidas simplificadamente
como componentes estruturais planos, retos e bidimensionais, cuja espessura apresenta-se
com dimensao pelo menos 10 vezes menor que o comprimento e a largura. O formato e as
extremidades fisicas podem assumir variadas geometrias e as condigcbes de contorno
podem ser classificadas como livres, de apoio simples, fixas, incluindo também os casos de
apoios e restricoes elasticas e apoios pontuais.

Mais leves, as placas sdo vantajosas em termos econdmicos e, como uma seérie de
estruturas sdo formadas parcial ou integralmente por elas, economias de material e de custo
de mao de obra sdo amplamente alcangadas com sua utilizagdo, o que explica sucintamente
a razéo pela qual este assunto atingiu tamanha importancia e notavel crescimento de suas
aplicagdes recentemente, de maneira especial na industria aeroespacial (SZILARD, 2004).

As placas podem ser divididas em grandes categorias considerando a razao entre a
espessura e o comprimento principal (h/L) e algumas caracteristicas relacionadas ao seu
comportamento. As placas rigidas, que comumente sdo denominadas simplesmente placas,
diferenciam-se das membranas pelo fato de possuirem rigidez a flexao, a qual resulta de
sua espessura e da elasticidade de seu material (BLEVINS, 2001).

Além das placas rigidas e membranas, cujas faixas de razdo (h/L) sdo definidas
entre 1/50 e 1/10 e menores que 1/50, respectivamente, Szilard (2004) ainda estabelece
mais duas classes. As membranas sio elementos extremamente finos que nao possuem
rigidez a flexdo e estas duas classes adicionais referem-se: ao grupo das placas
moderadamente espessas (com a razdo h/L entre 1/10 e 1/5), que se diferenciam das
placas rigidas pelos consideraveis efeitos das forgas cisalhantes transversais; e ao grupo
das placas espessas (com razdo h/L acima de 1/5) que apresentam condi¢des internas de
tensdo que se assemelham as de uma estrutura tridimensional.

Para realizacdo da analise de uma placa é necessario implementar idealizagbes a
respeito da sua geometria e apoios, do comportamento do material e dos tipos de carga e
modos de aplicagao. Isto ocorre porque a analise de uma estrutura real leva o estudo a um
grau de complexidade tdo elevado que a sua fiel representagao torna a pesquisa inviavel em
diversos aspectos. Dessa forma, a estrutura real deve ser substituida por um modelo
simplificado que assegure as principais caracteristicas de seu comportamento.

Para a resolugdo e conclusdo da analise das vibragdes de uma placa sao aplicadas
as equacgoes governantes da teoria da elasticidade, porém as solu¢des exatas sdo obtidas

apenas para especificas condi¢des de contorno e de carga (SZILARD, 2004). Na maioria
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dos casos, métodos de energia podem fornecer solugdes analiticas razoaveis para
problemas praticos. Porém, hoje em dia, os métodos de solu¢gdo numéricos, a exemplo do
método dos elementos finitos, alcangaram maior importancia, especialmente pelo advento
da ampla e facilitada utilizacdo dos computadores atualmente, bem como devido a
simplificacao, rapidez e precisdo obtidas pela técnica de discretizacao para resolucédo de
problemas complexos com a aplicagao destes métodos.

A base da Teoria Classica de Placas foi estabelecida por Kirchhoff em 1850 com a
determinacgao de algumas aproximacgoes para simplificagdo da analise de placas, como uma
extensdo da Teoria de Euler-Bernoulli sobre vigas da situagdo unidimensional para a
bidimensional (REDDY, 2006).

Outra teoria bastante utilizada, denominada “first-order shear deformation theory’
(teoria da deformacado por cisalhamento de primeira ordem, em sua tradugdo), € uma
extensdo do modelo de viga proposto por Timoshenko, que se baseia na teoria classica,
porém com algumas diferencas, considerando os efeitos de cisalhamento (REDDY, 2006).

Timoshenko (1940), citado por Reddy (2006), inclusive, contribuiu muito com a teoria
de placas com a primeira publicacdo de sua obra intitulada “Theory of Plates and Shells” em
1940, que apresenta avaliagdbes do comportamento de placas e cascas com diversas
geometrias, condi¢cdes de contorno, aplicagdes de carregamento e propriedades materiais. E
desde entdo, a aplicagado pratica deste assunto se difundiu bastante com a divulgag¢ao de
inumeros trabalhos na area.

Algumas obras importantes relacionadas especificamente ao desenvolvimento inicial
€ responsaveis por guiar as pesquisas deste trabalho podem ser aqui mencionadas como: o
livro “Formulas for Natural Frequency and Mode Shape” de Blevins (2001) e o artigo “The
Free Vibration of Rectangular Plates” de Leissa (1973). Além destes, como apontado, foram
encontradas ainda varias publicagdbes que estudam o comportamento das diferentes
categorias destas estruturas (membranas, placas finas, moderadamente espessas e
espessas), caracterizadas por diversos formatos geomeétricos, condigbes iniciais, de

contorno e de carregamento.

1.3.3 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos trata-se de uma técnica matematica de analise
numérica baseada na discretizagdo, ao considerar um meio continuo, uma placa, por
exemplo, como um conjunto de elementos de dimensao reduzida (pequenos componentes)

finitos. Tais elementos preservam as propriedades do meio que constituem e a resposta do
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sistema se da pela resolucdo simultdnea das equagdes que governam 0S mesmos por um
software computacional.

O procedimento de divisdo de um sistema em suas partes elementares individuais
bem definidas e mais facilmente entendidas seguido da reunido das mesmas para
compreensao do sistema como um todo acompanha, intuitiva e naturalmente, o homem nas
mais diversas areas de estudo (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2013).

Geralmente, com a implementacdo deste procedimento, praticamente qualquer
fendmeno natural pode ser descrito, acompanhado do auxilio de leis da fisica e de
ferramentas da matematica. Os modelos matematicos sdo desenvolvidos considerando o
comportamento do objeto de estudo com a utilizacdo de axiomas e leis governantes. Estes
sdo frequentemente caracterizados por equacdes diferenciais e integrais sobre dominios
geométricos bastante complexos, que necessitariam de inUmeras simplificagdes para
obtengdo de sua solucdo analitica até o efetivo advento da tecnologia computacional,
iniciado ha cerca de quatro décadas (REDDY, 2006).

A simulagdo numeérica resultante do desenvolvimento de métodos numéricos
aplicados em programas computacionais possibilita a analise de modelos matematicos
complexos, auxiliando a solugéo de diversos problemas praticos da engenharia e permitindo
a analise dos efeitos de variados parametros sobre a resposta do sistema. Com esta
técnica, o processo pode ser melhor compreendido, acompanhado ainda de maiores
economias de tempo e de recursos materiais, em comparacdo com o uso de técnicas
experimentais para se atingir o mesmo nivel de esclarecimento acerca do assunto (REDDY,
2006).

Szilard (2004), ao descrever o Método dos Elementos Finitos, apresenta as
caracteristicas e os fatos principais que explicam a sua ampla utilizagao e popularidade, os
quais sao: a familiaridade dos engenheiros com a sua proposta; a facilidade de visualizagao
e simplicidade de modelagem através de sua implementagéo; a disseminagdo do uso dos
computadores nas ultimas décadas; e a versatilidade e flexibilidade do método, de modo
que a base de determinado programa pode ser utilizada para a resolugdo de problemas
variados.

Cook et al. (2001) ainda apresentam mais algumas vantagens do Método dos
Elementos Finitos (MEF) em relacdo a outros métodos numéricos, a exemplo do fato do
MEF ser aplicavel para resolugdo de problemas de areas diversas (como transferéncia de
calor, campos magnéticos, analises de tensdes, dindmica de fluidos), ndo havendo restricao
geométrica, muito menos restrigdes para condi¢goes de contorno e carregamentos, as quais
podem variar entre as diferentes por¢cdes do meio analisado; as propriedades do material

nao se restringem a isotropia, podendo variar entre os elementos ou ainda no interior de um
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elemento; e a aproximacdo deste método pode ser aprimorada com a ampliacido da
quantidade de elementos da malha nos locais em que as variagdes de campo sao maiores e
melhores resolugdes sao necessarias.

As etapas para aplicagao da analise segundo o Método dos Elementos Finitos sao:

Discretizagdo do meio continuo, sele¢do das fungbes de forma adequada,
formulacdo do elemento, aplicacdo das condicbes de contorno e de
carregamentos, montagem do sistema discretizado, solugdo do sistema de
equacgdes resultante e, por fim, computacdo dos resultados. (SZILARD,
2004, p. 365)

Considerando, neste momento, um breve histérico deste assunto, nas décadas de
1950 e 1960, os programas computacionais para solu¢ao de problemas praticos similares ao
que hoje é conhecido como método dos elementos finitos s6 existiam na industria
aeroespacial, a qual foi fundamental para o desenvolvimento e melhoria dos métodos de
analise numéricos (BRAUER, 1993).

O artigo de Turner et al. (1956) é considerado por muitos como 0 precursor no
estabelecimento do método dos elementos finitos. Segundo Brauer (1993), dois dos autores
estavam imersos no campo da aeronautica, sendo Turner funcionario da Boeing Aircraft e
Martin da Engenharia Aeronautica da Universidade de Washington. Clough era professor de
Engenharia Civil na Universidade da California e criou o termo “elementos finitos” em um
artigo publicado em 1960.

Argyris e Kelsey (1960), citados por Brauer (1993), publicaram um livro com muitas
contribuicbes para o assunto, embora o termo “método dos elementos finitos” ndo estivesse
literalmente evidenciado. Na década de 1960, diversos softwares de MEF estavam sendo
desenvolvidos, incluindo o NASTRAN®, concebido pela NASA.

Cook et al. (2001), em sua revisao historica, remontam as origens do uso deste
método como hoje é conhecido ao matematico Courant, que propés a divisdo de uma segao
transversal em regides triangulares para se determinar a rigidez a torgcado de um eixo oco.

Na opinidao de Brauer (1993), as origens desta técnica foram provavelmente
estabelecidas por diversos contribuintes pioneiros de forma independente por volta das
décadas de 1950 e 1960, de forma que o método se consolidou e posteriormente se
popularizou com o desenvolvimento dos softwares computacionais de aplicacdo do MEF.

Gupta e Meek (1996) sugerem que cinco grupos de artigos podem ser considerados
como fundamentais para o desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos, cujas
autorias sado de Courant (1943), ja mencionado anteriormente, Argyris (1960), Turner et al.
(1956), Clough (1960), e Zienkiewicz (1967), citados por Gupta e Meek (1996). Argyris

determinou técnicas numéricas para aplicacdo do principio virtual do trabalho em forma de
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matrizes, as quais se identificam como a base para grande parte das analises de tensdes no
MEF.

No artigo de Turner, foram desenvolvidos a matriz de rigidez de elementos
triangulares e o estudo da convergéncia de deslocamento de elementos planares,
comparando-se com outros métodos e analisando uma viga com as extremidades fixa e
livre. Clough, por sua vez, deu continuidade aos estudos de convergéncia dos elementos de
tensdo e nomeou o método, conforme ja explicitado. E Zienkiewicz esclareceu melhor as
técnicas de minimizacao utilizadas por Courant e viabilizou a resolucdo de problemas de
campo pelo MEF, além de ter publicado o primeiro livro sobre o método em 1965,
popularizando o assunto (GUPTA; MEEK, 1996).

Segundo Chroscielewski, Gilewski e Kreja (2011), as origens da aplicagado do método
dos elementos finitos aos estudos de placas e cascas se deram com um grupo de pesquisas
liderado pelo professor R. W. Clough. Este grupo demonstrou que problemas de flexdo de
placas poderiam ser solucionados pelo MEF satisfatoriamente (ADINI; CLOUGH, 1960),
além de terem publicado trabalhos cientificos acerca da utilizagcao de elementos triangulares
para a modelagem de estruturas reais de placas produzindo excelentes resultados
(CLOUGH; TOCHER, 1965).



CAPITULO II

FUNDAMENTAGAO TEORICA

Neste capitulo, serdo explicitados os conteudos relativos a Teoria de Placas,
necessarios a compreensao do seu comportamento dindmico. Inicialmente, serao
apresentadas as hipoteses da Teoria de Kirchhoff, que simplificam o problema da analise de
placas, e os parametros indispensaveis da teoria da elasticidade, acompanhados de suas
relacbes (tensdo, deformacdo, momentos internos, entre outros). Depois disso, o
desenvolvimento da teoria de placas propriamente dito, baseado no Principio de Hamilton,
resultara na obtencdo da equacao diferencial governante do seu movimento. E por fim,

serdo estabelecidas as condigdes de contorno classicas do objeto de estudo em questéo.

2.1 Teoria Classica de Placas

Para esta analise, sera considerada uma placa livre de espessura h, com dimensdes
caracteristicas L, e L, ao longo dos eixos identificados pelos respectivos indices,
posicionada em um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz de acordo com a Figura 2.1,

sendo que Ox e Oy coincidem com seus eixos principais de inércia.
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Figura 2.1 — Posicionamento da placa no sistema Oxyz.

Fonte: Santana (2002).

O objetivo principal deste capitulo € explicitar a flexdo de placas finas segundo a
teoria de Kirchhoff, de modo a permitir a analise das vibracbes livres das placas e do seu
comportamento dindmico quando sujeitas a determinados carregamentos e condigdes de
contorno. A base da fundamentacao tedrica apresentada reside no trabalho de Géradin e
Rixen (1997).

As hipéteses adotadas, seguindo a teoria mencionada, podem ser enunciadas da
seguinte forma:

1. A placa fina apresenta espessura h, possuindo um plano médio localizado em z =0
e, consequentemente, suas faces externas, paralelas ao mesmo, sio identificadas em
z= i%h;
2. Somente o deslocamento transversal (w) sera considerado, o qual também é
chamado de deflexao;
3. A tensdo normal ao plano médio o, é pequena comparada as demais componentes
de tensao e pode ser negligenciada nas relagdes de tensdo-deformacgao;
4. As secbes transversais, inicialmente normais ao plano médio antes da flexao,
permanecem planas e ortogonais ao plano médio durante a deformagao e o comprimento
de seus elementos nao ¢ alterado, o que significa que as deformacdes de cisalhamento
Yxz € ¥y, S80 desprezadas;
5. Os deslocamentos u e v no plano Oxy resultam dos dois seguintes efeitos:

v Um campo de deslocamento inicial, uniforme ao longo da espessura e

decorrente de um carregamento no plano da placa;

v" Um campo de deslocamento devido a rotagdo das sec¢des transversais.
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Figura 2.2 — Cinematica da deformagéo da placa.

f

w
dw

Zw de

Fonte: Santana (2002).

Apresentadas estas hipéteses da Teoria de Kirchhoff e considerando a cinematica da
deformacdo de uma placa fina ilustrada na Figura 2.2, podem ser estabelecidas as
seguintes relagbes para u, v e w, componentes do vetor deslocamento nas dire¢des x, y e

z, respectivamente:

0
u=u0(x,y)—2% (2.1)
v =vy(x,y) — ZZ—‘;: (2.2)
w=w(x,y) (2.3)

Onde uy(x,y) e vy(x,y) sao deslocamentos resultantes de uma extensao inicial da

placa através de uma pré-carga no plano médio.

2.1.1 Teoria da Elasticidade

No presente topico sera apresentada uma explicagdo acerca da teoria da
elasticidade com o objetivo de introduzir e facilitar a compreenséo da teoria de placas a ser
desenvolvida posteriormente.

Quando um corpo é submetido a agao de forgas externas, o mesmo se deforma com
o surgimento de tensdes e deformacgdes internas. Esta reagao do corpo € dependente da
sua geometria, dos carregamentos aplicados e das propriedades do material.

Tendo isso em vista, a teoria da elasticidade trata especificamente dos materiais

linearmente elasticos (cujas relagbes entre tensdao e deformacgado sio lineares e as
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deformacdes e tensdes produzidas séo eliminadas diante da remogéao das forcas externas).
Além disso, ela assume que os materiais sdo homogéneos e isotropicos, o que significa que

suas propriedades sdo as mesmas em todos os pontos e em todas as diregdes.

2.1.2 Tensdo em um Ponto

Considerando um ponto material qualquer no interior de um corpo elastico sujeito a
forcas externas (no caso a placa representada na Figura 2.1) e estabelecendo seu
posicionamento segundo o sistema de coordenadas cartesiano, torna-se conveniente
assumir que este elemento de volume possui suas faces paralelas aos planos coordenados.

As tensbes atuantes sobre o elemento podem ser decompostas em componentes
normal e tangencial em cada face, conforme a imagem seguinte (Figura 2.3), que ilustra
apenas os vetores nas faces frontais, sendo que o primeiro indice se refere a dire¢ao normal
em relacdo ao plano correspondente e o segundo indice, no caso das componentes

cisalhantes, a direcido da propria tensao.

Figura 2.3 — Estado de tens&o do elemento de volume.

e

Fonte: Santana (2002).

2.1.3 Expressées de Deformagéao e Relagbes de Tensdo-Deformagao

As deformacgdes devido as tensdes normais e de cisalhamento da placa indicadas na
Figura 2.3, atentando-se as hipdteses da Teoria Classica e de acordo com o tensor de
deformacido de Green (para grandes deslocamentos), podem ser expressas da seguinte

maneira:



du 1/0w\* du, 0 w 1 /0w\?
oS S-S
ox 2\ox 0x 0x2  2\ox
v 1/0w\* v, 0*w 10w\
fy=@+z(a) =a‘za—yz+§(a)
ow
£Z=E=
ou dv\ Jowow [du, Jv, %w
fo(@*a)*a@:(a*a)‘”m
Ju oJw
szza_z'l'azo
Jdv Jw
Yyz =5, E=0
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(2.4)
(2.5)

(2.6)

ow ow

dx 9y (2.7)

(2.8)

(2.9)

As componentes n&o nulas sdo entdo coletadas em uma matriz coluna de

deformacdes da seguinte forma:

Ex
Vxy

(2.10)

E esta matriz pode ser decomposta em outras trés matrizes colunas constituidas por

elementos de mesmo grau (graus 0, 1 e 2) em termos da deflexdo w, conforme se segue:

& = S(O) + 8(1) + 8(2)

dug %w

[ o | 25 |
v, 22w

0) — e 1 = | —_z— | ) =
& ay & V4 ay &

ou av, 2

l_o + _OJ —2y 9 WJ

oy ox oxdy

(2.11)

(2.12)

A Lei de Hooke generalizada em fungdo das deformagbes ¢, ¢, € ¥, pode ser

evidenciada segundo as componentes de tens&o:

Oy = (&, + vsy)

1—v2

(2.13)
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O'y = m (VSx + Sy) (214)

E _E(1-v)

T = o S oy T2 =

De modo que se torna possivel estabelecer a relacdo de tensao-deformacéao

matricial:

o =He (2.16)

Através da definicdo das matrizes de tenséo e de coeficientes elasticos conforme se

segue:
Ux
a=[%] (2.17)
Txy
1 v 0
E (v 1 0
=17 1—vy (2.18)
00 >

2.1.4 Definicdo de Curvaturas

A matriz coluna que representa as curvaturas é definida por:

X=| - (2.19)

Os dois primeiros termos representam as principais curvaturas da placa nas dire¢des
x e y, respectivamente, e o terceiro indica a curvatura produzida pela tor¢do. As

deformacdes devido a flexao linear e as tensdes relativas podem, entdo, ser associadas da

seguinte forma:

eD =zx o = He® (2.20)
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2.1.5 Relagbes de Momentos-Curvaturas

Figura 2.4 — Momentos devido a flexao da placa.

/ M,

v
Sy

Fonte: Santana (2002).

Os momentos devido a flexdo (por unidade de comprimento) atuantes sobre a placa

podem ser obtidos pela integracéo das tensdes ao longo da espessura:
20 dz = fzths dz (2.21)

Como os termos antissimétricos da equagao (2.12) sdo os unicos que contribuem

para o calculo dos momentos, é possivel escrever:

M =f zoWdz = fzhzsz dz (2.22)

> s
&

Resolvendo esta integral, sdo obtidas as seguintes equacdes para os momentos por

unidade de comprimento:

M, =-D [62—W+V62—W] (2.23)
x dx? dy? '
M. = —D aZ_W + Vaz_w (2.24)
y ayz dx2 ’
2
My, = —D(1—-v) (2.25)

dxdy
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Sendo D o moédulo de rigidez da placa, definido por:

Eh3

D= —0wu
12(1 —v2)

(2.26)

Uma nova matriz de coeficientes elasticos, ja considerando a integracéo ao longo da

espessura, pode assim ser determinada:

5 1 v 0

Eh v 1 0
P e 2.27
R2A-v)l, , 1=V (2.27)

2

E as expressdes dos momentos podem ser reescritas resumidamente na forma
matricial:

M=HX (2.28)

2.1.6 Transformagdo Espacial de Momentos

Enunciando a matriz de momentos internos (também por unidade de comprimento)

no sistema de coordenadas cartesianas Oxy em um dado ponto da maneira como Szilard

(2004) apresenta, em uma matriz quadrada, tem-se que:

M, Mxy
Mory={u" wi] (2.29)

Onde M,, = M,,. Porém, quando se deseja definir estes momentos em qualquer
outro plano transversal, torna-se necessario utilizar a transformag¢do de coordenadas do
sistema Oxy para um sistema Ons através da manipulagcdo matricial de rotagéo, sendo que a

nova matriz de momentos internos sera definida por:

MTl MTlS

Mg,s = [Msn M. ] = RMg,,R" (2.30)

Onde R ¢é a matriz de rotacao:
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_ cosf sinf =[l m]
—sin@ cos6 -m

(2.31)

Para a compreensao do novo sistema de coordenadas (Ons) utilizado para obtencgao
dos momentos internos em um plano transversal qualquer, rotacionado de um angulo 6 em
relacdo ao sistema Oxy, € apresentada a Figura 2.5. Considerando o contorno arbitrario T
com cossenos diretores (I, m, 0) do vetor normal 7 em um ponto deste contorno, os

momentos em I' sdo chamados M,,, M e M,, sendo:

M,, = momento de flexdo no plano Onz, com diregdo tangente ao contorno
M, = momento de flexdo na diregdo perpendicular

M, = momento de torcdo em torno da diregdo normal

Figura 2.5 — Transformacgdo de momentos.

Fonte: Santana (2002).

Ao efetuar as operacdes de produto entre matrizes que resultam na definicdo da

matriz M,s, S0 obtidas as relagbes de momento, podendo-se definir os momentos M,,, M,

e M,; em fungdo de M,, M, e M, e vice-versa:
M, = I*M, + 2lmM,,, + m*M,, (2.32)
M = 1M, — 2ImM,,, + m*M, (2.33)
Mys = Im(My, — M) + My, (I* — m?) (2.34)
M, = 1M, — 2lmM,,; + m* M (2.35)

M, = I*M + 2lmM, s + m*M,, (2.36)
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My = Im(M,, — M) + Mps (1> — m?) (2.37)

2.2 Relagoes Resultantes da Analise da Flexao de Placas

2.2.1 Expresséo do Principio de Hamilton

Na auséncia de forgas ndo conservativas sobre o sistema, o principio de Hamilton &

representado por:

ty
o) T -V)dt=0 (2.38)

ty

Sendo T a energia cinética e V a energia potencial, as quais serao apresentadas nos

préximos subtdpicos.
2.2.2 Energia de Deformacéao

A energia de deformacao é calculada pela integragdo da densidade de energia de

deformacéo sobre o volume:
1
Vipe = —f e"He av (2.39)
2 14

Que pode ser decomposta segundo os diferentes graus das componentes de

deformacao em relagao a w:

Vine = V2 + 7D 1+ @ 1+ ow?) (2.40)
Sendo:
(0 1 (0O)T g (0)
Vit = 5] € He®) dV (2.41)
\%4

1
@ _ E_f cOTHO gy (2.42)
14
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1 1
V@ - . f eOTHE® av + f DT gy (2.43)
%4 \%4

E 0(w?3) representante dos termos de ordem superior que n&o s&o abordados nesta

teoria.

O primeiro termo (Vi(r?t)) refere-se a energia de deformacao decorrente da extensao

inicial da placa, de modo que se deslocamentos iniciais (uy,v,) forem determinados, a

expressao desta energia torna-se:

V.(Ot) = constante (2.44)

in

E, dessa maneira, tal componente nao contribui na equagéo do movimento.

O segundo termo (componente de primeira ordem - visqlt)) sera considerado nulo,

sendo negligenciado por contribuir apenas com a expressao de equilibrio da placa sob pré-

tensao.

v = f zdz f XTHe® ds =0 (2.45)
S

A componente quadratica (Vi(nzt)), por sua vez, pode ser integrada ao longo da

espessura, obtendo-se:

1
Vit =5 L XTH*X dS + fs Ne@ ds (2.46)

Onde o primeiro termo refere-se a energia de deformacéao devido a flexao de origem
linear e o segundo se refere ao efeito de pré-tensao, representado em termos das tensoes

iniciais de membrana da placa, expresso por:

Ny h

2
Ny | =Ny = f He® dz=0 (2.47)
N _h

2

xyo
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2.2.3 Energia Cinética

A energia cinética € calculada pela integragao sobre o volume da energia cinética do

volume elementar:
1
T = Ef p(u? + 92 +w?) dv (2.48)
\%4

Sendo p a densidade volumétrica e u, v e w as componentes do vetor velocidade
(derivada do deslocamento em relagdo ao tempo) de um elemento nas diregdes x, y e z,
respectivamente. Considerando as aproximagdes dos deslocamentos segundo a teoria de

Kirchhoff (equagobes 2.1, 2.2 e 2.3), a energia cinética pode ser escrita como:

T = %f_ fs P {Wz 22 [(Z_:C")Z + (%1/)2]} ds dz (2.49)

A visualizagdo desta equacdo de forma separada (como apresentado abaixo)

N

NS

facilitara o entendimento dos procedimentos de calculo seguintes:

:r—lf f V2 ds d +1Ff 2 (aw)2+(aw)2 ds d (2.50)
_Z_Espw S h)g P71\ ax dy z '
2 2

N
=

Dessa forma, os calculos de integragdo sobre a espessura podem continuar sendo
desenvolvidos, definindo-se a massa por unidade de area (mg;) e 0 momento de inércia

correspondente em fungéo do raio de giragao (r) da segao transversal:

NS

ms=f p dz (2.51)

N

=

mgr? = fzh pz?dz (2.52)

2

O que resulta na seguinte expressao para a energia cinética:
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T = %fs m, {Wz +r2 [(2_1")2 + (%)2]} ds (2.53)

Na equagao acima, o primeiro termo representa a energia cinética de translagcéao da
placa e os dois Ultimos representam os efeitos de rotagdo. No contexto da teoria classica
das placas, estes efeitos podem ser desprezados, pois eles se tornam significativos apenas
quando a contribuicdo cisalhante é realmente importante. Assim, a expressdo da energia

cinética pode ser, enfim, aproximada por:
1
T = —f mew? dS (2.54)
2 S

2.2.4 Energia Potencial

A energia potencial pode ser dividida em duas partes identificadas por energia de

deformacéo (V;,,;) e energia de carregamento externo (V).
V = Vint + Vext (255)

A energia potencial associada ao carregamento externo p(x, y, t) assume a forma:

Vipe = — f wp dS (2.56)
S

De modo a simplificar a analise, sera considerado que a placa esta livre de

momentos distribuidos e de carregamentos em seus contornos.

Em relagdo a energia potencial de deformacao, sera considerado que a placa nao
estd submetida a extensao inicial, ou seja, N, = 0. Com isso, a energia interna indicada em
(2.46) torna-se:

1
Vine =3 f XTH*X dS (2.57)
S

A qual desenvolvida equivale a:
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v _1] b 82W+62w 2 a1 2w 3w [ 9w\’ is (2.58)
mt =2 g d0x2  0y? d-=v 0x2 dy? \0xdy '

2.2.5 Equacgéo do Movimento a partir do Principio de Hamilton

Neste subtépico, serdo desenvolvidos os procedimentos de calculo de simplificacédo
das expressdes de variacdo das energias potencial e cinética para posterior aplicagdo do
principio de Hamilton, seguida e acompanhada da analise de equilibrio deduzidas em
pontos distintos da placa. Com este intuito, inicialmente, sera considerada a variagdo da

energia interna, conforme a expressao:

sV _f b 62W 2w a )62W 5 %w
mt = a2t dy? v dy? 0x?2

0%w  9%*w 2%w 2%w
—(1-v)— _— 2.59
o |G gr)-a-nga]s(Gr) 2 e

L) 2W 0w is
axay dxdy

Realiza-se entdo uma primeira integracdo por partes, utilizando as igualdades

provenientes do Teorema de Green:

ov
f —v das = f luv dI’ — f u— dSs (2.60)
s s Ox
0 ov
f —uv ds = f muv dl"—f u— ds (2.61)
s 0y r s 0y

Obtendo-se:

5V —f p(Lw 2w 5
int — . az vayz

W

6

#mp (2402 L Do o aW)
m dy? Voxz v (')y

[ B >)+i<< oo ()
R Gra) (g G

(2.62)
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Onde o primeiro termo representa o trabalho virtual devido as tensdes de flexdo no
contorno da placa. Esta equagao pode ser reescrita em termos dos momentos definidos pela

equacao (2.28) da seguinte forma:

SVipy = f [(lM +mey)5( )+(mM +lMxy)6< ‘;V)] dr
G TG+ (G52 s (G e

Considerando agora as forgcas cisalhantes definidas por unidade de comprimento

(2.63)

(por analogia com as vigas):

oM, OM,,
Qy = 9% + 3y (2.64)
oM, oM
e A4
Qy = 3y + Tx (2.65)
E procedendo com uma segunda integracao por partes, obtém-se:
ow
5vmt_f { [(lM +mey)6< )+(mM +lMxy)6( y)]} dr
oM, oM oM, oM
+f ! +—2) +m(2ZL+ =) swdr (2.66)
dx dy dy 0x

0 0
[&+& ow dS

Figura 2.6 — Coordenadas curvilineas ao longo do contorno T'.

Fonte: Santana (2002).
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Agora, a primeira integral da equagéo (2.66) ao longo do contorno sera definida em
termos da derivada da deflexdo da placa em relagcdo ao paradmetro s ao longo do contorno e

sua diregdo normal 7, utilizando-se as formulas de diferenciagdo:

0 0 i}

= 2.67
Ox on mas ( )
9 _ 2 +1 g 2.68
6y_m6n ds (2.68)

Com isso, a primeira integral da expressao (2.66) torna-se:

ow
I = j {—[lex + 20mMy, +m*M,] 6(57)
r on

— [mi(M, — My) + (1 = m®)M,, |5 (Z—VSV)} dr (2.69)
= [ (o (5) - s (G5} ar

Realizando-se a integracao por partes em termos da variavel s, o resultado final da

expressao da integral I; é:

ow oM
I = fr [—Mns (%)— i 6w] dr — [M,,, sw]y (2.70)

O segundo termo da integral da equagéo (2.66) ao longo do contorno é reescrito
separadamente a seguir (2.71) e sera desenvolvido através das férmulas de diferenciacao
(2.67) e (2.68).

oM, OM,,
I, =
5 —fr {l<ax + 3y +m

Serao considerados os efeitos do sistema curvilineo formado pelas coordenadas

oM, oM
—2 4+ ) swdr (2.71)
dy d0x

(n,s), segundo os quais os cossenos diretores do vetor normal variam com o raio de

curvatura, como expressam o conjunto de equacgdes (2.72) e (2.73):

ol 0l m
R o _ 2.72
on 0 ds R ( )
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om om I
= — = 2.73
on 0 ds R ( )

Com a aplicagdo dos calculos indicados, a expressao de I, é obtida da seguinte

forma:

oM, M, 1
12=f { + +E(Mn—Ms)}8de‘
r

on ds
(2.74)
1
- j {Qn b= (M, — Ms)}5w dr
l" R
A variagdo da energia de deformacéao, entdo, assume a expressao final:
ow
svmt=f [ M 6(6 )+K 6W] dT — [M,,, Sw]p
r (2.75)
0
f [ Q" —2| 5w ds
Onde o termo K,, envolve a forga cisalhante de Kirchhoff (Q,,):
K,=0Qn+ a: s)
oM oM 1 (2.76)
- n _ns 4, - _
= + 2 3 +R(M" M)

No caso de uma placa com propriedades uniformes, a integral em relagdo a

superficie pode ser apresentada de maneira simplificada em fungao da deflexao vertical:

an aQy (94W 64 o*w
f [ SwdS = — f 95t 3yt + 25amayn| W 45 (2.77)

Finalizado o desenvolvimento da andlise de variagdo da energia interna de

deformacéo, sera considerada a variagao da energia cinética:

t2 t; 1 t; 1
5] Tdt = 5f f “mgw? dS de =f f ~mgwéw dS dt (2.78)
t t S 2 t S 2
1 1

1
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A integracdo por partes em relagao ao tempo é realizada:

ts tz

1
6| Tdt= U Emsv’v(SwdS]
S

ty

tz
—f f mewow dS dt (2.79)
S

ty

Com a aplicacao das condi¢des do principio de Hamilton, o primeiro termo se anula,
resultando em:

5.[ Tdt = —f f mewdow dS dt (2.80)
t

1

A variacao da energia potencial devido a forca externa é dada por:
Vot = —f péw dS (2.81)
N

E, finalmente, obtém-se a expressao variacional segundo o principio de Hamilton,

reunindo-se os termos obtidos nas equagdes (2.75), (2.80) e (2.81):

t;

s| T -vade

ty
- ftz {[Mns swl + fr [Mna (g—V:)—Kn6W] dr (2.82)

f [aQ" %—msw+p] 6wd$}dt= 0

A partir desta expressdo, as equacdes de equilibrio da placa podem ser inferidas
como se segue:

v" Em qualquer ponto da superficie:

00y L 9% 90,
dx dy

-mgw+p=0 emsS (2.83)

v" Em qualquer ponto do contorno regular da placa, podendo ser livre ou fixo:

e Considerando a condig¢ao da forga cisalhante ou do deslocamento
vertical:



41

K,=0 ou w=0 emT (2.84)

Considerando a condigao do momento de flexdo normal ou a
curvatura normal:

M,=0 ou 2%=0 em T (2.85)

v' Em qualquer ponto angular do contorno, considerando a forga cisalhante de

Kirchhoff, provocada pela descontinuidade do momento de torgédo, ou o

deslocamento vertical:

Z, =M —M;;=0 ou w=0 (2.86)

Figura 2.7 — Equilibrio do elemento de placa.
O

Ox
Moy
X
M M
Ty . o
¥ » * MetdMs
M ¢ ¢

Mug+dMay &

o '[?1: ¥ r."{.]'\'

Fonte: Santana (2002).

Como é possivel observar através da Figura 2.7, a equagao de equilibrio (2.83) e a
definicéo das forgas cisalhantes Q, e Q, em (2.64) e (2.65) resultam das consideragGes de
equilibrio do elemento volumétrico da placa, que apresenta dimensdes dx e dy. Analisando-

se o equilibrio na direcao vertical, a seguinte expresséao é obtida:

dQ,dy + dQ,dx + (p — mgw)dxdy = 0 (2.87)
Que pode também ser apresentada como:
d 0
Qx+&—ms\h’/+p=0 (2.88)

an
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E as forcas cisalhantes, por sua vez, resultam da analise do equilibrio de momentos
em torno dos eixos Ox e Oy, obtendo-se, respectivamente, em uma aproximagido de

primeira ordem:

dM,dy + dM,,dx — Q,dxdy = 0 (2.89)
dMydx + dMy,dy — Q,dxdy = 0 (2.90)

Que fornecem as relacoes:

oM, OM,,
Q=77+ 5 (2.91)
oM, M,
Qy = By t (2.92)

A substituicdo das equagdes (2.91) e (2.92) em (2.88) permite a reescrita da

expressao do equilibrio vertical em fungao dos momentos conforme apresentado abaixo:

9°M 0*M 0°M
7 " away t oy PP =0 (25

E utilizando as relagdes de momentos e curvaturas, indicadas nas equagbes (2.23),
(2.24) e (2.25), além de considerar que o material apresenta propriedades homogéneas, a

equacao diferencial da deflexado vertical da placa pode ser expressa da seguinte forma:

D2 4 0w LW =0 2.94
dx* d0x20y%  dy* MsW =P = (2.94)

Ou ainda, em termos do operador de Laplace:
92 02

A equagdo do movimento da placa assume, enfim, a seguinte expressao em sua

forma mais simplificada:

DAAW +mgw —p =0 (2.96)
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2.3 Vibragoes Livres de uma Placa Retangular

Considerando a hipétese de vibragcbes livres (caracterizada pelo movimento
harménico e pela auséncia de carga externa), a equacdo do movimento da placa

homogénea e isotropica (ndo submetida a pré-tensao) torna-se:

s w=0 (2.97)

Para o desenvolvimento da solug&o geral, define-se a igualdade:

4 _ WM 2.98
B 5 (2.98)

De modo que a equagao do movimento pode ser reescrita como:
QA+BH)A-BHW =0 (2.99)

E as fungdes w; e w, séo definidas, de modo que a solugio geral w é expressa em
funcao delas:

(A—BHHw; =0 A+ BHw, =0 (2.100)
w=w; +Ww, (2.101)

Substituindo a equacao (2.101) em (2.99), obtém-se:
(A + B2 = B?)(wy +wp) = —2B%(A + *)w, = 0 (2.102)

Para w,, a solugao geral é do tipo exponencial:

wy = eeVV a?+y? = p? (2.103)

Enquanto a solugao geral de w, assume a forma complexa:

w, = el@¥ gy a?+y?%=p2 (2.104)
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Diante dos possiveis sinais que as constantes a e y podem assumir, a solugao
completa em termos de fungdes hiperbdlicas e trigonométricas € dada conforme se segue,
sendo que os valores das constantes A; e dos pardmetros a e y sdo dependentes das

condi¢des de contorno.

w(x,y) = A; sinax sinyy + A, cos ax sinyy + Az sinax cosyy
+ A, cosax cosyy + As sinh ax sinhyy + Ag coshaxsinhyy  (2.105)
+ A, sinh ax coshyy + Ag cosh ax coshyy

2.4 Condigdes de Contorno Elementares

De acordo com Szilard (2004), a solucao da equagcdo do movimento da placa,
apresentada em (2.96), deve satisfazer simultaneamente a prépria equacao diferencial e as
condicbes de contorno. Sendo esta uma equacado diferencial de quarta ordem, sao
necessarias duas condi¢des de contorno para cada limite da placa, as quais podem estar
relacionadas ao deslocamento (deflexdo e inclinagdo) ou aos esforcos internos (momentos
de torcao, de flexao e forga tangencial) no caso da teoria de placas.

As condicbes de contorno classicas da placa sédo representadas pelas bordas fixas

(engastadas), livres e simplesmente apoiadas, as quais estao ilustradas na Figura 2.8.

Figura 2.8 — Condi¢bes de contorno classicas.

Section Free edge
aw _ S
ay 0 74 /7
— 2 e v S
—_—
1
$522
3
i
=
o}
(a) Fixed edge (b) Free edge (¢) Simple support

Fonte: Szilard (2004).

Considerando a Figura 2.1 como referéncia para o posicionamento da placa em um

sistema de coordenadas cartesiano e supondo que ela apresenta as quatro bordas
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engastadas, a deflexdo e a inclinagdo ao longo dos eixos destas bordas serdo nulas, o que
pode ser expresso por:

L

X Lx
w=0parax=——ex=7
aw L, L,
azOparaxz——ex=7
3 L L (2.106)
w=0paray=—7y ey=7y
ow L L
—— =0 =_ =2
5y paray > ey =7

Para o caso em que a placa possui todas as bordas livres, sem carregamentos, o
momento de flexao e a forga transversal cisalhante que atuam sobre os limites da placa sao
nulos:

L L
Mx=0parax=——xex=7x
L L
Vx=0parax=——xex=7x
3 I L (2.107)
— __ _ Dy
My—Oparay——7 ey—7
L L
Vy=0paray=—7y ey=7y

A forgca transversal cisalhante nas bordas é constituida pelo proprio cisalhamento
transversal e pelos efeitos devido ao momento de tor¢ao:

oM

Xy 3w 3w Ly Ly
V, =0, + 3y =-D ﬁ+(2—v)axay2 parax =——ex=—
2.108
oM, 3w 3w L, y ( )
Vy=Qy+W=—D a—y3+(2—V)W paray=—7ey=7

Através das suposi¢cdes e manipulagdes realizadas por Szilard (2004) e utilizando as
definicdes dos momentos de (2.23) e (2.24), as condigbes de contorno apresentadas nas

equacgoes (2.107) e (2.108) podem ser simplificadas para as bordas livres como se segue:

’w  9*w 3w 3w L, L,
ﬁ+v6—y2 =0, ﬁ+(2—v)axay2 = parax =——ex=—

(2.109)
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[azw d2%w 23w L L

3
- — | = — 4+ (2-vV——|=0 - _ i
377 +v 8x2] 0, [63/3 +(2-v) 3y922 paray S ey=-

Por fim, considerando as quatro bordas da placa simplesmente apoiadas, a deflexado

e 0 momento de flexdo ao longo dos eixos de cada borda s&o nulos, ou seja:

.\ Ly L
w=0parax=—-—ex=-
(02w 9%w] L, L,
M, = W+v6—y2 =Oparax=—7ex=7
{ ) : L L (2.110)
=0 arayz——yeyz—y
w=up 2 2
[0%w  3%w] L, Ly
My=_W+VW_=Oparay=—7ey=7




CAPITULO Il

METODOLOGIA

Neste capitulo serdo apresentados os métodos e procedimentos utilizados no
desenvolvimento do trabalho, retomando pontos relevantes ja enunciados nos capitulos
anteriores e descrevendo com maiores detalhes as etapas deste projeto. Com isso, uma
melhor dimensdo de sua proposta podera ser compreendida e a base para a posterior

apresentacao dos resultados obtidos estara satisfatoriamente consolidada.

3.1 Proposta Inicial do Trabalho

A proposta inicial do trabalho foi de desempenhar uma analise comparativa entre as
solugdes analitica, numérica e experimental do estudo de vibragdes de uma placa. Decidiu-
se, posteriormente, restringir a sua proposta a comparacdo entre as solugbdes analitica e
numeérica, de modo a ser elaborado um texto de qualidade que sirva de base futuramente
para o desenvolvimento do experimento de fato em outro trabalho de analise de vibragdes
de placas.

Diante disso, inicialmente, serdo apresentados os procedimentos de calculo que
fornecem a solugéo analitica da placa submetida a configuragao de simples apoio quanto as
condigdes de contorno segundo a teoria, incluindo formas de calculo das frequéncias
naturais, dos modos de vibragdo e do comportamento dindmico da placa. Depois, serdo
definidas as caracteristicas gerais da placa, tais como dimensbes e propriedades de seu
material. E, por fim, serdo implementadas as rotinas para obteng¢do dos resultados de
célculos e solugdes graficas dos parametros principais da analise de vibragbes com a
utilizacdo dos softwares MATLAB® versao R2015a e ANSYS® (Multiphysics) versao R18.1.
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3.2 Placa Retangular Simplesmente Apoiada nas Quatro Bordas
3.2.1 Modos de Vibrar e Frequéncias Naturais
Conforme apresentado no topico 2.3, a equagdao do movimento da placa retangular,
segundo o ponto de vista da analise de vibragdes livres, apresenta como solugao a seguinte
expressao:
w(x,y) = A; sinax sinyy + A, cos ax sinyy + Az sinax cosyy
+ A, cos ax cosyy + Ag sinh ax sinhyy + Ag cosh ax sinh yy (3.1)

+ A sinh ax coshyy + Ag cosh ax coshyy

Figura 3.1 — Placa retangular simplesmente apoiada.

Fonte: Géradin e Rixen (1997).

O unico caso para o qual esta solugéo analitica é exata refere-se a placa retangular
simplesmente apoiada em suas quatro bordas. Considerando as dimensdes L, e L, ao
longo dos eixos coordenados Ox e Oy, respectivamente, e a placa posicionada conforme a
Figura 3.1, para este caso sdo retomadas as condigbes de contorno apresentadas no topico

2.4, as quais diante do novo posicionamento sdo assim estabelecidas:

w=0parax=0ex =1L,
M,=0parax=0ex =1L,
w=0paray=0ey=1L,
My, =0paray=0ey =1L,

(3.2)

Pela definicdo dos momentos, dada em (2.23) e (2.24), as condigbes de contorno

relacionadas a este pardmetro podem ser reapresentadas como:
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(82W

W=0parax=0€x=Lx

o (33)
—=0 =0 =

kayz paray ey=1L,

Com a aplicacdo destas condi¢cdes de contorno a solugdo geral apresentada em

(3.1), a solugédo do movimento da placa simplesmente apoiada é dada por:
w(x,y) = Asinaxsinyy (3.4)

A qual é acompanhada das condigcbes de nulidade do movimento nas bordas

localizadasem x = L, e y = Ly:

{sin alL, =0 (3.5)

sinyL, =0
Que permitem apresentar os valores dos parametros a e y segundo as expressoes:
ay =— e Vn=L— rn=12,..,0 (3.6)

A partir destes, as frequéncias naturais da placa em questdo podem ser calculadas

por:

D (3.7)

ms

A )

E os modos de vibragdo correspondentes, considerando a constante A =1, sao

finalmente expressos por:

. (rmx\ . [(nmy
W (x,y) = sin (—) sin({ —= (3.8)
Ly L,

3.2.2 Resposta da Placa Simplesmente Apoiada a uma Determinada Excitagdo
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Szilard (2004) também define a equacgao diferencial do movimento da placa segundo
0 modelo da equacgéo (2.96), a partir da analise do equilibrio dindmico do elemento de placa,

assumindo que as deflexdes resultantes desta analise sdo dependentes do tempo.
DAAw(x,y,t) + mgw(x,y,t) —p,(x,y,t) =0 (3.9)

Para analisar a resposta dindmica de uma placa simplesmente apoiada, sera
considerado um carregamento transversal arbitrario que varia de modo harménico ao longo

do tempo, de modo que a fungao da forga assume a seguinte forma:

p.(x,y,t) = P*(x,y)0(t) = P*(x,y) sinpt (3.10)

Assim, a solugdo da expressao para a deflexdo w(x,y,t) deve ser encontrada por

partes, segundo uma solucdo da equacdo homogénea (wy) € uma solugao particular (wp):

w(x,y,t) = wy(x,y,t) + wp(x,y,1) (3.11)

A solucdo homogénea esta associada as vibragbes livres da placa em suas
frequéncias naturais e para a placa simplesmente apoiada pode ser expressa segundo uma

dupla série de Fourier, conforme Szilard (2004) apresenta:

o oo

: . (rmx\ . (nmy
wy(x,y,t) = sinwt Z Z Wy, sin (L—) sin (L_) (3.12)
X

r=1n=1 y
Onde W, representa coeficientes de expanséo desconhecidos.

A solucéo particular, por sua vez, corresponde ao estado de oscilagao devido a forga
externa na frequéncia p. A parte independente do tempo da fungdo desta forga pode ser

representada por uma dupla série trigonométrica:

o)

P*(x,y) = Z P, sin (T—x) sin (?) (3.13)
x y

r=1n=1

Onde os coeficientes B., da expansao da carga em uma série de Fourier dupla sado

determinados a partir da expressao:
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p = 4 fofLyP*( )si (rnx)_ nmy dxd 314
m_LxLy ) X,y) sin L sin L, xdy (3.14)

Na Tabela 3.1 estido apresentadas as expansbes da série de Fourier para as
aplicagbes de carga mais usuais, que podem ser utilizadas diretamente nas solugdes do
método de Navier nos problemas de placa pertinentes. Deve-se frisar que os parametros a e
b indicados na tabela em questao correspondem as dimensdes da placa ao longo dos eixos

x e y (designadas neste trabalho por L, e L,).

Tabela 3.1 — Tabela dos coeficientes de expansao P,.,, para os principais tipos de carregamento.

Identificagio Carregamento

do Tipo de p,(x,y) = Z Z P, sin (?) sin (nb%y) Coeficientes de Expanséo P,,
n

Carregamento -

™m

parar,n=1,3,5, ..

P 8py cosrm

! ™mT T T o
T“TNn

parar,n=1,23,..

p _16py . rm nmn
r"_nzrnsm p sin b
. rnc . nnd
X sin——sin——
2a 2b
parar,n=1,23, ..
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(continuacao)

Identificagao Carregamento

doTipode  , (xy)= Z Z P, sin (ﬂ) sin (ﬂ) Coeficientes de Expanséo P,
Carregamento — L a b

4, )
4P _ rmé¢ . nnn
P,.,= ESIHTSIHT
parar,n=1,273, ..
PTTI. 8
s Po
n=1,3,5,..
4 _ o parar,n
16p, ara {r =2,6,10, ...
2rn P n=135,..
6.
Py
_ 8pg sin rug ara {r =1,2,3,.
" man a P n=1,3,5,

Fonte: Adaptado de Szilard (2004)

A aplicagdo da carga a ser utilizada na analise deste trabalho refere-se a carga

concentrada no centro da placa, ou seja, a expressao para o calculo dos coeficientes PB.,
torna-se:

P, = Liiy sin (%) sin (%) (3.15)
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Definidos os parametros B, e seguindo com o procedimento de obtenc&o da solugao
da equagao do movimento da placa para vibracbes forgadas, a expressao da funcao da

forca (equacéao 3.10) pode ser reescrita como:

oo

) - . (rtx\ . [nmy
p,(x,y,t) = sinpt Z P, sin (—) sin| —= (3.16)
Ly L,
r=1n=1
E a solugao particular, de acordo com o método de Navier, deve ser investigada na

forma:

0 oo

_ _ (rmx\ . [(nmy
wp(x,y,t) = sinpt Z Z W, sin (L—) sin (L_) (3.17)
X

r=1n=1 y

A substituicao das equacoes (3.16) e (3.17) na equacao diferencial do movimento da
placa (equacao 3.9), considerando valores de r e n especificos, fornece a relagao entre os

parametros W, € P.,;:

r2 2 2
Wy, [DT* <L_2 + L_2> —mgp?| =Py (3.18)
x Ly
Que equivale a:
P
Wrn — (3.19)

B ms(wzn - pZ)

Assumindo a acdo simultanea das vibragdes livres e forcadas, a superposicao das
equacgoes (3.12) e (3.17) correspondera a esta situagao. A deflexdo da placa simplesmente

apoiada vibrando livremente pode ser expressa por:

o . (rmx\ | [(nmy\ .
w= Z Z W, sin (—) sin (| —— | sin(wynt — 1) (3.20)
L, L

y

Onde u representa o angulo de fase, que sera nulo caso as condi¢des iniciais sejam

definidas como:
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9
w =0 e a—V:=o emt=0 (3.21)

E a solugcao combinada das vibragdes livres e forgadas pode entao ser dada como:

SR . (rax\ | (nmy\ .
w(x,y,t) = z z Wy sin (L_) sin{ - sin(w,nt — 1)
X

= = y
r=1n=1 i (3.22)
X nmy
+smptzzwmsm< )sm( >
Ly L,
r=1n=
Da segunda condicao inicial estabelecida (W = 0 em t = 0), obtém-se:
- p
Win =—=——Wn (3.23)
wrn
E, finalmente, a equacao (3.22) se torna:
o . (TTIX nwy
w(x,y,t) = 2 2 (sm p t) W, sin ( ) sin (3.24)
Ly L,
’r: =

3.3 Placa com Diferentes Combinag¢des das Condi¢goes de Contorno

3.3.1 Frequéncias Naturais

Como a solucao exata para a equacado do movimento e para as frequéncias naturais
s6 é possivel para a placa simplesmente apoiada nas quatro bordas, diversos estudos foram
realizados no intuito de fornecer estes resultados de forma aproximada para as placas
submetidas a outras condigdes de contorno.

Blevins (2001), por exemplo, apresenta em sua obra as frequéncias naturais exatas
dos seis primeiros modos de vibrar de placas retangulares em 21 diferentes combinagbes
das condigcbes de contorno elementares (engaste, apoio simples e livre), obtidas através de
resultados numeéricos.

Para o calculo das frequéncias naturais aproximadas, a expressao seguinte resulta

da utilizacdo do método de Rayleigh, sendo a unidade dada em hertz (Hz):
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_ |G} | Gy 2], +2v(HH, —]1]2)]1/2 [ ER® ]1/2 (3.23)

=5 |75+ 7r
™2l L L1212 12ph(1 — v2)

Onde os parametros adimensionais G, H e ] indicados na Tabela 3.2 sao fungdes

dos indices r e n (que indicam os modos) e das condi¢des de contorno da placa, como pode

ser observado:
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Tabela 3.2 — Coeficientes para o calculo das frequéncias naturais aproximadas para placas

retangulares (isotrépicas e ortotropicas).

Condigées de indice G H J
Contorno em Referente
Bordas ao Modo
Opostas (q)
1. Livre-Livre 1 0 0 0
2 0 0 1,216
3 1,506 1,248 5,017
9@>3 3 3 2 3\2 6
R -3
2 3 2 3
(a=3)m (a=3)m
2. Apoio 1 0 0 0,304
Simples-Livre 2 1,25 1,165 2,756
3 2,25 4,346 7,211
q(q>1) q _3 312 1 3\2 1
G -3
4 _3 4 _3
(a-3)m (a=3)m
3. Engaste- 1 0,597 —0,087 0,471
Livre 2 1,494 1,347 3,284
3 2,5 4,658 7,842
q(q>2) g—= ( 1>21 ) ( 1>21+ 5
q—5 - q—3
2 1 2 1
(a-3)m (a-3)m
4. Apoio 1 1 1 J=H
Simples-Apoio 2 2 4
Simples
3 3 9
q q q°
5. Engaste- 1 1,25 1,165 J=H
Apoio Simples 2 225 4346
3 3,25 9,528
1
q 2
q+- 1 1
4 (q + Z) 1-— 1
(q + z) ™
6. Engaste- 1 1,506 1,248 J=H
Engaste 2 2,5 4,658
3 3,5 10,02
1
(a+3)m

Fonte: Blevins (2001).

Para o uso desta tabela e da férmula para o calculo das frequéncias aproximadas,

considera-se G =G;, H=H; e ] =]; e o indice do modo (q) equivalente a r para as
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condigbes de contorno aplicadas aos lados de dimenséo L,; e G =G,, H=H, e ]/ =], e 0

indice do modo (q) equivale a n para as condicbes de contorno aplicadas aos lados de

dimenséo L,.

3.4 Caracteristicas da Placa

Depois de exposta a solugdo analitica das placas retangulares simplesmente
apoiadas para as frequéncias naturais, vibragbes livres e vibragbes forgadas, as
caracteristicas do objeto de estudo podem entéo ser definidas.

A placa selecionada para analise apresenta como material constituinte o Aluminio
SAE 303, em razao de seu baixo custo. As propriedades fisicas referentes ao mesmo, bem

como as dimensodes adotadas para a placa estao especificadas na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 — Propriedades fisicas e geométricas da placa.

Especificagoes da Placa Adotada

Dimenséao na diregao x (L,) 0,30 m
Dimens&o na dire¢éo y (L) 0,35 m
Espessura (h) 0,001 m
Maodulo de Elasticidade (E) 69 GPa
Coeficiente de Poisson (v) 0,33
Densidade (p) 2700 kg/m®

As condicbes de contorno aplicadas para a placa caracterizaram-se pela
configuracao de apoio simples em todas as bordas, que ao longo de cada uma delas
permite somente a rotacdo em torno de seu eixo, restringindo o deslocamento, que n&o
deve ocorrer em nenhuma direcéo.

Ao proceder com a analise dos modos de vibragdo da placa, nenhuma excitacao
externa foi estabelecida. E para o estudo da resposta da placa as vibragbes forgadas foi
considerada a aplicagdo de uma carga concentrada no centro da placa segundo uma

analise harménica.
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3.5 Programa Desenvolvido para Solugao Analitica

A rotina desenvolvida no MATLAB® R2015a foi utilizada para simular os resultados a
partir da solucido analitica, obtida de acordo com a teoria, com o intuito de se obter os
valores das frequéncias naturais e a visualizacdo dos modos de vibragao da placa, segundo
a solucdo exata e aproximada. Para isto, os dados de entrada foram inseridos conforme
apresentado na Tabela 3.3.

Para o caso da placa simplesmente apoiada nas quatro bordas, com a variagdo dos
parametros r e n, uma matriz com os valores exatos das frequéncias naturais foi
encontrada, segundo a equagao (3.7), e outra com os valores aproximados a partir da
equacao (3.23).

Para a definigdo de um modo de vibrar especifico (com r e n definidos), a partir de
uma estrutura prépria do programa para um lago (denominada for), a deflexdo foi
determinada (equacao 3.8) para diversos pontos identificados por coordenadas especificas
de x e y, percorrendo-se praticamente toda a area da placa.

Os valores da deflexdo foram guardados em uma matriz e apresentados
graficamente através dos comandos surf e contourf, que constroem um grafico
tridimensional da superficie e a projecdo ortogonal sobre um plano das intersecoes da
superficie com determinados planos paralelos ao da projegao, respectivamente.

Para a placa submetida a uma excitagéo externa, a equagao (3.24) foi implementada,
com o calculo do parametro W, a partir da expressao (3.19), estabelecendo-se a aplicagao
do carregamento segundo uma forga concentrada no centro da placa.

Conforme a Tabela 3.1, nesta situagdo, os valores de PB., sao dados a partir da
expressao (3.15) e o primeiro termo de (3.24) é igualado a um para que seja possivel
observar as formas que a placa apresenta em cada frequéncia de excitagao especificada. O

cbédigo completo descrito neste tépico encontra-se no anexo A ao final do trabalho.

3.6 Modelagem da Placa através do Método dos Elementos Finitos

Para a comparacéo dos resultados numéricos com a teoria das vibragcdes de placas
foi utilizado o Método dos Elementos Finitos, introduzido no capitulo 1, através de um
software amplamente conhecido e utilizado na atualidade, denominado ANSYS® R18.1.

Partindo de uma analise estrutural, foi utilizado o elemento SHELL63, o qual se trata

de um elemento que possui quatro nds e seis graus de liberdade em cada um deles
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(translagbes na direcéo e rotagcdes em torno dos eixos Ox, Oy e 0z), representado na Figura
3.2.

Figura 3.2 — Geometria do elemento SHELLG3.
[

1211

z A

KL

1
Triangular Opkion

Fonte: ANSYS® Help Viewer.

Depois disso, foram definidas a espessura e as propriedades do material (assumindo
que seu comportamento seja linear, elastico e isotropico), seguidas da modelagem da
geometria estrutural da placa (retangular) segundo suas dimensdes ao longo dos eixos x e
y, conforme os dados da Tabela 3.3.

A malha de elementos finitos foi entdo criada, com a possibilidade de se especificar a
quantidade ou a dimensao destes (no caso definiu-se 100 elementos em ambas as dire¢des
x e y), e as condigbes de contorno foram determinadas selecionando-se os ndés que
constituem os lados da placa e definindo seus deslocamentos e rotagdes. Para o apoio
simples os deslocamentos nulos em todas as diregdes foram estabelecidos, enquanto as
rotacbes permaneceram livres.

O modelo numérico explicado até o momento encontra-se descrito no anexo B ao
final do trabalho, podendo ser utilizado na linha de comando do software apds definir-se a
analise estrutural e dar inicio a etapa de pré-processamento.

A partir disso, definiu-se o tipo especifico de analise (modal e harmdnica, nos casos
estudados), foram aplicados os carregamentos externos aos quais a placa se encontra
submetida quando da vibragao forcada e, apds a solugao dada pelo software, obteve-se a
visualizacao grafica e os resultados dos parametros desejados na simulagao.

Na solugdo da analise modal, deve-se indicar a quantidade de modos a serem

extraidos e a faixa de frequéncia (em Hz) para a qual os respectivos modos de vibracao
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serdo calculados; a apresentacdo dos resultados se pautara na primeira condicdo a ser
satisfeita.

E para obtencdo da solucdo da analise harmoénica, torna-se necessario definir as
frequéncias de excitacdo com a definicdo dos valores limites e o numero de passos a serem
executados, além da aplicacido da forga no(s) no(s) desejado(s). Os valores das frequéncias
escolhidos aleatoriamente para avaliagao foram de 160, 275, 320, 425 e 480 Hz e a forga
aplicada apenas no centro da placa na diregao vertical foi definida com o valor de 100 N.

O procedimento para leitura dos resultados apds o estabelecimento dos parametros
necessarios e a solugdo executada pelo software € comum para os dois tipos de analises,
com o auxilio dos comandos de plotagem da deflexdo (w) apresentada pela placa e de

alternancia entre os resultados obtidos na etapa de pds-processamento.



CAPITULO IV

RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo serdo apresentados os resultados e as discussdes referentes as
solugdes analitica e numérica dos modos de vibrar de uma placa simplesmente apoiada em

suas quatro bordas.
4.1 Frequéncias Naturais
4.1.1 Frequéncias Naturais Exatas
Conforme apresentado no tépico 3.5 do capitulo de metodologia, a equagéo (3.7)
(apresentada novamente como equagao 4.1) foi implementada para a placa simplesmente

apoiada com as caracteristicas indicadas na Tabela 3.2, fornecendo os valores exatos de

suas frequéncias naturais para nove modos de vibracdo correspondentes a variagao dos
parametros inteiros r e n de 1 a 3.

2
W = B ]g = 2 [(Li) ¥ (Ll) jg (4.1)
x y

Os valores da frequéncia obtidos por esta férmula sdo dados em rad/s e a posi¢cao

Tabela 4.1 indica o respectivo modo de vibrar (o valor localizado na primeira coluna e na

primeira linha (w,,) refere-se ao modo (1,1), por exemplo):
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Tabela 4.1 — Frequéncias naturais exatas em rad/s.

Frequéncias Naturais Exatas (rad/s) — Matlab®

indices dos
Modos de n=1 n=2 n=3
Vibragao (r, n)
r=1 294,1 667,7 1290,5
r=2 802,7 1176,3 1799,1
r=3 1650,3 2024,0 2646,7

Realizando a divisdo destes valores por 2m, para que nos proximos topicos possam
ser comparadas com os valores aproximados e com a analise numérica, sdo obtidas as

frequéncias naturais exatas em Hz, apresentadas na Tabela 4.2:

Tabela 4.2 — Frequéncias naturais exatas em Hz.

Frequéncias Naturais Exatas (Hz) — Matlab®

indices dos
Modos de n=1 n=2 n=3
Vibracao (r,n)
r=1 46,8047 106,2741 205,3898
r=2 127,7492 187,2186 286,3343
r=3 262,6567 322,1261 421,2419

4.1.2 Frequéncias Naturais Aproximadas

Para fins de comparagao, foram calculadas as frequéncias naturais aproximadas
pela expressdo do método de Rayleigh (equagéo 3.23) para a mesma placa simplesmente
apoiada cujas propriedades fisicas e geométricas foram especificadas na Tabela 3.2.

Para este caso, os parametros G, J e H utilizados apresentam-se na linha da tabela
referente a condigdo de contorno de bordas opostas indicada por “apoio simples — apoio
simples”, tanto para o indice de numero 1 (lados de dimens&o L, e modo r), quanto para o
indice de numero 2 (lados de dimensao L, € modo n).

A titulo de exemplo, o calculo da frequéncia aproximada referente ao modo (1,2),
com a substituicdo dos parametros pelos devidos valores, pode ser expresso da seguinte

forma:
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o [(1)4 2* 2:1-4+2-033-(1-4—1-4)]"?

frz =73 0.3)* T 0357 (0,3)2(0,35)2
(4.2)

1/2
= 106,2741 Hz

69-10°-0,0013
12-2700- 0,001 - (1 — 0,332)

Foi entao realizado o calculo das frequéncias naturais aproximadas referentes aos
nove modos de vibrar, do modo como se procedeu na equacgao 4.2, variando-se os indices r
e n novamente de 1 a 3, através de um programa no MATLAB®. Para isto, foram inseridos,
além das caracteristicas da placa, os vetores com os valores que G, H e ] assumem nessas
condicbes, obtendo-se como resultado a Tabela 4.3 com os valores das frequéncias

aproximadas em Hz:

Tabela 4.3 — Frequéncias naturais aproximadas em Hz.

Frequéncias Naturais Aproximadas (Hz) — Matlab®

indices dos Modos

de Vibragao (r,n) =1 n=2 n=3
r=1 46,8047 106,2741  205,3898
r=2 127,7492 187,2186 286,3343
r=3 262,6567 322,1261 421,2419

Como se pode observar, os valores calculados por este método foram absolutamente
condizentes com os valores obtidos pela férmula exata. Segundo Blevins (2001), os
resultados em questao podem ser esperados dentro de 5% da solugao exata, de modo que
uma precisao significativamente melhor é alcangada para placas que apresentam bordas
engastadas ou simplesmente apoiadas.

Neste caso, considerando a placa simplesmente apoiada nas quatro bordas e
analisando os resultados apresentados até a quarta casa decimal, o desvio foi nulo para
quatros valores e da ordem 107'® para as demais frequéncias calculadas, conforme

apresenta a Tabela 4.4.



Tabela 4.4 — Erros relativos dos valores de frequéncias naturais aproximados

Erros Relativos (%) — Valores Aproximados

indices dos
Modos de n=1 n=2 n=3
Vibragao (r,n)
r=1 0 1,337 -10"14 0
r=2 2,225-10714 0 1,985- 1014
r=3 2,164-10714 1,765- 10" 14 0

4.1.3 Frequéncias Naturais pela Analise Numérica
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As frequéncias naturais obtidas via simulacdo numérica, através do ANSYS®, foram

apresentadas a cada visualizagdo grafica do modo de vibragdo. Dessa forma, para melhor

compreensdo, os valores encontrados foram reunidos na Tabela 4.5 de modo

correspondente ao apresentado nos tépicos anteriores:

Tabela 4.5 — Frequéncias naturais pela analise numérica em Hz.

Frequéncias Naturais (Hz) — Ansys®

indices dos
Modos de n=1 n=2 n=3
Vibragao (r, n)
r=1 46,8032 106,2680 205,3760
r=2 127,7420 187,1960 286,2820
r=3 262,6310 322,0690 421,1250

Como é possivel notar, os resultados encontrados foram bastante préximos, mas nao

exatamente os mesmos dados pela solug&o analitica, divergindo apenas por casas decimais

com erros relativos da ordem de 10™* e 107> (Tabela 4.6). A causa mais provavel destas

diferengas se deve a discretizacdo da placa, ou seja, da malha utilizada, a qual fornece

resultados cada vez mais precisos, quanto mais refinada ela é.



Tabela 4.6 — Erros relativos das frequéncias naturais obtidas pela solugdo numérica

Erros Relativos (%) — Modelo numérico

indices dos
Modos de n=1 n=2 n=3
Vibragao (r,n)
r=1 0,0031 0,0057 0,0067
r=2 0,0056 0,0121 0,0183
r=3 0,0098 0,0177 0,0277

4.2 Modos de Vibrar
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Conforme explicado na metodologia, os modos de vibragdo da placa simplesmente

apoiada foram obtidos tanto pela solugédo analitica através do MATLAB® R2015a, quanto

pela analise numérica por meio do ANSYS® R18.1.

No MATLAB®, foram geradas as imagens dos modos da placa segundo o grafico

tridimensional (3D) e a projecéo ortogonal sobre o plano Oxy, de forma que os parametros r

e n foram fixados para a obtencado de cada modo especifico.

Alguns dos resultados obtidos através do comando surf (grafico 3D)

sao

apresentados nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, em cujos titulos as especificagdes dos modos

de vibracao sao dadas pelos indices (r,n):

Figura 4.1 — Modo de vibracdo (1,1) da placa retangular simplesmente apoiada.
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Figura 4.2 — Modo de vibragéo (1,2) da placa retangular simplesmente apoiada.
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Figura 4.3 — Modo de vibragéo (2,1) da placa retangular simplesmente apoiada.

Fonte: MATLAB®.
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Figura 4.4 — Modo de vibragéo (2,2) da placa retangular simplesmente apoiada.
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Fonte: MATLAB®.

As superficies das Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 mostram os primeiros modos com as
diferentes combinag¢des de simetria/assimetria. O modo (1,1) € o primeiro modo simétrico-
simétrico (S-S) e o0 modo (2,2) é o primeiro antissimétrico-antissimétrico (A-A). Os modos
(1,2) e (2,1) sado considerados antissimétrico-simétrico (A-S) e simétrico-antissimétrico (S-A),
respectivamente.

Através destes resultados, é possivel perceber que as quantidades (r—1) e (n—1)
representam o numero de linhas nodais do modo de vibrar ao longo das direcdes Oy e Ox,
respectivamente. Este fato se torna mais evidente ainda com a visualizacéo da linha de fato

nas proje¢des apresentadas na Figura 4.5.

Os resultados provenientes da projegao ortogonal por meio do comando contourf, por
sua vez, foram reunidos em uma Unica imagem com os nove modos de vibragédo variando-
se r e n de 1 a 3 para comparagao com o0s respectivos modos obtidos pela simulacio
numeérica. Na Figura 4.5 estdo as imagens resultantes da solugédo analitica e na Figura 4.6

estdo aquelas encontradas com a solugao numérica (via método dos elementos finitos).



Figura 4.5 — Modos de vibragéo da placa simplesmente apoiada pela solugédo analitica.

Mado {1,1) Maodo (1.2)

Modao (2,1} Modo (2.2}

Madao (3,1) Modao (3.2) Maodao (2.2)

Fonte: A autora.
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Figura 4.6 — Modos de vibragéo da placa simplesmente apoiada pela solugdo numérica.

Modao (1.1) Maodo (1.2) Mado {1,3)

Maoda (2.1) Madao (2,2 Madao (2.3)

Modao (3.1) Mado (2.2) Modao (3.3)

Fonte: A autora.

Sob outro aspecto, os préprios indices dos modos de vibrar estdo diretamente
relacionados a resposta da placa na andlise modal: r indica o numero de meias-ondas de
flexdo ao longo da diregdo x e n indica o numero de meias-ondas de flexdo ao longo da
direcdo y. No modo (2,3), por exemplo, observam-se duas meias-ondas na direcao
horizontal (x) e trés delas na diregao vertical (y).

Em todos os nove modos de vibragdo, os resultados analiticos e numéricos
apresentaram grande equivaléncia, ndo havendo necessidade de nenhuma ressalva de
qualquer tipo, sendo este o maior indicativo da boa precisao e confiabilidade da solugcado da

analise modal através do método dos elementos finitos.
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4.3 Resposta da Placa a Aplicagcao de uma Carga

As Figuras 4.7 a 4.16 apresentadas a seguir mostram os resultados obtidos com a
solugdo analitica através do MATLAB® e com a solugdo numérica a partir do ANSYS® para
a resposta da placa simplesmente apoiada a vibragdes forcadas em cinco frequéncias de

excitacao diferentes, que correspondem a 160, 275, 320, 425 e 480 Hz.

Figura 4.7 — Resultado analitico da resposta da placa a excitagéo na frequéncia de 160 Hz.

Fonte: MATLAB®.

Figura 4.8 — Resultado numérico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 160 Hz.

Fonte: ANSYS®.
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Figura 4.9 — Resultado analitico da resposta da placa a excitagao na frequéncia de 275 Hz.

Fonte: MATLAB®.

Figura 4.10 — Resultado numérico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 275 Hz.

iy e e T A

Fonte: ANSYS®.



Figura 4.11 — Resultado analitico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 300 Hz.

Fonte: MATLAB®.

Figura 4.12 — Resultado numérico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 300 Hz.

Fonte: ANSYS®.
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Figura 4.13 — Resultado analitico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 425 Hz.

Fonte: MATLAB®.

Figura 4.14 — Resultado numérico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 425 Hz.

Fonte: ANSYS®.
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Figura 4.15 — Resultado analitico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 480 Hz.

Fonte: MATLAB®.

Figura 4.16 — Resultado numérico da resposta da placa a excitagdo na frequéncia de 480 Hz.

Fonte: ANSYS®.

Diante dos resultados obtidos, observa-se que em alguns casos em que a frequéncia
de excitacao externa apresenta valor relativamente préximo a frequéncia natural da placa (e
maior), a resposta da placa se assemelha com o modo de vibrar em tal frequéncia. Isto
ocorre para dois modos cujos indices sao impares: a resposta a excitagdo de 275 Hz

indicada nas Figuras 4.9 e 4.10 lembra o modo de vibragéo (3,1) representado nas Figuras
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4.5 e 4.6; e a resposta da placa a excitacdo de 425 Hz nas Figuras 4.13 e 4.14 se parece
bastante com o modo (3,3) das Figuras 4.5 e 4.6.

Porém, para a frequéncia de excitacdo de 320 Hz, que também é proxima da
frequéncia natural relativa ao modo (3,2), de aproximadamente 322 Hz, a semelhancga entre
a resposta da placa a vibragao forgada e o modo de vibrar natural ndo foi tao dbvia assim,
mas ainda pode se dizer que elas estdo vagamente relacionadas.

As outras duas frequéncias de excitacdo externa analisadas, de 160 Hz e 480 Hz,
nao sendo absolutamente proximas das frequéncias naturais referentes aos nove modos de
vibracdo apresentados no tépico 4.2, fornecem os padrdes mais distintos observados,
juntamente com a frequéncia de 320 Hz ja citada. Além disso, & possivel inferir a partir da
progressao da resposta da placa que realmente quanto maiores as frequéncias de
excitagcdes, mais complexos se tornam os seus padrdes.

Por fim, comparando as analises segundo as solugdes obtidas com os softwares
MATLAB® (analitica) e ANSYS® (numérica), observa-se que em todos os casos da
resposta a excitacdo externa os resultados encontrados foram bem condizentes entre si.
Novamente, agora para a analise harmdnica realizada, pode se dizer que o modelo
numeérico reproduziu com fidelidade o que se esperava da resposta da placa de acordo com

a teoria.



CAPITULO V

PROJETO CONCEITUAL DO EXPERIMENTO

Neste capitulo serdo introduzidas as ideias a respeito da montagem experimental
para a analise das vibragdes de uma placa, para desenvolvimento em um trabalho posterior

e comparagao com os resultados analitico e numérico ja apresentados no capitulo anterior.

5.1 Componentes

Os principais componentes do experimento apresentam-se nas Figuras 5.1 a 5.5 e
sdo: o gerador de sinais, o vibrador mecanico (shaker), o sistema de fixagéo, a placa e o p6

a ser distribuido sobre a placa.

Figura 5.1 — Gerador de sinais.

Fonte: JBM Instrumentos (2009).
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Figura 5.2 — Vibrador mecanico.

Fonte: Tenlee Piezotronics Inc (2012).

Figura 5.3 — Sistema de fixagéo (haste, arruela e porca).

Fonte: Hard (2018).

Figura 5.4 — Placa metalica retangular.

Fonte: Mercado Livre (2019).
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Figura 5.5 — Material sélido em pé.

Fonte: Subir Quadrado (2010).

A ideia geral € que o aparato experimental devera ser constituido por estruturas que
fornegcam a sustentagéo da placa (independentemente das condi¢des de contorno), de modo
que um vibrador mecénico seja posicionado abaixo da mesma. Uma haste roscada
conectando o shaker a placa em seu centro sera fixada nesta por um pequeno furo através
de uma arruela e uma porca, com o intuito de garantir que as excitagdes sejam aplicadas ao
objeto de estudo em questdo do modo desejado.

Conectado ao vibrador estara um gerador de sinais, cujas frequéncias de excitagao
serao estabelecidas e aplicadas lentamente para a visualizagao da resposta da placa. Sobre
ela devera ser depositado algum material sélido em po (sal ou areia, por exemplo), que se
movera com a aplicagdo das vibragbes e permanecera estacionario nas linhas nodais,
formando diferentes padrdes, os quais se tornam cada vez mais complexos quanto maiores
forem as frequéncias de excitagdo. As imagens seguintes (Figuras 5.6 e 5.7) ilustram a ideia

resumida de como a montagem do experimento deve ser feita:

Figura 5.6 — Representacéo ilustrativa da ideia da montagem experimental.

Fonte: Physics Bridge Course (2013).
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Figura 5.7 — Representacao da ideia do experimento com a visualizagao do vibrador.

Fonte: ASDEC (2015).

Deve ser mencionado ainda que, ao invés de se utilizar um vibrador mecéanico, é
possivel realizar o experimento com o uso de um alto-falante que concentre e garanta a
transmissao das vibragdes ao centro da placa, o que pode ser feito de maneira adaptada,
conforme apresentado na Figura 5.8. Além disso, deve-se atentar a possivel necessidade de

se utilizar um amplificador, para que o experimento possa ser realizado satisfatoriamente.

Figura 5.8 — Adaptacgao para isolamento das vibragdes do alto-falante.

Fonte: Youtube (2017).

5.2 Condicoes de Contorno

As condigdes de contorno classicas podem ser classificadas como livre, engaste e
apoio simples. Para as placas retangulares, estas podem ser combinadas de diversas
formas ao longo de seu perimetro, as quais foram estudadas por Leissa (1973) quanto as
vibragoes livres.

As condig¢des de contorno, bem como suas combinacdes, exercem grande influéncia
sobre a vibragédo da placa e a radiagao acustica, sendo que o caso da placa simplesmente

apoiada apresenta-se como a questdo fundamental em diversas referéncias, posto que o
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mesmo fornece uma solugao analitica simples e exata para a equacdo do movimento da
placa (ROBIN et al., 2016).

Neste sentido, este trabalho foi desenvolvido para que resultados analiticos e
numeéricos confiaveis fossem encontrados para as frequéncias naturais, os modos de
vibracdo e as respostas a diferentes excitagcbes da placa. Com sua conclusio, sera
consolidada a base do projeto tedrico para posterior elaboracdo de uma bancada
experimental que represente fielmente o objeto de estudo em questdao com as condi¢des de
contorno selecionadas.

A fim de descrever e validar uma técnica que configure a condicdo de contorno de
simples apoio, Robin et al. (2016) desenvolvem um estudo no qual inicialmente sao
apresentadas quatro possibilidades para a realizacdo de testes vibro-acusticos, sugeridas
por diferentes autores. Estas estao ilustradas na Figura 5.9 e limitacbes que podem ser
observadas em 5.9(a) e 5.9(b) referem-se a montagem com a utilizacao de parafusos que
pode ser complexa dependendo da espessura da placa, enquanto que em 5.9(c) e 5.9(d) as
ranhuras usinadas podem ser colocadas em pratica com certa dificuldade e caso elas se

danifiquem dificilmente serado restauradas.
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Figura 5.9 — Ideias de representagéo experimental da condigdo de contorno de simples apoio
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Fonte: Robin et al. (2016)

Diante do observado, a ideia que se propde para a execucdao do experimento € a
usinagem de entalhes em V tanto na face superior quanto na face inferior da placa, com
extensoes ao longo das dimensdes L, e L, da placa.

Para isso, seria necessario deixar pequena quantidade de sobremetal nas bordas (a
placa apresentaria dimensdes reais pouco maiores que os valores de L, e L,), de modo que
as estruturas de sustentagdo mencionadas no inicio do capitulo sejam posicionadas e
fixadas nas diregcbes dos entalhes que simulariam a condigdo de contorno de simples apoio
nos limites da placa (permitindo a rotagdo e impedindo a translagao ao longo dos eixos).

A ideia proposta é ilustrada na Figura 5.10 que mostra o duplo entalhe em V em uma
viga utilizada no Laborato6rio de Mecénica das Estruturas da UFU:
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Figura 5.10 — Estrutura de sustentag¢éo e duplo entalhe em V para condi¢cdo de contorno de simples

apoio

Fonte: A autora.



CAPITULO VI

CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou como objetivo principal a validagdo da analise
numeérica da vibracdo de uma placa metalica. Para isto, inicialmente, foram introduzidos os
conceitos mais importantes a respeito de dindmica e vibragdes, vibracbes de placa e
métodos numéricos.

Além disso, foi desenvolvido também todo o procedimento analitico de calculo
relativo a flexdo de placas, de acordo com a Teoria de Kirchhoff, fornecendo o
embasamento tedrico principal para a obtencdo da equacgao diferencial do movimento de
uma placa.

A partir da fundamentacao tedrica explicitada neste projeto, é possivel concluir a
pertinéncia da utilizacdo da Teoria Classica de Placas com as devidas simplificagbes, bem
como a compreensao desta como uma extensao da Teoria de Vigas em diversos momentos.

As condi¢bes de contorno estabelecidas para o estudo foram de apoio simples em
todas as bordas da placa, situagdo unica em que a solugdo analitica € exata. Deste modo,
foi possivel obter resultados de simulagdo das solugdes analitica e numérica para
comparagao e validagdo da modelagem numérica da placa.

Os parametros analisados foram: as frequéncias naturais, segundo solugdo exata,
aproximada (método de Rayleigh) e numérica; os modos de vibracao, a partir de resultados
graficos simulados analitica e numericamente; e o comportamento dindmico da placa em
resposta as vibragdes forgadas em diferentes frequéncias de excitagdo, de acordo com a
teoria e 0 modelo numeérico.

As frequéncias calculadas pelo método aproximado (de energia) apresentaram
exatamente os valores resultantes da solugdo analitica, comprovando a confiabilidade do
uso do método de Rayleigh para a determinagao das frequéncias naturais, o qual pode ser
utilizado para placas retangulares em outras 20 diferentes configura¢cdes das condi¢coes de

contorno com boa exatidao. Os valores resultantes da solu¢gao numérica, por sua vez, foram
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muito préoximos dos valores exatos, diferindo apenas por casas decimais, muito
provavelmente devido a malha utilizada e ao proprio método de aproximagao em si que é
utilizado na simulagao.

Os modos de vibracdo expostos a partir de rotinas estabelecidas nos softwares
MATLAB® R2015a e ANSYS® R18.1 concordaram bastante entre si, refletindo exatamente
os padrbes esperados de acordo com a teoria. E as respostas da placa a diferentes
excitagdes externas harmodnicas, também avaliadas analitica e numericamente, forneceram
padrbes muito préximos entre si para cada frequéncia, de modo a ser possivel afirmar que
os resultados obtidos também foram adequadamente precisos neste caso.

Dessa forma, pode-se concluir que a implementacdo do modelo numérico da placa
no ANSYS® produziu resultados muito satisfatérios. Estes refletiram bem as respostas
esperadas conforme a teoria, apropriadamente apresentadas de acordo com o programa
desenvolvido no MATLAB®, comprovando o alcance de dois dos principais objetivos deste
estudo.

Por fim, a proposta de execucdo de um experimento que possa validar as analises
realizadas foi sugerida ao longo de praticamente todo o trabalho, tendo sido apresentado um
projeto conceitual inicial referente a montagem experimental. Diversos estudos e
adaptacbes ainda deverdo ser realizados para que o aparato experimental reproduza
fielmente as condi¢cbes estabelecidas, mas ja se pode afirmar de antemdo que o modelo

numeérico proposto neste projeto é definitivamente valido para futuras comparacgoes.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Sao sugeridos alguns trabalhos futuros como sequéncia deste:
a) Representacdo experimental de diferentes condigbes de contorno no estudo
de vibracdo de placas metalicas retangulares
b) Avaliacao experimental da vibracdo de uma placa metalica retangular

simplesmente apoiada
c) Analise numérica da vibragdo de uma placa retangular com apenas duas

bordas opostas simplesmente apoiadas
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ANEXO A - CODIGO DO PROGRAMA NO
MATLAB®

%% Cébdigo Matlab - Frequéncias Naturais, Modos de Vibragdo e Resposta da
Placa a Excitag¢des Externas

clear all; close all; clc;

%$Caracteristicas da Placa Adotada (Tabela 3.2)
Lx=0.3;

Ly=0.35;

h=0.001;

E=69e9;

ni=0.33;

rho=2700;

ms=rho*h;

$M6édulo de Rigidez a Flexdo da Placa (Equacdo 2.26)
D=E*h"3/(12* (1-ni"*2));

ndices dos modos
3;
3

51

’

S

%% Céalculo das Frequéncias Naturais Exatas (Equagdo 3.7)

Freg=zeros (r,n) ;
for ii=l:r
for jj=1l:n

Freq(ii, jj)=pi”2* ((ii/Lx)"2+(jj/Ly)"2)*sqrt (D/ms) ;

end
end

$Frequéncias Naturais Exatas em rad/s
Freqg

$Frequéncias Naturais Exatas em Hz
Fn=Freq./ (2*pi);
Fn

%% Calculo das Frequéncias Naturais Aproximadas (Equagdo 3.23 e Tabela 3.1)
$Placa Simplesmente Apoiada nas Quatro Bordas
$Apoio Simples em x=0 e x=Lx: g=r e G=G1 H=H1 J=J1

$Apoio Simples em y=0 e y=Ly: g=n e G=G2 H=H2 J=J2

for i=l:r
for j=l:n
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1, 2, 31;
N2

’

G=1
J=G
H=J

FnAprox (i, j)=pi/2* ([ (G (1) /Lx) "4+ (G(J)/Ly) "4+ (2*J(1)*J(F)+2*ni* ((H(1i)*H(J)) -
)

(J(1)*3(3))))/(Lx"2*Ly"2) ]~ (1/2)) *sqrt (D/ms) ;
end
end
FnAprox
%% Erros relativos — frequéncias exatas, aproximadas e numéricas

$Frequéncias Aproximadas
erro=100* [abs (Fn-FnAprox) ./Fn]

$Frequéncias Numéricas (valores obtidos com modelo numérico implementado no
Ansys)

FregNum=[46.8032, 106.2680, 205.3760; 127.7420, 187.1960, 286.2820;
262.6310, 322.0690, 421.1250];

error=100*[abs (Fn-FregNum) . /Fn]

%% Modos de Vibracdo para um Modo Especifico (definido pelo vetor "modo")

nex=100;
ney=100;
dx=Lx/nex;
dy=Ly/ney;
xx=0:dx:Lx;
yy=0:dy:Ly;

%$Modo de Vibracao (3,2)
modo=[3,2];

W=zeros (length (xx), length(yy) )

for 11=1:length (xx)
for kk=l:length(yy)

W(1ll,kk)=sin (modo (1) *pi*xx (kk)/Lx)*sin (modo (2)*pi*yy(11l)/Ly);

end
end
figure (1)
surf (xx,yy, W)
xlabel ('x'")
ylabel ('y'")
figure (2)
contourf (xx,vyy,W)
xlabel ('x")

ylabel ('y"')
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%% Resposta da Placa a uma Vibragdo Forgada Externa para uma Frequéncia de

Excitagdo Especifica (definida por fex)

ir=8;
in=8;

fex=480;

def=zeros (length (xx), length(yy));
Omega=zeros (ir, in) ;

Prn=zeros (ir,in);
Wrn=zeros (ir, in) ;

P=100;

for rr=1l:ir
for nn=1:in

Omega (rr,nn)=pi”2* ((rr/Lx) "2+ (nn/Ly) *2) *sqrt (D/ms) ;

Prn(rr,nn)=4*P/ (Lx*Ly) *sin(rr*pi/2) *sin (nn*pi/2);
Wrn (rr,nn)=Prn(rr,nn)/ (ms* ( (Omega (rr,nn) ) "2- (2*pi*fex)"2));

for pp=l:length(yy)
for gg=1l:1length (xx)

defaux (qq, pp) = (Wrn(rr,nn)) *sin(rr*pi*xx (pp) /Lx) *sin (nn*pi*yy(qq) /Ly) ;

end
end

def=def+defaux;

end
end
figure (3)
surf (xx,yy,def)
xlabel ('x")
ylabel ('y')
figure (4)
contourf (xx,yy,def)
xlabel ('x'")

ylabel ('y'")
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ANEXO B - MODELO NUMERICO IMPLEMENTADO
NO ANSYS®

' PARAMETROS DE SIMULAGCAO — MODELO NUMERICO !!!

I Dimensdes da placa

I Dimenséo na diregéo x
Lx=0.3

I Dimenséo na diregédo y
Ly =0.35

| Espessura

h =0.001

I Médulo de Elasticidade
Emat = 69e9

I Coeficiente de Poisson
ni =0.33

| Densidade
rho = 2700

I Elementos Finitos

ndiv = 100

Il Definicdo do elemento
I Define a caracteristica do elemento da estrutura
I SHELLG63 tem seis graus de liberdade (translacao e rotacao) nos seus quatro nés

ET,1,SHELL6G3

Il Definigcdo da constante real



I Define a espessura da placa

R,1,h

Il Definicdo das propriedades do material
I Modulo de Elasticidade

MP,EX,1,Emat

I Coeficiente de Poisson

MP,PRXY,1,ni

IDensidade

MP,DENS,1,rho

Il Construgao do modelo geométrico

I Placa retangular com Lx = 0.3 e Ly = 0.35

BLC4,0,0,Lx,Ly

Il Malha utilizada

I Definicao do tamanho do elemento

esize, size, ndiv

II' Construgdo da malha

amesh,1

Il Definigdo das condi¢des de contorno
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allsel,all
nsel,s,loc,x,0
nsel,a,loc,x,Lx
nsel,a,loc,y,0

nsel,a,loc,y,Ly

d,all,ux,0
d,all,uy,0
d,all,uz,0

allsel,all

nummrg,all

Il Definigdo de um carregamento — para analise harménica a partir daqui

allsel,all
nsel,s,loc,x,Lx/2

nsel,r,loc,y,Ly/2

F,all,FZ,100

allsel,all

nummrg,all
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