AUGUSTO DUARTE PENA

Pesos de Hamming generalizados e codigos
parametrizados

®

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2018



ii

AUGUSTO DUARTE PENA

Pesos de Hamming generalizados e codigos
parametrizados

Dissertacdo apresentada ao Programa de DPos-
Graduacdo em Matematica da Universidade Federal
de Uberlandia, como parte dos requisitos para
obtencdo do titulo de MESTRE EM MATEMATICA.

Area de Concentracio: Matematica.
Linha de Pesquisa: Geometria Algébrica.

Orientador: Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho.

UBERLANDIA - MG
2018



Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicacdo (CIP)
Sistema de Bibliotecas da UFU, MG, Brasil.

P397p
2018

Pena, Augusto Duarte, 1992-

Pesos de Hamming generalizados e codigos parametrizados /
Augusto Duarte Pena. - 2018.

511 :il

Orientador: Cicero Fernandes de Carvalho.

Dissertagdo (mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia,
Programa de Pos-Graduagdo em Matematica.

Disponivel em: http://dx.doi.org/10.14393/ufu.di.2018.242

Inclui bibliografia.

1. Matematica - Teses. 2. Bases de Grobner - Teses. 3. Geometria
algébrica - Teses. 4. Codigos de controle de erros (Teoria da informagdo)
- Teses. 1. Carvalho, Cicero Fernandes de. II. Universidade Federal de
Uberlandia. Programa de P6s-Graduagdo em Matematica. 1. Titulo.

CDU: 51

Maria Salete de Freitas Pinheiro — CRB6/1262



iv

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F Sala 1F 152
Campus Santa Ménica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNO: Augusto Duarte Pena.

NUMERO DE MATR{CULA: 116MAT12002.

AREA DE CONCENTRACAO: Matemética.

LINHA DE PESQUISA: Geometria Algébrica.

POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTAGAO: Pesos de Hamming generalizados e c6digos parametrizados.
ORIENTADOR: Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho.

Esta dissertacdo foi APROVADA em reunido publica realizada na Sala Multiuso da Fa-

culdade de Matematica, Bloco 1F, Campus Santa Moénica, em 20 de Fevereiro de 2018, as
15h10min, pela seguinte Banca Examinadora:

NOME ASSINATURA

Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho ’(ﬁ(@/ ke W

UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Dr. Herivelto Martins Borges Filho 62 M

USP - Universidade de Sdo Paulo

Prof. Dr. Guilherme Chaud Tizziotti
UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Uberlandia-MG, 20 de Fevereiro de 2018.



Dedicatoria

Dedico este trabalho a minha mae.



vi

Agradecimentos

Agradeco primeiramente aos meus pais Anilza e Mauricio pelo dom da vida.

Agradecgo ao meu orientador Cicero Fernandes de Carvalho por todo o apoio dado e por
ter sido muito mais que apenas um orientador durante estes dois anos e também durante
meus tempos de graduacdo. Sou grato por todos os ensinamentos e ligdes que pude apren-
der com ele.

Agradeco a minha familia por todo o apoio, paciéncia e carinho comigo.

Agradeco aos vérios amigos que fiz em todos esses anos de UFU. Em especial, agradego
aos meus amigos Alexandre, Paulo Victor e Ueslei. Agradego também aos amigos da minha
turma: Aluizio, Zé Henrique, Jdlian, Javier e Milton Gabriel, que tornaram as aulas mais
divertidas e os estudos mais proveitosos.

Agradeco aos excelentes professores que tive na UFU que certamente contribuiram para
a minha formagdo. Em especial agradeco aos professores Geraldo Botelho, Victor Gonzalo,

Mario Henrique, Alonso Septulveda, Guilherme Tizziotti, Marcio Dantas e Daniel Cariello.

Agradeco a FAPEMIG pelo auxilio financeiro durante todo o mestrado.



vii

PENA, A. D. Pesos de Hamming generalizados e codigos parametrizados. 2018. (51 pag) p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os pesos de Hamming generalizados de c6digos pa-
rametrizados por conjuntos téricos. Mostramos que em alguns casos particulares encontra-
mos cotas mais refinadas para os pesos generalizados. Definimos o que sdo conjuntos mer-
gulhados e apresentamos a relagdo de seus pesos generalizados com os conjuntos nos quais
estdo mergulhados. Utilizamos aqui ferramentas da Teoria de Cédigos, Bases de Grobner e
Geometria Algébrica. O trabalho d4 uma breve introdugdo dos conceitos apresentados e uti-
liza os resultados dos capitulos iniciais para fundamentar os resultados do tltimo capitulo.

Palavras-chave: Cédigos parametrizados, Pesos de Hamming generalizados, Conjuntos mer-
gulhados.
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Abstract

This goal of this work is to study the generalized Hamming weights of parameterized codes
associated to toric sets. We show that in some particular cases we find sharper bounds for
the generalized weights. We define embedded sets and present their relation to the sets they
are embedded to. The tools here used come from coding theory, Grobner basis and algebraic
geometry. This work gives a brief introcuction to the presented concepts and uses the results
from the initial chapters to reach its goal.

Keywords: Parameterized codes, Generalized Hamming Weights, Embedded sets.
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Introducao

Este é um trabalho sobre teoria de c6digos, e em especial, sobre a teoria de c6digos corretores
de erros. Durante a transmissdo de informagdes, o canal utilizado pode apresentar ruidos e
comprometer a transmissao, gerando erros nas informagdes que desejamos enviar. De modo
a sanar este problema agregamos, de maneira adequada, uma redundancia a informacao ori-
ginal de modo que, apds a transmissdo o receptor seja capaz de detectar se houveram erros,
e em caso afirmativo, corrigi-los com o auxilio da redundéncia adicionada.

O poder de correcdao de um c6digo corretor de erros esta diretamente ligado a sua distancia
minima. Um cédigo tem trés parametros fundamentais: comprimento, dimensao e distancia
minima. O conceito de distdncia minima pode ser generalizado, obtendo-se entdo o que cha-
mamos de pesos de Hamming generalizados. Neste trabalho estudamos estes pesos para
cédigos que sdo parametrizados por conjuntos téricos. Veremos que tal estudo é bem inte-
ressante, e em alguns casos especificos, conseguimos determinar cotas que melhor estimam
os pesos de Hamming generalizados do que resultados cldssicos na literatura.

Este trabalho esta dividido em quatro partes. Na primeira parte introduzimos as defini¢des
e conceitos iniciais e damos uma motivagdo sobre a importancia de cédigos com distancias
minimas altas em relagdo ao seu comprimento. Veremos que os parametros de um cédigo
devem satisfazer algumas relacdes, definimos o conceito de c6digo MDS e em seguida exi-
bimos cotas correspondentes aos pesos de Hamming generalizados.

Na segunda parte fazemos um tratado de polindmios em vdrias varidveis e introduzi-
mos conceitos tais como Bases de Grobner e o Algoritmo de Buchberguer. Vemos também
a definicdo de variedades afins e pegada de um ideal. Depois apresentamos o conceito de
espaco projetivo e trabalhamos com polindmios neste espaco, em especial, lidando com po-
lindmios homogéneos e por fim, fazemos uma breve introducao de grafos.

Na terceira parte apresentamos o produto tensorial entre espagos vetoriais, sua constru¢ao
e motivamos a construcdo do cédigo produto. Vemos algumas propriedades e parametros
do c6digo produto e através da imersdo de Segre podemos estabelecer uma conexao entre o
coédigo produto e o produto tensorial de espacos vetoriais.

Na quarta parte introduzimos os conceitos de cédigos parametrizados por conjuntos
toricos e seus parametros. Veremos alguns cédigos parametrizados especificos e cotas para
seus pesos de Hamming generalizados e também algumas cotas para cédigos parametri-
zados por mondmios de mesmo grau. Por fim definiremos o que sdo conjuntos téricos
mergulhados, afim de estudarmos como cotas para os pesos de Hamming generalizados
de conjuntos téricos se relacionam com as cotas de conjuntos téricos mergulhados.

Augusto Duarte Pena
Uberlandia-MG, 20 de Fevereiro de 2018.



Capitulo 1

Introducao

Inicialmente usaremos este capitulo para introduzirmos os objetos centrais deste trabalho.
Veremos o que sdo c6digos, a métrica de Hamming e uma interpretacdo geométrica do que
significa corrigir um erro em um cédigo. Além disso veremos um tipo especial de cédigo,
chamado cédigo linear e algumas de suas propriedades.

1.1 Cédigos e a Métrica de Hamming

Comecaremos tomando um conjunto finito A4, cujo ntimero de elementos é denotado por |A]
e simbolizado por ¢. Um c6digo corretor de erros é um subconjunto préprio (isto é, ndo é
vazio e estritamente diferente) qualquer de A", para algum niimero natural n.

Observacao 1.1.1. Quando ndo houver ambiguidade escreveremos os elementos (ay, . .., a,) de A"
como aq . .. Qay.

Dados dois elementos u, v € A", a distincia de Hamming entre u e v é definida como
d(u,v) = |{i:u; # v, 1 <i<n}.

Vemos que da maneira como foi definida, a distancia de Hamming mede o ntiimero de coor-
denadas que os elementos u e v diferem.

Exemplo 1.1.2. Tomando A = {0,1} e n = 3, temos
d(001,111) =2, d(000,111) = 3.

O préximo resultado mostra que a distdncia de Hamming satisfaz as condigdes necessarias
para ser chamada de métrica, sendo assim € usual chamé-la de métrica de Hamming.

Proposicao 1.1.3. [8, Proposigio 1.2.1] Dados u,v,w € A", as seguintes propriedades se verificam:
1. d(u,v) > 0 e vale a igualdade se, e somente se u = v;
2. d(u,v) = d(v,u);
3. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Dado um elemento a € A™ e um ntimero real r > 0, definimos o disco e a esfera de centro
em a e raio r como sendo, respectivamente, os conjuntos

D(a,r) ={ue A" : d(u,a) <7}, S(a,r)={ue A" :d(u,a)=r}.

Os conjuntos acima definidos sao finitos e nos ajudardo a dar uma interpretacdo geométrica
da situagao.



Lema 1.1.4. [8, Lema 1.2.1] Para todo a € A™ e todos os niimeros naturais r,i > 0, temos que

=3 (*)a-1rersa = (1)

=0

Observemos que a cardinalidade de D(a, ) depende de n, ¢ e r. Dado um cédigo C, defini-
remos a distincia minima de C' como o nimero

d = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}.

Como cédigos sdo conjuntos finitos, em teoria podemos facilmente calcular a distdncia minima
de qualquer cédigo. Caso ndo haja nenhum método desenvolvido, este calculo se mostra
trabalhoso pois é necessério calcular (%) distancias, onde M aqui representa o nimero de
elementos do c6digo, e isto tem um custo computacional elevado.

Dado um cédigo C' com distdncia minima d, definimos

d—1
k= |—7],
2
onde [t] representa a parte inteira do ntiimero real t. O préximo resultado nos mostra a
importancia da varidvel x:

Lema 1.1.5. [8, Lema 1.2.2] Seja C' um cédigo com distdncia minima d. Se c e ¢’ sdo elementos
distintos de C, entdo
D(e,k) N D(d, k) = 0.

O préximo resultado nos mostra a importancia da distancia minima do cédigo.

Teorema 1.1.6. [8, Teorema 1.2.1] Seja C' um cédigo com distdncia minima d. Entdo C pode corrigir
até k erros e detectar até d — 1 erros.

Em virtude deste teorema, quanto maior for sua distdncia minima, maior serad sua capaci-
dade de correcgdo e deteccdo de erros. Sendo assim, é importante podermos calcular d ou ao
menos determinar cotas inferiores ou superiores para ele.

Com os resultados acima podemos dar a seguinte interpretacdo geométrica de cédigos cor-
retores de erros:

o Elementos do cédigo
o Elemento transmitido com erros, porém corrigido

@ Elemento com muitos erros e que nao foi corrigido

Um cédigo C sobre um conjunto finito A possui trés parametros fundamentais n, M e d que
sdo, respectivamente, seu comprimento, seu niimero de elementos e sua distdncia minima.
Sado interessantes c6digos cujo ntimero de elementos e distdncia minima sdo grandes rela-
tivamente ao comprimento. Na proxima secdo veremos que com uma estrutura algébrica
adicional, conseguiremos alguns resultados relacionados aos parametros de um cédigo.



1.2 Cédigos Lineares

Ao definirmos um c6digo, bastava que o conjunto C' fosse um subconjunto préprio de A”.
Agora, tomaremos A como um corpo finito de g elementos, a fim de acrescentar ao cédigo
uma estrutura de espago vetorial, o que nos permitira trabalhar com combinacgdes lineares
de elementos do cédigo.

Seja F, um corpo finito com g elementos, temos que para cada ntimero natural n, o conjunto
[y € um F,—espaco vetorial de dimensdo n. Um cédigo C' C Fy serd chamado de cédigo
linear se for um subespago vetorial de F7.

Todo c6digo linear é por definicdo um espago vetorial de dimensdo finita. Seja k£ a dimensdo
do cédigo C' e seja vy, ..., v; uma de suas bases. Todo elemento de C' é unicamente escrito
na forma A\vy + --- + A\, onde A\, = 1,...,k sdo elementos de [, e assim segue que
M = |C| = ¢*. Chamaremos de pardmetros do c6digo linear C a terna de inteiros (n, k, d),
onde n é o comprimento de C, k é a dimensdo de C' como espaco vetorial e d é a distancia
minima de C.

Dado z € [}, definimos o peso de x como sendo o ntimero inteiro

wx)={ie{l,...,n}:2; # 0} = d(z,0),

onde d é a métrica de Hamming. Definimos também o peso de um cédigo linear C' como
sendo o nimero inteiro

w(C) = min{w(z) : x € C —{0}}.
Da estrutura de espago vetorial do c6digo, temos a seguinte proposicéo:

Proposigao 1.2.1. [8, Proposicio 5.1.1] Seja C' C ¥y um cédigo linear com distdncia minima d.
Entdo vale que:

1. Para todos v,y € B}, d(z,y) = w(x — y);
2. d=w(C).

Aqui é possivel ver uma vantagem da estrutura de espaco vetorial: a distdncia minima é
exatamente o peso do c6digo, que é obtido através do calculo de ¢* — 1 distancias.

Como cédigos lineares sdo espagos vetoriais, podemos pensar em duas maneiras elemen-
tares de se gerar espacos vetoriais: considerando o ntcleo ou imagem de transformacdes
lineares. Durante todo o nosso trabalho, lidaremos apenas com cédigos vistos como ima-
gem de transformacoes lineares. Para isto, seja C' um c6digo linear e escolha v, . . ., v, como
uma base de C' e considere a aplicacdo linear

. Tk n
T.Fq — Fq

(1.1)
r=(x1,...,T5) — Ty + -+ TpUg

Segue que 7' é uma transformagao linear injetora tal que sua imagem é C, isto é, T'(F}) = C.

Seja B = {v1,...,v;} uma base ordenada de C e considere a matriz G, cujas linhas sdo os
vetores v; = (Vi1 ..., Vi), 0 = 1,...,k,isto é
U1 Vi1 V2 -+ Uin
G = =
Uk Uk1 Uk2 " Ukn

A matriz G é chamada de matriz geradora de (' associada a base B. Notemos que a ma-
triz G ndo é unicamente determinada por C, pois depende da escolha da base ordenada.



Observamos que de (1.1), o cédigo linear C' pode ser escrito como combinagdo linear (com
coeficientes em I;) de todas as linhas da matriz geradora. Diremos que uma matriz gera-
dora G de um cédigo C estd na forma padrao se tivermos G = (Id,|A), onde Id;, é a matriz
identidade de ordem k e A, uma matriz k x (n — k).

Dados u = (uy,...,u,) ev = (vi,...,v,) elementos de Fy, definimos o produto interno de u
e v por
(U, v) = wvy + -+ - + Uy,

Esta operacdo satisfaz as propriedades usuais de produto interno, isto é,
(u,v) = (v,u) e (u+ Iw,v) = (u,v) + A (w,v), paratodo X € F,.
Seja C C F} um c6digo linear. Definiremos o c6digo dual de C' como o conjunto
C*t={veF!: (v,u) =0, paratodou € C}.
Proposic¢do 1.2.2. [§8, Lema 5.3.1] Se C' C IFy é um codigo linear com matriz geradora G, entdo:

1. C*+éum subespago vetorial de Iy

2. zr€Ct — Gzt =0.

Seja C' C F; um cédigo de dimensdo k£ com matriz geradora G' = (Id,|A). Definimos a ma-
triz de teste de paridade de C' como sendo H = (—A*|Id;).

Proposicao 1.2.3. [8, Proposi¢io 5.3.2] Usando a notagdo acima, temos que:
1. dimCt =n—k;

2. H é uma matriz geradora de C*.

Decidir se um elemento pertence ou ndo a um cédigo, em geral, consiste em resolver um
sistema linear. A matriz teste de paridade nos permite solucionar este problema de forma
mais facil.

Proposicao 1.2.4. [8, Proposicio 5.3.4] Seja C um cédigo linear e suponhamos que H seja uma
matriz geradora de C+. Entdo
veC < Huv'=0.

Exemplo 1.2.5. Tomando F, = Fy, 0 comprimento n = 7 e a dimensio k = 4, temos

0001111
01 10011
G_1010101’
1111111

e o codigo gerado por G é C' = {0000000,0001111,0110011,1010101,1111111,0111100, 1011010,
1110000, 1100110, 1001100, 0101010, 1101001, 1000011, 0100101, 0011001, 0010110} e uma breve
verificagiio mostra que a distdncia minima é de = 3.

Agora, mantendo o mesmo corpo e o comprimento e tomando a dimensio k = 3, temos

0001111
=0 11001 1},
1010101

e o codigo gerado por H é C+ = {0000000,0001111,0110011, 1010101, 0111100, 1011010, 1100110,
1101001}, e uma breve verificagiio mostra que a distdncia minima é dor = 4.



1.3 Cotas superiores

Como mencionamos anteriormente é importante que a dimensdo e distdncia minima de um
c6digo sejam grandes em relagdo ao comprimento. Veremos agora algumas relagdes que os
pardmetros de um cédigo devem satisfazer. Durante este trabalho estaremos interessados
em trés cotas: a de Singleton, a de Plotkin e a de Griesmer.

Teorema 1.3.1. Seja C' um cédigo com comprimento n, com M elementos e distdncia minima d,
definido sobre um corpo finito com q elementos. Temos que

Demonstragio. Seja C C Fy o c6digo com os pardmetros dados e considere a projegdo

Pr:F; — Fp*!
(X1, .., Tn) > (g, Tagts .-, Tn)
A restricdo de Pr a C é injetora, pois se Pr(x) = Pr(y) para z,y € C, entdo d(z,y) < d —1,
e pela defini¢do de distancia isto pode acontecer apenas se d(z,y) = 0, e assim temos que
x = y. Portanto, temos que Pr(C') é um subconjunto de F7~**' com M elementos, dai segue
que M < qn—d-i-l.
[l

Corolario 1.3.2 (Cota de Singleton). Os pardmetros (n,k,d) de um cédigo linear satisfazem a
desigualdade
d<n-—k-+1.

Demonstragio. Basta observar que em um cédigo linear, M = ¢*, assim
F <M =d<n—k+1
O

Teorema 1.3.3. [11, Cota de Plotkin] Os pardmetros (n,k,d) de um cédigo linear com n < 2d
satisfazem as desigualdades

1. ¢" <2qn, sed = (1 — %)n;
qd

2. < —F7——

gd— (¢ —1)n

Teorema 1.3.4. [11, Cota de Griesmer] Os pardmetros (n, k,d) de um cédigo linear satisfazem a
desigualdade

,sed > (1—o)n.

o HES

1=

1.4 Pesos de Hamming generalizados e c6digos MDS

Definiremos agora um dos conceitos centrais deste trabalho. Relembramos que em um
coédigo linear, o peso do cédigo coincide com a distancia minima. O peso é definido como a
menor das distancias com zero dentre todos os elementos nao nulos do cédigo.



Seja B um subconjunto de I}, definiremos o suporte deste conjunto como
supp(B) = {i : existe (wy,...,w,) € B tal que w; # 0}.
O r—ésimo peso de Hamming generalizado de um cédigo C' é dado por
d,(C) = min{|supp(D)| : D é um subcédigo de C' e dimg, D = 1},

paral < r < k, onde k é a dimensdo do cédigo C. A hierarquia de pesos do cédigo C' é o
conjunto de inteiros {d,(C) : 1 < r < k}. E facil ver que tomando r = 1, o primeiro peso de
Hamming generalizado é precisamente a distancia minima do cédigo.

Teorema 1.4.1. Seja C' um cédigo linear de comprimento n e dimensio k. Valem as desigualdades
1 <di(C) <dy(C) < -+ < di(C) < n.
Demonstragio. Sejar € {2,...,k}, temos
min{|supp(D)|: D € C' e dimg, D = r — 1} < min{|supp(D)|: D C C e dimg, D = r},

elogod,_1(C) < d.(C). Queremos mostrar que a desigualdade € estrita. Seja D um subcédigo
de C tal que |supp(D)| = d,(C) e dimg, (D) = r. Sejai € supp(D) e D; := {x € D : x; = 0} e
considere a aplicagdo
P:D — F,
X — X;.

De i € supp(D) segue que a aplicagdo P é sobrejetora e seu nticleo é exatamente o conjunto
D;. Assim dimg, (D;) =r — led,_1(C) < |supp(D;)| < [supp(D)| =1 =d,(C) — 1.
O

Exemplo 1.4.2. Seja C' = (11000, 00110,00011) (ou, equivalentemente, o cédigo que tem estes ve-
tores como linhas em sua matriz geradora). Entdo d,(C') = 2, por exemplo usando Dy = (11000),
do(C) = 3, por exemplo usando Dy = (00110, 00011) e d3(C') = 5, por exemplo usando D3 = C.

Um cédigo sera chamado de cé6digo MDS (maximum distance separable) se atinge a igual-
dade na cota de Singleton, isto é,
d=n—-k+1.

Parar =1,...,k, um cédigo serd chamado de »—MDS se vale
d,(C)=n—Fk+r.

Exemplo 1.4.3 (Cédigos de Reed-Solomon). Seja K um corpo finito e considere o K —espago
vetorial K[X]—1 dos polindmios em K[X| de grau menor ou igual a k — 1, incluindo o polinémio
nulo, isto é,

K[X]g-1 ={P € K[X] : grau(P) <k —1} U{0}.

Claramente KX, é um espago vetorial de dimensio k e uma base é dada por {1, X, X?, ..., X1},
Seja n um inteiro, tal que n > k, e o, . .., v, elementos distintos de K. Considere a fungdo definida
por

T KX, — K"
P — (Pla),...,Play)).

T é claramente uma transformagdo linear injetora. De fato,

ker(T) ={P € K[X]x—1: P(ay) =0="--- = P(a,) = 0} = {0},



pois um polindmio ndo nulo P de grau menor que k ndo pode ter n raizes distintas.
A imagem C de T serd chamada de Cédigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensio k

definido por oy, . . ., o, e uma matriz geradora de C' é dada por
T(1) 11 1
T(X) o s e Qp
G=| TX*) | =] && a3 - o
T(kal) Oélf_l O/Zc—l . Oél;’;_l

Determinemos agora a distdncia minima de C: dado um elemento nio nulo c de C, existe P €
K[X]g_1 tal que c = (P(cv), ..., P(aw,)). Assim,

w(c) = {ie{l,...,n}: P(a;) # 0}
= n—[{ie{l,...,n}: Play) = 0}
> n — grau(P)
> n—(k—1)=n—-Fk+1,

ou seja, d > n—k+1. Da cota de Singleton, temos a desigualdade contrdria. Portanto, d = n—k+1
e C é um cédigo MDS.

Por fim, daremos agora a generalizacdo das trés cotas apresentadas anteriormente.

Teorema 1.4.4. [14, Cota de Singleton] Os pardmetros (n, k, d) de um cédigo linear, onde d;(C') é o
i—ésimo peso de Hamming generalizado, satisfazem a desigualdade

r<d.(C)<n-—k+r.

Teorema 1.4.5. [14, Cota de Plotkin] Os pardmetros (n,k,d) de um cédigo linear, onde d;(C') é o
i—ésimo peso de Hamming generalizado, satisfazem a desigualdade

n(q" — 1)q’“‘7"J '

d,(C) < L o

Teorema 1.4.6. [14, Cota de Griesmer] Os pardmetros (n, k, d) de um cédigo linear, onde d;(C') é o
i—ésimo peso de Hamming generalizado, satisfazem a desigqualdade

e

] < d,(0).

1=



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Polindomios e Bases de Grobner

Um mondmio nas varidveis z, . . ., z, € um produto da forma z7" - ...- 29", onde as entradas
da n-upla @ = (a4, ..., ,) sdo inteiros ndo negativos. O grau total deste mondmio é dado
pelasoma oy + -+ a,, = |af.

Um polindémio f nas varidveis z1, . . ., z,, com coeficientes em um corpo K é uma combinagdo
linear finita (com coeficientes em K) de mondmios. Para simplificar a notagdo para po-
lindbmios escrevemos 7" - ... - 20" = 2%, e assim um polindmio f se escreve como

f:Zaaxa, a, € K,
«

onde a soma se da sobre um ndmero finito de n-uplas o = (o, ..., o). O conjunto de todos
os polindmios nas varidveis z1, . . ., z,, com coeficientes em K é denotado por K{z1,..., ;).

Seja f = ), a,x® um polindmio em K{zy,...,z,], cada a, é chamado de coeficiente do
mondmio z*. Se a, # 0, chamaremos a,z® de termo de f. O grau total de f é o maior
|a| tal que o coeficiente a, é ndo nulo. Denotaremos o conjunto de todos os mondémios de
Klxy,...,z,) por M. Uma ordem monomial em M é uma ordem total < definida em M
satisfazendo:

1. Se 2* < 2 entdo x** < 2717, para todos «, 3,7 € Z%;
2. Todo subconjunto A C M possui um menor elemento.

Seja f = ), aqx® um polindmio ndo nulo em K{zy,...,z,] e seja < uma ordem monomial.
O multigrau de f é multigrau(f) = 8 onde 7” = max(z® : a, # 0). O coeficiente lider de f
é CL(f) = Gmultigrau(s) € K. O mondmio lider de f é ML(f) = a™&2u(f) (com coeficiente
1). O termo lider de f é TL(f) = CL(f) - ML(f). Daremos agora exemplos de trés ordens
monomiais bem conhecidas.

1. Ordem lexicogréfica - Sejam o = (ay,...,a,) e = (B1,...,8,) € Z%,. Dizemos que
T > 27 sena diferenca de vetores a— 3 € Z", a coordenada ndo nula mais a esquerda
¢é positiva.

2. Ordem lexicografica graduada - Sejam o, 5 € Z2,. Dizemos que 2% >gyex 2° s€
n n
|OZ|:ZOZZ'>’6|:ZBZ', ou ’a|:|5‘exa >lexlﬁ-
=1 =1

9
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3. Ordem lexicogréfica graduada reversa - Sejam «, 3 € Z%,. Dizemos que 2% >grevlex 8
se

n n
o] = ;> [Bl=> B, ou l|af=|g],
=1 =1

e a coordenada ndo nula mais a direita de o — 3 € Z%, é negativa.

Exemplo 2.1.1. Considere o polindmio f = 4xy®z + 42* — 523 + T2%2? € K|z, y, z|. Reordenando
0s termos de maneira decrescente de acordo com cada ordem, temos:

- Com respeito a ordem lexicogrifica: f = —bx® + Tx?2* + dwy?z + 422
- Com respeito a ordem lexicogrifica graduada: f = Tx?2% + dwy?z — 53 + 422

- Com respeito a ordem lexicogrifica graduada reversa: f = dxy*z + Tx?2? — ba® + 422

Definiremos agora o que significa dividir polindmios em varias varidveis e listaremos al-
guns resultados relacionados. Dividir um polinémio f € K[zy,...,xz,] por uma lista de po-
linébmios {¢1, ..., g:} C Klz1,...,2,]\{0}, com respeito a uma ordem monomial significa en-
contrar quocientes ¢i, . .., ¢; eumrestorem K|[zy,...,x,| deformaque f = ¢1g1+- - -+qg:+r,
com 7 = 0 ou nenhum mondémio que aparece em r ¢ um mdltiplo de ML(g;), para todo
i € {1,...,t}. E importante observar que ao dividirmos um polinémio por uma lista de
polindmios, os quocientes e restos variam de acordo com a ordem que tomamos a lista de
polindmios. Nao entraremos em detalhes sobre o algoritmo da divisdo, mas com um exem-
plo podemos ver que

)tz +y+1
)+ 2z + 1.

y+ay’+y? = (e+y) (ey-1)+1-(y° -1

= z-(ay—D+@+1) (¥ -1
Seja I C K|xy,...,z,] um ideal ndo nulo de K{zy,...,z,| e fixemos uma ordem monomial
em M, dizemos que um conjunto {gi,...,gs} C I é uma base de Grobner para / (com res-
peito a ordem monomial fixada) se para todo polinémio f € I, f # 0, temos que ML(f) é
um multiplo de ML(g;) para algum i € {1,...,s}.

Exemplo 2.1.2. Daremos agora um exemplo de um conjunto que ndo é uma base de Grobner. Consi-
dere [ = (zy — 1,y* — 1) C Rz, y] e fixe a ordem lexicogrifica no conjunto de mondmios de R|x, y].
Observemos que y - (xy — 1) —x - (y* — 1) = —y + x € I e ML(z — y) = x, que ndo é um miiltiplo
de ML(zy — 1) ou ML(y* — 1), e portanto {zy — 1,y* — 1} ndo é uma base de Grobner para I.

A partir de agora assumiremos que todo ideal I é ndo nulo e que M possui uma ordem mo-
nomial fixada. O préximo resultado nos mostra que uma base de Grobner é uma base para
o ideal I no sentido usual, e isto nos permite facilmente determinar se um dado polinémio
pertence ou ndo ao ideal.

Lema 2.1.3. Seja {q¢1,...,9s} C I uma base de Grobner para I. Entdo f € I se, e somente se, o resto
da divisio de f por {¢i, ..., gs} é zero. Consequentemente, [ = (g, ..., gs)-
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Demonstragdo. Suponha que f € I eseja f = Y ., ¢;ig; + r a divisdo de f por {g1,...,9s}
Segue entdo que r = f — > 7 ¢;g; € I e devemos ter r = 0 pois caso contrario r seria um
polinémio ndo nulo em / cujo mondémio lider ndo é maltiplo de nenhum ML(g;), para todo

i €{l,...,s}, oque contradiz o fato de {g1, . . ., g;} ser uma base de Grobner.
Reciprocamente, se o resto da divisdo de f por {¢i,...,gs} é zero, segue que f é uma
combinagdo de polindmios em I e portanto pertence a /. O

Apresentamos agora um importante resultado da teoria de bases de Grobner.

Proposicido 2.1.4. Seja{qg1, ..., 9s} C I uma basede Grobner para I. Nadivisdode f € K|xy, ..., x,)
por {gi,...,gs} o resto da divisdo é sempre o mesmo, independente da ordem que escolhemos para
g1, - - -, gs no algoritmo da divisdo.

Demonstragio. Suponha que f = qig1 + -+ qs9s + 7 = Gig1 + -+ + @sgs + 7, onde q;, §; €
Klzy,...,z,| para todo i € {1,...,s} er,7 € K|[zy,...,r,] e nenhum monémio que apa-
rece em r ou 7 é um mdultiplo de ML(g;) para todo i € {1,...,s}. Segue que r — 7 =
> (@ —ai)gi € I eassim devemos ter r — 7 = 0 pois caso contrario r — 7 seria um polindmio
ndo nulo em I cujo mondmio lider ndo é um mdultiplo de ML(g;) para todo i € {1,...,s},
contradizendo o fato de {g, ..., g5} ser uma base de Grébner para /.

0

Ainda nao é claro se todo ideal admite uma base de Grobner. Existe um algoritmo que gera
uma base de Grobner a partir de uma base do ideal /, mas ndo entraremos em detalhes sobre
esse algoritmo neste trabalho, aqui apenas descreveremos como ele funciona e daremos um
exemplo.

Sejam f,g € Klz1,...,2,] \ {0}, com TL(f) = az® e TL(g) = bz’ com o, § € ZZ%,. Seja
v = max(ay, ;) paratodoi € {1,...,s} esejay = (71,...,7) € Z%;. O S-polinémio de f e

g é definido como
1 1

S(f9) = a7 f = gw”‘ﬁg

O teorema a seguir, juntamente com o pseudocédigo do algoritmo, garante que todo ideal
possui uma base de Grobner.

Teorema 2.1.5. [4, Algoritmo de Buchberger] Seja I = (fi,..., fs) um ideal de polinémios nio
nulo. Entdo uma base de Grobner para I pode ser construida em um niimero finito de etapas através
do sequinte algoritmo:

Algoritmo de Buchberger

Input. F=(f1,..., fs)
Output. uma base de Grobner G = (¢1,...,9:) paral com F C G

1. G =F

2. Repetir

G =G
Para cada par {p, q} com p # qem G, faga
S := resto da divisio de S(p, q) por G
Se S #0,entio G:=GUS

7. A G =G

8. Retorne GG

SIS IS

Exemplo 2.1.6. Vimos no exemplo anterior que {xy — 1,y* — 1} ndo é uma base de Gribner para
I = (zy — 1,4 — 1) C Rz, y| com respeito a ordem lexicogrifica (escolhendo y < x). Aplicando
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o algoritmo de Buchberger, escolha f1 = xy — le fo = y*> — 1, entdo S(f1, fa) =y - fr—x - fo =
x — y e o resto da divisdo de S(fi, f2) por {fi1, f} é v — y. Seja f3 = x — y e conside o conjunto
{xy —1,y* — 1,2 — y}. Temos agora que o resto da divisdo de S(f1, f2) por {zy —1,y* — 1,2 —y} é
zero. Calculando S(f1, f3) = y* — 1 e S(fs, f3), podemos ver que o resto da divisdo destes polinémios
por {xy — 1,y* — 1, — y} é zero, entdo {xy — 1,y* — 1,z — y} é uma base de Grobner para I (com
respeito a ordem lexicogrdfica).

Introduziremos agora um conceito que serd essencial para dar prosseguimento a teoria. Seja
I C K[z,...,z,] umideal. A pegada de I (com respeito & uma ordem monomial fixada em
M) é o conjunto

A(I) ={M € M : M nédo é o mondémio lider de nenhum polinémio em /}.

O resultado seguinte mostra que a pegada de um ideal esté relacionada com uma base de
Grobner para 1.

Proposi¢do 2.1.7. Seja I C K|xy,...,x,| umideal e seja {g, ..., gs} uma base de Grobner para I.
Entdo um mondmio M pertence a A(I) se, e somente se, M ndo é um miiltiplo de ML(g;) para todo
ie{l,..., s}

Demonstragio. Se M é um mondmio em A(]), pela defini¢cdo de pegada segue que M ndo é o
mondmio lider de nenhum polindmio em /, em particular, M/ ndo é multiplo de ML(g;) para
todoi € {1,...,s}.

Reciprocamente, da defini¢do de base de Grobner sabemos que se M/ ndo é um mdltiplo de
ML(g;) paratodoi € {1,...,s}, entdo M nado é o monodmio lider de nenhum polindmio em
I. O

Facamos agora um exemplo que utiliza o resultado acima para obter uma representagdo
grafica de uma pegada. Nesse exemplo associamos a um par ordenado (a, b), com entradas
ndo negativas e inteiras, 0 mondmio z%y".

Exemplo 2.1.8. Seja [ = (2* —z,y* —y, 2>y —y) C Rz, y] e tomemos M com a ordem lexicogrifica
(escolhendo y < x). Uma verificagido mostra {z® — z,y> —y, 2%y — y} é uma base de Gribner para I.
Temos ML(z® — z) = 23 ML(y® — y), (2*y — y) = x*y e aplicando a proposigdo acima, a seguinte
representagio nos mostra a pegada.

@ Mondmios lideres da base de Grobner para |

O Monémios de A()

Os pontos (3,0), (0,3) e (2, 1) correspondem aos monomios lideres da base de Grobner e a partir destes
é possivel determinar quais mondmios sdo miiltiplos de pelo menos um deles. Segue que A(I) =

{1,2,2% y, 2y, y*, xy?}.

O teorema a seguir é o principal resultado da tese de doutorado de Bruno Buchberger [3], e
foi o que motivou a introducao por ele do conceito de bases de Grobner.
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Teorema 2.1.9. Seja [ C K|xy,...,x,| um ideal. Entdo
B={M-+1:MecA()}
é uma base para K|xy, ..., x,|/I como um K—espaco vetorial.

Demonstragio. Seja G uma base de Grobner para I com respeito 8 mesma ordem monomial

usada para determinar A([), e seja f € K|xy,...,2,]. Dividindo f por G obtemos um resto
na forma r = Zle a;M; onde a; € K[zy,...,x,] e M; € A(I) paratodoi=1,...,t.
Como f+ I =r+ [ segue que B gera K|z, ...,x,]/] como um K —espago vetorial. Vejamos

agora que os vetores em B sdo linearmente independentes.

Suponha que 3\, b;(M; + 1) =0+ I,onde b, € K e M; € A(I) paratodoi = 1,...,I. Entdo
22:1 b;M; € I e assim devemos ter que cada b; = 0 para todo¢ =1, ..., pois caso contrario
22:1 b; M; seria um elemento nao nulo de I cujo mondémio lider ndo é o monomio lider de

um polindmio em I.
O

Exemplo 2.1.10. Tomando o exemplo (2.1.8), temos que o conjunto {1+ I,z + [, 2*+1,y+1,zy+
I,y* + I, xy* + I} é uma base para Rz, y| /I como um R—espago vetorial.

2.2 Variedades afins e a pegada de um ideal

Apresentaremos nessa se¢do uma relacdo entre a variedade afim associada a um ideal / e a
sua pegada quando A(/) é um conjunto finito.

Seja I C K[zy,...,x,] umideal. A variedade afim associada a / é o conjunto
V(I)={(ay,...,a,) € K": f(ai,...,a,) =0, paratodo f € I}.

E facil ver quese ! = (g1,...,q), entdo (ay,...,a,) € V(I)se, esomentese, g;(ai,...,a,) =0,
paratodoi=1,... ¢t

Dado V' uma variedade afim, o ideal da variedade V' é o conjunto de todos os polindmios
que se anulam em V/, ou seja,

I(V)=A{f€eKlx1,...,zs] : f(ar,...,a,) =0, para todo (ay,...,a,) € V}.
Pode-se mostrar que este conjunto é de fato um ideal de K|z, ..., z,].
Proposicdo 2.2.1. Se W é uma variedade afim, entdo V(I(W)) = W.

Demonstragdo. Das defini¢cdes de ideal de uma variedade e variedade afim temos W C
V(I(W)). Por outro lado, sabemos que W = V(J) para algum ideal J € Klzy,...,2,] e
claramente J C I(W),logo V(I(W)) C V(J),isto é, V(I(W)) C W.

[

Lema 2.2.2. Sejam py,...,p, pontos distintos de K". Entdo existem polindomios fi,..., f, em
Klzy, ..., z,)| tais que f;(p;) = 6;;, para todos i,j € {1,...,r}, onde &;; é o delta de Kronecker.

Demonstragio. Sejam p; = (a,...,a,) € K", com i = 1,...,7. Vejamos como obter f.
Como todos os pontos sdo distintos, para i = 2,...,r existe j; € {1,...,n} tal que ai,, 7 Qi -
Seja
B — Lji — Qig,
g= Y
ayj; — g,
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entdo h;(p1) = 1e h;(p;) =0paratodoi =2,...,r.

Tome i
fi= H hi,
=2
assim nés temos f1(p;) = le fi(p;) =0, paratodoi = 2,...,r. Procedendo de forma anédloga
construimos fs, ..., f..

]

Teorema 2.2.3. Seja [ C Klxy,...,x,] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entido V (I) é
também um conjunto finito e |V (I)| < |A(I)|.

Demonstragdo. Sejam py, ..., p, pontos distintos de V' (I). Do lema anterior sabemos que exis-
tem fi,..., f, € K[z1,...,2,] tais que fi(p;) = d;j, paratodoi,j =1,...,r.

Vejamos que { f1+1,. .., f,+1} é um conjunto linearmente independente em K[z, ..., z,|/I.
De fato, suponha que

T

Zai(fi—l—f) =0+1, ondeay,...,a, € K,

=1

entdo Y . ,a;f; € I. Logo, >.._, a;ifi(p;) = 0,1isto é, a; = 0 paratodo j = 1,...,r. Assim,
{fi+1,...,f. + I} élinearmente independente em K[z1,...,z,|/I.
Portanto,

V()| =r <dim(K][xq,...,z,)/I) = |A(])],

onde na dltima igualdade usamos o Teorema 2.1.9.
O

Teorema 2.2.4. [1, Teorema 8.2] Seja I C K[xy,...,x,| um ideal tal que A(I) é um conjunto
finito e seja L uma extensdo algebricamente fechada de K. Entdo Vi (I) := {(ai,...,a,) € L™ :
flay,...,a,) = 0paratodo f € I} é um conjunto finito e |V (I)| < |A(I)|. Além disso, se I é um
corpo petfeito e I é um ideal radical entdo |V, (I)| = |A(I)].

2.3 Geometria Projetiva

2.3.1 Espaco Projetivo

Nesta se¢do descreveremos o espago projetivo. Denotaremos o espago afim K™ por A"(K).
Definiremos uma relagdo de equivaléncia em A"**(K) — {0} da seguinte maneira:

(0y -y xn) ~ (Yo, -, Yn) <= (To,---,T0n) = A(Y0,---,Yn), paraalgum A\ € K*.
Definimos assim o espago projetivo n—dimensional sobre K" como sendo o conjunto
P"(K) = (A" (K) = {0})/ ~,
e denotamos um ponto de P"(K) por
p=1lro: - xn] ={(yo,- - ym) : (To, - 2n) ~ (Yo, - )}

e dizemos que (o, . .. , ¥,) sdo as coordenadas homogéneas de p. Podemos pensar em P"(K)
como sendo o conjunto de retas que passam pela origem em A" (K).
Vejamos agora alguns resultados que nos permitem entender melhor o espago projetivo.
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Proposicdo 2.3.1. Seja Uy = {[zo : - -- : x,,) € P*(K) : xg # 0}. Entdo a aplicagio

¢: A"(K) — P"(K)
(a1,...,a,) +—> [liag:--:ay

é injetora e Img(¢) = U.

Demonstragido. Como ¢(A"(K')) C Uy, consideraremos ¢ : A"(K) — U, e mostraremos que
¢ é uma bijecao.

Defina ¢ : Uy — A"™(K) por [ag : -+ : a,] —> (%,,Z—g) Vejamos que ) estd bem
definida:
Sejam [ag : -+ : a,) = [bo : --- : b,] em U, entdo para algum A\ € K* vale (by,...,b,) =

Aag, - .., a,). Assim b; = A\a; parai = 0,...,n. Logo,

oy (bt fAa A (e an
o= (B ) (B ) () )

Vejamos agora que 1 0 ¢ = Idn(x) e ¢ o9 = Idy,:

¢o¢(a1,...,an):¢([1;al;...:an]):(_
qﬁoqp([ao;...:an]):¢<@,._,7%> _ [1:2;...;%] —[ao: - : anl.

Qo Qo

Podemos entao identificar P"(K) = Uy U H, onde
H={peP"(K):p=[0:21:--:z,)}

Como ¢ é bijetora sobre sua imagem, identificaremos Uy com A" (K). Como P" }(K) — H
dada por [z : --- : x,] — [0 : 2y ¢ --- : x,] é uma bijecdo (esta demonstragdo é andloga a
demonstragdo do teorema), identificaremos H com P"~!(K). Assim escrevemos

P"(K) = A"(K) UP"\(K).

Tomando como exemplo o caso em que n = 1, temos que P'(K) = A'(K) UP°(K), onde
indentificamos P°(K) como o conjunto {[0 : y] : y € K} = {[0 : 1]}. Logo, P°(K) tem
um unico ponto, que é usualmente denotado por co. Sendo assim a reta projetiva pode ser
escrita como

PY(K) = AY(K) U {oo}.

No teorema acima escolhemos tomar z, # 0 na constru¢do do conjunto Uy. O coroldrio
a seguir, cuja demonstragdo é analoga a do teorema acima, mostra que além de U, temos
outras copias de A"(K') dentro de P"(K') e que podemos fazer a mesma construgdo tomando
uma coordenada qualquer nado nula.

Corolario 2.3.2. Paracadai=0,...,nsejalU; = {[xo: - : z,| € P"(K) : z; # 0}.
1. Existe uma bijecdo entre U; e A"(K) para todoi =0, ..., n.
2. P"(K) — U, pode ser identificado por P*~(K).

3. PM(K) = U
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2.3.2 Variedades Projetivas

Buscaremos agora trazer o conceito de variedades para o espago projetivo. Se tomamos, por
exemplo, f = 4x; — 23 € R[zg, 21, x5] podemos pensar em V(f) C P*(R) como sendo o con-
junto de pontos [a : b : ¢] em P*(R) tais que f(a,b,c¢) = 0. Neste caso, como f(5,1,2) = 0
terfamos que p = [5 : 1 : 2] € V(f). Entretanto, observemos que [5: 1 : 2] = [10: 2 : 4] e
f(10,2,4) = =8 # 0,assim ¢ = [10 : 2 : 4] ¢ V(f). De modo a remediar esta situagdo, vamos
definir variedades projetivas através de polindmios homogéneos.

Um polindmio f é homogéneo de grau d se todo termo de f tem grau total igual a d.

Exemplo 2.3.3. Em R[z,y, z] 0 polindmio f = xy* + y ndo é homogéneo, enquanto que o polindmio
g =z + xyz + z° é homogeéneo de grau 3.

Proposicao 2.3.4. Seja f € K|xo,...,x,| um polindémio homogéneo de grau d. Se f(ao, ..., a,) =
0, entdo f(by,...,b,) = 0sempreque [by : ---: b,] =[ag: --- : a,]. Em particular,
V(f)=A{lao: - :a,] € P(K): f(ag,...,a,) =0}

estd bem definido como um subconjunto de P*(K).

Demonstragdo. Seja (b, ..., b,) tal que [by : ... : b,] = [ag : --- : a,), entdo existe A € K* tal
que (b, - .., b,) = A(ao, - .., ay,). Do fato que f é um polindmio homogéneo de grau d, temos

fbo,....bp) = f(Xao, ..., an) = X:f(ag, ..., a,) = 0.

0
Sejam fi,..., fs € K[z, ..., x,] polindmios homogéneos. O conjunto
V(fi,.. s fs) ={lao: -+ a,) € PY(K) : fi(ag,...,a,) =0,i=1,...,s}
é chamado de variedade projetiva definida por fi,..., fs.

O resultado a seguir relaciona variedades afins e variedades projetivas.

Proposicdo 2.3.5. Seja V = V(fi,..., fs) uma variedade projetiva em P"(K). Entdo W =V N
Uy pode ser identificado como a variedade afim V (g1,...,9s) C A"(K), onde g;(y1,...,Yn) =
fill,yr, ... yn), paratodoi =1,... s.

Demonstragdo. Ja sabemos que ¢ : Uy — A"(K),[ag : -+ : an] — (“—1 ...,“—") é uma

ao

bijegdo. Queremos mostrar que (W) = V (g1, ..., gs).
VW) CV(gr,-..,9s):

Seja (Z_é>73_0> = Y(lap : - : a,)), onde [ap : -+ : a,] € W = V N, logo
[ap : -+ : a,] € Up e portanto ag # 0. Como [ag : -~ 1 a,] =[1: ¢ - 2] €V,
’Femos fi(l,Z—é,...,Z—g) z 0, paza todoi = 1,...,s. Logo, gi(g—é,...,Z—g) = (, para todo
i=1,...,s Portanto, (,..., %) € V(g1,...,9s).

V(QD cee 795) g w<W>

Seja (ay,...,a,) € V(g1,...,9s). Claramente [1 : a; : --- : a,] € Up e fi(1,a1,...,a,) =
gi(a1,...,a,) =0,paratodoi=1,...,s. Logo[l:a;: - :a,] € VNU, =W, ouseja,

v ((ay,...,a,)) € Welogo (ay,...,a,) € p(W).
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]

Exemplo 2.3.6. Considere a variedade projetiva V.=V (x} + 2123, xo+ 21+ 12) C P*(R). Tomando
W =V nNnU, temos
W =V +z1235, 1+ 2 +29) € A*(R).

Note que podemos escolher intersectar V' com Uy, e nesse caso fazemos x1 = 1 na definigdo de V.

Dado f € K|z, ...,x,| com grau(f) = d, podemos escrever f de maneira tinica como
d
f= Z fis
i=0
onde grau(f;) =iou f; =0, para todoi = 0, ..., d. Dizemos que os polindmios fj, ..., fs sdo

os componentes homogéneos de f.
Vejamos agora que dado uma variedade afim em U;, podemos escrevé-la como V N U; para
alguma variedade projetiva V.

Exemplo 2.3.7. Considere a variedade afim W = V(zo — 23 + 23) em Uy = A*(R). Como [ =
Ty — 2% + 2} ndo é um polindmio homogéneo, vamos acrescentar a varidvel o de modo a tornar f
homogéneo. Como f tem grau total igual a 3, modificaremos f de modo que todo termo tenha grau
total igual a 3. Assim, obtemos

= wox? — 2% 4 2220,

Logo, W = Uy NV (f"). Note que podemos recuperar f do polinomio f" tomando xo = 1.

Proposicdo 2.3.8. Seja g(x1,...,x,) € K[x1,...,x,| um polindmio de grau total d.

d
1. Sejag = Z g; a expansdo de g como uma soma de componentes homogéneas, onde g; tem grau
i=0
total i. Entdo

d
g"(wo,...,1,) = Zgi(azl, o a)zd
=0
é um polindmio homogéneo de grau total d em K|z, ..., x,). (Chamaremos g" a homoge-

neizagio de g com respeito a x).

2. A homogeneizagdo de g com respeito a x pode ser calculada através da formula

x X

h d 1 n

g ——l’og(—,...,—).
Zo i

3. Desomogeneizando g" com respeito a xy obtemos o polindmio g, ou seja,

gh(l,wl, cesTp) =g, xy).

4. Seja F(xy, ..., x,) um polindmio homogéneo e seja x a maior poténcia de x, que divide F. Se
f=F(,z1,...,x,) é uma desomogeneizagio de F, entdo F = x§ f".
Demonstragio.

1. Como g; tem grau total i segue que g;z3 ' tem grau total i + d — i = d. Assim,

g" = go(zq, ... ,xn)xg + g1(xq, ... ,xn)xg’1 + -t galxy, o T) X

¢ um polindmio homogéneo de grau total d em Kz, ..., x,).
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2. Observe que

d
:Cl Tn o d x1 Tn
xog gy T = IOE gi | —y.o.oy—
xo o — Zo Lo

=0
x T T T, x T
= l’g go<_1a7_>+gl(_l7a_)+ +gd(1~ . _>)
Zo i i Zo ZTo o
1 1
= xg go(xl""7xn>+x_gl(xh""xn)+"‘+ng($1,---,$n)
0 0
= xgg0<x17"'7xn>+xgilgl<x17"'7xn>+”'+xgidgd(xl7"'7xn)
_ gh‘
d
3. Como ¢"(xq,...,z,) = Zgi(ﬂh, C ) wd, temos
=0

g"(Lay,... x,) = Zgi(azl, o)1 =gy, ).

4. Seja d = grau(F'). Digamos que F' = aj2(' 2 + - - - + a2’ T4, onde a; € K e 2% é um
mondmio em K|z, ..., Z,)].
Como F' é homogéneo de grau d, temos que p; + |o;| = d, paratodoi =1,...,t. Como
f=F(1,xq,...,x,) temos
f=a ™ 4+ -+ ax™

Observe que grau(f) = d — e, pois z{ é a maior poténcia de z, que divide F'. Digamos
agora que
fh—aqu iy, _’_ath o

Logo ¢; + |a;| = d — e, paratodoi = 1,...,t. Assim, ¢; + ¢ = d — |a;| = p;, para todo

i=1,.. .t
Portanto,
zifh = a4+ atx‘”“x"‘f
a a:glxal + o+ aphi ™
= F

]

Observemos que pelo corolério (2.3.2) o processo de homogeneiza¢do e desomogeneizagdo
de um polindmio pode ser feito de forma andloga tomando qualquer outra varidvel.

Exemplo 2.3 9. Seja g= y —a + r € Klx,y] e considere a variedade afim V (g) C Uy = A%*(K).
Temos que g" = yz* — 2® + x22. Logo V (g) pode ser identificada como V N Uy em P?(K) onde
V =V(g").

Seja I um ideal em K|z, ..., z,|. Dizemos que I é um ideal homogéneo se paracada f € I,
as componentes homogéneas f; de f também pertencem a I.

Exemplo 2.3.10. Seja [ = (y — x?) C Klz,y]. As componentes homogéneas de f = y — x* sio

fi =ye fo = —x2 Note que tanto f, quanto f, nio pertencem a I pois nio sido multiplos de y — z>.

Portanto, I ndo é um ideal homogéneo.
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Proposicdo 2.3.11. Sejam f, f1,..., fs € Klx1,...,x,] polindmios homogéneos. Dividindo f por
fi, ..., fs (com respeito a qualquer ordem monomial) escrevemos

f:a1f1+"'+asfs+r7

ondeay,...,as,7 € K|xy,...,x,| e nenhum termo de r é divisivel por nenhum dos termos lideres dos
fis. Entdo ay, ..., as,r também sio polindmios homogéneos. Mais precisamente, grau(r) = gt(f) e

grau(a;) = grau(f) — grau(f;), parai =1,...,s.

Demonstragio. Sejam d = grau(f)ed; = grau(f;), parai = 1,...,s. Dividindo f por fi,..., fs,
olhamos para TL( f) e digamos que seja divisivel por TL(f;), assim a; recebe um termo p de
grau d — d; para que haja o cancelamento. Assim, temos que f’ = f —pf; é o novo polindmio
a ser dividido por fi,..., fs. Agora, observe que pf; é homogéneo de grau d. Logo [’ é
homogéneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o TL(f’) e adiciona-lo ao resto,
temos que r j4 comega como um polindmio homogéneo de grau d.
Prosseguindo, vamos dividir f" por fi, ..., f;. Digamos que TL(f’) seja divisivel por TL(f;),
assim a; recebe um termo ¢ de grau d — d; para que ocorra o cancelamento. Assim, temos que
" = f"—qfi ¢ onovo polindmio a ser dividido por fi, ..., fs. Observe que ¢ f; ¢ homogéneo
de grau d, logo f” é homogéneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o TL(f") e
adicioné-lo ao resto, temos que r continua sendo um polindmio de grau d. Observe também
que se i = j, temos que a; = p + ¢ continua sendo um polindmio homogéneo de grau d — d;.
Prosseguindo com o algoritmo da divisdo, terminaremos com cada a; homogéneo de grau
d — d; e o resto homogéneo de grau d.

O]

Proposicdo 2.3.12. Se f,g € K|xy,...,x,| sdo polindmios homogeéneos, entdo o S—polindmio
S(f,g) é homogéneo.

Demonstragdo. Seja 7 = mmc(ML(f), ML(g)) e digamos que grau(z”) = d. Temos

ST T e

7 "
' . g  Assi —d—d =d—ds.
Sejam d; = grau(f) e dy = grau(g). Assim, grau (mf)) Lesm (T ng>) ’

Como f é homogéneo cada termo de f tem grau d;, logo cada termo de

* f tem grau
TL(p) T8
I"Y

(d — dy) + dy = d. Portanto, —— f é um polindmio homogéneo de grau d.

TL(f)

7
Como g é homogéneo cada termo de g tem grau d,, logo cada termo de

: TL(g)

(d — dy) + dy = d. Portanto, TL(g) g é um polindmio homogéneo de grau d.

Logo, S(f, g) € um polindmio homogéneo de grau d.

g tem grau

Teorema 2.3.13. Seja I um ideal em K|y, ..., x,). As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
1. I éum ideal homogéneo;
2. I =(f1,...,fs) onde fi,..., fssdo polindmios homogeéneos;

3. Uma base de Grobner para I (com respeito a qualquer ordem monomial) é formada por po-
lindémios homogeéneos.
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Demonstracdo.
(1) = (2):
Suponha que I é um ideal homogéneo. Pelo Teorema da Base de Hilbert, temos I =
(Fy,..., Fy),paraalguns Fy,. .., F, € K[z, ..., z,]. Escreva cada F; como soma de suas

componentes homogéneas
Fy=Y F
%

Como I é homogéneo, temos que todos os F}; pertencem a I. Seja I’ o ideal gerado
pelos polindmios homogéneos Fj;. Assim, cada F; = ) . F}; pertencem a I’. Logo
I CI'. Como Fj; € I para todos i, j, temos I' C I. Portanto, I = I'.

(2) = (1):
Se f=>,pieg=>,q sdo as expansdes de dois polindmios como a soma de suas
componentes homogéneas, entdo as componentes homogéneas hj, do produto i = fg

sdo dadas por
hy, = Z Py

i+j=Fk
pois
f9= Z pig; + Z pigj + -
i+5=0 i+j=1

é a expansdo de fg como soma de componentes homogéneas. Por hipétese, I =
(fi,..., fs) onde fi,..., fs sdo polindbmios homogeéneos. Seja f € I, entdo f = a1 f1 +
-+ + asfs, para alguns ay,...,as € K[xo,...,x,|. Escrevendo a; como soma de suas
componentes homogéneas temos

a; = E Q4.
)

Como f; é homogéneo, digamos de grau d, temos f; = f; é a expansdo de f; como
soma de suas componentes homogéneas. Logo, a expansdo de a; f; como soma de
suas componentes homogéneas é

arfr = Z ay; fa + Z ayifqg+ -

i+d=0 i+d=1

Como f; = f1 € I temos que cada componente homogénea de a, f; pertence a /. Este
processo pode ser feito para cada a;f;. Logo, cada componente homogénea de a; f;
pertence a /. Assim, cada componente homogénea de f pertence a /. Portanto, I é um
ideal homogéneo.

(2) = (3):

Por hipétese, I = (fi,..., fs),onde fi, ..., fs sdo polindmios homogéneos. Pela proposi¢ao
(2.3.12) os S—polindmios S(f;, g;) sdo homogeéneos. Utilizando o Algoritmo de Bu-
chberger obtemos uma base de Grobner G = {f1,..., fs, fst1,--., fm} para I, onde
fs+1,--., fm sdo obtidos como restos nas divisdes dos S—polindémios por uma lista de

fis e logo fsi1,..., fm sdo polindmios homogéneos pela proposicdo (2.3.11). Assim,
temos uma base de Grobner G para I formada por polindmios homogéneos.

(3) = (2):
E imediato.
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O
Seja I um ideal homogéneo em K[z, ..., z,|. Vejamos que
V(I)={peP*(K): f(p) =0, para todof € I},
estd bem definido como conjunto. Seja [ag : --- : a,] = [bo : --- : by] € P"(K) e suponha
que f(ag,...,a,) = 0, para todo f € I. Queremos mostrar que f(by,...,b,) = 0, para
todo f € I. Seja f € I. Como [ag : --- : ay] = [bp : --- : b,], existe A\ € K* tal que
(bo, ..., bn) = Aag, - .., a,). Como I é um ideal homogéneo, existem polindmios homogéneos
fio-o oo fs € K[z, ..., z,) tais que I = (f1,..., fs) e grau(f;) = d;. Como f € I, temos
f:glfl+"'+gsfsa
para alguns g1, ..., gs € Klxo,...,z,). Temos fi(ag,...,a,) =0, paratodoi =1,...,s, logo
Fboy- b)) = > gibo, - o) filbo, - bu) = > gi(Aao, ..., Aan) fi(Aag, - .., Aay)
i=1 i=1
= Y gilhao, ..., Aa)X fi(ao, ..., a,) =0
i=1
Proposicdo 2.3.14. Seja I um ideal homogéneo em K|z, ..., x,| e suponha que I = (fi,..., fs),

onde fi,. .., fs sdo polindmios homogéneos. Entdo

V(I) = V(fl;-"afs)'

Demonstragio. Sejap € V(I). Como fi,..., fs € I, temos f;(p) = 0, paratodoi =1,...,s.

Logop € V(fiv-.., f.).
Agorasejaq € V(fi,...,fs). Dado f € I, temos que

f:glf1+"'+gsfsa

para alguns g1, ..., g5 € K|z, ..., x,|. Assim temos

f(@) =aq(q) fi(q) + -+ gs(q) fs(¢) = 0.

Portanto, ¢ € V(I).

Proposicao 2.3.15. Seja V' C P"(K) uma variedade projetiva e seja
IV)=A{f € Klxo,...,xn] : f(ao,...,a,) =0, para todo[ag : --- : a,] € V'}.
Se K é infinito, entdo I(V') é um ideal homogéneo em K|xy, ..., x,].

Demonstragio. O fato de I(V') ser um ideal se da pelo fato de ser fechado para a soma e

fechado para produtos com elementos de K[z, ..., x,].
Seja f € I(V), digamos que grau(f) =desejaa = [ag: ---: a,] € V. Escreva
d
f = Z fi7
i=0
onde fo, ..., fs sdo as componentes homogéneas de f. Queremos mostrar que f; € I(V),

paratodoi =0,...,d.
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Como fel(V)elag:---:a,| €V temos f(Aag, ..., a,) =0, para todo A € K*.
Observe que

d

d
f()\a[), ey )\an) = Z fi()\ao, . ,)\an) = Z )\ifi(ao, c. ,an),
=0

1=0

logo Z?:o N fiag, ... ,a,) =0, para todo A € K*.
Defina

p(x) = infi(ao, coay) € Kz

Como p(\) = 0, para todo A € K* e K* é infinito, temos que p = 0, ou seja, todos os
coeficientes de p sdo iguais a zero, isto é, fi(ao,...,a,) =0, paratodoi =0,...,d.
Como f; é homogéneo temos que f; se anula em todas as coordenadas homogéneas de a.
Portanto, para cadai = 0,...,d temos f;(a) = 0, para todo a € V, ouseja f; € I(V). Isto
prova que /(V') é um ideal homogéneo.

O

Proposicdo 2.3.16. Seja W C P"(K) uma variedade projetiva e suponha que I(W') é um ideal
homogéneo. Entido V(I(W)) = W.

Demonstragio.

W C V(I(W)):
Dado p € W temos f(p) = 0 para todo f € I(W), logo p € V(I(W)). Portanto,
W CV(I(W)).

V(I(W)) C W
Como W é uma variedade projetiva, temos W = V (fi,..., f;) para alguns polindmios
homogeéneos fi,..., fs. SejaJ = (f1,..., fs), temos W =V (J). Assim, [(W) = I(V (J)).
E claro que J C I(V(J)) = I(W) elogo V(I(W)) C V(J), ouseja, V(I(W)) C W.

O

2.4 Grafos

Estudaremos agora o conceito de grafos, que serdo usados na tltima parte deste trabalho.

Um grafo G é uma estrutura formada por um par (V, Ag), onde V; € um conjunto finito ndo
vazio e A; é uma familia de pares ndo ordenados de elementos de V(;, ndo necessariamente
distintos. Os elementos de V(; sdo chamados vértices do grafo e os elementos de Aq sdo
chamados arestas.

Exemplo 2.4.1. O grafo a sequir possui vértices {vy, ve, vs, v} € arestas {ay, az, as}.

V.

az

a

a3
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Um grafo G é dito bipartido se existe uma particdo de Vi; em dois conjuntos ndo vazios
e disjuntos X e Y tais que toda aresta de G possui um vértice em X e outro em Y. Os
conjuntos X e Y sdo chamados de conjunto particdo. Se G contém todas as linhas ligando X
a Y, dizemos que G é um grafo completo.

Exemplo 2.4.2. Os grafos a sequir sido um grafo bipartido e um grafo completo, ambos sem os rétulos
de vértices e arestas.

Dado um grafo G com vértices Vi = {vy,...,v,,} e arestas A¢ = {a4,...,a,}, definimos a
matriz M = (m;;), chamada de matriz de incidéncia de G, por

1, se o vértice v; ¢ uma das pontas da aresta a;,
m.: = L.
K 0, caso contrario,

paratodoi=1,...,metodoj=1,...,n.
Denotaremos grafos que sdo bipartidos e completos por K,,, ,,.

Exemplo 2.4.3. Considere o grafo bipartido completo G = Ko 5 com vértices Vi = {t1,ta, t3, 14,15}

t1 to

Sua matriz de incidéncia é dada por

111000
000111
100100
010010
001001



Capitulo 3
Codigos produto

3.1 O produto tensorial

Sejam V' e W espacgos vetoriais sobre um corpo K. Desejamos definir um novo tipo de
operacdo entre elementos de V' e W. O resultado de tal produto deve estar em um espago
vetorial e, de forma geral, desejamos ter a distributividade usual neste produto. Em outras
palavras, se denotamos v ® w o produto dos elementos v € V e w € W, entdo devemos ter
as seguintes relagoes:

1. Sevi, v € Vew e W, entdo

(V1 +v2) @w = v @ W + Vg ® w;

2. Se wy,wy, € Wewv eV, entdo

V@ (w4 wa) = v @ w + v @ ws;

3. Sec € K, entdo
(v)@w=clvew)=1vQ cw.

Construiremos tal produto e provaremos algumas de suas propriedades.
Sejam U, V' e W espagos vetoriais sobre K. Relembramos que uma aplicagdo bilinear
g: VW —U

é uma aplicagdo que para cada par de elementos (v, w) com v € V e w € W associa um
elemento g(v,w) € U, satisfazendo a seguinte propriedade: para cada v € V, a aplicagdo
w — g(v,w) de W em U é linear, e para cada w € W, a aplicagdo v — g(v,w) de Vem U é
linear.

Teorema 3.1.1. Sejam V, W espacos vetoriais de dimensdo finita sobre um corpo K. Existe um espago
vetorial de dimensdo finita T sobre K, e uma aplicacdo bilinear

VxW — T
(v,w) — VW,

satisfazendo as sequintes propriedades:

24
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1. Se U é um espago vetorial sobre K, e g : V x W — U é uma aplicagdo bilinear, entdo existe
uma unica aplicagdo linear
g : T'— U

tal que que para todos os pares (v, w) comv € V ew € W temos
g(U,U)) = g*(U ® U))

2. Se{vy,...,v,} e{w, ..., wy} sdo bases de V e W, respectivamente, entio os elementos
’UZ‘®U)]' (izl,...,nejzl,...,m)
formam uma base de T'.

Demonstragdo. Sejam {vy,...,v,}e{ws,...,w,} basesdeV e W, respectivamente. Para cada
par (i,j)com 1 <i <mnel < j<msejam ¢;; simbolos. Vamos considerar 7" como o espago
vetorial sobre K consistindo de todas as combinagdes lineares formais destes elementos ¢;;
com coeficientes em K, de modo que estes elementos formam uma base de 7" sobre K. Assim
os elementos de 7" consistem de combinacgdes lineares

n m
E E Cijtij, com ¢ € K.
i=1 j=1
Sev==x101+ +TpUp €W =YW+ + YmWnm, cOM z;,y; € K, entdo definimos v ® w como

o elemento .
VW = Z Z xiyjtij

i=1 j=1

de T'. Em particular, v; ® w; = ¢;;. Vamos agora provar que o nosso produto v ® w tem as
propriedades requeridas no teorema. Vamos provar (2) inicialmente.

2. Sejam {v},...,v.} e {w),...,w. } bases de V e W, respectivamente. Devemos provar
1 ' Un 1 » m
que os elementos v; ® w; forma uma base de T'. Quaisquer elementosv € Vew € W
podem ser expressos como combinagdes lineares

Y ’o . ro
U_xlvl+""rnvnew_y1w1+'”ynwn7

com z},y; € K. Entdo

VR W= Xn:zm:x;y;(v; ® wj).

i=1 j=1

Dessa forma os elementos v; ® w; geram 7' sobre K, e existem mn destes elementos. Se
eles fossem linearmente dependentes, a dimensdo de T seria estritamente menor que
mn, contradizendo o fato dos elementos t;; formarem uma base de 7'.

1. Provaremos que a aplicac¢do (v, w) — v ® w € bilinear. Seja
) /
v =201+ +T,0,
e sejam v, w expressos como combinagdes lineares das bases de elementos acima. Entdo

v4+v = (ry +x)vr+ -+ (T, + 7)) vy,
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Por definicao,

w+v)@w = > Y (i + 7))yt

i=1 j=1

= > D (wy; + iyt

i=1 j=1

= Z Z(xiyjtij + Ziytis)

i=1 j=1

= Z Z Yty + Z Z T3yt
= ;JZQIZ) JuTl—k v R w. -

De maneira andloga mostra-se também que v ® (w +w') = v @ w +v @ w'.

Se c € K, entdo
(cv)@w = Z Z(cmi)yjtij

i=1 j=1

= Z Z criyjti;

i=1 j=1

n m
= CE E TiYjti;
i=1 j=1

= (v w).

Isto prova que o produto ® é bilinear.

Seja g : V x W — U uma aplicagdo bilinear. Vimos em (2) que o conjunto {¢;; :
1 <i<mn1<j < m}éuma base para T, logo existe uma tnica aplicagdo linear
g« : T — U tal que ¢.(t;;) = g(v;,w;). Entdo para todo v, w expressos como acima
através de combinacdes lineares das bases dadas,

glv,w) = g(me,Zijj>
i=1 j=1

i=1 j=1

= g(vew).

Assim a aplicagdo g, em questdo existe e é unicamente determinada.
Isto conclui a demonstracdo do teorema.

]

O espaco 7' no teorema anterior é chamado de produto tensorial de V' e IV e é denotado por
V ® W. Da construcdo no teorema segue que sua dimensdo é dada por

dim(V @ W) = dim V - dim W. (3.1)

3.2 O produto direto e a imersao de Segre

Dados A C Fgl e B C IFZ? cédigos lineares com comprimento e dimensdes iguais a n4, 1o
e ki, ko, respectivamente, segue do que foi feito acima que o c6digo produto A ® B possui
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comprimento igual a n,n, e que a dimensdo deste codigo é igual a k1 k;.

Sejam C) C F;' e C, C FF;? dois c6digos lineares e seja M, x5, 0 espago vetorial sobre F,
de todas as matrizes de tamanho s; x s; com entradas em F,. O produto direto (também
chamado de produto de Kronecker) de C; e C;, denotado por C1®C5, é definido como o
cédigo linear que consiste de todas as sy x s, matrizes cujas linhas pertencem a C; e colunas
pertencem a C}.

Veremos que o cédigo produto possui pardmetros similares aos do produto tensorial e com
a imersdo de Segre, mostraremos que existe uma relagdo entre ambos.

Teorema 3.2.1. [10, Teorema 2.5.2] Sejam Cy; C K*' e Cy C K* codigos lineares de comprimento
s1, 89 e dimensio ky, ko, respectivamente. Entdo C1QCy tem comprimento s,5, e dimensio ki ks.

Lema 3.2.2. [16, Lema 1] Sejam D, D' subcédigos de A e E, E' subcédigos de B. Entdo

1. supp(D®E) = supp(D) x supp(E);

2. supp(DRE) Nsupp(D'QE") = [supp(D) Nsupp(D')] x [supp(E) N supp(£')];

3. supp(DRE) Usupp(DQE’) = supp(D) x [supp(£) U supp(£')].
Baseado no lema acima e em algumas propriedades bésicas dos pesos de Hamming genera-
lizados, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.3. [16, Teorema 3] Sejam A e B dois cédigos lineares. Entdo

4. dy(A®B) = min{d; (A)ds(B), do(A)dy (B)}.

Dados X; € P* ! e Xy, € P!, denotamos por I(X;) e I(X,) os ideais anuladores de X; e
Xy, ou seja, os ideais gerados pelos polindmios homogéneos de K|[z1,...,z,| e K[z1,..., %]
que se anulam em todos os pontos de X e X,, respectivamente.

A imersao de Segre é dada por

w . Ipm—l % ]P)m—l - Ipmm—l

(Jar: o) (B Bm)) = Jafr:aifBoi iaifmi i anfi:anfai e Bl

A aplicagdo v estd bem definida e é injetora [7, pag. 13]. A imagem de X, x X, pela aplicagdo
1, denotada por X é chamada de produto de Segre de X, e X.

Definiremos agora o produto direto de cédigos e veremos que através da imersdo de Segre,
podemos relacionar o produto direto com o produto tensorial.
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Existe um isomorfismo natural vec : M, x5, (F,) — F;'*2 de espagos vetoriais sobre F, dado

por
vec (A) = (F,..., Fy),

onde F1, ..., Fy, sdo as linhas de A. Considere a aplicacdo bilinear 7, dada por

Go i T X F2 —s My, o, (F,)

arby  ajby - aleQ

asby  asby -+ agb,
(a1, ag)s (bry b)) — | 0 27 2

Qg bl asle e a31b52

A imersdo de Segre, como definida anteriormente, é dada por

¥([a], [b]) = [(vecoyo)(a, b)],

onde a = (a1,...,a5) eb = (by,...,bs,). O proximo lema faz a conexdo entre o produto
direto e o produto tensorial.

Lema 3.2.4. Existe um isomorfismo T : C; ® Cy — C1&C5 de espagos vetoriais sobre IF, tal que
T(a®b) =1g(a,b),
paraa € Cyeb € Ch.

Demonstragdo. Escreveremos ki = dimg (Ch) e ko = dimg(Cy). Restringindo ¢, ao produto
Cy x U5 e usando a propriedade universal do produto tensorial [5, pag. 573], temos que a
aplicacdo bilinear 7, induz uma aplicac¢do linear

T201®CQ — 01@02,
a®b — g(a,b)

paraa € C; eb € (. Pela discussdo inicial e pelo Teorema 3.2.1 sabemos que C;@C5 e C1RC,
tém dimensdo k,k;. Dessa forma, provar que 7' é um isomorfismo consiste em provar que T
é uma aplicacdo injetora.

Fixemos bases {1, ..., ay, } e {f1,..., Bk, } de C; e Oy, respectivamente. Tome um elemento
~ no nuacleo de T'. Podemos escrever

Y= Z Aij @ Bj
com ), ; em K, para todos 4, j. Entdo
T(y) = MaT(a1 ® Br) + -+ A, T(0n @ B+
AT (e ® Br) + -+ + Ao, T (2 ® P, )+
)‘kth(O‘kl ® ﬁl) +ee )‘kl,sz(akl ® ﬁkz)

Escrevendo o; = (a1,...,055,), 05 = (Bj1,...,Bjs), patai =1,... kyej=1,..., ko, obte-
mos

(Mao11B1+ -+ AMg118k,) + -+ (M1 181+ -+ Ny ko Qey 10k

T(y) (AMa012B1 4 - 4+ Ak 120k,) + -+ (Mo 1y 2601 + -+ -+ Ny ko Qhey 25k
v) = :

(Al,lal,mﬁl + e + )\l,kgal,slﬁkg) + Tt + ()\kl,loékl,slﬂl + T + Akl,kgakl,ﬂﬁkQ)
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Como T'(v) = 0, colocando os ;’s em evidéncia, podemos escrever com a notagdo mencio-
nada acima
T T :
/\173‘0[1 Bl + -+ )\kl,jaklﬁkz = O, paraj = ]., ceey k?Q

e do fato de que os ; sdo linearmente independentes, podemos escrever

)\maf + -+ )\khla,jl =0
)\120&? + 4 )\k172al—cr1 = 0
/\17k20(1r —+ 4 /\]€17,1€26¥]I1 = 0

Agora, do fato de que o0s «; sdo linearmente independentes segue que \; ; = 0 para todo 7, j
e assim v = 0.
Portanto, ker(7") = {0} e temos que a aplicagdo 7' é um isomorfismo. O

O teorema a seguir serd utilizado na préxima se¢do com grafos bipartidos completos.

Teorema 3.2.5. Seja K um corpo. Se Xy, Xy sio subconjuntos dos espagos projetivos P~ P,
respectivamente, e X é o produto de Segre de X, e Xy, entido

(Klzy, s 2l /1)) @ (K1 am] [1(Xs))a = (Kx]/1(X))a,
como espagos vetoriais sobre K parad > 0e K[x] = K[z11,. .., Tnm)-
Demonstragio. Seja o o epimorfismo de K —algebras

o:K[t] — K[{my;:i=1,...,a1,j=1,...,a2}]
tij — Z;Y;.
Para cada monomio z’y¢ com deg(z°) = deg(y°) = d existe um tinico mondémio t* € K|t], tal
quett =t; -ty coml <ip <. <iggel<j << jgeo(t?) = abye.

id,Jd

Observe que se o(t*) = 2%y° para algum outro mondmio t* € K|t|,, entdo t* —t* € I(X). Isto
serd usado pra garantir que a aplicacdo (3.2) é sobrejetora.

Definindo (2%, y¢) = t%, obtemos uma aplicagdo bilinear sobre K
Vo : K[x]a x Klyla — Klt]a

induzida por ¢ (2°, y°) = t*. Observe que

Yo (Z iy Ml?f’) = Neutho (2", y),

onde os \;’s e 1’s pertencem a K. Para mostrar que ¢y induz uma aplicag¢do bilinear sobre

K
b (KXa/I(X1)a % (Klyla/I(X2)a) — Ktla/I(X)q
(l' ) yc) — w()(x ) yc)7
que é sobrejetora, basta mostrar que para todo f € K|x|; que se anulaem X, etodo g € K|[yl4
que se anula em X, temos que v ( f, g) se anula em todos os pontos de X.

Suponha que f = A\zb + -+ + A,z é um polindmio em K|[x]; que se anula em X; e que
g =y + -+ py é um polindmio em K[y|; com Ay, 4 em K para todo k,[. Para cada
mondmio 2%y existe um mondmio % € K|t| tal que o (1) = xzb:y“. Entdo

2/)0<f7 g) = z )\k,llli/)()(xbk,ycl) = Z )\k’ult‘lk:l
Yo(f, 9)(ziy;) = (Mah 4 -+ X2 ) (ay™ + -+ ey,
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onde usamos (x;y;) para representar (z1y1, Z1Y2, - - -, T1Yays - - - s Lay Y15 Tay Y25 - - - » Lay Yas )- AgOTa
sefar: - tag] €Xje[f - Bay] € Xy, tomando z; = a; e y; = f; para todo 4, j na dltima
igualdade, obtemos vy (f, g)(a;5;) = 0. Portanto, pela propriedade universal do produto
tensorial, existe uma aplicagdo sobrejetora ¢ que faz o seguinte diagrama comutar

(K [x]a/I(X1)a) x (K[Y]d/[(Xz)dﬂ' (K[x]a/I(X1)a) ® (Kly]a/1(X2)a)

@ /
Kltla/I1(X)q

onde ¢ é a aplicagdo canonica, dada por ¢(f,9) = f ® ge ¥ = V¢.

Para cada mondmio t* € K|[t]; sejam z° € K[x], e y° € K[y]s monOmios tais que o (t*) = z’y°.
Definimos o, (t*) = 2° e 09(1*) = y°. Assim temos uma aplicagdo linear sobre K sobrejetora

oy K[tlg — K[x]a/I1(X1)s ® K[yla/1(X2)a

dada por o : (D Aat®) = > A01(t®) ® 09(t*), onde os \,’s estdo em K. Observe que
o K —espaco vetorial do lado direito é gerado por todos os z° ® ¢ tais que 2° € K[x]q e
y© € Klylq. Tome f € I(X)d, entdo o(f)(c,;f3;) = 0 paratodo o = [y : -+ & ] € Xy e todo
B=1[B1:: Pa] € Xy. Podemos escrever o(f) = Zle figicom f; € K[x]q e g € K[y|q para
I=1,....keoi(f) =0, o

Mostraremos agora, por indugdo em k, que oj(f) = 0, isto é, f € ker(o). Se k = 1, podemos
assumir que f; ¢ I(X;) pois caso contrario f; = 0. Escolha a € X; tal que f;(a) # 0. Entdo,
se fi(a)g1(B) = 0 para todo 3 € Xy, temos que g; € I(X;3) e g7 = 0. Suponhamos agora que
k> 1e fi, # 0. Escolha a € X; tal que f(a) # 0. Pela hip6tese o polindmio

fil@)gr + -+ fu(a)gw

estd em K[y|, e se anula em todos os pontos de X,. Assim

o= () ()

Portanto, definindo h, = f; — (fi(o)/ fe(e)) f paral =1,...,k — 1, obtemos

B

k -1
()= Foa=Y neg
=1

=1

e Z;:ll hi(v)gi(B) = 0 para todo v € X; e § € Xy. Assim, por indugdo, o;(f) = 0. Dessa
forma /(X), C ker(of). Portanto o induz uma sobrejecao linear sobre K

a0 - K(tla/1(X)a — (K[a/1(X1)a) @ (Klyla/1(X2)a)-

Concluimos entdo que as aplicag¢des lineares ¢ e o* sdo bijegdes. O



Capitulo 4

Codigos parametrizados

Seja L =F,[Zy,....Z,) =P >0 La 0 anel polinomial com n varidveis. Considere o seguinte
conjunto de m mondmios

A L (4.1)

onde cada Z* = Z{"'---Z¥" e a;; é um inteiro ndo negativo para todoi = 1,...,m, j =
1,...,n.

Um conjunto térico parametrizado pelos mondémios dados em (4.1) é o seguinte subcon-
junto do espacgo projetivo P!

X={t":. it eP" !t ¢ F.}, (4.2)
onde t* = i .-, paratodoi =1,...,m, e F; = F, — {0}.

Além disso, consideremos S = F,[X1,..., X;,] = P 5 Sa como outro anel de polinémios,
graduado usualmente. Seja X = {P,,..., Px|} o conjunto térico dado em (4.2) e considere-
mos a aplicacdo de avaliacdo

X
avd:Sd — Flll

(Lt f(Fix)
[ ava(f) = (Xf‘(llﬁ)""’Xf‘(Pm)) '

Estaremos interessados na imagem desta aplicacdo, que é uma aplicagdo linear entre os IF-
. . X
espagos vetoriais S, e F

Proposicao 4.0.1. A aplicagio avaliagdo, como definida acima, é uma aplicagio linear.

Demonstragio. Claramente S, e Fy'| sdo [F,-espacos vetoriais. Sejam f,g € S;e A € F,. Segue
que

+Ag(P f+X9(Px))
ava(f+Ag) = ini(gl(Dl))’ T Xii(Pu‘c\)‘ >
- £(Py) f9(Px)) ()\g(P1) AQ(P|X\)>
o Xf(P) T XH(Px)) Xf(P) " XH(Px))
_ f(Py) f9(Px)) +A g(P1) 9(Pix) )
Xf(P) T XH(Px) X)) XEH(Px))

= avy(f) + Aava(g).

31
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O cédigo parametrizado de ordem d associado ao conjunto térico X, ou o c6digo de ordem
d parametrizado pelos mondémios (4.1), é a imagem da aplica¢do avaliagdo avy e é denotado

por Cx(d). Portanto
_ () F(Bx) \
OX(d)_{(X{l(Pl)"X{l(PXO)fESd} (4.3)

Estudaremos agora o caso em que o conjunto parametrizado é um toro no espago projetivo.

Um toro projetivo em P*~! é um conjunto térico parametrizado pelos monoémios 71, . .., Z,,
isto é,
Ty ={[t1:---:t,] € P"! :t; € F, paratodoi }, (4.4)

L1 ) ) e T, _
e 0 c6digo parametrizado de ordem d associado a este toro projetivo é o subespago de )l

dado por
9(1) 9(Rr,_y)) ) }
Cr. ,(d) = g€ Lyb, 45
ol ={ (Bt S y) 0 o
onde T, 1 ={Ri,...,Rm, ,}e|T,q| =(¢—1)" "

Exemplo 4.0.2. Veremos neste exemplo em que o caso ¢ = 2 é trivial.

Suponha que q = 2 e seja d qualquer. Segue entdo que F, = Fy logo F5 = {1}, assim X = {[1 :
-+ 1]} = T,y e portanto | X| = |T,_,| = 1. Agora, escolhendo os polinémios homogéneos
fi = X{efo = X{ + XY, temos que a imagem através da aplicagio de avaliagio serd sobrejetora,
logo Cx (d) = F3. Assim, a distdncia minima do cédigo C'x(d) é 1.

Se d = 0 temos que S, é o conjunto de polindmios constantes que assumem valores em F,. Desta
forma Cx(d) ={(B,...,5): B € F,}, Hx(d) = 1 e a distdncia minima de Cx (d) é | X|.

Relembramos que I(X) é o ideal anulador de X gerado pelos polindbmios homogéneos de
S que se anulam em todos os pontos de X. O conjunto S; é um K —espago vetorial de

dimensio (d“f). Definimos

. I(X)g:=I(X) N Sy,

como o conjunto de polindmios homogéneos em /(X ) de grau total d, junto do polindmio
zero. Note que /(X ), é um subespago vetorial de S;. O nucleo da aplicagdo avaliagdo é
exatamente /(X),, logo existe um isomorfismo de K —espagos vetoriais Sq/I(X )4 =~ Cx(d).

A funcdo de Hilbert do anel quociente S/I(X), denotada por Hx(d), é definida como

De acordo com um resultado cldssico sobre polindmios de Hilbert [2, Teorema 4.1.3], existe
um tnico polindmio
hx(t) = cit* 4 (termos de grau inferior)

de grau £ > 0, com coeficientes racionais, tal que hx(d) = Hx(d) para d suficientemente
grande. O inteiro k£ + 1 é a dimensdo de Krull de S/I(X), k é a dimensdo de X, e hx(¢)
é o polindmio de Hilbert de S/I(X). O inteiro positivo ¢ (k!) é o grau de S/I(X). O
indice de regularidade de S/I(X), denotado por reg(S/I(X)) é o menor inteiro » > 0 tal
que hx(d) = Hx(d) parad > r.

A seguinte proposicdo sumariza as relagdes entre os cédigos projetivos definidos acima e
ateoria de fungoes de Hilbert.
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Proposicdo 4.0.3. [13, Proposigio 2.7] As sequintes afirmagdes sio verdadeiras:
1. Hx(d) = dimg Cx(d) para d > 0;
2. dx(d) = 1parad > reg(S/1(X));
3. Cx(d) # (0) parad > 0.

Trabalharemos entdo assumindo que g > 2ed > 1.

4.1 Cotas para c6digos parametrizados

Seja F, um corpo finito com ¢ elementos. Nesta se¢cdo usaremos o comportamento do cédigo
Cr, (d) para encontrar a hierarquia de pesos do c6digo parametrizado pelas arestas do ciclo
(4, e uma cota superior para os pesos de Hamming generalizados do cédigo associado com
o grafo bipartido completo K, ,,.

Exemplo 4.1.1. Vamos calcular explicitamente o cédigo Cr, (2) e seus pardmetros.

Suponha que q = 3,logo Ty = {[1: 1], [1 : 2|} e C, (2) é um subespago de F3.

Temos Ly = {x%, %, 222, 202, 22 + 12, 22 + 2u%, 202 + 92, 22% + 292, 2% + vy, y? + 2y, 20% + 2y, 2y° +
xy, 22 +y? +xy, 22 + 2% + 2y, 222 + 4% + 2y, 227 + 292 + 2y, 22 + 22y, y? + 2xy, 222 + 22y, 27 +
2ry, w2 + y? + 2xy, 1% + 2y* + 2zy, 22% + y* + 2wy, 202 + 292 + 22y, 1Y, 27y}

Awvaliando os pontos de Ty nos polindmios acima obtemos

Cr, (2) = {00, 10,01, 11, 12,21, 20, 02, 22}.

Segque que os seu comprimento é 9, sua dimensdo é 2 (pois {10,01} geram o cédigo), sua distdncia
minima é 1 e seu sequndo peso de Hamming generalizado é 2.

Em geral, para ¢ = 3 e d qualquer, o indice de regularidade é ¢ — 2, a dimensao é Hy, = 2
para todo d > 1. Entdo Cr, (d) = F3,d;(Cr,(d)) =1, e do(Cp, (d)) = 2.

Motivados pelo exemplo acima, apenas nesta secdo suporemos que ¢ > 3. O resultado a
seguir nos garante que Cr, (d) € um c6digo MDS e nos dd uma férmula para a sua distancia
minima.

Proposi¢do 4.1.2. [12, Proposigdo 3.6] Se X é um toro projetivo em P*, entdo Cx(d) é um cédigo
MDS e sua distancia minima é dada por

5 — qg—1—d se 1<d<qg—3
711 se d>q—2,

Se X é um toro projetivo em P?, entdo a distancia minima de Cx (d) é dada por

(q—1)?—d(g—1) se 1<d<q-—2
0dg=1< 2¢g—d—3 se ¢q—1<d<2¢—5
1 se d>2q—4.

Em [6] temos um resultado que diz que cédigo Cr, (d) é um cédigo r—MDS e vale

Jg+tr—d—-2 se 1<d<qg-—3
(o) ={ ! e dsdsas 6)
para todor = 1,...,d + 1. Isto juntamente com o fato de que o comprimento do cédigo

Cr,(d) é|Ty| = ¢—1, sua dimensdo é Hr,(d) =d+1paratodol <d <¢—3eHr,(d)=q—1
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paratodod > g — 2.

Considere agora o ciclo C'y dado pela figura a seguir:

t1 to

tq t3
@ L ]

O conjunto térico parametrizado pelas arestas do ciclo Cy é dado por
X = {[tth : tgtg . t3t4 : t4t1] S ]P)3 . tl S FZ}

O c6digo C'x(d) tem comprimento | X| = (¢—1)?, dimensdo Hx(d) = (d+1)?*se1 < d < ¢—2
e indice de regularidade dado por ¢ — 2. Observe que C} é o grafo bipartido completo Ky 5, €
o c6digo parametrizado pelas arestas deste grafo é Cr, (d) ® Cr, (d), onde ® é o produto ten-
sorial de espacos lineares. Como vimos antes, Cr, (d) é um cédigo M DS e podemos assim
computar os pesos de Hamming generalizados de Cx (d).

Temos

[ min{(¢—-1-d)(¢g—d+s+a—2)+r—s—a} se 1<d<qg-—3
dr(Cx(d)) = { r se d>q—3,
onde s, a sdo inteiros que satisfazem r = sa +t,1 < a < m,m = max{b € Z : V¥ <r}0<
s <d+1,e0 <t < a. Em particular, se considerarmos a distancia minima do cédigo C'x(d)
obtemos

g—1—d)? se 1<d<qg-—3
e S o

e o segundo peso de Hamming generalizado é dado por

d2(CX(d)):{éq_1_d>(q_d) se 1§fqu__3?f

Inclusive se tomarmos o grafo bipartido completo K5 ,, com n > 3, obtemos uma cota supe-
rior explicita para o r—ésimo peso de Hamming generalizado do c6digo parametrizado por
suas arestas.

Lema 4.1.3. [12, Proposicio 3.5] Se X = {[z1 : -+ : x] € P~ : a; € F} para todo i} é um toro
projetivo em P5~! e d > 1, entdo a distdncia minima de Cx (d) é dada por

s a=1""g—1-1) se d<(¢-2)(s—1)—1,
d_{l se d>(g—=2)(s—1),

onde k e [ sdo os tinicos inteiros tais que k > 0,1 <1 <qg—2ed=Fk(q—2)+ 1
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Proposicao 4.1.4. Seja X o conjunto térico associado as arestas do grafo bipartido completo Ky,
comn > 3. O r—ésimo peso de Hamming generalizado do cédigo Cx(d) parametrizado por suas
arestas, 1 < r < Hx(d) é limitado por

(@-1)"2(q-1-d)(qg+r—d—2) se 1<d<q-3
¢“&M”S{;&—nn£%@—130 e q-3<d<(g-2mn-1)

ed,(Cx(d)) =rparad > (qg—2)(n—1), onde k e l sdo os inteiros tinicos tais que k > 0,1 <1 < g—2
ed=k(q—2)+1. Ser =1aigualdade é verificada.

Demonstragido. Como o indice de regularidade associado ao grafo ICy,, é (¢ — 2)(n — 1), se
d>(qg—2)(n—1)entao Cx(d) = F:*! e neste caso, d.(Cx)(d)) = r. Além disso sabemos que
se Cx(d) é o produto tensorial Cr, ® Cr, _,(d). Assim,

d,(Cx(d)) < dr(Cr,(d)) - di(Cr,,_, (d)). (4.7)
Se 1 <d < ¢ — 3 entdo pela equagao (4.6) temos
d.(Cr,(d)) =q+7r—d—2. (4.8)

Aindad =0 (¢ —2) 4+l eassim k = 0,/ = d na férmula para a distdncia minima do toro
projetivo. Logo

di(Cr,,(d)) = (¢—1)" (g —1—d). (4.9)
Das equagdes (4.7) e (4.9) concluimos que

d,(Cx(d) < (¢=1)" (g —1-d)(g+r—d—2)

Ocasoq—3 < d < (¢—2)(n—1) ésimilar. Ser = 1 entdo d;(Cx(d)) = di(Cr,(d))-d1(Cr,_,(d)),
e o resultado segue. O
4.1.1 O grafo bipartido completo ,, ,,

A seguir apresentaremos um exemplo de um grafo bipartido completo. Listaremos alguns
resultados importantes quando X é um conjunto térico, afim de calcular os parametros do
coédigo associado a este grafo.

Seja K., ,, um grafo bipartido completo. A matriz de incidéncia associada a K, ,, é a matriz
B = (b;;), de ordem (m + n) - (mn) com b;; = 1 se o vértice v; e a aresta a; sdo incidentes e
b;; = 0 caso contrdrio. Em geral, a variedade térica X associada a matriz de incidéncia do
grafo bipartido completo K, ,, ¢ dada por

X ={[titmyr - it i htmgr 1 bntgn) 1t € Fy paratodod =1,...,m +n}.
Escolhendo a primeira coordenada, podemos reescrever X como
X={[lrar:-anar:friaafi:anafri- i Bmr:oifm i an1fmal}
Sejam
Xi={[l:ay: - :ap1]:a1,...,0n1 EFZ}eng{[lzﬁl S Bct] By Bt EFZ}.

E claro que | X;| = (¢ — 1)" ' e | Xy| = (¢ — 1) L.
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Lema 4.1.5. Com a notagdo utilizada acima, o comprimento do cédigo de avaliagdo associado a matriz
de incidéncia do grafo bipartido completo IC,,, ,, é dado por

s = (q - 1)m+n72.

Demonstragio. Considere v a seguinte aplicacao

2/} . ]Pm—l % ]P)m—l - ]Pmm—l
(r,y) = [Liag:-tap_q i Bt 01fpr it 1 B]

comz =[1:0: - :a,q]ey=][1:pF - By restrita ao conjunto X; x X, C
P! x P!, Segue que a imagem desta aplicagdo é o conjunto X. Além disso, como esta
aplicacdo é sobrejetora, concluimos que
s=|X| =X [Xo| = (=)™ Hg— 1" = (g - )"
O

Lema 4.1.6. A dimensdo do cédigo de avaliagdo de ordem d associada a matriz de incidéncia do grafo
bipartido completo IC,, ,, é dada por

dim]Fq Cx(d) = HX1 (d) : HX2 (d)
Demonstragido. Seja

91 3Fq[X0, e 7anl]d — le
g = (g(Ql)w"ag(Qﬁ)?

ondes; = (¢—1)"te X; ={Q1,...,Qs } Entdo Cx, (d) é aimagem desta aplicacdo e
Fq[Xo, R 7Xn—1]d/IX1 (d) >~ CXl (d)
De forma andaloga, definimos

Or: FolYo, ... Yinala — F2
h +— (h(Ry),...,h(R,),

onde sy = (¢ —1)™ ' e Xy = {Ry,..., Ry, }. Entdo Cx,(d) é a imagem desta aplicacdo e
Fo[Yo,. ... Yi-1la/Ix, (d) = Cx,(d).
Agora, pelo Teorema 3.2.5 vale o seguinte isomorfismo
Fo[Xo, .., Xno1la/Ix,(d) @ Fg[Yo, . .., Yino1la/Ix,(d) ~ Fy[Zoo, - - ., Zim—1)(n—-1)]/1x (d),
o que completa a demonstragao. O

Lema 4.1.7. A distdncia minima do c6digo de avaliacdo de ordem d associado a matriz de incidéncia
do grafo bipartido completo K, ,,, 0x(d), é dada por

ox(d) = dx,(d) - ox,(d).
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Demonstragio. Seja f € Fy[Zoo, ..., Zin-1)ym-1)Ja€ X = {Pi1,..., Pss,yondes; = (g—1)""'e
so=(q—1)""1.Sejal = (f(Pr1) ..., f(Pys,)) € Cx(d)—{0}. Sabemos que se ¢ é a aplicagdo
de Segre restrita a X; x X, entdo, para todo i, j, podemos encontrar (); € X; e R; € X, de
modo que ¥(Q;, R;) = P,;. Assim

F - (f(XOY()7 v 7X7‘L—1Ym—1)(Q17 R1)7 f(X(), }/07 v 7Xn—1Ym—1)(Q$1R82))'

Se tomarmos o polindmio f(Xo, Yo, ..., X,—1Ym—1), para cada @); € X; (e respectivamente,
R; € X»), fq, (e respectivamente, fr;) remete ao tltimo polindmio avaliado em @); (e respec-
tivamente, ;) e entdo fq, € Fy[Ys, ..., Y, 1]q (e respectivamente, fr, € F,[Xo, ..., X, 1]a).

SejaI'; = (fo,(R1),-... fo,(Rs,)) € Cx,(d) paratodoi = 1,...,s; eseja s3 = |[{i : I'; # 0}
Como o peso de Hamming de I';(w(I';)) é tal que w(I';) > dx,(d) para todo i com I'; # 0,
concluimos que w(I') > s3dx,(d).

Por outro lado, seja A; = (fg;(Q1),-.., fr,(Qs,)) € Cx,(d) paratodo j = 1,...,55. Sej
é tal que A; # 0, entdo s3 < Ix,(d) implica que w(A;) < s3 < dx,(d). Portanto, w(I') >
%, (d) - x, (d).

A outra desigualdade segue pois podemos encontrar uma palavra no cédigo Cx(d) com
peso de Hamming igual a dx, (d) - 0x,(d). O

Exemplo 4.1.8. Seja F, um corpo finito com q = 5 elementos e considere o grafo bipartido completo
ICos.

11 to

O conjunto térico associado as arestas deste grafo é dado por
X = {[tltg . t1t4 . t1t5 . t2t3 . t2t4 . t2t5} S P5 : tz S F;}

Relembramos que sua matriz de incidéncia é dada por

111000
000111
100100
010010
001001

Temos | X | = 4 = 64 e se escolhermos r = 3,d = 2 como na proposigio acima obtemos
d3(Cx(d)) <4-2-4=32.
Além disso Hx (2) = Hr,(2) - Hr,(2) = 3 -6 = 18, pelo lema acima. Entdo a cota de Singleton é
d3(Cx(d)) < |X|+3— Hx(2) = 4° + 3 — 18 = 49,
enquanto que a cota de Plotkin é dada por

d3(Cx(d)) < LMJ = 63.

515 — 1

Portanto a cota na proposigdo anterior, neste caso, é melhor que ambas as cotas conhecidas.
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4.2 Uma cota geral

Considere o conjunto de m mondmios dados por (4.1), mas nesta se¢do assumiremos que
todos eles tétm o mesmo grau «, isto &, Z% = Z{" .- Zgn e 330 a;; = a para todo i =
1,...,m. Seja X o conjunto térico (4.2) parametrizado por estes mondémios e consideremos
a aplicacdo

w:Tyy — X

[ty o ity] > B0 tem]. (4.10)

Considerando T,_; e X como grupos multiplicativos, temos que ; é um epimorfismo de
grupos, isto é, 1 é uma aplicagdo sobrejetiva entre grupos. Além disso, vale que

(g =1 "]
| ker p| = ———. (4.11)
X1
Definiremos também a seguinte aplicacdo:
T:S4 — Lag (4.12)

F(X0y o X)) = F(Z™,...,Z0m).

Observemos que a aplicacdo 7 é uma aplicagdo linear entre os espacos lineares S; e L.
Além disso,se f € S;e @ € T,,_1, entdo

T(Q) =0 = f(uQ)) =0. (4.13)
Seja X = {P,..., Px|} o conjunto térico dado em (4.2). De agora em diante usaremos a
seguinte notagdo: se f € S, entdo Ay € Cx(d) denota o vetor
f(P) f(Px) )
Af:= (—,...,— . (4.14)
TAXI(P) T X (R)
Similarmente se T,,_y = {Ry,..., Rjr,_,|} e [ € Sgentdo Qy € Cr,_, (ad) é definido como o
v (D) AR,
T 1 T |Tn—1|
Q :—( ey ) (4.15)
PR 2 (B, y)
Lema 4.2.1. Com a notagdo introduzida acima, seja By = {Ay,, ..., Ay, } um subconjunto linear-
mente independente de Cx(d), e By = {Qy,,...,Qy }. Entdo By é um subconjunto linearmente

independente de Cr,, , (ad) e

| supp(Bs)| = | ker | - | supp(By)|. (4.16)
Demonstragdo. Seja By = {Ay,, ..., A, } um subconjunto linearmente independente de C'x (d)

e suponha que existem elementos b1, ..., b, € I, tais que Z by, = 0.

i=1

Assim Z biT(f:)(R;) = 0 paratodo j = 1,...,(¢ — 1)"~!. Como 7 é uma aplicacdo linear
=1

podemos concluir que 7 (Z bifi> (R;) =0paratodoj=1,...,(¢—1)".

i=1

Portanto da igualdade (4.13) temos (Z bifi> (u(R;)) = 0O paratodo j = 1,...,(¢ — 1)" L

i=1
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Entao <Z b; f2> = O paratodoj=1,...,|X]|. Assim Z b;Ay, = 0 e por hip6tese temos

que B; é um subconjunto linearmente independente, logo b = (O0paratodoi=1,...,r. Isso
prova que B é um subconjunto linearmente independente de Cr, , (ad).
Ainda, sem perda de generalidade, podemos tomar R; € T,,_;,7 = 1,...,|X| de tal maneira
que p(R;) = P;. Se | ker p| =leker p={Q1,...,Q;} entdo
R
Tooy = JRi-kerp={R;-Q;:i=1,... |X|,j=1,..1}

=1

Fazendo uso da notagdo T(;_1y.4; = R; - Qj parai = 1,...,|X|,j = 1,...,l temos que se
f €Sy, entdo

T(f)(T(ifl)-lJrj) = f(#(Rin)) = f(u(Ry)) = f(P).

Além disso se definimos os conjuntos E; := {(i —1)-l+j :j = 1,...,l} para todoi =
1,...,]|X], entdo |E;| = [ e esses conjuntos formam uma parti¢do do conjunto {1,...,|T,_1|}.
Assim é possivel ver que supp(Bz) = Uicsupp(s:) Ei-

Portanto

[supp(Bo)| = Y |Ei| =1~ |supp(By)].

i€supp(B1)

]

Teorema 4.2.2. Se X é o conjunto torico associado ao conjunto de mondmios de mesmo grau «, entdo

o r—ésimo peso de Hamming generalizado do codigo parametrizado de ordem d associado ao conjunto

X é limitado por

X1 dr(Cr,_,(ad))
(¢—1)"!

onde d,(Cr,_,(ad)) é o r—ésimo peso de Hamming generalizado do c6digo de ordem od associado ao
toro projetivo T,,_;.

d.(Cx(d)) > { w paratodor =1,..., Hx(d), (4.17)

Demonstragdo. Seja U o subespago de Cx(d) com dimy, U = 7 e d,(Cx(d)) = |supp(U)|. Seja
By = {Ay,,..., Ay, } uma base de i/ onde cada Ay, é dado por (4.14). Como U tem dimensdo
r e By é uma base para U, segue que | supp(U)| = |supp(B1)| e assim d,.(Cx(d)) = | supp(B)].
Por outro lado, como no (4.2.1), seja By = {Qy,, ...,y } onde cada Q, é dado por (4.15), e
seja W o subespago de T,_;(ad) gerado por B;. Pelo Lema 4.2.1 concluimos que B, é uma
base de W e

| supp(W)| = [supp(By)| = [ker p| - | supp(By)| = [ ker | - dr(Cx (d)).

Pela equagdo (4.11) sabemos que | ker p| = M , logo
q— 1 n—1
supp(V)] = T . (Cx)
Portanto
— 1)t X|-d.(C ad
0 (Cs, (o) < [suppW)] = L () = (Ol = P 0D
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4.3 Conjuntos mergulhados

Seja X o conjunto térico dado por (4.2) e seja X’ um conjunto térico parametrizado pelos
primeiros s mondmios em (4.1), onde s é um inteiro positivo estritamente menor que m.
Diremos que X' estd mergulhado em X.

Seja X um conjunto térico associado ao conjunto de mondmios (ndo necessariamente de
mesmo grau) como foram dados em (4.2), e seja X’ um conjunto mergulhado em X. Utiliza-
remos a aplicagdo projegdo m

X/
LSRR S

m: X —
[ttt
Considerando X e X' como grupos multiplicativos, temos que 7 é um epimorfismo de gru-
pos, isto é, m é uma aplicacdo sobrejetiva entre grupos. Além disso, se | ker 7| = 7, entdo
| X] = n|X'].

Seja X = {P,,...,Pxj} e X' ={Q1,...,Qx}. Se f é um elemento de F,[X},..., X,]; entdo
no6s definimos Ay € Cy/(d) como

Ay e ( f(@1) f(@x1)) )

X{(@) T X{(Qxn)

Continuaremos com a notacdo de Ay como definida em (4.14). Para provarmos o resultado
principal, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.3.1. [12, Lema 3.1] Seja Bs = {Ay,, ..., Ay, } um subconjunto linearmente independente
de Cx/(d). Se By = {Ay,, ..., Ay, } entdo By é um subconjunto linearmente independente de Cx (d)
e

| supp(B1)| =1 - | supp(Bs)|. (4.18)

Teorema 4.3.2. Sejam X C Ple X' C P! com s < m, dois conjuntos toricos parametrizados
por alguns mondmios de modo que X' esteja mergqulhado em X e | X | = n|X'|. Entdo

d.(Cx(d)) <n-d.(Cx/(d)) paratodor =1,..., Hx(d). (4.19)

Demonstragdo. Seja W, o subespago de Cx/(d) com dimpy, Wi = 7 e tal que d,(Cx/(d)) =
| supp(W1)].
Seja Bs = {Ay,,..., Ay, } uma base de W;, onde f; € F,[X;,..., X]s paratodoi = 1,...,r.
Note que d,(Cx:(d)) = |supp(W1)| = | supp(Bs)|.
Seja W5 o subespago de C'x (d) gerado por By = {Ay,,...,As }. Pelo Lema (4.3.1) concluimos
que B; é uma base de W5 e | supp(Ws)| = |supp(Bi1)| =7 - | supp(Bs)| = n - d,.(Cx/(d)).
Entao

4,(Cx(d)) < | supp(Wa)| = - dy (Cx(d)).

]

Corolario 4.3.3. Sejam X C Ple X' CP5! coms < m, conjuntos toricos parametrizados por
alguns mondmios de mesmo grau o de modo que X' estd merqulhado em X e | X | = n|X'|. Entdo

PXI - d,(Cr,,_, (ad))
(g —1)nt

Demonstragio. A demonstracdo é consequéncia imediata dos teoremas acima. Uma das de-
sigualdades é dada pelo teorema 4.2.2 e a outra é dada pelo teorema 4.3.2. O

w <d,(Cx(d)) <n-d.(Cx:/(d)), paratodor =1,..., Hx(d).
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Exemplo 4.3.4. Seja F, um corpo finito com q elementos. Seja G = K; o grafo completo com 7
vértices, e seja X o conjunto térico parametrizado por suas arestas. Assim |X| = (¢ — 1)%. Além
disso seja G' o grafo bipartido completo K5 4 e seja X' o conjunto térico parametrizado por suas arestas.
Entdo X' = (¢ — 1)° e X' estd mergulhado em X.

t1 to t3 t2

Assimn = q — 1 e, pelo Teorema 4.3.2, d3(Cx(d)) < (¢ — 1) - do(Cx(d)), mas devido ao fato de
Cx/(d) = Cr,(d)) ® Cr,(d)), onde & é o produto tensorial de espagos lineares, obtermos

d2(Cx(d)) = min{d (Cr,(d)) - d2(Cry(d)), d2(Crr,(d)) - di(Cr,y (d)) }-
Se tomarmos q = 3 e d = 1 obtemos
d2(Cx (1)) < 2-min{di(Cr, (1)) - d2(Cry(1)), d2(Cr, (1)) - di(Cry(1))}

Utilizando o software Macaulay?2 computamos os seguintes valores: d;(Cr,(1)) = 2, d2(Cr,(1)) = 6,
di(Cr,(1)) =4 edy(Cr, (1)) = 3. Portanto do(Cx (1)) < 24. Neste caso, a cota de Singleton é:

do(Cx (1)) < |X|+2— Hx(1) = 2% +2 — 21 = 45.

Além disso a cota de Plotkin é:

|X| . (q2 o 1)(]HX(1)_2 26(32 o 1)319
d2(Cx (1)) < { gHx — 1 il T 56.

Se tomarmos ¢ = 5, d = 1 a cota apresentada é dy(Cx (1)) < 4 - dy(Cxs(1)) = 2880. A cota de
Singleton é dy(Cx (1)) = 45 +2—21 = 4077. A cota de Plotkin é do(C'x (1)) < | 220 | — 3932,

521
Entdo, em ambos casos (¢ = 3 e ¢ = 5), a cota aqui apresentada refina mais que a cota de Singleton e

que a cota de Plotkin.
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