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Dedico este trabalho à minha mãe.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os pesos de Hamming generalizados de códigos pa-
rametrizados por conjuntos tóricos. Mostramos que em alguns casos particulares encontra-
mos cotas mais refinadas para os pesos generalizados. Definimos o que são conjuntos mer-
gulhados e apresentamos a relação de seus pesos generalizados com os conjuntos nos quais
estão mergulhados. Utilizamos aqui ferramentas da Teoria de Códigos, Bases de Gröbner e
Geometria Algébrica. O trabalho dá uma breve introdução dos conceitos apresentados e uti-
liza os resultados dos capı́tulos iniciais para fundamentar os resultados do último capı́tulo.

Palavras-chave: Códigos parametrizados, Pesos de Hamming generalizados, Conjuntos mer-
gulhados.
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Abstract

This goal of this work is to study the generalized Hamming weights of parameterized codes
associated to toric sets. We show that in some particular cases we find sharper bounds for
the generalized weights. We define embedded sets and present their relation to the sets they
are embedded to. The tools here used come from coding theory, Gröbner basis and algebraic
geometry. This work gives a brief introcuction to the presented concepts and uses the results
from the initial chapters to reach its goal.

Keywords: Parameterized codes, Generalized Hamming Weights, Embedded sets.



Sumário

Resumo vii

Abstract viii

Introdução 1

1 Introdução 2
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Introdução

Este é um trabalho sobre teoria de códigos, e em especial, sobre a teoria de códigos corretores
de erros. Durante a transmissão de informações, o canal utilizado pode apresentar ruı́dos e
comprometer a transmissão, gerando erros nas informações que desejamos enviar. De modo
a sanar este problema agregamos, de maneira adequada, uma redundância à informação ori-
ginal de modo que, após a transmissão o receptor seja capaz de detectar se houveram erros,
e em caso afirmativo, corrigi-los com o auxı́lio da redundância adicionada.

O poder de correção de um código corretor de erros está diretamente ligado à sua distância
mı́nima. Um código tem três parâmetros fundamentais: comprimento, dimensão e distância
mı́nima. O conceito de distância mı́nima pode ser generalizado, obtendo-se então o que cha-
mamos de pesos de Hamming generalizados. Neste trabalho estudamos estes pesos para
códigos que são parametrizados por conjuntos tóricos. Veremos que tal estudo é bem inte-
ressante, e em alguns casos especı́ficos, conseguimos determinar cotas que melhor estimam
os pesos de Hamming generalizados do que resultados clássicos na literatura.

Este trabalho está dividido em quatro partes. Na primeira parte introduzimos as definições
e conceitos iniciais e damos uma motivação sobre a importância de códigos com distâncias
mı́nimas altas em relação ao seu comprimento. Veremos que os parâmetros de um código
devem satisfazer algumas relações, definimos o conceito de código MDS e em seguida exi-
bimos cotas correspondentes aos pesos de Hamming generalizados.

Na segunda parte fazemos um tratado de polinômios em várias variáveis e introduzi-
mos conceitos tais como Bases de Gröbner e o Algoritmo de Buchberguer. Vemos também
a definição de variedades afins e pegada de um ideal. Depois apresentamos o conceito de
espaço projetivo e trabalhamos com polinômios neste espaço, em especial, lidando com po-
linômios homogêneos e por fim, fazemos uma breve introdução de grafos.

Na terceira parte apresentamos o produto tensorial entre espaços vetoriais, sua construção
e motivamos a construção do código produto. Vemos algumas propriedades e parâmetros
do código produto e através da imersão de Segre podemos estabelecer uma conexão entre o
código produto e o produto tensorial de espaços vetoriais.

Na quarta parte introduzimos os conceitos de códigos parametrizados por conjuntos
tóricos e seus parâmetros. Veremos alguns códigos parametrizados especı́ficos e cotas para
seus pesos de Hamming generalizados e também algumas cotas para códigos parametri-
zados por monômios de mesmo grau. Por fim definiremos o que são conjuntos tóricos
mergulhados, afim de estudarmos como cotas para os pesos de Hamming generalizados
de conjuntos tóricos se relacionam com as cotas de conjuntos tóricos mergulhados.

Augusto Duarte Pena
Uberlândia-MG, 20 de Fevereiro de 2018.
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Capı́tulo 1

Introdução

Inicialmente usaremos este capı́tulo para introduzirmos os objetos centrais deste trabalho.
Veremos o que são códigos, a métrica de Hamming e uma interpretação geométrica do que
significa corrigir um erro em um código. Além disso veremos um tipo especial de código,
chamado código linear e algumas de suas propriedades.

1.1 Códigos e a Métrica de Hamming

Começaremos tomando um conjunto finito A, cujo número de elementos é denotado por |A|
e simbolizado por q. Um código corretor de erros é um subconjunto próprio (isto é, não é
vazio e estritamente diferente) qualquer de An, para algum número natural n.

Observação 1.1.1. Quando não houver ambiguidade escreveremos os elementos (a1, . . . , an) de An

como a1 . . . an.

Dados dois elementos u, v ∈ An, a distância de Hamming entre u e v é definida como

d(u, v) = |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}|.

Vemos que da maneira como foi definida, a distância de Hamming mede o número de coor-
denadas que os elementos u e v diferem.

Exemplo 1.1.2. Tomando A = {0, 1} e n = 3, temos

d(001, 111) = 2, d(000, 111) = 3.

O próximo resultado mostra que a distância de Hamming satisfaz as condições necessárias
para ser chamada de métrica, sendo assim é usual chamá-la de métrica de Hamming.

Proposição 1.1.3. [8, Proposição 1.2.1] Dados u, v, w ∈ An, as seguintes propriedades se verificam:

1. d(u, v) ≥ 0 e vale a igualdade se, e somente se u = v;

2. d(u, v) = d(v, u);

3. d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w, v).

Dado um elemento a ∈ An e um número real r ≥ 0, definimos o disco e a esfera de centro
em a e raio r como sendo, respectivamente, os conjuntos

D(a, r) = {u ∈ An : d(u, a) ≤ r}, S(a, r) = {u ∈ An : d(u, a) = r}.

Os conjuntos acima definidos são finitos e nos ajudarão a dar uma interpretação geométrica
da situação.

2
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Lema 1.1.4. [8, Lema 1.2.1] Para todo a ∈ An e todos os números naturais r, i > 0, temos que

|D(a, r)| =
r
∑

i=0

(

n

i

)

(q − 1)i e |S(a, i)| =

(

n

i

)

(q − 1)i.

Observemos que a cardinalidade de D(a, r) depende de n, q e r. Dado um código C, defini-
remos a distância mı́nima de C como o número

d = min{d(u, v) : u, v ∈ C, u 6= v}.

Como códigos são conjuntos finitos, em teoria podemos facilmente calcular a distância mı́nima
de qualquer código. Caso não haja nenhum método desenvolvido, este cálculo se mostra
trabalhoso pois é necessário calcular

(

M

2

)

distâncias, onde M aqui representa o número de
elementos do código, e isto tem um custo computacional elevado.
Dado um código C com distância mı́nima d, definimos

κ =

[

d− 1

2

]

,

onde [t] representa a parte inteira do número real t. O próximo resultado nos mostra a
importância da variável κ:

Lema 1.1.5. [8, Lema 1.2.2] Seja C um código com distância mı́nima d. Se c e c′ são elementos
distintos de C, então

D(c, κ) ∩D(c′, κ) = ∅.

O próximo resultado nos mostra a importância da distância mı́nima do código.

Teorema 1.1.6. [8, Teorema 1.2.1] Seja C um código com distância mı́nima d. Então C pode corrigir
até κ erros e detectar até d− 1 erros.

Em virtude deste teorema, quanto maior for sua distância mı́nima, maior será sua capaci-
dade de correção e detecção de erros. Sendo assim, é importante podermos calcular d ou ao
menos determinar cotas inferiores ou superiores para ele.
Com os resultados acima podemos dar a seguinte interpretação geométrica de códigos cor-
retores de erros:

Um código C sobre um conjunto finito A possui três parâmetros fundamentais n,M e d que
são, respectivamente, seu comprimento, seu número de elementos e sua distância mı́nima.
São interessantes códigos cujo número de elementos e distância mı́nima são grandes rela-
tivamente ao comprimento. Na próxima seção veremos que com uma estrutura algébrica
adicional, conseguiremos alguns resultados relacionados aos parâmetros de um código.
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1.2 Códigos Lineares

Ao definirmos um código, bastava que o conjunto C fosse um subconjunto próprio de An.
Agora, tomaremos A como um corpo finito de q elementos, a fim de acrescentar ao código
uma estrutura de espaço vetorial, o que nos permitirá trabalhar com combinações lineares
de elementos do código.

Seja Fq um corpo finito com q elementos, temos que para cada número natural n, o conjunto
F
n
q é um Fq−espaço vetorial de dimensão n. Um código C ⊂ F

n
q será chamado de código

linear se for um subespaço vetorial de F
n
q .

Todo código linear é por definição um espaço vetorial de dimensão finita. Seja k a dimensão
do código C e seja v1, . . . , vk uma de suas bases. Todo elemento de C é unicamente escrito
na forma λ1v1 + · · · + λkvk, onde λi, i = 1, . . . , k são elementos de Fq e assim segue que
M = |C| = qk. Chamaremos de parâmetros do código linear C a terna de inteiros (n, k, d),
onde n é o comprimento de C, k é a dimensão de C como espaço vetorial e d é a distância
mı́nima de C.
Dado x ∈ F

n
q , definimos o peso de x como sendo o número inteiro

ω(x) = |{i ∈ {1, . . . , n} : xi 6= 0}| = d(x, 0),

onde d é a métrica de Hamming. Definimos também o peso de um código linear C como
sendo o número inteiro

ω(C) = min{ω(x) : x ∈ C − {0}}.

Da estrutura de espaço vetorial do código, temos a seguinte proposição:

Proposição 1.2.1. [8, Proposição 5.1.1] Seja C ⊂ F
n
q um código linear com distância mı́nima d.

Então vale que:

1. Para todos x, y ∈ F
n
q , d(x, y) = ω(x− y);

2. d = w(C).

Aqui é possı́vel ver uma vantagem da estrutura de espaço vetorial: a distância mı́nima é
exatamente o peso do código, que é obtido através do cálculo de qk − 1 distâncias.
Como códigos lineares são espaços vetoriais, podemos pensar em duas maneiras elemen-
tares de se gerar espaços vetoriais: considerando o núcleo ou imagem de transformações
lineares. Durante todo o nosso trabalho, lidaremos apenas com códigos vistos como ima-
gem de transformações lineares. Para isto, seja C um código linear e escolha v1, . . . , vk como
uma base de C e considere a aplicação linear

T : Fk
q −→ F

n
q

x = (x1, . . . , xk) 7−→ x1v1 + · · ·+ xkvk
(1.1)

Segue que T é uma transformação linear injetora tal que sua imagem é C, isto é, T (Fk
q) = C.

Seja B = {v1, . . . , vk} uma base ordenada de C e considere a matriz G, cujas linhas são os
vetores vi = (vi1, . . . , vin), i = 1, . . . , k, isto é

G =







v1
...
vk






=







v11 v12 · · · v1n
...

...
...

vk1 vk2 · · · vkn






.

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada à base B. Notemos que a ma-
triz G não é unicamente determinada por C, pois depende da escolha da base ordenada.
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Observamos que de (1.1), o código linear C pode ser escrito como combinação linear (com
coeficientes em Fq) de todas as linhas da matriz geradora. Diremos que uma matriz gera-
dora G de um código C está na forma padrão se tivermos G = (Idk|A), onde Idk é a matriz
identidade de ordem k e A, uma matriz k × (n− k).

Dados u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn) elementos de F
n
q , definimos o produto interno de u

e v por
〈u, v〉 = u1v1 + · · ·+ unv.

Esta operação satisfaz as propriedades usuais de produto interno, isto é,

〈u, v〉 = 〈v, u〉 e 〈u+ λw, v〉 = 〈u, v〉+ λ 〈w, v〉 , para todo λ ∈ Fq.

Seja C ⊂ F
n
q um código linear. Definiremos o código dual de C como o conjunto

C⊥ = {v ∈ F
n
q : 〈v, u〉 = 0, para todo u ∈ C}.

Proposição 1.2.2. [8, Lema 5.3.1] Se C ⊂ F
n
q é um código linear com matriz geradora G, então:

1. C⊥ é um subespaço vetorial de Fn
q ;

2. x ∈ C⊥ ⇐⇒ Gxt = 0.

Seja C ⊂ F
n
q um código de dimensão k com matriz geradora G = (Idk|A). Definimos a ma-

triz de teste de paridade de C como sendo H = (−At|Idk).

Proposição 1.2.3. [8, Proposição 5.3.2] Usando a notação acima, temos que:

1. dimC⊥ = n− k;

2. H é uma matriz geradora de C⊥.

Decidir se um elemento pertence ou não a um código, em geral, consiste em resolver um
sistema linear. A matriz teste de paridade nos permite solucionar este problema de forma
mais fácil.

Proposição 1.2.4. [8, Proposição 5.3.4] Seja C um código linear e suponhamos que H seja uma
matriz geradora de C⊥. Então

v ∈ C ⇐⇒ Hvt = 0.

Exemplo 1.2.5. Tomando Fq = F2, o comprimento n = 7 e a dimensão k = 4, temos

G =









0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1









,

e o código gerado por G é C = {0000000, 0001111, 0110011, 1010101, 1111111, 0111100, 1011010,
1110000, 1100110, 1001100, 0101010, 1101001, 1000011, 0100101, 0011001, 0010110} e uma breve
verificação mostra que a distância mı́nima é dC = 3.
Agora, mantendo o mesmo corpo e o comprimento e tomando a dimensão k = 3, temos

H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1



 ,

e o código gerado porH éC⊥ = {0000000, 0001111, 0110011, 1010101, 0111100, 1011010, 1100110,
1101001}, e uma breve verificação mostra que a distância mı́nima é dC⊥ = 4.
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1.3 Cotas superiores

Como mencionamos anteriormente é importante que a dimensão e distância mı́nima de um
código sejam grandes em relação ao comprimento. Veremos agora algumas relações que os
parâmetros de um código devem satisfazer. Durante este trabalho estaremos interessados
em três cotas: a de Singleton, a de Plotkin e a de Griesmer.

Teorema 1.3.1. Seja C um código com comprimento n, com M elementos e distância mı́nima d,
definido sobre um corpo finito com q elementos. Temos que

M ≤ qn−d+1.

Demonstração. Seja C ⊂ F
n
q o código com os parâmetros dados e considere a projeção

Pr : Fn
q −→ F

n−d+1
q

(x1, . . . , xn) 7−→ (xd, xd+1, . . . , xn)

A restrição de Pr a C é injetora, pois se Pr(x) = Pr(y) para x, y ∈ C, então d(x, y) ≤ d − 1,
e pela definição de distância isto pode acontecer apenas se d(x, y) = 0, e assim temos que
x = y. Portanto, temos que Pr(C) é um subconjunto de F

n−d+1
q com M elementos, daı́ segue

que M ≤ qn−d+1.

Corolário 1.3.2 (Cota de Singleton). Os parâmetros (n, k, d) de um código linear satisfazem à
desigualdade

d ≤ n− k + 1.

Demonstração. Basta observar que em um código linear, M = qk, assim

qk ≤ qn−d+1 ⇒ d ≤ n− k + 1.

Teorema 1.3.3. [11, Cota de Plotkin] Os parâmetros (n, k, d) de um código linear com n < 2d
satisfazem às desigualdades

1. qk ≤ 2qn, se d = (1− 1
q
)n;

2. qk ≤
qd

qd− (q − 1)n
, se d > (1− 1

q
)n.

Teorema 1.3.4. [11, Cota de Griesmer] Os parâmetros (n, k, d) de um código linear satisfazem à
desigualdade

k
∑

i=0

⌈

d

qi

⌉

≤ n.

1.4 Pesos de Hamming generalizados e códigos MDS

Definiremos agora um dos conceitos centrais deste trabalho. Relembramos que em um
código linear, o peso do código coincide com a distância mı́nima. O peso é definido como a
menor das distâncias com zero dentre todos os elementos não nulos do código.
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Seja B um subconjunto de F
n
q , definiremos o suporte deste conjunto como

supp(B) = {i : existe (w1, . . . , wn) ∈ B tal que wi 6= 0}.

O r−ésimo peso de Hamming generalizado de um código C é dado por

dr(C) = min{| supp(D)| : D é um subcódigo de C e dimFq
D = r},

para 1 ≤ r ≤ k, onde k é a dimensão do código C. A hierarquia de pesos do código C é o
conjunto de inteiros {dr(C) : 1 ≤ r ≤ k}. É fácil ver que tomando r = 1, o primeiro peso de
Hamming generalizado é precisamente a distância mı́nima do código.

Teorema 1.4.1. Seja C um código linear de comprimento n e dimensão k. Valem as desigualdades

1 ≤ d1(C) < d2(C) < · · · < dk(C) ≤ n.

Demonstração. Seja r ∈ {2, . . . , k}, temos

min{| supp(D)| : D ⊆ C e dimFq
D = r − 1} ≤ min{| supp(D)| : D ⊆ C e dimFq

D = r},

e logo dr−1(C) ≤ dr(C). Queremos mostrar que a desigualdade é estrita. SejaD um subcódigo
de C tal que | supp(D)| = dr(C) e dimFq

(D) = r. Seja i ∈ supp(D) e Di := {x ∈ D : xi = 0} e
considere a aplicação

P : D −→ Fq

x 7−→ xi.

De i ∈ supp(D) segue que a aplicação P é sobrejetora e seu núcleo é exatamente o conjunto
Di. Assim dimFq

(Di) = r − 1 e dr−1(C) ≤ | supp(Di)| ≤ | supp(D)| − 1 = dr(C)− 1.

Exemplo 1.4.2. Seja C = 〈11000, 00110, 00011〉 (ou, equivalentemente, o código que tem estes ve-
tores como linhas em sua matriz geradora). Então d1(C) = 2, por exemplo usando D1 = 〈11000〉,
d2(C) = 3, por exemplo usando D2 = 〈00110, 00011〉 e d3(C) = 5, por exemplo usando D3 = C.

Um código será chamado de código MDS (maximum distance separable) se atinge a igual-
dade na cota de Singleton, isto é,

d = n− k + 1.

Para r = 1, . . . , k, um código será chamado de r−MDS se vale

dr(C) = n− k + r.

Exemplo 1.4.3 (Códigos de Reed-Solomon). Seja K um corpo finito e considere o K−espaço
vetorial K[X]k−1 dos polinômios em K[X] de grau menor ou igual a k − 1, incluindo o polinômio
nulo, isto é,

K[X]k−1 = {P ∈ K[X] : grau(P ) ≤ k − 1} ∪ {0}.

ClaramenteK[X]k−1 é um espaço vetorial de dimensão k e uma base é dada por {1, X,X2, . . . , Xk−1}.
Seja n um inteiro, tal que n ≥ k, e α1, . . . , αn elementos distintos de K. Considere a função definida
por

T : K[X]k−1 −→ Kn

P 7−→ (P (α1), . . . , P (αn)).

T é claramente uma transformação linear injetora. De fato,

ker(T ) = {P ∈ K[X]k−1 : P (α1) = 0 = · · · = P (αn) = 0} = {0},
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pois um polinômio não nulo P de grau menor que k não pode ter n raı́zes distintas.
A imagem C de T será chamada de Código de Reed-Solomon de comprimento n e dimensão k
definido por α1, . . . , αn e uma matriz geradora de C é dada por

G =















T (1)
T (X)
T (X2)

...
T (Xk−1)















=















1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

...
αk−1
1 αk−1

2 · · · αk−1
n















Determinemos agora a distância mı́nima de C: dado um elemento não nulo c de C, existe P ∈
K[X]k−1 tal que c = (P (α1), . . . , P (αn)). Assim,

w(c) = |{i ∈ {1, . . . , n} : P (αi) 6= 0}|
= n− |{i ∈ {1, . . . , n} : P (αi) = 0}|
≥ n− grau(P )
≥ n− (k − 1) = n− k + 1,

ou seja, d ≥ n−k+1. Da cota de Singleton, temos a desigualdade contrária. Portanto, d = n−k+1
e C é um código MDS.

Por fim, daremos agora a generalização das três cotas apresentadas anteriormente.

Teorema 1.4.4. [14, Cota de Singleton] Os parâmetros (n, k, d) de um código linear, onde di(C) é o
i−ésimo peso de Hamming generalizado, satisfazem à desigualdade

r ≤ dr(C) ≤ n− k + r.

Teorema 1.4.5. [14, Cota de Plotkin] Os parâmetros (n, k, d) de um código linear, onde di(C) é o
i−ésimo peso de Hamming generalizado, satisfazem à desigualdade

dr(C) ≤

⌊

n(qr − 1)qk−r

qk − 1

⌋

.

Teorema 1.4.6. [14, Cota de Griesmer] Os parâmetros (n, k, d) de um código linear, onde di(C) é o
i−ésimo peso de Hamming generalizado, satisfazem à desigualdade

r−1
∑

i=0

⌈

d1(C)

qi

⌉

≤ dr(C).



Capı́tulo 2

Preliminares

2.1 Polinômios e Bases de Gröbner

Um monômio nas variáveis x1, . . . , xn é um produto da forma xα1

1 · . . . ·xαn
n , onde as entradas

da n-upla α = (α1, . . . , αn) são inteiros não negativos. O grau total deste monômio é dado
pela soma α1 + · · ·+ αn = |α|.
Um polinômio f nas variáveis x1, . . . , xn com coeficientes em um corpoK é uma combinação
linear finita (com coeficientes em K) de monômios. Para simplificar a notação para po-
linômios escrevemos xα1

1 · . . . · xαn
n = xα, e assim um polinômio f se escreve como

f =
∑

α

aαx
α, aα ∈ K,

onde a soma se dá sobre um número finito de n-uplas α = (α1, . . . , αn). O conjunto de todos
os polinômios nas variáveis x1, . . . , xn com coeficientes em K é denotado por K[x1, . . . , xn].

Seja f =
∑

α aαx
α um polinômio em K[x1, . . . , xn], cada aα é chamado de coeficiente do

monômio xα. Se aα 6= 0, chamaremos aαx
α de termo de f . O grau total de f é o maior

|α| tal que o coeficiente aα é não nulo. Denotaremos o conjunto de todos os monômios de
K[x1, . . . , xn] por M. Uma ordem monomial em M é uma ordem total < definida em M
satisfazendo:

1. Se xα < xβ então xα+γ < xβ+γ , para todos α, β, γ ∈ Z
n
≥0;

2. Todo subconjunto A ⊂ M possui um menor elemento.

Seja f =
∑

α aαx
α um polinômio não nulo em K[x1, . . . , xn] e seja < uma ordem monomial.

O multigrau de f é multigrau(f) = β onde xβ = max(xα : aα 6= 0). O coeficiente lı́der de f
é CL(f) = amultigrau(f) ∈ K. O monômio lı́der de f é ML(f) = xmultigrau(f) (com coeficiente
1). O termo lı́der de f é TL(f) = CL(f) · ML(f). Daremos agora exemplos de três ordens
monomiais bem conhecidas.

1. Ordem lexicográfica - Sejam α = (α1, . . . , αn) e β = (β1, . . . , βn) ∈ Z
n
≥0. Dizemos que

xα >lex x
β se na diferença de vetores α−β ∈ Z

n, a coordenada não nula mais a esquerda
é positiva.

2. Ordem lexicográfica graduada - Sejam α, β ∈ Z
n
≥0. Dizemos que xα >grlex x

β se

|α| =
n
∑

i=1

αi > |β| =
n
∑

i=1

βi, ou |α| = |β| e xα >lex x
β.

9
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3. Ordem lexicográfica graduada reversa - Sejam α, β ∈ Z
n
≥0. Dizemos que xα >grevlex x

β

se

|α| =
n
∑

i=1

αi > |β| =
n
∑

i=1

βi, ou |α| = |β|,

e a coordenada não nula mais a direita de α− β ∈ Z
n
≥0 é negativa.

Exemplo 2.1.1. Considere o polinômio f = 4xy2z + 4z2 − 5x3 + 7x2z2 ∈ K[x, y, z]. Reordenando
os termos de maneira decrescente de acordo com cada ordem, temos:

- Com respeito a ordem lexicográfica: f = −5x3 + 7x2z2 + 4xy2z + 4z2.

- Com respeito a ordem lexicográfica graduada: f = 7x2z2 + 4xy2z − 5x3 + 4z2.

- Com respeito a ordem lexicográfica graduada reversa: f = 4xy2z + 7x2z2 − 5x3 + 4z2.

Definiremos agora o que significa dividir polinômios em várias variáveis e listaremos al-
guns resultados relacionados. Dividir um polinômio f ∈ K[x1, . . . , xn] por uma lista de po-
linômios {g1, . . . , gt} ⊂ K[x1, . . . , xn]\{0}, com respeito à uma ordem monomial significa en-
contrar quocientes q1, . . . , qt e um resto r emK[x1, . . . , xn] de forma que f = q1g1+· · ·+qtgt+r,
com r = 0 ou nenhum monômio que aparece em r é um múltiplo de ML(gi), para todo
i ∈ {1, . . . , t}. É importante observar que ao dividirmos um polinômio por uma lista de
polinômios, os quocientes e restos variam de acordo com a ordem que tomamos a lista de
polinômios. Não entraremos em detalhes sobre o algoritmo da divisão, mas com um exem-
plo podemos ver que

x2y + xy2 + y2 = (x+ y) · (xy − 1) + 1 · (y2 − 1) + x+ y + 1
= x · (xy − 1) + (x+ 1) · (y2 − 1) + 2x+ 1.

Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal não nulo de K[x1, . . . , xn] e fixemos uma ordem monomial
em M, dizemos que um conjunto {g1, . . . , gs} ⊂ I é uma base de Gröbner para I (com res-
peito à ordem monomial fixada) se para todo polinômio f ∈ I, f 6= 0, temos que ML(f) é
um múltiplo de ML(gi) para algum i ∈ {1, . . . , s}.

Exemplo 2.1.2. Daremos agora um exemplo de um conjunto que não é uma base de Gröbner. Consi-
dere I = (xy − 1, y2 − 1) ⊂ R[x, y] e fixe a ordem lexicográfica no conjunto de monômios de R[x, y].
Observemos que y · (xy − 1)− x · (y2 − 1) = −y + x ∈ I e ML(x− y) = x, que não é um múltiplo
de ML(xy − 1) ou ML(y2 − 1), e portanto {xy − 1, y2 − 1} não é uma base de Gröbner para I .

A partir de agora assumiremos que todo ideal I é não nulo e que M possui uma ordem mo-
nomial fixada. O próximo resultado nos mostra que uma base de Gröbner é uma base para
o ideal I no sentido usual, e isto nos permite facilmente determinar se um dado polinômio
pertence ou não ao ideal.

Lema 2.1.3. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner para I . Então f ∈ I se, e somente se, o resto
da divisão de f por {g1, . . . , gs} é zero. Consequentemente, I = (g1, . . . , gs).
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Demonstração. Suponha que f ∈ I e seja f =
∑s

i=1 qigi + r a divisão de f por {g1, . . . , gs}.
Segue então que r = f −

∑s

i=1 qigi ∈ I e devemos ter r = 0 pois caso contrário r seria um
polinômio não nulo em I cujo monômio lı́der não é múltiplo de nenhum ML(gi), para todo
i ∈ {1, . . . , s}, o que contradiz o fato de {g1, . . . , gs} ser uma base de Gröbner.
Reciprocamente, se o resto da divisão de f por {g1, . . . , gs} é zero, segue que f é uma
combinação de polinômios em I e portanto pertence à I .

Apresentamos agora um importante resultado da teoria de bases de Gröbner.

Proposição 2.1.4. Seja {g1, . . . , gs} ⊂ I uma base de Gröbner para I . Na divisão de f ∈ K[x1, . . . , xn]
por {g1, . . . , gs} o resto da divisão é sempre o mesmo, independente da ordem que escolhemos para
g1, . . . , gs no algoritmo da divisão.

Demonstração. Suponha que f = q1g1 + · · · + qsgs + r = q̄1g1 + · · · + q̄sgs + r̄, onde qi, q̄i ∈
K[x1, . . . , xn] para todo i ∈ {1, . . . , s} e r, r̄ ∈ K[x1, . . . , xn] e nenhum monômio que apa-
rece em r ou r̄ é um múltiplo de ML(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s}. Segue que r − r̄ =
∑s

i=1(q̄i−qi)gi ∈ I e assim devemos ter r− r̄ = 0 pois caso contrário r− r̄ seria um polinômio
não nulo em I cujo monômio lı́der não é um múltiplo de ML(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s},
contradizendo o fato de {g1, . . . , gs} ser uma base de Gröbner para I .

Ainda não é claro se todo ideal admite uma base de Gröbner. Existe um algoritmo que gera
uma base de Gröbner a partir de uma base do ideal I , mas não entraremos em detalhes sobre
esse algoritmo neste trabalho, aqui apenas descreveremos como ele funciona e daremos um
exemplo.

Sejam f, g ∈ K[x1, . . . , xn] \ {0}, com TL(f) = axα e TL(g) = bxβ com α, β ∈ Z
n
≥0. Seja

γi = max(αi, βi) para todo i ∈ {1, . . . , s} e seja γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Z
n
≥0. O S-polinômio de f e

g é definido como

S(f, g) =
1

a
xγ−αf −

1

b
xγ−βg.

O teorema a seguir, juntamente com o pseudocódigo do algoritmo, garante que todo ideal
possui uma base de Gröbner.

Teorema 2.1.5. [4, Algoritmo de Buchberger] Seja I = (f1, . . . , fs) um ideal de polinômios não
nulo. Então uma base de Gröbner para I pode ser construı́da em um número finito de etapas através
do seguinte algoritmo:

Algoritmo de Buchberger

Input. F = (f1, . . . , fs)
Output. uma base de Gröbner G = (g1, . . . , gt) para I com F ⊆ G

1. G := F
2. Repetir
3. G′ := G
4. Para cada par {p, q} com p 6= q em G′, faça
5. S := resto da divisão de S(p, q) por G
6. Se S 6= 0, então G := G ∪ S
7. Até G = G′

8. Retorne G

Exemplo 2.1.6. Vimos no exemplo anterior que {xy − 1, y2 − 1} não é uma base de Gröbner para
I = (xy − 1, y2 − 1) ⊂ R[x, y] com respeito à ordem lexicográfica (escolhendo y < x). Aplicando
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o algoritmo de Buchberger, escolha f1 = xy − 1 e f2 = y2 − 1, então S(f1, f2) = y · f1 − x · f2 =
x − y e o resto da divisão de S(f1, f2) por {f1, f2} é x − y. Seja f3 = x − y e conside o conjunto
{xy− 1, y2 − 1, x− y}. Temos agora que o resto da divisão de S(f1, f2) por {xy− 1, y2 − 1, x− y} é
zero. Calculando S(f1, f3) = y2− 1 e S(f2, f3), podemos ver que o resto da divisão destes polinômios
por {xy − 1, y2 − 1, x− y} é zero, então {xy − 1, y2 − 1, x− y} é uma base de Gröbner para I (com
respeito à ordem lexicográfica).

Introduziremos agora um conceito que será essencial para dar prosseguimento à teoria. Seja
I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. A pegada de I (com respeito à uma ordem monomial fixada em
M) é o conjunto

∆(I) = {M ∈ M :M não é o monômio lı́der de nenhum polinômio em I}.

O resultado seguinte mostra que a pegada de um ideal está relacionada com uma base de
Gröbner para I .

Proposição 2.1.7. Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal e seja {g1, . . . , gs} uma base de Gröbner para I .
Então um monômio M pertence a ∆(I) se, e somente se, M não é um múltiplo de ML(gi) para todo
i ∈ {1, . . . , s}.

Demonstração. Se M é um monômio em ∆(I), pela definição de pegada segue que M não é o
monômio lı́der de nenhum polinômio em I , em particular, M não é múltiplo de ML(gi) para
todo i ∈ {1, . . . , s}.
Reciprocamente, da definição de base de Gröbner sabemos que se M não é um múltiplo de
ML(gi) para todo i ∈ {1, . . . , s}, então M não é o monômio lı́der de nenhum polinômio em
I .

Façamos agora um exemplo que utiliza o resultado acima para obter uma representação
gráfica de uma pegada. Nesse exemplo associamos a um par ordenado (a, b), com entradas
não negativas e inteiras, o monômio xayb.

Exemplo 2.1.8. Seja I = (x3−x, y3−y, x2y−y) ⊂ R[x, y] e tomemos M com a ordem lexicográfica
(escolhendo y < x). Uma verificação mostra {x3 − x, y3 − y, x2y− y} é uma base de Gröbner para I .
Temos ML(x3 − x) = x3,ML(y3 − y), (x2y − y) = x2y e aplicando a proposição acima, a seguinte
representação nos mostra a pegada.

Os pontos (3, 0), (0, 3) e (2, 1) correspondem aos monômios lı́deres da base de Gröbner e a partir destes
é possı́vel determinar quais monômios são múltiplos de pelo menos um deles. Segue que ∆(I) =
{1, x, x2, y, xy, y2, xy2}.

O teorema a seguir é o principal resultado da tese de doutorado de Bruno Buchberger [3], e
foi o que motivou a introdução por ele do conceito de bases de Gröbner.
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Teorema 2.1.9. Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. Então

B = {M + I :M ∈ ∆(I)}

é uma base para K[x1, . . . , xn]/I como um K−espaço vetorial.

Demonstração. Seja G uma base de Gröbner para I com respeito à mesma ordem monomial
usada para determinar ∆(I), e seja f ∈ K[x1, . . . , xn]. Dividindo f por G obtemos um resto
na forma r =

∑t

i=1 aiMi onde ai ∈ K[x1, . . . , xn] e Mi ∈ ∆(I) para todo i = 1, . . . , t.
Como f + I = r+ I segue que B gera K[x1, . . . , xn]/I como um K−espaço vetorial. Vejamos
agora que os vetores em B são linearmente independentes.

Suponha que
∑l

i=1 bi(Mi + I) = 0 + I , onde bi ∈ K e Mi ∈ ∆(I) para todo i = 1, . . . , l. Então
∑l

i=1 biMi ∈ I e assim devemos ter que cada bi = 0 para todo i = 1, . . . , l, pois caso contrário
∑l

i=1 biMi seria um elemento não nulo de I cujo monômio lı́der não é o monômio lı́der de
um polinômio em I .

Exemplo 2.1.10. Tomando o exemplo (2.1.8), temos que o conjunto {1+ I, x+ I, x2+ I, y+ I, xy+
I, y2 + I, xy2 + I} é uma base para R[x, y]/I como um R−espaço vetorial.

2.2 Variedades afins e a pegada de um ideal

Apresentaremos nessa seção uma relação entre a variedade afim associada a um ideal I e a
sua pegada quando ∆(I) é um conjunto finito.

Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. A variedade afim associada a I é o conjunto

V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : f(a1, . . . , an) = 0, para todo f ∈ I}.

É fácil ver que se I = (g1, . . . , gt), então (a1, . . . , an) ∈ V (I) se, e somente se, gi(a1, . . . , an) = 0,
para todo i = 1, . . . , t.

Dado V uma variedade afim, o ideal da variedade V é o conjunto de todos os polinômios
que se anulam em V , ou seja,

I(V ) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(a1, . . . , an) = 0, para todo (a1, . . . , an) ∈ V }.

Pode-se mostrar que este conjunto é de fato um ideal de K[x1, . . . , xn].

Proposição 2.2.1. Se W é uma variedade afim, então V (I(W )) = W .

Demonstração. Das definições de ideal de uma variedade e variedade afim temos W ⊆
V (I(W )). Por outro lado, sabemos que W = V (J) para algum ideal J ∈ K[x1, . . . , xn] e
claramente J ⊆ I(W ), logo V (I(W )) ⊆ V (J), isto é, V (I(W )) ⊆ W .

Lema 2.2.2. Sejam p1, . . . , pr pontos distintos de Kn. Então existem polinômios f1, . . . , fr em
K[x1, . . . , xn] tais que fi(pj) = δij , para todos i, j ∈ {1, . . . , r}, onde δij é o delta de Kronecker.

Demonstração. Sejam pi = (ai1, . . . , ain) ∈ Kn, com i = 1, . . . , r. Vejamos como obter f1.
Como todos os pontos são distintos, para i = 2, . . . , r existe ji ∈ {1, . . . , n} tal que a1ji 6= aiji .
Seja

hi =
xji − aiji
a1ji − aiji

,
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então hi(p1) = 1 e hi(pi) = 0 para todo i = 2, . . . , r.
Tome

f1 :=
r
∏

i=2

hi,

assim nós temos f1(p1) = 1 e f1(pi) = 0, para todo i = 2, . . . , r. Procedendo de forma análoga
construı́mos f2, . . . , fr.

Teorema 2.2.3. Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito. Então V (I) é
também um conjunto finito e |V (I)| ≤ |∆(I)|.

Demonstração. Sejam p1, . . . , pr pontos distintos de V (I). Do lema anterior sabemos que exis-
tem f1, . . . , fr ∈ K[x1, . . . , xn] tais que fi(pj) = δij , para todo i, j = 1, . . . , r.
Vejamos que {f1+I, . . . , fr+I} é um conjunto linearmente independente emK[x1, . . . , xn]/I .
De fato, suponha que

r
∑

i=1

ai(fi + I) = 0 + I, onde a1, . . . , ar ∈ K,

então
∑r

i=1 aifi ∈ I . Logo,
∑r

i=1 aifi(pj) = 0, isto é, aj = 0 para todo j = 1, . . . , r. Assim,
{f1 + I, . . . , fr + I} é linearmente independente em K[x1, . . . , xn]/I .
Portanto,

|V (I)| = r ≤ dim(K[x1, . . . , xn]/I) = |∆(I)|,

onde na última igualdade usamos o Teorema 2.1.9.

Teorema 2.2.4. [1, Teorema 8.2] Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto
finito e seja L uma extensão algebricamente fechada de K. Então VL(I) := {(a1, . . . , an) ∈ Ln :
f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I} é um conjunto finito e |VL(I)| ≤ |∆(I)|. Além disso, se K é um
corpo perfeito e I é um ideal radical então |VL(I)| = |∆(I)|.

2.3 Geometria Projetiva

2.3.1 Espaço Projetivo

Nesta seção descreveremos o espaço projetivo. Denotaremos o espaço afim Kn por An(K).
Definiremos uma relação de equivalência em A

n+1(K)− {0} da seguinte maneira:

(x0, . . . , xn) ∼ (y0, . . . , yn) ⇐⇒ (x0, . . . , xn) = λ(y0, . . . , yn), para algum λ ∈ K∗.

Definimos assim o espaço projetivo n−dimensional sobre K como sendo o conjunto

P
n(K) = (An+1(K)− {0})/ ∼,

e denotamos um ponto de P
n(K) por

p = [x0 : · · · : xn] = {(y0, . . . , yn) : (x0, . . . , xn) ∼ (y0, . . . , yn)},

e dizemos que (x0, . . . , xn) são as coordenadas homogêneas de p. Podemos pensar em P
n(K)

como sendo o conjunto de retas que passam pela origem em A
n+1(K).

Vejamos agora alguns resultados que nos permitem entender melhor o espaço projetivo.
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Proposição 2.3.1. Seja U0 = {[x0 : · · · : xn] ∈ P
n(K) : x0 6= 0}. Então a aplicação

φ : An(K) −→ P
n(K)

(a1, . . . , an) 7−→ [1 : a1 : · · · : an]

é injetora e Img(φ) = U0.

Demonstração. Como φ(An(K)) ⊆ U0, consideraremos φ : An(K) −→ U0 e mostraremos que
φ é uma bijeção.

Defina ψ : U0 −→ A
n(K) por [a0 : · · · : an] 7−→

(

a1
a0
, . . . , an

a0

)

. Vejamos que ψ está bem

definida:
Sejam [a0 : · · · : an] = [b0 : · · · : bn] em U0, então para algum λ ∈ K∗ vale (b0, . . . , bn) =
λ(a0, . . . , an). Assim bi = λai para i = 0, . . . , n. Logo,

ψ([b0 : · · · : bn]) =

(

b1
b0
, . . . ,

bn
b0

)

=

(

λa1
λa0

, . . . ,
λan
λa0

)

=

(

a1
a0
, . . . ,

an
a0

)

= ψ([a0 : · · · : an]).

Vejamos agora que ψ ◦ φ = IdAn(K) e φ ◦ ψ = IdU0
:

ψ ◦ φ(a1, . . . , an) = ψ([1 : a1 : · · · : an]) =
(a1
1
, . . . ,

an
1

)

= (a1, . . . , an)

φ ◦ ψ([a0 : · · · : an]) = φ

(

a1
a0
, . . . ,

an
a0

)

=

[

1 :
a1
a0

: · · · :
an
a0

]

= [a0 : · · · : an].

Podemos então identificar Pn(K) = U0 ∪H , onde

H = {p ∈ P
n(K) : p = [0 : x1 : · · · : xn]}.

Como φ é bijetora sobre sua imagem, identificaremos U0 com A
n(K). Como P

n−1(K) −→ H
dada por [x1 : · · · : xn] 7−→ [0 : x1 : · · · : xn] é uma bijeção (esta demonstração é análoga a
demonstração do teorema), identificaremos H com P

n−1(K). Assim escrevemos

P
n(K) = A

n(K) ∪ P
n−1(K).

Tomando como exemplo o caso em que n = 1, temos que P
1(K) = A

1(K) ∪ P
0(K), onde

indentificamos P
0(K) como o conjunto {[0 : y] : y ∈ K} = {[0 : 1]}. Logo, P0(K) tem

um único ponto, que é usualmente denotado por ∞. Sendo assim a reta projetiva pode ser
escrita como

P
1(K) = A

1(K) ∪ {∞}.

No teorema acima escolhemos tomar x0 6= 0 na construção do conjunto U0. O corolário
a seguir, cuja demonstração é análoga à do teorema acima, mostra que além de U0 temos
outras cópias de A

n(K) dentro de P
n(K) e que podemos fazer a mesma construção tomando

uma coordenada qualquer não nula.

Corolário 2.3.2. Para cada i = 0, . . . , n seja Ui = {[x0 : · · · : xn] ∈ P
n(K) : xi 6= 0}.

1. Existe uma bijeção entre Ui e An(K) para todo i = 0, . . . , n.

2. P
n(K)− Ui pode ser identificado por Pn−1(K).

3. P
n(K) =

n
⋃

i=0

Ui.
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2.3.2 Variedades Projetivas

Buscaremos agora trazer o conceito de variedades para o espaço projetivo. Se tomamos, por
exemplo, f = 4x1 − x22 ∈ R[x0, x1, x2] podemos pensar em V (f) ⊂ P

2(R) como sendo o con-
junto de pontos [a : b : c] em P

2(R) tais que f(a, b, c) = 0. Neste caso, como f(5, 1, 2) = 0
terı́amos que p = [5 : 1 : 2] ∈ V (f). Entretanto, observemos que [5 : 1 : 2] = [10 : 2 : 4] e
f(10, 2, 4) = −8 6= 0, assim q = [10 : 2 : 4] /∈ V (f). De modo a remediar esta situação, vamos
definir variedades projetivas através de polinômios homogêneos.

Um polinômio f é homogêneo de grau d se todo termo de f tem grau total igual a d.

Exemplo 2.3.3. Em R[x, y, z] o polinômio f = xy2 + y não é homogêneo, enquanto que o polinômio
g = x2z + xyz + z3 é homogêneo de grau 3.

Proposição 2.3.4. Seja f ∈ K[x0, . . . , xn] um polinômio homogêneo de grau d. Se f(a0, . . . , an) =
0, então f(b0, . . . , bn) = 0 sempre que [b0 : · · · : bn] = [a0 : · · · : an]. Em particular,

V (f) = {[a0 : · · · : an] ∈ P
n(K) : f(a0, . . . , an) = 0}

está bem definido como um subconjunto de Pn(K).

Demonstração. Seja (b0, . . . , bn) tal que [b0 : . . . : bn] = [a0 : · · · : an], então existe λ ∈ K∗ tal
que (b0, . . . , bn) = λ(a0, . . . , an). Do fato que f é um polinômio homogêneo de grau d, temos

f(b0, . . . , bn) = f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an) = 0.

Sejam f1, . . . , fs ∈ K[x0, . . . , xn] polinômios homogêneos. O conjunto

V (f1, . . . , fs) = {[a0 : · · · : an] ∈ P
n(K) : fi(a0, . . . , an) = 0, i = 1, . . . , s}

é chamado de variedade projetiva definida por f1, . . . , fs.

O resultado a seguir relaciona variedades afins e variedades projetivas.

Proposição 2.3.5. Seja V = V (f1, . . . , fs) uma variedade projetiva em P
n(K). Então W = V ∩

U0 pode ser identificado como a variedade afim V (g1, . . . , gs) ⊂ A
n(K), onde gi(y1, . . . , yn) =

fi(1, y1, . . . , yn), para todo i = 1, . . . , s.

Demonstração. Já sabemos que ψ : U0 −→ A
n(K), [a0 : · · · : an] 7−→

(

a1
a0
, . . . , an

a0

)

é uma

bijeção. Queremos mostrar que ψ(W ) = V (g1, . . . , gs).

ψ(W ) ⊆ V (g1, . . . , gs):

Seja
(

a1
a0
, . . . , an

a0

)

= ψ([a0 : · · · : an]), onde [a0 : · · · : an] ∈ W = V ∩ U0, logo

[a0 : · · · : an] ∈ U0 e portanto a0 6= 0. Como [a0 : · · · : an] = [1 : a1
a0

: · · · : an
a0
] ∈ V ,

temos fi(1,
a1
a0
, . . . , an

a0
) = 0, para todo i = 1, . . . , s. Logo, gi(

a1
a0
, . . . , an

a0
) = 0, para todo

i = 1, . . . , s. Portanto, (a1
a0
, . . . , an

a0
) ∈ V (g1, . . . , gs).

V (g1, . . . , gs) ⊆ ψ(W ):
Seja (a1, . . . , an) ∈ V (g1, . . . , gs). Claramente [1 : a1 : · · · : an] ∈ U0 e fi(1, a1, . . . , an) =
gi(a1, . . . , an) = 0, para todo i = 1, . . . , s. Logo [1 : a1 : · · · : an] ∈ V ∩ U0 = W , ou seja,
ψ−1((a1, . . . , an)) ∈ W e logo (a1, . . . , an) ∈ ψ(W ).
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Exemplo 2.3.6. Considere a variedade projetiva V = V (x30+x1x
2
2, x0+x1+x2) ⊆ P

3(R). Tomando
W = V ∩ U0 temos

W = V (1 + x1x
2
2, 1 + x1 + x2) ⊆ A

3(R).

Note que podemos escolher intersectar V com U1, e nesse caso fazemos x1 = 1 na definição de V .

Dado f ∈ K[x1, . . . , xn] com grau(f) = d, podemos escrever f de maneira única como

f =
d
∑

i=0

fi,

onde grau(fi) = i ou fi = 0, para todo i = 0, . . . , d. Dizemos que os polinômios f0, . . . , fd são
os componentes homogêneos de f .
Vejamos agora que dado uma variedade afim em Ui, podemos escrevê-la como V ∩ Ui para
alguma variedade projetiva V .

Exemplo 2.3.7. Considere a variedade afim W = V (x2 − x31 + x21) em U0 = A
2(R). Como f =

x2 − x31 + x21 não é um polinômio homogêneo, vamos acrescentar a variável x0 de modo a tornar f
homogêneo. Como f tem grau total igual a 3, modificaremos f de modo que todo termo tenha grau
total igual a 3. Assim, obtemos

fh = x2x
2
0 − x31 + x21x0.

Logo, W = U0 ∩ V (fh). Note que podemos recuperar f do polinômio fh tomando x0 = 1.

Proposição 2.3.8. Seja g(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn] um polinômio de grau total d.

1. Seja g =
d
∑

i=0

gi a expansão de g como uma soma de componentes homogêneas, onde gi tem grau

total i. Então

gh(x0, . . . , xn) =
d
∑

i=0

gi(x1, . . . , xn)x
d−i
0

é um polinômio homogêneo de grau total d em K[x0, . . . , xn]. (Chamaremos gh a homoge-
neização de g com respeito a x0).

2. A homogeneização de g com respeito a x0 pode ser calculada através da fórmula

gh = xd0g

(

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

.

3. Desomogeneizando gh com respeito a x0 obtemos o polinômio g, ou seja,

gh(1, x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn).

4. Seja F (x0, . . . , xn) um polinômio homogêneo e seja xe0 a maior potência de x0 que divide F . Se
f = F (1, x1, . . . , xn) é uma desomogeneização de F , então F = xe0f

h.

Demonstração.

1. Como gi tem grau total i segue que gix
d−i
0 tem grau total i+ d− i = d. Assim,

gh = g0(x1, . . . , xn)x
d
0 + g1(x1, . . . , xn)x

d−1
0 + · · ·+ gd(x1, . . . , xn)x

d−d
0

é um polinômio homogêneo de grau total d em K[x1, . . . , xn].
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2. Observe que

xd0g

(

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

= xd0

d
∑

i=0

gi

(

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

= xd0

(

g0

(

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

+ g1

(

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

+ · · ·+ gd

(

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

))

= xd0

(

g0(x1, . . . , xn) +
1

x0
g1(x1, . . . , xn) + · · ·+

1

xd0
gd(x1, . . . , xn)

)

= xd0g0(x1, . . . , xn) + xd−1
0 g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ xd−d

0 gd(x1, . . . , xn)
= gh.

3. Como gh(x0, . . . , xn) =
d
∑

i=0

gi(x1, . . . , xn)x
d−i
0 , temos

gh(1, x1, . . . , xn) =
d
∑

i=0

gi(x1, . . . , xn)1
d−i = g(x1, . . . , xn).

4. Seja d = grau(F ). Digamos que F = a1x
p1
0 x

α1 + · · · + atx
pt
0 xαt

, onde ai ∈ K e xαi é um
monômio em K[x1, . . . , xn].
Como F é homogêneo de grau d, temos que pi + |αi| = d, para todo i = 1, . . . , t. Como
f = F (1, x1, . . . , xn) temos

f = a1x
α1 + · · ·+ atx

αt .

Observe que grau(f) = d− e, pois xe0 é a maior potência de x0 que divide F . Digamos
agora que

fh = a1x
q1
0 x

αi + · · ·+ atx
qt
0 x

αt .

Logo qi + |αi| = d − e, para todo i = 1, . . . , t. Assim, qi + e = d − |αi| = pi, para todo
i = 1, . . . , t.
Portanto,

xe0f
h = a1x

q1+e
0 xαi + · · ·+ atx

qt+e
0 xαt

= a1x
p1
0 x

α1 + · · ·+ atx
pt
0 x

αt

= F.

Observemos que pelo corolário (2.3.2) o processo de homogeneização e desomogeneização
de um polinômio pode ser feito de forma análoga tomando qualquer outra variável.

Exemplo 2.3.9. Seja g = y − x3 + x ∈ K[x, y] e considere a variedade afim V (g) ⊆ U2 = A
2(K).

Temos que gh = yz2 − x3 + xz2. Logo V (g) pode ser identificada como V ∩ U2 em P
2(K) onde

V = V (gh).

Seja I um ideal em K[x0, . . . , xn]. Dizemos que I é um ideal homogêneo se para cada f ∈ I ,
as componentes homogêneas fi de f também pertencem a I .

Exemplo 2.3.10. Seja I = (y − x2) ⊆ K[x, y]. As componentes homogêneas de f = y − x2 são
f1 = y e f2 = −x2. Note que tanto f1 quanto f2 não pertencem a I pois não são múltiplos de y − x2.
Portanto, I não é um ideal homogêneo.
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Proposição 2.3.11. Sejam f, f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] polinômios homogêneos. Dividindo f por
f1, . . . , fs (com respeito a qualquer ordem monomial) escrevemos

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r,

onde a1, . . . , as, r ∈ K[x1, . . . , xn] e nenhum termo de r é divisı́vel por nenhum dos termos lı́deres dos
f ′
is. Então a1, . . . , as, r também são polinômios homogêneos. Mais precisamente, grau(r) = gt(f) e
grau(ai) = grau(f)− grau(fi), para i = 1, . . . , s.

Demonstração. Sejam d = grau(f) e di = grau(fi), para i = 1, . . . , s. Dividindo f por f1, . . . , fs,
olhamos para TL(f) e digamos que seja divisı́vel por TL(fj), assim aj recebe um termo p de
grau d−dj para que haja o cancelamento. Assim, temos que f ′ = f −pfj é o novo polinômio
a ser dividido por f1, . . . , fs. Agora, observe que pfj é homogêneo de grau d. Logo f ′ é
homogêneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o TL(f ′) e adicioná-lo ao resto,
temos que r já começa como um polinômio homogêneo de grau d.
Prosseguindo, vamos dividir f ′ por f1, . . . , fs. Digamos que TL(f ′) seja divisı́vel por TL(fi),
assim ai recebe um termo q de grau d−di para que ocorra o cancelamento. Assim, temos que
f ′′ = f ′ − qfi é o novo polinômio a ser dividido por f1, . . . , fs. Observe que qfi é homogêneo
de grau d, logo f ′′ é homogêneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o TL(f ′′) e
adicioná-lo ao resto, temos que r continua sendo um polinômio de grau d. Observe também
que se i = j, temos que aj = p+ q continua sendo um polinômio homogêneo de grau d− dj .
Prosseguindo com o algoritmo da divisão, terminaremos com cada aj homogêneo de grau
d− dj e o resto homogêneo de grau d.

Proposição 2.3.12. Se f, g ∈ K[x1, . . . , xn] são polinômios homogêneos, então o S−polinômio
S(f, g) é homogêneo.

Demonstração. Seja xγ = mmc(ML(f),ML(g)) e digamos que grau(xγ) = d. Temos

S(f, g) =
xγ

TL(f)
f −

xγ

TL(g)
g.

Sejam d1 = grau(f) e d2 = grau(g). Assim, grau

(

xγ

TL(f)

)

= d− d1 e grau

(

xγ

TL(g)

)

= d− d2.

Como f é homogêneo cada termo de f tem grau d1, logo cada termo de
xγ

TL(f)
f tem grau

(d− d1) + d1 = d. Portanto,
xγ

TL(f)
f é um polinômio homogêneo de grau d.

Como g é homogêneo cada termo de g tem grau d2, logo cada termo de
xγ

TL(g)
g tem grau

(d− d2) + d2 = d. Portanto,
xγ

TL(g)
g é um polinômio homogêneo de grau d.

Logo, S(f, g) é um polinômio homogêneo de grau d.

Teorema 2.3.13. Seja I um ideal em K[x0, . . . , xn]. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. I é um ideal homogêneo;

2. I = (f1, . . . , fs), onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos;

3. Uma base de Gröbner para I (com respeito a qualquer ordem monomial) é formada por po-
linômios homogêneos.
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Demonstração.

(1) ⇒ (2):
Suponha que I é um ideal homogêneo. Pelo Teorema da Base de Hilbert, temos I =
(F1, . . . , Ft), para alguns F1, . . . , Ft ∈ K[x0, . . . , xn]. Escreva cada Fj como soma de suas
componentes homogêneas

Fj =
∑

i

Fji.

Como I é homogêneo, temos que todos os Fji pertencem a I . Seja I ′ o ideal gerado
pelos polinômios homogêneos Fji. Assim, cada Fj =

∑

i Fji pertencem a I ′. Logo
I ⊆ I ′. Como Fji ∈ I para todos i, j, temos I ′ ⊆ I . Portanto, I = I ′.

(2) ⇒ (1):
Se f =

∑

i pi e g =
∑

i qi são as expansões de dois polinômios como a soma de suas
componentes homogêneas, então as componentes homogêneas hk do produto h = fg
são dadas por

hk =
∑

i+j=k

piqj,

pois

fg =
∑

i+j=0

piqj +
∑

i+j=1

piqj + · · ·

é a expansão de fg como soma de componentes homogêneas. Por hipótese, I =
(f1, . . . , fs) onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos. Seja f ∈ I , então f = a1f1 +
· · · + asfs, para alguns a1, . . . , as ∈ K[x0, . . . , xn]. Escrevendo a1 como soma de suas
componentes homogêneas temos

a1 =
∑

i

a1i.

Como f1 é homogêneo, digamos de grau d, temos f1 = fd é a expansão de f1 como
soma de suas componentes homogêneas. Logo, a expansão de a1f1 como soma de
suas componentes homogêneas é

a1f1 =
∑

i+d=0

a1ifd +
∑

i+d=1

a1ifd + · · ·

Como fd = f1 ∈ I temos que cada componente homogênea de a1f1 pertence a I . Este
processo pode ser feito para cada aifi. Logo, cada componente homogênea de aifi
pertence a I . Assim, cada componente homogênea de f pertence a I . Portanto, I é um
ideal homogêneo.

(2) ⇒ (3):
Por hipótese, I = (f1, . . . , fs), onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos. Pela proposição
(2.3.12) os S−polinômios S(fi, gi) são homogêneos. Utilizando o Algoritmo de Bu-
chberger obtemos uma base de Gröbner G = {f1, . . . , fs, fs+1, . . . , fm} para I , onde
fs+1, . . . , fm são obtidos como restos nas divisões dos S−polinômios por uma lista de
fis e logo fs+1, . . . , fm são polinômios homogêneos pela proposição (2.3.11). Assim,
temos uma base de Gröbner G para I formada por polinômios homogêneos.

(3) ⇒ (2):
É imediato.
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Seja I um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn]. Vejamos que

V (I) = {p ∈ P
n(K) : f(p) = 0, para todof ∈ I},

está bem definido como conjunto. Seja [a0 : · · · : an] = [b0 : · · · : bn] ∈ P
n(K) e suponha

que f(a0, . . . , an) = 0, para todo f ∈ I . Queremos mostrar que f(b0, . . . , bn) = 0, para
todo f ∈ I . Seja f ∈ I . Como [a0 : · · · : an] = [b0 : · · · : bn], existe λ ∈ K∗ tal que
(b0, . . . , bn) = λ(a0, . . . , an). Como I é um ideal homogêneo, existem polinômios homogêneos
f1, . . . , fs ∈ K[x0, . . . , xn] tais que I = (f1, . . . , fs) e grau(fi) = di. Como f ∈ I , temos

f = g1f1 + · · ·+ gsfs,

para alguns g1, . . . , gs ∈ K[x0, . . . , xn]. Temos fi(a0, . . . , an) = 0, para todo i = 1, . . . , s, logo

f(b0, . . . , bn) =
s
∑

i=1

gi(b0, . . . , bn)fi(b0, . . . , bn) =
s
∑

i=1

gi(λa0, . . . , λan)fi(λa0, . . . , λan)

=
s
∑

i=1

gi(λa0, . . . , λan)λ
difi(a0, . . . , an) = 0

Proposição 2.3.14. Seja I um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn] e suponha que I = (f1, . . . , fs),
onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos. Então

V (I) = V (f1, . . . , fs).

Demonstração. Seja p ∈ V (I). Como f1, . . . , fs ∈ I , temos fi(p) = 0, para todo i = 1, . . . , s.
Logo p ∈ V (f1, . . . , fs).
Agora seja q ∈ V (f1, . . . , fs). Dado f ∈ I , temos que

f = g1f1 + · · ·+ gsfs,

para alguns g1, . . . , gs ∈ K[x0, . . . , xn]. Assim temos

f(q) = g1(q)f1(q) + · · ·+ gs(q)fs(q) = 0.

Portanto, q ∈ V (I).

Proposição 2.3.15. Seja V ⊆ P
n(K) uma variedade projetiva e seja

I(V ) = {f ∈ K[x0, . . . , xn] : f(a0, . . . , an) = 0, para todo[a0 : · · · : an] ∈ V }.

Se K é infinito, então I(V ) é um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn].

Demonstração. O fato de I(V ) ser um ideal se dá pelo fato de ser fechado para a soma e
fechado para produtos com elementos de K[x0, . . . , xn].
Seja f ∈ I(V ), digamos que grau(f) = d e seja a = [a0 : · · · : an] ∈ V . Escreva

f =
d
∑

i=0

fi,

onde f0, . . . , fd são as componentes homogêneas de f . Queremos mostrar que fi ∈ I(V ),
para todo i = 0, . . . , d.
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Como f ∈ I(V ) e [a0 : · · · : an] ∈ V temos f(λa0, . . . , λan) = 0, para todo λ ∈ K∗.
Observe que

f(λa0, . . . , λan) =
d
∑

i=0

fi(λa0, . . . , λan) =
d
∑

i=0

λifi(a0, . . . , an),

logo
∑d

i=0 λ
ifi(a0, . . . , an) = 0, para todo λ ∈ K∗.

Defina

p(x) =
d
∑

i=0

xifi(a0, . . . , an) ∈ K[x].

Como p(λ) = 0, para todo λ ∈ K∗ e K∗ é infinito, temos que p = 0, ou seja, todos os
coeficientes de p são iguais a zero, isto é, fi(a0, . . . , an) = 0, para todo i = 0, . . . , d.
Como fi é homogêneo temos que fi se anula em todas as coordenadas homogêneas de a.
Portanto, para cada i = 0, . . . , d temos fi(a) = 0, para todo a ∈ V , ou seja fi ∈ I(V ). Isto
prova que I(V ) é um ideal homogêneo.

Proposição 2.3.16. Seja W ⊆ P
n(K) uma variedade projetiva e suponha que I(W ) é um ideal

homogêneo. Então V (I(W )) = W .

Demonstração.

W ⊆ V (I(W )):
Dado p ∈ W temos f(p) = 0 para todo f ∈ I(W ), logo p ∈ V (I(W )). Portanto,
W ⊆ V (I(W )).

V (I(W )) ⊆ W :
Como W é uma variedade projetiva, temos W = V (f1, . . . , fs) para alguns polinômios
homogêneos f1, . . . , fs. Seja J = (f1, . . . , fs), temosW = V (J). Assim, I(W ) = I(V (J)).
É claro que J ⊆ I(V (J)) = I(W ) e logo V (I(W )) ⊆ V (J), ou seja, V (I(W )) ⊆ W .

2.4 Grafos

Estudaremos agora o conceito de grafos, que serão usados na última parte deste trabalho.

Um grafoG é uma estrutura formada por um par (VG, AG), onde VG é um conjunto finito não
vazio e AG é uma famı́lia de pares não ordenados de elementos de VG, não necessariamente
distintos. Os elementos de VG são chamados vértices do grafo e os elementos de AG são
chamados arestas.

Exemplo 2.4.1. O grafo a seguir possui vértices {v1, v2, v3, v4} e arestas {a1, a2, a3}.
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Um grafo G é dito bipartido se existe uma partição de VG em dois conjuntos não vazios
e disjuntos X e Y tais que toda aresta de G possui um vértice em X e outro em Y . Os
conjuntos X e Y são chamados de conjunto partição. Se G contém todas as linhas ligando X
a Y , dizemos que G é um grafo completo.

Exemplo 2.4.2. Os grafos a seguir são um grafo bipartido e um grafo completo, ambos sem os rótulos
de vértices e arestas.

Dado um grafo G com vértices VG = {v1, . . . , vm} e arestas AG = {a1, . . . , an}, definimos a
matriz M = (mij), chamada de matriz de incidência de G, por

mij =

{

1, se o vértice vi é uma das pontas da aresta aj,
0, caso contrário,

para todo i = 1, . . . ,m e todo j = 1, . . . , n.

Denotaremos grafos que são bipartidos e completos por Km,n.

Exemplo 2.4.3. Considere o grafo bipartido completo G = K2,3 com vértices VG = {t1, t2, t3, t4, t5}.

t3

t1

t4

t2

t5

Sua matriz de incidência é dada por













1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1















Capı́tulo 3

Códigos produto

3.1 O produto tensorial

Sejam V e W espaços vetoriais sobre um corpo K. Desejamos definir um novo tipo de
operação entre elementos de V e W . O resultado de tal produto deve estar em um espaço
vetorial e, de forma geral, desejamos ter a distributividade usual neste produto. Em outras
palavras, se denotamos v ⊗ w o produto dos elementos v ∈ V e w ∈ W , então devemos ter
as seguintes relações:

1. Se v1, v2 ∈ V e w ∈ W , então

(v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w;

2. Se w1, w2 ∈ W e v ∈ V , então

v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2;

3. Se c ∈ K, então

(cv)⊗ w = c(v ⊗ w) = v ⊗ cw.

Construiremos tal produto e provaremos algumas de suas propriedades.

Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre K. Relembramos que uma aplicação bilinear

g : V ×W −→ U

é uma aplicação que para cada par de elementos (v, w) com v ∈ V e w ∈ W associa um
elemento g(v, w) ∈ U , satisfazendo a seguinte propriedade: para cada v ∈ V , a aplicação
w 7−→ g(v, w) de W em U é linear, e para cada w ∈ W , a aplicação v 7−→ g(v, w) de V em U é
linear.

Teorema 3.1.1. Sejam V,W espaços vetoriais de dimensão finita sobre um corpoK. Existe um espaço
vetorial de dimensão finita T sobre K, e uma aplicação bilinear

V ×W −→ T
(v, w) 7−→ v ⊗ w,

satisfazendo as seguintes propriedades:

24
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1. Se U é um espaço vetorial sobre K, e g : V ×W −→ U é uma aplicação bilinear, então existe
uma única aplicação linear

g∗ : T −→ U

tal que que para todos os pares (v, w) com v ∈ V e w ∈ W temos

g(v, w) = g∗(v ⊗ w).

2. Se {v1, . . . , vn} e {w1, . . . , wm} são bases de V e W , respectivamente, então os elementos

vi ⊗ wj (i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m)

formam uma base de T .

Demonstração. Sejam {v1, . . . , vn} e {w1, . . . , wm} bases de V eW , respectivamente. Para cada
par (i, j) com 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ m sejam tij sı́mbolos. Vamos considerar T como o espaço
vetorial sobre K consistindo de todas as combinações lineares formais destes elementos tij
com coeficientes emK, de modo que estes elementos formam uma base de T sobreK. Assim
os elementos de T consistem de combinações lineares

n
∑

i=1

m
∑

j=1

cijtij, com cij ∈ K.

Se v = x1v1+ · · ·+xnvn e w = y1w1+ · · ·+ymwm, com xi, yi ∈ K, então definimos v⊗w como
o elemento

v ⊗ w =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

xiyjtij

de T . Em particular, vi ⊗ wj = tij . Vamos agora provar que o nosso produto v ⊗ w tem as
propriedades requeridas no teorema. Vamos provar (2) inicialmente.

2. Sejam {v′1, . . . , v
′
n} e {w′

1, . . . , w
′
m} bases de V e W , respectivamente. Devemos provar

que os elementos v′i ⊗ w′
j forma uma base de T . Quaisquer elementos v ∈ V e w ∈ W

podem ser expressos como combinações lineares

v = x′1v
′
1 + · · · x′nv

′
n e w = y′1w

′
1 + · · · y′nw

′
n,

com x′i, y
′
i ∈ K. Então

v ⊗ w =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

x′iy
′
j(v

′
i ⊗ w′

j).

Dessa forma os elementos v′i⊗w′
j geram T sobre K, e existem mn destes elementos. Se

eles fossem linearmente dependentes, a dimensão de T seria estritamente menor que
mn, contradizendo o fato dos elementos tij formarem uma base de T .

1. Provaremos que a aplicação (v, w) 7−→ v ⊗ w é bilinear. Seja

v′ = x′1v1 + · · ·+ x′nvn

e sejam v, w expressos como combinações lineares das bases de elementos acima. Então

v + v′ = (x1 + x′1)v1 + · · ·+ (xn + x′n)vn.
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Por definição,

(v + v′)⊗ w =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

(xi + x′i)yjtij

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

(xiyj + x′iyj)tij

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

(xiyjtij + x′iyjtij)

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

xiyjtij +
n
∑

i=1

m
∑

j=1

x′iyjtij

= v ⊗ w + v′ ⊗ w.

De maneira análoga mostra-se também que v ⊗ (w + w′) = v ⊗ w + v ⊗ w′.
Se c ∈ K, então

(cv)⊗ w =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

(cxi)yjtij

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

cxiyjtij

= c
n
∑

i=1

m
∑

j=1

xiyjtij

= c(v ⊗ w).

Isto prova que o produto ⊗ é bilinear.
Seja g : V × W −→ U uma aplicação bilinear. Vimos em (2) que o conjunto {tij :
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} é uma base para T , logo existe uma única aplicação linear
g∗ : T −→ U tal que g∗(tij) = g(vi, wj). Então para todo v, w expressos como acima
através de combinações lineares das bases dadas,

g(v, w) = g

(

n
∑

i=1

xivi,
m
∑

j=1

yjwj

)

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

xiyjg(vi, wj)

= g∗(v ⊗ w).

Assim a aplicação g∗ em questão existe e é unicamente determinada.
Isto conclui a demonstração do teorema.

O espaço T no teorema anterior é chamado de produto tensorial de V e W e é denotado por
V ⊗W . Da construção no teorema segue que sua dimensão é dada por

dim(V ⊗W ) = dimV · dimW. (3.1)

3.2 O produto direto e a imersão de Segre

Dados A ⊆ F
n1

q e B ⊆ F
n2

q códigos lineares com comprimento e dimensões iguais a n1, n2

e k1, k2, respectivamente, segue do que foi feito acima que o código produto A ⊗ B possui
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comprimento igual a n1n2 e que a dimensão deste código é igual a k1k2.

Sejam C1 ⊂ F
s1
q e C2 ⊂ F

s2
q dois códigos lineares e seja Ms1×s2 o espaço vetorial sobre Fq

de todas as matrizes de tamanho s1 × s2 com entradas em Fq. O produto direto (também
chamado de produto de Kronecker) de C1 e C2, denotado por C1⊗C2, é definido como o
código linear que consiste de todas as s1 × s2 matrizes cujas linhas pertencem a C2 e colunas
pertencem a C1.

Veremos que o código produto possui parâmetros similares aos do produto tensorial e com
a imersão de Segre, mostraremos que existe uma relação entre ambos.

Teorema 3.2.1. [10, Teorema 2.5.2] Sejam C1 ⊂ Ks1 e C2 ⊂ Ks2 códigos lineares de comprimento
s1, s2 e dimensão k1, k2, respectivamente. Então C1⊗C2 tem comprimento s1s2 e dimensão k1k2.

Lema 3.2.2. [16, Lema 1] Sejam D,D′ subcódigos de A e E,E ′ subcódigos de B. Então

1. supp(D⊗E) = supp(D)× supp(E);

2. supp(D⊗E) ∩ supp(D′⊗E ′) = [supp(D) ∩ supp(D′)]× [supp(E) ∩ supp(E ′)];

3. supp(D⊗E) ∪ supp(D⊗E ′) = supp(D)× [supp(E) ∪ supp(E ′)].

Baseado no lema acima e em algumas propriedades básicas dos pesos de Hamming genera-
lizados, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.3. [16, Teorema 3] Sejam A e B dois códigos lineares. Então

1. dr(A⊗B) ≤ min{dr1(A)dr2(B) : r1r2 = r};

2. dr(A⊗B) ≤ min{dr1(A)dr2(B)− (r1r2 − r) : r1r2 ≥ r};

3. d1(A⊗B) = d1(A)d1(B);

4. d2(A⊗B) = min{d1(A)d2(B), d2(A)d1(B)}.

Dados X1 ⊂ P
n−1 e X2 ⊂ P

m−1, denotamos por I(X1) e I(X2) os ideais anuladores de X1 e
X2, ou seja, os ideais gerados pelos polinômios homogêneos de K[x1, . . . , xn] e K[x1, . . . , xm]
que se anulam em todos os pontos de X1 e X2, respectivamente.

A imersão de Segre é dada por

ψ : Pn−1 × P
m−1 −→ P

nm−1

([α1 : · · · : αn], [β1 : · · · : βm]) 7−→ [α1β1 : α1β2 : · · · : α1βm : · · · : αnβ1 : αnβ2 : · · · : αnβm].

A aplicação ψ está bem definida e é injetora [7, pag. 13]. A imagem de X1×X2 pela aplicação
ψ, denotada por X é chamada de produto de Segre de X1 e X2.

Definiremos agora o produto direto de códigos e veremos que através da imersão de Segre,
podemos relacionar o produto direto com o produto tensorial.
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Existe um isomorfismo natural vec :Ms1×s2(Fq) −→ F
s1s2
q de espaços vetoriais sobre Fq dado

por
vec (A) = (F1, . . . , Fs1),

onde F1, . . . , Fs1 são as linhas de A. Considere a aplicação bilinear ψ0 dada por

ψ0 : F
s1
q × F

s2
q −→ Ms1×s2(Fq)

((a1, . . . , as1), (b1, . . . , bs2)) 7−→











a1b1 a1b2 · · · a1bs2
a2b1 a2b2 · · · a2bs2

...
...

...
as1b1 as1b2 · · · as1bs2











A imersão de Segre, como definida anteriormente, é dada por

ψ([a], [b]) = [(vec ◦ψ0)(a, b)],

onde a = (a1, . . . , as1) e b = (b1, . . . , bs2). O próximo lema faz a conexão entre o produto
direto e o produto tensorial.

Lema 3.2.4. Existe um isomorfismo T : C1 ⊗ C2 −→ C1⊗C2 de espaços vetoriais sobre Fq tal que

T (a⊗ b) = ψ0(a, b),

para a ∈ C1 e b ∈ C2.

Demonstração. Escreveremos k1 = dimK(C1) e k2 = dimK(C2). Restringindo ψ0 ao produto
C1 × C2 e usando a propriedade universal do produto tensorial [5, pag. 573], temos que a
aplicação bilinear ψ0 induz uma aplicação linear

T : C1 ⊗ C2 −→ C1⊗C2,
a⊗ b 7−→ ψ0(a, b)

para a ∈ C1 e b ∈ C2. Pela discussão inicial e pelo Teorema 3.2.1 sabemos queC1⊗C2 eC1⊗C2

têm dimensão k1k2. Dessa forma, provar que T é um isomorfismo consiste em provar que T
é uma aplicação injetora.
Fixemos bases {α1, . . . , αk1} e {β1, . . . , βk2} de C1 e C2, respectivamente. Tome um elemento
γ no núcleo de T . Podemos escrever

γ =
∑

λi,jαi ⊗ βj

com λi,j em K, para todos i, j. Então

T (γ) = λ1,1T (α1 ⊗ β1) + · · ·+ λ1,k2T (α1 ⊗ βk2)+
λ2,1T (α2 ⊗ β1) + · · ·+ λ2,k2T (α2 ⊗ βk2)+

...
λk1,1T (αk1 ⊗ β1) + · · ·+ λk1,k2T (αk1 ⊗ βk2).

Escrevendo αi = (αi,1, . . . , αi,s1), βj = (βj,1, . . . , βj,s2), para i = 1, . . . , k1 e j = 1, . . . , k2, obte-
mos

T (γ) =











(λ1,1α1,1β1 + · · ·+ λ1,k2α1,1βk2) + · · ·+ (λk1,1αk1,1β1 + · · ·+ λk1,k2αk1,1βk2)
(λ1,1α1,2β1 + · · ·+ λ1,k2α1,2βk2) + · · ·+ (λk1,1αk1,2β1 + · · ·+ λk1,k2αk1,2βk2)

...
(λ1,1α1,s1β1 + · · ·+ λ1,k2α1,s1βk2) + · · ·+ (λk1,1αk1,s1β1 + · · ·+ λk1,k2αk1,s1βk2)










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Como T (γ) = 0, colocando os βi’s em evidência, podemos escrever com a notação mencio-
nada acima

λ1,jα
>
1 β1 + · · ·+ λk1,jα

>
k1
βk2 = 0, para j = 1, . . . , k2

e do fato de que os βi são linearmente independentes, podemos escrever

λ1,1α
>
1 + · · ·+ λk1,1α

>
k1

= 0
λ1,2α

>
1 + · · ·+ λk1,2α

>
k1

= 0
...

λ1,k2α
>
1 + · · ·+ λk1,k2α

>
k1

= 0.

Agora, do fato de que os αi são linearmente independentes segue que λi,j = 0 para todo i, j
e assim γ = 0.
Portanto, ker(T ) = {0} e temos que a aplicação T é um isomorfismo.

O teorema a seguir será utilizado na próxima seção com grafos bipartidos completos.

Teorema 3.2.5. Seja K um corpo. Se X1,X2 são subconjuntos dos espaços projetivos P
n−1,Pm−1,

respectivamente, e X é o produto de Segre de X1 e X2, então

(K[x1, . . . , xn]/I(X1))d ⊗ (K[x1, . . . , xm]/I(X2))d ' (K[x]/I(X))d,

como espaços vetoriais sobre K para d ≥ 0 e K[x] = K[x1,1, . . . , xn,m].

Demonstração. Seja σ o epimorfismo de K−álgebras

σ : K[t] −→ K[{xiyj : i = 1, . . . , a1, j = 1, . . . , a2}]
tij 7−→ xiyj.

Para cada monômio xbyc com deg(xb) = deg(yc) = d existe um único monômio ta ∈ K[t]d tal
que ta = ti1,j1 · · · tid,jd com 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ id e 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jd e σ(ta) = xbyc.

Observe que se σ(tα) = xbyc para algum outro monômio tα ∈ K[t]d, então ta− tα ∈ I(X). Isto
será usado pra garantir que a aplicação (3.2) é sobrejetora.

Definindo ψ0(x
b, yc) = ta, obtemos uma aplicação bilinear sobre K

ψ0 : K[x]d ×K[y]d −→ K[t]d

induzida por ψ0(x
b, yc) = ta. Observe que

ψ0

(

∑

λkx
bk ,
∑

µly
cl

)

=
∑

λkµlψ0(x
bk , ycl),

onde os λk’s e µl’s pertencem a K. Para mostrar que ψ0 induz uma aplicação bilinear sobre
K

ψ : (K[x]d/I(X1)d × (K[y]d/I(X2)d) −→ K[t]d/I(X)d
(xb, yc) 7−→ ψ0(xb, yc),

(3.2)

que é sobrejetora, basta mostrar que para todo f ∈ K[x]d que se anula em X1 e todo g ∈ K[y]d
que se anula em X2 temos que ψ0(f, g) se anula em todos os pontos de X.

Suponha que f = λ1x
b1 + · · · + λmx

bm é um polinômio em K[x]d que se anula em X1 e que
g = µ1y

c1 + · · · + µry
cr é um polinômio em K[y]d com λk, µl em K para todo k, l. Para cada

monômio xbkycl existe um monômio takl ∈ K[t] tal que σ(takl) = xbkycl . Então

ψ0(f, g) =
∑

λkµlψ0(x
bk , ycl) =

∑

λkµlt
akl

ψ0(f, g)(xiyj) = (λ1x
b1 + · · ·+ λmx

bm)(µ1y
c1 + · · ·+ µry

cr),
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onde usamos (xiyj) para representar (x1y1, x1y2, . . . , x1ya2 , . . . , xa1y1, xa1y2, . . . , xa1ya2). Agora
se [α1 : · · · : αa1 ] ∈ X1 e [β1 : · · · : βa2 ] ∈ X2, tomando xi = αi e yj = βj para todo i, j na última
igualdade, obtemos ψ0(f, g)(αiβj) = 0. Portanto, pela propriedade universal do produto
tensorial, existe uma aplicação sobrejetora ψ que faz o seguinte diagrama comutar

(K[x]d/I(X1)d)× (K[y]d/I(X2)d) (K[x]d/I(X1)d)⊗ (K[y]d/I(X2)d)-
φ

?

ϕ

K[t]d/I(X)d

ϕ
������������9

onde φ é a aplicação canônica, dada por φ(f, g) = f ⊗ g e ψ = ψφ.

Para cada monômio tα ∈ K[t]d sejam xb ∈ K[x]d e yc ∈ K[y]d monômios tais que σ(tα) = xbyc.
Definimos σ1(t

α) = xb e σ2(t
α) = yc. Assim temos uma aplicação linear sobre K sobrejetora

σ∗
0 : K[t]d −→ K[x]d/I(X1)d ⊗K[y]d/I(X2)d

dada por σ∗
0 : (

∑

λαt
α) =

∑

λασ1(tα) ⊗ σ2(tα), onde os λα’s estão em K. Observe que

o K−espaço vetorial do lado direito é gerado por todos os xb ⊗ yc tais que xb ∈ K[x]d e
yc ∈ K[y]d. Tome f ∈ I(X)d, então σ(f)(αiβj) = 0 para todo α = [α1 : · · · : αa1 ] ∈ X1 e todo

β = [β1 : · · · : βa2 ] ∈ X2. Podemos escrever σ(f) =
∑k

l=1 flgl com fl ∈ K[x]d e gl ∈ K[y]d para

l = 1, . . . , k e σ∗
0(f) =

∑k

l=1 fl ⊗ gl.

Mostraremos agora, por indução em k, que σ∗
0(f) = 0, isto é, f ∈ ker(σ∗

0). Se k = 1, podemos
assumir que f1 /∈ I(X1) pois caso contrário f1 = 0. Escolha α ∈ X1 tal que f1(α) 6= 0. Então,
se f1(α)g1(β) = 0 para todo β ∈ X2, temos que g1 ∈ I(X2) e g1 = 0. Suponhamos agora que
k > 1 e fk 6= 0. Escolha α ∈ X1 tal que fk(α) 6= 0. Pela hipótese o polinômio

f1(α)g1 + · · ·+ fk(α)gk

está em K[y]d e se anula em todos os pontos de X2. Assim

gk = −

(

f1(α)

fk(α)

)

g1 − · · · −

(

fk−1(α)

fk(α)

)

gk−1.

Portanto, definindo hl = fl − (fl(α)/fk(α))fk para l = 1, . . . , k − 1, obtemos

σ∗
0(f) =

k
∑

l=1

fl ⊗ gl =
k−1
∑

l=1

hl ⊗ gl

e
∑k−1

l=1 hl(γ)gl(β) = 0 para todo γ ∈ X1 e β ∈ X2. Assim, por indução, σ∗
0(f) = 0. Dessa

forma I(X)d ⊂ ker(σ∗
0). Portanto σ∗

0 induz uma sobrejeção linear sobre K

σ∗
0 : K[t]d/I(X)d −→ (K[x]d/I(X1)d)⊗ (K[y]d/I(X2)d).

Concluı́mos então que as aplicações lineares ψ e σ∗ são bijeções.



Capı́tulo 4

Códigos parametrizados

Seja L = Fq[Z1, . . . , Zn] =
⊕

d≥0 Ld o anel polinomial com n variáveis. Considere o seguinte
conjunto de m monômios

Za1 , . . . ,Zan , (4.1)

onde cada Zai = Zai1
1 · · ·Zain

n e aij é um inteiro não negativo para todo i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , n.

Um conjunto tórico parametrizado pelos monômios dados em (4.1) é o seguinte subcon-
junto do espaço projetivo P

m−1

X = {[ta1 : · · · : tam ] ∈ P
m−1 : ti ∈ F

∗
q}, (4.2)

onde tai = tai11 · · · t
ain
n , para todo i = 1, . . . ,m, e F

∗
q = Fq − {0}.

Além disso, consideremos S = Fq[X1, . . . , Xm] =
⊕

d≥0 Sd como outro anel de polinômios,
graduado usualmente. Seja X = {P1, . . . , P|X|} o conjunto tórico dado em (4.2) e considere-
mos a aplicação de avaliação

avd : Sd → F
|X|
q

f 7→ avd(f) :=
(

f(P1)

Xd
1
(P1)

, . . . ,
f(P|X|)

Xd
1
(P|X|)

)

.

Estaremos interessados na imagem desta aplicação, que é uma aplicação linear entre os Fq-

espaços vetoriais Sd e F
|X|
q

Proposição 4.0.1. A aplicação avaliação, como definida acima, é uma aplicação linear.

Demonstração. Claramente Sd e F
|X|
q são Fq-espaços vetoriais. Sejam f, g ∈ Sd e λ ∈ Fq. Segue

que

avd(f + λg) =
(

f+λg(P1)

Xd
1
(P1)

, . . . ,
f+λg(P|X|)

Xd
1
(P|X|)

)

=
(

f(P1)

Xd
1
(P1)

, . . . ,
fg(P|X|)

Xd
1
(P|X|)

)

+
(

λg(P1)

Xd
1
(P1)

, . . . ,
λg(P|X|)

Xd
1
(P|X|)

)

=
(

f(P1)

Xd
1
(P1)

, . . . ,
fg(P|X|)

Xd
1
(P|X|)

)

+ λ
(

g(P1)

Xd
1
(P1)

, . . . ,
g(P|X|)

Xd
1
(P|X|)

)

= avd(f) + λavd(g).

31
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O código parametrizado de ordem d associado ao conjunto tórico X , ou o código de ordem
d parametrizado pelos monômios (4.1), é a imagem da aplicação avaliação avd e é denotado
por CX(d). Portanto

CX(d) =

{(

f(P1)

Xd
1 (P1)

, . . . ,
f(P|X|)

Xd
1 (P|X|)

)

: f ∈ Sd

}

. (4.3)

Estudaremos agora o caso em que o conjunto parametrizado é um toro no espaço projetivo.

Um toro projetivo em P
n−1 é um conjunto tórico parametrizado pelos monômios Z1, . . . , Zn,

isto é,
Tn−1 = {[t1 : · · · : tn] ∈ P

n−1 : ti ∈ F
∗
q para todo i }, (4.4)

e o código parametrizado de ordem d associado a este toro projetivo é o subespaço de F
|Tn−1|
q

dado por

CTn−1
(d) =

{(

g(R1)

Zd
1 (R1)

, . . . ,
g(R|Tn−1|)

Zd
1 (R|Tn−1|)

)

: g ∈ Ld

}

, (4.5)

onde Tn−1 = {R1, . . . , R|Tn−1|} e |Tn−1| = (q − 1)n−1.

Exemplo 4.0.2. Veremos neste exemplo em que o caso q = 2 é trivial.
Suponha que q = 2 e seja d qualquer. Segue então que Fq = F2 logo F

∗
2 = {1}, assim X = {[1 :

· · · : 1]} = Tn−1 e portanto |X| = |Tn−1| = 1. Agora, escolhendo os polinômios homogêneos
f1 = Xd

1 e f2 = Xd
1 + Xd

2 , temos que a imagem através da aplicação de avaliação será sobrejetora,
logo CX(d) = F

n
2 . Assim, a distância mı́nima do código CX(d) é 1.

Se d = 0 temos que Sd é o conjunto de polinômios constantes que assumem valores em Fq. Desta
forma CX(d) = {(β, . . . , β) : β ∈ Fq}, HX(d) = 1 e a distância mı́nima de CX(d) é |X|.

Relembramos que I(X) é o ideal anulador de X gerado pelos polinômios homogêneos de
S que se anulam em todos os pontos de X . O conjunto Sd é um K−espaço vetorial de
dimensão

(

d+s−1
s−1

)

. Definimos
I(X)d := I(X) ∩ Sd,

como o conjunto de polinômios homogêneos em I(X) de grau total d, junto do polinômio
zero. Note que I(X)d é um subespaço vetorial de Sd. O núcleo da aplicação avaliação é
exatamente I(X)d, logo existe um isomorfismo de K−espaços vetoriais Sd/I(X)d ' CX(d).

A função de Hilbert do anel quociente S/I(X), denotada por HX(d), é definida como

HX(d) := dimK(Sd/I(X)d).

De acordo com um resultado clássico sobre polinômios de Hilbert [2, Teorema 4.1.3], existe
um único polinômio

hX(t) = ckt
k + (termos de grau inferior)

de grau k ≥ 0, com coeficientes racionais, tal que hX(d) = HX(d) para d suficientemente
grande. O inteiro k + 1 é a dimensão de Krull de S/I(X), k é a dimensão de X , e hX(t)
é o polinômio de Hilbert de S/I(X). O inteiro positivo ck(k!) é o grau de S/I(X). O
ı́ndice de regularidade de S/I(X), denotado por reg(S/I(X)) é o menor inteiro r ≥ 0 tal
que hX(d) = HX(d) para d ≥ r.

A seguinte proposição sumariza as relações entre os códigos projetivos definidos acima e
ateoria de funções de Hilbert.
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Proposição 4.0.3. [13, Proposição 2.7] As seguintes afirmações são verdadeiras:

1. HX(d) = dimK CX(d) para d ≥ 0;

2. dX(d) = 1 para d ≥ reg(S/I(X));

3. CX(d) 6= (0) para d ≥ 0.

Trabalharemos então assumindo que q > 2 e d ≥ 1.

4.1 Cotas para códigos parametrizados

Seja Fq um corpo finito com q elementos. Nesta seção usaremos o comportamento do código
CT1

(d) para encontrar a hierarquia de pesos do código parametrizado pelas arestas do ciclo
C4, e uma cota superior para os pesos de Hamming generalizados do código associado com
o grafo bipartido completo K2,n.

Exemplo 4.1.1. Vamos calcular explicitamente o código CT1
(2) e seus parâmetros.

Suponha que q = 3, logo T1 = {[1 : 1], [1 : 2]} e CT1
(2) é um subespaço de F2

3.
Temos L2 = {x2, y2, 2x2, 2y2, x2+y2, x2+2y2, 2x2+y2, 2x2+2y2, x2+xy, y2+xy, 2x2+xy, 2y2+
xy, x2+ y2+xy, x2+2y2+xy, 2x2+ y2+xy, 2x2+2y2+xy, x2+2xy, y2+2xy, 2x2+2xy, 2y2+
2xy, x2 + y2 + 2xy, x2 + 2y2 + 2xy, 2x2 + y2 + 2xy, 2x2 + 2y2 + 2xy, xy, 2xy}.
Avaliando os pontos de T1 nos polinômios acima obtemos

CT1
(2) = {00, 10, 01, 11, 12, 21, 20, 02, 22}.

Segue que os seu comprimento é 9, sua dimensão é 2 (pois {10, 01} geram o código), sua distância
mı́nima é 1 e seu segundo peso de Hamming generalizado é 2.

Em geral, para q = 3 e d qualquer, o ı́ndice de regularidade é q − 2, a dimensão é HT1
= 2

para todo d ≥ 1. Então CT1
(d) = F

2
3, d1(CT1

(d)) = 1, e d2(CT1
(d)) = 2.

Motivados pelo exemplo acima, apenas nesta seção suporemos que q > 3. O resultado a
seguir nos garante que CT1

(d) é um código MDS e nos dá uma fórmula para a sua distância
mı́nima.

Proposição 4.1.2. [12, Proposição 3.6] Se X é um toro projetivo em P
1, então CX(d) é um código

MDS e sua distância mı́nima é dada por

δd =

{

q − 1− d se 1 ≤ d ≤ q − 3
1 se d > q − 2,

Se X é um toro projetivo em P
2, então a distância mı́nima de CX(d) é dada por

δd =







(q − 1)2 − d(q − 1) se 1 ≤ d ≤ q − 2
2q − d− 3 se q − 1 ≤ d ≤ 2q − 5
1 se d > 2q − 4.

Em [6] temos um resultado que diz que código CT1
(d) é um código r−MDS e vale

dr(CT1
(d)) =

{

q + r − d− 2 se 1 ≤ d ≤ q − 3
r se d > q − 3,

(4.6)

para todo r = 1, . . . , d + 1. Isto juntamente com o fato de que o comprimento do código
CT1

(d) é |T1| = q− 1, sua dimensão é HT1
(d) = d+1 para todo 1 ≤ d ≤ q− 3 e HT1

(d) = q− 1
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para todo d ≥ q − 2.

Considere agora o ciclo C4 dado pela figura a seguir:

t4

t1

t3

t2

O conjunto tórico parametrizado pelas arestas do ciclo C4 é dado por

X = {[t1t2 : t2t3 : t3t4 : t4t1] ∈ P
3 : ti ∈ F

∗
q}.

O código CX(d) tem comprimento |X| = (q−1)2, dimensãoHX(d) = (d+1)2 se 1 ≤ d ≤ q−2
e ı́ndice de regularidade dado por q− 2. Observe que C4 é o grafo bipartido completo K2,2, e
o código parametrizado pelas arestas deste grafo é CT1

(d)⊗CT1
(d), onde ⊗ é o produto ten-

sorial de espaços lineares. Como vimos antes, CT1
(d) é um código MDS e podemos assim

computar os pesos de Hamming generalizados de CX(d).

Temos

dr(CX(d)) =

{

min{(q − 1− d)(q − d+ s+ a− 2) + r − s− a} se 1 ≤ d ≤ q − 3
r se d > q − 3,

onde s, a são inteiros que satisfazem r = sa + t, 1 ≤ a ≤ m,m = max{b ∈ Z : b2 ≤ r}, 0 ≤
s ≤ d+ 1, e 0 < t ≤ a. Em particular, se considerarmos a distância mı́nima do código CX(d)
obtemos

d1(CX(d)) =

{

(q − 1− d)2 se 1 ≤ d ≤ q − 3
1 se d > q − 3,

e o segundo peso de Hamming generalizado é dado por

d2(CX(d)) =

{

(q − 1− d)(q − d) se 1 ≤ d ≤ q − 3
2 se d > q − 3.

Inclusive se tomarmos o grafo bipartido completo K2,n com n ≥ 3, obtemos uma cota supe-
rior explı́cita para o r−ésimo peso de Hamming generalizado do código parametrizado por
suas arestas.

Lema 4.1.3. [12, Proposição 3.5] Se X = {[x1 : · · · : xs] ∈ P
s−1 : xi ∈ F

∗
q para todo i} é um toro

projetivo em P
s−1 e d ≥ 1, então a distância mı́nima de CX(d) é dada por

δd =

{

(q − 1)s−(k+2)(q − 1− l) se d ≤ (q − 2)(s− 1)− 1,
1 se d ≥ (q − 2)(s− 1),

onde k e l são os únicos inteiros tais que k ≥ 0, 1 ≤ l ≤ q − 2 e d = k(q − 2) + l.
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Proposição 4.1.4. Seja X o conjunto tórico associado as arestas do grafo bipartido completo K2,n,
com n ≥ 3. O r−ésimo peso de Hamming generalizado do código CX(d) parametrizado por suas
arestas, 1 ≤ r ≤ HX(d) é limitado por

dr(CX(d)) ≤

{

(q − 1)n−2(q − 1− d)(q + r − d− 2) se 1 ≤ d ≤ q − 3
r(q − 1)n−(k+2)(q − 1− l) se q − 3 < d < (q − 2)(n− 1),

e dr(CX(d)) = r para d ≥ (q−2)(n−1), onde k e l são os inteiros únicos tais que k ≥ 0, 1 ≤ l ≤ q−2
e d = k(q − 2) + l. Se r = 1 a igualdade é verificada.

Demonstração. Como o ı́ndice de regularidade associado ao grafo K2,n é (q − 2)(n − 1), se

d ≥ (q − 2)(n− 1) então CX(d) = F
|X|
q e neste caso, dr(CX)(d)) = r. Além disso sabemos que

se CX(d) é o produto tensorial CT1
⊗ CTn−1

(d). Assim,

dr(CX(d)) ≤ dr(CT1
(d)) · d1(CTn−1

(d)). (4.7)

Se 1 ≤ d ≤ q − 3 então pela equação (4.6) temos

dr(CT1
(d)) = q + r − d− 2. (4.8)

Ainda d = 0 · (q − 2) + l e assim k = 0, l = d na fórmula para a distância mı́nima do toro
projetivo. Logo

d1(CTn−1
(d)) = (q − 1)n−2(q − 1− d). (4.9)

Das equações (4.7) e (4.9) concluı́mos que

dr(CX(d)) ≤ (q − 1)n−2(q − 1− d)(q + r − d− 2).

O caso q−3 < d < (q−2)(n−1) é similar. Se r = 1 então d1(CX(d)) = d1(CT1
(d))·d1(CTn−1

(d)),
e o resultado segue.

4.1.1 O grafo bipartido completo Km,n

A seguir apresentaremos um exemplo de um grafo bipartido completo. Listaremos alguns
resultados importantes quando X é um conjunto tórico, afim de calcular os parâmetros do
código associado a este grafo.

Seja Km,n um grafo bipartido completo. A matriz de incidência associada a Km,n é a matriz
B = (bij), de ordem (m + n) · (mn) com bij = 1 se o vértice vi e a aresta aj são incidentes e
bij = 0 caso contrário. Em geral, a variedade tórica X associada à matriz de incidência do
grafo bipartido completo Km,n é dada por

X = {[t1tm+1 : · · · : t1tm+n : · · · : tmtm+1 : · · · : tmtm+n] : ti ∈ F
∗
q para todo i = 1, . . . ,m+ n}.

Escolhendo a primeira coordenada, podemos reescrever X como

X = {[1 : α1 : · · · : αn−1 : β1 : α1β1 : · · · : αn−1β1 : · · · : βm−1 : α1βm−1 : · · · : αn−1βm−1]}.

Sejam

X1 = {[1 : α1 : · · · : αn−1] : α1, . . . , αn−1 ∈ F
∗
q} e X2 = {[1 : β1 : · · · : βm−1] : β1, . . . , βm−1 ∈ F

∗
q}.

É claro que |X1| = (q − 1)n−1 e |X2| = (q − 1)m−1.
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Lema 4.1.5. Com a notação utilizada acima, o comprimento do código de avaliação associado à matriz
de incidência do grafo bipartido completo Km,n é dado por

s = (q − 1)m+n−2.

Demonstração. Considere ψ a seguinte aplicação

ψ : Pn−1 × P
m−1 → P

nm−1

(x, y) 7→ [1 : α1 : · · · : αn−1 : · · · : βm−1 : α1βm−1 : · · · : αn−1βm−1] ,

com x = [1 : α1 : · · · : αn−1] e y = [1 : β1 : · · · : βm−1], restrita ao conjunto X1 × X2 ⊆
P
n−1 × P

m−1. Segue que a imagem desta aplicação é o conjunto X . Além disso, como esta
aplicação é sobrejetora, concluı́mos que

s = |X| = |X1| · |X2| = (q − 1)m−1(q − 1)n−1 = (q − 1)m+n−2.

Lema 4.1.6. A dimensão do código de avaliação de ordem d associada a matriz de incidência do grafo
bipartido completo Km,n é dada por

dimFq
CX(d) = HX1

(d) ·HX2
(d).

Demonstração. Seja

θ1 : Fq[X0, . . . , Xn−1]d → F
s1
q

g 7→ (g(Q1), . . . , g(Qs1),

onde s1 = (q − 1)n−1 e X1 = {Q1, . . . , Qs1}. Então CX1
(d) é a imagem desta aplicação e

Fq[X0, . . . , Xn−1]d/IX1
(d) ' CX1

(d).

De forma análoga, definimos

θ2 : Fq[Y0, . . . , Ym−1]d → F
s2
q

h 7→ (h(R1), . . . , h(Rs2),

onde s2 = (q − 1)m−1 e X2 = {R1, . . . , Rs2}. Então CX2
(d) é a imagem desta aplicação e

Fq[Y0, . . . , Ym−1]d/IX2
(d) ' CX2

(d).

Agora, pelo Teorema 3.2.5 vale o seguinte isomorfismo

Fq[X0, . . . , Xn−1]d/IX1
(d)⊗ Fq[Y0, . . . , Ym−1]d/IX2

(d) ' Fq[Z00, . . . , Z(m−1)(n−1)]/IX(d),

o que completa a demonstração.

Lema 4.1.7. A distância mı́nima do código de avaliação de ordem d associado a matriz de incidência
do grafo bipartido completo Km,n, δX(d), é dada por

δX(d) = δX1
(d) · δX2

(d).
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Demonstração. Seja f ∈ Fq[Z00, . . . , Z(n−1)(m−1)]d e X = {P11, . . . , Ps1s2} onde s1 = (q − 1)n−1 e
s2 = (q−1)m−1. Seja Γ = (f(P11) . . . , f(Ps1s2)) ∈ CX(d)−{0}. Sabemos que se ψ é a aplicação
de Segre restrita a X1 × X2 então, para todo i, j, podemos encontrar Qi ∈ X1 e Rj ∈ X2 de
modo que ψ(Qi, Rj) = Pij . Assim

Γ = (f(X0Y0, . . . , Xn−1Ym−1)(Q1, R1), f(X0, Y0, . . . , Xn−1Ym−1)(Qs1Rs2)).

Se tomarmos o polinômio f(X0, Y0, . . . , Xn−1Ym−1), para cada Qi ∈ X1 (e respectivamente,
Rj ∈ X2), fQi

(e respectivamente, fRj
) remete ao último polinômio avaliado em Qi (e respec-

tivamente, Rj) e então fQi
∈ Fq[Y0, . . . , Ym−1]d (e respectivamente, fRj

∈ Fq[X0, . . . , Xn−1]d).
Seja Γi = (fQi

(R1), . . . , fQi
(Rs2)) ∈ CX2

(d) para todo i = 1, . . . , s1 e seja s3 = |{i : Γi 6= 0}|.
Como o peso de Hamming de Γi(w(Γi)) é tal que w(Γi) ≥ δX2

(d) para todo i com Γi 6= 0,
concluı́mos que w(Γ) ≥ s3δX2

(d).
Por outro lado, seja Λj = (fRj

(Q1), . . . , fRj
(Qs1)) ∈ CX1

(d) para todo j = 1, . . . , s2. Se j
é tal que Λj 6= 0, então s3 < δX1

(d) implica que w(Λj) ≤ s3 < δX1
(d). Portanto, w(Γ) ≥

δX1
(d) · δX2

(d).
A outra desigualdade segue pois podemos encontrar uma palavra no código CX(d) com
peso de Hamming igual a δX1

(d) · δX2
(d).

Exemplo 4.1.8. Seja Fq um corpo finito com q = 5 elementos e considere o grafo bipartido completo
K2,3.

t3

t1

t4

t2

t5

O conjunto tórico associado as arestas deste grafo é dado por

X = {[t1t3 : t1t4 : t1t5 : t2t3 : t2t4 : t2t5] ∈ P
5 : ti ∈ F

∗
5}.

Relembramos que sua matriz de incidência é dada por












1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1













Temos |X| = 43 = 64 e se escolhermos r = 3, d = 2 como na proposição acima obtemos

d3(CX(d)) ≤ 4 · 2 · 4 = 32.

Além disso HX(2) = HT1
(2) ·HT2

(2) = 3 · 6 = 18, pelo lema acima. Então a cota de Singleton é

d3(CX(d)) ≤ |X|+ 3−HX(2) = 43 + 3− 18 = 49,

enquanto que a cota de Plotkin é dada por

d3(CX(d)) ≤

⌊

43(53 − 1)515

518 − 1

⌋

= 63.

Portanto a cota na proposição anterior, neste caso, é melhor que ambas as cotas conhecidas.
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4.2 Uma cota geral

Considere o conjunto de m monômios dados por (4.1), mas nesta seção assumiremos que
todos eles têm o mesmo grau α, isto é, Zai = Zai1

1 · · ·Zain
n e

∑n

j=1 aij = α para todo i =
1, . . . ,m. Seja X o conjunto tórico (4.2) parametrizado por estes monômios e consideremos
a aplicação

µ : Tn−1 → X
[t1 : · · · : tn] 7→ [ta1 : · · · : tam ] .

(4.10)

Considerando Tn−1 e X como grupos multiplicativos, temos que µ é um epimorfismo de
grupos, isto é, µ é uma aplicação sobrejetiva entre grupos. Além disso, vale que

| kerµ| =
|(q − 1)n−1|

|X|
. (4.11)

Definiremos também a seguinte aplicação:

τ : Sd → Lαd

f(X1, . . . , Xm) 7→ f(Za1 , . . . ,Zam).
(4.12)

Observemos que a aplicação τ é uma aplicação linear entre os espaços lineares Sd e Lαd.
Além disso, se f ∈ Sd e Q ∈ Tn−1, então

τ(f)(Q) = 0 ⇐⇒ f(µ(Q)) = 0. (4.13)

Seja X = {P1, . . . , P|X|} o conjunto tórico dado em (4.2). De agora em diante usaremos a
seguinte notação: se f ∈ Sd então Λf ∈ CX(d) denota o vetor

Λf :=

(

f(P1)

Xd
1 (P1)

, . . . ,
f(P|X|)

Xd
1 (P|X|)

)

. (4.14)

Similarmente se Tn−1 = {R1, . . . , R|Tn−1|} e f ∈ Sd então Ωf ∈ CTn−1
(αd) é definido como o

vetor

Ωf :=

(

τ(f)(R1)

Zαd
1 (R1)

, . . . ,
τ(f)(R|Tn−1|)

Zαd
1 (R|Tn−1|)

)

(4.15)

Lema 4.2.1. Com a notação introduzida acima, seja B1 = {Λf1 , . . . ,Λfr} um subconjunto linear-
mente independente de CX(d), e B2 = {Ωf1 , . . . ,Ωfr}. Então B2 é um subconjunto linearmente
independente de CTn−1

(αd) e

| supp(B2)| = | kerµ| · | supp(B1)|. (4.16)

Demonstração. Seja B1 = {Λf1 , . . . ,Λfr} um subconjunto linearmente independente de CX(d)

e suponha que existem elementos b1, . . . , br ∈ Fq tais que
r
∑

i=1

biΩfi = 0.

Assim
r
∑

i=1

biτ(fi)(Rj) = 0 para todo j = 1, . . . , (q − 1)n−1. Como τ é uma aplicação linear

podemos concluir que τ

(

r
∑

i=1

bifi

)

(Rj) = 0 para todo j = 1, . . . , (q − 1)n−1.

Portanto da igualdade (4.13) temos

(

r
∑

i=1

bifi

)

(µ(Rj)) = 0 para todo j = 1, . . . , (q − 1)n−1.
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Então

(

r
∑

i=1

bifi

)

(Pj) = 0 para todo j = 1, . . . , |X|. Assim
r
∑

i=1

biΛfi = 0 e por hipótese temos

que B1 é um subconjunto linearmente independente, logo bi = 0 para todo i = 1, . . . , r. Isso
prova que B2 é um subconjunto linearmente independente de CTn−1

(αd).
Ainda, sem perda de generalidade, podemos tomar Ri ∈ Tn−1, i = 1, . . . , |X| de tal maneira
que µ(Ri) = Pi. Se | kerµ| = l e kerµ = {Q1, . . . , Ql} então

Tn−1 =

|X|
⋃

i=1

Ri · kerµ = {Ri ·Qj : i = 1, . . . , |X|, j = 1, . . . , l}.

Fazendo uso da notação T(i−1)·l+j = Ri · Qj para i = 1, . . . , |X|, j = 1, . . . , l temos que se
f ∈ Sd, então

τ(f)(T(i−1)·l+j) = f(µ(RiQj)) = f(µ(Ri)) = f(Pi).

Além disso se definimos os conjuntos Ei := {(i − 1) · l + j : j = 1, . . . , l} para todo i =
1, . . . , |X|, então |Ei| = l e esses conjuntos formam uma partição do conjunto {1, . . . , |Tn−1|}.
Assim é possı́vel ver que supp(B2) = ∪i∈supp(B1)Ei.
Portanto

| supp(B2)| =
∑

i∈supp(B1)

|Ei| = l · | supp(B1)|.

Teorema 4.2.2. SeX é o conjunto tórico associado ao conjunto de monômios de mesmo grau α, então
o r−ésimo peso de Hamming generalizado do código parametrizado de ordem d associado ao conjunto
X é limitado por

dr(CX(d)) ≥

⌈

|X| · dr(CTn−1
(αd))

(q − 1)n−1

⌉

para todo r = 1, . . . , HX(d), (4.17)

onde dr(CTn−1
(αd)) é o r−ésimo peso de Hamming generalizado do código de ordem αd associado ao

toro projetivo Tn−1.

Demonstração. Seja U o subespaço de CX(d) com dimFq
U = r e dr(CX(d)) = | supp(U)|. Seja

B1 = {Λf1 , . . . ,Λfr} uma base de U onde cada Λfi é dado por (4.14). Como U tem dimensão
r e B1 é uma base para U , segue que | supp(U)| = | supp(B1)| e assim dr(CX(d)) = | supp(B1)|.
Por outro lado, como no (4.2.1), seja B2 = {Ωf1 , . . . ,Ωfr} onde cada Ωfi é dado por (4.15), e
seja W o subespaço de Tn−1(αd) gerado por B2. Pelo Lema 4.2.1 concluı́mos que B2 é uma
base de W e

| supp(W)| = | supp(B2)| = | kerµ| · | supp(B1)| = | kerµ| · dr(CX(d)).

Pela equação (4.11) sabemos que | kerµ| = |(q−1)n−1|
|X|

, logo

| supp(W)| =
(q − 1)n−1

|X|
· dr(CX(d)).

Portanto

dr(CTn−1
(αd)) ≤ | supp(W)| =

(q − 1)n−1

|X|
· dr(CX(d)) ⇒ dr(CX(d)) ≥

|X| · dr(CTn−1
(αd))

(q − 1)n−1
.
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4.3 Conjuntos mergulhados

Seja X o conjunto tórico dado por (4.2) e seja X ′ um conjunto tórico parametrizado pelos
primeiros s monômios em (4.1), onde s é um inteiro positivo estritamente menor que m.
Diremos que X ′ está mergulhado em X .

Seja X um conjunto tórico associado ao conjunto de monômios (não necessariamente de
mesmo grau) como foram dados em (4.2), e seja X ′ um conjunto mergulhado em X . Utiliza-
remos a aplicação projeção π

π : X → X ′

[ta1 : · · · : tam ] 7→ [ta1 : · · · : tas ] .

Considerando X e X ′ como grupos multiplicativos, temos que π é um epimorfismo de gru-
pos, isto é, π é uma aplicação sobrejetiva entre grupos. Além disso, se | ker π| = η, então
|X| = η|X ′|.

Seja X = {P1, . . . , P|X|} e X ′ = {Q1, . . . , Q|X′|}. Se f é um elemento de Fq[X1, . . . , Xs]d então
nós definimos ∆f ∈ CX′(d) como

∆f :=

(

f(Q1)

Xd
1 (Q1)

, . . . ,
f(Q|X′|)

Xd
1 (Q|X′|)

)

.

Continuaremos com a notação de Λf como definida em (4.14). Para provarmos o resultado
principal, precisamos do seguinte lema:

Lema 4.3.1. [12, Lema 3.1] Seja B3 = {∆f1 , . . . ,∆fr} um subconjunto linearmente independente
de CX′(d). Se B1 = {Λf1 , . . . ,Λfr} então B1 é um subconjunto linearmente independente de CX(d)
e

| supp(B1)| = η · | supp(B3)|. (4.18)

Teorema 4.3.2. Sejam X ⊆ P
m−1 e X ′ ⊆ P

s−1, com s < m, dois conjuntos toricos parametrizados
por alguns monômios de modo que X ′ esteja mergulhado em X e |X| = η|X ′|. Então

dr(CX(d)) ≤ η · dr(CX′(d)) para todo r = 1, . . . , HX(d). (4.19)

Demonstração. Seja W1 o subespaço de CX′(d) com dimFq
W1 = r e tal que dr(CX′(d)) =

| supp(W1)|.
Seja B3 = {∆f1 , . . . ,∆fr} uma base de W1, onde fi ∈ Fq[X1, . . . , Xs]d para todo i = 1, . . . , r.
Note que dr(CX′(d)) = | supp(W1)| = | supp(B3)|.
Seja W2 o subespaço de CX(d) gerado por B1 = {Λf1 , . . . ,Λfr}. Pelo Lema (4.3.1) concluimos
que B1 é uma base de W2 e | supp(W2)| = | supp(B1)| = η · | supp(B3)| = η · dr(CX′(d)).
Então

dr(CX(d)) ≤ | supp(W2)| = η · dr(CX′(d)).

Corolário 4.3.3. Sejam X ⊆ P
m−1 e X ′ ⊆ P

s−1, com s < m, conjuntos tóricos parametrizados por
alguns monômios de mesmo grau α de modo que X ′ está mergulhado em X e |X| = η|X ′|. Então

⌈

|X| · dr(CTn−1
(αd))

(q − 1)n−1

⌉

≤ dr(CX(d)) ≤ η · dr(CX′(d)), para todo r = 1, . . . , HX(d).

Demonstração. A demonstração é consequência imediata dos teoremas acima. Uma das de-
sigualdades é dada pelo teorema 4.2.2 e a outra é dada pelo teorema 4.3.2.
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Exemplo 4.3.4. Seja Fq um corpo finito com q elementos. Seja G = K7 o grafo completo com 7
vértices, e seja X o conjunto tórico parametrizado por suas arestas. Assim |X| = (q − 1)6. Além
disso seja G ′ o grafo bipartido completo K3,4 e sejaX ′ o conjunto tórico parametrizado por suas arestas.
Então X ′ = (q − 1)5 e X ′ está mergulhado em X .

t4

t1

t5

t2

t6

t3

t7 t5 t6

t7t4

t1 t3

t2

Assim η = q − 1 e, pelo Teorema 4.3.2, d2(CX(d)) ≤ (q − 1) · d2(CX′(d)), mas devido ao fato de
CX′(d) = CT2

(d))⊗ CT3
(d)), onde ⊗ é o produto tensorial de espaços lineares, obtemos

d2(CX′(d)) = min{d1(CT2
(d)) · d2(CT3

(d)), d2(CT2
(d)) · d1(CT3

(d))}.

Se tomarmos q = 3 e d = 1 obtemos

d2(CX(1)) ≤ 2 ·min{d1(CT2
(1)) · d2(CT3

(1)), d2(CT2
(1)) · d1(CT3

(1))}.

Utilizando o software Macaulay2 computamos os seguintes valores: d1(CT2
(1)) = 2, d2(CT3

(1)) = 6,
d1(CT3

(1)) = 4 e d2(CT1
(1)) = 3. Portanto d2(CX(1)) ≤ 24. Neste caso, a cota de Singleton é:

d2(CX(1)) ≤ |X|+ 2−HX(1) = 26 + 2− 21 = 45.

Além disso a cota de Plotkin é:

d2(CX(1)) ≤

⌊

|X| · (q2 − 1)qHX(1)−2

qHX(1) − 1

⌋

=

⌊

26(32 − 1)319

321 − 1

⌋

= 56.

Se tomarmos q = 5, d = 1 a cota apresentada é d2(CX(1)) ≤ 4 · d2(CX′(1)) = 2880. A cota de

Singleton é d2(CX(1)) = 46+2−21 = 4077. A cota de Plotkin é d2(CX(1)) ≤ b46(52−1)519

521−1
c = 3932.

Então, em ambos casos (q = 3 e q = 5), a cota aqui apresentada refina mais que a cota de Singleton e
que a cota de Plotkin.
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