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- Ao colega Vińıcius Ruela Perreira Borges pelo incentivo e apoio durante todo o Mestrado

e que muito contribuiu neste trabalho, realizando a maior parte das análises computacionais

aqui apresentadas.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns problemas de processamento de imagens cujas formulações

são variacionais. Para exemplificar estas formulações consideramos o modelo proposto pelos

autores Rudin, Osher e Fatemi (ROF) para o problema de remoção de rúıdos. Para um melhor

entendimento do problema alguns conceitos do Cálculo Variacional, em especial as equações

de Euler-Lagrange, Variação Total (TV) em imagens e alguns problemas de processamento

de imagens baseados em TV são abordados. Estudaremos a formulação Primal e Dual de

um modelo variacional, a equivalência entre as formulações, bem como métodos de resolução.

Daremos ainda uma formulação Primal-Dual e o respectivo algoritmo numérico. Aplicações em

problema de remoção de rúıdos e segmentação de imagens serão apresentados para exemplificar

a eficácia da metodologia.
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Abstract

This work presents some problems of image processing whose formulations are variational. To

illustrate these formulations, we consider the model proposed by Rudin, Osher and Fatemi

(ROF), in which deals with image denoising. For a better understanding, we explore some

variational calculus concepts, as Euler-Lagrange equations, Total Variation (TV) regularizing

terms and image processing methods based on TV . We discuss primal and dual formulations of

a variational model, the equivalence between them and its resolution methods. Furthermore, we

study a Primal-Dual formulation and its numerical algorithm. Applications related to denoising

and image segmentation are presented to illustrate the effectiveness of the methodology.

Keywords: image restoration, BV spaces, Euler-Lagrange equation, Total Variation, Primal

and Dual formulation.
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6.4 Problema de remoção de rúıdos. Imagem retirada de [6]. . . . . . . . . . . . . . 90
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Introdução

Modelos de restauração de imagens com base na Variação Total (TV) tem se tornado muito

populares desde sua introdução nos trabalhos [28] e [30]. Este é um dos principais problemas

no processamento de imagem digital e as técnicas variacionais têm sido bastante utilizadas na

formulação de tais modelos. Em geral, estas formulações apresentam dois termos principais:

o termo de difusão e o termo de fidelidade. Para melhor entendimento e resolução de tais

formulações abordaremos alguns aspectos do Cálculo Variacional, principalmente as Equações

de Euler-Lagrange, e alguns problemas de Variação Total em Imagens. Para exemplificar tal

formulação, consideraremos um dos modelos mais usados em processamento de imagens, que é

devido a Rudin, Osher e Fatemi (ROF) [30], e que consiste em encontrar a solução de

min
u

∫
Ω

J(u) +
∥u− I∥2

2λ
, (1)

onde u representa a imagem original, I a imagem observada, dada por I = u + η, η o rúıdo,

λ uma constante positiva e J(u) a variação total da imagem u no seu domı́nio Ω. Tal modelo,

apesar de ser formulado para resolver o problema de remoção de rúıdos, pode ser estendido para

outros problemas de restauração de imagens, como por exemplo, deblurring, retoque digital,

zoom e segmentação de imagens.

Ao longo dos anos, desde o surgimento do modelo ROF, vários algoritmos foram desenvolvi-

dos para resolver ou a formulação primal ou a formulação dual deste modelo. Faremos agora,

um breve histórico de alguns desses modelos.

No trabalho original de Rudin, Osher e Fatemi, os autores propuseram resolver a equação de

Euler-Lagrange associada ao problema (1) por um método conhecido como “marcha no tempo”.

A desvantagem apresentada por este método é o fato de ser muito lento. Em 1996, Vogel e

Oman, em seu trabalho [36], propuseram resolver a mesma equação de Euler-Lagrange, porém

,agora, através do método de iteração do ponto fixo. Este método requer resolver um sistema

1
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linear a cada iteração, e é mais rápido que o método proposto anteriormente.

A idéia da dualidade e do sistema Primal-Dual foi introduzida por Chan, Golub e Mulet

em [9], onde os autores resolveram o sistema Primal-Dual através do método de Newton. Já

o problema dual de ROF foi abordado por Chambolle em [6], onde propôs um algoritmo semi-

impĺıcito do tipo gradiente descendente com base em algumas observações sobre os multipli-

cadores de Lagrange.

Depois destes, podemos ainda ressaltar o algoritmo proposto por Goldfarb e Yin detalhado

em [19], o método proposto por Wang, Yin e Zhang detalhado em [40] e o modelo de Goldstein

e Osher dado em [20].

Neste trabalho, vamos abordar três formas de resolver problemas variacionais de processa-

mento de imagens: resolução na formulação Primal, na formulação Dual e através do sistema

Prima-Dual. Apresentaremos a formulação Primal e Dual do modelo ROF, abordaremos um

algoritmo proposto por Chambolle para a resolução do problema (1) em sua formulação Dual,

bem como sua aplicação na solução de problemas de segmentação de imagens com base no

modelo de Competição entre Regiões e também de problemas de remoção de rúıdos com base

no modelo ROF. Para finalizar, apresentaremos um método que combina as duas formulações,

Primal e Dual, tirando vantagens de ambas, como também apresentaremos resultados experi-

mentais para ilustração e comparações com outros métodos existentes.

Este trabalho esta dividido em Caṕıtulos do seguinte modo:

No Caṕıtulo 1, serão apresentados alguns conceitos, definições e resultados referentes aos

espaços Ck(Ω), Lp(Ω), W k,p(Ω) e BV (Ω).

No Caṕıtulo 2, será apresentado um estudo sobre Métodos Variacionais para problemas de

valor de contorno, juntamente com a equação de Euler-Lagrange para o caso n-dimensional.

No Caṕıtulo 3, será apresentado os trabalhos pioneiros de Variação Total em imagens,

realizados pelos autores Rudin, Osher e Fatemi em [30], cujo modelo é proposto para resolver

o problema de remoção de rúıdos, e Mumford e Shah em [28], proposto para o problema

de segmentação de imagens. Apresentamos também outros problemas de processamento de

imagens cujas formulações são baseadas em Variação Total.

No Caṕıtulo 4, será estudado as formulações do modelo ROF, dando um método de resolução

na formulação primal, a equivalência entre as formulações primal e dual, e um breve estudo

sobre a discretização da equação do fluxo utilizada na resolução de ambas formulações.

No Caṕıtulo 5, será estudado o algoritmo proposto por Chambolle em [6] para resolver o

problema (1) na sua formulação Dual. Será apresentado a definição de Variação Total e do

operador divergente no conjunto discreto, além da prova da convergência do algoritmo.
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No Caṕıtulo 6, será apresentado a aplicação do algoritmo proposto por Chambolle no

problema de segmentação de imagens e eliminação de rúıdos. Especificamente abordaremos

a aplicação no modelo de Competição entre Regiões Fuzzy [27] e modelo ROF [30].

No Caṕıtulo 7, será apresentado uma proposta de solução de problemas variacionais usando

a formulação Primal-Dual proposto por Zhu e Chan em [38]. Para exemplificar será usado o

modelo ROF. Tal formulação tem como motivação sanar as dificuldades de ambas formulações

quando tratadas individualmente, de modo que uma formulação sane a dificuldade da outra.

Será também apresentado resultados comparativos.

Karla Barbosa de Freitas

Uberlândia-MG, 23 de Agosto de 2011.



Caṕıtulo 1

Preliminares e Definições Gerais

Neste caṕıtulo iremos apresentar os pré-requisitos necessários para a compreensão dos caṕıtulos

seguintes, como também, algumas definições, teoremas e notações a serem utilizadas durante

este trabalho.

1.1 Conceitos Básicos

Definição 1.1 Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e x ∈ Ω, x = (x1, ..., xn). Define-se produto

interno e norma no Rn por:

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi , x, y ∈ Rn (1.1)

e

|x| = (x · x)
1
2 , x ∈ Rn. (1.2)

Definição 1.2 Seja Ω ⊂ Rn. Uma função f : Ω → Rn é dita ser Lipschitiziana se existir uma

constante C tal que:

|f(x) − f(y)| ≤ C|x− y|,

para todo x, y ∈ Ω.

4
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Definição 1.3 Definimos por H(x) a função Heaviside (função degrau unitário) determi-

nada por:

H(x) =

 0, se x < 0,

1, se x ≥ 0.

A seguir, enunciaremos dois importantes resultados da Teoria de Integração de Lebesgue.

Teorema 1.1 (Lema de Fatou 7.20 de [21]) Suponha que {fk}∞k=1 são não negativas e

mensuráveis. Então:

∫
Rn

lim
k→∞

inf fk(x) dx ≤ lim
k→∞

inf

∫
Rn

fk(x) dx.

Teorema 1.2 (Teorema de Lebesgue da Convergência Dominada 7.22 de [21])

Suponha que {fk}∞k=1 sejam integráveis e fk → f em quase todo ponto (q.t.p). Suponha também

que |fk| ≤ g em quase toda parte, para alguma função integrável g, então f é integrável e:

∫
Rn

fk(x)dx →
∫
Rn

f(x)dx, com k → ∞.

Relembremos agora a definição e um resultado do Operador Adjunto.

Definição 1.4 O adjunto de um operador linear T : V → V , onde V é um espaço vetorial

munido de um produto interno, é o operador T ∗ tal que:

⟨T (u), v⟩ = ⟨u, T ∗(v)⟩,∀u, v ∈ V.

Definição 1.5 Definimos subdiferencial de J e denotamos por ∂J o seguinte conjunto:

∂J(u) = {w ∈ X; J(v) ≥ J(u) + ⟨w, v − u⟩X ∀v ∈ X}.

onde ⟨u, v⟩X =
∑

i,j ui,j vi,j, ∀u, v ∈ X ou considerando x(j−1)N+i = ui,j e y(j−1)N+i =

vi,j 1 ≤ i, j ≤ N , temos que ⟨u, v⟩X =
∑N2

i=1 uivi, e X é o espaço euclidiano RN×N .

Proposição 1.1 (Proposição 5.1 de [16]) Seja F uma função de V em R e F ∗ seu adjunto.

Assim u∗ ∈ ∂F (u) se e só se F (u) + F ∗(u∗) = ⟨u, u∗⟩.

Demonstração

Podemos encontrar a demonstração desta proposição em [16].
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Definição 1.6 Consideremos o problema de encontrar v∗ ∈ K tal que:

⟨v − v∗, F (v∗)⟩ ≥ 0, ∀v ∈ K. (1.3)

O problema acima é chamado de inequação variacional, denotado por VI(K,F), com v∗

sendo uma solução.

Definição 1.7 Um operador linear F : H → H, onde H é o espaço de Hilbert, é dito ser

1. monotônica se ⟨u− v, F (u) − F (v)⟩ ≥ 0, ∀u, v ∈ H.

2. fortemente monotônica se ∃ν > 0 tal que ⟨u− v, F (u) − F (v)⟩ ≥ ν∥u− v∥2, ∀u, v ∈ H.

3. pseudo-monotônica se ⟨u− v, F (v)⟩ > 0 ⇒ ⟨u− v, F (u)⟩ ≥ 0, ∀u, v ∈ H.

Definição 1.8 Uma componente conexa em u é um subconjunto de Ω , onde todos os pares

(p, q) de pontos são conexos (i.e. existe um caminho de p a q e um caminho de q a p, que não

são necessariamente os mesmos).

Definição 1.9 Uma função f de [a,b] em R é dita convexa se o conjunto:

{(x, y) ∈ R2| y ≥ f(x)}

for um conjunto convexo. Isto equivale a afirmar que, para quaisquer x e y pertencentes a

[a,b] e para todo t ∈ [0, 1], tem-se:

f(tx + (1 − t)y) < tf(x) + (1 − t)f(y).

Com isso, dizemos que uma aplicação x → f(x) é convexa se, f(x) for uma função convexa.

Definição 1.10 Um conjunto fuzzy pode ser caracterizado por uma função de pertinência que

mapeia todos os elementos de um domı́nio, espaço ou universo de discurso X para um número

real em [0,1], isto é, Ã : X → [0, 1]. Um conjunto fuzzy apresenta-se como um conjunto

de pares ordenados, em que o primeiro elemento é x ∈ X, e o segundo, µÃ(x), é o grau de

pertinência ou a função de pertinência de x em Ã, que mapeia x no intervalo [0,1], ou seja,

Ã = {(x, µÃ(x))| x ∈ X}.
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1.2 Espaço das Funções Cont́ınuas Ck(Ω)

Nesta seção, definiremos o espaço das funções cont́ınuas Ck(Ω), suporte compacto e medida

de Radon.

Definição 1.11 Seja u : Ω ⊂ Rn → R então definimos suporte de u como sendo:

supp u = Ω ∩ {x;u(x) ̸= 0}.

Definição 1.12 Seja α = (α1, ..., αn) uma n-úpla de inteiros não-negativos, então α é chamado

de multi-́ındice e seu comprimento é dado por:

|α| =
n∑

i=1

αi.

Por simplicidade, denotaremos os operadores derivadas parciais, gradiente de uma função e

a derivada de ordem superior, respectivamente por:

uxi
=

∂u(x)

∂xi

, 1 ≤ i ≤ n;

∇u(x) =

(
∂u(x)

∂x1

, ...,
∂u(x)

∂xn

)
;

Dαu(x) =
∂|α| u

∂xα1
1 ......∂xαn

n

(x).

A partir destas definições apresentaremos agora as definições do espaço das funções cont́ınuas.

Definição 1.13 Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e u : Ω → R uma função cont́ınua, então:

i) Ck(Ω) = {u; Dαu ∈ C(Ω), α ∈ Am com 0 < m ≤ k}, sendo o conjunto Am dado por:

Am =

{
α = (α1, ..., αn); αi ≥ 0 um inteiro e

n∑
i=1

αi = m

}
;

ii) C0(Ω) = {u ∈ C(Ω); supp u ⊂ Ω é compacto};

iii) Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω);

iv) Ck(Ω) = {u ∈ Ck(Ω); Dαu é uniformente cont́ınua para todo |α| ≤ k},

onde C0(Ω) = C(Ω) = conjunto de todas as funções cont́ınuas u : Ω → R.
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Devemos observar que C(Ω) é o conjunto de todas a funções cont́ınuas u : Ω → R cuja

continuidade pode ser estendida para Ω. Assim, se u ∈ Ck(Ω) então Dαu pode ser estendida

continuamente para (Ω) para cada multi-́ındice α, com |α| ≤ k.

Definição 1.14 Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, então define-se C0,1(Ω) como o conjunto

formado pelas funções u ∈ C(Ω) tais que:

[u]C0,1(K) = sup
x,y∈K, x ̸=y

{
|u(x) − u(y)|

|x− y|α

}
< ∞,

para todo conjunto compacto K ⊂ Ω.

Definição 1.15 i) Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado. Dizemos que Ω tem fronteira

Ck, k ≥ 1 se para todos x ∈ ∂Ω existir uma vizinhança U ⊂ Rn de x e uma aplicação bijetora

H : Q → U , onde

Q = {x ∈ Rn; |xj| < 1, j = 1, 2, ...., n}

e

H ∈ Ck(Q), H−1 ∈ Ck(U), H(Q+) = U ∩ Ω, H(Q0) = U ∩ ∂Ω,

com Q+ = {x ∈ Q, xn > 0} e Q0 = {x ∈ Q;xn = 0}, onde ∂Ω = fronteira de Ω e Ω = Ω∪ ∂Ω

o fecho de Ω.

ii) Se H está apenas em C0,1 dizemos que Ω é um conjunto aberto, limitado e com fronteira

Lipschitz.

Definição 1.16 Se 0 < γ ≤ 1, então Ck,γ é o espaço de funções cont́ınuas u em Ω tal que

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|γ, para alguma constante C, x e y ∈ Ω. Isso é chamado de espaço de

Holder de funções cont́ınuas com expoente γ.

Definição 1.17 Definimos:

Cc(X) = {u : X ⊂ Rn → R; u é cont́ınua e supp (u) é compacto},

então Cc(X) é um R -espaço vetorial que coincide com C(X) para X compacto.
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Definição 1.18 Seja µ uma medida de Borel em X e E um subconjunto de Borel de X. A

medida µ é chamada de outer regular em E se :

µ(E) = inf{µ(U); U ⊃ E, U aberto}

e inner regular em E se:

µ(E) = sup{µ(K); K ⊂ E, K compacto}.

Se µ é outer e inner regular em todos os conjuntos de Borel então µ é chamada de regular.

Definição 1.19 Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel que é finita em todo

conjunto compacto, outer regular em todo conjunto de Borel e inner regular em todo conjunto

aberto. (Maiores detalhes ver [21])

1.3 Espaços Lp

Daremos nesta seção a definição do espaço Lp e alguns resultados importantes sobre estes

espaços.

Definição 1.20 Seja Ω ⊂ Rn mensurável e 1 ≤ p < ∞, definimos Lp(Ω) como a classe de

funções mensuráveis, u : Ω → R, tais que:

∫
Ω

|u(x)|pdx < +∞.

Para u ∈ Lp(Ω) define-se:

∥u∥Lp(Ω) :=

[∫
Ω

|u(x)|pdx

] 1
p

, (1.4)

onde ∥f∥Lp(Ω) define uma norma para este espaço (ver [23]).

Definição 1.21 Seja Ω ⊂ Rn mensurável e p = ∞. Assim, define-se L∞(Ω) como sendo o

espaço das funções mensuráveis u : Ω → R e limitadas em Ω, ou seja, existe uma constante

λ ∈ R tal que:

|u(x)| ≤ λ, q.t.p. x ∈ Ω.
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Para u ∈ L∞(Ω) definimos:

∥u∥L∞ = inf{λ ∈ R; |u(x)| ≤ λ, q.t.p. x ∈ Ω} = inf ess sup |u|

Como em Lp(Ω), podemos demonstrar que o espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach. (ver

[23])

Agora apresentaremos definições e alguns resultados da convergência forte, fraca e fraca

estrela.

Definição 1.22 Seja Ω ⊂ Rn uma região aberta e 1 ≤ p ≤ +∞. Então:

i) Uma sequência {un}∞n=1 converge fortemente para u, se un e u ∈ Lp e ainda se:

lim
n→∞

∥un(x) − u(x)∥Lp(Ω) = 0.

Denotamos a convergência forte em Lp(Ω) por un → u em Lp.

ii) Se 1 ≤ p < ∞, dizemos que a sequência {un}∞n=1 converge fracamente para u, se un e

u ∈ Lp e ainda se:

lim
n→∞

∫
Ω

[un(x) − u(x)]φ(x)dx = 0, ∀φ ∈ Lq(Ω),

onde 1
p

+ 1
q

= 1 e denotamos a convergência fraca em Lp(Ω) por: un ⇀ u em Lp.

iii) Se p = ∞ a sequência un é dita convergir fracamente estrela para u se un e u ∈ L∞(Ω)

e se:

lim
n→∞

∫
Ω

[un(x) − u(x)]φ(x)dx = 0, ∀φ ∈ L1(Ω).

Denotamos a convergência fraca estrela em L∞(Ω) por : un
∗
⇀ u em L∞(Ω).

Observação 1.1 Notemos que:

un → u em Lp ⇒

 un ⇀ u em Lp, 1 ≤ p < ∞,

un
∗
⇀ u em L∞, p = ∞.
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Teorema 1.3 Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto e limitado. Então tem-se as seguintes

propriedades:

1. Se un
∗
⇀ u em L∞, então un ⇀ u em Lp, ∀ 1 ≤ p < ∞.

2. Se un → u em Lp, então ∥un∥Lp → ∥u∥Lp com 1 ≤ p ≤ ∞.

3. Se 1 ≤ p < ∞ e se un ⇀ u em Lp, então existe uma constante δ > 0 tal que:

∥un∥Lp ≤ δ

e mais ainda:

∥u∥Lp ≤ lim
n→∞

inf ∥un∥Lp .

4. Se 1 < p < ∞ e se existir uma constante δ > 0 tal que ∥un∥Lp ≤ δ, então existe uma

subsequência {unk
} e u ∈ Lp tal que unk

⇀ u em Lp.

5. Se 1 ≤ p < ∞, então existe uma sequência uk ∈ C∞
0 tal que

lim
k→∞

∥uk − u∥ = 0.

Demonstração

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [23].

Definição 1.23 Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e 1 ≤ p ≤ ∞. Dizemos que u ∈ Lp
loc(Ω) se

u ∈ Lp(K) para todo conjunto aberto K, onde K ⊂ Ω e K é compacto.

1.4 Espaços de Sobolev, W k,p(Ω)

Nesta seção apresentaremos a definição dos espaços de Sobolev e algumas propriedades im-

portantes sobre estes espaços. Antes porém, iremos apresentar uma motivação para as derivadas

fracas, chamando as funções ϕ ∈ C∞
0 (Ω) de funções teste, ϕ : Ω → R com suporte compacto

em Ω, e lembrando que C∞
0 (Ω) representa o espaço das funções infinitamente diferenciáveis.

Sejam u ∈ C1(Ω) e ϕ ∈ C∞
0 (Ω), então ao usarmos integração por partes temos que:
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∫
Ω

uϕxi
dx = −

∫
Ω

uxi
ϕ dx, (i = 1, ..., n). (1.5)

Não existe condição de contorno, já que ϕ tem suporte compacto em Ω e por isso se anula

próximo de ∂Ω. De uma forma mais geral, seja k um inteiro positivo, u ∈ Ck(Ω) e α =

(α1, ...., αn) um multi-́ındice de ordem |α| = α1 + ...αn = k, temos então que:

∫
Ω

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫
Ω

Dαuϕ dx. (1.6)

A igualdade acima é válida pois:

Dαϕ(x) =
∂|α|ϕ(x)

∂α1
x1 ...∂αn

xn

=
∂α1

∂α1
x1

...
∂αn

∂αn
xn

ϕ(x)

e assim podemos aplicar (1.5) |α| vezes.

Agora, examinado a igualdade (1.6), válida para u ∈ Ck(Ω) podemos nos perguntar: alguma

variação desta igualdade poderia ser válida caso u não fosse k vezes diferenciável? Temos que

o lado esquerdo de (1.6) faz sentido para u apenas localmente integrável, e o problema é que

u não é Ck, assim a expressão Dαu do lado direito de (1.6) não tem sentido. Este problema

estará resolvido se existir uma função localmente integrável v para que (1.6) seja válida, com

v no lugar de Dαu.

Definição 1.24 Suponha que u, v ∈ L1
loc(Ω) e seja α um multi-́ındice. Dizemos que v é a α−

ésima derivada parcial fraca de u, e escrevemos v = Dαu, se:

∫
Ω

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫
Ω

vϕ dx, (1.7)

para toda função teste ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Definição 1.25 O espaço de Sobolev, W k,p(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞ e k um inteiro não negativo,

consiste de todas as funções u : Ω → R ∈ Lp(Ω), tal que, para cada multi-́ındice α com |α| ≤ k,

Dαu existe no sentido fraco e pertence a Lp(Ω), ou seja:

W k,p = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), para 0 ≤ |α| ≤ m}.
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Ilustrando, temos que:

W 1,2 = {u ∈ L2(Ω); uxi
∈ L2(Ω)},

onde uxi
é a derivada parcial na variável xi no sentido fraco. Geralmente escreve-se H1(Ω) =

W 1,2(Ω). A letra H é usada devido ao fato de H1(Ω) ser um espaço de Hilbert.

Definição 1.26 Seja u ∈ W k,p(Ω) então define-se sua norma, como sendo:

∥u∥Wk,p(Ω) =


(∑

|α|≤k

∫
Ω
|Dαu|pdx

) 1
p

, se 1 ≤ p < ∞,∑
|α|≤k ess supΩ |Dαu|, se p = ∞.

Depois de definirmos a norma em W k,p(Ω) podemos definir convergência no espaço de

Sobolev do seguinte modo:

Definição 1.27 Sejam {uk}∞k=1 uma sequência em W k,p(Ω) e u ∈ W k,p(Ω).

i) Dizemos que uk converge para u e denotamos por:

uk → u em W k,p(Ω)

se

lim
k→∞

∥uk − u∥Wk,p(Ω) = 0.

ii) Escrevemos

uk → u em W k,p
loc (Ω)

quando:

uk → u em W k,p
loc (V )

para cada V ⊂ V ⊂ U e V compacto. Dizemos que u ∈ W k,p
loc (Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞ e k um inteiro

não negativo se u ∈ W k,p(K), para todo conjunto aberto e compacto K, onde K ⊂ Ω.

Maiores detalhes deste espaço, com propriedades e resultados pode ser encontrado em [25].
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1.5 Espaço das funções de variação limitada, BV (Ω)

Nesta seção apresentaremos a definição e alguns conceitos sobre as funções de variação limi-

tada, já que na maior parte deste trabalho iremos procurar soluções (funções) no espaço BV (Ω).

Definição 1.28 Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e seja u ∈ L1(Ω), então definimos:

∫
Ω

|∇u| = sup

{∫
Ω

u divφdx; φ ∈ C1
0(Ω;Rn), |φ(x)| ≤ 1, para x ∈ Ω

}
,

onde, divφ =
∑n

i=1

∂φi

∂xi

.

Definição 1.29 O espaço BV (Ω) é definido da seguinte forma:

BV (Ω) =

{
u ∈ L1(Ω);

∫
Ω

|∇u| < ∞

}
,

e uma norma no espaço BV (Ω) será dada por:

∥u∥BV (Ω) = ∥u∥L1(Ω) +

∫
Ω

|∇u|.

As propriedades de norma são facilmente verificadas a partir da definição da norma de u em

L1(Ω) e da definição de
∫
Ω
|∇u|.

Teorema 1.4 (Teorema 1.17 de [18]) Seja u ∈ BV (Ω). Então existe uma sequência {uj} em

C∞(Ω) tal que:

lim
j→∞

∫
Ω

|uj − u|dx = 0

e

lim
j→∞

∫
Ω

|∇uj|dx =

∫
Ω

|∇u|dx.

Demonstração A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [14] e [18].

�
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Observação 1.2 Se u ∈ BV (Ω) ∩ L2(Ω) e ∂Ω é a fronteira Lipschitz, então existe uma

sequência de funções {un} ⊂ C∞(Ω) tal que:

un → u em L2(Ω)

e

∫
Ω

|∇un| dx →
∫
Ω

|∇u|.

A demonstração desta observação pode ser encontrada em [14].

Usando a observação anterior e com uma pequena modificação do Teorema 1.4 podemos ter

un ∈ C∞ ∩W 1,1 ∩ L2(Ω) tal que:

un → u em L2(Ω)

e

∫
Ω

|∇un| dx →
∫
Ω

|∇u| dx.

A modificação citada pode ser encontrada em [14].

1.6 Condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

As condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) são úteis para encontrar soluções de problemas

de otimização em programação não-linear, desde que algumas condições de regularidade estejam

satisfeitas.

Suponhamos que a função a ser minimizada seja u : Rn → R, e as funções de restrições

sejam gi : Rn → R e hj : Rn → R. Além disso, suponhamos também que estas funções

sejam continuamente diferenciáveis em um ponto x∗. Se x∗ é um mı́nimo local que satisfaz

todas as restrições, então existem constantes µi (i = 1, ...,m) e λj (j = 1, ..., l), chamados de

multiplicadores de Lagrange, de tal forma que:

−∇u(x∗) +
m∑
i=1

µi∇gi(x
∗) +

l∑
j=1

λj∇hj(x
∗) = 0

Estas condições são conhecidas como condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Maiores detalhes sobre estas condições e exemplos de sua aplicação pode ser encontrada em

[22].



Caṕıtulo 2

Cálculo Variacional

Neste caṕıtulo, vamos introduzir conceitos básicos do Cálculo Variacional com intuito de apre-

sentar resultados necessários para a análise dos modelos propostos nos caṕıtulos subsequentes.

Podemos ver o Cálculo Variacional como o cálculo diferencial no espaço das funções onde

tentaremos, sobre espaços apropriados, encontrar funções que minimizem certos funcionais.

Para encontrar tais funções, consideraremos funções u : Ω ⊂ Rn → R.

2.1 Preliminares

O Cálculo Variacional visa fundamentalmente investigar máximos e mı́nimos de funcionais.

Portanto, nesta seção, vamos apresentar algumas definições e teoremas que irão garantir a

existência e unicidade de pontos de mı́nimo dos funcionais em questão e, consequentemente,

a existência e unicidade de soluções dos problemas de valor de contorno associados a estes

funcionais. Consideraremos funcionais do tipo I : V → R, onde V ⊂ C[a, b] é chamado de

conjunto das funções adimisśıveis de I, e se um elemento v ∈ V , então ele poderá ser

escrito como v = v(x), a ≤ x ≤ b.

Definição 2.1 Dados v ∈ V e ε > 0, definimos vizinhança de v ∈ V de raio ε > 0 como:

B(v, ε) = {w ∈ V | 0 ≤ ∥v − w∥L2[a,b] < ε}.

Definição 2.2 Seja o funcional I : V → R. Então se existe ε > 0, tal que, I(v̌) ≤ I(v),

∀v ∈ B(v̌, ε), temos que v̌ ∈ V é um mı́nimo local de I. Agora, se I(v̌) < I(v), ∀v ∈ B(v̌, ε),

com v ̸= v̌, então v̌ é um mı́nimo local forte de I.

16
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Definição 2.3 Seja o funcional I : V → R. Então se I(v̌) ≤ I(v), ∀v ∈ V , temos que v̌ ∈ V é

um mı́nimo global de I. Agora, se I(v̌) < I(v), ∀v ∈ V , com v ̸= v̌, então v̌ é um mı́nimo

global forte de I.

Temos que o conjunto V poderá ser, ou não, um espaço linear, porém em ambos os casos

será posśıvel encontrar o seguinte conjunto:

Ṽ = {η| η = v − w com v,w ∈ V }, (2.1)

que é um espaço linear, chamado de espaço das funções teste. Deste modo, temos que o

conjunto V poderá ser escrito como V = {w| w = v∗ + η, η ∈ Ṽ }, sendo v∗ um elemento

arbitrário, porém fixo, de V .

Observemos ainda que, a vizinhança B(v, ε) dada da Definição 2.1 é equivalente a vizinhança

definida por

B̆(v, ε) = {w ∈ V | w = v + τη; η ∈ Ṽ ; ∥η∥L2[a,b] = 1; τ ∈ (−ε, ε)}.

De fato, seja w ∈ B(v, ε), i.e., 0 ≤ ∥v − w∥L2[a,b] < ε. Observemos que:

w = v +
w − v

∥w − v∥L2[a,b]

· ∥w − v∥L2[a,b].

Assim, tomando η = w−v
∥w−v∥L2[a,b]

, temos que

∥η∥L2[a,b] = 1,

e desta forma, fazendo τ = ∥w − v∥L2[a,b] tem-se que τ ∈ (−ε, ε). Logo, w = v + τη, ∀v ∈ V

com v ̸= w, ou seja, temos que w ∈ B̆(v, ε).

Analogamente, seja w ∈ V com w = v + τη, v ∈ V , η ∈ Ṽ , ∥η∥L2[a,b] = 1 e τ ∈ (−ε, ε).

Como w = v + τη, temos que w − v = τη, assim:

∥w − v∥L2[a,b] = ∥τη∥L2[a,b] = |τ |∥η∥L2[a,b].

Logo, 0 ≤ ∥w − v∥L2[a,b] = τ , ou seja, 0 ≤ ∥w − v∥L2[a,b] < ε. Assim, w ∈ B(v, ε). Portanto,

concluimos que as duas vizinhanças B(v, ε) e B̆(v, ε) definidas acima são iguais.
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Definição 2.4 Seja o funcional I : V → R. Sejam v ∈ V e η ∈ Ṽ dados, onde ∥η∥L2[a,b] = 1,

e suponhamos que para algum τ0 > 0, a função I(v + τη) com |τ |L2[a,b] < τ0, tenha derivada de

ordem m cont́ınua com relação a τ . Então, a derivada direcional de ordem m de I em v

na direção de η é:

I(m)(v; η) =
dmI(v + τη)

dτm

∣∣∣∣∣
τ=0

.

Definição 2.5 Seja o funcional linear I : V → R e suponha que para algum v̌ ∈ V , I(1)(v̌; η) =

0, ∀η ∈ Ṽ com ∥η∥L2[a,b] = 1. Então, v̌ é um ponto estacionário de I.

Teorema 2.1 Seja o funcional I : V → R e suponha que para algum v̌ ∈ V a derivada

direcional de primeira ordem I(1)(v̌, η) exista para todas as direções de η. Se v̌ é um mı́nimo

local de I então I é estacionário em v̌.

Demonstração:

De acordo com as hipóteses temos a seguinte expansão de Taylor para a função g(t) = I(v̌+τη)

numa vizinhança de v̌:

I(v̌ + τη) = I(v̌) + τI(1)(v̌; η) + O(τ),

para algum η ∈ Ṽ , ∥η∥L2[a,b] = 1, τ ∈ (−ε, ε), onde limτ→0
O(τ)
|τ | = 0 e O(τ) denota a ordem da

expansão de Taylor.

Assim,

I(1)(v̌; η) =
I(v̌ + τη) − I(v̌)

τ
− O(τ)

τ
.

Notemos que limτ→0
O(τ)
τ

= 0, pois limτ→0
O(τ)
|τ | = 0 e I(v̌ + τη) ≥ I(v̌), pois v̌ é um ponto de

mı́nimo local. Dessa forma, se τ > 0 então I1(v̌; η) ≥ 0, pois observemos que

I(1)(v̌; η) ≥ −O(τ)

τ
,

já que
I(v̌ + τη) − I(v̌)

τ
≥ 0. Assim,

lim
τ→0

I(1)(v̌; η) ≥ − lim
τ→0

O(τ)

τ
,
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logo, I(1)(v̌; η) ≥ 0. Agora, se τ < 0 então I(1)(v̌; η) ≤ 0, pois observemos que

I(1)(v̌; η) ≤ −O(τ)

τ
,

já que
I(v̌ + τη) − I(v̌)

τ
≤ 0. Assim,

lim
τ→0

I(1)(v̌; η) ≤ − lim
τ→0

O(τ)

τ
,

logo, I(1)(v̌; η) ≤ 0.

Portanto, temos que I(1)(v̌; η) = 0, ou seja, v̌ é um ponto estacionário de I.

�

Definição 2.6 Um funcional I : V → R é um funcional quadrático se satisfaz a seguinte

identidade:

I(v + τη) = I(v) + τI(1)(v, η) +
τ 2

2
I(2)(v, η),

∀v ∈ V, ∀η ∈ Ṽ com ∥η∥L2[a,b] = 1 e ∀τ ∈ R.

Teorema 2.2 Seja o funcional quadrático I : V → R. Então, v̌ ∈ V é o único mı́nimo local e

único mı́nimo global forte de I se:

1. I(1)(v̌; η) = 0, ∀η ∈ Ṽ , ∥η∥L2[a,b] = 1;

2. I(2)(v̌; η) > 0, ∀η ∈ Ṽ , ∥η∥L2[a,b] = 1.

Demonstração:

Seja I : V → R um funcional quadrático, ou seja, temos a seguinte igualdade:

I(v̌ + τη) = I(v̌) + τI(1)(v̌, η) +
τ 2

2
I(2)(v̌, η), ∀v̌ ∈ V, η ∈ Ṽ , ∥η∥L2[a,b] = 1 e ∀τ ∈ R.

Por hipótese, temos que I(1)(v̌; η) = 0, assim,

I(v̌ + τη) = I(v̌) +
τ 2

2
I(2)(v̌, η),
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isto é, I(v̌ + τη) > I(v̌), ∀η ∈ Ṽ , ∀τ ∈ R, τ ̸= 0. Assim, I(v) > I(v̌), ∀v ∈ V, v ̸= v̌, pois

V = {v̌ + τη| τ ∈ R, η ∈ Ṽ , ∥η∥L2[a,b] = 1}.

Logo, v̌ é um mı́nimo global forte de I.

Agora, suponhamos que w̌ seja um mı́nimo local de I. Então temos que

I(1)(w̌; η) = 0 e I(2)(w̌; η) ≥ 0.

Como I é quadrático temos que:

I(w̌ + τη) = I(w̌) + τI(1)(w̌; η) +
τ 2

2
I(2)(w̌; η),

assim,

I(w̌ + τη) = I(w̌) +
τ 2

2
I(2)(w̌; η),

isto é, I(w̌ + τη) ≥ I(w̌). Logo, I(v) ≥ I(w̌), ∀v ∈ V, v ̸= w̌, ou seja, w̌ é mı́nimo global de

I. Porém, observemos que se w̌ for um mı́nimo global de I, diferente de v̌, então segue que

I(w̌) ≤ I(v̌) < I(w̌), o que seria um absurdo. Portanto, w̌ = v̌ é o único mı́nimo global forte

de I.

�

Lema 2.1 Se G : [a, b] → R é uma função cont́ınua e se
∫ b

a
G(x)η(x) dx = 0 para toda função

diferenciável η : [a, b] → R tal que η(a) = η(b) = 0 então:

G(x) = 0, ∀x ∈ (a, b).

Demonstração:

Suponhamos por absurdo que G(x
′
) ̸= 0 para algum x

′ ∈ (a, b). Sem perda de generalidade,

vamos supor que G(x
′
) > 0. Pela hipótese da continuidade de G, temos que existe uma vizin-

hança de x
′
, digamos, c ≤ x

′ ≤ d tal que G(x) > 0,∀x ∈ [c, d], porém, com isso, temos que a

igualdade abaixo não se verifica para toda função diferenciável η
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∫ b

a

η(x)G(x) dx = 0.

Por exemplo, tomando-se a função

η(x) =


0 se a ≤ x ≤ c

(x− c)2(x− d)2 se c < x < d

0 se d ≤ x ≤ b

temos que η em particular é diferenciável e satisfaz as condições de contorno η(a) = η(b) = 0,

então temos que:

∫ b

a

G(x)η(x) dx =

∫ d

c

G(x)(x− c)2(x− d)2 dx,

e como supomos que G(x) > 0, ∀x ∈ (c, d), temos que

∫ b

a

G(x)η(x) dx ̸= 0,

o que contradiz a hipótese. Logo G(x) = 0, ∀x ∈ (a, b). Já o caso G(x
′
) < 0 é análogo e assim

o lema está provado.

�

Após termos provado as condições para que o funcional I tenha pontos de mı́nimo, veremos

na próxima seção como encontrar tais pontos através da equação de Euler-Lagrange.

2.2 Equação de Euler-Lagrange

Nesta seção, iremos introduzir alguns conceitos supondo que queremos resolver equações

diferenciais parciais que, por simplicidade, denotaremos da seguinte forma:

A[u] = 0. (2.2)

onde A[·] denota um posśıvel operador diferencial parcial não-linear e u é desconhecido.

Sabemos que não existe uma teoria geral para resolver tal EDP, porém, o cálculo variacional

identifica uma importante classe de tais problemas não-lineares que podem ser resolvidos usando
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técnicas de análise funcional. Esta é a chamada classe de problemas variacionais, ou seja, EDP

da forma (2.2), onde o operador não-linear A[·] é a “derivada” de um funcional de “energia”

apropriado I[·]. Simbolicamente, podemos escrever

A[·] = I(1)[·]. (2.3)

Assim, o problema (2.2) pode ser reescrito como

I(1)[u] = 0. (2.4)

Podemos dizer que a vantagem desta nova formulação é que agora é posśıvel reconhecer

soluções da equação (2.2) como sendo pontos cŕıticos do funcional I[·]. Em certas circunstâncias,

este fato pode ser facilmente determinado, como por exemplo, se supormos que o funcional I[·]

tenha um mı́nimo u, então a expressão (2.4) é válida e assim u é uma solução fraca da EDP

dada em (2.2). O que devemos observar é que quase sempre é dif́ıcil de se resolver a equação

(2.2) diretamente, podendo ser mais fácil encontrar um ponto de máximo, mı́nimo ou outros

pontos cŕıticos do funcional I[·].

Temos que inúmeras leis da Ciência originaram-se diretamente de prinćıpios variacionais, que

são problemas de valores de contorno nos quais procura-se uma função que satisfaça alguma

equação diferencial em uma região Ω, e determinadas condições em ∂Ω. Problemas deste

tipo tem a propriedade de que sua solução minimiza um certo funcional I[·], definido em um

determinado conjunto de funções, ou em outras palavras, esta solução é um ponto estacionário

do funcional I[·].

2.2.1 Primeira variação: equação de Euler-Lagrange

Vamos supor que Ω ⊂ Rn 1 seja um conjunto aberto, limitado e com fronteira ∂Ω suave.

Consideremos uma função suave L : Rn × R × Ω → R, chamada de função Lagrangeana e

denotada por:

L = L(p, z, x) = L(p1, ..., pn, z, x1, ..., xn)

com p ∈ Rn, z ∈ R e x ∈ Ω.

1Os casos onde Ω = [a, b] e Ω ⊂ R2 podem ser encontrados em [33].
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Substituindo as variáveis “p” por ∇w(x) e “z” por w(x), temos:

L = L(∇w(x), w(x), x).

Para simplificação das notações definimos:


DpL = (Lp1 , ..., Lpn)

DzL = Lz

DxL = (Lx1 , ..., Lxn)

e consideremos o seguinte funcional I[·]:

I[w] =

∫
Ω

L(∇w(x), w(x), x) dx (2.5)

onde a função w : Ω ⊂ Rn → R é suave e satisfaz a seguinte condição de contorno:

w = g em ∂Ω. (2.6)

Devemos observar que o funcional (2.5) é constrúıdo a partir da função Lagrangeana, onde

as variáveis p e z foram substitúıdas por ∇w(x) e w(x), respectivamente.

Suponhamos agora que, alguma função u com certa suavidade, satisfaça a condição de

contorno exigida (2.6), ou seja, que u = g em ∂Ω e também que, por sorte, u seja uma função

minimizadora do funcional I[·] dentre todas as funções w que também satisfazem (2.6). Iremos

mostrar que u é então, automaticamente, solução de uma certa equação diferencial parcial

não-linear.

Para confirmarmos este fato, escolhemos uma função qualquer v ∈ C∞
0 (Ω), e consideramos

a função i com valores reais, dada por:

i(τ) := I[u + τv], com τ ∈ R. (2.7)

Como por hipótese, u é um minimizador de I[·] e também u+ τv = u = g em ∂Ω, então temos

que a função i(·) atinge seu mı́nimo quando τ = 0, ou seja,

i
′
(0) = 0. (2.8)
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A derivada dada pela equação (2.8) é calculada de forma expĺıcita e é chamada de primeira

variação. De fato, fazendo substituições adequadas e algumas simplificações temos que a

equação (2.7) se reduz a

i(τ) =

∫
Ω

L(∇u + τ∇v, u + τv, x) dx. (2.9)

Assim, derivando a igualdade acima temos:

i
′
(τ) =

d

dτ

∫
Ω

L(∇u + τ∇v, u + τv, x) dx (2.10)

e, consequentemente,

i
′
(τ) =

∫
Ω

n∑
i=1

Lpi(∇u + τ∇v, u + τv, x)vxi
+ Lz(∇u + τ∇v, u + τv, x)v dx. (2.11)

Agora, fazendo τ = 0 deduz-se de (2.8) que

0 = i
′
(0) =

∫
Ω

n∑
i=1

Lpi(∇u, u, x)vxi
+ Lz(∇u, u, x)v dx,

e usando o fato de que v tem suporte compacto (ver definição 1.8) e também fazendo uso de

integração por partes, obtemos

0 = i
′
(0) =

∫
Ω

[
−

n∑
i=1

(Lpi(∇u, u, x))xi
+ Lz(∇u, u, x)

]
v dx.

Como esta igualdade é valida para todas as funções teste v, podemos concluir que u resolve a

seguinte EDP:

−
n∑

i=1

(Lpi(∇u, u, x))xi
+ Lz(∇u, u, x) = 0 em Ω. (2.12)

A equação dada acima é a chamada equação de Euler-Lagrange, associada ao funcional

de energia I[·], definido em (2.5).

De forma resumida podemos concluir que qualquer função suave que venha minimizar o

funcional I[·] é uma solução da equação de Euler-Lagrange dada em (2.12), e reciprocamente,

podemos tentar encontrar uma solução de (2.12) procurando por funções que minimizem (2.5).

Veremos agora um exemplo com a finalidade de enfatizar o processo de obtenção da equação

de Euler-Lagrange associada a um certo funcional I[·].
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Exemplo 2.1 Considere a função

L(p, z, x) = (1 + |p|2)
1
2

e o funcional

I[w] =

∫
Ω

(1 + |∇w|2)
1
2 dx.

Iremos determinar nos cálculos abaixo a equação de Euler-Lagrange do funcional dado acima.

Como L(p, z, x) = (1 + |p|2) 1
2 , temos que:


Lpi =

∂

∂pi

(
(1 + |p|2) 1

2

)
=

pi

(1 + |p|2) 1
2

;

Lz =
∂

∂z

(
(1 + |p|2) 1

2

)
= 0.

Assim,

Lpi =
wxi

(1 + |∇w|2) 1
2

. (2.13)

Desta forma, considerando que a equação de Euler-Lagrange é dada por:

−
n∑

i=1

(Lpi(∇w,w, x))xi
+ Lz(∇w,w, x) = 0 em Ω

temos que a equação de Euler-Lagrange associada ao funcional I[w] será dada por:

−
n∑

i=1

(
wxi

(1 + |∇w|2) 1
2

)
xi

+ 0 = 0 em Ω

ou, equivalentemente,

−
n∑

i=1

(
wxi

(1 + |∇w|2) 1
2

)
xi

= 0 em ∂Ω.

Outros exemplos pode ser encontrados em [17].
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2.2.2 Segunda variação

Continuando com a análise feita na subseção anterior, onde obtivemos a primeira variação de

I[·], determinaremos agora a segunda variação deste funcional para a função u. Esta segunda

variação será determinada considerando que já temos u como minimizador de I[·], ou seja,

i
′′ ≥ 0.

Como definimos em (2.7), temos que i(·) é dado por:

i(τ) := I[u + τv] com τ ∈ R,

onde v ∈ C∞
0 (Ω) e u = g em ∂Ω. Assim, de (2.11) podemos calcular i

′′
(τ), que será dado por:

i
′′
(τ) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

Lpipj(∇u + τ∇v, u + τv, x)vxi
vxj

+ 2
n∑

i=1

Lpiz(∇u + τ∇v, u + τv, x)vxi
v

+Lzz(∇u + τ∇v, u + τv, x)v2 dx.

Fazendo τ = 0 nesta última igualdade, temos que:

0 ≤ i
′′
(0) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

Lpipj(∇u, u, x)vxi
vxj

+ 2
n∑

i=1

Lpiz(∇u, u, x)vxi
v + Lzz(∇u, u, x)v2 dx,(2.14)

sendo esta desigualdade válida para todas as funções teste v ∈ C∞
0 (Ω).

Notemos que a desigualdade (2.14) também é válida para qualquer função v lipschitziana

cont́ınua que se anula em ∂Ω. Fixando ξ ∈ Rn e definindo:

v(x) = ϵρ

(
x · ξ
ϵ

)
ζ(x), x ∈ Ω (2.15)

sendo ζ ∈ C∞
0 (Ω) e ρ : R → R uma função periódica dada por:

ρ(x) :=

 x, se 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1 − x, se 1
2
≤ x ≤ 1,

(2.16)

com ρ(x + 1) = ρ(x), obtemos,

|ρ′| = 1 quase todo ponto. (2.17)
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Notemos ainda que

vxi
(x) = ρ

′

(
x · ξ
ϵ

)
ξiζ + O(ϵ),

com ϵ → 0. Substituindo (2.15) em (2.14) obtemos a seguinte desigualdade:

0 ≤
∫
Ω

n∑
i,j=1

Lpipj(∇u, u, x)(ρ
′
)2ξiξjζ

2 dx + O(ϵ).

Usando agora (2.17) e fazendo ϵ → 0 obtemos:

0 ≤
∫
Ω

n∑
i,j=1

Lpipj(∇u, u, x)ξiξjζ
2 dx. (2.18)

Com isso, a desigualdade acima é válida para toda função ζ ∈ C∞
0 (Ω), então deduzimos que

n∑
i,j=1

Lpipj(∇u, u, x)ξiξj ≥ 0, ξ ∈ Rn, x ∈ Ω. (2.19)

Na próxima seção veremos como determinar as condições de contorno (2.6) quando estas

não são impostas.

2.3 Condições de contorno

Nesta seção, analisaremos as condições de contorno para o problema (2.5), isto é, quando

escolhemos o espaço V , das funções admisśıveis para o funcional I em (2.5), exigimos que toda

função v ∈ V satisfaça as condições de contorno (2.6). Isto sugere que, todo ponto estacionário

do funcional I também satisfaça tais condições.

O que devemos nos perguntar neste momento é o seguinte: caso não seja imposta nenhuma

condição de contorno para as funções admisśıveis, qual será a condição de contorno que um

ponto estacionário deverá satisfazer? Para responder tal questão, faremos uma análise sobre as

condições de contorno essenciais e naturais que definimos a seguir.

Chamamos de condições de contorno naturais para o funcional I, as condições não impostas

para as funções admisśıveis, e de condições de contorno essenciais, as condições impostas para

o funcional I, como feito em (2.6). Assim, se analisarmos o funcional
∫ b

a
L(v

′
(x), v(x), x) dx

com v ∈ V = C2[a, b], v(a) = α e v(b) = β, sendo as condições de contorno essenciais para as
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funções admisśıveis v ∈ V , temos que η(a) = 0 e η(b) = 0 serão as condições de contorno para

as funções teste η e,
∂L

∂v′

∣∣∣∣∣
x=a

= 0 e
∂L

∂v′

∣∣∣∣∣
x=b

= 0 serão as condições de contorno naturais para

o ponto estacionário.

Agora, observando as condições acima, vemos que se uma condição de contorno essencial

é imposta para as funções admisśıveis, então as funções teste também deverão satisfazer as

condições impostas correspondentes. Podemos verificar também que se alguma condição de

contorno essencial não for imposta às funções admisśıveis, então um ponto estacionário deverá

satisfazer a condição de contorno natural correspondente. Esta verificação e mais exemplos

sobre essas condições podem ser encontradas em [4].

Vejamos agora um exemplo sobre essas condições. Se apenas a segunda condição de contorno

essencial for imposta, temos que:

V = {v ∈ C2[a, b] : v(b) = β} e Ṽ = {η ∈ C2[a, b] : η(b) = 0}, (2.20)

e então

[
∂L

∂v′ η

]∣∣∣∣∣
b

a

= 0, ∀η ∈ Ṽ ,

o que implica

η(a)

[
∂L

∂v′

]∣∣∣∣∣
x=a

= 0, ∀η ∈ Ṽ .

Assim, como existem η ∈ Ṽ tais que η(a) ̸= 0, temos que:

[
∂L

∂v′

]∣∣∣∣∣
x=a

= 0. (2.21)

Portanto, (2.21) é a condição de contorno natural correspondente à condição de contorno

essencial omitida.

Na próxima seção identificaremos condições do Lagrangeano L que garantem a existência

de um mı́nimo para o funcional I[·], pelo menos em um espaço de Sobolev apropriado.
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2.4 Existência de minimizadores

Nesta seção apresentaremos idéias para determinar quando o funcional

I[w] =

∫
Ω

L(∇w(x), w(x), x) dx, (2.22)

definido para funções apropriadas w : Ω ⊂ Rn → R e, satisfazendo a condição de contorno

w = g em ∂Ω, (2.23)

deve ter um mı́nimo.

2.4.1 Coercividade

Sabemos que nem toda função suave f : R → R precisa necessariamente atingir seu ı́nfimo,

como por exemplo as seguintes funções:

f(x) = ex ou f(x) =
1

1 + x2
.

Estas funções sugerem, em geral, que sejam necessárias algumas hipóteses de forma que

possamos controlar o funcional I[w] para determinadas funções w. Uma boa maneira de se

obter tal controle seria a hipótese de que I[w] cresça rapidamente quando |w| → ∞.

Especificamente, vamos assumir que:

1 < q < ∞ (2.24)

seja fixo, e que existem constantes α > 0, β ≥ 0, tais que:

L(p, z, x) ≥ α|p|q − β, (2.25)

para todo p ∈ Rn, z ∈ R e x ∈ Ω.

Como consequência temos que:

I[w] ≥ α∥∇w∥qLq(Ω) − γ, (2.26)
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para γ = β|Ω| e alguma constante α > 0. Portanto, I[w] → ∞ quando ∥∇w∥qLq(Ω) → ∞. A

condição dada em (2.26) é chamada de condição de coersividade do funcional I.

Agora, voltando nossa atenção para o objetivo de encontrar funções minimizantes para o

funcional I, observamos que, da desigualdade dada em (2.26), nos parece razoável definir I[w]

não apenas para funções suaves w, mas também para funções w ∈ W 1,q(Ω) que satisfaçam a

condição de contorno dado em (2.23), no sentido do seu traço.

Ao ampliarmos a classe de funções w para as quais o funcional I[w] está definido, ampliamos

também o número de candidatos as funções minimizantes de I[w], portanto agora, o conjunto

das funções admisśıveis w, denotado por V será dado por:

V := {w ∈ W 1,q(Ω); w = g em ∂Ω no sentido do seu traço}. (2.27)

2.4.2 Semi-continuidade inferior

Nesta subseção observaremos que, embora uma função cont́ınua f : R → R satisfaça a

condição de coercividade (2.26) e atinja seu ı́nfimo, o funcional I[·] pode em geral não estar

satisfazendo tal condição. Para entendermos melhor o que foi descrito vamos definir

m = inf
w∈V

I[w], (2.28)

e tomando funções uk ∈ V com (k = 1, 2...) temos que

I[uk] → m quando k → ∞. (2.29)

A sequência {uk}∞k=1 é chamada de sequência minimizante do funcional.

Neste momento torna-se interessante mostrarmos que alguma subsequência de {uk}∞k=1 con-

verge, de fato, para uma função minimizante. Para isto, deveremos usar algum tipo de com-

pacidade, e isto é um problema, pois o espaço W 1,q(Ω) é de dimensão infinita.

Na verdade, se utilizarmos a desigualdade da coercividade dada em (2.26) será posśıvel

mostrar apenas que a sequência minimizante pertence a um subconjunto limitado de W 1,q(Ω),

porém isso não implicará na existência de uma subsequência que converge em W 1,q(Ω).

Contudo, vamos dirigir nossa atenção para a compacidade fraca dos espaços reflexivos de

Banach, e o fato de que Lq(Ω) é reflexivo, nos permite concluir a existência de uma subsequência

{ukj}∞j=1 ⊂ {uk}∞k=1 e de uma função u ∈ W 1,q(Ω) tal que:
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
ukj ⇀ u fracamente em Lq(Ω)

∇ukj ⇀ ∇u fracamente em Lq(Ω).

(2.30)

Daqui por diante, a condição dada acima será abreviada, e diremos apenas que

ukj ⇀ u fracamente em W 1,q(Ω). (2.31)

Além disso, u = g em ∂Ω se verifica no sentido do traço, e então u ∈ V .

Como consequência de usar a topologia fraca, recuperamos a compacidade necessária na

desigualdade (2.26) para deduzirmos (2.31) para uma subsequêcia apropriada. Com tudo, nos

surge uma outra dificuldade visto que, praticamente em todos os casos, o funcional I não é

cont́ınuo com relação a convergência fraca. Em outras palavras, não podemos deduzir de (2.29)

e (2.31) que:

I[u] = lim
j→∞

I[ukj ], (2.32)

e assim, u é um minimizador.

O problema que temos é que ∇ukj ⇀ ∇u não implica que ∇ukj → ∇u (q.t.p), e é muito

posśıvel que, por exemplo, os gradientes ∇ukj embora estejam limitados em Lq(Ω), possam

estar oscilando muito quando kj → ∞.

O que nos salva e pode garantir que u venha a ser uma função minimizante, é observarmos

que o funcional I[u] não precisa necessariamente satisfazer (2.32), mas sim que

I[u] ≤ lim inf
j→∞

I[uk], (2.33)

e então de (2.29) podemos deduzir que I[u] ≤ m. Porém, de (2.28) temos que m ≤ I[u]. Assim,

u é de fato um minimizador.
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Definição 2.7 Dizemos que o funcional I é de fraca semi-continuidade inferior em

W 1,q(Ω), se:

I[u] ≤ lim inf
k→∞

I[uj],

sempre que uk ⇀ u fracamente em W 1,q(Ω).

Nosso próximo passo, portanto, será identificar as condições razoáveis sobre a não-linearidade

da função L para que possamos garantir que I[·] seja fracamente semi-cont́ınuo inferiormente.

2.4.3 Convexidade

A análise que iremos fazer nesta subseção será baseada na segunda variação obtida na seção

2.2.2, onde encontramos a seguinte desigualdade:

n∑
i,j=1

LpiLpj(∇u(x), u(x), x) ξiξj ≥ 0 (ξ ∈ Rn, x ∈ Ω),

que é valida como uma condição necessária sempre que u for uma função minimizante com

certa suavidade. Esta desigualdade nos sugere que é razoável assumirmos que a função L seja

convexa, pelo menos inicialmente.

Teorema 2.3 (Fraca semi-continuidade inferior) (Teorema 1, parte 3 de [17]) Supon-

hamos que L seja limitada inferiormente e que a aplicação

p 7→ L(p, z, x)

seja convexa (ver Definição 1.9) para cada z ∈ R, x ∈ Ω. Então o funcional I é fracamente

semi-cont́ınuo inferiormente em W 1,q(Ω).

Demonstração

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [17].

�

Teorema 2.4 (Existência do minimizador) (Teorema 2, parte 3 de [17]) Suponhamos que

L satisfaça a desigualdade de coercividade dada em (2.26) e seja convexa em relação a variável

p. Suponhamos também que o conjunto admisśıvel V seja não vazio.
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Então existe pelo menos uma função u ∈ V tal que:

I[u] = min
w∈V

I[w].

Demonstração

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [17].

�

Agora que conseguimos estabelecer a existência de uma função minimizante u, devemos

como de praxe, tentar impor certas condições sobre o funcional L, com o intuito de garantirmos

sua unicidade. Para isto, vamos supor que:

L = L(p, x) não dependa de z, (2.34)

e que exista um θ > 0 tal que

n∑
i,j=1

Lpipj(p, x)ξiξj ≥ θ|ξ|2. (2.35)

Temos que a condição (2.35) nos diz que a aplicação p → L(p, x) é uniformemente convexa

para cada x ∈ Ω.

Teorema 2.5 (Unicidade do minimizador) (Teorema 3, parte 3 de [17]) Suponhamos que

as condições (2.34) e (2.35) sejam satisfeitas. Então temos que a função minimizante u ∈ V ,

de I[·] é única.

Demonstração:

Suponhamos que u, ũ ∈ V sejam minimizadores de I[·] e definimos v := u+ũ
2

∈ V . Assim,

temos que

I[v] ≤ I[u] + I[ũ]

2
, (2.36)

com a desigualdade estrita a menos que u = ũ.

Para provarmos esta desigualdade, observemos que a partir da suposição da convexidade

uniforme temos que:
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L(p, x) ≥ L(q, x) + DpL(q, x) · (p− q) +
θ

2
|p− q|2 (x ∈ Ω, p, q ∈ Rn). (2.37)

Agora, definindo q = Du+Dũ
2

, p = Du em (2.37), em Ω, temos:

I[v] +

∫
Ω

Dp L

(
Du + Dũ

2
, x

)
·

(
Du−Dũ

2

)
dx +

θ

8

∫
Ω

|Du−Dũ|2 dx ≤ I[u]. (2.38)

De maneira análoga, seja q = Du+Dũ
2

, p = Dũ em (2.37) e integrando em Ω temos:

I[v] +

∫
Ω

Dp L

(
Du + Dũ

2
, x

)
·

(
Dũ−Du

2

)
dx +

θ

8

∫
Ω

|Du−Dũ|2 dx ≤ I[ũ]. (2.39)

Somando (2.38) com (2.39) e dividindo por 2, temos que:

I[v] +
θ

8

∫
Ω

|Du−Dũ|2 dx ≤ I[u] + I[ũ]

2
. (2.40)

Isto prova (2.36).

Agora, como I[u] = I[ũ] = minw∈Ω I[w] ≤ I[v], deduzimos que Du = Dũ em Ω. Como

u = ũ = g em ∂Ω no sentido do traço, segue que u = ũ.

�

Maiores detalhes sobre a equação de Euler-Lagrange, exemplos e sua generalização podem

ser encontrados em [4] e [17].



Caṕıtulo 3

Variação Total em Imagens

3.1 Introdução

Neste Caṕıtulo apresentaremos o problema de restauração de imagens baseado em Variação

Total (TV), abordando principalmente nos trabalhos pioneiros de Rudin, Osher, Fatemi (ROF)

em 1992 [30], e Mumford e Shah (MS) em 1989 [28]. Apresentaremos também algumas

aplicações de Variação Total em problemas de processamento de imagens.

Modelos de restauração de imagens com base na Variação Total (TV) têm sido muito po-

pulares desde a sua introdução por (ROF) e (MS). Este é um dos problemas fundamentais

no processamento de imagem digital e os modelos variacionais têm sido extremamente bem

sucedidos em uma grande variedade de problemas deste tipo, e ainda continuam a ser uma

das áreas mais ativas de pesquisa. O problema mais comum de restauração de imagens é,

talvez, remoção de rúıdos. Ele é uma importante tarefa no processamento de imagem, como

um processo em si, e como um componente em outros processos. A principal propriedade de

um modelo com tal objetivo, é que ele irá remover o rúıdo, preservando as bordas da imagem.

Tradicionalmente, utiliza-se modelos lineares para resolução de tal problema, e uma das grandes

vantagens desses modelos de remoção de rúıdo é a velocidade. Porém, um inconveniente para

tais modelos é que eles não são capazes de preservar as bordas de uma forma satisfatória. Já

modelos não-lineares, podem lidar com as bordas de uma forma mais eficiente. Um modelo

popular para a filtragem não-linear da imagem é a Variação Total (TV), introduzido por Rudin,

Osher e Fatemi [30].

Na prática, os métodos mais utilizados para estimar rúıdo são baseados em mı́nimos quadra-

dos. A justificativa vem do argumento estat́ıstico que, pelo menos a estimativa pelos mı́nimos

quadrados é melhor sobre o conjunto de todas as imagens posśıveis, e este procedimento é dado

35
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pela norma L2. No entanto existem discussões garantindo que a norma adequada quando se

trabalha com imagens é a norma da variação total, e não a norma L2. Temos que normas de

TV são, essencialmente, normas L1 de derivadas, e portanto os autores mostram que procedi-

mentos baseados nesta norma são mais apropriados para o objetivo de restauração de imagens.

Temos também que o espaço das funções de variação total limitada (BV) (ver definição 1.29)

desempenha um papel importante na estimativa precisa de descontinuidades nas soluções.

Em comparação com os métodos de mı́nimos quadrados, onde as soluções lineares são bem

conhecidas e facilmente calculadas, a estimativa baseada na norma L1 é não-linear e computa-

cionalmente complexa. Recentemente, o assunto da estimativa de dados estat́ısticos pela norma

L1 tem recebido atenção redobrada.

Temos que a Variação Total pode ser definida para toda função u ∈ L1(Ω) (Ω ⊂ R2) como

na definição 1.28, ou seja:

J(u) = sup

{∫
Ω

u(x) divξ(x)dx; ξ ∈ C1
c (Ω;R2), |ξ(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω

}
. (3.1)

A expressão acima nos diz que J é finito se e só se a distribuição Du de derivadas de u for uma

medida de Radon finita em Ω (ver definição 1.15), e neste caso temos J(u) = |Du|. Agora, se u

tem gradiente ∇u ∈ L1(Ω,R2), então J(u) =
∫
Ω
|∇u(x)|dx, onde |∇u| = |(ux, uy)| =

√
u2
x + u2

y.

Um outro problema fundamental no processamento de imagens é a Segmentação, que con-

siste em fragmentar uma imagem, em unidades homogêneas, considerando algumas de suas

caracteŕısticas intŕınsecas, como por exemplo cor, textura, forma, contraste e etc. Tal pro-

blema foi abordado primeiramente pelos autores Mumford e Shah em [28], e será visto com

maiores detalhes em uma das próximas seções. Dentre as técnicas de segmentação temos a

Segmentação Hard, onde um ponto x ∈ Ω, apresenta apenas duas opções, pertencer ou não

a uma dada região, e também a Segmentação Soft, onde cada ponto apresenta grau de per-

tinência à cada região segmentada, e este é representado por uma função fuzzy (ver Definição

1.10).

3.2 Remoção de rúıdos

Temos que modelos de restauração de imagens baseados em Variação Total (TV) foram in-

troduzidos por Rudin, Osher e Fatemi (ROF) no seu trabalho pioneiro [30]. O modelo proposto

pelos autores foi projetado com o objetivo expĺıcito de preservação de descontinuidades abrup-

tas (bordas) em uma imagem durante a remoção de rúıdo e detalhes indesejados. Com base em
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experiências anteriores, os autores propuseram resolver o problema de remoção de rúıdos mini-

mizando a norma da variação total de uma solução estimada. Foi obtido assim, um algoritmo

de minimização restrita, com um fator não-linear e dependente do tempo, onde as limitações são

determinadas pelas estat́ısticas do rúıdo. Os métodos tradicionais tentavam reduzir ou remover

o rúıdo antes das operações de transformação da imagem, e esta é a abordagem adotada em

[30]. No entanto, a mesma idéia da minimização de TV pela norma L1 pode ser usada para o

desenvolvimento de algoritmos h́ıbridos, que combinam a filtragem de rúıdo com outras tarefas

de processamento de imagem.

Temos que se o rúıdo é aditivo, uma expressão genérica para o processo de remoção de

rúıdos é:

I = u + η,

onde u denota a imagem original, η o rúıdo e I : Ω → R representa a imagem observada.

Sejam então, σ o desvio padrão do rúıdo na imagem I, Ω o domı́nio da imagem u e |Ω| a área

de Ω. Temos assim o seguinte modelo proposto pelos autores Rudin, Osher e Fatemi (ROF):

min
u∈BV

∫
Ω

|∇u|, sujeito a ∥u− I∥22 ≤ |Ω|σ2, (3.2)

onde
∫
Ω
|∇u| é a variação total (TV) de u que pode ser denotado por TV[u], |∇u| = |(ux, uy)| =√

u2
x + u2

y, I ∈ L2(Ω) e ∥ · ∥ representa a norma usual em L2(Ω). O conjunto BV (Ω) denota a

coleção de todas as funções em L1(Ω) com variação total finita, como definido no Caṕıtulo 1,

ou seja:

BV (Ω) ≡ {u| u ∈ L1(Ω), TV [u] < ∞}. (3.3)

Como W 1,1(Ω) = {u ∈ L1(Ω)| uxi
∈ L1(Ω)}, temos que W 1,1(Ω) ⊆ BV (Ω) ⊆ L1(Ω), e

assim, a definição de TV em (3.1) é equivalente a função objetivo (3.2), quando u ∈ W 1,1(Ω)

(ver definição 1.21).

Assim, temos que o modelo ROF restrito (3.2) é equivalente ao seguinte modelo irrestrito:

min
u∈BV

∫
Ω

|∇u| +
β

2
∥u− I∥22, (3.4)

para o multiplicador de Lagrange β apropriado. Este modelo foi estudado de forma extensiva,

como por exemplo, nas referências [2] e [8].
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Temos que, tanto os autores ROF quanto pesquisadores posteriores, centraram seus obje-

tivos na resolução do modelo sem restrições (3.4) ao invés do modelo original restrito (3.2), pois

a otimização irrestrita geralmente é mais fácil de resolver. O modelo ROF original foi intro-

duzido para resolver problemas de remoção de rúıdos em imagem, mas a metodologia pode ser

estendida naturalmente para restaurar imagem borrada e outras, bastando incluir o operador

núcleo, do seguinte modo:

min
u∈BV

∫
Ω

|∇u| +
β

2
∥Ku− I∥22. (3.5)

Aqui, K é um dado operador linear, conhecido como operador núcleo, e todos os outros termos

são definidos como em (3.2). Neste modelo, I é assumida como sendo a soma de um rúıdo

gaussiano η e uma imagem borrada Ku, resultante de um operador linear K agindo na imagem

original u, ou seja, I = Ku + η.

Baseado neste mesmo problema, os autores L. Alvarez, P.L. Lions e J.M. Morel [3], pro-

puseram minimizar o seguinte funcional para remoção de rúıdos de uma dada imagem:

min
u∈BV

1

2

∫
Ω

|∇u|2 +
β

2

∫
Ω

(u− I)2,

onde u representa a imagem original e I a imagem observada com rúıdos. Este funcional,

apesar de remover melhor os rúıdos, não apresenta boa reconstrução da imagem, pois não

possui nenhum mecanismo para preservação das bordas.

Posteriormente aos trabalhos [3] e [30], os autores Chen, Levine e Rao [13] propuseram um

novo funcional a ser minimizado para resolução do mesmo problema, porém agora o expoente

da norma do gradiente de u não é mais uma constante, e sim uma variável denominada de q(x),

onde 1 < q(x) ≤ 2. A vantagem deste modelo é que o funcional utiliza a norma L1 para pontos

próximos da borda e a norma L2 para pontos longe da borda, conseguindo com isso preservar

as bordas da imagem e remover melhor o rúıdo.

O funcional proposto a ser minimizado é:

min
u∈BV ∩L2(Ω)

∫
Ω

ϕ(x,∇u) +
β

2
(u− I)2

sendo,

ϕ(x,∇u) :=


1

q(x)
|∇u|q(x), se |∇u| ≤ δ,

|∇u| − βq(x) − βq(x)

q(x)
, se |∇u| > δ,
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onde, δ > 0 é fixo.

Vejamos agora, a aplicação do funcional acima em algumas imagens que apresentam rúıdos:

Exemplo 1- Em uma imagem suave com rúıdo, composta por figuras geométricas, foi apli-

cado o método proposto em [13] obtendo assim a imagem limpa, preservando as fronteiras e

sem introdução de bordas falsas.

(a) Imagem com rúıdo. (b) Resultado da remoção de

rúıdo.

Figura 3.1: Problema de Eliminação de Rúıdo 1. Imagens retiradas de [13]

Exemplo 2- Em uma imagem suave com rúıdo aditivo gaussiano foi aplicado o método

proposto em [13], obtendo assim uma imagem limpa que preserva suas bordas.

(a) Imagem com rúıdo. (b) Resultado da remoção de

rúıdo.

Figura 3.2: Problema de Eliminação de Rúıdo 2. Imagens retiradas de [13]
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Ao longo dos anos, o modelo ROF foi estendido para solução de muitos outros problemas de

processamento de imagens, incluindo retoque digital, deblurring e decomposição em geometria

e textura. Veremos alguns desses problemas em seções subsequentes.

3.3 Segmentação de imagens

Um outro trabalho pioneiro no uso de Variação Total (TV) para restauração de imagens foi

realizado pelos autores Mumford e Shah em 1989 [28], onde propuseram um método de seg-

mentação de imagens, baseado em um funcional de energia. A idéia é que a minimização de tal

funcional dê como resultado uma imagem próxima à primeira, composta de várias regiões, onde

cada região apresenta intensidade quase constante. A dificuldade apresentada na minimização

deste funcional é que ele envolve duas variáveis: a função intensidade e o conjunto Γ de bordas,

que é o conjunto de descontinuidades da função intensidade.

Em visão computacional, segmentação se refere ao processo de dividir uma imagem digital

em múltiplas regiões ou objetos, com o objetivo de simplificar e/ou mudar a representação de

uma imagem, para facilitar a sua análise. Segmentação de imagens é tipicamente usada para

localizar objetos e formas (linhas, curvas, etc) em imagens. O resultado da segmentação é um

conjunto de regiões/objetos ou um conjunto de contornos extráıdos da imagem, onde regiões

adjacentes devem possuir diferenças significativas com respeito a uma mesma caracteŕıstica.

Como vimos no ińıcio deste caṕıtulo, dentre as técnicas de segmentação temos a segmentação

hard. O funcional proposto pelos autores Mumford e Shah a ser minimizado para resolução

deste problema é um exemplo de tal segmentação e é dado por:

E(u,Γ) =

∫
Ω

∥u− I∥2dx + α

∫
Ω−Γ

|∇u|2dx + ν|Γ|, (3.6)

onde Γ ⊂ Ω é o conjunto de descontinuidades, u é a função diferenciável intensidade e α é uma

constante não-negativa. O terceiro termo é o tamanho da borda, Ω é um conjunto aberto e

limitado de Rn, n=2,3 que denota o domı́nio da imagem u, e I é a imagem inicial.

Observações:

1. o primeiro termo mede quanto u se aproxima de I;

2. o segundo termo (termo de suavização) calcula a variação mı́nima de u dentro de cada

região, sem considerar a fronteira;
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3. no terceiro termo, Γ deve ser o menor posśıvel;

4. α serve para balancear os termos de suavização e fidelidade;

Em um trabalho dos mesmos autores, foi provado a seguinte conjectura para o funcional

(3.6):

Conjectura: Existe um minimizador de E tal que as bordas (conjunto Γ de descon-

tinuidade) é a união de conjuntos finitos de curvas C1,1, onde Ck,γ é o espaço de funções k vezes

continuamente diferenciável, cuja k-ésima derivada parcial pertence a Ck,γ(Ω) (ver Definição

1.16).

Agora, querendo provar a existência de soluções para o funcional (3.6), os autores mostraram

que o par (u,Γ) que é solução de (3.6), satisfaz a seguinte conjectura:

Conjectura de Mumford-Shah:

1. Γ consiste de um número finito de curvas γi(∈ C1,1), união com ∂Ω e cada uma das suas

extremidades;

2. u é C1 em cada componente conexa (ver Definição 1.8) de Ω − Γ.

Uma outra maneira de resolver problemas de segmentação de imagens através da seg-

mentação hard, pode ser considerando o modelo denominado Competição entre Regiões, que

detalhamos na próxima subseção.

3.3.1 Competição entre Regiões

O método variacional criado para resolver o problema de segmentação de imagens, deno-

minado Competição entre Regiões [39], foi desenvolvido por Zhu e Yuille em 1995, e consiste

basicamente em segmentar uma imagem inicial fazendo com que regiões desta imagem passem

a competir entre si através de seus pontos, e esses por sua vez se juntam às regiões que lhes são

estatisticamente mais semelhantes.

Neste modelo, uma região de uma dada imagem é dita ser homogênea se os valores de

intensidade de ńıveis de cinza forem gerados por uma distribuição de probabilidade especifi-

cada previamente e dada por P (I(x, y)|α), onde α representa o conjunto de parâmetros da

distribuição. No caso da distribuição Gaussiana, com média µ e desvio padrão σ, o conjunto

de parâmetros de uma região da imagem será representado por α(µ, σ), e a distribuição de

probabilidade Gaussiana será calculada da seguinte maneira:



42

P (I(x, y)|(µ, σ)) =
1

α
√

2π

(
− (I(x, y) − µ)2

2σ2

)
. (3.7)

Vamos supor que toda imagem de domı́nio Ω seja inicialmente dividida em M regiões sec-

cionalmente homogêneas e denominadas por Ωi, i = 1, 2, ...,M . Pelo critério de Bayes/MDL

(ver [39]), o funcional de energia para uma escolha adequada de famı́lias de distribuição de

probabilidade é dado por:

E[Γ, {αi}] =
M∑
i=1

{
µ

2

∫
∂Ωi

ds− logP ({I(x, y) : (x, y) ∈ Ωi}|αi) + λ

}
, (3.8)

onde Ω é o domı́nio da imagem, Ω =
∪M

i=1 Ωi, Ωi

∩
Ωj = ∅ se i ̸= j, ∂Ωi é a fronteira da região

Ωi e Γ =
∪M

i=1 Γi são bordas da imagem com Γi = ∂Ωi.

O primeiro termo da equação (3.8) descreve o comprimento da borda da imagem I, já o

segundo termo é a soma do custo para calcular a intensidade de cada ponto (x, y) dentro da

região Ωi, de acordo com a distribuição de probabilidade P. O fator λ é usado para descrever

a distribuição de probabilidade. Temos então que se v = (x, y) ∈ R2 é um ponto de I, então

Pi(v|{αi}) descreve a probabilidade de v pertencer a região Ωi.

O funcional (3.8) é minimizado em duas etapas. Na primeira etapa, fixa-se Γ, ou seja, deixa-

se fixo Ωi e {I(x, y);∀(x, y) ∈ Ωi}, e os parâmetros {αi} são estimados pela maximização das

probabilidades condicionais. Na segunda etapa, fixa-se {αi} e aplicamos o método da descida

ı́ngreme com relação a Γ, movimentando o contorno Γ para cada ponto v = (x, y) ∈ I de acordo

com a equação:

∂v

∂t
= −∂E[Γ, {αi}]

∂v
=
∑

k∈Q(v)

(
− µ

2
κ(k(v))n(k(v)) + logP (I(v)|αk)n(k(v))

)
(3.9)

onde Q(v) = {k| v ∈ Γk}, κk(v) é a curvatura de Γk no ponto v, e nk(v) é o vetor normal de Γk

também no ponto v. Pela equação anterior, temos que existem duas forças apontando para a

direção da normal: o primeiro termo representando a força de suavização e o segundo a força

estat́ıstica, como ilustrado na figura abaixo:
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Figura 3.3: Forças agindo no contorno: (a) Força de suavização (b) Força estat́ıstica em um

ponto de fronteira (c) Força estat́ıstica em um ponto de junção de regiões.

Por exemplo, a figura central ilustra o vetor v comum à bordas das regiões Ωi e Ωj. Como

as curvas Γi e Γj tem vetores normais inversos em v então ni = −nj e κini = κjnj. Portanto a

equação (3.9) pode ser reescrita como:

∂v

∂t
= −µκi(v)ni(v) + (logP (Iv|αi) − logP (Iv|αj))ni(v)

= −µκi(v)ni(v) + log

(
P (Iv|αi)

P (Iv|αj)

)
ni(v). (3.10)

Se αi e αj são os parâmetros das regiões Ωi e Ωj, respectivamente e se P (Iv|αi) > P (Iv|αj),

isto é, se a intensidade em v se adapta melhor à distribuição da região Ωi em relação a região

Ωj, então a borda se move em direção a ni.

Maiores detalhes do algoritmo pode ser encontrado em [39].

Neste modelo tem-se apenas a garantia da convergência para um mı́nimo local, e a desvan-

tagem apresentada é a alta dependência da amostragem realizada em cada uma das regiões.

Uma outra maneira de resolver o problema de segmentação é através da segmentação soft,

em particular, por um modelo conhecido como Competição de Regiões Fuzzy [27], proposto

pelos autores Mory e Ardon, baseado no trabalho de Zhu e Yuille [39] e que veremos alguns

detalhes na próxima subseção.

3.3.2 Competição entre Regiões Fuzzy

É comum, em imagens do dia-a-dia, nos deparamos com situações onde não conseguimos

determinar a localização exata das bordas de um objeto, como exemplo, a Figura 3.4 apresenta

situações deste tipo. Neste caso, na Figura 3.4(a) não é posśıvel determinar com precisão a

fronteira entre o pássaro e o fundo, já a Figura 3.4(b), exibe uma tomografia cerebral sem
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bordas ńıtidas, e por fim, a Figura 3.4(c) mostra uma foto tirada da região Amazônia por um

satélite onde não conseguimos identificar as regiões de florestas.

(a) Tomografia cerebral (Retida

de www.cerebromente.org.br).

(b) Praia (Retirada de [31]).

Figura 3.4: Imagens sem fronteiras definidas.

Com isso, para segmentar imagens deste tipo vem sido desenvolvidos modelos vantajosos

de segmentação soft, e buscando alternativas para resolver este problema, os autores Mory e

Ardon propuseram um novo modelo variacional de segmentação para estas imagens baseado no

modelo de Competição de Regiões. Este novo modelo variacional é denominado Competição

entre Regiões Fuzzy [27], e a única diferença entre este algoritmo e o modelo apresentado no

ińıcio deste caṕıtulo é a existência de uma função de pertinência definida sobre um conjunto

limitado no intervalo [0,1]. O método baseia-se em dividir a imagem em duas regiões através

de suas distribuições de intensidade.

Quando particionamos uma imagem I em duas regiões, o problema de minimização pode

ser escrito por:

min
Ω1⊂Ω
α∈A

{
F0(Ω1, α) =

∫
Γ

g(Γ(s))ds +

∫
Ω1

rα1
1 (x)dx +

∫
Ω\Ω1

rα2
2 (x)dx

}
, (3.11)

com x ∈ Rn, Ω ⊂ Rn o domı́nio da imagem, Ω1 ⊂ Ω o foreground (imagem), Γ = ∂Ω1 são as

bordas e rαi
i : Ω → R são as funções que medem o erro da probabilidade de x estar em uma

região da imagem. A função positiva e decrescente g, é um detector de bordas do gradiente da

imagem definida como:

g(s) =
1

1 + γs2
, (3.12)
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tal que γ é uma constante positiva. Maiores detalhes deste funcional será visto no caṕıtulo 6.

Na literatura são propostos basicamente três funções de erro rαi
i que são:

• ri = δ(I − ci)
2, onde os parâmetros αi = ci são constantes; [12].

• ri = −δlog(Pi(I|αi)), onde Pi(I|αi) é uma distribuição de probabilidade, com parâmetros

αi = (µi, σi) escalares; [39], [29].

• ri = δ(I − si)
2 + µ|∇si|2, onde os parâmetros αi = si são funções; [28], [35],

onde δ é um parâmetro regularizador positivo, que serve para balancear os termos competição

e suavização. Detalhes sobre as posśıveis funções de erro podem ser encontradas em [32].

Se o ótimo α é conhecido a priori, temos que (3.11) é um problema de segmentação su-

pervisionado. Caso contrário, a segmentação é não supervisionada e α tem que ser otimizado,

executando a minimização alternada em Ωi (variável de partição) e nos componentes de α

(parâmetros da região).

Abaixo vemos dois exemplos de imagens segmentadas pelo modelo proposto em [27].

Exemplo 1- Na imagem original (zebra), foi aplicado o método de competição entre regiões,

proposto em [27], obtendo assim a imagem segmentada, i.e., a zebra sem o fundo.

(a) Imagem original. (b) Imagem segmentada.

Figura 3.5: Problema de Segmentação 1. Imagens retiradas de [27].
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Exemplo 2- Na imagem original, foi aplicado o método de competição entre regiões, proposto

em [27], obtendo assim a imagem segmentada.

(a) Imagem original. (b) Imagem segmentada.

Figura 3.6: Problema de Segmentação 2. Imagens retiradas de [27].

3.4 Outros problemas de processamento de imagens basea-

dos em variação total

Nesta seção apresentaremos outros problemas de processamento de imagens baseado na

Variação Total, onde daremos uma breve introdução a cada um destes problemas e algumas de

suas formulações.

3.4.1 Deblurring

Deblurring é um velho problema de processamento de imagens, porém continua a atrair a

atenção de pesquisadores e profissionais afins. Em uma série de problemas do mundo real, como

por exemplo da astronomia, podemos encontrar aplicações para os algoritmos de restauração

de imagens baseado no problema deblurring. Este problema consiste em restaurar uma imagem

borrada ou degradada (fora de foco) que pode ser a causa de diversos fatores, dentre eles:

1. Movimento durante o processo de captura de imagem, pela câmara ou pelo sujeito;

2. Lente fora de foco, uso de lente inadequada e turbulência atmosférica.

Assim, uma imagem borrada pode ser descrita pela equação genérica I = Ku + η, onde:

I: imagem borrada (imagem observada);

K: operador de distorção, também chamado de função de espalhamento pontual (PSF);
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u: imagem original (limpa);

η: rúıdo aditivo, introduzido durante a aquisição das imagens.

Querendo resolver este problema, os autores Chambolle, Caselles, Novaga, Cremers e Pock

[7] propuseram uma extensão do funcional ROF (3.4) do seguinte modo:

min
u

∫
Ω

|∇u| +
β

2

∫
Ω

(Ku− I)2dx, (3.13)

onde Ω ⊂ R2 é o domı́nio da imagem e K é um operador linear núcleo (ou operador distorção)

definido acima.

Abaixo vemos um exemplo da aplicação do funcional acima na resolução de um problema

deblurring. Temos a esquerda uma imagem desfocada, onde foi aplicado o método proposto

por Chambolle, Caselles, Novaga, Cremers e Pock em [7], obtendo assim a imagem à esquerda

que apresenta bordas mais ńıtidas.

(a) Imagem borrada. (b) Resultado debluring.

Figura 3.7: Problema debluring. Imagens retiradas de [7].
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3.4.2 Retoque Digital

Retoque Digital (ou Inpainting) refere-se a aplicação de algoritmos sofisticados para recuperar

partes perdidas ou danificadas de dados de uma imagem (principalmente as pequenas regiões

ou para remover pequenos defeitos). Por exemplo, no caso de uma pintura valiosa, esta tarefa

seria realizada por um artista plástico de restauração de imagens.

Esta técnica pode ser empregada para remover rúıdo, melhorar cor, brilho e detalhes. Na

fotografia e cinema, é usado para restauração de filmes, e também remoção de deterioração (por

exemplo, rachaduras nas fotografias e manchas de poeira em v́ıdeo). É também utilizado para

remoção de olhos vermelhos, de data estampada em fotos e de objetos para efeito criativo, e

em v́ıdeos, pode ser usado para remover logotipos.

Este problema foi introduzido pela primeira vez em processamento digital de imagens na

obra de Bertalmio [5] e mais tarde popularizada em outros trabalhos. Com tudo, a formulação

que iremos apresentar do problema de retoque digital deve-se aos autores Tony Chan e J. Shen,

no trabalho [11]. Assim, a formulação de Chan e Shen para resolver tal problema é dada por:

min
u

α

∫
Ω

|∇u| + β

∫
Ω−D

(Ku− I)2dx,

onde K é o operador núcleo, I é a imagem observada, D é um subconjunto onde a informação

da imagem está ausente ou inacesśıvel e Ω o domı́nio da imagem original u.

Vejamos a seguir exemplos de aplicação do modelo acima em retoque digital:

Exemplo 1- Em uma imagem desfocada com partes obscuras, foi aplicado o método proposto

em [11], obtendo assim uma imagem com bordas mais ńıtidas e recuperando as partes não

viśıveis da imagem.

(a) Imagem com partes obscuras. (b) Resultado do retoque digital.

Figura 3.8: Problema de retoque Digital 1. Imagens retiradas de [10].
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Exemplo 2- Em uma imagem com partes obscuras devido aos escritos, foi aplicado o método

proposto em [11], obtendo assim uma imagem limpa com a preservação de suas bordas.

(a) Imagem com escritos. (b) Resultado do retoque digital.

Figura 3.9: Problema de retoque Digital 2. Imagens retiradas de [10].

Exemplo 3- Em uma imagem ruidosa com uma parte obscura, foi aplicado o método proposto

em [11], obtendo assim uma imagem limpa, i.e., sem rúıdos com a recuperação da parte não

viśıvel da imagem.

(a) Imagem com uma parte obs-

cura.

(b) Resultado do retoque digital.

Figura 3.10: Problema de retoque Digital 3. Imagens retiradas de [10].
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3.4.3 Zoom

Zoom é o método usado para aproximar ou afastar imagens, sejam elas em 3D, 2D ou digital.

O zoom é muito usado em jogos computacionais e em softwares que fazem edição de v́ıdeos e

imagens. Ele apresenta grande utilidade para quem deseja ver uma imagem ou qualquer outro

objeto em um software ou na vida real mais de perto, porém no caso de imagens e v́ıdeos, a

nitidez é perdida ao realizar o zoom.

Para resolver este problema, Antonin Chambolle propôs em seu artigo [6] a minimização do

seguinte funcional:

min
u∈X,w∈Z⊥

∫
Ω

|∇u| +
∥u− (I + w)∥2

2λ
, (3.14)

onde I é a imagem observada, w = I−u
λ

e λ = 1
β
.

Posteriormente, os autores Chambolle, Caselles, Novaga, Cremers e Pock [7] propuseram

uma extensão do funcional ROF (3.4) para o problema de zoom, do seguinte modo:

min
u

∫
Ω

|∇u| +
β

2

∫
Ω

(Ku− I)2dx, (3.15)

onde Ω ⊂ R2 é o domı́nio da imagem. O que difere este funcional das outras extensões do

funcional ROF (3.4) é o operador K, que aqui descreve o procedimento de redução da resolução.

A seguir, mostramos dois exemplos de zoom aplicando os modelos mostrados acima.
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Exemplo 1- Na imagem original de uma mulher (esquerda) foi aplicado o método proposto

em [6], obtendo assim a imagem reduzida. A partir desta imagem reduzida, foi aplicado nova-

mente o mesmo método obtendo assim a imagem ampliada à direita.

(a) Imagem original e imagem re-

duzida.

(b) Imagem expandida pelo algo-

ritmo proposto por Chambolle.

Figura 3.11: Problema zoom 1. Imagens retiradas de [6].

Exemplo 2- Na imagem original (olho humano) à esquerda foi aplicado o método proposto em

[7], obtendo assim a imagem reduzida. A partir desta imagem reduzida, foi aplicado novamente

o mesmo método obtendo assim a imagem ampliada à direita.

(a) Imagem original e imagem re-

duzida.

(b) Imagem expandida pelo al-

goritmo proposto por Cham-

bolle, Caselles, Novaga, Cremers

e Pock.

Figura 3.12: Problema zoom 1. Imagens retiradas de [7].
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3.4.4 Decomposição de uma imagem em Geometria e Textura

O problema de remoção de rúıdos pode ser visto como a separação de uma imagem dada I

com rúıdo em dois componentes para formar a decomposição: I = u + η, onde u é a imagem

original e η = I − u é o rúıdo. Com base nesta decomposição Meyer [26] utiliza este mesmo

procedimento para a extração de textura de uma imagem. Nestas condições η capta o rúıdo e

também a textura. Assim o modelo proposto de decomposição é:

inf
(u,v)∈BV×G(R2)

{∫
R2

|∇u| +
1

2λ
∥v∥2G(R2); I = u + v

}
, (3.16)

onde, v é a textura, λ = 1
β
, ∥v∥2G(R2) = infg=(g1,g2){∥

√
g21 + g22∥L∞(R2,R2)| v = ∂xg1 + ∂yg2} e o

espaço G é dado por: G(R2) = {v| v = div g, g ∈ L∞(R2,R2)}.

Já em um trabalho relacionado ao mesmo problema, os autores Aujol, Aubert, Blanc-Feraud

e Chambolle [1], estudaram um modelo análogo ao do trabalho de Meyer [26], porém em um

domı́nio limitado Ω ⊂ R2. Para isto, substitúıram G(R2) pelo espaço G(Ω) = {v ∈ L2(Ω)| v =

div g, g ∈ L∞(Ω,R2)}. Neste método os autores consideram que a imagem I seja decomposta

em I = u + η + v, onde u, η, e v são geometria, rúıdo, e textura respectivamente.

Posteriormente, no trabalho de L. A. Vese e S. J. Osher [34] foi proposto um modelo de

decomposição, onde se separa uma imagem I em geometria e duas componentes de textura,

g1 e g2 do seguinte modo:

inf
u,g1,g2

{∫
Ω

|∇u| + β

∫
Ω

|I − u− ∂xg1 − ∂yg2|2dxdy + µ

[∫
Ω

(
√

g21 + g22)pdxdy

]1/p}
, (3.17)

onde β, µ são parâmetros não negativos e p → ∞.

Vejamos alguns exemplos da decomposição em geometria e textura:
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Exemplo 1- Na imagem original à esquerda foi aplicado o método proposto em [34], obtendo

assim a decomposição da imagem em textura (imagem central) e desenho (imagem à direita).

(a) Imagem original. (b) Textura. (c) Geometria.

Figura 3.13: Problema de decomposição em geometria e textura 1. Imagens retiradas de [34].

Exemplo 2- Na imagem original (digital) à esquerda foi aplicado o método proposto em [34],

obtendo assim a decomposição da imagem em textura (imagem central) e desenho (imagem à

direita).

(a) Imagem original. (b) Textura. (c) Geometria.

Figura 3.14: Problema de decomposição em geometria e textura 2. Imagens retiradas de [34].
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Exemplo 3- Na imagem original (mulher) à esquerda foi aplicado o método proposto em [34],

obtendo assim a decomposição da imagem em textura (imagem central) e desenho (imagem à

direita).

(a) Imagem original. (b) Textura. (c) Geometria.

Figura 3.15: Problema de decomposição em geometria e textura 3. Imagens retiradas de [34].



Caṕıtulo 4

Formulação Primal e Dual de

Problemas Variacionais

4.1 Introdução

Dentre as maneiras de resolver problemas variacionais, a literatura apresenta método na

formulação Primal, método na formulação Dual ou no chamado sistema Primal-Dual. Veremos

um algoritmo para este último no caṕıtulo 7. Para exemplificar, vamos considerar o modelo

ROF e, neste caṕıtulo, trataremos das resoluções nas formulações Primal e Dual, que são

respectivamente:

min
u

∫
Ω

J(u) +
β

2
∥u− I∥2 e min

w

∫
Ω

1

λ
J∗(w) +

∥w − I/λ∥2

2
.

Mostraremos um método de resolução na formulação Primal e a equivalência entre as duas

formulações, deixando o algoritmo para resolução na formulação dual para o caṕıtulo seguinte,

onde falaremos sobre o método proposto por Chambolle para tal resolução.

4.2 Formulação Primal - Método de Resolução

Podemos resolver problemas variacionais na sua formulação Primal através das equações

de Euler-Lagrange, vistas no Caṕıtulo 2. Nesta seção encontraremos as equações de Euler-

Lagrange do modelo ROF que, como vimos, pode ser entendido para vários outros problemas

de processamento de imagens.

Vimos que o modelo ROF é dado por (3.4), ou seja,

55
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min
u

∫
Ω

J(u) +
β

2
∥u− I∥2,

onde I ∈ X, X é o espaço euclidiano RN×N , N2 é o número de total de pontos da imagem,

β > 0 e ∥ · ∥ é a norma euclidiana.

Assim, a Equação de Euler-Lagrange do funcional (3.4) em relação a u é dada por:

∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
− ∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
= 0, (4.1)

onde

L = J(u) +
β

2
∥u− I∥2 = |∇u| +

β

2
⟨u− I, u− I⟩

= |∇u| +
β

2
(u− I)2

= |∇u| +
β

2
(u2 − 2uI + I2).

Portanto,

∂L

∂u
=

∂

∂u

(
β(u2 − 2uI + I2)

2

)
+

∂

∂u
(|∇u|) =

β(2u− 2I)

2
= β(u− I), (4.2)

(
∂L

∂ux

)
=

∂

∂ux

([u2
x + u2

y]
1
2 ) =

1

2
[u2

x + u2
y]

− 1
2 2ux,

e

∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
=

∂

∂x

(
1
2
[u2

x + u2
y]

− 1
2 2ux

)

= uxx[u2
x + u2

y]
− 1

2 + ux(−1
2
)[u2

x + u2
y]

− 3
2 (2uxuxx + 2uyuyx)

=
uxx

|∇u|
− uxxu

2
x + uxuyuyx

|∇u|3
.
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Assim,

∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
=

uxx|∇u|2 − uxxu
2
x − uxuyuyx

|∇u|3
. (4.3)

Da mesma forma,

(
∂L

∂uy

)
=

∂

∂uy

([u2
x + u2

y]
1
2 ) =

1

2
[u2

x + u2
y]

− 1
2 2uy,

e

∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
=

∂

∂y

(
1
2
[u2

x + u2
y]

− 1
2 2uy

)

= uyy[u
2
x + u2

y]
− 1

2 + uy(−1
2
)[u2

x + u2
y]

− 3
2 (2uyuyy + 2uxuxy)

=
uyy

|∇u|
−

uyyu
2
y + uxuyuxy

|∇u|3
.

Assim,

∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
=

uyy|∇u|2 − uyyu
2
y − uxuyuyx

|∇u|3
. (4.4)

Substituindo os termos (4.2),(4.3) e (4.4) na equação (4.1) tem-se:

β(u− I) −

(
uxx|∇u|2 − uxxu

2
x − uxuyuyx

|∇u|3
+

uyy|∇u|2 − uyyu
2
y − uxuyuyx

|∇u|3

)
= 0

β(u− I) −

(
uxxu

2
x + uxxu

2
y − uxxu

2
x − uxuyuyx + uyyu

2
x + uyyu

2
y − uyyu

2
y − uxuyuyx

|∇u|3

)
= 0

β(u− I) −

(
uxxu

2
y − 2uxuyuyx + uyyu

2
x

|∇u|3

)
= 0,

que é a equação de Euler-Lagrange da formulação primal do modelo ROF (3.4).

Agora, podemos resolver esta equação através da equação do fluxo, do seguinte modo:

ut = −β(u− I) +

(
uxxu

2
y − 2uxuyuyx + uyyu

2
x

|∇u|3

)
. (4.5)

Para resolver a equação (4.5) usaremos diferenças finitas que sera visto a seguir.
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4.2.1 Discretização da equação do fluxo através de diferenças finitas

Esta seção tem por finalidade apresentar resultados matemáticos necessários para discretiza-

ção da equação do fluxo, que será usada durante este trabalho. Serão suavizadas determinadas

imagens, as quais apresentam algum tipo de interferência, como por exemplo rúıdo e seg-

mentação. Representamos estas imagens por funções u, com u : Ω ⊂ Rn → R, e n = 2 ou

n = 3. Procuramos então, uma solução u(x), com x ∈ Rn, de uma determinada equação dife-

rencial parcial. Assim, devemos discretizar o domı́nio de u(x, y), isto é, o domı́nio de região Ω

será discretizado em uma malha de pontos bidimensionais, onde a malha de passos h e k que

será constrúıda, associada a (xi, yj), é dada por:

(xi, yj) = (x0 ± ih, y0 ± jk), para i, j = 1, 2, ..., (4.6)

sendo (x0, y0) um ponto de referência e h e k números positivos. Consideramos h = k para que

a malha possa se tornar regular em (x, y), sendo a vizinhança deste ponto representada como

na Figura abaixo.

Figura 4.1: Conjunto de pontos utilizado na convolução.

Como as imagens que são consideradas neste trabalho apresentam dimensão m×n, a região

Ω será discretizada em uma malha de pontos m×n, os quais estarão igualmente espaçados, ou

seja, h = 1.

Como nosso objetivo é aproximar uma função de duas variáveis, e estamos considerando o

passo de tamanho constante h = 1, obtemos as seguintes aproximações relativas às derivadas

parciais de primeira e segunda ordens da função u(x, y):

∂u

∂x
= ux ≈ u(x + h, y) − u(x, y)

h
⇒ ux(xi, yi) ≈ ui+1,j − ui,j, Fórmula Avançada.

∂u

∂x
= ux ≈ u(x, y) − u(x− h, y)

h
⇒ ux(xi, yi) ≈ ui,j − ui−1,j, Fórmula Atrasada.
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∂u

∂x
= ux ≈ u(x + h, y) − u(x− h, y)

2h
⇒ ux(xi, yi) ≈

ui+1,j − ui−1,j

2
, Fórmula Centrada.

∂u

∂y
= uy ≈

u(x, y + h) − u(x, y)

h
⇒ uy(xi, yi) ≈ ui,j+1 − ui,j, Fórmula Avançada.

∂u

∂y
= uy ≈

u(x, y) − u(x, y − h)

h
⇒ uy(xi, yi) ≈ ui,j − ui,j−1, Fórmula Atrasada.

∂u

∂y
= uy ≈

u(x, y + h) − u(x, y − h)

2h
⇒ uy(xi, yi) ≈

ui,j+1 − ui,j−1

2
, Fórmula Centrada.

∂u

∂x∂y
= ux,y ≈

ui+1,j+1 + ui−1,j−1 − ui−1,j+1 − ui+1,j−1

4
.

∂2u

∂x2
= uxx ≈ ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j.

∂2u

∂y2
= uyy ≈ ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1.

Por não ser nosso objetivo, não apresentamos detalhes da obtenção das fórmulas acima,

porém maiores detalhes sobre tais deduções podem ser encontradas em [15].

Como a malha que utilizamos para discretização de Ω apresenta certa regularidade, temos

que para pontos interiores serão usados nas aproximações para a primeira derivada os operadores

diferenças centradas e percebemos que tais pontos estão bem definidos na malha usada na

discretização. Já para os pontos nas regiões de contorno, serão utilizados operadores diferenças

avançadas e atrasadas, dependendo da posição destes pontos.

Para terminar a discretização da equação do fluxo (4.5), que é dada por:

∂u

∂t
(x, t) = −β(u− I) +

(
uxxu

2
y − 2uxuyuyx + uyyu

2
x

|∇u|3

)
= −β(u− I) + div

(
∇u

|∇u|

)
,

denotamos  L(u) = −β(u − I) + div

(
∇u

|∇u|

)
. Assim, podemos escrever o problema (4.5) da

seguinte forma:
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∂u

∂t
=  L(u), (4.7)

com u(x, y, 0) = I(x, y).

Portanto, a solução deste problema é obtida substituindo as derivadas presentes em  L(u)

por diferenças finitas e a equação diferencial parcial dada em (4.7) é então aproximada pela

seguinte equação:

un+1
i,j − un

i,j

τ
= −β(un − I)i,j +

(
uxxu

2
y − 2uxuyuyx + uyyu

2
x

|∇un|3

)
i,j

,

ou equivalentemente,

un+1
i,j − un

i,j

τ
= −β(un − I)i,j + div

(
∇u

|∇u|

)
i,j

, com u0
i,j = I(xi, yj). (4.8)

Após apresentarmos a discretização da equação do fluxo, veremos na próxima seção a

equivalência entre as duas formulações primal e dual.

4.3 Equivalência entre as Formulações Primal e Dual

Uma outra maneira de resolver problemas variacionais, citada anteriormente, é na sua for-

mulação Dual. Porém, primeiramente, mostraremos nesta seção a equivalência entre as for-

mulações primal e dual do modelo ROF e deixaremos o método de resolução no dual para o

próximo caṕıtulo.

Sabemos que J(u) é definido por (3.1), e assim pela transformação de Legendre-Fenchel

temos que, o fato de J ser homogêneo, isto é, J(λu) = λJ(u) para cada u, e λ > 0, se

transforma em:

J∗(v) = supu⟨u, v⟩X − J(u), (4.9)

com ⟨u, v⟩X =
∑

i,j uij vij, que é a “função caracteŕıstica” do conjunto fechado convexo K dado

por:

J∗(v) = χK(v) =

 0, se v ∈ K,

+∞, caso contrário.
(4.10)
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Assim, como vimos anteriormente, a equação de Euler-Lagrange de (3.4) é dada por:

β(u− I) −

(
uxxu

2
y − 2uxuyuyx + uyyu

2
x

|∇u|3

)
= 0,

que é equivalente a,

β(u− I) +

(
−uxxu

2
y + 2uxuyuyx − uyyu

2
x

|∇u|3

)
︸ ︷︷ ︸

∈∂J(u)

= 0 ⇒ β(u− I) + ∂J(u) ∋ 0, (4.11)

onde ∂J é o “subdiferencial” de J (ver definição 1.5).

Com isso, considerando β =
1

λ
, a equação de Euler-Lagrange (4.11) pode ser reescrita do

seguinte modo:

1

λ
(u− I) + ∂J(u) ∋ 0.

Agora, subtraindo
u

λ
de ambos os lados da expressão acima, temos:

−I

λ
+ ∂J(u) ∋ −u

λ
,

e de maneira análoga, subtraindo
I

λ
de ambos os lados, temos:

∂J(u) ∋ I

λ
− u

λ
⇒ ∂J(u) ∋ I − u

λ
,

ou seja,

I − u

λ
∈ ∂J(u). (4.12)

Assim, como J∗∗ = J temos que se
I − u

λ︸ ︷︷ ︸
µ

∈ ∂J(u) então:

I − u

λ
∈ ∂J(u) ⇒ u ∈ ∂J∗

(
I − u

λ

)
. (4.13)
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De fato, pela Proposição 1.1 temos que

J(u) + J∗(µ) = ⟨u, µ⟩ ⇒ J∗(u) + J∗∗(µ) = ⟨u, µ⟩ ⇒ u ∈ ∂J∗(µ).

Assim temos (4.13), ou seja:

I − u

λ
∈ ∂J(u) ⇒ u ∈ ∂J∗

(
I − u

λ

)
.

Agora, se multiplicarmos por
1

λ
de ambos os lados, a expressão acima pode ser reescrita do

seguinte modo:

u ∈ ∂J∗

(
I − u

λ

)
⇒ u

λ
∈ 1

λ
∂J∗

(
I − u

λ

)
.

Agora, subtraindo
u

λ
de ambos os lados, temos:

0 ∈ −u

λ
+

1

λ
∂J∗

(
I − u

λ

)
,

e de maneira análoga, somando
I

λ
de ambos os lados, obtemos:

0 +
I

λ
∈ I

λ
− u

λ
+

1

λ
∂J∗

(
I − u

λ

)
⇒ I

λ
∈ I − u

λ
+

1

λ
∂J∗

(
I − u

λ

)
, (4.14)

e assim, temos que w =
I − u

λ
é minimizador de

∥ w − I/λ ∥2

2
+

1

λ
J∗(w) pois, pela expressão

(4.14), nomeando
I − u

λ
= w e fazendo J∗ = G, temos que:

1

λ
∈ w +

1

λ
∂G(w) ⇒ w − I + β ∂G(w) ∋ 0,

que, como em (4.11), a expressão acima implica que w é minimizador de

∫
Ω

G(w) +
∥ w − I/λ ∥2

2
=

∫
Ω

1

λ
J∗(w) +

∥ w − I/λ ∥2

2
. (4.15)

A expressão (4.15) é conhecida como formulação dual de (3.4).
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Agora, como J∗ é definido pela expressão (4.9), temos que w = πK(I/λ) (projeção não

linear). Assim, a solução do problema (3.4) é dado por:

u = I − πλK(I). (4.16)

Portanto, para resolvermos o problema (3.4) precisamos calcular a projeção πλK . No

próximo caṕıtulo descreveremos um método para calcular esta projeção (no conjunto discreto)

em dimensão 2, e para outras dimensões é feito de maneira análoga com poucas modificações.



Caṕıtulo 5

Algoritmo de Minimização da Variação

Total na Formulação Dual

5.1 Formulação Dual na Forma Discreta

Neste Caṕıtulo mostraremos um algoritmo proposto por Chambolle em [6] que minimiza a

variação total de uma imagem e é baseado em sua formulação dual. Também estudaremos a

sua convergência.

No caṕıtulo anterior verificamos a equivalência entre as formulações primal e dual, onde

considerávamos imagens como matrizes bidimensionais de tamanho N × N e denotamos por

X o espaço euclidiano RN×N . Definimos também, a variação total em um conjunto cont́ınuo

pela expressão (3.1). Agora daremos uma definição discreta para a variação total, pois iremos

desenvolver o algoritmo no conjunto discreto e, para isso, vamos utilizar o operador gradiente

discreto. Seja u ∈ X e ∇u um vetor em Y = X ×X dado por

(∇u)i,j = ((∇u)1i,j, (∇u)2i,j),

com

(∇u)1i,j :=

 ui+1,j − ui,j, se i < N,

0, se i = N.

e

(∇u)2i,j :=

 ui,j+1 − ui,j, se j < N,

0, se j = N.

64
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para cada i, j = 1, ..., N . Temos que (∇u)1i,j se aproxima da derivada de u em relação a x, e

(∇u)2i,j da derivada de u em relação a y.

A partir da definição de ∇u, temos que a variação total de u pode ser dada por:

J(u) =
∑

1≤i,j≤N

|(∇u)i,j|, (5.1)

com |y| :=
√
y21 + y22, para cada y = (y1, y2) ∈ R2.

Temos que (5.1) é a discretização da variação total e, como vimos, pode também ser definido

no conjunto cont́ınuo pela expressão (3.1).

Com visto também no caṕıtulo anterior, temos pela transformação de Legendre-Fenchel que,

o fato de J ser homogêneo implica em (4.9) e (4.10). Assim, como J∗∗ = J e J∗(v) = 0 se

v ∈ K, temos que:

J∗(v) = sup
v∈K

⟨u, v⟩X − J(u),

que é equivalente a:

0 = sup
v∈K

⟨u, v⟩X − J(u) ⇒ J(u) = sup
v∈K

⟨u, v⟩X , (5.2)

e em termos de conjuntos cont́ınuos, vemos facilmente, de (3.1), que K é o fecho do conjunto

{divξ; ξ ∈ C1
c (Ω;R2), |ξ(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω}.

Encontraremos agora uma caracterização semelhante na definição discreta. Para isso, usa-

remos no conjunto Y = X ×X, o produto escalar euclidiano padrão, dado por:

⟨p, q⟩Y =
∑

1≤i,j≤N

(p1i,j q
1
i,j + p2i,j q

2
i,j),

onde p = (p1, p2), q = (q1, q2) ∈ Y .

Assim, para cada u ∈ X temos que:

J(u) = sup
p

⟨p,∇u⟩Y , (5.3)
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onde sup é tomado para todo p ∈ Y tal que |pi,j| ≤ 1, para cada i, j.

Por fim, introduzimos a definição de divergência discreta, div : Y → X pela analogia com o

cont́ınuo, dada por div = −∇∗ ( onde ∇∗ é o adjunto de ∇). Isto é, para cada p ∈ Y e u ∈ X

temos que:

⟨−div p, u⟩X = ⟨p,∇u⟩Y ,

onde div é dado por:

(div p)i,j :=


p1i,j − p1i−1,j, se 1 < i < N

p1i,j, se i = 1

−p1i−1,j, se i = N

+


p2i,j − p2i,j−1, se 1 < j < N

p2i,j, se j = 1

−p1i,j−1, se j = N

para cada p = (p1, p2) ∈ Y .

Portanto, da definição do operador divergente e de (5.3), temos a caracterização do conjunto

K na definição discreta dada por:

K = {divp| p ∈ Y, |pi,j| ≤ 1, ∀i, j = 1, ..., N}.

Na próxima seção veremos a prova da igualdade ⟨−div p, u⟩X = ⟨p,∇u⟩Y no conjunto

discreto.

5.1.1 A prova de ⟨−div p, u⟩X = ⟨p,∇u⟩Y

Faremos a prova começando pelo termo ⟨p,∇u⟩Y . Desenvolveremos este termo usando as

definições dadas na seção anterior e chegaremos em ⟨−div p, u⟩X .

Temos portanto a seguinte igualdade:
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⟨p,∇u⟩Y =
∑
i,j

[p1i,j (∇u)1i,j + p2i,j (∇u)2i,j].

Separando o somatório em i = N, j = N, i < N e j < N temos:

⟨p,∇u⟩Y = p1N,N (∇u)1N,N + p2N,N (∇u)2N,N +
∑
i<N

[p1i,N (∇u)1i,N + p2i,N (∇u)2i,N ] +

+
∑
j<N

[p1N,j (∇u)1N,j + p2N,j (∇u)2N,j] +
∑
i,j<N

[p1i,j (∇u)1i,j + p2i,j (∇u)2i,j],

e usando a definição de (∇u)1 e (∇u)2 obtemos:

⟨p,∇u⟩Y =
∑
i<N

p1i,N(ui+1,N − ui,N) +
∑
j<N

p2N,j(uN,j+1 − uN,j) +
∑
i,j<N

[p1i,j(ui+1,j − ui,j) +

+p2i,j(ui,j+1 − ui,j)].

A seguir, aplicando a propriedade distributiva concluimos:

⟨p,∇u⟩Y =
∑
i<N

p1i,N ui+1,N −
∑
i<N

p1i,N ui,N +
∑
j<N

p2N,j uN,j+1 −
∑
j<N

p2N,j uN,j +

+
∑
i,j<N

p1i,j ui+1,j −
∑
i,j<N

p1i,j ui,j +
∑
i,j<N

p2i,j ui,j+1 −
∑
i,j<N

p2i,j ui,j.

Reescrevendo os somatórios obtemos:

⟨p,∇u⟩Y = (
N−1∑
i=1

p1i,N ui+1,N) − (
∑

1<i<N
j=N

p1i,N ui,N + p11,N u1,N) + (
N−1∑
j=1

p2N,j uN,j+1) −

− (
∑

1<j<N
i=N

p2N,j uN,j + p2N,1 uN,1) + (
∑

1<i<N−2
j=1

p1i,j ui+1,j +
N−2∑
i=1

(
N−1∑
j=2

p1i,j ui+1,j) +

+ p1N−1,1 uN,1 +
∑

1<j<N−2
i=N−1

p1i,j ui+1,j) − (
∑
i<N

(
∑
j<N

p1i,j ui,j)) + (
∑

j<N−1
i=1

p2i,j ui,j+1 +

+ p2i,N−1 u1,N +
N−1∑
i=2

(
N−2∑
j=1

p2i,j ui,j+1) +
∑

1<i<N−2
j=N−1

p2i,j ui,j+1) − (
∑
i<N

(
∑
j<N

p2i,j ui,j)).
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⟨p,∇u⟩Y = (
N−1∑
i=2

p1i−1,N ui,N + p1N−1,N uN,N) − (
∑

1<i<N
j=N

p1i,N ui,N + p11,N u1,N) +

+ (
N−1∑
j=2

p2N,j−1 uN,j + p2N,N−1 uN,N) − (
∑

1<j<N
i=N

p2N,j uN,j + p2N,1 uN,1) +

+ (
∑

1<i<N

p1i−1,1 ui,1 +
∑

1<i,j<N

p1i−1,j ui,j + p1N−1,1 uN,1 +
∑

1<j<N

p1N−1,j uN,j) −

− (
∑
i<N

(
∑

1<j<N

p1i,j ui,j + p1i,1 ui,1)) + (
∑

1<j<N

p21,j−1 u1,j + p21,N−1 u1,N +

+
∑

1<i,j<N

p2i,j−1 ui,j +
∑

1<i<N

p2i,N−1 ui,N) − (
∑
i<N

(
∑

1<j<N

p2i,j ui,j + p2i,1 ui,1))

⟨p,∇u⟩Y = (
∑

1<i<N

p1i−1,N ui,N + p1N−1,N uN,N) − (
∑

1<i<N
j=N

p1i,N ui,N + p11,N u1,N) +

+ (
∑

1<j<N

p2N,j−1 uN,j + p2N,N−1 uN,N) − (
∑

1<j<N
i=N

p2N,j uN,j + p2N,1 uN,1) +

+ (
∑

1<i<N

p1i−1,1 ui,1 +
∑

1<i,j<N

p1i−1,j ui,j + p1N−1,1 uN,1 +
∑

1<j<N

p1N−1,j uN,j) −

− (
∑

1<i<N

(
∑

1<j<N

p1i,j ui,j + p1i,1 ui,1) +
∑

1<j<N
i=1

p11,j u1,j + p11,1 u1,1) +

+ (
∑

1<j<N

p21,j−1 u1,j + p21,N−1 u1,N +
∑

1<i,j<N

p2i,j−1 ui,j +
∑

1<i<N

p2i,N−1 ui,N) −

− (
∑

1<i<N

(
∑

1<j<N

p2i,j ui,j + p2i,1 ui,1) +
∑

1<j<N
i=1

p21,j u1,j + p21,1 u1,1)

⟨p,∇u⟩Y = (
∑

1<i<N

p1i−1,N ui,N + p1N−1,N uN,N) − (
∑

1<i<N
j=N

p1i,N ui,N + p11,N u1,N) +

+ (
∑

1<j<N

p2N,j−1 uN,j + p2N,N−1 uN,N) − (
∑

1<j<N
i=N

p2N,j uN,j + p2N,1 uN,1) +

+ (
∑

1<i<N

p1i−1,1 ui,1 +
∑

1<i,j<N

p1i−1,j ui,j + p1N−1,1 uN,1 +
∑

1<j<N

p1N−1,j uN,j) −

− (
∑

1<i,j<N

p1i,j ui,j +
∑

1<i<N
j=1

p1i,1 ui,1 +
∑

1<j<N
i=1

p11,j u1,j + p11,1 u1,1) +

+ (
∑

1<j<N

p21,j−1 u1,j + p21,N−1 u1,N +
∑

1<i,j<N

p2i,j−1 ui,j +
∑

1<i<N

p2i,N−1 ui,N) −

− (
∑

1<i,j<N

p2i,j ui,j +
∑

1<i<N
j=1

p2i,1 ui,1 +
∑

1<j<N
i=1

p21,j u1,j + p21,1 u1,1).



69

Reordenado os termos chegamos a:

⟨p,∇u⟩Y = −[p1.11 u1,1 + p21,1 u1,1 + p11,N u1,N − p21,N−1 u1,N − p1N−1,1 uN,1 + p2N,1 uN,1 −

− p1N−1,N uN,N − p2N,N−1 uN,N +
∑

1<i<N

p1i,1 ui,1 −
∑

1<i<N

p1i−1,1 ui,1 +

+
∑

1<i<N

p2i,1 ui,1 +
∑

1<i<N

p1i,N ui,N −
∑

1<i<N

p1i−1,N ui,N −
∑

1<i<N

p2i,N−1 ui,N +

+
∑

1<j<N

p11,j u1,j +
∑

1<j<N

p21,j u1,j −
∑

1<j<N

p21,j−1 u1,j −
∑

1<j<N

p1N−1,j uN,j +

+
∑

1<j<N

p2N,j uN,j −
∑

1<j<N

p2N,j−1 uN,j +
∑

1<i,j<N

p1i,j ui,j −
∑

1<i,j<N

p1i−1,j ui,j +

+
∑

1<i,j<N

p2i,j ui,j −
∑

1<i,j<N

p2i,j−1 ui,j],

e juntando termos semelhantes temos que:

⟨p,∇u⟩Y = −[p11,1 u1,1 + p21,1 u1,1 + p11,N u1,N − p21,N−1 u1,N − p1N−1,1 uN,1 + p2N,1 uN,1 −

− p1N−1,N uN,N − p2N,N−1 uN,N +
∑

1<i<N

[(p1i,1 − p1i−1,1 + p2i,1) ui,1 +

+ (p1i,N − p1i−1,N − p2i,N−1) ui,N ] +
∑

1<j<N

[(p11,j + p21,j − p21,j−1) u1,j +

+ (−p1N−1,j + p2N,j − p2N,j−1) uN,j] +
∑

1<i,j<N

(p1i,j − p1i−1,j + p2i,j − p2i,j−1) ui,j].

Agora, usando a definição do operador divergente concluimos:

⟨p,∇u⟩Y = −[(div p · u)1,1 + (div p · u)1,N + (div p · u)N,1 + (div p · u)N,N +

+
∑

1<i<N

((div p · u)i,1 + (div p · u)i,N) +
∑

1<j<N

((div p · u)1,j + (div p · u)N,j) +

+
∑

1<i,j<N

(div p · u)i,j]

⟨p,∇u⟩Y = −
∑
i,j

(div p · u)i,j =
∑
i,j

(−div p)i,jui,j = ⟨−div p, u⟩X .

Assim, como queŕıamos demonstrar temos que

⟨p,∇u⟩Y = ⟨−div p, u⟩X .
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5.2 O Algoritmo

Nesta seção vamos mostrar o algoritmo proposto por Chambolle em [6] para resolver o pro-

blema de ROF (3.4) na sua formulação dual (4.15). Com tudo, vimos no caṕıtulo anterior que

a solução do problema primal ROF é:

u = I − πλK(I).

Agora, resolver πλK(I) é o mesmo que encontrar a solução do seguinte problema:

min{∥ λ divp− I ∥2: p ∈ Y = X ×X, |pi,j|2 − 1 ≤ 0, ∀i, j = 1, ..., N}. (5.4)

Assim, pelas condições de Kuhn-Tucker (ver seção 1.6) temos que existe um multiplicador

de Lagrange αi,j ≥ 0, associado ao problema (5.4), tal que para cada i, j temos:

−(∇(λ divp− I))i,j + αi,j pi,j = 0, (5.5)

com αi,j > 0 e |pi,j| = 1 ou |pi,j| < 1 e αi,j = 0. No ultimo caso temos (∇(λ div p− I))i,j = 0,

e em ambos temos que:

αi,j = |(∇(λ divp− I))i,j|. (5.6)

Substituindo (5.6) em (5.5) temos:

−(∇(λ divp− g))i,j + |(∇(λ divp− g))i,j| pi,j = 0 (5.7)

e nomeando a função lagrangeana L = −(∇(λ divp−g))i,j + |(∇(λ divp−g))i,j| pi,j, Chambolle

propôs o seguinte algoritmo, chamado de gradiente descendente semi-impĺıcito (ou ponto fixo):

Escolhendo τ > 0 e sendo p0 = 0 temos pela equação do fluxo que, para qualquer n ≥ 0,

pt = (∇(λ divp− g))i,j − |(∇(λ divp− g))i,j| pi,j.

Agora, discretizando a igualdade acima usando diferenças finitas obtemos:
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pn+1
i,j − pni,j

τ
= ∇(λ divpn − I)i,j − |∇(λ divpn − I)|i,j pn+1

i,j .

Multiplicando de ambos os lados na igualdade acima por τ , temos:

pn+1
i,j = pni,j + τ

(
∇

(
λ divpn − I

))
i,j

− τ

∣∣∣∣∣∇
(
λ divpn − I

)∣∣∣∣∣
i,j

pn+1
i,j ,

e agrupando os termos que apresentam pn+1
i,j , chegamos a:

0 = pni,j + τ

(
∇

(
λ divpn − I

))
i,j

− pn+1
i,j

(
1 + τ

∣∣∣∣∣∇
(
λ divpn − I

)∣∣∣∣∣
i,j

)
.

Por fim, colocando em evidência pn+1
i,j , concluimos:

⇒ pn+1
i,j =

pni,j + τ(∇(λ divpn − I))i,j

1 + τ |∇(λ divpn − I)|i,j
. (5.8)

Teorema 5.1 (Teorema 3.1 de [6]) Seja τ ≤ 1
8
. Então λ divpn converge para πλK(I) com

n → ∞.

Demonstração: Temos, por indução, que para cada n ≥ 0, |pni,j| ≤ 1 para todo i, j. De

fato, sabemos que para n = 0 é valido |p0i,j| ≤ 1, pois p0 = 0. Supomos válido para n − 1, ou

seja, |pn−1
i,j | ≤ 1 e provamos que vale para n. Como |pn−1

i,j | ≤ 1, então

pn−1 + τ(∇(div pn−1 − I

λ
)) ≤ 1[1 + τ(∇(div pn−1 − I

λ
))],

dai,

pn =
pn−1 + τ(∇(div pn−1 − I

λ
))

1 + τ(∇(div pn−1 − I
λ
))

≤ 1.

Agora, fixemos n ≥ 0 e seja η =
(pn+1 − pn)

τ
. Chamando

(
div pn − I

λ

)
= A, temos que:
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∥A∥2 =

∥∥∥∥∥div pn+1 − I

λ

∥∥∥∥∥
2

=
∑

1≤i,j≤N

(
div pn+1 − I

λ

)2

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div pn+1)2 − 2(div pn+1)

I

λ
+

I2

λ2

]
.

Substituindo div pn+1 por div(pn + τ [(∇A) − |∇A| pn+1]) obtemos:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div(pn + τ [(∇A) − |∇A| pn+1]))2 − 2(div(pn + τ [(∇A− |∇A| pn+1]))

I

λ
+

+
I2

λ2

]
,

aplicando o operador divergente na soma pn + τ [(∇A) − |∇A| pn+1], temos que:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div pn + div (τ [(∇A) − |∇A| pn+1]))2 − 2(div pn+

+div (τ [(∇A) − |∇A| pn+1]))
2

λ
+

I2

λ2

]
.

Agora, desenvolvendo o quadrado perfeito e div (τ [(∇A) − |∇A| pn+1]), temos:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div pn)2 + 2div pn div (τ [(∇A) − |∇A| pn+1]) + (div [τ(∇A)−

−|∇A| pn+1])2 − 2I

λ
(div pn) − 2I

λ
div [τ(∇A)] +

2I

λ
div [τ |∇A| pn+1] +

I2

λ2

]
,

e aplicando o operador divergente na soma τ [(∇A) − |∇A| pn+1], obtemos:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div pn)2 + 2(div pn)(div [τ(∇A)]) − 2(div pn)(div [τ |∇A| pn+1])+

+(div [τ(∇A)])2 − 2(div [τ(∇A)])(div [τ |∇A| pn+1]) + (div [τ |∇A| pn+1])2−
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−2I

λ
(div pn) − 2I

λ
div [τ(∇A)] +

2I

λ
div[τ |∇A| pn+1] +

I2

λ2
]

]
.

Reoordenando os termos e colocando τ e τ 2 em evidência, chegamos a:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div pn)2 − 2I

λ
(div pn) +

I2

λ2
+ 2τ [(div [τ(∇A)]) − (div [τ |∇A| pn+1])]A+

+τ 2[(div [τ(∇A)])2 − 2(div [τ(∇A)]) (div [τ |∇A| pn+1]) + (div [τ |∇A| pn+1])2]

]
.

Simplificando os termos e substituindo div η, obtemos:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[
(div pn)2 − 2(div pn)

I

λ
+

I2

λ2
+ 2τ(div η)A+

+τ 2[(div [τ(∇A)])(div [τ |∇A| pn+1])]2

]
.

Agora, substituindo (div pn)2 − 2(div pn)
I

λ
+

I2

λ2
por A2, temos que:

∥A∥2 =
∑

1≤i,j≤N

[A2 + 2τ (div η) A + τ 2 (div η)2],

e aplicando a definição de ∥ · ∥ e de ⟨·, ·⟩, concluimos:

∥A∥2 = ∥A∥ + 2τ ⟨div η, A⟩ + τ 2 ∥div η∥2.

Portanto:

∥A∥2 =

∥∥∥∥∥div pn+1 − I

λ

∥∥∥∥∥
2

= ∥A∥2 + 2τ⟨div η, A⟩ + τ 2∥div η∥2. (5.9)

Como

2τ⟨div η, A⟩ = τ(2⟨div η, A⟩) = −τ(2⟨η,∇A⟩), pois⟨−div p, u⟩ = ⟨p,∇u⟩,



74

e τ 2∥div η∥2 ≤ −K2τ∥η∥2Y , pois K2τ∥η∥2Y > 0 e τ∥div η∥2 > 0, temos que:

∥A∥2 + 2τ⟨div η, A⟩ + τ 2∥div η∥2 ≤ ∥A∥2 − τ(2⟨η,∇A⟩ −K2τ∥η∥2Y ).

Assim,

∥∥∥∥∥div pn+1 − I

λ

∥∥∥∥∥
2

= ∥A∥2 + 2τ⟨div η, A⟩ + τ 2∥div η∥2

≤ ∥A∥2 − τ(2⟨η,∇A⟩ −K2τ∥η∥2Y ).

Denotemos ∥η∥2Y = ⟨η, η⟩Y e K a norma do operador divergente, div : Y → X. Agora,

como 2⟨η,∇A)⟩ =
∑

2ηi,j(∇A)i,j, temos que:

2⟨η,∇A⟩ −K2τ∥η∥2Y =
∑

2ηi,j(∇A)i,j −K2τ |ηi,j|2.

Uma vez que ηi,j é da forma (∇A)i,j − ρi,j, com ρi,j = |(∇A)i,j| pn+1, temos que para cada

i, j se verifica:

2ηi,j(∇A)i,j −K2τ |ηi,j|2 = 2((∇A)i,j − |(∇A)i,j| pn+1)(∇A)i,j−

−K2τ
∑

i,j[((∇A)i,j − |(∇A)i,j| pn+1]2i,j

desenvolvendo a multiplicação ((∇A)i,j − |(∇A)i,j| pn+1)(∇A)i,j e o quadrado perfeito

= 2(∇A)2i,j − 2(∇A)i,j|(∇A)i,j| pn+1 −K2τ [(∇A)2i,j − 2(∇A)i,j|(∇A)i,j| pn+1+

+|(∇A)i,j|2 (pn+1)2]

substituindo (∇A)2i,j − 2(∇A)i,j|(∇A)i,j| pn+1 + |(∇A)i,j|2 (pn+1)2 por |ηi,j|2

= (∇A)2i,j − 2(∇A)i,j|(∇A)i,j| pn+1 −K2τ |ηi,j|2 + (∇A)2i,j
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somando e sutraindo o termo |(∇A)i,j|2 (pn+1)2

= (∇A)2i,j − 2(∇A)i,j|(∇A)i,j| pn+1 + |(∇A)i,j|2 (pn+1)2 −K2τ |ηi,j|2 + (∇A)2i,j−

−|(∇A)i,j|2 (pn+1)2

substituindo (∇A)2i,j − 2(∇A)i,j|(∇A)i,j| pn+1 + |(∇A)i,j|2 (pn+1)2 por |ηi,j|2

= |ηi,j|2 −K2τ |ηi,j|2 + (∇A)2i,j − |(∇A)i,j|2 (pn+1)2

colocando |ηi,j|2 em evidência

= (1 −K2τ)|ηi,j|2 + (|(∇A)i,j|2 − |ρi,j|2).

Portanto,

2ηi,j(∇A)i,j −K2τ |ηi,j|2 = (1 −K2τ)|ηi,j|2 + (|(∇A)i,jI|2 − |ρi,j|2).

Uma vez que |pn+1
i,j | ≤ 1, temos que |ρi,j| ≤ |Ai,j|, pois, |ρ| = |∇A| pn+1. Portanto, se

τ ≤ 1/K2, observamos que ∥A∥2 diminui com n, exceto quando η = 0, ou seja, pn+1 = pn. De

fato, se ∥div pn+1− I/λ∥ = ∥A∥, temos que |ρi,j| = |Ai,j|, para cada i, j, de modo que |Ai,j| = 0

ou |pn+1
i,j | = 1. Em ambos os casos, a equação (5.8) resulta em pn+1 = pn.

Seja agora m = lim
n→∞

∥A∥, e p o limite de uma subsequência convergente (pnk) de (pn). Seja

também p′ o limite de pnk+1, então temos que

p
′

i,j =
pi,j + τ(∇(div p− I/λ))i,j

1 + τ |(∇(div p− I/λ))i,j|
,

e repetindo os mesmos cálculos anteriores vemos que

m = lim
n→∞

∥div p− I/λ∥ = lim
n→∞

∥div p
′ − I/λ∥,

pois m = lim
n→∞

∥A∥ = lim
n→∞

∥div pn+1 − I/λ∥. Temos também que ηi,j =
(p

′
i,j − pi,j)

τ
= 0, para

todo i, j, ou seja, p = p
′
.

Assim, como −(∇(λ div p− I))i,j + |(∇(λ div p− I))i,j| pi,j = 0 temos que
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−(∇(λ div p− I))i,j + |(∇(λ div p− I))i,j| pi,j = 0

é a equação de Euler-Lagrange para uma solução de (5.4).

Com isso, deduzimos que p resolve (5.4) e que λ div p é a projeção πK(I). Uma vez que

essa projeção é única, temos que toda sequência λ div pn converge para πK(I). Portanto, o

teorema está provado se pudermos mostrar que K2 ≤ 8.

Por definição temos que K = sup
∥p∥Y ≤1

∥div p∥. Agora, vamos adotar por convenção que

p0,j = pi,0 = pi,N = 0, para todo i, j. Então como (a + b)2 ≤ (a + b)2 + (a − b)2 = 2a2 + 2b2

temos que:

∥div p∥2 =
∑

1≤i,j≤N

(p1i,j − p1i−1,j + p2i,j − p2i,j−1)
2 =

∑
1≤i,j≤N

((p1i,j − p1i−1,j)
2 + (p2i,j − p2i,j−1)

2)2

≤ 2(p1i,j − p1i−1,j)
2 + 2(p2i,j − p2i,j−1)

2 ≤ 2[2(p1i,j)
2 + 2(p1i−1,j)

2] + 2[2(p2i,j)
2 + 2(p2i,j−1)

2]

= 4(p1i,j)
2 + 4(p1i−1,j)

2 + 4(p2i,j)
2 + 4(p2i,j−1)

2 = 4[(p1i,j)
2 + (p1i−1,j)

2 + (p2i,j)
2 + (p2i,j−1)

2]

= 4[(p1i,j)
2 + (p2i,j)

2] + 4[(p1i−1,j)
2 + (p2i,j−1)

2] = 4∥p∥2Y + 4[(p1i,j)
2 + (p2i,j)

2 + (p1N,j)
2+

+(p2i,N)2 − (p10,j)
2 − (p2i,0)

2] = 4∥p∥2Y + 4∥p∥2Y = 8∥p∥2Y .

Dai, temos que K2 ≤ 8, provando o teorema.

�

No próximo caṕıtulo, veremos duas aplicações do algoritmo visto aqui em problemas de

processamento de imagens: segmentação de imagens baseado em competição de regiões fuzzy

e remoção de rúıdos.



Caṕıtulo 6

Aplicação do Algoritmo de

Minimização

6.1 Introdução

Para ilustrar a aplicação do algoritmo, vamos considerar o modelo de Competição entre

Regiões Fuzzy e o modelo ROF para o problema de Segmentação de Imagens e Eliminação de

Rúıdos, respectivamente.

Serão mostrados neste caṕıtulo, além do algoritmo, alguns resultados da aplicação dos

métodos citados.

6.2 Aplicação em Segmentação de Imagens - Modelo de

Competição entre Regiões Fuzzy

Como visto no caṕıtulo 3, uma das maneiras de segmentar imagens pode ser minimizando

o funcional (3.11). Uma forma comum de resolver (3.11) é reescrever F0 como um funcional

que contenha apenas integrais sobre o conjunto de bordas, ou então, reescrever F0 como um

funcional que só contenha integrais sobre o domı́nio Ω. Para isso, a idéia é substituir em F0 o

conjunto Ω1 pela função de Heaviside H(Ψ) (ver definição 1.3) e derivar as equações de Euler-

Lagrange em relação a Ψ. A dificuldade apresentada é o fato de que o espaço de otimização -

conjunto das funções caracteŕısticas - é não convexo.

Nesta seção detalharemos todos os cálculos da equação de Euler-Lagrange e da minimização

do funcional (3.11), e alguns resultados. Tal método foi proposto pelos autores Mory e Ardon

e detalhes deste processo pode ser visto em [27].

77
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6.2.1 Minimização do Funcional (3.11)

Queremos resolver o funcional (3.11), porém ele é não-convexo, pois o conjunto de sub-

domı́nios Ω1 ⊂ Ω não o é. Com tudo, podemos expressá-lo como um problema de otimização

no conjunto das funções caracteŕısticas não-convexas do seguinte modo:

min
χ,α

{
F̄0(χ, α) =

∫
Ω

g(x)|∇χ(x)|dx +

∫
Ω

χ(x)rα1
1 (x)dx +

∫
Ω

(1 − χ(x))rα2
2 (x)dx

}
. (6.1)

Assim podemos estender (3.11) a um problema que é convexo, bastando substituir em (6.1) a

função caracteŕıstica χ por uma função fuzzy nomeada de u (ver Definição 1.10), que pertence

a algum conjunto convexo. Uma escolha apropriada para este conjunto é o espaço das funções

de variação limitada BV (Ω)[0,1] (ver definição (1.25)), com seus valores em [0, 1]. Assim, esta

extensão nos leva a um novo problema de Competição entre Regiões Fuzzy com u ∈ BV (Ω)[0,1]

dado por:

min
u∈BV (Ω)[0,1],α

{
F̆ (u, α) =

∫
Ω

g(x)|∇u(x)|dx +

∫
Ω

u(x)︸︷︷︸
P ((x)∈Ω1)

rα1
1 (x)dx

+

∫
Ω

(1 − u(x))︸ ︷︷ ︸
P ((x)∈Ω\Ω1)

rα2
2 (x)dx

}
, (6.2)

onde x = (x, y).

Uma interpretação f́ısica que podemos fazer neste momento sobre a variável u, é que para

qualquer x ∈ Ω, u(x) representa a probabilidade de x pertencer a Ω1. Agora, o fato do problema

(6.2) ser convexo em u nos diz que ele apresenta apenas soluções globais que minimizam F̆ ,

independentes das condições iniciais e pode ser resolvida (mantendo-se α fixo) com eficientes

algoritmos numéricos.

Proposição 6.1 (Proposição 1 de [27]) Considerando o parâmetro da região α fixo e se u∗ é um

minimizador global de F̆ em BV[0,1](Ω), então para quase todo t ∈ [0, 1], a função caracteŕıstica

x → Xu∗(x, t) do conjunto Ωt = {x ∈ Ω;u∗(x) > t} é também um minimizador global de F̆ .

Além disso, Ωt é um minimizador global de F0.

Demonstração: Para toda função u ∈ BV[0,1](Ω) e r ∈ L1(Ω), temos que:

∫
Ω

g|∇u| =

∫ 1

0

∫
Ω

g(x)|∇Xu(x, t)|dxdt, (6.3)
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∫
Ω

ur =

∫
Ω

(∫ u(x)

0

dt

)
r(x)dx =

∫ 1

0

∫
Ω

Xu(x, t)r(x)dxdt. (6.4)

De agora em diante, para simplificar a notação vamos omitir a variável fixa α. Usando

as equações (6.3) e (6.4) para minimizar u∗, temos que F̆ (u∗) =
∫ 1

0
F̆ (Xu∗(•, t))dt, que é o

mesmo que
∫ 1

0
{F̆ (Xu∗(•, t)) − F̆ (u∗)}dt = 0. Se para todo t, F̆ (u∗) ≤ F̆ (Xu∗(•, t)), então

F̆ (Xu∗(•, t)) = F̆ (u∗) para quase todo t ∈ [0, 1]. Assim, temos que a função x → Xu∗(x, t) é

também minimizador de F̆ (•, α) para quase todo t ∈ [0, 1].

Além isso, se Ω1 ⊂ Ω é tal que F0(Ω1) < F̆ (u∗), então a função caracteŕıstica também satisfaz

F0(Ω1) = F̆ (XΩ1) < F̆ (u∗), que é uma contradição. Portanto, temos que para todo Ω1 ⊂ Ω,

F0(Ωt) ≤ F0(Ω1).

�

Portanto, devemos escolher uma estratégia eficiente de otimização que seja capaz de resolver

qualquer problema de segmentação de imagens em duas regiões, e que possa ser expressa pela

formulação geral (3.11), utilizando as funções de erro mostradas anteriormente. Assim (6.2)

poderá ser minimizada iterativamente, alternando entre as duas seguintes etapas:

a. Mantendo-se u fixo, calcula-se os parâmetros α, de acordo com a função de erro escolhida;

b. Mantendo-se α fixo, minimiza-se (6.2) em relação a variável de partição (Ω1) e calcula-se a

função de pertinência u ;

Quando o estado estacionário u∗ for alcançado, faz-se uma limiarização em u, obtendo a

segmentação final.

Temos que a etapa a. depende apenas da função de erro escolhida, pois ela determina

as equações que encontram valores ótimos para αi. Já na etapa b., fixando-se α, temos que a

função de pertinência u(x) é atualizada, calculando as equações de Euler-Lagrange do funcional

(6.2) em relação a função u. Para isso, reescrevemos o funcional F̆ =
∫
Ω
L(u, α) dx com

L(ux, uy,∇u) = g(x)|∇u(x)| + u(x)rα1
1 (x) + (1 − u(x))rα2

2 (x), e a equação de Euler-Lagrange

do funcional (6.2) em relação a u, para todo x = (x, y) ∈ Ω é dada por:

∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
− ∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
= 0. (6.5)
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Lembrando que L = g(x)|∇u(x)|+ u(x)rα1
1 (x) + (1− u(x))rα2

2 (x) e derivando L com relação a

ux temos que:

∂L

∂u
=

∂(g|∇u|)
∂u

+
(urα1

1 )

∂u
+

((1 − u)rα2
2 )

∂u
= rα1

1 − rα2
2 , (6.6)

e ainda:

(
∂L

∂ux

)
= g

(
ux√

u2
x + u2

y

)
, (6.7)

e
∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
= gx

(
ux√

u2
x + u2

y

)
+ g

(
uxx|∇u|2 − u2

xuxx − uxuyuxy

|∇u|3

)

=
gxux

|∇u|
+

guxx|∇u|2 − gu2
xuxx − guxuyuxy

|∇u|3

=
gxux

|∇u|
+

guxxu
2
x + guxxu

2
y − guxxu

2
x − guxyuyux

|∇u|3
.

Portanto, simplificando a expressão acima obtemos:

∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
=

gxux

|∇u|
+

guxxu
2
y − guxyuyux

|∇u|3
. (6.8)

Da mesma forma, derivando o L com relação a uy temos:

(
∂L

∂uy

)
= g

(
uy√

u2
x + u2

y

)
, (6.9)

e ainda:

∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
= gy

(
uy√

u2
x + u2

y

)
+ g

(
uyy|∇u|2 − u2

yuyy − uxuyuxy

|∇u|3

)

=
gyuy

|∇u|
+

guyy|∇u|2 − gu2
yuyy − guxuyuxy

|∇u|3

=
gyuy

|∇u|
+

guyyu
2
x + guyyu

2
y − guyyu

2
y − guxyuyux

|∇u|3
.
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Portanto, simplificando a expressão acima obtemos:

∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
=

gyuy

|∇u|
+

guyyu
2
x − guxyuyux

|∇u|3
. (6.10)

Assim, substituindo os termos (6.6), (6.8) e (6.10) na equação (6.5) tem-se:

rα1
1 − rα2

2 − 1

|∇u|
(∇g · ∇u) −

guxxu
2
y + guyyu

2
x − 2guxyuyux

|∇u|3
= 0,

que é equivalente a:

rα1
1 − rα2

2 − 1

|∇u|
(∇g · ∇u) − g div

(
∇u

|∇u|

)
. (6.11)

Devemos observar que minimizar F̆ com respeito a u em BV[0,1] é o mesmo que minimizar∫
Ω
g|∇u| +

∫
Ω
ur em BV com 0 ≤ u ≤ 1, onde a função de competição é r = rα1

1 − rα2
2 . Este

problema tem o mesmo conjunto de minimizadores do problema F̄ (u) =
∫
Ω
g|∇u| +

∫
Ω
ur +

δν(u), com ν(ε) = max(0, |2ε − 1| − 1) e δ > 1
2
|r|∞, que pode ser resolvido pelo método do

gradiente descendente baseado nas equações de Euler-Lagrange. Porém, nenhuma vantagem da

convexidade do funcional F̄ poderia ser aproveitada.

Assim, querendo utilizar o algoritmo da projeção dual de Chambolle [6], visto no caṕıtulo 5,

adicionamos uma variável auxiliar v, que se aproxima de u, e obtemos a seguinte aproximação:

min
(u,v)∈BV (Ω)[0,1]

{
F̄ (u, v) =

∫
Ω

g|∇u| +
1

2θ

∫
Ω

|u− v|2 +

∫
Ω

rv + δν(v)

}
, (6.12)

onde F̄ (u, v) é convexa em u e v, e θ é um escalar suficientemente pequeno, para que os

minimizadores (u∗, v∗) sejam praticamente idênticos na norma L2. Com este fato e com o

método da projeção dual de Chambolle, o funcional (6.12) pode ser minimizado de maneira

eficiente por este modelo seguindo duas etapas.

a. Mantendo-se u fixo o valor v é dado por:

v = max(min(u− θr, 1), 0), (6.13)

onde a função de competição é r = rα1
1 − rα2

2 .
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A expressão (6.13) é obtida a partir da equação de Euler-Lagrange de (6.12) com relação

a v, que é dado por:

∂L

∂v
− ∂

∂x

(
∂L

∂vx

)
− ∂

∂y

(
∂L

∂vy

)
= 0

onde L = g|∇u|+
1

2θ
|u− v|2 + rv + δν(v). Assim, temos que a igualdade acima pode ser

escrita do seguinte modo:

v − u

θ
+ r − 0 − 0 = 0,

ou equivalentemente,

v = u− rθ.

b. Mantendo-se v fixo e considerando p = (p1, p2) calcula-se u via Algoritmo da projeção do

seguinte modo:

u = v − θdivp. (6.14)

A expressão (6.14) é obtida através da equação de Euler-Lagrange de (6.12) com relação a

u, que é dada por:

∂L

∂u
− ∂

∂x

(
∂L

∂ux

)
− ∂

∂y

(
∂L

∂uy

)
= 0,

onde L = g|∇u|+ 1
2θ
|u− v|2 + rv + δν(v). Assim, temos que a igualdade acima pode ser escrita

do seguinte modo:

u− v

θ
+ g div

(
∇u

|∇u|

)
= 0.

Queremos resolver (6.12) baseado em [6] e a expressão (6.12) pode ser reescrita com a

variável dual p = (p1, p2) do seguinte modo:
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min
u

max
|p|≤g

∫
Ω

u div p +
1

2θ
(u− v)2dx, (6.15)

que é equivalente a:

max
|p|≤g

min
u

∫
Ω

u div p +
1

2θ
(u− v)2dx. (6.16)

Agora, calculando a equação de Euler-Lagrange de (6.16) temos:

div p +
1

θ
(u− v) = 0 ⇒ u = v − θ div p. (6.17)

Substituindo (6.17) em (6.16) obtemos:

max
|p|≤g

∫
Ω

(v − θ div p)div p +
1

2θ
(v − θ div p− v)2dx,

que é o mesmo que:

max
|p|≤g

∫
Ω

(v − θ div p)div p +
θ

2
(div p)2dx. (6.18)

Simplificando (6.18), obtemos:

max
|p|≤g

∫
Ω

v div p− θ

2
(div p)2dx, (6.19)

e a variação de energia em (6.19) com respeito ao campo de vetores p é dada pela seguinte

expressão:

∫
Ω

(−∇v + θ ∇div p) · δp dx. (6.20)

Agora, pelas condições de Kuhn-Tucker e juntamente com a condição |p|2 − g2 ≤ 0, temos

que:

−∇(θ div p− v) + λp = 0, (6.21)

onde λ ≥ 0 é o multiplicador de Lagrange.
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Como queremos resolver (6.12) pelo algoritmo proposto no Caṕıtulo 5, podemos determinar

neste momento λ do seguinte modo:

Na equação (6.21) temos que, se |p(x)|2 ≤ g2(x) então λ = 0. Caso contrário, se |p(x)|2 =

g2(x), então

|∇(θ div p− v)|2 + λ2g2(x) = 0, (6.22)

que em ambos os casos temos:

λ =
1

g(x)
|∇(θ div p− v)|. (6.23)

Substituindo (6.23) em (6.21) obtemos:

∇(θ divp− v) − 1

g(x)
|∇(θ divp− v)|p = 0. (6.24)

Agora, nomeando a função lagrangeana L = ∇(θ divp−v)− 1
g(x)

|∇(θ divp−v)|p, escolhendo

τ > 0 e sendo p0 = 0 temos, pela equação do fluxo, que para qualquer n ≥ 0

pt = −∇(θ divp− v) +
1

g(x)
|∇(θ divp− v)|p.

Agora, a discretização da igualdade acima é dada por

pn+1
i,j − pni,j

τ
= ∇(θdiv pn − v)i,j −

1

g
|∇(θ div pn − v)|i,jpn+1

i,j .

Multiplicando de ambos os lados por τ temos:

pn+1
i,j = pni,j + τ

(
∇

(
div pn − v

θ

))
i,j

− 1

g
τ

∣∣∣∣∣∇
(
div pn − v

θ

)∣∣∣∣∣
i,j

pn+1
i,j ,

e agrupando os termos pn+1 obtemos:

0 = pni,j + τ

(
∇div pn − v

θ

)
i,j

− pn+1
i,j

(
1 +

τ

g

∣∣∣∣∣∇
(
div pn − v

θ

)∣∣∣∣∣
i,j

)
.

Isolando pn+1, conclúımos que:

pn+1
i,j =

pni,j + τ(∇div pn − v
θ
)i,j

1 + τ
g
|∇(div pn) − v

θ
|i,j

, (6.25)
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onde τ é escolhido de maneira adequada para garantir a estabilidade do modelo. Temos que

no caso 2D, τ ≤ 1
8
.

Na próxima seção veremos alguns resultados do modelo proposto em três imagens, onde

detalharemos suas segmentações.

6.2.2 Resultados

Nesta subseção, serão ilustrados resultados da execução do modelo Competição de Regiões

Fuzzy. No primeiro experimento representado na Figura 6.1, mostramos uma imagem que deve

ser segmentada em 2 partes, a zebra e o fundo. Utilizando o modelo analisado neste caṕıtulo,

temos na Figura 6.1 (b) a ilustração de 2 partes da imagem, numa representando o fundo -

background - (região azul) e a outra representando a zebra - foreground - (região vermelha).

Tais regiões são usadas para definir, a priori, r1 e r2, que são as funções erro da zebra e do

fundo respectivamente, onde r = r1 − r2 é a função competição dada por r = λ log(P2/P1).

As funções P1 e P2 de distribuição de probabilidade do foreground (animal) e do background

(fundo) das amostras destas regiões e está representado na Figura 6.1 (d). Na Figura 6.1 (c)

temos a ilustração da função g de detecção de bordas. Já as Figuras 6.1 (e), (i) e (m) ilustram

diferentes funções de pertinência u no instante inicial, e nas Figuras 6.1 (f)-(g), (j)-(k), (n)-(o)

vemos essas funções de pertinência em instantes de tempo intermediário. Por fim, as Figuras

6.1 (h), (l) e (p) nos mostram os respectivos estados finais da função u, que independe da função

de pertinência no instante inicial do tempo. Já as Figuras 6.1 (q) e (r) mostram o resultado

final desta segmentação.
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(a) Imagem original. (b) Amostragem ver-

melho foreground e

azul background.

(c) Função g de detec-

ção de bordas.

(d) Imagem da Com-

petição entre Regiões r.

(e) Função de per-

tinência u no instante

inicial.

(f) Tempo inter-

mediário (iter. 10).

(g) Tempo inter-

mediário (iter. 60).

(h) Estado estacionário

(iter. 350).

(i) Função de per-

tinência u no instante

inicial.

(j) Tempo inter-

mediário (iter. 10).

(k) Tempo inter-

mediário (iter. 60).

(l) Estado estacionário

(iter. 350).

(m) Função de per-

tinência u no instante

inicial.

(n) Tempo inter-

mediário (iter. 10).

(o) Tempo inter-

mediário (iter. 60).

(p) Estado estacionário

(iter. 350).

(q) Segmentação da

imagem uI.

(r) Segmentação da

imagem I(1− u).

Figura 6.1: Teste realizado com o modelo Competição entre Regiões Fuzzy. Imagens retiradas

de [32].
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Também no segundo experimento apresentamos na Figura 6.2 (a) a imagem que deve ser

segmentada em 2 partes (avião e céu), utilizando o modelo proposto neste caṕıtulo. Na Figura

6.2 (b) ilustramos as 2 partes da imagem, uma representando o céu - background - (região azul)

e a outra representando o avião - foreground - (região vermelha). Tais regiões são definidas

como na Figura 6.1. Já as Figuras 6.2 (d), (e) e (f) representam a função de pertinência u nos

instantes inicial, intermediário e estacionário, respectivamente. Por fim, a imagem segmentada

é mostrada na Figura 6.2 (h).

(a) Imagem original. (b) Amostragem: ver-

melho (foreground) e

azul (background).

(c) Imagem da Com-

petição entre Regiões,

função r.

(d) Função de per-

tinência u no instante

inicial.

(e) Tempo inter-

mediário (iter. 10).

(f) Tempo inter-

mediário (iter. 30).

(g) Estado estacionário

(iter. 1000).

(h) Segmentação da

imagem a partir da

função u.

Figura 6.2: Teste realizado com o modelo Competição entre Regiões Fuzzy. Imagens retiradas

de [32].
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De maneira análoga, no terceiro experimento apresentamos na Figura 6.3 (a) a imagem

que deve ser segmentada em 2 partes (pássaro e fundo), utilizando o modelo proposto neste

caṕıtulo. Na Figura 6.3 (b) ilustramos as 2 partes da imagem, uma representando o fundo -

background - (região azul) e a outra representando o pássaro - foreground - (região vermelha).

Tais regiões são definidas como na Figura 6.1. Já as Figuras 6.3 (d), (e) e (f) representam a

função de pertinência u nos instantes inicial, intermediário e estacionário, respectivamente. Por

fim, em 6.3 (h) temos a imagem segmentada.

(a) Imagem original. (b) Amostragem: ver-

melho (foreground) e

azul (background).

(c) Imagem da Com-

petição entre Regiões,

função r.

(d) Função de per-

tinência u no instante

inicial.

(e) Tempo inter-

mediário (iter. 10).

(f) Tempo inter-

mediário (iter. 30).

(g) Estado estacionário

(iter. 400).

(h) Segmentação da

imagem a partir da

função u.

Figura 6.3: Teste realizado com o modelo Competição entre Regiões Fuzzy. Imagens retiradas

de [32].

Maiores detalhes das imagens, parâmetros utilizados e outros testes podem ser encontrados

em [32].

Na próxima seção, daremos uma outra aplicação do algoritmo mostrado no Caṕıtulo 5.

Trataremos do problema de processamento de imagens denoising (eliminação de rúıdos).
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6.3 Aplicação em Eliminação de Rúıdos - Modelo ROF

Como vimos anteriormente, a idéia de minimizar a varição total (TV) para resolver o pro-

blema de remoção de rúıdo de uma imagem, foi sugerido pelos autores Rudin, Osher e Fatemi

(ROF) [30], onde é considerado que a imagem observada I = (Ii,j)1≤i,j≤N , com N definido

como no caṕıtulo 5, é a adição, a priori, de uma imagem seccionalmente suave u = (ui,j) e um

rúıdo aleatório gaussiano, de variância estimada σ2. Portanto, isto sugere recuperar a imagem

original u, a partir da imagem observada I, tentando resolver o seguinte problema:

min{J(u); ∥u− I∥2 = N2σ2}, (6.26)

onde J(u) é a variação total de u, definido em (5.1), e N2 o número total de pontos. Sendo

assim, como em (3.4), o problema acima é equivalente a

min
u∈X

N2σ2

2λ
+ |∇u|. (6.27)

Podemos então mostrar que existe (tanto no conjunto cont́ınuo, quanto no discreto) um

multiplicador de Lagrange λ > 0 tal que, o problema ∥I − ⟨I⟩∥2 ≥ N2σ2 tenha uma única

solução que será dada pelo problema equivalente (3.4), onde β = 1
λ

e ⟨I⟩ é o valor médio dos

pontos Ii,j.

No caṕıtulo 5 abordamos a resolução numérica do problema (3.4) na sua formulação dual,

no entanto, uma vez que σ é em geral, mais fácil de se estimar do que λ, Chambolle propôs um

algoritmo que aborda diretamente a resolução de (6.27). O problema é encontrar λ > 0 tal que

∥πλK(I)∥2 = N2σ2. Para isto, definimos para todo s > 0, f(s) = ∥πsK(I)∥.

Temos então o seguinte algoritmo para resolver o problema (6.27). Assumindo 0 < Nσ <

∥I − ⟨I⟩∥, precisamos encontrar um valor λ̄ para os quais f(λ̄) = Nσ.

Primeiramente, escolhemos um valor inicial arbitrário λ0 > 0, e calculamos v0 = πλ0K(I)

pelo algoritmo descrito no caṕıtulo 5, e calculamos também f0 = f(λ0) = ∥v0∥. Assim, dado

λn e fn, seja λn+1 =

(
Nσ

fn

)
λn e com isso calculamos vn+1 = πλn+1K(I) e fn+1 = ∥vn+1∥.

Portanto, temos o seguinte teorema:
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Teorema 6.1 Para n → ∞, fn → Nσ, quando I−vn converge para a única solução de (6.27).

Demonstração: A demonstração deste Teorema pode ser encontrado em [6].

�

Maiores detalhes deste algoritmo pode ser encontrado em [6].

Mostraremos agora alguns exemplos da remoção de rúıdos em imagens processadas com

esse algoritmo. Na prática, o autor observou que λ pode ser substitúıdo por um novo valor
Nσ

∥div pn∥
em (5.8) depois de cada iteração, e assim, obtemos uma convergência muito rápida

para o limite de u, resolvendo (6.27).

Temos a imagem original representada na Figura 6.4. Já nos exemplos das Figuras 6.5

(direita) e 6.6 (direita), temos a imagem com a presença de rúıdos, e nas Figuras 6.5 (esquerda)

e 6.6 (esquerda) o resultado da aplicação do algoritmo na remoção de rúıdos.

(a) Imagem original.

Figura 6.4: Problema de remoção de rúıdos. Imagem retirada de [6].
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(a) Imagem com rúıdo. (b) Aplicação do algoritmo na

remoção de rúıdos.

Figura 6.5: Problema de remoção de rúıdos 1 (σ = 12). Imagens retiradas de [6].

(a) Imagem com rúıdo. (b) Aplicação do algoritmo na

remoção de rúıdos.

Figura 6.6: Problema de remoção de rúıdos 2 (σ = 25). Imagens retiradas de [6].

Apresentamos neste caṕıtulo duas aplicações do algoritmo de Chambolle para solução de

um problema variacional na sua formulação Dual. Veremos no próximo caṕıtulo como explorar

as vantagens das formulações Primal e Dual, abordando um algoritmo que contempla ambas

formulações.



Caṕıtulo 7

Sistema Primal-Dual

7.1 Introdução

Até agora vimos duas maneiras de resolver problemas de processamento de imagens basea-

dos na minimização da variação total. A primeira, na sua formulação primal, pelas equação de

Euler-Lagrange, e a segunda na sua formulação dual, pelo algoritmo do gradiente descendente

proposto por Chambolle. Porém, temos que as duas formulações apresentam algumas dificul-

dades, que serão destacadas neste caṕıtulo. Na tentativa de sanar tais dificuldades, podemos

usar as vantagens de ambas formulações numa formulação Primal-Dual, que se alterna entre

as duas formando assim um sistema de equações conhecido como sistema Primal-Dual. Abor-

daremos neste caṕıtulo as dificuldade de ambas formulações e a motivação para a formulação

deste sistema. Apresentaremos também as notações a serem usadas neste caṕıtulo, um algo-

ritmo para o sistema Primal-Dual e alguns resultados e comparações com outros algoritmos já

existentes.

A idéia da dualidade e do sistema Primal-Dual foi introduzida primeiramente em [9], onde

os autores Chan, Golub e Mulet usam o método de Newton para resolver o sistema primal-dual

do modelo ROF. Neste caṕıtulo, falaremos sobre o algoritmo de resolução do mesmo sistema

Primal-Dual, proposto pelos autores Zhu e Chan em [38].

Temos do ponto de vista computacional que, as formulações primal e dual do modelo de

ROF, vistas nos caṕıtulos 3 e 4, apresentam diferentes desafios para o cálculo de suas soluções.

A formulação primal (3.4) apresenta o termo |∇u| não-suave, o que torna os métodos basea-

dos em derivadas imposśıveis de serem calculados sem um parâmetro suavizador artificial. Já a

formulação dual (5.4), impõe restrições que exigem mais esforços computacionais, além de apre-

sentar energia dual quadrática que, embora seja mais suave, pode não apresentar uma única
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solução dependendo do rank da função ∇. Além disso, as duas formulações compartilham o

problema de rigidez espacial. Baseado nestes problemas, os autores Zhu e Chan propuseram

um novo algoritmo que alterna entre as duas formulações fazendo com que uma sane as difi-

culdades da outra. Este algoritmo tem por objetivo resolver um sistema composto pelas duas

formulações, chamado de sistema Primal-Dual.

Na próxima seção veremos como é obtido o sistema Primal-Dual do modelo ROF.

7.2 Sistema Primal-Dual

Neste caṕıtulo também iremos restringir nossa atenção para o caso discreto, ou seja, assumir

que o domı́nio da imagem é um quadrado de N × N pontos, nomeados como (i, j) para i =

1, 2, ..., N e j = 1, 2, ..., N . Representaremos as imagens como sendo matrizes bidimencionais

de dimensão N × N , onde u(i, j) representa o valor da função u no ponto (i, j). O operador

gradiente discreto e variação total discreta é como definido no Caṕıtulo 5, ou seja,

(∇u)1i,j :=

 ui+1,j − ui,j, se i < N,

0, se i = N,

e

(∇u)2i,j :=

 ui,j+1 − ui,j, se j < N,

0, se j = N,

e a variação total (TV) de u dada por:

TV (u) = J(u) =
∑

1≤i,j≤N

|(∇u)i,j|,

com |y| :=
√
y21 + y22, para cada y = (y1, y2) ∈ R2.

Para apresentarmos o algoritmo proposto pelos autores Zhu e Chan reordenaremos a imagem

u (resp. I) em um vetor y (resp. z), associando o elemento (i, j) da estrutura bidimensional

com o elemento (j − 1) na estrutura vetorial, da seguinte maneira:

y(j−1)N+i = ui,j, 1 ≤ i, j ≤ N.

Temos que y ∈ RM , onde M = N2. Agora, o componente (i,j) do gradiente ∇u pode ser

representado como uma multiplicação do vetor y ∈ RM por uma matriz Ak ∈ RM×2, para

k = 1, 2, ...,M , onde:



94

AT
l y =



(yl+1 − yl, yl+N − yl)
T , se l mod N ̸= 0 e l ≤ M −N,

(0, yl+N − yl)
T , se l mod N = 0 e l ≤ M −N,

(yl+1 − yl, 0)T , se l mod N ̸= 0 e l > M −N,

(0, 0)T , se l mod N = 0 e l > M −N.

A versão discreta do modelo ROF (3.4) pode então ser escrita como

min
y

P (y) :=
M∑
l=1

∥AT
l y∥ +

λ

2
∥y − z∥2. (7.1)

Usando esta notação, encontraremos a formulação dual, em termos da matriz Ak e do vetor

y, do modelo ROF (7.1). Para isto, temos por consequência direta da desigualdade de Cauchy-

Schwartz que, para qualquer vetor b,

∥a∥ = max
∥b∥≤1

aT b. (7.2)

Usando então a igualdade acima, podemos escrever a variação total discreta de y como:

M∑
l=1

∥AT
l y∥ = max

∥xl∥≤1

M∑
l=1

(AT
l y)Txl

= max
∥xl∥≤1

yT
M∑
l=1

Alxl

= max
x∈X

yTAx (7.3)

onde,

A = [A1, A2, ..., AM ] ∈ RM×2M , xl =

 x1
l

x2
l

 ∈ R2, x =


x1

x2

...

xM

 ∈ R2M , e

X = {x : x ∈ R2M , ∥xl∥ ≤ 1 para l = 1, 2, ...,M}. (7.4)

Portanto, de (7.3) podemos reformular o modelo ROF primal (7.1) para os problemas max-

min ou min-max do seguinte modo:
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min
y

max
x∈X

ϕ(y, x) = yTAx +
λ

2
∥y − z∥2

= max
x∈X

min
y

yTAx +
λ

2
∥y − z∥2, (7.5)

onde a igualdade decorre do teorema max-min (ver [16]).

Calculando agora a equação de Euler-Lagrange de (7.5) temos que:

λ(y − z) + Ax = 0, (7.6)

ou equivalentemente:

y = z − 1

λ
Ax.

Substituindo (7.6) em (7.5) temos o seguinte problema dual:

max
x∈X

D(x) :=
λ

2

[
∥z∥2 −

∥∥∥∥∥1

λ
Ax− z

∥∥∥∥∥
2]
, (7.7)

ou equivalentemente,

min
x∈X

∥Ax− λz∥2. (7.8)

Assim, o problema (7.8) é equivalente ao problema discreto (5.4), lembrando que a matriz A é

a versão discreta do operador divergente negativo −∇· e x é a variável dual discreta.

Vamos definir agora o Gap da dualidade G(y, x) para o par ótimo primal-dual (y, x), como

a diferença entre as funções objetivos do primal e dual, ou seja, (7.1) e (7.7)

G(y, x) = P (y) −D(x)

=
M∑
l=1

∥AT
l y∥ +

λ

2
∥y − z∥2 − λ

2

[
∥z∥2 −

∥∥∥∥∥1

λ
Ax− z

∥∥∥∥∥
2]

=
M∑
l=1

(∥AT
l y∥ − xT

l A
T
l y) +

λ

2

∥∥∥∥∥y − z +
1

λ
Ax

∥∥∥∥∥
2

. (7.9)
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O Gap da dualidade pode ser entendido como uma medida de proximidade do par ótimo primal-

dual (y, x) para a solução primal-dual. Assim, G(y, x) pode ser usada como critério de parada

para algoritmos numéricos.

Se y e x são solução viáveis, temos de (7.9) que G(y, x) ≥ 0, e G(y, x) = 0 se, e só se

 ∥AT
l y∥ − xT

l A
T
l y = 0, se l = 1, ..., N,

y − z + 1
λ
Ax = 0,

(7.10)

que é equivalente a:

 ∥AT
l y∥xl − AT

l y = 0, se l = 1, ..., N,

y − z + 1
λ
Ax = 0.

(7.11)

Damos então a expressão (7.11) o nome de sistema Primal-Dual e veremos na próxima seção

um algoritmo para resolver tal sistema, proposto por Chan, Golub e Mulet em [9].

7.3 Algoritmo

Temos que a maioria dos algoritmos existentes para resolver os modelos ROF (7.5) ou (7.11)

podem ser divididos em duas categorias: aqueles que precisam resolver um sistema linear

em cada iteração (impĺıcito) e aqueles que requer apenas a multiplicação de uma matriz por

um vetor em um conjunto discreto (expĺıcito). De modo geral, os métodos impĺıcitos como

por exemplo o proposto pelos autores Chan, Golub e Mulet, tem convergência rápida, no

entanto, métodos expĺıcitos são preferidos em muitas situações, pela sua simplicidade, sua

rápida convergência inicial e resultados visualmente satisfatórios. Nesta seção vamos nos referir

a dois métodos expĺıcitos: método da marcha do tempo, como o algoritmo primal gradiente

descendente e o método da dualidade de Chambolle, baseado no algoritmo semi-impĺıcito tipo

gradiente de descida, como o algoritmo dual gradiente descendente, que são representados do

seguinte modo:

Primal de ROF (7.1):

min
y∈RM

M∑
l=1

∥AT
l y∥ +

λ

2
∥y − z∥2.
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Algoritmo Primal gradiente descendente com suavizador β, obtido através de cálculos análogos

aos feitos no caṕıtulo 4 para obtenção de un+1:

yk+1 = yk − θk

(
1

λ

M∑
l=1

AlA
T
l y

k√
∥AT

l y
k∥2 + β

+ yk − z

)
. (7.12)

Algoritmo Primal gradiente descendente sem suavização, obtido apenas pela substituição

do fator
AT

l ykl√
∥AT

l ykl ∥
por xk

l :

yk+1 = yk − θk

(
1

λ

M∑
l=1

Alx
k
l + yk − z

)
, (7.13)

onde,

xk
l =


AT

l ykl
∥AT

l ykl ∥
, se AT

l y
k
l ̸= 0,

qualquer elemento na bola unitária B(0, 1) ⊂ R2, caso contrário.
(7.14)

Dual ROF (7.3):

max
x∈X

∥Ax− λz∥2,

onde X = {x : x ∈ R2M , ∥xl∥ ≤ 1 para l = 1, 2, ...,M}.

Algoritmo Dual gradiente descendente (Chambolle): obtido através de cálculos análogos aos

feitos no caṕıtulo 5 para obtenção de pn+1:

xk+1
l =

xk
l − τkA

T
l (Axk − λz)

1 + τk∥AT
l (Axk − λz)∥

. (7.15)

Observemos que os métodos acima são baseados exclusivamente na formulação primal (7.1)

ou na formulação dual (7.7). A proposta de unificar as formulações primal e dual e apresentar

um método do tipo gradiente descendente com base em ambas as formulações é dos autores Zhu e

Chan e está detalhado em [38]. Assim, em cada passo, as atualizações irão explorar informações

de ambas formulações, primal e dual, e com isso obtém-se uma melhora na velocidade da

convergência.

Notemos mais uma vez que os problemas primal e dual apresentam diferentes desafios com-

putacionais. O primal é de dif́ıcil resolução e tem convergência lenta quando ∥AT
l y∥ = 0. Já
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o dual é de dif́ıcil resolução e tem convergência lenta onde as restrições acontecem, isto é, nos

pontos onde ∥xi∥ = 1. Portanto, a formulação que combina estes dois problemas em um único

algoritmo poderia ser capaz de resolver as dificuldades de um com a ajuda do outro.

O método proposto considera a atualização de uma solução (yk, xk) obtida no passo k em 2

etapas.

1. PASSO 1 (DUAL)

Fixando y = yk, aplica-se o passo 1 do método do gradiente ascendente para maximizar

ϕ(yk, x), ou seja, calcula-se

max
x∈X

ϕ(yk, x). (7.16)

A direção de busca é a ascendente ∇xϕ(yk, x) = ATyk. Desta forma, atualizamos x do

seguinte modo:

xk+1 = PX(xk + τkλA
Tyk), (7.17)

onde τk é o tamanho do passo do dual e PX denota a projeção sobre o conjunto X dado

por:

PX(z) = arg min
x∈X

∥z − x∥.

O fator λ é usado em (7.17) para que o tamanho do passo τk não seja senśıvel aos problemas

de diferentes ńıveis de cinza.

2. PASSO 2 (PRIMAL)

Fixando x = xk+1, aplica-se o passo 1 do método do gradiente descendente para minimizar

ϕ(y, xk+1), ou seja, calcula-se

min
y∈RN

ϕ(y, xk+1). (7.18)

A direção de busca é a ascendente ∇yϕ(y, xk+1) = Axk+1 + λ(yk − z). Desta forma,

atualizamos y do seguinte modo:
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yk+1 = yk − θk

(
1

λ
Axk+1 + yk − z

)
, (7.19)

onde θk é o tamanho do passo (primal).

O método proposto neste caṕıtulo está relacionado aos métodos do tipo projeção existentes

na literatura para encontrar pontos de sela e, mais geralmente, soluções para inequação varia-

cional. Na próxima seção, vamos discutir brevemente sobre a estrutura dos métodos de projeção

para resolver as desigualdades variacionais e apontar as ligações e diferenças entre o método

citado neste caṕıtulo e alguns trabalhos anteriores.

7.4 Conecções Teóricas

Será dado neste seção algumas definições e comparações com outros métodos já existentes,

que podem também ser encontradas em [37].

Seja H um espaço de Hilbert real (no nosso caso, Rn), cujo produto interno e norma são

denotados respectivamente por ⟨·⟩, e ∥ · ∥. Seja K um conjunto convexo fechado em H, e

F : H → H (um mapeamento de H em si mesmo). Consideremos o problema de inequação

variacional (ver definição 1.6), temos que na maioria das aplicações reais, K é convexo e F

satisfaz a propriedade de continuidade Lipschitz (ver definição 1.3) e alguma monotonicidade

(ver definição 1.7). Assim, encontrar um ponto de sela (y, x) para o problema max-min (7.5),

pode ser visto como um caso especial do seguinte problema de inequação variacional:

encontrar v∗ ∈ K tal que ⟨v − v∗, F (v∗)⟩ ≥ 0, ∀v ∈ K, (7.20)

onde

v =

 y

x

 , F (v) =

 ϕy(x, y)

−ϕx(x, y)

 e K = Y ×X.

Em particular, temos que o problema (7.5) pode ser transformado em um problema de

inequação variacional VI(K,F) em (7.20), com F e K definidos do seguinte modo para ROF

irrestrito (7.5):

F (v) =

 Ax + λ(y − z)

−ATy

 e K = RM ×X.
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O problema de inequação variacional está intimamente relacionado ao problema do ponto-

fixo, e a teoria do ponto-fixo tem desempenhado um papel muito importante no desenvolvimento

de vários algoritmos para resolver as inequações variacionais. Na verdade, temos o seguinte

resultado:

Lema 7.1 O elemento v∗ é uma solução de VI(K,F) se, e só se

v∗ = PK(v∗ − αF (v∗)), para qualquer α > 0.

A formulação do ponto fixo no lema acima sugere um simples algoritmo iterativo para solução

de u∗:

vk+1 = PK(vk − αkF (vk)). (7.21)

A convergência do algoritmo acima necessita que F seja fortemente monotônica e Lipschitiziana,

o que é uma condição demasiadamente restritiva em muito casos. Uma alternativa para esse

problema é considerar o seguinte algoritmo impĺıcito:

vk+1 = PK(vk − αkF (vk+1)). (7.22)

A convergência deste novo algoritmo requer somente a monotonicidade de F, porém resolver a

atualização impĺıcita em cada iteração não é uma tarefa fácil, tornando-se então um método não

muito prático. Para superar as desvantagens dos métodos do tipo projeção definido em (7.21)

e (7.22), Korpelevich [24] propôs um método modificado chamado de algoritmo extragradiente.

O método consiste em calcular duas projeções em cada iteração: um passo preditor e um passo

corretor, ou seja,

v̄k = PK(vk − αkF (vk)), (7.23)

vk+1 = PK(vk − αkF (v̄k+1)). (7.24)

Se F for pseudo-monotônica ou Lipschitiziana, temos provado a convergência global para o

algoritmo acima, desde que o tamanho do passo αk seja suficientemente pequeno para satisfazer

αk∥F (vk) − F (v̄k)∥ ≤ µ∥vk − v̄k∥, para algum fixo µ ∈ (0, 1).
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Existem muitos outros variantes do algoritmo original extragradiente com diferentes predi-

tores e variando o tamanho do passo corretor, com o objetivo de melhorar o desempenho do

par.

No nosso caso, temos que o problema (7.5) pode ser transformado em uma inequação varia-

cional VI(K,F), onde F é monotônica e Lipschitiziana. A solução de ROF pode ser obtida por

diversos métodos, no entanto o algoritmo (7.23; 7.24) tem um desempenho bem superior aos

encontrados na literatura. Existem muitas explicações posśıveis para isso: primeiramente no

conjunto das inequações variacionais, as variáveis y e x são combinadas em uma única variável

u, e são atualizadas em cada passo com um único tamanho de passo. Enquanto que no algo-

ritmo apresentado neste caṕıtulo, o primal y e o dual x são atualizados alternativamente, com

liberdade para escolher seus próprios tamanhos de passo. Além disso, todos os algoritmos exis-

tentes foram desenvolvidos para solucionar as inequações variacionais como uma classe geral,

enquanto o método mostrado neste caṕıtulo explora a informação particular do problema, in-

cluindo a função bilinear F e a estrutura especial do conjunto K, isto nos permite escolher o

tamanho ideal do passo para melhorar o desempenho. Por outro lado, os autores não apresen-

tam a prova da convergência global do algoritmo, o qual seria útil para nos ajudar a melhor

entender como o algoritmo funciona.

7.5 Resultados e Comparações

Mostraremos nesta seção alguns resultados da aplicação do algoritmo proposto neste caṕıtulo

e retiradas de [38], em 3 problemas de remoção de rúıdos. As imagens originais e as ruidosas

estão representadas na Figura 7.1, e seus tamanhos são 128 × 128, 256 × 256 e 512 × 512,

respectivamente. O rúıdo das imagens é gerado pela adição de rúıdos gaussianos de desvio

padrão σ = 20 nas imagens originais, e os parâmetros λ usados pelos autores foram 0,0415,

0,053 e 0,0485 respectivamente. Os algoritmos que serão comparados são:

1. Método do tipo gradiente descendente semi-impĺıcito de Chambolle (Caṕıtulo 4)[6];

2. Método CGM de Chan, Golub e Mulet [9]; e

3. Primal-Dual (PDHG) proposto neste caṕıtulo [38].
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(a) Imagem original do problema

1, 128× 128.

(b) Imagem com rúıdo gaussiano

(σ = 20) do problema 1.

(c) Imagem original do problema

2, 256× 256.

(d) Imagem com rúıdo gaussiano

(σ = 20) do problema 2.

(e) Imagem original do problema

3, 512× 512.

(f) Imagem com rúıdo gaussiano

(σ = 20) do problema 3.

Figura 7.1: Problema de remoção de rúıdos. Imagens retiradas de [38].

As tabelas 7.1, 7.2 e 7.3 a seguir, apresentam o número de iterações e o tempo gasto pelos

três algoritmos (PDHG, Chambolle e CGM) para resolver os problemas 1, 2 e 3. Em todos

os algoritmos foram usados o mesmo ponto de partida (y0, x0) = (z, 0), onde z é o vetor que

representa a matriz I como definido na seção 7.2. Observamos que o método proposto neste

caṕıtulo é melhor para todos os diferentes critérios de parada e significativamente mais rápido
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que o método de Chambolle e CGM.

Algorithms TOL = 10−2 TOL = 10−4 TOL = 10−6

Iter CPU (s) Iter CPU (s) Iter CPU (s)

Chambolle 37 0.19 2074 5.8 36876 107

PDHG 14 0.11 106 0.33 456 1.2

CGM 5 1.20 14 3.5 19 4.7

Tabela 7.1: Iterações e tempo gasto para o problema 1, 128×128, λ = 0, 0415. Tabela retirada

de [38].

Algorithms TOL = 10−2 TOL = 10−4 TOL = 10−6

Iter CPU (s) Iter CPU (s) Iter CPU (s)

Chambolle 45 1.2 1213 31 22597 579

PDHG 14 0.28 73 1.5 328 6.6

CGM 6 7.9 14 19 19 26

Tabela 7.2: Iterações e tempo gasto para o problema 2, 256×256, λ = 0, 0415. Tabela retirada

de [38].

Algorithms TOL = 10−2 TOL = 10−4 TOL = 10−6

Iter CPU (s) Iter CPU (s) Iter CPU (s)

Chambolle 61 7.5 1218 150 21925 2715

PDHG 16 1.5 72 6.8 320 30

CGM 7 51 14 101 20 143

Tabela 7.3: Iterações e tempo gasto para o problema 3, 512×512, λ = 0, 0415. Tabela retirada

de [38].

Na Figura 7.2 temos o problema de remoção de rúıdos para diferentes critérios de parada

(TOL). Porém observamos que os menores valores de parada não produzem diferenças visuais.
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(a) Problema 1 com critério de

parada 10−2.

(b) Problema 1 com critério de

parada 10−4.

(c) Problema 2 com critério de

parada 10−2.

(d) Problema 2 com critério de

parada 10−4.

(e) Problema 3 com critério de

parada 10−2.

(f) Problema 3 com critério de

parada 10−4.

Figura 7.2: Problema de remoção de rúıdos com diferentes critérios de parada. Imagens reti-

radas de [38].



Caṕıtulo 8

Conclusão

Neste trabalho abordamos a formulação variacional de alguns problemas de processamento

de imagens. Estudamos alguns conceitos do Cálculo Variacional, em especial as equações de

Euler-Lagrange e também condições para que o funcional I[w] =
∫
Ω
L(∇w(x), w(x), x) dx

sujeito a condição de contorno w = g tenha um mı́nimo, pelo menos em um espaço de Sobolev

apropriado.

Abordamos o conceito de Variação Total em imagens e os trabalhos pioneiros nesta área com

aplicação no problema de remoção de rúıdos e segmentação, bem como em outros problemas de

processamento de imagens, como por exemplo, deblurring, zoom, retoque digital e decomposição

em geometria e textura.

Para exemplificar a metodologia, usamos o modelo clássico de Rudin, Osher e Fatemi (ROF)

e apresentamos as formulações Primal e Dual de tal modelo, juntamente com um método de

resolução para cada formulação, encontrando o funcional de energia e as equações de Euler-

Lagrange de ambas. O método de resolução abordado na formulação Dual foi dado por Cham-

bolle e detalhado no Caṕıtulo 5.

Estudamos duas aplicações do método de resolução na formulação Dual, uma para o pro-

blema de segmentação de imagens baseado no modelo de Competição entre Regiões retirada de

[27], e outra para o problema de remoção de rúıdos baseado no método ROF retirada de[6].

Abordamos também os problemas encontrados na minimização dos funcionais em ambas

formulações, onde a formulação Primal (3.4) apresenta o termo |∇u| não-suave e a formulação

dual (5.4) impõe restrições que exigem mais esforços computacionais, além de apresentar ener-

gia dual quadrática que, embora seja mais suave, pode não apresentar uma única solução

dependendo do rank da função ∇. Além disso, as duas formulações compartilham o problema

de rigidez espacial.
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Motivados para sanar tais dificuldades, apresentamos um outro método alternativo para

a minimização de um funcional utilizando as formulações Primal e Dual denominado sistema

Primal-Dual. Tal método explora vantagens de ambas formulações e tem uma performance

superior aos métodos propostos por Chambolle e por Chan, Golub e Mulet quando se trata do

tempo gasto para resolver os problemas de remoção de rúıdos.

Observamos que a abordagem deste trabalho está nos cálculos numéricos apresentados, já

a implementação numérica da Seção 6.2 deve-se à Vińıcius R. P. Borges e as demais imple-

mentações, aos autores que referimos em cada resultado apresentado.

Conclui-se então que as equações de Euler-Lagrange, as formulações Primal e Dual e o

sistema Primal-Dual são ferramentas poderosas quando se trata da resolução de problemas

de processamento de imagens com formulações variacionais. Tais assuntos abordados neste

trabalho estão sendo cada vez mais utilizados por pesquisadores, e estes obtendo resultados

vantajosos na resolução de tais problemas.
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[1] AUJOR, J.F., AUBERT, G., BLANC-FERAUD, L. & CHAMBOLLE, A. Image Decom-

position: Applications to Textured Images and SAR Images. Technical Report, v. 4704,

INRIA, France, 2002.

[2] ACAR, R. & VOGEL, C. R. Analysis of bounded variation penalty methods for ill-posed

problems. Inverse Problems, v.10(6), p. 1217-1229, 1994.

[3] ALVAREZ, L., LIONS, P.L. & MOREL, J.M. Image selective smoothing and edge detection

by nonlinear diffusion II. SIAM J. Numer. Anal., v. 29, p. 845-866, 1992.

[4] AXELSSON, O. & BARKER, V. A. Finite element solution of boudary value problems.

Theory and computation. Academic Press, Orlando, Flórida, 1984.
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