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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns problemas de processamento de imagens cujas formulagoes
sao variacionais. Para exemplificar estas formulagoes consideramos o modelo proposto pelos
autores Rudin, Osher e Fatemi (ROF) para o problema de remocao de ruidos. Para um melhor
entendimento do problema alguns conceitos do Calculo Variacional, em especial as equagoes
de Euler-Lagrange, Variagao Total (TV) em imagens e alguns problemas de processamento
de imagens baseados em TV sao abordados. Estudaremos a formulacao Primal e Dual de
um modelo variacional, a equivaléncia entre as formulacoes, bem como métodos de resolucao.
Daremos ainda uma formulacao Primal-Dual e o respectivo algoritmo numérico. Aplicacdes em
problema de remocao de ruidos e segmentacao de imagens serao apresentados para exemplificar

a eficidcia da metodologia.

Palavras-chave: restauracao de imagens, espagos BV, equacao de Euler-Lagrange, Variacao

Total, formulagao Primal e Dual.
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Abstract

This work presents some problems of image processing whose formulations are variational. To
illustrate these formulations, we consider the model proposed by Rudin, Osher and Fatemi
(ROF), in which deals with image denoising. For a better understanding, we explore some
variational calculus concepts, as Euler-Lagrange equations, Total Variation (TV) regularizing
terms and image processing methods based on TV . We discuss primal and dual formulations of
a variational model, the equivalence between them and its resolution methods. Furthermore, we
study a Primal-Dual formulation and its numerical algorithm. Applications related to denoising

and image segmentation are presented to illustrate the effectiveness of the methodology.

Keywords: image restoration, BV spaces, Euler-Lagrange equation, Total Variation, Primal

and Dual formulation.
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Introducao

Modelos de restauracao de imagens com base na Variagao Total (TV) tem se tornado muito
populares desde sua introducao nos trabalhos [28] e [30]. Este é um dos principais problemas
no processamento de imagem digital e as técnicas variacionais tém sido bastante utilizadas na
formulacao de tais modelos. Em geral, estas formulacoes apresentam dois termos principais:
o termo de difusao e o termo de fidelidade. Para melhor entendimento e resolugao de tais
formulagoes abordaremos alguns aspectos do Calculo Variacional, principalmente as Equagoes
de Euler-Lagrange, e alguns problemas de Variacao Total em Imagens. Para exemplificar tal
formulacao, consideraremos um dos modelos mais usados em processamento de imagens, que é

devido a Rudin, Osher e Fatemi (ROF) [30], e que consiste em encontrar a solugao de

- lu — 1]
mln/Q J(u) + o (1)

u

onde u representa a imagem original, / a imagem observada, dada por I = uw + 1, n o ruido,
A uma constante positiva e J(u) a variagao total da imagem u no seu dominio €. Tal modelo,
apesar de ser formulado para resolver o problema de remocao de ruidos, pode ser estendido para
outros problemas de restauragao de imagens, como por exemplo, deblurring, retoque digital,
zoom e segmentacao de imagens.

Ao longo dos anos, desde o surgimento do modelo ROF, varios algoritmos foram desenvolvi-
dos para resolver ou a formulacao primal ou a formulacao dual deste modelo. Faremos agora,
um breve historico de alguns desses modelos.

No trabalho original de Rudin, Osher e Fatemi, os autores propuseram resolver a equacao de
Euler-Lagrange associada ao problema (1) por um método conhecido como “marcha no tempo”.
A desvantagem apresentada por este método é o fato de ser muito lento. Em 1996, Vogel e
Oman, em seu trabalho [36], propuseram resolver a mesma equacao de Euler-Lagrange, porém

,agora, através do método de iteracao do ponto fixo. Este método requer resolver um sistema



linear a cada iteracao, e é mais rapido que o método proposto anteriormente.

A idéia da dualidade e do sistema Primal-Dual foi introduzida por Chan, Golub e Mulet
em [9], onde os autores resolveram o sistema Primal-Dual através do método de Newton. J&
o problema dual de ROF foi abordado por Chambolle em [6], onde propos um algoritmo semi-
implicito do tipo gradiente descendente com base em algumas observagoes sobre os multipli-
cadores de Lagrange.

Depois destes, podemos ainda ressaltar o algoritmo proposto por Goldfarb e Yin detalhado
em [19], o método proposto por Wang, Yin e Zhang detalhado em [40] e o modelo de Goldstein
e Osher dado em [20].

Neste trabalho, vamos abordar trés formas de resolver problemas variacionais de processa-
mento de imagens: resolucao na formulacao Primal, na formulagao Dual e através do sistema
Prima-Dual. Apresentaremos a formulagao Primal e Dual do modelo ROF, abordaremos um
algoritmo proposto por Chambolle para a resolugao do problema (1) em sua formulagao Dual,
bem como sua aplicacao na solugao de problemas de segmentacao de imagens com base no
modelo de Competigao entre Regioes e também de problemas de remocao de ruidos com base
no modelo ROF. Para finalizar, apresentaremos um método que combina as duas formulagoes,
Primal e Dual, tirando vantagens de ambas, como também apresentaremos resultados experi-
mentais para ilustragao e comparagoes com outros métodos existentes.

Este trabalho esta dividido em Capitulos do seguinte modo:

No Capitulo 1, serao apresentados alguns conceitos, defini¢coes e resultados referentes aos
espagos CH(Q), LP(Q), W*P(Q) e BV(Q).

No Capitulo 2, sera apresentado um estudo sobre Métodos Variacionais para problemas de
valor de contorno, juntamente com a equagao de Euler-Lagrange para o caso n-dimensional.

No Capitulo 3, sera apresentado os trabalhos pioneiros de Variacao Total em imagens,
realizados pelos autores Rudin, Osher e Fatemi em [30], cujo modelo é proposto para resolver
o problema de remogao de ruidos, e Mumford e Shah em [28], proposto para o problema
de segmentacao de imagens. Apresentamos também outros problemas de processamento de
imagens cujas formulagoes sao baseadas em Variacao Total.

No Capitulo 4, sera estudado as formulacoes do modelo ROF, dando um método de resolugao
na formulagao primal, a equivaléncia entre as formulagoes primal e dual, e um breve estudo
sobre a discretizacao da equacao do fluxo utilizada na resolucao de ambas formulacoes.

No Capitulo 5, serd estudado o algoritmo proposto por Chambolle em [6] para resolver o
problema (1) na sua formulacao Dual. Serd apresentado a definigdo de Variacao Total e do

operador divergente no conjunto discreto, além da prova da convergéncia do algoritmo.



No Capitulo 6, serda apresentado a aplicacao do algoritmo proposto por Chambolle no
problema de segmentacao de imagens e eliminagao de ruidos. Especificamente abordaremos
a aplicagdo no modelo de Competicao entre Regides Fuzzy [27] e modelo ROF [30].

No Capitulo 7, serd apresentado uma proposta de solucao de problemas variacionais usando
a formulagdo Primal-Dual proposto por Zhu e Chan em [38]. Para exemplificar serd usado o
modelo ROF. Tal formulagao tem como motivagao sanar as dificuldades de ambas formulacoes
quando tratadas individualmente, de modo que uma formulacao sane a dificuldade da outra.

Sera também apresentado resultados comparativos.

Karla Barbosa de Freitas

Uberlandia-MG, 23 de Agosto de 2011.



Capitulo 1

Preliminares e Definicoes (zerais

Neste capitulo iremos apresentar os pré-requisitos necessarios para a compreensao dos capitulos
seguintes, como também, algumas defini¢oes, teoremas e notagoes a serem utilizadas durante

este trabalho.

1.1 Conceitos Basicos

Defini¢ao 1.1 Seja Q C R™ um conjunto aberto e x € Q, x = (x1,...,x,). Define-se produto

mterno e norma no R™ por:

i=1
e
|z| = (x - z)? , zeR™ (1.2)

Definicao 1.2 Seja 2 C R". Uma funcgao f : Q2 — R™ € dita ser Lipschitiziana se existir uma

constante C' tal que:

|f(z) = fy)| < Cle -y,

para todo x,y € ).



Defini¢ao 1.3 Definimos por H(z) a funcdo Heaviside (fungio degrau unitdrio) determi-

nada por:

0, se x<0,

1

H(zx) =
, se x>0.

A seguir, enunciaremos dois importantes resultados da Teoria de Integracao de Lebesgue.

Teorema 1.1 (Lema de Fatou 7.20 de [21]) Suponha que {fr}32, sdo ndo negativas e

mensurdveis. Entao:

/ lim inf fy(z) do < lim inf | fi(x) dz.
R k Rn

n k—o0 —00

Teorema 1.2 (Teorema de Lebesgue da Convergéncia Dominada 7.22 de [21])
Suponha que { fr}32, sejam integrdveis e fi, — f em quase todo ponto (q.t.p). Suponha também

que | fx| < g em quase toda parte, para alguma fungao integrdvel g, entdo f € integrdvel e:

fe(x)dr — f(z)dx, com k — .
R» Rn

Relembremos agora a definicao e um resultado do Operador Adjunto.

Definicao 1.4 O adjunto de um operador linear T : V. — V', onde V' € um espaco vetorial

munido de um produto interno, € o operador T* tal que:

(T(u),v) = (u, T*(v)),Vu,v € V.

Definicao 1.5 Definimos subdiferencial de J e denotamos por 0J o sequinte conjunto:

0J(u) ={w e X;J(v) > J(u) + (w,v —u)x Yv € X}.

onde (u,v)x = Z” Uij Vi, Yu,v € X ou considerando T(j_1\Ni+i = Uij € YG-1)N+i =

2
Vi 1 <i,7 <N, temos que (u,v)x = Zf\il w;v;, e X é o espaco euclidiano RN*Y .

Proposicao 1.1 (Proposicio 5.1 de [16]) Seja F uma funcio de V em R e F* seu adjunto.
Assim u* € OF (u) se e s6 se F(u) + F*(u*) = (u,u*).
Demonstracao

Podemos encontrar a demonstragao desta proposi¢ao em [16].



Definicao 1.6 Consideremos o problema de encontrar v* € K tal que:

(v—v",F(v") >0, YveK. (1.3)

O problema acima € chamado de inequac¢ao variacional, denotado por VI(K,F), com v*

sendo uma solucao.

Definicao 1.7 Um operador linear F : H — H, onde H é o espaco de Hilbert, é dito ser
1. monotonica se (u— v, F(u) — F(v)) >0, VYu,v € H.
2. fortemente monotonica se v > 0 tal que (u — v, F(u) — F(v)) > v|lu — v||?, Vu,v € H.
3. pseudo-monotonica se (u — v, F'(v)) > 0= (u—v, F(u)) >0, Yu,ve H.

Definicao 1.8 Uma componente conexa em u € um subconjunto de ) , onde todos os pares
(p, q) de pontos sao conexos (i.e. existe um caminho de p a q e um caminho de q a p, que nao

$ao mecessariamente 08 mesmos).

Defini¢ao 1.9 Uma funcao f de [a,b] em R € dita convera se o conjunto:

{(z,y) eR* y > f(x)}

for um conjunto convero. Isto equivale a afirmar que, para quaisquer x e y pertencentes a

[a,b] e para todo t € [0,1], tem-se:

S+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 =1)f(y).

Com isso, dizemos que uma aplicagcdo v — f(x) € convezxa se, f(z) for uma fun¢do conveza.

Definicao 1.10 Um conjunto fuzzy pode ser caracterizado por uma funcao de pertinéncia que
mapeia todos os elementos de um dominio, espaco ou universo de discurso X para um niumero
real em [0,1], isto €, A : X — [0,1]. Um conjunto fuzzy apresenta-se como um conjunto
de pares ordenados, em que o primeiro elemento é x € X, e o sequndo, uz(x), € o grau de

pertinéncia ou a fungdo de pertinéncia de x em A, que mapeia x no intervalo [0,1], ou seja,

A= {(z, pa(@)| = € X}.



1.2 Espaco das Func¢oes Continuas C*(())

Nesta secao, definiremos o espago das fungoes continuas C*(2), suporte compacto e medida

de Radon.

Definigao 1.11 Seja u: Q C R" — R entao definimos suporte de u como sendo:

supp u = QN {x;u(zr) # 0}.

Defini¢ao 1.12 Seja a = (aq, ..., ) uma n-ipla de inteiros nao-negativos, entao o é chamado

de multi-indice e seu comprimento é dado por:

n
la| = Z Q.
i=1

Por simplicidade, denotaremos os operadores derivadas parciais, gradiente de uma fungao e

a derivada de ordem superior, respectivamente por:

wy = M)
' 83@1 -
ou(x ou(x
Vu(x) = ( 6;1),..., 3x< )>,
N olal 4
Dulz) Oxit.....0xen (z

A partir destas defini¢oes apresentaremos agora as defini¢oes do espaco das funcoes continuas.

Definicao 1.13 Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e u : 2 — R uma fun¢ao continua, entdo:

i) CH(Q) = {u; D e C(Q), a € A, com0<m <k}, sendo o conjunto A, dado por:

A, = {a = (ai, ...,an); a; >0 um inteiro e Z o = m};
i=1
i1) Co(Q) ={u € C(Q); supp u C Q € compacto};
iii) C§(Q2) = C*(2) N Co(9);
i) C*(Q) = {u € C*(Q); DY ¢ uniformente continua para todo || < k},

onde C°(Q) = C(Q) = conjunto de todas as fungoes continuas u : Q2 — R.



Devemos observar que C'(2) é o conjunto de todas a fungoes continuas u : 2 — R cuja

continuidade pode ser estendida para . Assim, se u € C*(Q) entdo Du pode ser estendida

continuamente para (£2) para cada multi-indice o, com |a| < k.

Definigao 1.14 Seja Q C R"™ um subconjunto aberto, entao define-se C%*(2) como o conjunto

formado pelas fungoes u € C(Q) tais que:

ryeK, x#y |I‘ - y|a

[u]cor(xy = sup {M} < 00,

para todo conjunto compacto K C €.

Definicdo 1.15 i) Seja Q C R"™ um conjunto aberto e limitado. Dizemos que € tem fronteira
C*, k > 1 se para todos x € 00 existir uma vizinhanca U C R" de x e uma aplicacdo bijetora

H:Q — U, onde

Q={zxeR" |z;|]<1, j=1,2,..n}

HeChQ), H' e CHU), H(Q4) =UNQ, H(Qy) =UnNo,
com Qy ={r€Q,1, >0} e Qo= {x € Q;1, =0}, onde I = fronteira de Q e Q = QUIN

o fecho de 2.

ii) Se H estd apenas em C%' dizemos que Q0 é um conjunto aberto, limitado e com fronteira

Lipschitz.

Definicao 1.16 Se 0 < v < 1, entdo C*Y é o espaco de funcides continuas u em § tal que
lu(z) —u(y)| < Clz—y|", para alguma constante C, x ey € Q. Isso € chamado de espago de

Holder de funcoes continuas com expoente 7.

Definicao 1.17 Definimos:

Co(X)={u: X CR" = R; u € continua e supp (u) é compacto},

entio Co(X) é um R -espago vetorial que coincide com C(X) para X compacto.



Definicao 1.18 Seja p uma medida de Borel em X e E um subconjunto de Borel de X. A

medida (v é chamada de outer regular em E se :

p(E) =inf{u(U); U D E, U aberto}

e tnner regular em E se:

w(E) = sup{u(K); K C E, K compacto}.

Se € outer e inner reqular em todos os conjuntos de Borel entdo p é chamada de reqular.

Definicao 1.19 Uma medida de Radon em X € uma medida de Borel que € finita em todo

congunto compacto, outer reqular em todo conjunto de Borel e inner reqular em todo conjunto

aberto. (Maiores detalhes ver [21])

1.3 Espacgos L*

Daremos nesta se¢ao a definicao do espago LP e alguns resultados importantes sobre estes

espacos.

Definigao 1.20 Seja 2 C R™ mensurdvel e 1 < p < oo, definimos LP(S2) como a classe de

funcoes mensurdveis, u : 2 — R, tais que:

/ lu(z)Pdx < +o0.
Q

Para u € LP(Q) define-se:

1
p
[l zr i) = [/Q\U(ﬂf)!pdo@] : (1.4)
onde || f||zr(q) define uma norma para este espaco (ver [23]).

Definigao 1.21 Seja 2 C R™ mensurdvel e p = oco. Assim, define-se L>(§2) como sendo o
espaco das funcées mensurdveis u : Q — R e limitadas em ), ou seja, existe uma constante

A € R tal que:

lu(z)| <\, qtp. zeQ



10

Para uw € L>®(Q) definimos:

|ul|Le = inf{X € R; |u(z)] < A, gt.p. x € Q} =inf ess sup |u]

Como em LP(2), podemos demonstrar que o espago L>(Q2) é um espago de Banach. (ver
[23])
Agora apresentaremos defini¢coes e alguns resultados da convergéncia forte, fraca e fraca

estrela.

Definicao 1.22 Seja Q C R™ uma regiao aberta e 1 < p < 400. Entao:

i) Uma sequéncia {u,}5>, converge fortemente para u, se u, e u € LP e ainda se:

T [un(2) — (@) oy = 0.

Denotamos a convergéncia forte em LP(S2) por w, — u em LP.
it) Se 1 < p < oo, dizemos que a sequéncia {u,}°> | converge fracamente para u, se u, e

u € LP e ainda se:

lim [ [u,(z) —u(z)]p(z)de =0, Ve e LI(Q),

n—oo QO

onde % + % =1 e denotamos a convergéncia fraca em LP(Q2) por: u, — u em LP.
i11) Se p = 0o a sequéncia u, € dita convergir fracamente estrela para u se u, e u € L>®(Q)

e se’

lim | [u,(2) — u(z)]p(z)de =0, Vo€ LY(Q).

n—o0 0

Denotamos a convergéncia fraca estrela em L>(Q) por : u, — u em L=(9).

Observacgao 1.1 Notemos que:

U, ~uem LP, 1 <p< oo,
Uy, — uem LP = .
Uy — u em L, p = oo.
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Teorema 1.3 Seja €2 C R™ um subconjunto aberto e limitado. FEntdo tem-se as sequintes

propriedades:
1. Se u, = wem L™, entdo u, —uwem LP, ¥ 1<p < .
2. Seu, — uem LP, entao ||uy||r — ||tt||rr com 1 < p < 0.

3. Sel<p<ooeseu, —uemLP, entao existe uma constante 0 > 0 tal que:

[unllze <0

e mais ainda:

llul|rr < lim inf ||w,]|| ze-
n—oo

4. Sel < p < oo e se existir uma constante § > 0 tal que ||u,||r < 9, entdo existe uma

subsequéncia {u,, } e u € L? tal que u,, — u em LP.

5. Se 1l <p < oo, entao existe uma sequéncia u,, € C§° tal que

lim ||ug —ul| = 0.
k—ro0

Demonstracao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [23].

Defini¢ao 1.23 Seja Q@ C R™ um conjunto aberto e 1 < p < oo. Dizemos que u € LT () se

loc

u € LP(K) para todo conjunto aberto K, onde K C 2 e K é compacto.

1.4 Espacos de Sobolev, W"?((Q)

Nesta secao apresentaremos a definicao dos espacos de Sobolev e algumas propriedades im-
portantes sobre estes espacos. Antes porém, iremos apresentar uma motivagao para as derivadas
fracas, chamando as fungoes ¢ € C§°(2) de fungGes teste, ¢ : 2 — R com suporte compacto
em 2, e lembrando que C§°(2) representa o espago das fungoes infinitamente diferencidveis.

Sejam u € CH(N) e ¢ € C5°(£2), entao ao usarmos integracao por partes temos que:
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/U%i dr = —/uxiqﬁ de, (i=1,...,n). (1.5)
Q Q

Nao existe condicao de contorno, ja que ¢ tem suporte compacto em €2 e por isso se anula
proximo de 9. De uma forma mais geral, seja k um inteiro positivo, u € C*(Q) e a =

(1, ..., ) um multi-indice de ordem |a| = oy + ..., = k, temos entao que:

/uD% dr = (—1) /Daw) dz. (1.6)
Q Q

A igualdade acima é valida pois:

|| a1 o
_ ) 0% O )

o9 O fan

D¢(x)

e assim podemos aplicar (1.5) |a| vezes.

Agora, examinado a igualdade (1.6), vélida para v € C*(Q2) podemos nos perguntar: alguma
variacao desta igualdade poderia ser valida caso v nao fosse k vezes diferenciavel? Temos que
o lado esquerdo de (1.6) faz sentido para u apenas localmente integravel, e o problema é que
u nao é C*, assim a expressao D% do lado direito de (1.6) nao tem sentido. Este problema
estard resolvido se existir uma funcao localmente integravel v para que (1.6) seja vélida, com

v no lugar de D%u.

Definigao 1.24 Suponha que u,v € L}, () e seja a um multi-indice. Dizemos que v € a a—

ésima derivada parcial fraca de u, e escrevemos v = D%u, se:

/uDO‘qb dr = (—1) / v dx, (1.7)
Q Q
para toda funcdo teste ¢ € C§°(£2).

Definigao 1.25 O espaco de Sobolev, W*?(Q) com 1 < p < oo e k um inteiro ndo negativo,
consiste de todas as fungoes u: Q — R € LP(Q), tal que, para cada multi-indice a com |a] < k,

D% existe no sentido fraco e pertence a LP(S)), ou seja:

Wk? = fu € LP(Q); D*u € LP(Q), para 0 < |a| < m}.
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[lustrando, temos que:

W2 = {u e L*(Q); u,, € L*()},

onde u,, ¢ a derivada parcial na varidvel x; no sentido fraco. Geralmente escreve-se H'(Q) =

W2(Q). A letra H é usada devido ao fato de H*(2) ser um espago de Hilbert.

Definigao 1.26 Seja u € WFEP(Q) entdo define-se sua norma, como sendo:

P

<Z|a|<k fQ |Dau|Pd:U> , se 1 <p< oo,

||U||ka(9) =

> lal<k €SS SUPq [ D%l se p = o0.

Depois de definirmos a norma em W¥*?(Q) podemos definir convergéncia no espaco de

Sobolev do seguinte modo:

Definigao 1.27 Sejam {u;}$2, uma sequéncia em WEP(Q) e u € WkP(Q).

i) Dizemos que uy converge para u e denotamos por:

w, — u em WHP(Q)

se
kh_}rgo |ur — wllwrp) = 0.
i1) Escrevemos
up — u em WEP(Q)
quando:

u, — u em WP(V)

loc

para cada V C 'V C U eV compacto. Dizemos que u € Wk’p(Q) com 1 < p < oo ek um inteiro

loc

ndo negativo se u € W*P(K), para todo conjunto aberto e compacto K, onde K C Q.

Maiores detalhes deste espaco, com propriedades e resultados pode ser encontrado em [25].
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1.5 Espacgo das funcoes de variagao limitada, BV ({))

Nesta secao apresentaremos a definicao e alguns conceitos sobre as fungoes de variagao limi-

tada, j4 que na maior parte deste trabalho iremos procurar solugoes (fungoes) no espago BV (€2).

Definigao 1.28 Seja Q@ C R™ um conjunto aberto e seja u € L'(Q), entdo definimos:

/ |Vu| = sup{ / u divedz; o € Co(4R™), |p(x)] <1, para x € Q},
Q Q

onde, divp =" 0o

=1 3@ '

Definigao 1.29 O espago BV (Q) € definido da sequinte forma:

BV(Q) = {u c LI(Q);/ V| < oo},
Q
e uma norma no espago BV (Q2) serd dada por:
lulloviey = o+ [ [Vl

As propriedades de norma sao facilmente verificadas a partir da definicao da norma de u em

L'(9) e da definicao de [, [Vul.

Teorema 1.4 (Teorema 1.17 de [18]) Seja u € BV (). Entao existe uma sequéncia {u;} em
C>*(9Q) tal que:

lim / |u; —ulde =0
J—00 0

11111/]Vuj|d:c:/|Vu|d:c.

Demonstragao A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [14] e [18].



15

Observacao 1.2 Se u € BV(Q) N L*(Q) e 00 € a fronteira Lipschitz, entio eriste uma

sequéncia de fungoes {u,} C C*(§2) tal que:

U, — u em L*(Q)

/\Vun| daz—>/\Vu|.
0 0

A demonstragao desta observag¢ao pode ser encontrada em [14).

Usando a observacao anterior e com uma pequena modificacao do Teorema 1.4 podemos ter

u, € C*°NWhHi N L2(Q) tal que:

U, — u em L*(Q)

/\Vun| dx—>/|Vu| dzx.
0 0

A modificagio citada pode ser encontrada em [14].

1.6 Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sao uteis para encontrar solugoes de problemas
de otimizagao em programacgao nao-linear, desde que algumas condicoes de regularidade estejam
satisfeitas.

Suponhamos que a funcao a ser minimizada seja u : R" — R, e as funcoes de restricoes
sejam ¢g; : R — R e h; : R" — R. Além disso, suponhamos também que estas fungoes
sejam continuamente diferencidveis em um ponto x*. Se z* é um minimo local que satisfaz
todas as restrigdes, entao existem constantes y; (i = 1,...,m) e \; (j = 1,...,1), chamados de

multiplicadores de Lagrange, de tal forma que:

m l
—Vu(r*) + Y @i Vgi(x*) + > N\Vhi(z*) =0
i=1 j=1

Estas condigoes sao conhecidas como condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
Maiores detalhes sobre estas condicoes e exemplos de sua aplicagao pode ser encontrada em

22].



Capitulo 2

Calculo Variacional

Neste capitulo, vamos introduzir conceitos basicos do Célculo Variacional com intuito de apre-
sentar resultados necessarios para a analise dos modelos propostos nos capitulos subsequentes.
Podemos ver o Calculo Variacional como o célculo diferencial no espaco das funcoes onde
tentaremos, sobre espacos apropriados, encontrar fungoes que minimizem certos funcionais.

Para encontrar tais fungoes, consideraremos fungoes u : 2 C R” — R.

2.1 Preliminares

O Calculo Variacional visa fundamentalmente investigar maximos e minimos de funcionais.
Portanto, nesta se¢cao, vamos apresentar algumas defini¢coes e teoremas que irao garantir a
existéncia e unicidade de pontos de minimo dos funcionais em questao e, consequentemente,
a existéncia e unicidade de solucoes dos problemas de valor de contorno associados a estes
funcionais. Consideraremos funcionais do tipo I : V' — R, onde V C Cla,b] é chamado de
conjunto das fungoes adimissiveis de I, e se um elemento v € V| entao ele podera ser

escrito como v = v(x), a <z < b.

Definicao 2.1 Dadosv € V e e > 0, definimos vizinhanga de v € V de raio € > 0 como:

B(v,e) ={w eV | 0 < |lv — w2y < €}

Definicao 2.2 Seja o funcional I : V. — R. Entao se existe ¢ > 0, tal que, I(0) < I(v),
Yv € B(v,¢), temos que v € V' € um minimo local de I. Agora, se 1(0) < I(v), Vv € B(0,¢),

com v # 0, entao v é um minimo local forte de I.

16
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Definigao 2.3 Seja o funcional I -V — R. Entao se [(0) < I(v), Vv € V, temos que 0 € V €
um minimo global de I. Agora, se I(0) < I(v), Vv € V, com v # 0, entdo ¥ € um minimo

global forte de I.

Temos que o conjunto V' podera ser, ou nao, um espago linear, porém em ambos 0s casos

serd possivel encontrar o seguinte conjunto:

V={nn=v—wcomv,weV}, (2.1)

que é um espaco linear, chamado de espago das funcgoes teste. Deste modo, temos que o
conjunto V podera ser escrito como V = {w| w = v* + 15, n € V}, sendo v* um elemento
arbitrario, porém fixo, de V.

Observemos ainda que, a vizinhanga B(v, €) dada da Definigao 2.1 é equivalente a vizinhanga

definida por

B(v,e) ={weV|lw=v+mn ne f/; 10l z2p = 1; T € (—€,6)}

De fato, seja w € B(v,¢), i.e., 0 < ||v — w120 < €. Observemos que:

w —v
w=v+ —— - |lw— v||L2[a,b].
|w — UHL?[a,b]

Assim, tomando n = —*=*— temos que
[lw UHLQ[a,b]
7]l 20.e) = 1,
e desta forma, fazendo 7 = ||w — v|| 12}, tem-se que 7 € (—¢,¢). Logo, w =v+7n, Yo € V

com v # w, ou seja, temos que w € é(v, £).
Analogamente, sejaw € V comw =v+m, v eV, neV, 17]l22p) = 1 € 7 € (—¢,¢).

Como w = v + 71, temos que w — v = 77, assim:

lw = vllz2pap) = (170l 20y = |77 270

Logo, 0 < |lw — v||r2(ap) = 7, ou seja, 0 < ||w — v|| 20 < €. Assim, w € B(v,¢e). Portanto,

concluimos que as duas vizinhancas B(v,¢) e B(v, ¢) definidas acima s@o iguais.
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Definicdo 2.4 Seja o funcional I :V — R. Sejamv € V en € V dados, onde 171l 22(05) = 1,
e suponhamos que para algum 79 > 0, a fungao I(v+7n) com |T|12(ap) < To, tenha derivada de
ordem m continua com relacao a 7. Entdo, a derivada direcional de ordem m de I em v

na dire¢ao de n é:

d™I(v+ Tn)

1M (v;m) = T

7=0
Definicao 2.5 Seja o funcional linear I : V — R e suponha que para algum v € V, IV (v;n) =

0, Vn € V com |0l r2pap = 1. Entdo, © é um ponto estaciondrio de I.

Teorema 2.1 Seja o funcional I : V. — R e suponha que para algum v € V a derivada
direcional de primeira ordem IV (v,n) exista para todas as direcées de 1. Se © é um minimo
local de I entao I € estaciondrio em 0.

Demonstracao:

De acordo com as hipdteses temos a sequinte expansao de Taylor para a fungao g(t) = I(0+71n)

numa vizinhanca de v:

I(o+mn)=1(0)+ TI(I)({J;T]) + O(1),

O(7)

para algum n €V, 9] 2[ap) = 1, T € (—€,¢€), onde lim,_q 7 =0 e O(7) denota a ordem da

expansao de Taylor.

Assim,

10 (5:p) = I(v+ 7'777—) — 1(v) B 05—7')‘

O(7)

T

O(7)

I7|

Notemos que lim,_y =0, pois lim,_, =0el(v+7n) > I1(0), pois © € um ponto de

minimo local. Dessa forma, se T > 0 entao I'(v;n) > 0, pois observemos que

1D (v;n) > —O(T),
T

I(v+7n) —1(0)

ja que > 0. Assim,

lim IM (v; 1) > — lim o)

T—0 T—=0 T

I
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logo, I'W(v;m) > 0. Agora, se T < 0 entdo IV (v;1) <0, pois observemos que

105 < -20,
T
I — 1(v
Jja que (04 7n) (©) < 0. Assim,
T
O
lim I (9; 1) < — lim (T),
7—0 0 T

logo, 1MW (v; 1) < 0.

Portanto, temos que IV (; n) =0, ou seja, © é um ponto estaciondrio de I.
O

Definigao 2.6 Um funcional I : 'V — R € um funcional quadrdtico se satisfaz a segquinte

identidade:

2
I(w+7n) = I(0) + 71O (v,) + 5 1P(v,1),

Yo eV, VeV com ||n|i2un =1 e VT €R.

Teorema 2.2 Seja o funcional quadrdtico I : V — R. Entao, v € V € o unico minimo local e

unico minimo global forte de I se:

1. 1D(05m) =0, Vn € V, |Inllz2ap = 15

2. 1O (w;m) > 0, ¥n €V, [0l 2papy = 1.

Demonstracao:

Seja I :' V — R um funcional quadrdtico, ou seja, temos a sequinte igualdade:

2
1+ ) = 1) + 71O (@,m) + 1O (@,0), Yo €V, 5 €V, [Illoay =1 e Vr € R,

Por hipétese, temos que IV (v;1) = 0, assim,

100+ 70) = 1(0) + 519 (5.1),
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isto €, 1(0+1n) > 1(v), Vn € V,VreR, 7#0. Assim, I(v) > I(v), Yv € V,v # 0, pois

V={o+m|7eR, neV, 17|20, = 1}-

Logo, v ¢ um minimo global forte de I.

Agora, suponhamos que w seja um minimo local de I. Entao temos que

1D (w;n) = 0 e 1P (w; n) > 0.

Como I € quadrdtico temos que:

£«
S~—
_l’_
N
~

=
—~
S
=
~
+

| !
~

x
—~
&«
=
~—

I(w+7n)=1I(

assim,

2
1 + ) = 1() + 512 (ws ),

isto €, I(w + 1) > I(w). Logo, I(v) > I(w), Yv € V, v # w, ou seja, w é minimo global de

I. Porém, observemos que se w for um minimo global de I, diferente de ¥, entao seque que

I(w) < I(v) < I(w), o que seria um absurdo. Portanto, w = v € o unico minimo global forte

de I.
O

Lema 2.1 Se G : [a,b] = R € uma fun¢ao continua e se fab G(z)n(z) de =0 para toda fungao
diferencidvel 1 : [a,b] — R tal que n(a) = n(b) = 0 entao:

G(r) =0, Vz € (a,b).

Demonstracao:

Suponhamos por absurdo que G(z') # 0 para algum ' € (a,b). Sem perda de generalidade,
Vamos Supor que G(x/) > 0. Pela hipdtese da continuidade de G, temos que existe uma vizin-
hanca de x', digamos, ¢ < 2’ < d tal que G(z) > 0,Va € [c,d], porém, com isso, temos que a

tqualdade abaizo nao se verifica para toda funcao diferencidvel n
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/abn(:c)G(:U) dx = 0.

Por exemplo, tomando-se a fungdo

0 se a<z<c
nx)=4q (r—c)?(x—d? se c<z<d
0 se d<z<b

temos que m em particular € diferencidvel e satisfaz as condi¢does de contorno n(a) = n(b) =0,

entao temos que:

b d
/ G(z)n(x) dx = / G(z)(x — c)*(x — d)? du,

e como supomos que G(x) >0, Vx € (¢,d), temos que

/ Gay(z) dz #0,

o que contradiz a hipdtese. Logo G(x) =0, Y € (a,b). Jd o caso G(x') < 0 é andlogo e assim

o lema estd provado.
O

Apoés termos provado as condigoes para que o funcional I tenha pontos de minimo, veremos

na préxima secao como encontrar tais pontos através da equacao de Euler-Lagrange.

2.2 Equacao de Euler-Lagrange

Nesta secao, iremos introduzir alguns conceitos supondo que queremos resolver equacoes

diferenciais parciais que, por simplicidade, denotaremos da seguinte forma:

Afu] = 0. (2.2)

onde A[-] denota um possivel operador diferencial parcial ndo-linear e u é desconhecido.
Sabemos que nao existe uma teoria geral para resolver tal EDP, porém, o cdlculo variacional

identifica uma importante classe de tais problemas nao-lineares que podem ser resolvidos usando
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técnicas de andlise funcional. Esta é a chamada classe de problemas variacionais, ou seja, EDP
da forma (2.2), onde o operador nao-linear A[-] é a “derivada” de um funcional de “energia”

apropriado I[-]. Simbolicamente, podemos escrever

Al =11, (2.3)

Assim, o problema (2.2) pode ser reescrito como

1MW) = 0. (2.4)

Podemos dizer que a vantagem desta nova formulacao é que agora é possivel reconhecer
solugoes da equagao (2.2) como sendo pontos criticos do funcional /[-]. Em certas circunstancias,
este fato pode ser facilmente determinado, como por exemplo, se supormos que o funcional I-]
tenha um minimo u, entao a expressao (2.4) é valida e assim u é uma solucao fraca da EDP
dada em (2.2). O que devemos observar é que quase sempre ¢é dificil de se resolver a equagao
(2.2) diretamente, podendo ser mais facil encontrar um ponto de méximo, minimo ou outros
pontos criticos do funcional I[].

Temos que inimeras leis da Ciéncia originaram-se diretamente de principios variacionais, que
sao problemas de valores de contorno nos quais procura-se uma funcao que satisfaga alguma
equacao diferencial em uma regiao €2, e determinadas condigbes em 0f). Problemas deste
tipo tem a propriedade de que sua solu¢do minimiza um certo funcional I[], definido em um
determinado conjunto de fungoes, ou em outras palavras, esta solucao é um ponto estaciondrio

do funcional I]-].

2.2.1 Primeira variacao: equacao de Euler-Lagrange

Vamos supor que 2 C R” ! seja um conjunto aberto, limitado e com fronteira 00 suave.
Consideremos uma funcao suave L : R” x R x  — R, chamada de funcdo Lagrangeana e

denotada por:

L= L(p,Z,]J) = L(pla vy Pny 2, X1, 7'rn)

comp R ze€Rex e

10s casos onde Q = [a,b] e Q C R? podem ser encontrados em [33].
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[l [

Substituindo as varidveis “p” por Vw(x) e “z” por w(z), temos:

L =L(Vw(z),w(z),z).

Para simplificacao das notacoes definimos:

DPL: (Lp17'-'7LPn)
D.L =1L,
D,L=(Ly,..,Lys,)

e consideremos o seguinte funcional []:

Tw] = /Q L(V(z), w(z), z) do (2.5)

onde a funcao w : 2 C R” — R é suave e satisfaz a seguinte condicao de contorno:

w=g em OS. (2.6)

Devemos observar que o funcional (2.5) é construido a partir da fungao Lagrangeana, onde
as varidveis p e z foram substituidas por Vw(z) e w(z), respectivamente.

Suponhamos agora que, alguma funcao u com certa suavidade, satisfaca a condigao de
contorno exigida (2.6), ou seja, que u = g em 0f) e também que, por sorte, u seja uma funcao
minimizadora do funcional I[-] dentre todas as fun¢oes w que também satisfazem (2.6). Iremos
mostrar que u é entao, automaticamente, solucao de uma certa equacao diferencial parcial
nao-linear.

Para confirmarmos este fato, escolhemos uma fungao qualquer v € C§°(f), e consideramos

a funcao ¢ com valores reais, dada por:

i(1) == Iu+ 7v], com T € R. (2.7)

Como por hipétese, u é um minimizador de I[-] e também u+ 7v = u = g em 952, entdo temos

que a fungao i(-) atinge seu minimo quando 7 = 0, ou seja,

i'(0) = 0. (2.8)
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A derivada dada pela equagao (2.8) é calculada de forma explicita e é chamada de primeira
variacao. De fato, fazendo substitui¢coes adequadas e algumas simplificacoes temos que a

equagao (2.7) se reduz a

i(r) = / L(Vu+1Vv,u+1v,2) dr. (2.9)
0

Assim, derivando a igualdade acima temos:

i(r)= %/QL(VU + 7V, u+ 71v,2) do (2.10)

e, consequentemente,

= / Z L,,(Vu+ Vv, u+ 10, 2)v,, + L, (Vu+ 7Vv,u + 10, 2)v d. (2.11)
0

Agora, fazendo 7 = 0 deduz-se de (2.8) que

0=14(0)= /QZ L,.(Vu,u, x)v,, + L,(Vu,u, z)v dz,

e usando o fato de que v tem suporte compacto (ver definigdo 1.8) e também fazendo uso de

integracao por partes, obtemos

n

0=1i(0) = /Q [— Z(Lpi(Vu,u,x))xi + L.(Vu,u,x)|v de.

i=1
Como esta igualdade é valida para todas as fungoes teste v, podemos concluir que u resolve a

seguinte EDP:

—Z .(Vu,u,x))., + L, (Vu,u,x) =0 em Q. (2.12)

A equacao dada acima é a chamada equagao de Euler-Lagrange, associada ao funcional
de energia [[-], definido em (2.5).

De forma resumida podemos concluir que qualquer fungao suave que venha minimizar o
funcional /]| é uma solu¢do da equagao de Euler-Lagrange dada em (2.12), e reciprocamente,
podemos tentar encontrar uma solugao de (2.12) procurando por fungoes que minimizem (2.5).

Veremos agora um exemplo com a finalidade de enfatizar o processo de obtencao da equacao

de Euler-Lagrange associada a um certo funcional I]-].
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Exemplo 2.1 Considere a fungdo

1
L(p,z,2) = (1 + [p|*)2

e o funcional

Iw] = /Q(l + [Vw]?)? da

Iremos determinar nos cdlculos abaizo a equagao de Fuler-Lagrange do funcional dado acima.

Como L(p, z,z) = (1 + |p[?)2, temos que:

0 1 Di
Ly, = op: ((1 + |p|2)2> = m;

Assim,

SR L E— (2.13)

Desta forma, considerando que a equagao de Fuler-Lagrange é dada por:

n

— Z(Lpi(Vw, W, )z, + L.(Vw,w,x) =0 em Q

i=1

temos que a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional I[w] serd dada por:

—Z —_— +0=0em 2
1+]Vw| )2 o

ou, equivalentemente,

n

_Z< _va‘ )é) i_Oem@Q.

Outros exemplos pode ser encontrados em [17].
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2.2.2 Segunda variacao
Continuando com a andlise feita na subsecao anterior, onde obtivemos a primeira variacao de

I[-], determinaremos agora a segunda variacao deste funcional para a func¢ao u. Esta segunda

variacao serd determinada considerando que ji temos u como minimizador de I[-], ou seja,

Como definimos em (2.7), temos que i(-) ¢ dado por:

i(1) == Iu+ 0] com T € R,

onde v € CF(Q) e u = g em IN. Assim, de (2.11) podemos calcular 7" (1), que sera dado por:

=1

i (1) = /Q Z Lpp; (Vu+ 7V, U + T, )V Vg, + 2 Z L,..(Vu+71Vv,u+ T70,2)0,,0
ij=1
+L..(Vu+ 7Vv,u+ 7v, 2)v* do.

Fazendo 7 = 0 nesta ultima igualdade, temos que:

0<i (0)= /Q Z Lpp, (Vu, u, 2)0, 0, + QZLpiz(VU,U, )00 + L. (Vu,u, z)v* dz(2.14)
i i=1

1,j=1
sendo esta desigualdade vélida para todas as fungoes teste v € C§°(€2).
Notemos que a desigualdade (2.14) também é véalida para qualquer fungao v lipschitziana

continua que se anula em 0¢). Fixando £ € R™ e definindo:

o(z) = €p<m?'§> ((2), €0 (2.15)
sendo ¢ € C3°(Q) e p: R — R uma fungao periédica dada por:
z, se 0 <z < %,
p(x) = (2.16)
11—z, S@%Smgl,
com p(x + 1) = p(z), obtemos,
(2.17)

lp| =1 quase todo ponto.
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Notemos ainda que

€

v (@) = p ( ' f)&c +0(e),

com € — 0. Substituindo (2.15) em (2.14) obtemos a seguinte desigualdade:

0[5 Lo, (Vi )65 do + O(e)

ij=1

Usando agora (2.17) e fazendo € — 0 obtemos:

0< /Q Z Ly, (Vu,u, 2)§€;¢° da. (2.18)

i,7=1

Com isso, a desigualdade acima é valida para toda fungao ¢ € C§°(Q2), entao deduzimos que

S Ly, (Vu,u,2)686 >0, £€R" z€Q (2.19)

ij=1
Na préxima segao veremos como determinar as condigoes de contorno (2.6) quando estas

nao sao impostas.

2.3 Condicoes de contorno

Nesta se¢ao, analisaremos as condigdes de contorno para o problema (2.5), isto é, quando
escolhemos o espago V', das fungoes admissiveis para o funcional I em (2.5), exigimos que toda
fungao v € V satisfaca as condigoes de contorno (2.6). Isto sugere que, todo ponto estaciondario
do funcional I também satisfaca tais condigoes.

O que devemos nos perguntar neste momento é o seguinte: caso nao seja imposta nenhuma
condicao de contorno para as funcoes admissiveis, qual sera a condigao de contorno que um
ponto estacionario devera satisfazer? Para responder tal questao, faremos uma anélise sobre as
condicoes de contorno essenciais e naturais que definimos a seguir.

Chamamos de condi¢oes de contorno naturais para o funcional I, as condi¢oes nao impostas
para as funcoes admissiveis, e de condicoes de contorno essenciais, as condi¢coes impostas para
o funcional I, como feito em (2.6). Assim, se analisarmos o funcional ff L' (z),v(z),7) dv

com v € V = C?a,b], v(a) = a e v(b) = B, sendo as condigoes de contorno essenciais para as



28

fungdes admissiveis v € V', temos que n(a) = 0 e n(b) = 0 serao as condigdes de contorno para
oL

as funcoes teste n e, — =0 e — = 0 serao as condicoes de contorno naturais para
ov v
. L. r=a z=b
0 ponto estaclonario.

Agora, observando as condigbes acima, vemos que se uma condi¢ao de contorno essencial
¢ imposta para as funcoes admissiveis, entao as funcoes teste também deverao satisfazer as
condigoes impostas correspondentes. Podemos verificar também que se alguma condicao de
contorno essencial nao for imposta as fungoes admissiveis, entao um ponto estacionario devera
satisfazer a condicao de contorno natural correspondente. Esta verificacao e mais exemplos
sobre essas condigdes podem ser encontradas em [4].

Vejamos agora um exemplo sobre essas condigoes. Se apenas a segunda condigao de contorno

essencial for imposta, temos que:

V={veCab: vb)=pB}eV ={neCa,b]: nb) =0}, (2.20)

e entao

o que implica

() [g—L]

Assim, como existem 7 € V' tais que n(a) # 0, temos que:

5

Portanto, (2.21) é a condigao de contorno natural correspondente & condigao de contorno

r=a

— 0. (2.21)

r=a

essencial omitida.
Na préxima secao identificaremos condi¢oes do Lagrangeano L que garantem a existéncia

de um minimo para o funcional I[-], pelo menos em um espago de Sobolev apropriado.
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2.4 Existéncia de minimizadores

Nesta secao apresentaremos idéias para determinar quando o funcional

Iw] = /QL(Vw($),w(:L'),:B) dx, (2.22)

definido para fungoes apropriadas w : 2 C R™ — R e, satisfazendo a condicao de contorno

w =g em 0, (2.23)

deve ter um minimo.

2.4.1 Coercividade

Sabemos que nem toda funcao suave f : R — R precisa necessariamente atingir seu infimo,

como por exemplo as seguintes fungoes:

B 1
1422

f(z) = e” ou f(x)

Estas fungoes sugerem, em geral, que sejam necessarias algumas hipéteses de forma que
possamos controlar o funcional I[w] para determinadas fun¢oes w. Uma boa maneira de se
obter tal controle seria a hipétese de que I[w] cresga rapidamente quando |w| — oc.

Especificamente, vamos assumir que:

1<q< oo (2.24)

seja fixo, e que existem constantes a > 0, 5 > 0, tais que:

L(p,Z,[E) Z a|p|q - Ba (225)

para todop € R", z € Re x € (.

Como consequéncia temos que:

I[w] > O‘va“qu(Q) -7 (2.26)
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para 7 = f[Q| e alguma constante o > 0. Portanto, I[w] — oo quando [|[Vwl|7,q) — 00. A
condi¢ao dada em (2.26) é chamada de condi¢do de coersividade do funcional I.

Agora, voltando nossa atencao para o objetivo de encontrar fun¢ées minimizantes para o
funcional I, observamos que, da desigualdade dada em (2.26), nos parece razoavel definir /|w]
nao apenas para funcoes suaves w, mas também para fungoes w € W14(Q) que satisfagam a
condigao de contorno dado em (2.23), no sentido do seu trago.

Ao ampliarmos a classe de fungoes w para as quais o funcional I[w] esta definido, ampliamos
também o nimero de candidatos as fungdes minimizantes de I[w], portanto agora, o conjunto

das fungoes admissiveis w, denotado por V sera dado por:

V= {w e W"(Q); w= g em 9 no sentido do seu traco}. (2.27)

2.4.2 Semi-continuidade inferior

Nesta subsecao observaremos que, embora uma funcao continua f : R — R satisfaca a
condi¢ao de coercividade (2.26) e atinja seu infimo, o funcional I[-] pode em geral ndo estar

satisfazendo tal condigao. Para entendermos melhor o que foi descrito vamos definir

m = inf Tw], (2.28)

weV

e tomando fungdes u;, € V com (k = 1,2...) temos que

I[u] — m quando k — oo. (2.29)

A sequéncia {uy}72, é chamada de sequéncia minimizante do funcional.

Neste momento torna-se interessante mostrarmos que alguma subsequéncia de {u}32, con-
verge, de fato, para uma funcao minimizante. Para isto, deveremos usar algum tipo de com-
pacidade, e isto é um problema, pois o espago W14(Q) é de dimensao infinita.

Na verdade, se utilizarmos a desigualdade da coercividade dada em (2.26) serd possivel
mostrar apenas que a sequéncia minimizante pertence a um subconjunto limitado de W14(Q),
porém isso nao implicard na existéncia de uma subsequéncia que converge em W14(Q).

Contudo, vamos dirigir nossa atencao para a compacidade fraca dos espacgos reflexivos de
Banach, e o fato de que L(€) é reflexivo, nos permite concluir a existéncia de uma subsequéncia

{ur, 152, C {ur}p2, e de uma fungao u € WH9(€Q) tal que:
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ur, — wu fracamente em L9(€2)
J

(2.30)
Vuy, — Vu fracamente em L9(€2).
Daqui por diante, a condi¢ao dada acima serd abreviada, e diremos apenas que
up, — u fracamente em W"9(0). (2.31)

Além disso, u = g em 02 se verifica no sentido do traco, e entao u € V.

Como consequéncia de usar a topologia fraca, recuperamos a compacidade necessaria na
desigualdade (2.26) para deduzirmos (2.31) para uma subsequécia apropriada. Com tudo, nos
surge uma outra dificuldade visto que, praticamente em todos os casos, o funcional I nao é
continuo com relagao a convergéncia fraca. Em outras palavras, ndo podemos deduzir de (2.29)

e (2.31) que:

Tu] = lim Ifuy,], (2.32)

J]—00

e assim, u é um minimizador.

O problema que temos é que Vug, — Vu nao implica que Vu, — Vu (q.t.p), e é muito
possivel que, por exemplo, os gradientes Vu,, embora estejam limitados em L?(Q2), possam
estar oscilando muito quando k; — oo.

O que nos salva e pode garantir que u venha a ser uma funcao minimizante, é observarmos

que o funcional [u] ndo precisa necessariamente satisfazer (2.32), mas sim que

Iu] < liminf I uy), (2.33)

Jj—00
e entao de (2.29) podemos deduzir que I[u] < m. Porém, de (2.28) temos que m < I[u]. Assim,

u é de fato um minimizador.
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Definicao 2.7 Dizemos que o funcional I € de fraca semi-continuidade inferior em

Wha(Q), se:

Iu] < liminf [Iu,],

k—o0

sempre que u, — u fracamente em W14(Q).

Nosso proximo passo, portanto, sera identificar as condigoes razoaveis sobre a nao-linearidade

da fungao L para que possamos garantir que I[-] seja fracamente semi-continuo inferiormente.

2.4.3 Convexidade

A analise que iremos fazer nesta subsecao serd baseada na segunda variacao obtida na se¢ao

2.2.2, onde encontramos a seguinte desigualdade:

Z Ly, Ly, (Vu(z),u(z),r) &6 >0 (£ € R, x€Q),

ij=1
que é valida como uma condicao necessaria sempre que u for uma funcao minimizante com
certa suavidade. Esta desigualdade nos sugere que é razoavel assumirmos que a funcao L seja

convexa, pelo menos inicialmente.

Teorema 2.3 (Fraca semi-continuidade inferior) (Teorema 1, parte 3 de [17]) Supon-

hamos que L seja limitada inferiormente e que a aplicag¢ao

p+ L(p,z,x)

seja convexa (ver Defini¢ao 1.9) para cada z € R, x € Q. Entdo o funcional I € fracamente
semi-continuo inferiormente em Wh(Q).
Demonstracao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [17].

O

Teorema 2.4 (Existéncia do minimizador) (Teorema 2, parte 3 de [17]) Suponhamos que
L satisfaca a desigualdade de coercividade dada em (2.26) e seja convexa em relagdo a varidvel

p. Suponhamos também que o conjunto admissivel V' seja nao vazio.
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Entao existe pelo menos uma funcio uw € V' tal que:

Iu] = min I[w].

weV

Demonstracao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [17].

O

Agora que conseguimos estabelecer a existéncia de uma func¢ao minimizante u, devemos
como de praxe, tentar impor certas condig¢oes sobre o funcional L, com o intuito de garantirmos

sua unicidade. Para isto, vamos supor que:

L = L(p,x) nao dependa de z, (2.34)

e que exista um 6 > 0 tal que

n

D Ly, (p,2)&€5 > 016 (2.35)

ij=1
Temos que a condigao (2.35) nos diz que a aplicagdo p — L(p, z) é uniformemente convexa

para cada x € Q).

Teorema 2.5 (Unicidade do minimizador) (Teorema 3, parte 3 de [17]) Suponhamos que
as condigoes (2.34) e (2.35) sejam satisfeitas. Entdo temos que a fun¢do minimizante u € V,
de I[] € unica.
Demonstracao:

Suponhamos que u,u € V' sejam minimizadores de I[-] e definimos v := % e V. Assim,

temos que

Iu] + Iu)

Iv] < 5 ,

(2.36)

com a desigualdade estrita a menos que u = 1.
Para provarmos esta desigualdade, observemos que a partir da suposi¢cao da convexidade

uniforme temos que:
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0
L(p,x) > L(q,x) + D,L(q,x) - (p — q) + §Ip —q*  (z€Q pgeR). (2.37)

Agora, definindo q = w, p=Du em (2.37), em Q, temos:

Du + Di Du — Di
][v]+/DpL pur e} 2 dx—|—€/|Du—Da|2 dz < I[u].
0 2 2 8 Jo

DutDi p = Du em (2.87) e integrando em Q temos:

—~

2.38)

De maneira andloga, seja q =

Du + Di Di— D
1[v]+/Dp L(#ﬁ . (%) dx—i—g/ |Du — Daf? de < Ifa].  (2.39)
Q Q

Somando (2.38) com (2.39) e dividindo por 2, temos que:

0 I I
Ilv] + g/ |Du — Daf* dz < M. (2.40)
Q
Isto prova (2.36).
Agora, como Iu| = I[a] = mingeq Iw] < Iv], deduzimos que Du = Du em 2. Como
u=1u=g em 08 no sentido do traco, seque que u = 1.
O

Maiores detalhes sobre a equacao de Euler-Lagrange, exemplos e sua generalizacao podem

ser encontrados em [4] e [17].



Capitulo 3

Variacao Total em Imagens

3.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos o problema de restauracao de imagens baseado em Variagao
Total (TV), abordando principalmente nos trabalhos pioneiros de Rudin, Osher, Fatemi (ROF)
em 1992 [30], e Mumford e Shah (MS) em 1989 [28]. Apresentaremos também algumas

aplicacoes de Variacao Total em problemas de processamento de imagens.

Modelos de restauracao de imagens com base na Variacao Total (TV) tém sido muito po-
pulares desde a sua introduc¢do por (ROF) e (MS). Este é um dos problemas fundamentais
no processamento de imagem digital e os modelos variacionais tém sido extremamente bem
sucedidos em uma grande variedade de problemas deste tipo, e ainda continuam a ser uma
das areas mais ativas de pesquisa. O problema mais comum de restauracao de imagens é,
talvez, remocao de ruidos. Ele é uma importante tarefa no processamento de imagem, como
um processo em si, e como um componente em outros processos. A principal propriedade de
um modelo com tal objetivo, é que ele ird remover o ruido, preservando as bordas da imagem.
Tradicionalmente, utiliza-se modelos lineares para resolucao de tal problema, e uma das grandes
vantagens desses modelos de remocgao de ruido é a velocidade. Porém, um inconveniente para
tais modelos é que eles nao sao capazes de preservar as bordas de uma forma satisfatoria. Ja
modelos nao-lineares, podem lidar com as bordas de uma forma mais eficiente. Um modelo
popular para a filtragem nao-linear da imagem ¢ a Variacao Total (TV), introduzido por Rudin,

Osher e Fatemi [30].

Na pratica, os métodos mais utilizados para estimar ruido sao baseados em minimos quadra-
dos. A justificativa vem do argumento estatistico que, pelo menos a estimativa pelos minimos

quadrados é melhor sobre o conjunto de todas as imagens possiveis, e este procedimento é dado

35
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pela norma L2. No entanto existem discussoes garantindo que a norma adequada quando se
trabalha com imagens é a norma da variacao total, e ndo a norma L2. Temos que normas de
TV sao, essencialmente, normas L' de derivadas, e portanto os autores mostram que procedi-
mentos baseados nesta norma sao mais apropriados para o objetivo de restauracao de imagens.
Temos também que o espago das fungoes de variagao total limitada (BV) (ver definigao 1.29)
desempenha um papel importante na estimativa precisa de descontinuidades nas solucoes.

Em comparacao com os métodos de minimos quadrados, onde as solugoes lineares sao bem
conhecidas e facilmente calculadas, a estimativa baseada na norma L' ¢ nao-linear e computa-
cionalmente complexa. Recentemente, o assunto da estimativa de dados estatisticos pela norma
L' tem recebido atencao redobrada.

Temos que a Variacao Total pode ser definida para toda funcao u € L'(Q2) (2 C R?) como

na definicao 1.28, ou seja:

J(u) = sup{ /Qu(x) divé(z)dx; € € CHR?), |€(x)| < 1Vrx € Q} (3.1)

A expressao acima nos diz que J é finito se e sé se a distribuicao Du de derivadas de u for uma
medida de Radon finita em € (ver definigao 1.15), e neste caso temos J(u) = |Dul|. Agora, se u
tem gradiente Vu € L'(, R?), entao J(u) = [, |Vu(x)|dz, onde |Vu| = [(ug, uy)| = /uZ + u.

Um outro problema fundamental no processamento de imagens é a Segmentacao, que con-
siste em fragmentar uma imagem, em unidades homogéneas, considerando algumas de suas
caracteristicas intrinsecas, como por exemplo cor, textura, forma, contraste e etc. Tal pro-
blema foi abordado primeiramente pelos autores Mumford e Shah em [28], e serd visto com
maiores detalhes em uma das proximas segoes. Dentre as técnicas de segmentacao temos a
Segmentacao Hard, onde um ponto x € €, apresenta apenas duas opgoes, pertencer ou nao
a uma dada regiao, e também a Segmentacao Soft, onde cada ponto apresenta grau de per-
tinéncia a cada regiao segmentada, e este é representado por uma func¢do fuzzy (ver Defini¢ao

1.10).

3.2 Remocao de ruidos

Temos que modelos de restauragao de imagens baseados em Variagao Total (TV) foram in-
troduzidos por Rudin, Osher e Fatemi (ROF) no seu trabalho pioneiro [30]. O modelo proposto
pelos autores foi projetado com o objetivo explicito de preservacao de descontinuidades abrup-

tas (bordas) em uma imagem durante a remogao de ruido e detalhes indesejados. Com base em
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experiéncias anteriores, os autores propuseram resolver o problema de remocao de ruidos mini-
mizando a norma da variagao total de uma solucao estimada. Foi obtido assim, um algoritmo
de minimizagao restrita, com um fator nao-linear e dependente do tempo, onde as limitacoes sao
determinadas pelas estatisticas do ruido. Os métodos tradicionais tentavam reduzir ou remover
o ruido antes das operagoes de transformacao da imagem, e esta é a abordagem adotada em
[30]. No entanto, a mesma idéia da minimizagao de TV pela norma L' pode ser usada para o
desenvolvimento de algoritmos hibridos, que combinam a filtragem de ruido com outras tarefas
de processamento de imagem.

Temos que se o ruido ¢é aditivo, uma expressao genérica para o processo de remocao de

ruidos é:

I'=wu+m,

onde u denota a imagem original, n o ruido e I : 2 — R representa a imagem observada.
Sejam entao, o o desvio padrao do ruido na imagem I, 2 o dominio da imagem u e || a drea

de Q. Temos assim o seguinte modelo proposto pelos autores Rudin, Osher e Fatemi (ROF):

. .. . 2 2 ‘
urgjlgr‘l//ﬂ|Vu|, sujeito a |lu— I3 < |07, (3.2)

onde [, |Vu| é a variagio total (TV) de u que pode ser denotado por TV[u], |Vu| = [(ug, u,)| =
Vui+u2, I e L*(Q) e || - || representa a norma usual em L*(Q2). O conjunto BV (2) denota a
colecao de todas as funcoes em L!(£2) com variacao total finita, como definido no Capitulo 1,

ou seja:

BV () = {u] u € LY(Q), TV]u] < oo}. (3.3)

Como WHH(Q) = {u € LY(Q)| u,, € LY(Q)}, temos que WH(Q) C BV(Q) C LY(Q), e
assim, a definigdo de TV em (3.1) é equivalente a fungao objetivo (3.2), quando u € Wh1(Q)
(ver definigao 1.21).

Assim, temos que o modelo ROF restrito (3.2) é equivalente ao seguinte modelo irrestrito:

ueBV

min / Vul + 2l — 12, (3.4)
Q 2

para o multiplicador de Lagrange § apropriado. Este modelo foi estudado de forma extensiva,

como por exemplo, nas referéncias [2] e [8].
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Temos que, tanto os autores ROF quanto pesquisadores posteriores, centraram seus obje-
tivos na resolugao do modelo sem restrigoes (3.4) ao invés do modelo original restrito (3.2), pois
a otimizacao irrestrita geralmente é mais facil de resolver. O modelo ROF original foi intro-
duzido para resolver problemas de remocao de ruidos em imagem, mas a metodologia pode ser
estendida naturalmente para restaurar imagem borrada e outras, bastando incluir o operador

nicleo, do seguinte modo:

uréliBI‘l/ /Q\Vu\ + §\|Ku—1\|§ (3.5)
Aqui, K é um dado operador linear, conhecido como operador nticleo, e todos os outros termos
sao definidos como em (3.2). Neste modelo, I é assumida como sendo a soma de um ruido
gaussiano n e uma imagem borrada Kwu, resultante de um operador linear K agindo na imagem
original u, ou seja, I = Ku + .

Baseado neste mesmo problema, os autores L. Alvarez, P.L. Lions e J.M. Morel [3], pro-

puseram minimizar o seguinte funcional para remogao de ruidos de uma dada imagem:

min 1/ Vul? + é/(u iy

weBV 2 Jq 2 Ja
onde u representa a imagem original e I a imagem observada com ruidos. Este funcional,
apesar de remover melhor os ruidos, nao apresenta boa reconstrucao da imagem, pois nao
possui nenhum mecanismo para preservagao das bordas.

Posteriormente aos trabalhos [3] e [30], os autores Chen, Levine e Rao [13] propuseram um
novo funcional a ser minimizado para resolu¢cao do mesmo problema, porém agora o expoente
da norma do gradiente de u ndo é mais uma constante, e sim uma variavel denominada de ¢(z),
onde 1 < ¢(z) < 2. A vantagem deste modelo é que o funcional utiliza a norma L' para pontos
préoximos da borda e a norma L? para pontos longe da borda, conseguindo com isso preservar
as bordas da imagem e remover melhor o ruido.

O funcional proposto a ser minimizado é:

min )/ng(yc,Vu)—i-g(u—[)2

uEBVNL2(Q

sendo,

1
—— | V|2, se |Vu| <9,
¢(z, Vu) := () Bq(z) — o
|Vu| — q @) . se |Vu| >0,



39

onde, 6 > 0 é fixo.
Vejamos agora, a aplicagao do funcional acima em algumas imagens que apresentam ruidos:
Exemplo 1- Em uma imagem suave com ruido, composta por figuras geométricas, foi apli-
cado o método proposto em [13] obtendo assim a imagem limpa, preservando as fronteiras e

sem introducao de bordas falsas.

(a) Imagem com ruido. (b) Resultado da remogao de

ruido.

Figura 3.1: Problema de Eliminac¢ao de Ruido 1. Tmagens retiradas de [13]

Exemplo 2- Em uma imagem suave com ruido aditivo gaussiano foi aplicado o método

proposto em [13], obtendo assim uma imagem limpa que preserva suas bordas.

(a) Imagem com ruido. (b) Resultado da remogao de

ruido.

Figura 3.2: Problema de Eliminac¢ao de Ruido 2. Tmagens retiradas de [13]
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Ao longo dos anos, o modelo ROF foi estendido para solugao de muitos outros problemas de
processamento de imagens, incluindo retoque digital, deblurring e decomposicao em geometria

e textura. Veremos alguns desses problemas em secoes subsequentes.

3.3 Segmentacao de imagens

Um outro trabalho pioneiro no uso de Variagao Total (TV) para restauragao de imagens foi
realizado pelos autores Mumford e Shah em 1989 [28], onde propuseram um método de seg-
mentagao de imagens, baseado em um funcional de energia. A idéia é que a minimizacao de tal
funcional dé como resultado uma imagem proxima a primeira, composta de varias regioes, onde
cada regiao apresenta intensidade quase constante. A dificuldade apresentada na minimizacao
deste funcional é que ele envolve duas variaveis: a funcao intensidade e o conjunto I' de bordas,
que é o conjunto de descontinuidades da funcao intensidade.

Em visao computacional, segmentacao se refere ao processo de dividir uma imagem digital
em multiplas regides ou objetos, com o objetivo de simplificar e/ou mudar a representagao de
uma imagem, para facilitar a sua andlise. Segmentacao de imagens é tipicamente usada para
localizar objetos e formas (linhas, curvas, etc) em imagens. O resultado da segmentagao é um
conjunto de regides/objetos ou um conjunto de contornos extraidos da imagem, onde regides
adjacentes devem possuir diferencas significativas com respeito a uma mesma caracteristica.

Como vimos no inicio deste capitulo, dentre as técnicas de segmentacao temos a segmentagao
hard. O funcional proposto pelos autores Mumford e Shah a ser minimizado para resolucao

deste problema é um exemplo de tal segmentacao e é dado por:

E(u,F):/||u—I||2dx+oz/ Vul2dz + [T, (3.6)
Q Q-T

onde I' C 2 é o conjunto de descontinuidades, u ¢ a funcao diferencidvel intensidade e o é uma
constante nao-negativa. O terceiro termo é o tamanho da borda, €2 é um conjunto aberto e

limitado de R™, n=2,3 que denota o dominio da imagem u, e I é a imagem inicial.

Observacoes:

1. o primeiro termo mede quanto u se aproxima de I;

2. o0 segundo termo (termo de suavizagao) calcula a variacao minima de u dentro de cada

regiao, sem considerar a fronteira;
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3. no terceiro termo, I" deve ser o menor possivel;
4. « serve para balancear os termos de suavizagao e fidelidade;

Em um trabalho dos mesmos autores, foi provado a seguinte conjectura para o funcional

(3.6):

Conjectura: Existe um minimizador de E tal que as bordas (conjunto I" de descon-
tinuidade) é a uniao de conjuntos finitos de curvas C*', onde C*7 é o espaco de funcoes k vezes
continuamente diferencidvel, cuja k-ésima derivada parcial pertence a C*7(Q) (ver Definicao
1.16).

Agora, querendo provar a existéncia de solugoes para o funcional (3.6), os autores mostraram

que o par (u, ') que é solugao de (3.6), satisfaz a seguinte conjectura:

Conjectura de Mumford-Shah:

1. T consiste de um niimero finito de curvas v;(€ C*!'), uniao com 99 e cada uma das suas

extremidades;

2. u é C' em cada componente conexa (ver Definigao 1.8) de Q — T

Uma outra maneira de resolver problemas de segmentacao de imagens através da seg-
mentacao hard, pode ser considerando o modelo denominado Competicao entre Regioes, que

detalhamos na préxima subsecao.

3.3.1 Competicao entre Regioes

O método variacional criado para resolver o problema de segmentacao de imagens, deno-
minado Competigao entre Regides [39], foi desenvolvido por Zhu e Yuille em 1995, e consiste
basicamente em segmentar uma imagem inicial fazendo com que regioes desta imagem passem
a competir entre si através de seus pontos, e esses por sua vez se juntam as regioes que lhes sao
estatisticamente mais semelhantes.

Neste modelo, uma regiao de uma dada imagem ¢ dita ser homogénea se os valores de
intensidade de niveis de cinza forem gerados por uma distribuicao de probabilidade especifi-
cada previamente e dada por P(I(z,y)|a), onde « representa o conjunto de parametros da
distribuicao. No caso da distribuicao Gaussiana, com média p e desvio padrao ¢, o conjunto
de parametros de uma regiao da imagem sera representado por a(u,o), e a distribuigao de

probabilidade Gaussiana serd calculada da seguinte maneira:
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P12, )|(0)) = — (—W’y)‘“)z). (37)

a2 202

Vamos supor que toda imagem de dominio {2 seja inicialmente dividida em M regioes sec-
cionalmente homogéneas e denominadas por €;, i = 1,2,..., M. Pelo critério de Bayes/MDL
(ver [39]), o funcional de energia para uma escolha adequada de familias de distribuicao de

probabilidade ¢ dado por:

B o} = Y {% | ds=torPUI0) - (e € O + A}, (33)

i=1
onde €2 é o dominio da imagem, ) = Uf\il Qi, QN =0sei#j, 00 ¢éa fronteira da regiao
Q el = U?il ['; s@o bordas da imagem com I'; = 092;.

O primeiro termo da equagao (3.8) descreve o comprimento da borda da imagem I, ja o
segundo termo é a soma do custo para calcular a intensidade de cada ponto (x,y) dentro da
regiao €);, de acordo com a distribuicao de probabilidade P. O fator A é usado para descrever
a distribuigao de probabilidade. Temos entao que se v = (z,y) € R?* é um ponto de I, entao
P;(v[{c;}) descreve a probabilidade de v pertencer a regiao €;.

O funcional (3.8) é minimizado em duas etapas. Na primeira etapa, fixa-se I', ou seja, deixa-
se fixo Q; e {I(z,y);V(z,y) € }, e os parametros {«;} sdo estimados pela maximizacao das
probabilidades condicionais. Na segunda etapa, fixa-se {c;} e aplicamos o método da descida
ingreme com relagao a I, movimentando o contorno I' para cada ponto v = (x,y) € I de acordo

com a equagao:

ov OFET, {a;}] i

ov _ OB igl _H P(I .

T 5 k;@: 5 k() k() T+ 10g (£l )1 (i) (3.9)
(v)

onde Q) = {k| v € I't}, ki) ¢ a curvatura de I'; no ponto v, e nyy é o vetor normal de I
também no ponto v. Pela equacao anterior, temos que existem duas forcas apontando para a

direcado da normal: o primeiro termo representando a for¢a de suavizacao e o segundo a forga

estatistica, como ilustrado na figura abaixo:
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Figura 3.3: Forgas agindo no contorno: (a) Forga de suavizacao (b) Forga estatistica em um

ponto de fronteira (c) Forca estatistica em um ponto de jungao de regides.

Por exemplo, a figura central ilustra o vetor v comum a bordas das regioes €2; e ;. Como
as curvas I'; e Fj tem vetores normais inversos em v entao n; = —Nj € KiN; = Kjn;. Portanto a

equagao (3.9) pode ser reescrita como:

ov

2 = —umo)ni(v) + (g P(L o) — logP(L]a))mi(v)

P(ly]o:)

= —pri(v)n;(v) +log| ———= |ni(v). (3.10)
P(I]ay)

Se o e a; sao os parametros das regides (); e 2;, respectivamente e se P(I,|a;) > P(1,]o;),

isto é, se a intensidade em v se adapta melhor a distribuicao da regiao €2; em relagao a regiao

(;, entao a borda se move em direcao a n;.

Maiores detalhes do algoritmo pode ser encontrado em [39].
Neste modelo tem-se apenas a garantia da convergéncia para um minimo local, e a desvan-

tagem apresentada ¢é a alta dependéncia da amostragem realizada em cada uma das regioes.

Uma outra maneira de resolver o problema de segmentagao é através da segmentacao soft,
em particular, por um modelo conhecido como Competicao de Regides Fuzzy [27], proposto
pelos autores Mory e Ardon, baseado no trabalho de Zhu e Yuille [39] e que veremos alguns

detalhes na préxima subsecao.

3.3.2 Competicao entre Regioes Fuzzy

E comum, em imagens do dia-a-dia, nos deparamos com situagoes onde nao conseguimos
determinar a localizacao exata das bordas de um objeto, como exemplo, a Figura 3.4 apresenta
situagoes deste tipo. Neste caso, na Figura 3.4(a) nao é possivel determinar com precisao a

fronteira entre o péassaro e o fundo, ja a Figura 3.4(b), exibe uma tomografia cerebral sem
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bordas nitidas, e por fim, a Figura 3.4(c) mostra uma foto tirada da regido Amazonia por um

satélite onde nao conseguimos identificar as regices de florestas.

(a) Tomografia cerebral (Retida (b) Praia (Retirada de [31]).

de www.cerebromente.org.br).

Figura 3.4: Imagens sem fronteiras definidas.

Com isso, para segmentar imagens deste tipo vem sido desenvolvidos modelos vantajosos
de segmentacao soft, e buscando alternativas para resolver este problema, os autores Mory e
Ardon propuseram um novo modelo variacional de segmentagao para estas imagens baseado no
modelo de Competicao de Regioes. Este novo modelo variacional é denominado Competicao
entre Regides Fuzzy [27], e a tunica diferenga entre este algoritmo e o modelo apresentado no
inicio deste capitulo é a existéncia de uma funcao de pertinéncia definida sobre um conjunto
limitado no intervalo [0,1]. O método baseia-se em dividir a imagem em duas regides através
de suas distribuicoes de intensidade.

Quando particionamos uma imagem I em duas regioes, o problema de minimizagao pode

ser escrito por:

érllé% {Fg(Ql,a) = /Fg(F(s))ds + /Q1 rit(x)dx + /Q\Ql TS‘Q(X)dX}, (3.11)

a€cA

com x € R", Q0 C R" o dominio da imagem, ; C Q o foreground (imagem), I' = 9§}y sdo as
bordas e 7" : 2 — R s@o as fungdes que medem o erro da probabilidade de x estar em uma
regiao da imagem. A funcgao positiva e decrescente g, € um detector de bordas do gradiente da

imagem definida como:

(3.12)
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tal que v é uma constante positiva. Maiores detalhes deste funcional serd visto no capitulo 6.

Na literatura sdo propostos basicamente trés fungoes de erro 7" que sdo:

o ;=01 — c,')2, onde os parametros «; = ¢; sdo constantes; [12].

o 1, = —d0log(Pi(I|ey)), onde Pi(I|ey;) é uma distribui¢ao de probabilidade, com parametros

a; = (i, 0;) escalares; [39], [29].
o r; =0(I — ;)% + u|Vs;|?, onde os parametros o; = s; sao fungoes; [28], [35],

onde ¢ é um parametro regularizador positivo, que serve para balancear os termos competicao

e suavizagao. Detalhes sobre as possiveis fungoes de erro podem ser encontradas em [32].

Se o 6timo a é conhecido a priori, temos que (3.11) é um problema de segmentagao su-
pervisionado. Caso contrario, a segmentacao é nao supervisionada e o tem que ser otimizado,
executando a minimizagao alternada em €); (varidvel de partigdo) e nos componentes de «

(parametros da regiao).

Abaixo vemos dois exemplos de imagens segmentadas pelo modelo proposto em [27].
Exemplo 1- Na imagem original (zebra), foi aplicado o método de competicao entre regioes,

proposto em [27], obtendo assim a imagem segmentada, i.e., a zebra sem o fundo.

(a) Imagem original. (b) Imagem segmentada.

Figura 3.5: Problema de Segmentacao 1. Imagens retiradas de [27].
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Exemplo 2- Na imagem original, foi aplicado o método de competicao entre regioes, proposto

em [27], obtendo assim a imagem segmentada.

(a) Imagem original. (b) Imagem segmentada.

Figura 3.6: Problema de Segmentacao 2. Imagens retiradas de [27].

3.4 Outros problemas de processamento de imagens basea-
dos em variacao total

Nesta secao apresentaremos outros problemas de processamento de imagens baseado na
Variacao Total, onde daremos uma breve introducao a cada um destes problemas e algumas de

suas formulagoes.

3.4.1 Deblurring

Deblurring é um velho problema de processamento de imagens, porém continua a atrair a
atencao de pesquisadores e profissionais afins. Em uma série de problemas do mundo real, como
por exemplo da astronomia, podemos encontrar aplicagoes para os algoritmos de restauragao
de imagens baseado no problema deblurring. Este problema consiste em restaurar uma imagem

borrada ou degradada (fora de foco) que pode ser a causa de diversos fatores, dentre eles:
1. Movimento durante o processo de captura de imagem, pela camara ou pelo sujeito;
2. Lente fora de foco, uso de lente inadequada e turbuléncia atmosférica.

Assim, uma imagem borrada pode ser descrita pela equacao genérica I = Ku + n, onde:
[: imagem borrada (imagem observada);

K: operador de distorgao, também chamado de func¢ao de espalhamento pontual (PSF);
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w: imagem original (limpa);
7: ruido aditivo, introduzido durante a aquisicao das imagens.

Querendo resolver este problema, os autores Chambolle, Caselles, Novaga, Cremers e Pock

[7] propuseram uma extensao do funcional ROF (3.4) do seguinte modo:

mgn/Q |Vul +§/Q(Ku—1)2d:c, (3.13)

onde 2 C R? é o dominio da imagem e K é um operador linear nticleo (ou operador distorgao)
definido acima.

Abaixo vemos um exemplo da aplicagao do funcional acima na resolu¢ao de um problema
deblurring. Temos a esquerda uma imagem desfocada, onde foi aplicado o método proposto
por Chambolle, Caselles, Novaga, Cremers e Pock em [7], obtendo assim a imagem a esquerda

que apresenta bordas mais nitidas.

(a) Imagem borrada. (b) Resultado debluring.

Figura 3.7: Problema debluring. Imagens retiradas de [7].
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3.4.2 Retoque Digital

Retoque Digital (ou Inpainting) refere-se a aplicacao de algoritmos sofisticados para recuperar
partes perdidas ou danificadas de dados de uma imagem (principalmente as pequenas regides
ou para remover pequenos defeitos). Por exemplo, no caso de uma pintura valiosa, esta tarefa
seria realizada por um artista plastico de restauragao de imagens.

Esta técnica pode ser empregada para remover ruido, melhorar cor, brilho e detalhes. Na
fotografia e cinema, é usado para restauragao de filmes, e também remocao de deterioragao (por
exemplo, rachaduras nas fotografias e manchas de poeira em video). E também utilizado para
remocao de olhos vermelhos, de data estampada em fotos e de objetos para efeito criativo, e
em videos, pode ser usado para remover logotipos.

Este problema foi introduzido pela primeira vez em processamento digital de imagens na
obra de Bertalmio [5] e mais tarde popularizada em outros trabalhos. Com tudo, a formulagao
que iremos apresentar do problema de retoque digital deve-se aos autores Tony Chan e J. Shen,

no trabalho [11]. Assim, a formulagdo de Chan e Shen para resolver tal problema é dada por:

min a/ \Vu\—i—ﬂ/ (Ku — I)*dx,
w 9) Q-D

onde K é o operador ntcleo, I é a imagem observada, D é um subconjunto onde a informacao

da imagem esta ausente ou inacessivel e {2 o dominio da imagem original u.

Vejamos a seguir exemplos de aplicacao do modelo acima em retoque digital:
Exemplo 1- Em uma imagem desfocada com partes obscuras, foi aplicado o método proposto
em [11], obtendo assim uma imagem com bordas mais nitidas e recuperando as partes nao

visiveis da imagem.

i

(a) Imagem com partes obscuras. (b) Resultado do retoque digital.

Figura 3.8: Problema de retoque Digital 1. Imagens retiradas de [10].
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Exemplo 2- Em uma imagem com partes obscuras devido aos escritos, foi aplicado o método

proposto em [11], obtendo assim uma imagem limpa com a preservagao de suas bordas.

(a) Imagem com escritos. (b) Resultado do retoque digital.
Figura 3.9: Problema de retoque Digital 2. Imagens retiradas de [10].
Exemplo 3- Em uma imagem ruidosa com uma parte obscura, foi aplicado o método proposto

em [11], obtendo assim uma imagem limpa, i.e., sem ruidos com a recuperacao da parte nao

visivel da imagem.

(a) Imagem com uma parte obs- (b) Resultado do retoque digital.

cura.

Figura 3.10: Problema de retoque Digital 3. Imagens retiradas de [10].
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3.4.3 Zoom

Zoom ¢ o método usado para aproximar ou afastar imagens, sejam elas em 3D, 2D ou digital.
O zoom ¢é muito usado em jogos computacionais e em softwares que fazem edicao de videos e
imagens. Ele apresenta grande utilidade para quem deseja ver uma imagem ou qualquer outro
objeto em um software ou na vida real mais de perto, porém no caso de imagens e videos, a
nitidez é perdida ao realizar o zoom.

Para resolver este problema, Antonin Chambolle propés em seu artigo [6] a minimizac¢ao do

seguinte funcional:

—(I 2
min /|Vu|+ Ju = (L4 w)]” (3.14)
o 2\

ueX,weZ+

onde I é a imagem observada, w = I_T“ eN= %

Posteriormente, os autores Chambolle, Caselles, Novaga, Cremers e Pock [7] propuseram

uma extensao do funcional ROF (3.4) para o problema de zoom, do seguinte modo:

m&n/ﬂ|Vu| —|—§/Q(Ku—])2dx, (3.15)

onde Q C R? é o dominio da imagem. O que difere este funcional das outras extensoes do

funcional ROF (3.4) é o operador K, que aqui descreve o procedimento de redugao da resolugao.

A seguir, mostramos dois exemplos de zoom aplicando os modelos mostrados acima.
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Exemplo 1- Na imagem original de uma mulher (esquerda) foi aplicado o método proposto
em [6], obtendo assim a imagem reduzida. A partir desta imagem reduzida, foi aplicado nova-

mente o mesmo método obtendo assim a imagem ampliada a direita.

(a) Imagem original e imagem re- (b) Imagem expandida pelo algo-

duzida. ritmo proposto por Chambolle.
Figura 3.11: Problema zoom 1. Imagens retiradas de [6].
Exemplo 2- Na imagem original (olho humano) a esquerda foi aplicado o método proposto em

[7], obtendo assim a imagem reduzida. A partir desta imagem reduzida, foi aplicado novamente

o mesmo método obtendo assim a imagem ampliada a direita.

Y | ; L1

(a) Imagem original e imagem re- (b) Imagem expandida pelo al-
duzida. goritmo proposto por Cham-
bolle, Caselles, Novaga, Cremers

e Pock.

Figura 3.12: Problema zoom 1. Imagens retiradas de [7].
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3.4.4 Decomposicao de uma imagem em Geometria e Textura

O problema de remocao de ruidos pode ser visto como a separacao de uma imagem dada I
com ruido em dois componentes para formar a decomposicao: I = u + 7, onde u é a imagem
original e n = I — u é o ruido. Com base nesta decomposicao Meyer [26] utiliza este mesmo
procedimento para a extracao de textura de uma imagem. Nestas condi¢oes 7 capta o ruido e

também a textura. Assim o modelo proposto de decomposicao é:

1
g Vul + g3 llllo); 1= : 3.16
(U,W)EB}%xG(RQ) { /R2 ’ u’ + 2)\HUHG(R2)a U+ U} ( )

onde, v é a textura, A = %, ||v|]2G(R2) = infy_ (g, o) {I[V 91 + B3l Lo@2r2)| v = Opg1 + Dyga} € O
espaco G é dado por: G(R?) = {v| v =div g,g € L>°(R? R?)}.

J& em um trabalho relacionado ao mesmo problema, os autores Aujol, Aubert, Blanc-Feraud
e Chambolle [1], estudaram um modelo andlogo ao do trabalho de Meyer [26], porém em um
dominio limitado © C R?. Para isto, substituiram G(R?) pelo espaco G(Q2) = {v € L*(Q)| v =
div g, g € L>®(Q,R?)}. Neste método os autores consideram que a imagem I seja decomposta
em [ =u+n+ v, onde u, 1, e v sao geometria, ruido, e textura respectivamente.

Posteriormente, no trabalho de L. A. Vese e S. J. Osher [34] foi proposto um modelo de
decomposi¢ao, onde se separa uma imagem I em geometria e duas componentes de textura,

g1 € g2 do seguinte modo:

u,91,92

1/p
/Q <\/g%+g§>pdxdy] } (3.17)

in {/ |Vu|—|—ﬁ/ = u— .0 — OynlPdady +
Q Q

onde 3, u sdo parametros nao negativos e p — oo.

Vejamos alguns exemplos da decomposicao em geometria e textura:
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Exemplo 1- Na imagem original a esquerda foi aplicado o método proposto em [34], obtendo

assim a decomposi¢ao da imagem em textura (imagem central) e desenho (imagem a direita).

(a) Imagem original. (b) Textura. (c) Geometria.
Figura 3.13: Problema de decomposigao em geometria e textura 1. Imagens retiradas de [34].
Exemplo 2- Na imagem original (digital) a esquerda foi aplicado o método proposto em [34],

obtendo assim a decomposigao da imagem em textura (imagem central) e desenho (imagem &

direita).

(a) Imagem original. (b) Textura. (c) Geometria.

Figura 3.14: Problema de decomposigdo em geometria e textura 2. Imagens retiradas de [34].
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Exemplo 3- Na imagem original (mulher) & esquerda foi aplicado o método proposto em [34],
obtendo assim a decomposigao da imagem em textura (imagem central) e desenho (imagem a

direita).

(a) Imagem original. (b) Textura. (c) Geometria.

Figura 3.15: Problema de decomposi¢do em geometria e textura 3. Imagens retiradas de [34].



Capitulo 4

Formulacao Primal e Dual de

Problemas Variacionais

4.1 Introducao

Dentre as maneiras de resolver problemas variacionais, a literatura apresenta método na
formulagao Primal, método na formulagao Dual ou no chamado sistema Primal-Dual. Veremos
um algoritmo para este ultimo no capitulo 7. Para exemplificar, vamos considerar o modelo
ROF e, neste capitulo, trataremos das resolucoes nas formulacoes Primal e Dual, que sao

respectivamente:

2
min /J(u)—l—§||u—f||2 e mln / —J"(w |w I/)\”
v Ja

Mostraremos um método de resolugao na formulagao Primal e a equivaléncia entre as duas
formulagoes, deixando o algoritmo para resolucao na formulagao dual para o capitulo seguinte,

onde falaremos sobre o método proposto por Chambolle para tal resolucao.

4.2 Formulacao Primal - Método de Resolucao

Podemos resolver problemas variacionais na sua formulacao Primal através das equagoes
de Euler-Lagrange, vistas no Capitulo 2. Nesta secao encontraremos as equagoes de Fuler-
Lagrange do modelo ROF que, como vimos, pode ser entendido para varios outros problemas
de processamento de imagens.

Vimos que o modelo ROF é dado por (3.4), ou seja,

95



56

u

min /J(u)+@||u—z||2,
Q 2

onde I € X, X é o espaco euclidiano RY*Y N2 é o ntimero de total de pontos da imagem,
f>0e] -] éanorma euclidiana.

Assim, a Equagao de Euler-Lagrange do funcional (3.4) em relacao a u é dada por:

oL 0 (0L 0 [ OL
%‘%(au) ‘a@(%) =0, 1)
onde
=)+ Sl 1P = [Val+Su=Lu-1)
= (Vul + S 1)
_ B o 2
= |Vu|—|—§(u —2ul +I7).
Portanto,
oL 0 [ B(u® —2ul 4 I?) 0 _ Bu—2I)
%—%< 5 +%(|VU|)—T—5(U—I)7 (4.2)
oL\ _ 0 2 214 _1 2 21-1
e

0 [ OL 0 !

= Ug|u? + uz]’% + up(—2)[u2 + UZ]%(?UIUM + 2ty )

2
U Ugg Uy, + Ug Uy Uy

|Vul B |Vul?




o7

Assim,

ﬁ oL _ U | VU|? — Ut — gty Uy, (4.3)
Oz \ Ou, |Vul|? ’ )
Da mesma forma,
aL 8 2 211 ]. 2 271
(a_uy> :a_%([um+uy]2>:§[ux+uy] 2 2uy7
e
o0 (oL 0 (1 g1 1
_ R — - 1 ) 2
dy <8uy> dy (2 e+ ]2 2
= Uyy [ui + u?/]i% + uy(_%)[ui + u;]7%<2uyuyy + 2umu:ry)
Uy Uyl + Uyl
|Vul |Vul3
Assim,
0 (oL _ Uy | VU? = Uy 12 — Uty Uy (4.4)
9y \ Ou, Nk | '

Substituindo os termos (4.2),(4.3) e (4.4) na equagao (4.1) tem-se:

; U | VU2 — Ut — Upttytiyy Uy | VU — uyud — uuyuy, | 0
Alu—1) - Vup? [V B

2 2 2 2 2 2
u — —_ =
|Vu|?

Ugpg U2 — 2Up Uy Uy + Uy U
[ Bty wllylye T Utz )
ﬁ(u ) ( ‘VU|3 ’

que é a equagao de Euler-Lagrange da formulagao primal do modelo ROF (3.4).

Agora, podemos resolver esta equacao através da equacao do fluxo, do seguinte modo:

2 2
Uz Uy, — 2Ug Uy Uy + uyyuw> (4.5)

u = —pu—1I)+ ( Vul?

Para resolver a equagao (4.5) usaremos diferengas finitas que sera visto a seguir.
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4.2.1 Discretizacao da equacao do fluxo através de diferencas finitas

Esta secao tem por finalidade apresentar resultados matematicos necessarios para discretiza-
cao da equacao do fluxo, que serd usada durante este trabalho. Serao suavizadas determinadas
imagens, as quais apresentam algum tipo de interferéncia, como por exemplo ruido e seg-
mentagao. Representamos estas imagens por fungoes u, com u :  C R” — R, en = 2 ou
n = 3. Procuramos entdo, uma solu¢do u(z), com x € R", de uma determinada equacao dife-
rencial parcial. Assim, devemos discretizar o dominio de u(x,y), isto é, o dominio de regiao €2
sera discretizado em uma malha de pontos bidimensionais, onde a malha de passos h e k que

serd construida, associada a (z;,y;), é dada por:

(xi,y;) = (zo £ih,yo £ jk), parai,j=1,2, .., (4.6)

sendo (xg, yp) um ponto de referéncia e h e k nimeros positivos. Consideramos h = k para que
a malha possa se tornar regular em (z,y), sendo a vizinhanca deste ponto representada como

na Figura abaixo.

':1..1 -'!'"|o1:| |:"‘:| -}',o'.l (x o1"!'-_o1:'

(X.10¥) (%) (#en¥))

'::"..1 -'?"1.1 ) [:‘:. -l}'l.'] (% o'l'lf.._] 1

Figura 4.1: Conjunto de pontos utilizado na convolugao.

Como as imagens que sao consideradas neste trabalho apresentam dimensao m X n, a regiao
() sera discretizada em uma malha de pontos m X n, os quais estarao igualmente espacados, ou
seja, h = 1.

Como nosso objetivo é aproximar uma funcao de duas variaveis, e estamos considerando o
passo de tamanho constante h = 1, obtemos as seguintes aproximacgoes relativas as derivadas

parciais de primeira e segunda ordens da fungao u(z,y):

0 h,y) —

gu _ Uy ~ wz + hy) — ul,y) = Uy (T3, i) R Uip1,; — Uiy, Formula Avancada.

ox h ’ ’

0 - —h

8_u = U, R u(z,y) Z<x 1Y) = Uy (@i, ¥i) = u;; — ui—1;, Formula Atrasada.
T
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) hy) —u(z —h g — Ui
a_z — o, A u($ + 7y) QhU(x 7y) = Um<$2’, yz) ~ %7 Férmula Centrada.
0 h) —
8_u =uy, ~ Wy + })l uz,y) = Uy (24, i) =~ Ui j+1 —w;j, Foérmula Avangada.
Y
0 — —h
a_u = U, R wz,y) Z(x,y ) = uy (2, y;) = uij —u;j—1, Foérmula Atrasada.
Y

ou A w(z,y +h) —u(x,y —h)

u.7.+1 _/u.7A_1 ,
— =, & = uy(z;,y;) & ——"1— Férmula Centrada.
dy 2h 2
ou u A il F Ui—1,-1 — Ui—1,541 — Uit j—1
—_— a:" ~~ .
0xdy Y 4
0%u

g2 U N i1 — 2uij + Ui

0%u

Gl N Ui~ 25+ Wi g1

Por nao ser nosso objetivo, nao apresentamos detalhes da obtencao das féormulas acima,
porém maiores detalhes sobre tais dedugdes podem ser encontradas em [15].

Como a malha que utilizamos para discretizagao de () apresenta certa regularidade, temos
que para pontos interiores serao usados nas aproximacoes para a primeira derivada os operadores
diferencgas centradas e percebemos que tais pontos estao bem definidos na malha usada na

discretizagao. Ja para os pontos nas regioes de contorno, serao utilizados operadores diferencas

avancadas e atrasadas, dependendo da posicao destes pontos.

Para terminar a discretizagdo da equacao do fluxo (4.5), que é dada por:

ou Upp U2 — 2Up Uy Uy + Uy U Vu
ou  B(u—1 aally allyllys T Uyylls \ 50 g [ Vu

denotamos L(u) = —f(u — I) + div( vu

v ) Assim, podemos escrever o problema (4.5) da
u

seguinte forma:
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com u(z,y,0) = I(z,y).
Portanto, a solugao deste problema é obtida substituindo as derivadas presentes em L(u)
por diferengas finitas e a equagao diferencial parcial dada em (4.7) é entao aproximada pela

seguinte equagao:

u =y B 1), U U — Qg Uy Uy + Uy U2
T v ‘VUHP )
27‘7
ou equivalentemente,
) ) o 0
%’J = —pu" —1);; + div <W B com u; ; = 1(xi, ;). (4.8)
Z?]

Apoés apresentarmos a discretizacao da equacao do fluxo, veremos na préoxima secao a

equivaléncia entre as duas formulagoes primal e dual.

4.3 Equivaléncia entre as Formulagoes Primal e Dual

Uma outra maneira de resolver problemas variacionais, citada anteriormente, é na sua for-
mulagao Dual. Porém, primeiramente, mostraremos nesta secao a equivaléncia entre as for-
mulagoes primal e dual do modelo ROF e deixaremos o método de resolugao no dual para o
préoximo capitulo.

Sabemos que J(u) é definido por (3.1), e assim pela transformagao de Legendre-Fenchel
temos que, o fato de J ser homogéneo, isto é, J(Au) = AJ(u) para cada u, e A > 0, se

transforma em:

J*(v) = supy,(u,v)x — J(u), (4.9)

com (u,v)x = Y, ; Uij Vij, que é a “funcio caracterfstica” do conjunto fechado convexo K dado

por:

) =) =4 " TrEn (4.10)

400, caso contrario.



61

Assim, como vimos anteriormente, a equagao de Euler-Lagrange de (3.4) é dada por:

Upp U2 — 20Uy Uy Uy + Uy U
oy [ Macty allyllye T Uyl )
5(“ ) ( |Vu|3 ’

que é equivalente a,

2 2
—Ugg Uy, + 2Up Uy Uy — Uy U,

Blu—1)+ ( S ) =0=pu—1)+09J(u) 30, (4.11)

N J/

€8.J(u)

onde 0J é o “subdiferencial” de J (ver defini¢ao 1.5).
Com isso, considerando = e a equacao de Euler-Lagrange (4.11) pode ser reescrita do

seguinte modo:

1
X(u—]) +0J(u) 3 0.

. U ~ .
Agora, subtraindo " de ambos os lados da expressao acima, temos:

I U

I
e de maneira analoga, subtraindo X de ambos os lados, temos:

I u I —u
aJ(U)BX—XiaJ@b)B N
ou seja,

I—

. L e ai(u). (4.12)
. I—u -
Assim, como J** = J temos que se € 0J(u) entao:
~~—
I

I —u

eaJ(u);»ueaJ*C;“). (4.13)
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De fato, pela Proposicao 1.1 temos que

J(u) + T (1) = (u, p) = J*(u) + T (1) = (u, 1) = u € 0J" ().

Assim temos (4.13), ou seja:

I —u L —u
3 (u):>u€8J< S )

e 1 . : .
Agora, se multiplicarmos por X de ambos os lados, a expressao acima pode ser reescrita do

L —u u 1 1 —u
Agora, subtraindo % de ambos os lados, temos:
—u 1 . [I—-u
0e BN + 3 0J ( \ >,

: I
e de maneira analoga, somando " de ambos os lados, obtemos:

I I wuw 1 _  [(I—-u I IT—u 1 I —u
0+X€X—X+Xaj< \ )?XG \ N ( \ >7 (4.14)

[—u [w—1/\|P

é minimizador de

seguinte modo:

5 + - 3 J*( ) pois, pela expressao

= w e fazendo J* = G, temos que:

e assim, temos que w =

I —
(4.14), nomeando “

§6w+§8G(w):>w—]+55G(w)90,

que, como em (4.11), a expressdo acima implica que w é minimizador de

|w f/)\||2 1, | w—T/\|?
/G /QXJ (w) + 2T (4.15)

A expressao (4.15) é conhecida como formulacao dual de (3.4).
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Agora, como J* é definido pela expressao (4.9), temos que w = mwg(I/\) (projegdo nao

linear). Assim, a solu¢@o do problema (3.4) é dado por:

u=1I—mg(l). (4.16)

Portanto, para resolvermos o problema (3.4) precisamos calcular a projecao mygx. No
proximo capitulo descreveremos um método para calcular esta proje¢ao (no conjunto discreto)

em dimensao 2, e para outras dimensoes é feito de maneira andloga com poucas modificagoes.



Capitulo 5

Algoritmo de Minimizacao da Variacao

Total na Formulacao Dual

5.1 Formulacao Dual na Forma Discreta

Neste Capitulo mostraremos um algoritmo proposto por Chambolle em [6] que minimiza a
variacao total de uma imagem e é baseado em sua formulagao dual. Também estudaremos a
sua convergencia.

No capitulo anterior verificamos a equivaléncia entre as formulacoes primal e dual, onde
consideravamos imagens como matrizes bidimensionais de tamanho N x N e denotamos por
X o espaco euclidiano RV*¥ . Definimos também, a variacdo total em um conjunto continuo
pela expressao (3.1). Agora daremos uma defini¢ao discreta para a variacao total, pois iremos
desenvolver o algoritmo no conjunto discreto e, para isso, vamos utilizar o operador gradiente

discreto. Seja u € X e Vu um vetor em Y = X x X dado por

(Vu)iy = (Vu)iy, (Vu)g;),

(K .3

com
1 Uir1,5 — Ui g, se 1 <N,
(Vu)m- : ‘
0, se 1 =N
e
o ) Wijy1 —Uij,  S€ J < N,
(Vu)i’j :

64
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para cada 7,5 = 1,..., N. Temos que (Vu)llj se aproxima da derivada de u em relagao a z, e
(Vu)?’j da derivada de u em relacao a y.

A partir da definicao de Vu, temos que a variagao total de u pode ser dada por:

J)=" 1(Vu)iyl, (5.1)

1<i,j<N

com |y| := \/y? + 43, para cada y = (y1,y2) € R

Temos que (5.1) é a discretizacao da variacao total e, como vimos, pode também ser definido
no conjunto continuo pela expressao (3.1).

Com visto também no capitulo anterior, temos pela transformacao de Legendre-Fenchel que,
o fato de J ser homogéneo implica em (4.9) e (4.10). Assim, como J*™* = J e J*(v) = 0 se

v € K, temos que:

J*(v) = sup (u,v)x — J(u),

veK

que é equivalente a:

0= 5161[[3 (u,v)x — J(u) = J(u) = ig}g (u,v)x, (5.2)

e em termos de conjuntos continuos, vemos facilmente, de (3.1), que K é o fecho do conjunto

{div€; € € CHLR?), |€(x)| < 1 Vr € Q).

Encontraremos agora uma caracterizacao semelhante na definicao discreta. Para isso, usa-

remos no conjunto Y = X x X, o produto escalar euclidiano padrao, dado por:

pay= Y. (v a;+pl @)
1<4i,j<N

onde p = (p',p*), ¢ = (¢*,¢*) € Y.

Assim, para cada u € X temos que:

J(u) = sup (p, Vu)y, (5.3)

p
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onde sup ¢é tomado para todo p € Y tal que |p; ;| < 1, para cada i, j.

Por fim, introduzimos a definicao de divergéncia discreta, div : ¥ — X pela analogia com o
continuo, dada por div = —V* (‘onde V* é o adjunto de V). Isto é, paracadap €Y eu € X

temos que:

<_d“} b, u>X = <p7 VU)y,

onde div é dado por:

Pl =Pl se 1<i< N P =Py, se 1<j<N
(div p)ij == pi;, se i=1 +9 Py se j=1
_pilfl,jﬂ se i =N —p%’j,l, se j =N

para cada p = (p',p?) € Y.

Portanto, da defini¢ao do operador divergente e de (5.3), temos a caracteriza¢ao do conjunto

K na defini¢ao discreta dada por:

K= {dZUp| peYy, ‘pi,j| <1, Vi,j=1, ,N}

Na préxima se¢ao veremos a prova da igualdade (—div p,u)x = (p, Vu)y no conjunto

discreto.

5.1.1 A prova de (—div p,u)x = (p, Vu)y

Faremos a prova comegando pelo termo (p, Vu)y. Desenvolveremos este termo usando as

defini¢oes dadas na segao anterior e chegaremos em (—div p,u)x.

Temos portanto a seguinte igualdade:



<p7 vu>Y

<p7 vu>Y

<pa V'LL>Y

<p7 VU>Y

<pa VU>Y
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Z[pil,j (Vu)zlj +p12,j (VU)?]]

0,

Separando o somatérioem ¢ =N, j =N, i < N e j < N temos:

p}\/,N (VU)Jl\f,N +p?\/,N (VU)?V,N + Z[pil,N (Vu)z‘l,N +pz2,N (Vu)fN] +
<N
+X:LPN] VU’)N]+pNj quj Z[p Vu1]+p1] (VU) ]

<N 1,7 <IN

e usando a defini¢ao de (Vu)' e (Vu)? obtemos:

Zpil,N(ui-i-l,N —u;n) + Zp?v,j(uf\ﬂj-&-l —un;) + Z [pz‘l,j(ui-i-l,j — uij) +

i<N j<N i,j<N

+p7 (i 1 — i)

A seguir, aplicando a propriedade distributiva concluimos:

1 1 2 2
E DiN Witrl,N — E Pin Ui,N + E PNj UNj+1 — E PN, UN,j +

i<N i<N J<N j<N
1 1 2 2
+ E  Pij Uik~ E P Uiyt E i Uigen — E Pij Wi
ij<N ij<N ij<N ij<N

Reescrevendo os somatdorios obtemos:

szN wiptn) = (> Phy iy +piy uin) + () Dy tnga) —

1<i<N
J=N
N-2 N-1
= () Py ung + P una) + ( g it T () Py tieg) +
PN, UN,j T PN UN1 Dij Uit Dij Wit1,)
1<j<N 1<i<N—2 i=1 j=2
i=N j=1
2
+pN 1,1 Un1 + E ng Uiy1,) E E ng i)+ ( E Pij Wij+1 T
1<j<N-2 <N j<N J<N-1
i=N-1 i=1
N—1 N—2
+pin uy + Y ( Ry u
PiN—1 U1,N Pij ij+1) ng ij+1) ng ij)
=2 j=1 1<i<N-—-2 1<N ]<N

j=N-1



N-1
(p,Vu)y = sz—lN Ui, N + PN_1,n UNN) Z Pin UiN + D1y ULN) +
=2 1<i<N
j=N
N-1
ZpNj L UNG + PRoy_1 UNN) Z PR Ung + D tuna) +
j=2 1<j<N

1 1 1 1
( § Di—11 Win + E Di—1; Wij +Pn_11 UN1 T+ g PN_1,; Un,j) —

1<i<N 1<ij<N 1<j<N
1 1 2 2

- (E ( E Dij Wij T DPiq uin)) + E Pl -1 Uij TP N_1 ULN T

i<N 1<j<N 1<j<N

2 2 2 2

+ > P gt > piv win) = O (D pYy w07 win))

1<i,j<N 1<i<N i<N 1<j<N

(p, Vu)y = ( E pz—lNuzN+pN 1NUNN E pzNUzN+P1NU1N)+
1<i<N 1<i<N
J=N
E pNj 1UN,J+pNN | UNN) § pN] UN7J+pN1UN1)+
1<j<N 1<j<N
=N

1 1 1 1
( E Di—1,1 Wil + E Pi—1,j Uij T Pn_11 UN1 T+ E Pn-1, un;) —

1<i<N 1<i,j<N 1<j<N
1 1 1 1
—( E ( § Dij Uij +Pig Win) + E pij Uiy +Pig uin) +
1<i<N 1<j<N 1<j<N
i=1

2 2 2 2
E Pijo1 Ui +PiN_g Win+ E : Pij—1 Wij + Z PiN-1 UiN) =

1<j<N 1<ij<N 1<i<N
2 2 2 2
—( § ( § Dij Wij T Dig ui) + § Pij Uit DP1y uy)
1<i<N 1<j<N 1<j<N
i=1
(p, Vu)y = ( § pz—lNu2N+pN LN UNN) E pzNulN+p1Nu1N>+
1<i<N 1<2<N
i=N
§ pNj 1UN,J+pNN 1 UN,N) E pN] UNJ+pN1uN1)+
1<j<N 1<j<N
i=N

+ ( Z pz{m Ui+ Z val,j Ui,j +p}\/71,1 ung + Z p}\ffl,j un;) —

1<i<N 1<ij<N 1<j<N
1 1 1 1
E Dij Wij + E Dig Wi+ E Pij Uiy +Prg uia) +
1<ij<N 1<i<N 1<j<N
j=1 i=1

2 2 2 2
E Pij—1 Ui +PiN_g WiN+ E : Pij—1 Wij + Z PiN-1 UiN) ~

1<j<N 1<ij<N 1<i<N
2 2 2 2
E Dij Wij + E Dig Wiy + E Pij uij+pig ).
1<ij<N 1<i<N 1<j<N

j=1 i=1

68



<p7 VU>Y

<p7 VU>Y

<p> VU>Y

<p7 VU>Y

<p7 VU>Y
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Reordenado os termos chegamos a:

1.1 2 1 2 1 2
—[p1" w1 +Pig Uin PN UILN — PIN—1 UI,N — PN—1,1 UN1 T PN UN —

1 2 1 1
—PN-1,N UN,N — PN,N—1 UNN T E DPig Uin — E Pi—11 Wi+

1<i<N 1<i<N
2 1 1 2
+ Dig Wig + PiN Ui,N — Di—1,N Ui,N — Pin—1 Wi,N T
1<i<N 1<i<N 1<i<N 1<i<N
P1j Ui b1 Ui P1j—1 U1y PN-1,; UN,;
1<j<N 1<j<N 1<j<N 1<j<N
PN, UN,j PNj—1 UN,j Pij Wi Pi—1,5 Wi
1<j<N 1<j<N 1<ij<N 1<ij<N
2 2
+ E Pij Wij — E Pij— u; ),

1<ij<N 1<ij<N

e juntando termos semelhantes temos que:

1 2 1 2 1 2
_[pl,l Ui,1 +Piy Ui Py UWi,N — PiN—1 UI,N — PN_11 UN1 T PN UN —

_p]1V—1,N UN,N _p?\T,N—l UN,N + Z [(pzl,l _pzl—l,l +pz2,1) Ui+

1<i<N
+ iy =Pl —Pivoa) win]+ > (0 + 03, —ph ) uy +
1<j<N
1 2 2 1 1 2 2
+ (_pN—l,j + PN _pN,j—l) un;] + Z (pi,j —DPi—1; TP _pi,j—l) U ).
1<i,j<N

Agora, usando a definicao do operador divergente concluimos:

—[(div p-u)11+ (div p-u)1n+ (divp-u)ni + (divp-u)yy +

+ Z ((div p-u)ig + (div p-u);n) + Z ((div p-u)r; + (divp-u)n;) +

1<i<N 1<j<N
1<ij<N

— Z(div peu); = Z(—div P)ijui; = (—div p,u)x.
i3 i,J

Assim, como queriamos demonstrar temos que

(—div p,u)x.
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5.2 O Algoritmo

Nesta se¢ao vamos mostrar o algoritmo proposto por Chambolle em [6] para resolver o pro-
blema de ROF (3.4) na sua formulagao dual (4.15). Com tudo, vimos no capitulo anterior que

a solucao do problema primal ROF é:

U:]—’H’)\K(I).

Agora, resolver m g (I) é o mesmo que encontrar a solu¢ao do seguinte problema:

min{|| X divp — I > peY =X x X,|pi;|*—1<0, Vi,j=1,..,N}. (5.4)

Assim, pelas condigoes de Kuhn-Tucker (ver segao 1.6) temos que existe um multiplicador

de Lagrange «; ; > 0, associado ao problema (5.4), tal que para cada i, j temos:

—(V()\ dZ’Up — [))i,j + Oéi’j pi,j = O, (55)

com a;; > 0e|p;j| =1oulp | <1ea;;=0.No ultimo caso temos (V(X div p—1I));; =0,

e em ambos temos que:

iy = (VA divp — D)) . (5.6)

Substituindo (5.6) em (5.5) temos:

—(V(A divp = g))ij + [(V(X divp — g))i 4| pij =0 (5.7)

e nomeando a funcao lagrangeana L = —(V (X divp—g));;+|(V(X divp—g))i ;| pi,j, Chambolle

propos o seguinte algoritmo, chamado de gradiente descendente semi-implicito (ou ponto fixo):

Escolhendo 7 > 0 e sendo p° = 0 temos pela equacao do fluxo que, para qualquer n > 0,

pr = (VA divp = 9))i; = [(V(A divp = g))ij| pij-

Agora, discretizando a igualdade acima usando diferencas finitas obtemos:
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n+1 n
Pij —Pij

T

= V(\ divp" — I)i; — [V(\ divp" — I)]s; piT".

Multiplicando de ambos os lados na igualdade acima por 7, temos:

Pt =pl 4T <v ()\ divp”™ — 1)) — 7|V (A divp™ — 1)
1,7

chegamos a:

n+1
Pij

%,J

\Y (/\ divp" — [)

n+1
i?j )

0:p2j+T<V<)\ divp"—[)) —p2j1<1+7
0]

)

e agrupando os termos que apresentam p.

)

)

n+1

Por fim, colocando em evidéncia p;’;, concluimos:

ot = P+ T(V(X divp™ — I))i,j.
b 1 + T|V()\ d/L’Upn — I)‘ZJ

(5.8)

Teorema 5.1 (Teorema 5.1 de [6]) Seja T < 5. Entio X divp™ converge para myg(I) com

n — oQ.

Demonstragao: Temos, por indugdo, que para cada n > 0, |pt;| < 1 para todo i,j. De
fato, sabemos que para n = 0 € valido \p2j| < 1, pois p® = 0. Supomos vdlido para n — 1, ou

seja, |pf;1\ <1 e provamos que vale para n. Como |pf;1] <1, entao

Pt 7(V(div p"t — ;)) <11+ 7(V(div p" ' — ;))],

dai,
P+ r(V(div p"t = 3))

I
no_ A < 1
b L+ r(V(div pt = 1)) —

n+l _ .n
Agora, fitemos n > 0 e sejan = u

1
. Chamando (dz’v Pt — X) = A, temos que:
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I
div pn+1 _

A2 =
A -

2 I 2
= div p"tt — =
Z ( ' p )\)

1<i,j<N

I I
1A= [(div P = 2(div p"T T+

— A2
1<i,j<N

Substituindo div p"** por div(p" + T[(VA) — [VA| p"]) obtemos:

1A= [(div(p” + 7[(VA) = [VA| p*]))2 = 2(div(p" + 7[(VA = [VA] 1))+

— A
1<i,j<N

12

e

Y

aplicando o operador divergente na soma p™ + 7[(VA) — |VA| p"], temos que:

1A= [(div p" +div (T[(VA) = [VA| p")))* — 2(div p"+

1<i,j<N

+div (T[(VA) — |VA| p"“]))% + % )

Agora, desenvolvendo o quadrado perfeito e div (T[(VA) — |[VA| p"]), temos:

JAIZ = > |(div p")* + 2div p* div (7[(VA) — [VA| p"]) + (div [r(VA)—

I<i,j<N

2

21 21 21 I
—[VA| ) = S (div ) = S div [(VA)] + 5 div [7]VA] 9]+ 55 |,

e aplicando o operador divergente na soma T[(VA) — [V A| p" ], obtemos:

|A|I? = Z (div p™)? + 2(div p™)(div [T(VA)]) — 2(div p™)(div [7|VA| p"T])+

1<ij<N

+(div [1(VA)])? = 2(div [T(VA)])(div [T|VA| p"T]) + (div [7|VA] p"t1])2—



73

21 21 21 I?
2 (i o) — 2 g g n+l] 4 L
S (div p™) /\ div [T(VA)] + 3 div[t|VA| p" ] + /\2] :

2

Reoordenando os termos e colocando T e 7% em evidéncia, chegamos a:

|A||? = Z (div p™)* — %(div p") + r + 27[(div [T(VA)]) — (div [7|VA] p"T])] A+

/\2
1<ij<N

+72((div [r(VA)))? = 2(div [(VA))) (div [7|VA] p"]) + (div [7|VA] p"T])7]].

Simplificando os termos e substituindo div n, obtemos:

I I?
|A|I> = Z (div p™)? — 2(div p")~ + — + 27(div n) A+

— A A2
1<ij<N

+7%((div [7(VA)])(div [7|VA] p* ]|

2

I I
Agora, substituindo (div p™)? — 2(div p”)x + T Por A2, temos que:

JAIZ = ) [A*+ 27 (divn) A+7° (div )7,

1<i,j<N

e aplicando a defini¢ao de || - || e de (-,-), concluimos:

[AI* = [|A[l + 27 {div n, A) + 72 ||div n]|*.

Portanto:

2

1
div pn+1 _

Al =
4] .

= [|A||* + 27(div n, A) + 73||div n]*. (5.9)

Como

27 (div n, A) = 7(2(div n, A)) = —71(2(n, VA)), pois(—div p,u) = (p, Vu),
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e 72| div n||* < —K%7||n||3, pois K*7||n||3 > 0 e 7||div n]|> > 0, temos que:

IAII? + 27{div n, A) + 7%||div nl* < [|A]* = 7(2(n, VA) — K*7[[n]}3).

Assim,

div p"tt — — = ||A|]? + 27(div n, A) + 7%||div n|?

< AP = 7(2(n, VA) = K*7[|n])3).
Denotemos ||n||3- = (n,n)y e K a norma do operador divergente, div : Y — X. Agora,
como 2(n,VA)) =>2n,;(VA),;, temos que:
2(n, VA) = K*r|nlly = 2mi;(VA)i; — K>7lmi >

Uma vez que 1;; € da forma (VA)i; — pij, com p;j = |(VA) | p"*t, temos que para cada

1,] se verifica:

20;,j(VA)iy — K27 1 = 2((VA)i; — [(VA)ig| p"T)(VA)i,;—
K273 [((VA)y; = [(VA)i | P
desenvolvendo a multiplicagao ((VA);; — |[(VA)i ;| p"T)(VA)i; e o quadrado perfeito
=2(VA)}; = 2(VA)i |(VA)iy| p" = KPT[(VA); = 2(VA)i[(VA)iy] p" i+
H(VA)i, 7 ()]
substituindo (VA)? ; —2(VA)i;|(VA)i | p"™ + [(VA)i;* (") por |n; ;17

= (VA = 2(VA)i[(VA)i | p" = K27 |nis* + (VA
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somando e sutraindo o termo [(VA),;|* (p")?
= (VA)Z; = 2(VA)i [(VA)i | p" + [(VA)i 12 (0")? = KP7(ni ) + (VA —
—|(VA)i,[* (p"1)?
substituindo (VA)2; — 2(VA);;|(VA)i| p" 4+ [(VA)1> (07?2 por |2
= [ni 1 = K27Ini i + (VA)L; = [(VA)i 7 (p")?
colocando |n; ;|* em evidéncia

= (L= K*7)[ni i[> + (((VA)is* = lpisl*)-

Portanto,

201 (VA)i; — K27 |* = (1= K*7) i | + ((VA)i 112 = |pij]?)-

Uma vez que |pit!

< 1, temos que |p; | < |A; 5|, pois, = p" T, Portanto, se
il <1 pisl < [Aigl, pois, |p| = [VA[ p*1. P

T < 1/K?, observamos que |A||* diminui com n, exceto quando n = 0, ou seja, p"*' = p™. De
fato, se ||div p"tt — I /|| = || A]|, temos que |pi ;| = |Ai ], para cada i, j, de modo que |A; ;] =0
ou \pf;r1| = 1. Em ambos os casos, a equagio (5.8) resulta em p™* = p".

Seja agora m = 7111320 |All, e D o limite de uma subsequéncia convergente (p™) de (p"). Seja

também p/ o limite de p™+1, entdo temos que

L P+ T(V(div p—I/N)y
Pod = T3V (div 5= T/N)i,|

e repetindo os mesmos cdlculos anteriores vemos que

m = lim ||div p—I/\| = lim ||div P — I/A|],
n—oo n—oo
S o ot . By =Py
pois m = lim [|Al| = lim ||div p""" — I/)||. Temos também que 7, ; = ———— = 0, para
n—oo n—oo ) T
todo 1,7, ou seja, p=T .

Assim, como —(V(A div p—1));; +|(V(A div p—1)); ;| pij =0 temos que
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—(V(Adivp—1))i;+ (VA div p—1))i | B, =0

€ a equacao de Euler-Lagrange para uma solugdo de (5.4).

Com isso, deduzimos que D resolve (5.4) e que X\ div D € a projecao i (I). Uma vez que
essa proje¢do € unica, temos que toda sequéncia A div p™ converge para Tk (I). Portanto, o
teorema estd provado se pudermos mostrar que K? < 8.

Por defini¢ao temos que K = sup ||div p||. Agora, vamos adotar por conveng¢ao que
lIplly <1
Po; = pio = pin = 0, para todo i,j. Entio como (a+ b)? < (a+b)* + (a — b)? = 2a® + 20

temos que:
Idiv pl* = > (i, =iy +05—050)7= Y. (0 —pia )+ 07 —p,0)°)
1<i,j<N 1<i,j<N
< 2pi; = pia )’ 207 —piio0)? < 202(pi )7 + 2(pisa )] 212007 )7 + 207 -0)7)

= 4(]711,3‘)2 + 4(1%1—1,3')2 + 4(27@27]')2 + 4(p12,j—1>2 = 4[(]911,3')2 + (pil—l,j)2 + (p?,j>2 + (p?,j—1)2]
= A(pi;)* + (07,)°] + 4lpi1;)” + W70 = 4llplly + 4l(pi;)* + (07,)° + (pn,)°+

+(Pin)? = (po,)* — (070)°] = 4llpllS + 4llplI5 = 8llpl3-

Dai, temos que K? < 8, provando o teorema.

O

No proximo capitulo, veremos duas aplicacoes do algoritmo visto aqui em problemas de
processamento de imagens: segmentacao de imagens baseado em competicao de regioes fuzzy

e remogao de ruidos.



Capitulo 6

Aplicacao do Algoritmo de

Minimizacao

6.1 Introducao

Para ilustrar a aplicagao do algoritmo, vamos considerar o modelo de Competicao entre
Regioes Fuzzy e o modelo ROF para o problema de Segmentagao de Imagens e Eliminacao de
Ruidos, respectivamente.

Serao mostrados neste capitulo, além do algoritmo, alguns resultados da aplicagao dos

métodos citados.

6.2 Aplicacao em Segmentacao de Imagens - Modelo de
Competicao entre Regioes Fuzzy

Como visto no capitulo 3, uma das maneiras de segmentar imagens pode ser minimizando

o funcional (3.11). Uma forma comum de resolver (3.11) é reescrever Fy como um funcional

que contenha apenas integrais sobre o conjunto de bordas, ou entao, reescrever F como um

funcional que s6 contenha integrais sobre o dominio 2. Para isso, a idéia é substituir em Fj o

conjunto 2 pela funcao de Heaviside H(V) (ver definigao 1.3) e derivar as equagoes de Euler-

Lagrange em relacao a W. A dificuldade apresentada é o fato de que o espaco de otimizagao -
conjunto das funcoes caracteristicas - é nao convexo.

Nesta secao detalharemos todos os calculos da equagao de Euler-Lagrange e da minimizagao

do funcional (3.11), e alguns resultados. Tal método foi proposto pelos autores Mory e Ardon

e detalhes deste processo pode ser visto em [27].

7
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6.2.1 Minimizacao do Funcional (3.11)

Queremos resolver o funcional (3.11), porém ele é ndo-convexo, pois o conjunto de sub-
dominios ; C €2 nao o é. Com tudo, podemos expressa-lo como um problema de otimizacao

no conjunto das fungoes caracteristicas nao-convexas do seguinte modo:

i {Fo<x, o) = / 9(%)|Vx(0)|dx + / X ()P () + / (1 - x())re? (x)dx}. (6.1)

Assim podemos estender (3.11) a um problema que é convexo, bastando substituir em (6.1) a
fungao caracteristica xy por uma fungao fuzzy nomeada de u (ver Definigao 1.10), que pertence
a algum conjunto convexo. Uma escolha apropriada para este conjunto é o espaco das funcoes
de variagao limitada BV (€2)jo1) (ver defini¢do (1.25)), com seus valores em [0, 1]. Assim, esta
extensao nos leva a um novo problema de Competicao entre Regioes Fuzzy com u € BV (Q)(1]

dado por:

min {F(u,a):/ﬂg(xﬂVU(Xde—i—/ u\(x/) rit(x)dx

u€BV (Q)[0,1],x P((x)e)
x)eld

—i—/ (1 —u(x))rs?(x)dx ¢, (6.2)
Qb\/—/

P((x)€Q\)
onde x = (z,v).

Uma interpretacao fisica que podemos fazer neste momento sobre a variavel u, é que para
qualquer x € Q, u(x) representa a probabilidade de x pertencer a 2;. Agora, o fato do problema
(6.2) ser convexo em u nos diz que ele apresenta apenas solugoes globais que minimizam F,
independentes das condigoes iniciais e pode ser resolvida (mantendo-se « fixo) com eficientes

algoritmos numéricos.

Proposigao 6.1 (Proposicao 1 de [27]) Considerando o parametro da regido « fizo e se u* é um
minimizador global de F' em BVjp11(2), entao para quase todo t € [0,1], a fungdo caracteristica
& — X (x,t) do conjunto Qy = {x € Qu*(x) > t} ¢ também um minimizador global de F.
Além disso, Q) € um minimizador global de Fy.

Demonstragdo: Para toda fun¢io u € BV)11(Q) e r € L'(Q), temos que:

/g|Vu| // )|V X, (x, )| dadt, (6.3)
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[ /( /) o= [ [ Aty 6.4

De agora em diante, para simplificar a nota¢ao vamos omitir a varidvel ﬁxa a. Usando
as equagoes (6.3) e (6.4) para minimizar u*, temos que F(u fo Xy (o,t))dt, que € o
mesmo que fol{F(Xu*(O,t)) — F(u*)Ydt = 0. Se para todo t, F(u ) < F(Xu*(O,t)), entdo
F’(Xu*(o,t)) = ﬁ(u*) para quase todo t € [0,1]. Assim, temos que a fun¢io € — X (x,t) €
também minimizador de F(e,a) para quase todo t € [0,1].
Além isso, se Qy C Q € tal que Fy() < F(u*), entio a fungio caracteristica também satisfaz
Fo() = F(XQl) < F(u*), que € uma contradicao. Portanto, temos que para todo Q; C €,
Fo(Q:) < Fo($).

O

Portanto, devemos escolher uma estratégia eficiente de otimizacao que seja capaz de resolver
qualquer problema de segmentacao de imagens em duas regioes, e que possa ser expressa pela
formulacao geral (3.11), utilizando as fungoes de erro mostradas anteriormente. Assim (6.2)

poderd ser minimizada iterativamente, alternando entre as duas seguintes etapas:

a. Mantendo-se u fixo, calcula-se os parametros «, de acordo com a funcao de erro escolhida;

b. Mantendo-se « fixo, minimiza-se (6.2) em relagao a variavel de partigao (€2;) e calcula-se a

funcao de pertinéncia u ;

Quando o estado estacionario u* for alcancado, faz-se uma limiarizacdo em u, obtendo a

segmentacao final.

Temos que a etapa a. depende apenas da funcao de erro escolhida, pois ela determina
as equacoes que encontram valores 6timos para «;. Ja na etapa b., fixando-se «, temos que a
fungao de pertinéncia u(z) é atualizada, calculando as equagoes de Euler-Lagrange do funcional
(6.2) em relacio a funcdo u. Para isso, reescrevemos o funcional F' = Jo L(u, @) dx com
L(ug, uy, Vu) = g(x)|Vu(x)| + u(x)ri* (x) + (1 — u(x))rs?(x), e a equagao de Euler—Lagrange

do funcional (6.2) em relagao a u, para todo x = (z,y) € 2 é dada por:

oL 90 (0L o [ 0L
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Lembrando que L = g(x)|Vu(x)| + u(x)r" (x) + (1 — u(x))ry?(x) e derivando L com relagao a

u, temos que:

OL _ dg|Vul) | (wrf) (1 —wrf?)

N

ou ou ou ou —hT (6.6)
e ainda:
oL Uy
| = T 6.7
(augg) g(,/iu:%JruZ)’ (6.7)
e

0 (0L B Uy N Uy | VU? = U Uy — Uy Uy
ox \ Ou, | Je VUit g |Vul|?

GgxUy gu:m:’vu’Z - guiux:ﬁ — U UyUgy
|Vul |Vul|?

2 2 2
Gz Uy GUzz Uy + guwzuy = GQUgg Uy — GUgy Uy Uy

|Vul |Vul?

Portanto, simplificando a expressao acima obtemos:

(6.8)

0 oL _ GalUyg gumuz = GUgyUy Uy
or\ Ou, | |Vul |Vul3 '

Da mesma forma, derivando o L com relacao a u, temos:

(52) - (at)

e ainda:

o (oL _ Uy N Uy | VU = U2ty — Uty Uy
oy\ou, | v VU2 +ul g |Vul?

2 2
GyUy GUyy | Vu|* — GU Uy — GUp Uy Uy

|Vul |Vul|?

2 2 2
Gylly  GUyyUzy T GUyy Uy — GUyy Uy — GUgy Uy Uy

|Vul Vul?
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Portanto, simplificando a expressao acima obtemos:

O (OL\ _ gyuy | guyytis — guaytiytia. (6.10)
oy 8uy |Vu] ‘Vu|3

Assim, substituindo os termos (6.6), (6.8) e (6.10) na equagao (6.5) tem-se:

1 guwaQ + guyyu?r - ZQUIZIuyux
7,,041 o TQZ _ Va-Vu) — Y - Oa
1 2 V] (Vg ) [Vul?
que é equivalente a:
1 Vu
ror g% = (Jg.Vu)—qgdiv] — |. 6.11

Devemos observar que minimizar F com respeito a u em BV]g ;) € 0 mesmo que minimizar
Jo9Vul + [,ur em BV com 0 < u < 1, onde a funcao de competicao é r = r{* — r5*. Este
problema tem o mesmo conjunto de minimizadores do problema F(u) = Jo 9lVul + [, ur +
ov(u), com v(e) = max(0,]|2e — 1] —1) e § > 1|r|, que pode ser resolvido pelo método do
gradiente descendente baseado nas equagoes de Euler-Lagrange. Porém, nenhuma vantagem da
convexidade do funcional F poderia ser aproveitada.

Assim, querendo utilizar o algoritmo da projegao dual de Chambolle [6], visto no capitulo 5,

adicionamos uma variavel auxiliar v, que se aproxima de u, e obtemos a seguinte aproximacao:

_ 1
min F(u,v :/ Vu +—/ u—vz+/rv+(5l/v , 6.12
(u,v)eBV(Q)M{ (u,0) Qg‘ | 20 Q| | Q (v) ( )

onde F(u,v) é convexa em u e v, e § é um escalar suficientemente pequeno, para que os
minimizadores (u*,v*) sejam praticamente idénticos na norma L?. Com este fato e com o
método da projecao dual de C'hambolle, o funcional (6.12) pode ser minimizado de maneira

eficiente por este modelo seguindo duas etapas.

a. Mantendo-se u fixo o valor v é dado por:

v = max(min(u — 0r,1),0), (6.13)

onde a funcdo de competigao é r = ri'* — r52.
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A expressao (6.13) é obtida a partir da equagao de Euler-Lagrange de (6.12) com relagao

a v, que é dado por:

oL o (o) o (o) _,
ov Oz \ Ov, oy \ Ov, N
1
onde L = g|Vu| + %|u —v|? + rv+ 0v(v). Assim, temos que a igualdade acima pode ser

escrita do seguinte modo:

V—U

+r—0-0=0,

ou equivalentemente,

v=u—rb.

b. Mantendo-se v fixo e considerando p = (p', p?) calcula-se u via Algoritmo da projegao do

seguinte modo:

u = v — Odivp. (6.14)

A expressao (6.14) é obtida através da equacao de Euler-Lagrange de (6.12) com relacao a

u, que é dada por:

oL o (on) ofor)_,
ou Oz \ du, oy\ou, | 7

onde L = g|Vu|+ g5 |u—v|* + v+ 6v(v). Assim, temos que a igualdade acima pode ser escrita

U— v . Vu

Queremos resolver (6.12) baseado em [6] e a expressao (6.12) pode ser reescrita com a

do seguinte modo:

variavel dual p = (py, p2) do seguinte modo:
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1
min max/ u div p + — (u — v)*dx, (6.15)
u  |pl<g Jqo 20
que é equivalente a:
. . 1 2
maxmin [ u div p+ —(u —v)*dz. (6.16)
lpl<g v Jq 20

Agora, calculando a equacao de Euler-Lagrange de (6.16) temos:

1
divp+§(u—v):0:>u:v—9divp. (6.17)

Substituindo (6.17) em (6.16) obtemos:

1
max/(v — 0 div p)div p+ — (v — 0 div p — v)*dz,
<9 Jao 20

que é 0 mesmo que:

max/(v — 6 div p)div p + g(div p)dz. (6.18)
Q

Ip|<g

Simplificando (6.18), obtemos:

max/ v div p— g(div p)*dx, (6.19)
Q

Ip|<g

e a variacdo de energia em (6.19) com respeito ao campo de vetores p é dada pela seguinte

expressao:

/(—VU + 6 Vdiv p) - ép dz. (6.20)
0

Agora, pelas condigoes de Kuhn-Tucker e juntamente com a condicao |p|? — ¢g? < 0, temos

que:

—V (0 div p —v) + A\p =0, (6.21)

onde A > 0 é o multiplicador de Lagrange.
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Como queremos resolver (6.12) pelo algoritmo proposto no Capitulo 5, podemos determinar
neste momento A do seguinte modo:
Na equagao (6.21) temos que, se |p(z)]* < ¢g*(z) entao A = 0. Caso contrério, se |p(x)[* =

g*(z), entao

V(6 div p—v)]* + Ng*(x) =0, (6.22)

que em ambos 0s casos temos:

1 :
A= M|V(0 div p —v)|. (6.23)

Substituindo (6.23) em (6.21) obtemos:

1

g()

Agora, nomeando a funcao lagrangeana L = V(0 divp—v) — ﬁ|V(9 divp—v)|p, escolhendo

V(0 divp — v) V(8 divp —v)|p = 0. (6.24)

7> 0 e sendo p° = 0 temos, pela equacao do fluxo, que para qualquer n > 0

L
g9()

Agora, a discretizacao da igualdade acima é dada por

pe = —V (0 divp — v) + V(0 divp — v)|p.

n+1 n
Pij —Pij

1
— V(0div p" — v)i; — ~|V (8 div p" — 0Pl
= V(fdiv g~ )y — [0 div g~ o)l

v

div p" — =
V<zvp ‘9)'
y V(divp"—%)

Ozpzj—f—T(Vdivp”— g) —p?,jl(l—i-z
i3

Isolando p™*!, concluimos que:

Multiplicando de ambos os lados por 7 temos:

1
pzjﬂ :pzj—i-T(V(diUpn— §>>_ ;7’
ij

e agrupando os termos p"*! obtemos:

n+1
Pij s

i,j)

ot = piy +7(Vdiv p" — §)i;
i,j 14+ §|V(dZU pn) - §|i7j 7

(6.25)
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onde 7 é escolhido de maneira adequada para garantir a estabilidade do modelo. Temos que
no caso 2D, 7 < %.
Na préxima segao veremos alguns resultados do modelo proposto em trés imagens, onde

detalharemos suas segmentacoes.

6.2.2 Resultados

Nesta subsecao, serao ilustrados resultados da execucao do modelo Competicao de Regioes
Fuzzy. No primeiro experimento representado na Figura 6.1, mostramos uma imagem que deve
ser segmentada em 2 partes, a zebra e o fundo. Utilizando o modelo analisado neste capitulo,
temos na Figura 6.1 (b) a ilustragdo de 2 partes da imagem, numa representando o fundo -
background - (regido azul) e a outra representando a zebra - foreground - (regiao vermelha).
Tais regioes sao usadas para definir, a priori, r; e ro, que sao as fungoes erro da zebra e do
fundo respectivamente, onde r = r; — ry é a funcao competicdo dada por r = Alog(P/Py).
As fungdes P; e P de distribui¢ao de probabilidade do foreground (animal) e do background
(fundo) das amostras destas regides e estd representado na Figura 6.1 (d). Na Figura 6.1 (c)
temos a ilustragao da fungao g de deteccao de bordas. Ja as Figuras 6.1 (e), (i) e (m) ilustram
diferentes fungoes de pertinéncia u no instante inicial, e nas Figuras 6.1 (f)-(g), (j)-(k), (n)-(o)
vemos essas fungoes de pertinéncia em instantes de tempo intermediario. Por fim, as Figuras
6.1 (h), (1) e (p) nos mostram os respectivos estados finais da func¢ao u, que independe da fungao
de pertinéncia no instante inicial do tempo. J& as Figuras 6.1 (q) e (r) mostram o resultado

final desta segmentacao.



(a) Imagem original.

(e) Fungdo de

per-
tinéncia v no instante

inicial.

(i) Fungdo de per-
tinéncia w no instante

inicial.

(b) Amostragem ver-
melho foreground e

azul background.

(f)  Tempo  inter-

medidrio (iter. 10).

I
T ——
WA/l
Y . . .

() Tempo  inter-

medidrio (iter. 10).

(¢) Funcao g de detec- (d) Imagem da Com-

¢ao de bordas. peticao entre Regioes r.

inter-

(2)

medidrio (iter. 60).

Tempo (h) Estado estacionario

(iter. 350).

inter-

(k)

medidrio (iter. 60).

Tempo (1) Estado estaciondrio

(iter. 350).

(m)

tinéncia w no instante

Funcao de per-

inicial.

inter-

(n)

medidrio (iter. 10).

Tempo

(a)

imagem ul.

Segmentagdao da

inter-

()

medidrio (iter. 60).

Tempo (p) Estado estaciondrio

(iter. 350).

(r) Segmentagdo da

imagem I(1 — u).
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Figura 6.1: Teste realizado com o modelo Competi¢cao entre Regioes Fuzzy. Imagens retiradas

de [32].
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Também no segundo experimento apresentamos na Figura 6.2 (a) a imagem que deve ser
segmentada em 2 partes (aviao e céu), utilizando o modelo proposto neste capitulo. Na Figura
6.2 (b) ilustramos as 2 partes da imagem, uma representando o céu - background - (regiao azul)
e a outra representando o aviao - foreground - (regiao vermelha). Tais regides sao definidas
como na Figura 6.1. J4 as Figuras 6.2 (d), (e) e (f) representam a fungao de pertinéncia u nos
instantes inicial, intermedidrio e estaciondrio, respectivamente. Por fim, a imagem segmentada

¢ mostrada na Figura 6.2 (h).

et

(a) Imagem original. (b) Amostragem: ver- (c) Imagem da Com- (d) Funcdo de per-

| -8

melho (foreground) e petigdo entre Regides, tinéncia u no instante

azul (background). fungéo r. inicial.

ke

()  Tempo  inter- (f) Tempo  inter- (g) Estado estaciondrio (h) Segmentacdo da

medidrio (iter. 10). medidrio (iter. 30). (iter. 1000). imagem a partir da

funcao u.

Figura 6.2: Teste realizado com o modelo Competicao entre Regioes Fuzzy. Imagens retiradas

de [32].
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De maneira andloga, no terceiro experimento apresentamos na Figura 6.3 (a) a imagem
que deve ser segmentada em 2 partes (passaro e fundo), utilizando o modelo proposto neste
capitulo. Na Figura 6.3 (b) ilustramos as 2 partes da imagem, uma representando o fundo -
background - (regiao azul) e a outra representando o péssaro - foreground - (regiao vermelha).
Tais regides sao definidas como na Figura 6.1. J4 as Figuras 6.3 (d), (e) e (f) representam a
funcao de pertinéncia u nos instantes inicial, intermediario e estacionario, respectivamente. Por

fim, em 6.3 (h) temos a imagem segmentada.

(a) Imagem original. (b) Amostragem: ver- (c) Imagem da Com- Funcao de per-
melho (foreground) e peticdo entre Regides, tinéncia w no instante

azul (background). funcao r. inicial.

>1 >

)

-

()  Tempo  inter- (f) Tempo  inter- (g) Estado estaciondrio (h) Segmentagdo da
medidrio (iter. 10). medidrio (iter. 30). (iter. 400). imagem a partir da
fungao wu.

Figura 6.3: Teste realizado com o modelo Competicao entre Regioes Fuzzy. Imagens retiradas

de [32].

Maiores detalhes das imagens, parametros utilizados e outros testes podem ser encontrados
em [32].
Na préxima secao, daremos uma outra aplicacao do algoritmo mostrado no Capitulo 5.

Trataremos do problema de processamento de imagens denoising (eliminagao de ruidos).
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6.3 Aplicacao em Eliminacao de Ruidos - Modelo ROF

Como vimos anteriormente, a idéia de minimizar a varigao total (TV) para resolver o pro-
blema de remocao de ruido de uma imagem, foi sugerido pelos autores Rudin, Osher e Fatemi
(ROF) [30], onde é considerado que a imagem observada I = (I;;)i1<;j<n, com N definido
como no capitulo 5, é a adicao, a priori, de uma imagem seccionalmente suave u = (u; ;) € um
ruido aleatério gaussiano, de variancia estimada o2. Portanto, isto sugere recuperar a imagem

original u, a partir da imagem observada I, tentando resolver o seguinte problema:

min{J(u); |lu— I|* = N*¢?}, (6.26)

onde J(u) é a variagdo total de u, definido em (5.1), e N? o nimero total de pontos. Sendo

assim, como em (3.4), o problema acima é equivalente a

N?5?
min
ueX

+[Vul. (6.27)

Podemos entao mostrar que existe (tanto no conjunto continuo, quanto no discreto) um

|> > N%0? tenha uma tnica

multiplicador de Lagrange A > 0 tal que, o problema ||I — (I)

1 e (I) é o valor médio dos

solucdo que serda dada pelo problema equivalente (3.4), onde § =
pontos I; ;.

No capitulo 5 abordamos a resolu¢ao numérica do problema (3.4) na sua formulagao dual,
no entanto, uma vez que o é em geral, mais facil de se estimar do que A, Chambolle propos um
algoritmo que aborda diretamente a resolugao de (6.27). O problema é encontrar A > 0 tal que
|mar (I)]]? = N?0?. Para isto, definimos para todo s > 0, f(s) = ||msx (I)||-

Temos entao o seguinte algoritmo para resolver o problema (6.27). Assumindo 0 < No <
|7 — (I)||, precisamos encontrar um valor \ para os quais f(\) = No.

Primeiramente, escolhemos um valor inicial arbitrdrio Ag > 0, e calculamos vy = m,x (1)

pelo algoritmo descrito no capitulo 5, e calculamos também fy = f(Ag) = ||vo||. Assim, dado

N
An € fn, s€ja Ay = <f—g

Portanto, temos o seguinte teorema:

))\n e com isso calculamos vpi1 = T, k(L) € fay1 = |[Vnsa]-



90

Teorema 6.1 Paran — oo, f, — No, quando I —wv,, converge para a unica solugdo de (6.27).

Demonstragao: A demonstracao deste Teorema pode ser encontrado em [6].

Maiores detalhes deste algoritmo pode ser encontrado em [6].

Mostraremos agora alguns exemplos da remoc¢ao de ruidos em imagens processadas com

esse algoritmo. Na pratica, o autor observou que A pode ser substituido por um novo valor
No

[|div p"||

para o limite de u, resolvendo (6.27).

em (5.8) depois de cada iteragao, e assim, obtemos uma convergéncia muito rapida

Temos a imagem original representada na Figura 6.4. J4 nos exemplos das Figuras 6.5
(direita) e 6.6 (direita), temos a imagem com a presenca de ruidos, e nas Figuras 6.5 (esquerda)

e 6.6 (esquerda) o resultado da aplicacao do algoritmo na remogao de ruidos.

(a) Imagem original.

Figura 6.4: Problema de remogao de ruidos. Imagem retirada de [6].
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(a) Imagem com ruido. (b) Aplicagdo do algoritmo na

remocao de ruidos.

Figura 6.5: Problema de remogao de ruidos 1 (o = 12). Imagens retiradas de [6].

4

(a) Imagem com ruido. (b) Aplicagdo do algoritmo na

remocao de ruidos.

Figura 6.6: Problema de remocao de ruidos 2 (¢ = 25). Imagens retiradas de [6].

Apresentamos neste capitulo duas aplicagoes do algoritmo de Chambolle para solugao de
um problema variacional na sua formulacao Dual. Veremos no préximo capitulo como explorar
as vantagens das formulacoes Primal e Dual, abordando um algoritmo que contempla ambas

formulagoes.



Capitulo 7

Sistema Primal-Dual

7.1 Introducao

Até agora vimos duas maneiras de resolver problemas de processamento de imagens basea-
dos na minimizagao da variacao total. A primeira, na sua formulagao primal, pelas equacao de
Euler-Lagrange, e a segunda na sua formulacao dual, pelo algoritmo do gradiente descendente
proposto por Chambolle. Porém, temos que as duas formulacoes apresentam algumas dificul-
dades, que serao destacadas neste capitulo. Na tentativa de sanar tais dificuldades, podemos
usar as vantagens de ambas formulacoes numa formulacao Primal-Dual, que se alterna entre
as duas formando assim um sistema de equagoes conhecido como sistema Primal-Dual. Abor-
daremos neste capitulo as dificuldade de ambas formulacoes e a motivacao para a formulacao
deste sistema. Apresentaremos também as notacoes a serem usadas neste capitulo, um algo-
ritmo para o sistema Primal-Dual e alguns resultados e comparacoes com outros algoritmos ja

existentes.

A idéia da dualidade e do sistema Primal-Dual foi introduzida primeiramente em [9], onde
os autores Chan, Golub e Mulet usam o método de Newton para resolver o sistema primal-dual
do modelo ROF. Neste capitulo, falaremos sobre o algoritmo de resolu¢ao do mesmo sistema

Primal-Dual, proposto pelos autores Zhu e Chan em [38].

Temos do ponto de vista computacional que, as formulagoes primal e dual do modelo de
ROF, vistas nos capitulos 3 e 4, apresentam diferentes desafios para o calculo de suas solucoes.
A formulagao primal (3.4) apresenta o termo |Vu| nao-suave, o que torna os métodos basea-
dos em derivadas impossiveis de serem calculados sem um parametro suavizador artificial. Ja a
formulacao dual (5.4), impde restrigdes que exigem mais esforgos computacionais, além de apre-

sentar energia dual quadratica que, embora seja mais suave, pode nao apresentar uma tnica

92
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solugao dependendo do rank da funcao V. Além disso, as duas formulacoes compartilham o
problema de rigidez espacial. Baseado nestes problemas, os autores Zhu e Chan propuseram
um novo algoritmo que alterna entre as duas formulacoes fazendo com que uma sane as difi-
culdades da outra. Este algoritmo tem por objetivo resolver um sistema composto pelas duas
formulagoes, chamado de sistema Primal-Dual.

Na proxima secao veremos como € obtido o sistema Primal-Dual do modelo ROF.

7.2 Sistema Primal-Dual

Neste capitulo também iremos restringir nossa atencao para o caso discreto, ou seja, assumir
que o dominio da imagem é um quadrado de N x N pontos, nomeados como (i,7) para i =
1,2,...., N ej=1,2,..., N. Representaremos as imagens como sendo matrizes bidimencionais
de dimensao N x N, onde u(i, j) representa o valor da fun¢ao u no ponto (i, 7). O operador

gradiente discreto e variacao total discreta é como definido no Capitulo 5, ou seja,

1 Uir1,5 — Wi g, se 1 <N,
(Vu)i,j = ‘
0, se 1 =N,
€
9 Ui j+1 — Wi j, se j < N,

0, se j= N,

e a variacao total (TV) de u dada por:

TV(u)=J(w) = Y [(Vu)yl,

1<i,j<N
com |y| := \/y3 +y3, para cada y = (y1,12) € R*.
Para apresentarmos o algoritmo proposto pelos autores Zhu e Chan reordenaremos a imagem
u (resp. I) em um vetor y (resp. z), associando o elemento (i,j) da estrutura bidimensional

com o elemento (j — 1) na estrutura vetorial, da seguinte maneira:

YG-1)N+i = Uij, 1 <1, < N.

Temos que y € RM onde M = N2. Agora, o componente (i,j) do gradiente Vu pode ser

representado como uma multiplicacao do vetor y € RM por uma matriz A, € RM*2

k=1,2,...,M, onde:

, para
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(ylﬂ—yl,yHN—yl) , se lmod N#0el<M—N,
A;_py_ (Oyl+N—yz), se Ilmod N=0el <M — N,
(Y111 — w1, 0)7, se lmod N#0el>M-—N,
(0,0)T, se lmod N=0el> M — N.

\

A versao discreta do modelo ROF (3.4) pode entao ser escrita como

min P(y ZIIA y||+—||y—2||2 (7.1)

Usando esta notacao, encontraremos a formulagao dual, em termos da matriz Ay e do vetor
y, do modelo ROF (7.1). Para isto, temos por consequéncia direta da desigualdade de Cauchy-

Schwartz que, para qualquer vetor b,

lall = max a b, (7.2)

Usando entao a igualdade acima, podemos escrever a variacao total discreta de y como:

M
AT = max ATy
Z 147 | max 121( 1Y)
M
T
= max A
P lzl w
= maxy T Ax (7.3)
onde,
T
:17[1 L2
A=[A, Ay, ..., Ap] € RM2M gy — eER’, z=| = | eRM e
T p
X={ox:2cR™ ||z <1paral=1,2,.. M} (7.4)

Portanto, de (7.3) podemos reformular o modelo ROF primal (7.1) para os problemas max-

min ou min-max do seguinte modo:
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)\
. T 2

)\
. T 2
= max min Ax + =y — 7.5

onde a igualdade decorre do teorema max-min (ver [16]).

Calculando agora a equacao de Euler-Lagrange de (7.5) temos que:

My —z) + Az =0, (7.6)
ou equivalentemente:
1
y=2z— XAx.

Substituindo (7.6) em (7.5) temos o seguinte problema dual:

2
A 9 1
max D(x) = B [||z|| - XAI’ —2z ] : (7.7)

ou equivalentemente,

: a2
gg(lHA:E Az (7.8)

Assim, o problema (7.8) é equivalente ao problema discreto (5.4), lembrando que a matriz A é
a versao discreta do operador divergente negativo —V- e x ¢é a varidvel dual discreta.
Vamos definir agora o Gap da dualidade G(y, x) para o par étimo primal-dual (y, z), como

a diferenga entre as fungdes objetivos do primal e dual, ou seja, (7.1) e (7.7)

G(y,xr) = P(y) —D(x)
M A A 1 ’
— AT - - 2 7 2 ZAr —
S 1T+ Sl <1~ [qu Lo ]
M )\ 1 2
= Z(||A1Ty|| — [ Aly) + S|y =+ XASE (7.9)
=1
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O Gap da dualidade pode ser entendido como uma medida de proximidade do par 6timo primal-
dual (y,x) para a solucao primal-dual. Assim, G(y, z) pode ser usada como critério de parada
para algoritmos numéricos.

Se y e x sao solugao vidveis, temos de (7.9) que G(y,z) > 0, e G(y,x) = 0 se, e s6 se

|ATy|| — 2T ATy =0, se 1=1,..,N,

(7.10)
y—z+4 1Az =0,

que é equivalente a:

Aly|llz; — ATy =0, se l=1,...,N,
| A7yl 1Y (7.11)
y—z+§Aa::().

Damos entao a expressao (7.11) o nome de sistema Primal-Dual e veremos na préxima se¢ao

um algoritmo para resolver tal sistema, proposto por Chan, Golub e Mulet em [9].

7.3 Algoritmo

Temos que a maioria dos algoritmos existentes para resolver os modelos ROF (7.5) ou (7.11)
podem ser divididos em duas categorias: aqueles que precisam resolver um sistema linear
em cada iteragdo (implicito) e aqueles que requer apenas a multiplicagdo de uma matriz por
um vetor em um conjunto discreto (explicito). De modo geral, os métodos implicitos como
por exemplo o proposto pelos autores Chan, Golub e Mulet, tem convergéncia rapida, no
entanto, métodos explicitos sao preferidos em muitas situacoes, pela sua simplicidade, sua
rapida convergencia inicial e resultados visualmente satisfatorios. Nesta secao vamos nos referir
a dois métodos explicitos: método da marcha do tempo, como o algoritmo primal gradiente
descendente e o método da dualidade de Chambolle, baseado no algoritmo semi-implicito tipo
gradiente de descida, como o algoritmo dual gradiente descendente, que sao representados do
seguinte modo:

Primal de ROF (7.1):

M
min 3 [|ATy]| + 2y — 2|
yERM = 2
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Algoritmo Primal gradiente descendente com suavizador (3, obtido através de calculos analogos

aos feitos no capitulo 4 para obtencao de u"*!:

M
1 A AlqF
k+1 k Ay k
Yy =yt =0, - +y"—z|. (7.12)
(33 e )
Algoritmo Primal gradiente descendente sem suavizagao, obtido apenas pela substituigao
do fator —ALY_ por z:

VIATYE

M
1
k+1 _ K k k
Yyt =yt — 0 (X ;Zl Az +y" — Z), (7.13)

onde,

AT yk k
1 Y1 AT 7§
k _ ERA s€ 1Y 07
x I

(7.14)
qualquer elemento na bola unitaria B(0,1) C R?, caso contrério.

Dual ROF (7.3):

max || Az — Az||?,
zeX

onde X ={z:2 e R*M |z|| <1paral=1,2,..,M}.
Algoritmo Dual gradiente descendente (Chambolle): obtido através de célculos andlogos aos

feitos no capitulo 5 para obtencao de p"*i:

S o — 1 AT (Az* — \2)
! 1+ 7 || AT (Azk — X2)||°

(7.15)

Observemos que os métodos acima sao baseados exclusivamente na formulagao primal (7.1)
ou na formulacao dual (7.7). A proposta de unificar as formulagoes primal e dual e apresentar
um método do tipo gradiente descendente com base em ambas as formulagoes é dos autores Zhu e
Chan e estd detalhado em [38]. Assim, em cada passo, as atualizagoes irdo explorar informagoes
de ambas formulagoes, primal e dual, e com isso obtém-se uma melhora na velocidade da
convergencia.

Notemos mais uma vez que os problemas primal e dual apresentam diferentes desafios com-

putacionais. O primal ¢ de dificil resolugao e tem convergéncia lenta quando ||A7y|| = 0. J4
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o dual é de dificil resolucao e tem convergéncia lenta onde as restrigoes acontecem, isto é, nos
pontos onde ||z;|| = 1. Portanto, a formulacao que combina estes dois problemas em um tnico
algoritmo poderia ser capaz de resolver as dificuldades de um com a ajuda do outro.

O método proposto considera a atualizacdo de uma solucao (y*, z¥) obtida no passo k em 2

etapas.

1. PASSO 1 (DUAL)

Fixando y = y*, aplica-se o passo 1 do método do gradiente ascendente para maximizar

#(y*, x), ou seja, calcula-se

max ¢(y*, x). (7.16)

zeX

A direcdo de busca é a ascendente V,¢(y*, ) = ATyk. Desta forma, atualizamos z do

seguinte modo:

" = Py (2% + A ATYY), (7.17)

onde 75, é o tamanho do passo do dual e Px denota a projecao sobre o conjunto X dado

por:

Px(z) = argmin ||z — .

O fator A é usado em (7.17) para que o tamanho do passo 73 nao seja sensivel aos problemas

de diferentes niveis de cinza.

2. PASSO 2 (PRIMAL)

k

Fixando # = 2¥!, aplica-se o passo 1 do método do gradiente descendente para minimizar

é(y, 2¥*1), ou seja, calcula-se

min ¢(y, 2. (7.18)

yeRN

A diregao de busca é a ascendente V,¢(y,z"™) = Az* + A(y* — 2). Desta forma,

atualizamos y do seguinte modo:
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1
Y =k — g, (XA:L’I“H +yF - z) , (7.19)

onde 6, é o tamanho do passo (primal).

O método proposto neste capitulo esta relacionado aos métodos do tipo projecao existentes
na literatura para encontrar pontos de sela e, mais geralmente, solugoes para inequacao varia-
cional. Na proxima segao, vamos discutir brevemente sobre a estrutura dos métodos de projecao
para resolver as desigualdades variacionais e apontar as ligacoes e diferencas entre o método

citado neste capitulo e alguns trabalhos anteriores.

7.4 Coneccoes Tedricas

Sera dado neste secao algumas definigdes e comparagoes com outros métodos ja existentes,
que podem também ser encontradas em [37].

Seja H um espago de Hilbert real (no nosso caso, R"), cujo produto interno e norma sao
denotados respectivamente por (), e || - ||. Seja K um conjunto convexo fechado em H, e
F : H — H (um mapeamento de H em si mesmo). Consideremos o problema de inequacao
variacional (ver definicdo 1.6), temos que na maioria das aplicagoes reais, K é convexo e F
satisfaz a propriedade de continuidade Lipschitz (ver defini¢ao 1.3) e alguma monotonicidade
(ver definigdo 1.7). Assim, encontrar um ponto de sela (y,x) para o problema max-min (7.5),

pode ser visto como um caso especial do seguinte problema de inequacao variacional:

encontrar v* € K tal que (v —v*, F(v*)) >0, Yv € K, (7.20)
onde
x?
="V, Fv) = ?y(@y) e K=Y x X.

Em particular, temos que o problema (7.5) pode ser transformado em um problema de
inequacao variacional VI(K,F) em (7.20), com F e K definidos do seguinte modo para ROF
irrestrito (7.5):

Az + My —
F(v) = 7AW = 2) e K=R" x X.
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O problema de inequagao variacional esta intimamente relacionado ao problema do ponto-
fixo, e a teoria do ponto-fixo tem desempenhado um papel muito importante no desenvolvimento
de varios algoritmos para resolver as inequagoes variacionais. Na verdade, temos o seguinte

resultado:

Lema 7.1 O elemento v* € uma solug¢ao de VI(K,F) se, e so se

v = Pg(v" — aF(v")), para qualquer o > 0.

A formulagao do ponto fixo no lema acima sugere um simples algoritmo iterativo para solugao

*

de u*:

V" = P (vF — ap F(0F)). (7.21)

A convergéncia do algoritmo acima necessita que F seja fortemente monotonica e Lipschitiziana,
o que é uma condi¢ao demasiadamente restritiva em muito casos. Uma alternativa para esse

problema é considerar o seguinte algoritmo implicito:

V" = Pre(vf — ap F ("), (7.22)

A convergéncia deste novo algoritmo requer somente a monotonicidade de F, porém resolver a
atualizagao implicita em cada iteracao nao é uma tarefa facil, tornando-se entao um método nao
muito pratico. Para superar as desvantagens dos métodos do tipo projecao definido em (7.21)
e (7.22), Korpelevich [24] prop6s um método modificado chamado de algoritmo extragradiente.
O método consiste em calcular duas projecoes em cada iteracao: um passo preditor e um passo

corretor, ou seja,

" = Pg(v" — apF(vF)), (7.23)

VP = Py (vF — ap F(0°1Y)). (7.24)

Se F for pseudo-monotonica ou Lipschitiziana, temos provado a convergéncia global para o

algoritmo acima, desde que o tamanho do passo oy, seja suficientemente pequeno para satisfazer

| F(*) = F@")| < pllo® ="\l para algum fizo p € (0,1).
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Existem muitos outros variantes do algoritmo original extragradiente com diferentes predi-
tores e variando o tamanho do passo corretor, com o objetivo de melhorar o desempenho do
par.

No nosso caso, temos que o problema (7.5) pode ser transformado em uma inequagao varia-
cional VI(K,F), onde F é monotonica e Lipschitiziana. A solugao de ROF pode ser obtida por
diversos métodos, no entanto o algoritmo (7.23; 7.24) tem um desempenho bem superior aos
encontrados na literatura. Existem muitas explicagoes possiveis para isso: primeiramente no
conjunto das inequacoes variacionais, as variaveis y e x sao combinadas em uma tnica variavel
u, e sao atualizadas em cada passo com um tnico tamanho de passo. Enquanto que no algo-
ritmo apresentado neste capitulo, o primal y e o dual x sao atualizados alternativamente, com
liberdade para escolher seus préprios tamanhos de passo. Além disso, todos os algoritmos exis-
tentes foram desenvolvidos para solucionar as inequagoes variacionais como uma classe geral,
enquanto o método mostrado neste capitulo explora a informacao particular do problema, in-
cluindo a funcao bilinear F e a estrutura especial do conjunto K, isto nos permite escolher o
tamanho ideal do passo para melhorar o desempenho. Por outro lado, os autores nao apresen-
tam a prova da convergéncia global do algoritmo, o qual seria 1til para nos ajudar a melhor

entender como o algoritmo funciona.

7.5 Resultados e Comparacoes

Mostraremos nesta secao alguns resultados da aplicacao do algoritmo proposto neste capitulo
e retiradas de [38], em 3 problemas de remogao de ruidos. As imagens originais e as ruidosas
estao representadas na Figura 7.1, e seus tamanhos sao 128 x 128, 256 x 256 e 512 x 512,
respectivamente. O ruido das imagens é gerado pela adicao de ruidos gaussianos de desvio
padrao ¢ = 20 nas imagens originais, e os parametros A usados pelos autores foram 0,0415,

0,053 e 0,0485 respectivamente. Os algoritmos que serao comparados sao:

1. Método do tipo gradiente descendente semi-implicito de Chambolle (Capitulo 4)[6];
2. Método CGM de Chan, Golub e Mulet [9]; e

3. Primal-Dual (PDHG) proposto neste capitulo [38].
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(a) Imagem original do problema (b) Imagem com ruido gaussiano

1, 128 x 128. (o = 20) do problema 1.

(¢) Imagem original do problema (d) Imagem com ruido gaussiano

2, 256 x 256. (o = 20) do problema 2.

(e) Imagem original do problema (f) Imagem com ruido gaussiano

3, 512 x 512. (o = 20) do problema 3.

Figura 7.1: Problema de remogao de ruidos. Imagens retiradas de [38].

As tabelas 7.1, 7.2 e 7.3 a seguir, apresentam o nimero de iteracoes e o tempo gasto pelos
trés algoritmos (PDHG, Chambolle e CGM) para resolver os problemas 1, 2 ¢ 3. Em todos
os algoritmos foram usados o mesmo ponto de partida (y°,2°) = (2,0), onde z é o vetor que
representa a matriz I como definido na secao 7.2. Observamos que o método proposto neste

capitulo é melhor para todos os diferentes critérios de parada e significativamente mais rapido
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que o método de Chambolle e CGM.

Algorithms | TOL = 1072 TOL = 10~* TOL = 1076

Iter | CPU (s) | Iter | CPU (s) | Iter | CPU (s)

Chambolle | 37 0.19 2074 5.8 36876 107
PDHG 14 0.11 106 0.33 456 1.2
CGM > 1.20 14 3.5 19 4.7

Tabela 7.1: Iteracoes e tempo gasto para o problema 1, 128 x 128, A = 0,0415. Tabela retirada
de [38].

Algorithms | TOL = 1072 TOL =10~ TOL = 1076

Iter | CPU (s) | Iter | CPU (s) | Iter | CPU (s)

Chambolle | 45 1.2 1213 31 22597 579
PDHG 14 0.28 73 1.5 328 6.6
CGM 6 7.9 14 19 19 26

Tabela 7.2: Iteracoes e tempo gasto para o problema 2, 256 x 256, A = 0,0415. Tabela retirada
de [38].

Algorithms | TOL = 1072 TOL = 1071 TOL = 1076

Iter | CPU (s) | Iter | CPU (s) | Iter | CPU (s)

Chambolle | 61 7.5 1218 150 21925 2715
PDHG 16 1.5 72 6.8 320 30
CGM 7 51 14 101 20 143

Tabela 7.3: Iteracoes e tempo gasto para o problema 3, 512 x 512, A = 0,0415. Tabela retirada
de [38].

Na Figura 7.2 temos o problema de remoc¢ao de ruidos para diferentes critérios de parada

(TOL). Porém observamos que os menores valores de parada nao produzem diferengas visuais.



(a) Problema 1 com critério de

parada 1072,
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(b) Problema 1 com critério de

parada 1072

(c) Problema 2 com critério de

parada 1072,

(d) Problema 2 com critério de

parada 1074

(e) Problema 3 com critério de

parada 1072,

(f) Problema 3 com critério de

parada 1074

Figura 7.2: Problema de remocao de ruidos com diferentes critérios de parada. Imagens reti-

radas de [38].



Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho abordamos a formulacao variacional de alguns problemas de processamento
de imagens. Estudamos alguns conceitos do Célculo Variacional, em especial as equacoes de
Euler-Lagrange e também condigdes para que o funcional I[w] = [, L(Vw(z),w(z),z) dx
sujeito a condigao de contorno w = g tenha um minimo, pelo menos em um espaco de Sobolev
apropriado.

Abordamos o conceito de Variagao Total em imagens e os trabalhos pioneiros nesta area com
aplicagao no problema de remogao de ruidos e segmentacao, bem como em outros problemas de
processamento de imagens, como por exemplo, deblurring, zoom, retoque digital e decomposicao

em geometria e textura.

Para exemplificar a metodologia, usamos o modelo cldssico de Rudin, Osher e Fatemi (ROF)
e apresentamos as formulagoes Primal e Dual de tal modelo, juntamente com um método de
resolucao para cada formulacao, encontrando o funcional de energia e as equacoes de Euler-
Lagrange de ambas. O método de resolucao abordado na formulacao Dual foi dado por Cham-

bolle e detalhado no Capitulo 5.

Estudamos duas aplicacoes do método de resolucao na formulacao Dual, uma para o pro-
blema de segmentacao de imagens baseado no modelo de Competicao entre Regides retirada de

[27], e outra para o problema de remocao de ruidos baseado no método ROF retirada de|6].

Abordamos também os problemas encontrados na minimizagao dos funcionais em ambas
formulagoes, onde a formulacao Primal (3.4) apresenta o termo |Vu| ndo-suave e a formulagao
dual (5.4) impoe restrigdes que exigem mais esforgos computacionais, além de apresentar ener-
gia dual quadratica que, embora seja mais suave, pode nao apresentar uma unica solugao
dependendo do rank da funcao V. Além disso, as duas formula¢oes compartilham o problema

de rigidez espacial.
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Motivados para sanar tais dificuldades, apresentamos um outro método alternativo para
a minimizacao de um funcional utilizando as formulagoes Primal e Dual denominado sistema
Primal-Dual. Tal método explora vantagens de ambas formulagoes e tem uma performance
superior aos métodos propostos por Chambolle e por Chan, Golub e Mulet quando se trata do
tempo gasto para resolver os problemas de remocao de ruidos.

Observamos que a abordagem deste trabalho estd nos calculos numéricos apresentados, ja
a implementagao numérica da Secao 6.2 deve-se a Vinicius R. P. Borges e as demais imple-
mentacoes, aos autores que referimos em cada resultado apresentado.

Conclui-se entao que as equacoes de Euler-Lagrange, as formulagoes Primal e Dual e o
sistema Primal-Dual sao ferramentas poderosas quando se trata da resolucao de problemas
de processamento de imagens com formulagoes variacionais. Tais assuntos abordados neste
trabalho estao sendo cada vez mais utilizados por pesquisadores, e estes obtendo resultados

vantajosos na resolucao de tais problemas.
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