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Sobre o curso

A Matematica é a ciéncia que melhor permite desenvolver a capacidade de raciocinio e de
resolucao de problemas.
Desde a antiguidade, o homem utiliza a Matematica para facilitar a vida e organizar a socie-

dade. No mundo atual ela esté presente no dia-dia das pessoas, ela ajuda a:

e obter um melhor aproveitamento dos alimentos;

otimizar o processo de irrigacao;

fazer uma analise da topologia dos terrenos;

estudar a evolugao de determinadas doencas;

analisar o diagnostico por imagens;

facilitar o nosso processo de locomocao, fazendo uma analise do trafego, por exemplo;

desenvolver softwares eficientes para o bom funcionamento dos computadores e celulares,

permitindo a troca de informacdes;

dentre outras coisas.

Vocés ja tinham pensado nisso ?

Espero que se sintam motivados a continuar neste processo de formacgao de profissionais que
irdo atuar na area de Matematica, oferecido pelas instituicbes de ensino superior.

Desde o século X V' 11, com Leibniz e Newton, o Célculo Diferencial e Integral, uns dos ramos
da Matematica, tornou-se um instrumento cada vez mais indispensavel pela sua aplicabilidade
em diversos campos da ciéncia. Por essa razao, dentre as disciplinas no qual o curso é dividido
tem-se a Calculo Diferencial e Integral.

No Calculo 1 e 2 foram estudadas as fungcdes de uma variavel real, onde introduzimos os
conceitos de limite, continuidade e diferenciabilidade. Estas ferramentas sdo usadas para a reso-
lucdo de uma série de problemas, dentre outros, os problemas de otimizacado. Porém, a maioria

das relagbes que ocorrem na fisica, economia e, de modo geral, na natureza, sédo traduzidas por



funcdes de duas, trés ou mais variaveis reais, de onde se conclue a conveniéncia de um estudo
mais detalhado de tais fungdes.

Na prética, € comum lidarmos com situacdes em que aparecem funcdes de mais de uma
variavel. Por exemplo, no célculo da area da superficie total S de um reservatério de agua de

formato cilindrico circular reto, fechado nas extremidades com base de raio r e altura h, tem-se:

S = 27r.h + 27r?

Neste caso, a area da superficie total depende de r e de h.
Podemos nos interessar pela temperatura 7' de um ponto da superficie da terra a qual de-

pende de sua latitude x e longitude .

A presente disciplina esta dividida em quatro moédulos:

4 )

> Fungdes de duas e trés variaveis a valores reais;

> Diferenciabilidade em R? e R?;
> Maximo e minimos de funcdes de duas e trés variaveis;

> Equagbes Diferenciais Ordinarias de 12 e 22 ordem.

- J

A duracao de cada modulo é de quinze dias. O texto basico da disciplina é contemplado com
exercicios estrategicamente posicionados, de tal forma que o contetudo previamente estudado
fique bem assimilado em seus conceitos mais basicos.

O texto basico da disciplina é contemplado com exemplos e exercicios propostos, alguns
sob a forma de desafio, que vocé encontrara estrategicamente posicionados. Os desafios séo
resolvidos no final de cada médulo. Para acessar a resposta dos mesmos vocé vai clicar um
hiperlink que o levara de ida e volta para o final de médulo ou para a pagina do desafio. Para
maior eficiéncia desta metodologia, recomendamos ao prezado aluno tentar o desafio antes de
clicar o hiperlink que o conduz a resposta.

Quanto a metodologia, o curso seguira com a seguinte base: estudo da teoria do livro texto,
com o treino através dos exercicios nele contidos, resolucdo do Caderno de Exercicios, onde se

encontram os exercicios a serem entregues e outros para que o aluno se pratique. Atividades
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que serao passadas para os alunos dentro do periodo de vigéncia de cada médulo, e que farao
parte do processo de avaliagdo, assim como as provas presenciais.

Quanto ao sistema de avaliacao, serao distribuidos 100 pontos, sendo 60 pontos de provas
escritas em modo presencial e 40 pontos das atividades passadas pelo Ambiente Virtual de
Aprendizagem (AVA).

Quanto ao cronograma, descrito mais adiante, as 90 horas do curso sao distribuidas nos
mddulos de acordo com o numero de semanas, considerando 4 horas de atividades de estudo
da teoria por semana, sendo necessario considerar para cada hora de estudo em teoria pelo
menos uma hora de estudo através de exercicios. Esse esquema tem por finalidade assegurar
um treino minimo nos moédulos.

Desejamos ao caro aluno um étimo curso, torgendo para que atinja com sucesso 0s objetivos
da disciplina.

Estamos a disposicdo em https://sites.google.com/site/anamariaufumat/Home

Grande abraco,

Lucia e Ana Maria
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Informacoes uteis

Prezado(a) aluno,
Lembramos novamente como no moédulo | que no texto basico vocé encontrara alguns “ ico-
nes” que lhe ajudara a identificar as atividades. Fique atento ao significado de cada um deles,

isso facilitara a sua leitura e seus estudos.

(hitp:tl )

Desejamos ao caro aluno(a) um étimo segundo médulo, torgendo para que atinja com sucesso
0S seus objetivos.
Estamos a disposicdo em https://sites.google.com/site/anamariaufumat/Home
Grande abraco,

Lucia e Ana Maria


https://sites.google.com/site/anamariaufumat/Home

Modulo 1

Funcoes de duas e trés
variaveis a valores reais

No término do médulo |, o aluno estara familiarizado com os seguintes conceitos:

> Alguns conceitos dos espagos vetoriais e distancia em R? e R.
> Conceito de uma fungéo de duas e trés variaveis;
> Dominio, curvas e superficies de nivel e grafico de uma fungéo de duas e trés variaveis;

> Nogéo de limite e continuidade de uma funcéo de duas e trés variaveis;

1.1 Alguns conceitos dos espacos vetoriais e distancia em R2
e R3

Para as fungdes de um variavel real, denotada por x, que toma valores em um subconjunto
R, temos uma imagem y = f(x), de tal forma que o conjunto dos pares ordenados de nime-
ros reais (z,y) = (z, f(z)), determinam o gréafico da fungdo f. Estes pontos pertencem ao
plano euclidiano , onde foi definido um sistema de coordenadas cartesianas, que denotamos por
R2.

Analogamente, as fung¢des de duas variaveis tem como grafico o conjunto de ternas de nu-
meros reais, (, ¥, z),com z = f(x,y), subconjunto do espago euclidiano tridimensional, onde
tem-se definido um sistema de coordenadas cartesiano, como mostra a figura 1.1.

z

R
._?P(%y’ z)

FIGURA 1.1: O sistema de coordenadas cartesiano.



Uma definicdo mais geral pode ser feita como a descrita a seguir.
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Definicdo 1.1. Segja n € N. O espaco euclidiano sera denotado e definido por

R" =R xR x ... xR, ou seja, o conjunto {(x1, 2, T3, .....,x,) : x; € R}, de to-

n vezes

das as n-uplas ordenadas de numeros reais.

- J

Note que se n = 1: R = R: conjunto dos niimeros reais, cuja representacdo geométrica &
na reta numérica.

Nocason = 2: R =R x R = {(z,9) : =,y € R}: conjunto dos pares ordenados de nu-
meros reais, cuja representacao geométrica é no plano.

Finalmente, se n = 3: R* = R x R x R = {(z,9, 2) : ,9, 2 € R}: conjunto das ternas
ordenadas de numeros reais, cuja representacao geométrica € no espaco tridimensional.

Vocés se lembram do estudo sobre vetores do plano da Geometria Analitica, &
como seria somar vetores e multiplicar vetor por escalar ?

Iremos identificar a cada par ordenado (x, %) de nimeros reais um ponto P do plano de
abscissa x e ordenada ¥, e a cada ponto do plano associaremos um vetor de coordenadas (, y)
que tem origem em (0, O) e extremidade em P, como mostra a figura 1.2. Assim costumamos

escrever OP = (x,y) = zi +yJ, onde i = (1,0) e j = (0,1).

Yy

FIGURA 1.2: O ponto e seu correspondente vetor.

Lembremos que multiplicar um vetor por escalar \ seria:

AOP = Az, y) = (\z, \y).
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ou seja é um ponto de coordenadas (Az, Ay).

Somar dois vetores OT% e Cﬁ e efetuar

ijLO*é:(x,y)Jr(s,t):(x+s,y+t):m>%,

isto &, um ponto de coordenadas (= + s,y + t).

Isso nos sugere a seguinte definigdo:

-

\
Definicdo 1.2. Dados dois pontos (x,y) e (s,t) € R* e A\ € R define-se a
adicdo e multiplicacdo por escalar como sendo
(@,y) + (s,8) = (z + s,y + 1)
Az,y) = (Az, Ay)
Ou seja, somar dois pontos é somar coordenada a coordenada e multiplicar um ponto
por escalar é multiplicar cada coordenada pelo escalar.

- /

E possivel mostrar que ([R2, +, ) se trata de um espaco vetorial real.

4 )
Definicao 1.3. 0] produto escalar entre 0s vetores
U= (r1,22,%3,...,2,) ER" e U= (y1,%2,Y3,---,Yn) ER® €é o ndmero
U-U=21Y1 + ToYo + T3Y3 + - . . + TpYn-

- /

Exemplo 1.1. Dados i = o 3,1 ev=(—1,—1,0). Vamos calcular i - v.
| 7
Temos U - U = 5(—1) +3(-1)+ 1(0) = —

Valem propriedades tais como

Médulo | - Fungbes de duas e trés variaveis a valores reais 11
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Proposicao 1.1.

Definicao 1.4. Dois vetores Ui e U sdo ortogonais , se e somente se, i - U = 0.

Exemplo 1.2. Sejam & = (—2,1) e ¥ = (—1, —2). Vamos decidir se os vetores i e

U
U s&o ortogonais. Basta calcularmos - U. Neste caso,

07 =(-2)(-1)+(1)(-2) =2-2=0.

Vocés estdo lembrados de como seria a equagdo de uma reta r no plano, que &
passa pelo ponto Py = (0, yo) € tem a diregdo de v = (a, b) # (0,0) ?

Na figura 1.3 é mostrado no plano cartesiano a reta paralela ao vetor .
Note que um ponto P = (x,y) € r < Py P = tv, ou seja, P — Py = t¥, donde

(x,y) — (x0,y0) = t(a,b), paratodo t € R.

Assim, a equacéao vetorial de uma reta que passa pelo ponto Fy = (:130, yo) e tem a direcao de
U = (a,b) sera

(x,y) = (xo,v0) + t(a,b), paratodos t € R.

Consequentemente

{x—onrat

Yy =1yo+ bt
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FIGURA 1.3: A reta paralela por Py ao vetor .

que sao as equacgdes paramétricas da reta.

Agora, suponhamos que estamos interessados na equacgao da reta r que passa pelo ponto
Py = (z0,yo) e é perpendicular a diregao de v = (a, b) # (0, 0), como mostra a figura 1.4.

FIGURA 1.4: A reta perpendicular por Py ao vetor .

Um ponto P = (x,y) € r deve satisfazer: Poﬁ 1lie Poﬁ - U = 0, e assim,

[(l’,y) - (x()?yO)] ) (a7 b) =0

Dai, (z — o,y — ¥o) - (a,b) = 0, concluindo que a(x — xy) + b(y — yo) = 0. Portanto, te-
mos que ax + by = axy + byy = c.

Assim, a equagéo da reta serd da forma ax + by = c e observe que os coeficientes das
variaveis = e y s&o exatamente as coordenadas de um vetor perpendicular a essa reta.

Médulo | - Fungbes de duas e trés variaveis a valores reais 13



Exemplo 1.3. Se tivermos uma reta de equacgdo r : —3x + 9y = 17 vamos identificar
as coordenadas de um vetor perpendicular a essa reta ?

Basta olharmos para os coeficientes das variaveis x e y na equacao da reta, que neste
caso sdo —3 e 9. Assim, o vetor (—3, 9)é perpendicular a reta dada.

1
Exemplo 1.4. Vamos achar a equacéao vetorial da reta que passa por Fy = (—5, —1)

e que é perpendicular aretay = x + 1.

Procuraremos por uma reta r que passa por F, e que é perpendicular a reta
s:—zx+y=1. Como @ = (—1,1) L s, segue-se que a reta procurada tem a
mesma dire¢éo de i, logo a equacéo vetorial da reta sera

1
(x,y) = (—5, —1)+t(—1,1), paratodo t € R.

Desafio!
Escreva no caderno a equacio vetorial da reta que passa por Fy = (O, 3) e queé\
perpendicular a reta 2z — 3y = 5.

i

Qique aqui para ver a resposta. /

Outros elementos que usaremos para estudar as fungdes de varias variaveis é o conceito
de plano. Veremos que o equivalente a reta tangente ao grafico de uma fungdo em um ponto,
estudado no célculo |, teremos um plano tangente a uma superficie em um ponto. Para isso
devemos nos lembrar como se faz para determinar um plano que passa por um ponto dado e
€ perpendicular a um vetor dado. Ou seja, iremos determinar a equacao geral do plano 7 que
passa por Py = (o, Yo, 20) € que tenha o vetor 7 = (a, b, ¢) # 0 como vetor normal.

Para que um ponto P = (z,y, z) € 7, devemos ter Poﬁ 1 7, ouseja, (P—Fy) -1 =0,
donde

[(m, Y, Z) - (xo,yo, Zo)] . (CL, b, C) = 0.
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Assim,
a(x — xo) +b(y — yo) + c(z — 2) =0,

ou ainda,

ax + by + cz = axg + byg + czo = d.

Logo, a equagéo geral do plano 7 sera da forma ax + by + cz = d, em que os coeficientes das
variaveis x, y e z sdo exatamente as coordenadas de um vetor normal ao plano.
llustramos esta teoria com o exemplo 1.5.

Exemplo 1.5. Vamos achar a equagao geral do plano 71 que passa por Py = (1,2, 1)
e que é paralelo ao plano 5 de equacdo —2x + 2y — z = 0.

Como o plano 7 € paralelo ao plano 79, um vetor que é normal ao plano w5 podera
ser tomado como um vetor normal ao plano 7;. Pela equacéao de 7o, que é

—2x+2y—2z=0,

teremos que (—2,2, —1) sera o vetor normal desejado.
Assim, a equagao geral de 7, que passa por Py = (1,2,1) etem (—2,2, —1) como
vetor normal, sera da forma

—2x+2y—z+d=0.

Usando o fato de que Py = (1,2,1) € m, significa que as coordenadas deste
ponto satisfazem a equagéo do plano, ou seja, —2(1) + 2(2) — (1) + d = 0, donde
d = —1 e assim a equagéo do plano sera

m o —2r+2y—z—1=0.

4 )

Definicdo 1.5. Define-se a norma de um vetor O? = (z,y)em R?, como sendo o

seu comprimento que sera dado pelo nimero ||(x, y)|| = /22 + y2.
Da mesma forma, define-se a norma de um vetor O ﬁ = (z,y, z)emR3, como sendo

0 seu comprimento que sera dado pelo nimero || (z, y, 2)|| = /22 + y2 + 22

- J

Definicdo 1.6. A distdncia entre dois pontos A e B sera denotada e definida por
d(A, B) = | AB|.

Médulo | - Fungbes de duas e trés variaveis a valores reais 15



Exemplo 1.6. Vamos determinar a distancia entre os pontos A = (2,3,—1) e
B = (0,1, 1) do espago. De acordo com a definigao,

d(A, B) = | AB| = |B - A = ||(-2,-2,2)|.

Logo a distancia sera dada por d(A, B) = 1/(—2)2 + (—2)2 + (2)2 = V12 = 2V/3.

1.2 Conceito de uma funcao de duas e trés variaveis

Na apresentagdo do curso destacamos a importancia do estudo de fungdes de varias variaveis
nas aplicagbes e pelo préoprio valor na formacao de um professor de matematica. Passamos
agora a ver a definicbes do ponto de vista tedrico.

4 )

Definicdo 1.7. Funcdo de duas variaveis: Seja D C R2. Uma funcgo de duas varia-

veis reais a valores reais é uma relacdo que transforma cada par de numeros reais
(x,y) € D num dnico ndmero real z. O conjunto D é chamado de dominio da fun-
¢do. Notagdo: D = D(f) = Dy.

- J

Para denotar a dependéncia de z com o par (z,y) escreve-se z = f(x,y) ou z = g(z,y)
ou ainda, z = z(z,y). Neste caso, z é a varidvel dependente e x, y s&o as variaveis indepen-
dentes.

A titulo de aplicagéo, suponhamos que temos uma chapa plana de metal com a forma de D.
A cada ponto (,y) da chapa corresponde uma temperatura f(x,y) que possa ser registrada
em um termOmetro representado por esse eixo, como mostra a figura 1.5.

Uma outra maneira de denotar uma fungéo f, definida num certo dominio ID e tomando

valores em R, é
f:DCR — R
(z,y) = 2= f(z,y)

16 Médulo | - Fungdes de duas e trés variaveis a valores reais



f(z,y) .

<y

FIGURA 1.5: A funcédo f(;r:, y) representa a temperatura da chapa plana de metal em forma de D.

Uma definigéo similar tem-se para fungées f(, 3, z) definidas sobre pontos (z, ¥, 2) € R3,

como a seguir.

-

.

Definicdo 1.8. Fungdo de trés varidveis: Seja D C R3. Uma fungdo de trés varig-
veis reais a valores reais é uma relagdo que transforma cada terna de numeros reais
(x,y,2) € D num dnico nidmero real w. O conjunto D é chamado de dominio da
fungdo e a notagdo € a mesma que adotada para duas varidveis: D = D(f) = Dy.

\

J

Da mesma forma que ilustramos uma aplicacdo para fungdes de duas variaveis, podemos
supor que temos a chapa D da figura 1.5, aonde a temperatura em cada ponto (z, y) varia com
o tempo t. Assim, definimos uma funcao g(x, Y, t), que descreve a temperatura em cado ponto
(x,y) no instante t.

Como no caso de fungdes de uma variavel real, os principais elementos estudados sdo o
dominio, ou seja, o conjunto onde a funcao esta definida, os limites para os pontos onde a
funcdo nado esta definida, crescimento e decrescimento, entre outros. Nas segbes a seguir vamos
estudar esses mesmos tdpicos, do ponto de vista das func¢des definidas nesta secgéao.

Médulo | - Fungbes de duas e trés variaveis a valores reais
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1.3 Dominio, curvas e superficies de nivel e grafico de uma
funcao de duas e trés variaveis

Vocés se lembram como seria a imagem, o dominio e o grafico da fungédo de &
uma variavel y = f(z) = 2 ?

Note que f esta definida para todo x € R donde o dominio D(f) = R.
A imagem de f sera o conjunto

Imf={yeR:y=f(r)=2*}={yeR:y >0} =R".

O gréfico de f sera

ou seja,
G(f) ={(z,2%) : x € R},

cujo conjunto representa uma parabola de vértice na origem e voltada para cima.

Observacdo 1.1. Em geral o dominio D de uma fungdo f de duas ou trés varidveis
é fornecido. Quando este nao for o caso, assumiremos que [D é o maior conjunto de
pares ordenados ou ternas ordenadas no qual a regra de obter as imagens faga sentido.

Exemplo 1.7. O dominio da fungé&o

1
r—Y

f(z,y) =
é todo R? exceto os pontos (x,y) para os quais x = y. Isto &, o dominio é o conjunto

D ={(z,y): x #y}.

O grafico da fungdo f é mostrado na figura 1.6. Na figura 1.7 é mostrada fungdo com
o plano que divide o grafico em duas regibes. Na figura 1.8 é mostrado o conjunto
dominio no plano cartesiano x0y.
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FIGURA 1.7: A fungdo f(x,y) =
x

com o plano £ = y em cor vermelha.

/

Exemplo 1.8. O dominio da fungéo

f@w%¥ﬁ;§

y —a?

é todo R? exceto os pontos (x,y) para os quais y = z>.

Na figura 1.9 mostra-se o grafico desta fungao.

-

Vocé reconhece a curva de pontos onde a fungéo nao esta definida?
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Dominio da funcio Yy= w

f(z,y) = miy

1
FIGURA 1.8: A fungéo f(a:, y) = ——. Note que os pontos da reta x = y ndo pertencem ao dominio.
r—Y

A

_xy—95

FIGURA 1.9: A funcéo f(x, y) = 5 Note a funcdo nao tem grafico ao longo da parabola de equa-
Yy—x
caoy = z2.

De fato, a curva € uma parabola como na figura 1.10. A parte de cor azul é o dominio da
funcdo. Entendeu por qué?
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“ ,': Dominio da fun¢io
/ Ty —95
\\ (2 ,," f(aj, y) =

2
—
\ / y

x
FIGURA 1.10: O dominio da fungdo f(x,y) = y_2 no plano cartesiano x0y.
-

A seguir vemos um exemplo do dominio de uma funcao de varias variaveis. Neste caso, note

que os conjuntos dominios deste tipo de fungcdes sdo subconjuntos de R3, portanto podem ser
hipersuperficies como esferas ou hiperboléides, ou, como no caso de

f(xa Y, Z) = €x+y—z7
o conjunto R3, pois a exponencial com base e esta definida para qualquer valor real.

Exemplo 1.9. Considere z < 0. O dominio da fungéo

g(z,y,2) = /1 — 22 —y? — 22

é o conjunto (x, y, ) tais que

1—22—9y2—22>0, 2<0,
ou seja,
?+y?+22<1, 2<0.
O grafico do dominio g é mostrado na figura 1.11.

Voltemos para o estudo do dominio de funcdes definidas em R? e para alguns desafios nesse
sentido!
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FIGURA 1.11: O gréfico do dominio da fungao g(x, %, z) = /1 — 22 — 2 — 22 com z < 0. Note que
é uma semi-esfera no semi-espago inferior determinado pelo plano z = 0.

Exemplo 1.10. O dominio da fungéo

f(x7y):_\/1_x2_y2

é o conjunto (,y) tais que 1 — 2 — y? > 0, ou seja, 2 + y? < 1.

Note que o gréfico da funcao do exemplo 1.10 é o dominio da funcédo do exemplo 1.9. Note
também que a “sombra” da fungao sobre o plano 0y é o dominio D, que é mostrado na figura
1.12. Vemos que este conjunto consiste em todos os pontos interiores e sobre a circunferéncia
de raio 1 em R? (D é as vezes chamado de “disco unitario fechado”).

Dominio da fun¢io

fl@,y) =v1i-—a?—y?

FIGURA 1.12: O dominio da fungdo f(z,y) = /1 — 22 — 32 no plano cartesiano x0y.
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Exemplo 1.11. Seja a fung&o definida por

z? — 3zy + y?
VY — 2z

Note que, para que a fungao fique bem definida devemos ter (y — 235) > (), ou ainda,

flx,y) =

y > 2x, donde o dominio da fungdo consiste de todos os pontos do semiplano definido
pela inequagdo y > 2.

Para saber se os pontos deste semiplano estdo acima ou abaixo da reta de equagao
y = 2x, podemos fazer um teste tomando pontos especificos abaixo da reta ou pontos
acima da reta. Por exemplo, abaixo da reta podemos tomar o ponto (3, 1) de abscissa
x = 3eordenaday = 1,como 1 % 6 = 2(3), tem-se que o ponto (3, 1) ndo satisfaz
y > 2x, assim ele ndo pertencera ao semiplano desejado. Portanto poderemos afirmar
que os pontos deste semiplano estdo acima da reta, conforme figura 1.13.

y=2x
Dominio da Fungio /
f(z,y) = z? —3zy +y?
y—2x
2 2
¢ =3y +vy

FIGURA 1.13: O dominio da funcao f(x = no plano cartesiano x0y.
¢éo f(x,y) NI p y

Voltamos para um outro exemplo de fungdes de trés variaveis

Exemplo 1.12.

f(xnyvz) = \/xQ +y2+22 -9
O dominio da fungdo é D = {(x,y,2):2°>+y*+22—-9>0}, isto &,
D ={(z,y,2): x> + y* + z*> > 9}, o qual constitui-se de todos os pontos ex-
teriores a esfera centrada na origem e raio 3.
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Agora é a sua vez de praticar com os proximos desafios.

2
_aj‘y.

Desafio!
Escreva no caderno o conjunto dominio da fungéo f(z,y) =

/
N

KClique aqui para ver a resposta.

Desafio!
< 1 . .
Dada a fungdo f(x,y, z) = ——, determine o seu dominio.
T.9Y.2

=

AN

KClique aqui para ver a resposta.

Desafio!
Determine o dominio da fungéo f(x,y) =

=

>

x3 — .

Qique aqui para ver a resposta.
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Define-se a imagem da funcdo f como sendo o conjunto formado por todos os elementos
do contra-dominio R, que sdo imagem de algum ponto do dominio; ou seja, o conjunto imagem
sera denotado e definido por

Imf={2z€R:z= f(x,y), paraalgum (z,y) € D}

A imagem é obtida aplicando a relagéo [ aos pares ordenados (x,y) € D.
O gréfico de f é o subconjunto de R? denotado e definido por

G(f) ={(z,9,2) eR*: (z,y) € De 2= f(z,y)}
ou ainda,
G(f) ={(z,y, f(z,y)) : (z,y) € D}

Assim o grafico de f pode ser pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (z, v, f(z,y))
quando (x, y) percorre o dominio de f, como mostrado na figura 1.14.

50
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FIGURA 1.14: Um elemento do dominio de f e seu ponto correspondente (z,y, f(x,y)) do espago R3.

Exemplo 1.13. Considere a fungao
f:DCR — R
(z,y) — z2=flz,y)=z—y+2
Vamos determinar o dominio e a imagem de f. Neste caso, D(f) — [Rz,pois a funcéo
esta definida em todo o conjunto R2.

Imf = {z€R:z= f(x,y), para algum (x,y) € D}

= {2 €R:z=ux—y+2, paraalgum (z,y) € R?} .1
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Analisando mais o conjunto (1.1), suponha que nos dao como valor da imagem z = 1. Entao,
temos que

z=1l=x—-y+2, (1.2)

e, neste caso, basta tomarmos x = 0, obtendo-se y = 1, satisfazendo a igualdade (1.2).

Isso sera conseguido para qualquer numero real z fornecido. Assim, dado qualquer numero
real z, n6s sempre conseguiremos achar dois numeros reais x e y tais que verificam (1.2).
Portanto, Im f = R.

E qual seria o conjunto que representa o grafico ?

O conjunto gréfico da fungdo f vem dado por

G(f) ={(z.y,2) : (,9) € D(f) =R?, 2= f(z,y) =z —y + 2},

ou seja, de forma equivalente, escrevendo como equacao, temos que
G(f)={(x,y,2) :x —y—2+2=0} (1.3)

A representagdao geométrica do conjunto 1.3 é um plano, mostrado na figura 1.15.

FIGURA 1.15: Grafico da fungédo do exemplo 1.13.
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Exemplo 1.14. Seja f(x,y) = —/4 — 22 — y2.
Temos que o dominio ser4 o conjunto D(f) = {(x,y) : 2* + y* < 4}, desde que a
quantidade dentro da raiz quadrada é ndo-negativa, ou seja, se e somente se

4— (2 4+y*) > 0. (1.4)
O conjunto imagem vem dado pelo conjunto

Imf={z€R:z=—+/4—x%—y? paraalgum (z,y) € D(f)}.

Note que no exemplo 1.14, usando o fato de que estamos no dominio, ou seja (1.4), obtemos
que
0<a?+y? <4, (1.5)

e multiplicando ambos os membros de (1.5) por —1, obtém-se

0> —(2?+y?) > —4. (1.6)
Somando 4 a ambos os membros da desigualdade (1.6), chegamos a concluséo que

4>4— (2 +y*) >0. (1.7)

Extraindo a raiz de ambos os membros de (1.7), temos

VAZ> 4= (2 +y%) >0 (1.8)

Finalmente, multiplicando (1.8) por —1, chega-se a

—2< —\/4— (224 142) <0.

Logo, conclui-se que
Imf={zeR:-2<2<0}=[-2,0].

O grafico é dado pelo conjunto
G(f) =A{(z,y,2): (,y) € D(f) e 2= [flz,y) = =4 — 2% =y},
que € 0 mesmo conjunto que
G(f) ={(x,y,2): 22=4—2>—y* e 2 <0},

ou ainda,
G(f)={(z,y,2): 2>+ y* + 22 =22 ¢ 2 <0},

o qual é a parte inferior da esfera centrada na origem e raio 2.
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Desafio!

~

Dada a funcao
f(z,y) = Va? +y°

Escreva no caderno o conjunto dominio, a imagem e esboce o grafico da fungao.

#

KCquue aqui para ver a resposta. /

Como ja observamos anteriormente, o grafico de uma fung&o de duas variaveis é o subcon-
junto em R3, na verdade uma superficie em R3. Os tracos dessa superficie nos planos z = k,
onde k variam sobre R, sdo chamadas curvas de nivel da fungcdo. Precisamente, tem-se a se-

guinte definicao 1.9.

-

~

Defini¢ao 1.9. Dada
f:DCR* — R
(l’,y) — Z= f(xvy)
Considere k € Im f.
A curvadenivel k da funcdo [ serd denotada e definida por
Cry ={(z,y) € D(f): f(x,y) =k}, ou seja, constitui-se dos pontos do do-
minio onde a fungdo assume sempre o mesmo valor constante e igual a k.

- /

Se o escalar f(x,y) associado ao ponto (x,y) representar, por exemplo, a fungéo tempe-
ratura em (z,y), a curva de nivel seria a curva ao longo da qual a temperatura manteve-se
constante e igual a k e, neste caso, sdo chamadas de isotérmicas.

Se o escalar f(x,y) representar a fungdo pressdo atmosférica, as curvas de nivel s&o cha-
madas de isobaricas.

Curvas de nivel sdo frequentemente projetadas sobre o plano-zy para dar uma idéia de varios
niveis de elevacéo da superficie (como feito em topografia).

Na verdade, geometricamente as curvas de nivel sdo obtidas da seguinte forma:

Seja S a superficie a qual é grafico de uma fungéo z = f(x,y). Interceptando-se S com
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um plano horizontal z = k£ obtém-se uma curva formada por pontos da superficie que estéo
a k unidades acima do plano-zy. A projecdo perpendicular desta curva sobre o plano-zy nos
fornece a curva de nivel k da fungédo f. Assim, a curva de nivel nada mais é do que a projegéo no
plano-zy da intersegdo do grafico com o plano z = k. Desenhando um certo nimero de linhas
de contorno (curvas de nivel) cada qual identificada pelo proprio valor de k a ela associada,
obteremos um mapa de contorno da superficie, permitindo assim sua visualizagao.

Exemplo 1.15. Vamos desenhar as curvas de nivel da fungéo

f(z,y) = /16 — 2% — ¢,

Temos que o dominio da funcédo vem dado pelo conjunto

D={(zy) €R: (16— 27 —3?) > 0} = {(s,y) € R : 2> +? < 42},

e 0 conjunto imagem por

Imf={2€R:2= /16 — 22 — y2, paraalgum (z,y) € D} = [0, 4]
Consideraremos k € Imf,isto é, 0 < k < 4. Assim,
Cr = {(z,y) € D(f) - f(z,y) = Kk},
que é igual ao conjunto
{(z,y) € D(f) : V16 — 2% — 32 = k}.

A equacéo da curva de nivel sera

w2+ y? =16 — k2,
a qual representa circunferéncias centradas na origem e raio /16 — k2.

Para auxiliar no esbogo das curvas de nivel, vamos atribuir alguns valores a constante &k, com
0<k<4:

Se k = 0, a curva de nivel zero da funcdo tera equacdo Cj : 22 + y? = 16 sendo a cir-
cunferéncia centrada na origem e raio 4.

Sek=1temse(C; : 22+ 1y =16—-1=15= (\/15)2
Sek =2 temse Cy: 2 +y2 = 16 — 22 = 12 = (V12)

Sek::3,tem-seC’3:x2+y2:16—32:7:(\/7)2

Sekzg,tem-seC%:x2+y2:16—(%)2:14—5:( )

Médulo | - Fungdes de duas e trés variaveis a valores reais 29



Se k=4, tem-se Cy : 22 +y?> = 16 — 42 = 0 e a curva de nivel se reduz ao ponto
(0,0).

Estas curvas de nivel, na ordem crescente de k£ comegando pela curva azul, estdo ilustradas
na figura 1.16.

FIGURA 1.16: As curvas de nivel da fungdo f(z,y) = /16 — 22 — y2.

Exemplo 1.16. Suponhamos que D represente uma chapa plana e 1T'(x, y) a tempera-
tura em cada ponto (, ) da chapa. Vamos determinar as isotérmicas, representando-
as geometricamente, sabendo-se que

D={(z,y) e R*: 2® +y* < 1}
eque T (z,y) = 22 + >
A imagem de f sera
Imf={2€R:z="T(z,y) = 2*+ y* paraalgum (z,y) € D} = [0, 1],
visto que, do fato de (z,y) € D, tem-se
0<a?+192<1,

ouseja,0 < z<1.Comok € Imf,istoé, 0 < k < 1, obtém-se
Cv ={(z,y) € D(f) : T(z,y) = k} = {(z,y) € D(f) : 2* + y* = k = (Vk)?},

ou seja, as curvas de nivel sdo circunferéncias centradas na origem e raio V.
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Novamente, para facilitar a visualizagao, calculamos as isotérmicas para valores especificos
de k:

Para k = 0, Cy : 22 + y?> = 0 e a curva de nivel se reduz a um ponto (0, 0).

2
_ 1 : 1 1
Para k = 3, tem-se C1 1 2% +y° = 5 = ( 5)

Sek=1,temseC; : 2?2+ 9> =1=1%
As isotérmicas estao ilustradas na figura 1.17.

y“

vl
@
8y

FIGURA 1.17: As curvas de nivel da fungdo T'(x,y) = 22 + y>.

Exemplo 1.17. Vamos desenhar as curvas de nivel correspondentes a
z = f(x,y) = k para os valores de k = —2; k = 0; k = 2; k = 4, considerando a
fungdof (z,y) = x? — y>.

Para z = —2 temos que
C o={(z,y) ER?: 2? —y? = -2}

Note que da igualdade
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multiplicando ambos os membros por 3 obteremos

1 1
.2 _2:1
2:(: +2y ,

a qual poderemos reescrever como

y2 I‘2

VoP AR

que reconheceremos como a forma canénica de uma hipérbole de eixo real sobre o eixo dos y.
Para descobrir em que pontos ela corta o eixo dos y, fagamos x = 0 em sua equacéo
obtendo-se y? = 2 donde y = ++1/2 e os pontos da hipérbole que corta o eixo dos y seréo
(0,v2) e (0,—+/2). Podemos confirmar que a hipérbole no corta o eixo dos x, pois, fa-
zendo y = 0 em sua equacgéo obtém-se 1?2 = —2 e sabemos que ndo existe x € R : = -2
veja grafico.
Paraz = 0; Cy= {(x,y) € R?: 2> — y* = 0}. De * — y* = 0o que equivale a 2* = y?,
ou seja x = +y e tem-se duas retas passando pela origem com coeficientes angulares 1 e —1.
Para z = 2; Cy ={(z,y) € R* : 2? — y*> = 2}. A igualdade 2> — y* = 2 equivale a
22 y?
(V2?2 (V2)?
Paraz = 4; Cy={(z,y) € R? : 2? — y*> = 4}; a qual também se trata de uma hipérbole
de eixo real sobre o eixo dos x. Estas curvas de nivel estdo ilustradas na figura 1.18

= 1 a qual sabemos ser uma hipérbole de eixo real sobre o eixo dos .

FIGURA 1.18: As curvas de nivel da fungéo f(x,y) = 2% — ¢

Agora a sua vez de se praticar no préximo desafio.
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Seja D ={(z,y) e R*: 0 <12 <1;0 <y <2} o conjunto que representa uma\

KCquue aqui para ver a resposta.

chapa planae T'(x,y) = 1 — x? a temperatura em cada ponto (z, ) da chapa. Faga
no caderno como seriam as isotérmicas e represente-as geometricamente:

T

Dada afungdo f : D C R* — R, tal que (z,y,2) — w = f(x,y, 2), temos que

G(f)={(z,y,z,w) e R :w = f(x,y,2), com (z,y,z) € D},

/

que é o gréafico de f, € um subconjunto de R*, nao nos sendo possivel, portanto, representa-
lo geometricamente. Para se ter uma visdo geométrica de tal fungdo podemos nos valer de
superficies de nivel, definidas em 1.10

-

-

Defini¢do 1.10. Sgjak € Imf.
O conjunto Sy = {(z,y,2) € D: f(z,y,2) =k} CR® serd& chamado de
superficie de nivel k da fungao.

\

J

Exemplo 1.18. Seja f(x,y, z) = x? + y* + 22. Temos que o conjunto imagem é

]mf = {w ER:w= a’,‘Q +y2 + 22,para a/gum (.T,y,Z) cD= [R3}’

ou ainda, podemos expressa-lo

Imf={weR:w>0}

Assim, k > 0 e as superficies de nivel terdo por equagao

2+ + 22 =k
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Note que no exemplo 1.18, para o caso k = 0 a equacdo serd 22 4 %> + 22 = 0, o que
corresponde & origem (0, 0, 0).
Também, se £ > 0 as superficies de nivel da fungdo f do exemplo 1.18 tem como equagao

? +y? + 22 = (V)

as quais representam as superficies esféricas centradas na origem e com raio \/E

Desafio!

No caderno ache a equagéo da superficie de nivel de f(x,y, z) = z? + 4y? — 22 que\
contém o ponto P = (2, —1, 3).

i

KCquue aqui para ver a resposta. j

4 N
seny/x? + y?

/ .ZC2 + y2
1.19, junto com as curvas de nivel, projetadas no plano xvy, que sdo circulos concéntri-

Exemplo 1.19. O gréfico da fungdo f(x,y) =

€ mostrado na figura

cos centrados na origem.

- /

FIGURA 1.19: A funcdo do exemplo 1.19
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1.4 Nocao de limite e continuidade de uma funcao de duas e
trés variaveis

Vocé deve estar pensando o que aconteceu com a fungdo no exemplo 1.19 no &
ponto (z,y) = (0,0), desde que ambos, o numerador e denominador, s&o 0
neste ponto. A fungio nio esta definida em (0, 0), mas o limite da fungéo existe,
e éigual a 1, quando (z,y) se aproximade (0,0).

Iniciaremos explicitamente o que queremos dizer por limite de uma funcao de duas variaveis.

4 N

Definicdo 1.11. Seja (a, b) um pontoem R? , e seja f(x, y) uma fungéo a valores reais

definida sobre algum conjunto contendo (a, b) (mas ndo necessariamente definida em
(a,b)). Entdo nds diremos que o limite de f(x,y) é igual & L quando (x,y) se
aproxima de (a, b), escreveremos

lim x,y) =1L 1.9
(x,y)ﬁ(a,b)ﬂ Y) (1.9)

se dado algum ¢ > 0, existirum ¢ > 0 tal que

|f(x,y) — L| < e sempre que 0 < \/(x—a)2—|—(y—b)2 <9J.
AN Y,

Uma definicdo similar pode ser feita para funcdes de trés variaveis. A ideia dada acima é
que os valores de f(z,y) podem ser proximos arbitrariamente a L se n6s tomarmos (x, y)
suficientemente proximos a (a, b) (i.6. em torno de um circulo centrado em (a, b) com algum
raio 0 suficientemente pequeno).

Exemplo 1.20. Teremos:

@y)—(1,2) T2 +9y2 12422 5
desd 1l o5 B () = s
esdae que sexr e a runcao x, = — —
q Yy ¢ v = Y =
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Observacao 1.2. Para a existéncia do limite ndo € necessario que a fungao esteja
definida em (a,b). Como afirmamos anteriormente, no exemplo 1.19 a fungéo nao
esta definida em (0, 0), entretanto existe o limite e vale 1. Para justificar isso, po-
deriamos fazer a substituicdo /22 + y?> = r e usar o limite fundamental, que fre-
quentemente aparecia no calculo de limite para funcdo de uma variavel. Ou seja,

. seny/r2 +y% .. senr 1
im
(:L',y)—)(o,()) \/ .CUQ + y T’—>0 r

Vimos no estudo sobre limite para fungdo de uma variavel, que existe lim f(z), se e so-
Tr—a

mente se, existem os limites laterais hm f(z) e lim f(x) e séo iguais. E s6 tem duas
T—a T—a

dire¢des para se aproximar de a, pela dlrelta ou pela esquerda. Agora, em se tratando de limite
de fungdes de duas variaveis, teremos que néo sé (x, y) se aproxima do ponto (a, b) pela direita
ou pela esquerda, mas também por qualquer outra dire¢do, até mesmo ao longo de uma curva.
Assim, a maior diferenca entre limites em uma variavel e limites em duas ou mais variaveis é
como o ponto é aproximado. Esta ideia esta ilustrada na figura 1.20

FIGURA 1.20: Os caminhos que chegam ao ponto (a, ).

Exemplo 1.21. O limite
LY

lim _
(z,y)—=(0,0) 22 4 y?
nao existe.
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Vamos aprender como justificar a afirmacao do exemplo 1.21. A ideia é esco-
lher varios caminhos, ndo necessariamente retilineos, para testar em primeira
instancia, se o limite é diferente dependendo do caminho.

Note que, nés ndo podemos simplesmente substituir (, ) = (0, 0) na fungéo, visto que isso
nos leva a uma forma indeterminada 0/0. Para mostrar que o limite ndo existe, mostraremos que
a fung@o se aproxima de diferentes valores & medida que (, y) se aproxima de (0, 0) ao longo
de caminhos distintos em R2.

Para ver isso, calculemos o limite de f ao longo do eixo-x, de equagao y = O:

x-0

(w,O%EI%o,O) fwy) =l 22+ 02 2 0=0,

Agora, tomando (x, y) tendendo para (0, 0) ao longo da reta y = x que passa pela origem,
entao temos que
. IR A
(x,x)gI%O,O) fley) = 0 22 +22 2
Como os limites obtidos s&o diferentes, quando (x,y) — (0, 0), ao longo de caminhos distintos
podemos afirmar que o limite ndo existe.

Vamos usar esta técnica para mostrar que o limite

4
x
(z,y)—=(0,0) 2°+ Y
nao existe.
Novamente, suponha que (x,y) — (0, 0) ao longo do eixo-z, y = 0. Logo,

4 4 0
im —7 — lim = _
(2,9)—00) &+ Y% (2900 28+ 02

Tomando (z,y) — (0, 0) ao longo de qualquer reta y = mx obtém-se

x4y . zt - mz
11m —_ = im -
(-T,y)—>(0,0) 1178 + y2 (x’y)_>(0’0) :U8 _|_ m2x2
’ ma?®
= im
(z.)=(0,0) 2*(z +m?)
_ ma® 0

lim ———
(z,9)—(0,0) 26 + m2

Entdo... o limite ¢ 0 ?
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N&o! pois, se (x,y) — (0,0) ao longo da curva y = x* ficamos com

lim —x4y — lim —x4.x4
(@) —(0,0) 28 + 12 (z,y)—(0,0) 8 4; (x4)?
T
— i -
() 2(00) 75+ a®

, x8 1
= lim —_— = =
(z,y)—(0,0) 21‘8 2

Como os limites obtidos s&o diferentes, quando (x,y) — (0, 0), ao longo de caminhos dis-
tintos podemos afirmar que o limite ndo existe.

Observacao 1.3. Observe que, o exemplo acima nos mostra que a principio poderia

se pensar que ( 1)111% ) f(z,y) =0, ja que ao longo de uma familia inteira de retas
z,y)—(0,0

o limite vale 0. Mas pode existir alguma curva fora da familia para a qual o limite seja

diferente de zero ou até mesmo nao exista.

3

7
Exemplo 1.22. Segja f(x,y) = P
T

5- Vamos calcular o limite de f(x,y) quando
Y

(x,y) — (0,0) ao longo do caminhoy = 0.
3 3

lim _r lim * =lim =0
@900 22+ 3% (@y)>00) 22402 250

Vamos calcular o mesmo limite ao longo do eixo dos .
, z3 03 . 0
lim = lim —

- - lim — = — 0.
(@y)—(0,0) T2+ Yy>  (2y)—00) 024+ y>  (zy)—=(00) y?

A conclusdo do exemplo 1.22 é que a longo dos eixos coordenados o limite é igual a 0. No
desafio tal, vocé vai estudar ao longo de qualquer reta que passe pela origem.
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Desafio!

Utilize do caderno para calcular os limites da funcdo do exemplo 1.22 ao longo db
retas y = k.

kCquue aqui para ver a resposta.

3

E ao longo da curva y = x* ? como fica o limite ?

Para a curva y = z3, temos

x> 3 €T 0
Lim — = lim _— lim _ = —
(@y)—=(00) 2+ Yy>  (2y)—(00) 22+ (23)? (z)—0,0) 14+ 2% 1

Entao... o limite €0 ?

Por enquanto obtivemos esse numero como candidato ao limite. N&o poderemos afirmar
diretamente que é zero, pois poderia ocorrer, como vimos anteriormente, de existir outro caminho
ao longo do qual o limite seja diferente de zero.

Observacgao 1.4. Para concluir se o limite da fungao do exemplo 1.22 é zero, vamos
precisar do teorema 1.1, o qual enunciaremos sem prova. Veremos no enunciado desse
teorema que o limite de fungdes de varias variaveis obedecem as mesmas regras algé-
bricas, como no caso de uma variavel.
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Teorema 1.1. Suponha que lim  f(x,y) e lim g(x,y) ambos existem, e
(z,y)—(a;b) (z,y)—(a,b)
que k é algum escalar. Entdo:

(z,y)—(a,b) (z,y)—(a;b) z,y)—(a,b)

@ Jm ) 2] = | lm fow) | 2] g

) lim kf(x,y) ==k { lim  f(x,y) ]

(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

@ Jm (s =| im e || | n o) |

(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)
im  f(z,y)
(d) lim fay) _ . bateiled) desde que lim g(z,y) #0
(zy)—(ab) g(x,y) ( l)lg% b)g(fc,y) ()~ (a.b)
Jj,y a’

(e) Se ( l)m% b)f(x y)=0 e se |g(z,y)|< M para todo (z,y)tal
z,y)—(a
que 0 < |[(z,y) — (a,b)|| <9 onde d>0,M>0 entéo

im T = 0.
- b)f( y) - g(x,y)

\

Exemplo 1.23. Voltando ao exemplo 1.22, mostraremos que

ZI.’?3

lim =
(z,y)—(0,0) T2 + y?

usando a propriedade do limite no item (e) do teorema 1.1. Com efeito, temos que

T3 . z?

lim lim T -
(z,9)—(0,0) T2 + Y2 (m y)—(0,0) x2 + 12

Agora,como lim  x = 0, e pelo fato de que a desigualdade
(z,)—(0,0)

0< a2 <a?+y?

€ sempre verdadeira, segue-se que

2 1'2

’xz-l—yQ‘ - 22 4 42

x3

Logo, pelo teorema 1.1, conclui-se que  lim o =0
(2,y)—=(0,0) T2 4 12

40
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y4

Utilize do caderno para mostrar que  lim 5 s =
(z,y)—(0,0) T+ Y

T

KCquue aqui para ver a resposta. /

-

\

Definicdo 1.12. Uma fungéo a valores reais f(x,y) com dominio D em R? é continua

emumponto (a,b) € Dse lim f(z,y) = f(a,b).
(z,y)—(a,b)
Diremos simplesmente que f(x,y) é continua, se ela é continua em todos os pontos

do seu dominio D.

J

Observacao 1.5. Uma fungao nao sera continua no ponto (a, b) no caso que

ndoexiste lim f(x,y) ou existe lim f(z,y)# f(a,b).
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

Exemplo 1.24. Vamos verificar que a fungéo f(x,y) = x3 - y* + 3 é continua no
ponto (2, —1). Usando as propriedades dos limites mencionadas no teorema 1.1 tem-
se:

lim 2% y*4+3=Ilims*- lim y*+ lim 3.
(z,y)—=(2,-1) =2 y—-l (z.y)—=(2,-1)

lim x3-y2+3:limx-limx-limaz-lim y- lim y+ 3.
(z,y)—(2,-1) T2 12 192  y——17 y—o—1

lim 2%-42+3=2-2-2.-(=1)(=1)+3 =11
o %Y (=1)(-1)

Portanto, a fungdo é continua em (2, —1).
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Observacao 1.6. Note que, de acordo com a definicao 1.12, a fungao

£E4

fla,y) =4 @ +y*
1, se (x,y) = (0,0)

para todo (x,y) # (0,0)

ndo é continua no ponto (0, 0), pois j& mostramos anteriormente que ndo exite o limite
de f quando (z,y) — (0,0).

Exemplo 1.25. Vamos verificar se a fungéo

5[33

———, para todo (z,y) # (0,0

flz,y) =3 ¥ +¢° 7 0.0
5,  se (z,y)=(0,0)

é continua em (0, 0). Temos que

SU3

lim z,y)= lim ———==0
<m,y>+<o,o>f () (2,9)—=(0,0) T2 + Y2

Y

Jja justificado no exemplo 1.22. Logo,

lim f(z,y) =0+#5= f(0,0).

(2,y)—(0,0)

Assim, f ndo é continua em (0, 0).

Exemplo 1.26. Vamos verificar que a fungao

, para todo (x,y) # (0,0)

1, se (x,y) = (0,0)

é continua em (0,0). Fazendo a mudancar = x? + 1, obtemos que

2 2
. . sen(x” + . senr
lim f(z,y)= lim (2 2y ) =lim — =1,
(z,y)—(0,0) (zy)—(00)  T°+Y r=0 7
por ser um limite fundamental para fungbes de uma variavel. Portanto,
lim f(z,y) =1= f(0,0), e afungéo f é continua em (0, 0).

(z,9)—(0,0)
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Desafio!
Faga no caderno e decida se a fungéo f(z,y) é continua em (0, 0), sendo \
x
———, para todo (z, 0,0
P (z,y) # (0,0)

flay) =4 ©
-2, se (x,y) = (0,0)

I

i

AN NN U
qﬁly

i

Qique aqui para ver a resposta. /

4 )

Teorema 1.2. Sejam f e g fungdes continuas em (a,b) e k uma constante. Ent&o:

f+g;, k-f; f-gséocontinuas em (a,b).
Se g(a,b) # 0 entdo = é continua em (a, b). Ou seja, o quociente de fungées conti-

nuas é continuo exceto onde o denominador se anula.

- J

Observacao 1.7. Decorre do teorema 1.2 acima que toda fungcio polinomial de duas
varidveis é continua em todo o R?.

Exemplo 1.27. Vamos decidir qual € o maior conjunto de R? onde a funcéo

23y
f(z,y) = m,

é continua. Podemos observar que x°y? e 1 — x - y sdo fungbes polinomiais e, pela
observagdo 1.7, sdo fungbes continuas. Assim, f(x,y) é um quociente de fungées
continuas e, devido ao teorema 1.2, seque-se que f(x,1) é continua em todo R?,
exceto nos pontos da hipérbole = - y = 1, como mostra a figura 1.21.

Terminamos este moédulo com um desafio!
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FIGURA 1.21: O dominio da fungéo é o conjunto azul, exceto pela curva pontilhada.

Desafio!

T2 (y® + 1) + Ty?

flz,y) = 2%+ y?

Determine qual é o maior conjunto de R? para o qual a fungéo

, para todo (z,y) # (0,0)

7, se (x,y) = (0,0)

Clique aqui para ver a resposta.

44
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1.5 Solucoes dos desafios do modulo |

e Desafio da pagina 14.

Queremos a equacédo de uma reta r que passa por Fy = (O, 3) e que é perpendicular a
reta s : 2 — 3y = 5. Sabemos que @ = (2, —3) L s, e assim a reta procurada tem a
mesma dire¢éo de 1, logo a equacao vetorial da reta sera

(x,y) = (0,3) +t(2,—3), paratodo t € R.

e Desafio da pagina 24.
O dominio sera constituido pelo conjunto D = {(x,y) : —xy > 0},

ou seja, D = {(z,y) : zy < 0} o qual constitui-se dos pontos no segundo e quarto qua-
drantes do plano cartesiano excluindo-se os pontos sobre o0 eixo dos x e sobre o eixo dos
y, conforme podemos ver na figura 1.22

Dominio da Funcéio

2
—zy

f@) =

FIGURA 1.22: O dominio da fungdo em cor azul.

e Desafio da pagina 24

Temos a fungao
1

T.Y.2

f(%,y,Z) -

O dominio da fungdo é D = {(z,y, 2) : z.y.z # 0} e assim,

D ={(z,y,2) :x#0,y # 0,z # 0}, sendo o conjunto de todos os pontos de R* ex-
cluindo os pontos sobre os eixos coordenados e sobre os planos coordenados.

e Desafio da pagina 24
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Teremos D = {(z,y) : (x* —y) > 0}, ou equivalentemente, D = {(x,y) : y < z°}. A
partir do grafico da cubica de equacdo y = x>, analisemos alguns pontos interiores ou
exteriores & curva, verificando qual deles ira satisfazer a condicdo y < . Considerando,
por exemplo, o ponto (2, 3) ele étalquey = 3 < 23 ou seja, satisfaz a condigdo y < 3,
dai localiza-se o ponto e identifica-se a parte da regido a ser hachurada, como podemos
ver na figura 1.23.

FIGURA 1.23: O dominio da fungdo em cor azul.

e Desafio da pagina 28.

Como a desigualdade (;U2 + y2) > () estara sempre satisfeita para todo x € R e para todo
y € R, o dominio seré o conjunto D(f) = R?

O conjunto imagem sera

Imf={z€R:z= /224 y?paraalgum (z,y) € D(f)}.
Imf={2€R:2>0}=10,400].

O gréfico de f sera dado por

G(f) ={(z,y,2) : (z,y) € D(f) e 2 = f(x,y) = \/2* + y*},

ou ainda,
G(f) ={(z.y.2) : 2" =2+ y* e 2 > O},

e assim G(f) é a parte do cone 2% + y* — 2% = () acima do plano-zy.

46
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e Desafio da pagina 33.

Inicialmente identificaremos o conjunto imagem:

Imf={2€R:z=1—2?paraalgum (z,y) € D}.

Como 0 <z <1,temse0<2?<1,da qual, multiplicando ambos os membros por -1,
obtém-se
0> —2%>—1. (1.10)

Somando-se 1 em ambos os membros da desigualdade (1.10), chegamos a concluséao que
~-1<1-2*<0.
Assim, o conjunto imagem de f vem dado por
Imf={2e€R:0<2<1}=][0,1].
Seja 0 < k < 1. Entao, a curva de nivel k de f é o conjunto
Cr={(z,y) €D :T(x,y) =k} ={(z,y) € D:1—2%>=k}.

Da igualdade
l1—2>=ktem-sequez®=1—k

0 que equivale a igualdade
r==+v1-—k.

Sendo x > 0, conclui-se que as curvas de nivel de f sdo segmentos de retas de equagéo
r=+v1—k com0<k<1.

Em particular, temos que

Coro=vI=0=1

:x:w/l—%:\/g

013517:\/1— =0

Neste Ultimo caso, a curva de nivel coincide com o eixo dos y,para os valores 0 < y < 2.

C

=

Note que, o grafico de z = 1 — 22 é uma superficie cilindrica parabdlica. A figura desta
funcdo e as curvas de nivel sdo mostradas na figura 1.24.
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FIGURA 1.24: A fungéo “calha” e suas curvas de nivel.

e Desafio da pagina 34.

A superficie
Sk ={(z,y,2) € D=R": f(z,y,2) = k}

e que passa pelo ponto (2, —1, 3) sera
{(z,y,2) €R®: fla,y,2) = f(2,-1,3) = k}.
Assim, a equacao da superficie de nivel que passa pelo ponto P é dada por
w2 4 4y? — 22 = (22 +4(-1)2 — (3)? = 1,

ou ainda,
—? 4y + 2 =1

A superficie se trata de um hiperbol6ide de duas folhas ao longo do eixo dos z, como mostra
a figura 1.25.
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FIGURA 1.25: A fungdo —z2 — 4y? + 22 = 1.

e Desafio da pagina 39.

Vamos ter que

3 x3
lim — = lim ———
(@)=(0,0) 7% + y? ()= (0,0) T2+ gkg;)2
i

li —_
(w,y)lE{%O,O) x2 &1 + k?)

.’
<x,y>1£%o,0) 1+ k2
0

e Desafio da pagina 41.

Desde que substituindo (x,y) = (0, 0) sobre a fungéo, isso nos forneceria a forma inde-
terminada %, necessitaremos de um método alternativo para avaliar o limite. Usaremos o

teorema 1.1(e). Primeiro, note que o limite

y4
lim —2—,
(z,y)—(0,0) T2 + y?

pode ser reescrito como
2

lim o
@)—00 2% +y

de onde obtemos que

y2

x2 4 12

2

-9
x4y =

lim ¢y*=0e
(z,y)—(0,0)
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Conclui-se, pelo ultimo item do teorema 1.1, que
4
lim J
(@)= (0,0) T2 + 3>

= 0.

Desafio da pagina 43.

Calcularemos  lim  f(z,y).

(2,y)—(0,0)
x
Temos que  lim x lim
g (z,y)—(0,0) f( y> (z,y)—(0,0) x? + y

Agora observe que, tomando-se (x,y) — (0, 0) ao longo do eixo-z positivo, assim como
que y = 0 ao longo deste caminho, obtém-se

xz ) T . 1
lim = lim = lim —,
(z,y)—(0,0) 2+ y? (x,y)—>(070) 2 4+02 220 g

com x > 0 no denominador.

1
Sabemos que, se x assumir valores suficientemente pequenos e préximos de zero entao —

X
assumira valores suficientemente grandes e nao tendera a um unico valor, donde nao existe

1

lim,_,o — e assim ndo existe lim , donde ndo existe  lim x
- x (z,y)—(0,0) 2 4 y? (x,)—(0,0) f( y)

Consequentemente a fungéo dada néo é continua em (0, 0).

Desafio da pagina 43 Como a fungédo é quociente de dois polinbmios, entdo é continua
exceto nos pontos onde 22 + y* = 0, que é o conjunto unitario {(0,0)}. Para saber se a
fungdo é continua em (0, 0), calculamos o limite a seguir:

_ T2 (v + 1) + Ty? _ Tx? + Ty? , Tx2ys
lim = lim ———5 + lim > >
(z,9)—(0,0) x? 4 12 (z,y)—(0,0) %+ Yy (z,9)—(0,0) T2 + Y
e como _y 2
lim Y im  —— —

)

(z,y)—(0,0) 2 + Y2 (3: 0)—(0,0) 22 + 02
entao temos que

_ 723y + 1) + Ty 72% + Ty?
lim = lim - 7 =

(,9)—(0,0) 22 + 92 (@y)—(0,0) 22+ y?

Como, por definigao, temos f(0,0) = 7, entéo a fungéo é continua para todo (z,y) € R,
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Modulo 2
Diferenciabilidade em R?

e R

No término do mddulo 11, o aluno estara familiarizado com os seguintes conceitos:

Definicdo de fungao diferenciavel. Comparagéo com a diferencial em R;

v

Derivadas parciais de funcoes de duas variaveis. Significado geométrico;

v

v

Derivadas parciais de funcdes de trés variaveis.

v

Derivadas direcionais e vetores gradiente;

v

A Regra da Cadeia.

2.1 Definicao de funcao diferenciavel. Comparacao com a di-
ferencial em R

Lembra o que é a derivada de uma funcdo em um ponto e sua interpretacéo
geométrica? Pois estas no¢gdes sdo muito importantes para entender e estender
0 conceito de “derivacao” para funcdes de varias variaveis.

Dada uma fungao f de valores reais a valores reais definida em uma vizinhanga do ponto a
pertenecente ao dominio de f, se define como derivada de f em a ao ndmero real , denotado
por f'(a), sendo este nimero dado por

L fla+h) = fla)

h—0 h ’

(2.1)

se existir. O numero [’ (a) representa geometricamente, o coeficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto A(a, f(a)), como mostra a figura 2.1.
O limite (2.1) se existir e for igual a f'(a), é equivalente a
po flath) = f(a)
1m n

h—0

— f'(a) =0,
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Yy =mzx

FIGURA 2.1: A fungéo [ e a tangente geométrica y = max + n passando pelo ponto A(a, f(a)). A fun-
cdo y — max representa geometricamente a reta que passa pela origem paralela a tangente
da fungéo f pelo ponto A.

ou ainda equivalente a

, a+h)— f(a) — f'(a)h
h—0 h

Assim, denotando f’(a) = m temos definida uma fungéo da forma T'(h) = mh, para h nimero

real. Note que I’ definida dessa maneira € uma transformacao linear (TL) do espago vetorial R

em si mesmo. De fato! 7" é uma TL definida em R, pois verifica que

T(ah) = m(ah) = a(mh) = aT'(h).

Voltando para o limite (2.2), concluimos que, associada ao numero f’(a), existe uma transforma-
¢do linear Ty, : R — R definidapor T'(h) = f’(a)h, chamada de diferencial de f no ponto a .

Como toda transformacao linear 7' : R — R pode-se ser identificada pelo coeficiente angular
da reta que representa os pontos do grafico de I’, entdo, no caso das fungdes de uma variavel
real a valores reais, existe uma identificacdo entre o nimero f’(a) (que é o coeficiente angular
da reta tangente no ponto a) e T, a diferencial de f no ponto a. Na figura 2.1 esté ilustrada esta
ideia, aonde a reta tangente ao grafico de f no ponto A(a, f(a)), de equagdo y = mx + n, e
m = f'(a), é paralela a fungo linear T'(x) = y = mx, que é o grafico da diferencial de f no
ponto a.
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Desafio!

diferencial de f em 2 e da tangente ao grafico no mesmo ponto.

T

KCquue aqui para ver a resposta. /

Ache a diferencial da fungdo f(x) = z* + z no ponto x = 2. Construa o gréafico da\

Vamos estender estes conceitos revisados e aprendidos (derivada e diferencial) para fungoes
de duas e trés variaveis, nos inspirando na formulacdo do limite (2.2). De fato, vamos definir
diferencial de uma funcdo de mais de uma variavel, adotando o limite envolvido em (2.2) aos

conceitos de limite em varias variaveis. Comegamos por duas variaveis com a definicao 2.1.

-

Definicdo 2.1. Dada uma fungdo definida f de duas varidveis e a € R? tal que
um disco de centro a esta contido totalmente no dominio de f. Diz-se que f é
diferencidvel no ponto a se existir uma transformagéo linearT : R?> — R tal que

o flat b~ fla) = T(h)
h—(0,0) |h|

— 0. (2.3)

~

J

Observagio 2.1. Note que / é um vetor do espago R?, ou seja, daforma h = (hy, hs)
e | h| representa o médulo desse vetor, ou seja, |h| = \/h} + h3.

Lembre também que toda transformacéo linear de R? em R é da forma

T(z,y) = mz + ny, (2.4)

para algum m, m numeros reais. Com a informacao (2.4), vamos ver agora um exemplo simples
do caculo da diferencial de uma func¢ao de duas variaveis em um ponto do dominio nas condigdes

da definicao 2.1.
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FIGURA 2.2: Os gréaficos do exemplo 2.1 da fungdo f, em cor azul e sua diferencial, representada pelo

Exemplo 2.1. Seja a fungéo definida por f(z,y) = = + y — 2. Vamos determinar a
diferencial de f no ponto (1, 2). Como f esta definida em todo o espago R?, podemos
aplicar diretamente a definigdo 2.1. Além disso, denotando h = (hq, hs), a = (1,2),
usando a férmula (2.4) e a defini¢do 2.1, temos que

po St h) - f@-Th) L f((at by a + he)) = J((1,2)) = T((, ha))

h—(0,0) |h] h=(0,0) NEEY

(14 hy) + (24 hy) —2 — 1 — mhy — nhy
h—(0,0) m

N O R DLE

h—(0,0) Vh3+ h3

Como queremos que o limite seja zero, a Unica alternativa para isso ocorrer é que

l-m=0el—n=0,deonde T(z,y) = = + y, sendo esta TL a diferencial de f
no ponto (1,2). A fungédo f e sua diferencial 7" no ponto (1, 2) tem como gréficos dois
planos paralelos, o da diferencial passando pela origem, como mostra a figura 2.2.

plano em cor vermelha.
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O exemplo 2.1 mostrou que a diferencial da funcdo de primeiro grau &
f(z,y) =z +y — 2 é exatamente a fungdo f + 2. Isto no ponto (1,2). Ob-
servando o calculo...depende do ponto?

A resposta € negativa! O resultado ndo depende do ponto e ainda as conclusdes sao de fato
uma propriedade geral: se uma fungéo é da forma f(z) = mx + ny + ¢, entdo essa fungéo
tem como diferencial em qualquer ponto a transformacao linear T(x) = mx + ny.

Todas essas conclusdes podem ser estendidas para fungdes de trés variaveis. Lembrando
que uma transformacéo linear de R* em R é da forma T(x,y,z) = mx + ny + pz, deixamos
como desafio o célculo da diferencial de uma funcéo de trés variaveis.

Desafio!

Ache a diferencial da fungéo f(x,y, 2) = xyz no ponto (1,1, —1). \

i

KCquue aqui para ver a resposta. /

Na secdo 2.4 veremos como calcular a diferencial de uma fungdo sem a necessidade de usar
o limite da definicdo 2.1. Para isso precisaremos de lembrar a proposicdo 2.1 da Algebra Linear
gue enunciamos a seguir.

Proposicao 2.1. Dada uma transformacéo linear’l’ de R em R, n = 2, 3, existe uma
matriz 1 X n associada a’l' em bases determinadas do dominio e do contradominio.

Usando as bases candnicas de R" paran = 2, 3, entdo a matriz associada a 1" tera a forma
[7(1,0),7(0,1)] nocasoden = 2e [7(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)] no casode n = 3, ou
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seja, sera uma matriz linha com entradas as imagens pela transformacao linear da base canénica
do dominio.

Observacao 2.2. Mostraremos na secao 2.4 qual sera a matriz associada a diferencial
de uma funcéo diferenciavel em um ponto nas bases canénicas de R? (ou R®) e R.

Para finalizar esta secao lembremos algumas afirmacdes do calculo de uma variavel.

Proposicao 2.2. Se uma fungdo de uma variavel € derivavel no ponto a interior ao
dominio, entdo é continua no ponto a.

Como consequéncia temos a proposicao 2.3 a seguir.

Proposicao 2.3. Se uma fungdo de uma variavel ndo é continua no ponto a interior ao
dominio, entdo ndo pode ser derivavel no ponto a.

Estas proposi¢cées também sao verdadeiras para fungdes de vérias variaveis e a demonstra-
cao procede da mesma forma que para funcées de uma variavel. De fato, se uma fungédo de
varias variaveis ¢ diferenciavel, entdo existe uma transformacao linear 7" tal que

i fath) = (@) =T

= 0.
h—(0,0) |h

Dai,

. _ (f(a+h) — f(a) = T(h)
W fla+h)— fla) = i Id |

pois 1'(0) = 0 por ser T" uma transformag&o linear. Isto mostrou que

lim a+h)= fla
Jim flatb) = f(a),
que é a definigdo de continuidade de uma fungéo f em um ponto.
Como a proposigéo 2.3 é a contrareciproca da proposi¢ao 2.2, entdo temos as mesmas con-
clusdes para as fungdes de varias variaveis.
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2.2 Derivadas parciais de funcoes de duas variaveis.
Significado geométrico

Agora que temos uma ideia de como s&o as fungdes de varias variaveis, e de como um limite de
tais funcdes é, podemos comecar a desenvolver o conceito da derivada de uma fungéo de duas
Ou mais variaveis.

Vocés se lembram do significado da derivada de uma fungao de uma variavel ?

De fato, ja vimos o significado geométrico da derivada de uma fungdo f em um ponto a,
denotada f’(a), como sendo a inclinagio da reta tangente ao gréfico de f no ponto (a, f(a));
bem como a derivada pode ser interpretada como a taxa de variacdo da fungcédo na dire¢ao do
eixo x positivo.

4 )

Definicdo 2.2. Seja f(x,y) uma fungéo a valores reais com dominio D em R?, e seja

(a,b) um ponto em D. A derivada parcial de f com relagdo a x calculada no ponto
(a,b), é denotada e definida por

of _ . Jla+hb) = fa,b)
5 (@ b) = lim - (2.5)
Nota: O simbolo O é pronunciado “del”.
o /

0
Exemplo 2.2. Seja f(x,y) = x*.y. Vamos calcular —f(l, 2). Teremos:

ox
%(1’2) = tm F(1+h, 2})L— £(1,2)
o RE) - (1)
h—0 h '

Assim, desenvolvendo o quadrado, obtém-se

2+ 4h + 20% — 2
9 (1,9) = 1im 240 = lim 4 + 2h = 4.
ox h—0 h h—0
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E qual sera o valor — para qualquer (x, y)?

ox

Procedemos da mesma forma que fizemos com o par (1, 2). De fato,

0 —
55%W _ g @ RY) — fay)

h—0 h
(v + 1)y — 2%y

= lim
h—0 h
(2% + 2zh + h?)y — 2*y

= lim
h—0 h
2%y + 2xhy + h*y — 2%y

= lim
h—0 h

= lim 22y + hy = 2zy
h—0

Note que, esse resultado generaliza o exemplo 2.2: fazendo z = 1 e y = 2 obtém-se

of
2(1,2) = 2(1)(2) = 4.

2.2.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS DERIVADAS PARCIAIS

Considere uma fungéo f(x,y) e fixe um ponto (a, b). Conforme vimos na observagao 2.3, tem-
se

O (0.6) = L 1f (0] o= e lg(a)] oo o/ (a).

of e .
Portanto ——(a, b) é a inclinagéo da reta tangente ao gréafico de g no ponto (a, g(a)). Agora,

como g(x) = f(x,b) entdo para visualizarmos o grafico de g(x) basta interceptar o grafico de
f com o plano y = b, conforme ilustragédo da Figura 2.3.
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FIGURA 2.3: A interpretacao da derivada parcial.

Observacdo 2.3. Observe que se na fungdo f(z,y) fixarmos a variavel y em b e
variarmos apenas x, obteremos uma funcdo que depende apenas de x, a saber,
g(z) = f(x,b). Agora, usando a definigio de derivada para fungdo de uma variavel,

poderemos concluir que:
/ 1: g(&-i-h)—g(@)_ . f(Cl‘Fh,b)—f(CL,b)_g
g'(a) = lim h =i h = 92 Y)

ou se€ja, ; 3
1o lema= 52(0,8).

Usualmente, adota-se a notacgéo d para derivada de fungdes de uma variavel e o sim-
bolo O para derivadas parciais de fun¢des de varias variaveis.
E assim,

of d

a_w(a7 b) - @[f(xu b)] |x:a~

of
Consequentemente, para calcular 8—(95,3;) faz-se y constante e age-se como se
T

f(x,y) dependesse apenas de x e utiliza-se todas as regras de derivagéo ja aprendi-
das no célculo para fungdes de uma Unica variavel.
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0
Exemplo 2.3. Usando a ideia da observacao 2.3, calcularemos — (x, y) para a funcao

ox
f(z,y) = x*y do exemplo 2.2.

Tratando y como uma constante e derivando f(, y) com relago a x, obtemos

ﬁ(ﬂs’,y) = i[aizy]

ox dx
Como a derivada de uma constante vezes uma fungéo é igual a constante vezes a
derivada da fungao, segue-se que

0 d
(o) =y o

d
e sendo — [2?] = 2z,0btém-se
dx

of B
%(ZE,Q) - 2$y

coincidindo com o resultado obtido anteriormente usando a definicdo de derivada par-
cial através de limite.

Analogamente define-se a derivada parcial de f com relagdo a y, como na definigéo 2.3 a
seqguir

4 )

Definicdo 2.3. Seja f(x, y) uma fungdo a valores reais com dominio D em R?, e seja

(a,b) um ponto em D. A derivada parcial de f com relagdo ay calculada no ponto
(a,b), é denotada e definida por

g(a’ b) — lim f(CL, b + h) - f(CL, b)

(9y h—0 h
- /

(2.6)

Observacao 2.4. Vale observacoes analogas as anteriores para o calculo de — (a, b),

Ay
isto &, “congela-se” x e age-se como se f(a:, y) dependesse apenas de .
V. f implificad d 8f( ) 8f( ) a
amos escrever em forma simplificada — e — emvezde —(x,y) e =—(x, y), a ndo ser
P oxr Oy Ox Y oy Y

que o ponto seja importante para o calculo da derivada parcial.
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Vamos ver alguns exemplos de como calcular a derivada parcial de uma fungao com respeito
ay.

of 0 sen(zy?
Exemplo 2.4. Iremos achar of e of para a fungéo f(x,y) = %
z

or 0Oy

Tratando ¢ como uma constante e derivando f(x,y) com relagéo & x, usando a regra
de derivacao para o quociente e regra da cadeia, teremos

of _ (2® + 1)(y? cos(ay?)) — (2z) sen(xy?)
oz (x2 4 1)2

Tratando © como uma constante e derivando f(x,y) com relagio a y segue-se pela
regra de derivacao para o quociente e regra da cadeia que

f (2% +1)2zycos(xy*) — sen(zy?) [0]
dy (22 + 1)

ou seja,
of  2xy cos(zy?)

oy (2+1)

Exemplo 2.5. Dada f(z,y) = In(x + z2y?).

Vamos calcular = e ——. Lembrando que (In(u))’ = —.u' tem-se:

or 0Oy u

of 19
5~ sratoa Y

1 3

1+ 2z
55 4= g2
of 1 0

= — [z 4z
dy x+x2y38y[ vl

1

— 322
x+x2y3[ ry]

3$2y2
x + x2y3
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/
of _ e
Exemplo 2.6. Iremos determinar 5 sendo f(z,y) = cos(xy?).y°.
Y
Usando a regra de derivacéo do produto:
of 0 2, 2\1 .3 2, 2y 0 3
— = —|cos(x Y° + cos(x — .
o 83/[ (=*y?)].y ( y)ay[y]
Segue-se da regra da cadeia que
of _ 2,2 2.1 2.3 2,2 2
3y —sen(z?y?)[22°y].y° + cos(xz*y?)[3y7]
= —2x?y*sen(z?y?) + 3y? cos(z?y?).
o
Desafio!

x? —y of

0
Seja f(z,y) = 2 i

+1 ox oy

KClique aqui para ver a resposta.

. Calcule =(0,0) e =(0,0), sem usar limite.

~

Desafio!

af
ox

KClique aqui para ver a resposta.

z of
Dada f(z,y) = arctg | — |. Use o caderno para calcular —— e ——
Y

dy

/
~
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2.3 Derivadas parciais de funcoes de trés variaveis

Da mesma forma que estudamos derivadas parciais para fungdes de duas variaveis, nesta secao
definimos 0 mesmo conceito para fung¢des de trés variaveis, isto feito na definicdo 2.4 a seguir.

4 N

Definicdo 2.4. Sejaw = f(x,y, z) uma fungdo de trés variaveis reais a valores reais

e seja (a, b, ¢) um ponto em seu dominio D.

e A derivada parcial de f com relagdo a x calculada no ponto (a,b,c), é deno-
tada e definida por
af f(a—l—h,b,c)—f(a,b,c)

%(a, b,c) = }1}{)% . (2.7)

e A derivada parcial de f com relagdo ay calculada no ponto (a,b,c), é deno-
tada e definida por
of

—y(a, b,c) = }1112’(1)

f(la,b+ h,c) — f(a,b,c)

e A derivada parcial de f com relagdo a =z calculada no ponto (a, b, ¢), é denotada
e definida por
of

_Z(a’ b7 C) - }1}{)1’(1)

f(a,b,c+ h) — f(a,b,c)

Observacao 2.5. Note que a definicdo 2.4 é inteiramente analoga a definicdo para
funcdes de duas variaveis.

Além disso, a observacao 2.3, também se aplica nestes casos.

Ou segja,

para se calcular as derivadas parciais, congela-se duas das variaveis e age-se
como se a funcao dependesse apenas da outra variavel

Isto serd ilustrado no exemplo 2.7.
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of of _ 9f
ox’ Oy 0z

Exemplo 2.7. Iremos achar

f(z,y,2) = 2%y> + 2z*.sen(w).

De fato, considerando ¢ e z como constantes e derivando-se em relagéo a & obteremos:

of _ 22y° + 2* cos(z)

ox

para a funcgao

Tomando-se x e z como constantes e derivando-se em relacdo a y obtém-se:

g = 322y?

Ay
Congelando-se x e y e derivando-se em relagéo a z obteremos:

of
0z

= 423.sen(x)

~

Desafio!

of of
ox’ dy 0z

Dadaf(z,y, z) = y e*.sen(xz), faga no caderno o célculo de

78

kCquue aqui para ver a resposta.

fof of

/

Observacdo 2.6. As notagdes f,(x,y, 2) , f,(z,y,2) e f.(x,y, 2) também podem
of of 0

ser usadas para representar as derivadas parciais —, — e —

ox’ Oy 0z

, respectivamente.

64

Modulo Il - Diferenciabilidade em R? e R3



4 N

Exemplo 2.8. Calcularemos agora f, (0,0, —), onde

™
71)

f(z,y,2) = \/sen?(z) + sen?(y) + sen?(z)

Mantendo-se x e y como constantes e derivando-se em relagéo a z

1 _1
fAz,y,2) = > (sen?(z) + sen®(y) + sen?(2)) 2 2sen(z) cos(z)
e assim
1 -3 2
1-(0,0, %) =5 (senZ(O) + sen?(0) + senQ(%)) ’ 2SGH(%) cos(%) = g
- J
Use o caderno para calcular a derivada parcial no ponto indicado, ou seja, fy(2, 1, —1)\
Y
sendo f(x,y,2) = ——;
f(@.y,2) T+y+z

Qique aqui para ver a resposta. /

2.4 Derivadas direcionais e vetores gradiente

0
Para a funcéo z = f(x, y) podemos pensar que as derivadas parciais — e —f podem repre-

or 0Oy

sentar a taxa de variago instantanea de f nas diregdes positivas x e y, respectivamente.
Mas no espaco ndo temos sé essas duas direcées. Podemos tomar uma direcdo 4 = (1, 1).

Como podemos achar a taxa de variacao em qualquer direcao?
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Para isto iremos definir um tipo de derivada chamada derivada direcional e que definimos
precisamente na definigcdo 2.5 a seguir.

-

Definicdo 2.5. Seja f(x,y) uma fungdo a valores reais com dominio D em R?, e
seja (g, yo) um ponto em D. Dado i = (a,b) um vetor unitdrio em R?. Entéo a
derivada direcional de f em (x,yo) na diregdo de U serd denotada e definida por

af . f(wo+at,yo +bt) — f(zo,yo)
%(x())y()) - %1_{% ¢

desde que o limite exista e seja finito. Podemos dizer que esta derivada é a taxa de
variagdo de f no ponto (xq, yo) na diregdo de .

\

Reta tangente ao grafico no ponto
Plg, e ST )

FIGURA 2.4: A derivada direcional no ponto P.

df

: . L of
Denotaremos a derivada direcional de f na diregdo u da forma —= ou — ou Djf.

ou  du

Note que, se & = (1,0) = i ficaremos com

/3 t—0 t N 8_[['

Sed = (0,1) = j, obtemos

of o fwo,y0 + 1) — flwo,0)  Of
a_]ﬁ(ﬂco,yo) = 11_1301 / = (9_y

66
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e assim as derivadas parciais sao particulares derivadas direcionais.

Definicdo 2.6. Um versor de um vetor qualquer U é definido como sendo um vetor

unitario i de mesma direcdo e sentido do que v.

Observacéo 2.7. Observe que, dado U um vetor qualquer, basta tomarmos 4 =

para obter o versor de .

Usaremos a definicdo 2.6 e a observagdo 2.7 no proximo exemplo 2.9.

lo

v

9,
Exemplo 2.9. Seja f(z,y) = 2xy. Vamos calcular —f(l, 2) onde 4 é o versor de

ou

. 0
U = (1, —1). Inicialmente calcularemos of (1, 2) na diregao de um vetor unitario qual-

ou

quer @ = (a, b). Assim,

Of | 5 _ iy J0F L2400~ f(1,2)
ou t—0 t
iy 2(1 + at)2(2 thbt) _2(1)%(2)

y 4 4 2bt + 8at + 4abt?® + 4a>t? + 2a°bt3 — 4
= lim

t—0 t

= 1im2b+ 8a + (4ab + 4a®)t + 2a°bt?
_)

= 2b+ 8a.
o, — — v (17—1)
Como u €é o versor de v, tem-se U= - = .
ol [I(L, =1)]]
. (1,-1) (1 —1) t t 1
U = = | —=, —= |, e como, neste caso, temos a = —
12 + (—1)2 V2 V2 V2
entao

eb=

Assim,

Sl L
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Desafio!

0
Faca no caderno o calculo da derivada direcional 8_*(1’ 2) usando a definigao 2.5,
U

_ 2 - (L L
sendo f(x,y) = x —i—a:y,eu—(\/ﬁ,\/?).

Qique aqui para ver a resposta.

Qual é a importancia de que a direcao tomada seja um vetor unitario?

Na figura ?? mostra-se o versor v determina a tangente direcional ¢ no ponto (x, y) ao gra-
fico de z = f(:z:, y) nesse ponto. Tragando pelo extremo A do vetor ¥ uma perpendicular ao
plano 0y e tragando pelo ponto 0 uma paralela a ¢, temos B como ponto de intersecdo com a
perpendicular por A. Note que no triangulo O A B, retangulo em A, temos

/\ A
tg 0AB = — =
el
que € exatamente o coeficiente angular da reta .
Isto mostra a necessidade de tomar a diregdo sempre com modulo 1. Dessa forma o calculo
da derivada direcional é exatamente o calculo da tangente trigpnométrica do angulo que forma a

tangente com o plano z0y.

sy

Y

AB
1

Este fato geométrico € também importante para calcular taxas de variagdo em certas dire-
¢cOes. Por exemplo, serve para calcular a direcdo de maior taxa de variagdo de uma temperatura
em uma chapa, ou qual € a direcdo de maior altura de em uma vizinhanga de uma cadeia de
montanhas.
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FIGURA 2.5: A importancia de diregdo unitaria no calculo da derivada direcional.

Vamos agora mostrar um exemplo de uma fung¢éo

Exemplo 2.10. Seja @ = (a, b) um vetor unitario dado. Calcularemos

5173

fla,y) = @+y*
0, se (z,y) = (0,0).

para todo (z,y) # (0,0);

Temos que
Of 0.0) = 1y {QFH0+8) — £(0,0)

o t—0 t

1[  (at)? ]

150 ¢ | (at)? + (bt)2

_ 1] a®t
T ih0¢ | a2 + 2P

o a 3
= lim—— =a
t—0 a2 + b2

onde aqui usamos que 1 & unitario, ou seja, a® + b* = 1.

)

ou

(0,0) onde
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Observacao 2.8. O exemplo 2.10 mostra uma funcao que pode ser continua em um
ponto, ter derivada direcional em todas direcdes neste ponto €, mesmo assim, nao ser
diferenciavel neste ponto.

De fato, usando a definicdo de diferencial 2.1, pode-se mostrar que a funcao nao possue
diferencial na origem. Ou seja, ndo existe uma transformacao linear que verifique a
definigéo.

O que veremos a seguir € que, se a fungédo f for diferenciavel em um ponto dado, entao
f admitird derivada direcional em todas diregées neste ponto e, ainda, poderemos calcular a

derivada direcional em termos do vetor gradiente da fungéo, o qual é feito na definicao 2.7.

/
Definicdo 2.7. Seja z = f(x,y) uma fungdo que admite derivadas parciais em (a, b).
O vetor gradiente de f em (a,b) sera denotado e definido por

Vf(a,b) = (%(a, ), %(a,b))

-

\

Exemplo 2.11. Dada f(z,y) = e¥ + cos(xy). Vamos calcular V f (z, y).

Pela definicao teremos

Vf(x,y) = <%, %) = (—ysen(zy), e’ — xsen(xy)).

Faca no caderno o calculo de V f(—1, 3), onde f(z,y) = 2%y® — 2zy + 4. \

KCquue aqui para ver a resposta. /
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Qual é arelagao entre diferencial de uma fungao em um ponto e o vetor gradiente &
dessa fungdo no mesmo ponto?

Vamos mostrar que na realidade o vetor gradiente de uma funcgéo f diferenciavel em um ponto
(a,b) ndo é nada mais que

a matriz associada a diferencial nas bases canodnicas de R? e R.

De fato, lembremos que para achar a matriz associada a uma transformacao linear, neste
caso, nas bases candnicas do dominio, R?, e no codominio, R, basta aplicar a diferencial na base
dominio e “pendurar” as coordenadas da imagem na base do codominio. Se T(a,b) € a diferencial
de f em (a,b), entdo temos, pela definigdo 2.1, e usando h = té7), onde e; = (1,0), que

oo F(at 68) = f((0,5) = Tun(£.0)

t—0 |t|

iy, TUa 4 10)) = f((a,0)) — 1T ((1,0))

t—0 t ’

onde aqui usamos que T{, ) € uma transformagéo linear. Assim,

flla+1t0)) - f((a,b))
t

0 = lim
t—0

- T(a,b)(61)>
e usando a definicdo de derivada partial com respeito a &, concluimos que

0
T(C%b)(el) = a_i(% b)

Da mesma forma, mostra-se que, para e; = (0, 1) temos
0

f(a, b).

Tap)(e2) = 3y

Portanto a matriz associada a 7| (a,b) NAs bases candnicas é exatamente o gradiente de f no
ponto (a, b).

O teorema 2.1 é o que relaciona a derivada direcional e vetor gradiente, fornecendo uma
forma bem prética de calcular a derivada direcional.
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4 )
Teorema 2.1. Seja f(z,y) uma fungdo diferenciavel em (a, b), entéo f admitira deri-
vada direcional em(a, b), na diregéo 1 e,

of

%(a, b) = Vf(a,b).u

Exemplo 2.12. Seja f(x,y) = 2x2y. Iremos determinar == (1, 2) onde  é o versor
de v = (1,—1).

Ja fizemos este célculo no exemplo 2.9 usando a definicao de derivada direcional atra-

ou

vés de limite, agora usaremos o teorema 2.1 visto que temos uma fungéo polinomial a
qual é diferenciavel:
Sabemos que

af
% ,2) =Vf(1,2).4

Tomos i — =) ( )
emos u = T —
VIZ+ (=12 \V2' V2

Agora V f(x,y) = (%, g—g) = (4xy,2:13 )

Logo
of

1 -1 & 2 §)
FrAnkn (8’2)'<ﬁ’ﬂ):ﬁ_ﬁ:\/§

conforme resultado ja obtido anteriormente.

~
Ache a derivada direcional de f(z,y) = €* ™%, em (1, 0), na direcéo do vetor unitario

que faz um angulo de 8 com eixo x positivo.

i

Qique aqui para ver a resposta. /
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Observacdo 2.9. Segja f(x,y) uma fungdo diferenciavel em (a,b), tal que
Vf(a,b) # 0. Procuraremos por um vetor unitario U cuja dire¢do a taxa de variagdo

0
da funcdo é méaxima, ou seja, a—]: (a,b) seja maxima. Note que,
U
of H ,
550 = Vfab).d=|Vfab)|l [l cost
onde 0 é o dngulo entre V [ e u tal que 0 < 0 < .

Assim,
of
ou

e este numero tera valor maximo quando cos 0 for maximo, ou seja, cos = 1, que

(a,b) = ||V f(a,b)|| cosd

é verdadeiro quando # = 0. Consequentemente, Ui sera um vetor unitario de mesma
diregdo e sentido de V f, isto é, i é o conhecido versorde V f.

0
Portanto, o valor maximo de —f(a, b) sera |V f(a,b)|| e ocorre quando

ou
i)

IV f(a; )1

Podemos concluir que, o gradiente de um campo escalar f(x,y) calculado no ponto
(a, b) € um vetor cuja direcdo indica que o campo escalar aumentara mais rapidamente
movendo-se nessa direcao e movendo-se na direcao oposta o campo escalar diminuira.

Vejamos no exemplo 2.13 uma ilustragcdo do comentado na observacao obsimportante2.

Exemplo 2.13. Vamos decidir em que diregéo a fungdo f(x,y) = zy? + 23y cresce
mais rapidamente a partir do ponto (1, 2)? E em que direcao a funcao decresce mais
rapidamente?

Como temos V f(z,y) = (y? + 322y, 22y + 2°), entdo Vf(1,2) = (10,5) # 0.
,ouseja, i = [ —=, —= |. Assim
| V5 V5

IVF(1,2)
2
V5 V5

Um vetor unitario na direcdo sera i =

f cresce mais rapidamente na diregéo de

-2 -1
nadirecdode | ——, — |.
’ (ﬁ ﬁ)

e decresce mais rapidamente
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Desafio!

Encontre a direcdo na qual a fungéo f(z,y) = 2%y + ¢*¥sen(y) cresce mais rapida-\
mente em (1, 0). Depois ache a derivada da fungéo nessa diregéo.

T

KCquue aqui para ver a resposta. /

Observacao 2.10. Todos os conceitos introduzidos até agora, se estendem natural-

mente para fungées de trés ou mais variaveis:
of of of
Sef=f(r,y,z)entaoVf=|—,=—,=—].
f=fy2) omaovs = (1,52
Se U é um vetor unitério entdo
of
ou

E, a diregdo de maxima variagdo de f(x,vy,z) é a direcdo do vetor V f(a,b,c) e o

(z,y,2) = Vf(z,y,2).d

0
valor maximo de —f(a, b, c) sera ||V f(a,b,c)].

ou

llustraremos com mais um exemplo 2.14, os comentarios feitos na observagao 2.10.

Exemplo 2.14. A temperatura 1 de um s6lido é dada por
T(z,y,2) =e®+e 2 +¢e¥*, onde z, y, 2 sdo as coordenadas em um sis-
tema cartesiano cuja origem é o centro do sélido. Vamos determinar em que diregao,
a partir do ponto (1, 1, 1), na qual a temperatura decresce mais rapidamente ?

Desde que Vf=(—e7% -2 4e?), entdo a tempe-
ratura decresce mais rapidamente na direcao do vetor
—VF(1,1,1) = — (—e7 !, —2e72,4¢e*) = (e71, 272, —4e?).

74
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0
Definicdo 2.8. Uma fungéo a valores reais z = f(x,y) cujas derivadas parciais Fy e
T
of

(9_ existem e sdo continuas é chamada continuamente diferenciavel .
Yy

-

~

J

Assumiremos que f(x,y) é continuamente diferenciavel e que V f # 0. Seja ¢ um nimero
real na imagem de f e seja @ um vetor unitario em R? o qual é tangente & curva de nivel

f(x,y) = ¢ como mostra a figura 2.6.

v

&1

A
&

FIGURA 2.6: O vetor tangente a curva de nivel.

O valor de f(x,y) é constante ao longo da curva de nivel, assim como que @ &€ um vetor

. 0
tangente a essa curva, entéo a taxa de variagdo de f na diregdo de u é 0, i.é. a—‘i = 0.
U

Mas sabemos que,
of
ou f

Consequentemente
V. =0.

Em outras palavras, V f é perpendicular ao vetor u, do qual podemos dizer que V f € normal a
curva de nivel.

Obtemos assim o resultado que nos fornece uma interpretacdo geométrica para o vetor gra-
diente, enunciado na proposicéo 2.4 a seguir.
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Proposicdo 2.4. Se f(x,y) é continuamente diferenciavel, entéo, o vetor V f(a,b) &
normal & curva de nivel de f que passa pelo ponto (a, b).

Usaremos a propriedade geométrica do gradiente enunciada na proposi¢ao 2.4 no seguinte
exemplo 2.15.

E)éemplo 2.15. Iremos encontrar uma equacdo para a reta tangente a elipse

% + y? = 2 no ponto (—2,1). Pensemos a elipse como uma curva de nivel da fun-
72

cdo f(x,y) = ” + y? e usaremos que o vetor V f(—2, 1) é normal & curva de nivel,

portanto normal a elipse. Um vetor que é normal a curva, significa que é normal a reta

tangente & curva. Assim, procuramos uma reta r que passa pelo ponto (—2, 1) e tem

V f(—2, 1) como vetor normal. Teremos que P(x,y) € r, se e s6 se,

(@,9) — (=2,1)] - Vf(=2,1) = 0.

4
1
Vf(-2,1) = (12(—2),2(1)) = (—1,2). Logo a equagdo da reta tangente

1
Calculando o gradiente, obtemos que V f(z,y)= (—Zx,Qy), donde

a elipse sera dada por (x+2,y—1)-(—1,2) =0 ou, equivalentemente,
(=1)(z+2)+(2)(y — 1) =0, ou ainda x — 2y = —4.
A figura da tangente t por P a elipse é ilustrada na figura 2.7.

Vf(P)

FIGURA 2.7: A reta tangente SCMt por P a elipse do exemplo exe:perp.
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Desafio!
Escreva uma equagio da reta tangente a curva zy = —4 no ponto (2, —2). \

i

Qique aqui para ver a resposta. /

A seguir vamos ilustrar uma aplicacao da propriedade geométrica do gradiente, descrita na
proposicao 2.4.

Suponha que T(sc, y) = 422 4 y2 represente uma distribuicao de temperatura no plano xy.
Vamos determinar uma parametrizagao para a trajetéria descrita por um ponto P que se desloca,
a partir do ponto (1, 1), sempre na dire¢ao e sentido de maximo crescimento da temperatura.

Sabemos que a diregdo e sentido de maximo crescimento da fungdo 7'(x,y), a partir de
(1,1), é determinada por VT '(z,y) = (8x,2y). E ainda, VT'(z, y) é sempre perpendicular as
curvas de nivel, que neste caso tem equacéo 4x? + y2 = k as quais séo elipses.

Queremos determinar as fungdes z(t) e y(t) tais que a curva y(t) = (z(t), y(t)) satisfaca

as condicoes
{ V() = VT (7(t))

7(0) = (1,1)
Ou seja,

(@'(1),y' (1)) = (8x(t), 2y(t))
comz(0) =1ey(0) = 1.

Equivalentemente temos:

{ y'(t) = 2y(1)

Como '(t) = 8x(t), integrando-se ambos os membros em relagdo a t, tem-se:
"(t
/x( )dt:/Sdt.
x(t)
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Chamando u = x(t) tem-se du = z'(t)dt, obteremos

/du /Sdt

Inju| = 8t + Ko,

ou seja,

o que implica
In|z(t)| = 8t + K.

Consequentemente,
2(t)] = St

ou seja,
|o(t)] = e™.ef0

tomando-se e’ = K, ficaremos com

lz(t)] = K,
Logo,

x(t) = £Ke¥,
ou ainda,

z(t) = Kye®.
Usando o fato de que z(0) = 1, obtém-se Ky = 1, e assim

z(t) = e®.
Analogamente, também temos que
y'(t) = 2y(t)

da qual obtemos

Fazendo v = y(t), donde dv = y/(t)dt, tem-se:

/dv /Zdt

1H|1}| =2t + Oo
In|y(t)| = 2t + Cy

Assim,
2t+Co

()| =e

ou ainda
|y(t)] = e* .
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fazendo ¢“°* = (1, tem-se
ly(t)| = Cre®.

Portanto,
y(t) = £Cre?,

ou ainda,
y(t) = Cye?.

Como y(0) = 1, obtém-se Cy, = 1, e assim y(t) = €**.

Portanto, v(t) = (e, e*)
ilustrado na figura 2.8.

,t > 0 é uma parametrizacao da trajetdria descrita por P. Isto é

Yi

FIGURA 2.8: A trajetéria descrita pelo ponto P.
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2.5 Regra da Cadeia

Lembremos que a regra da cadeia para fungdes de uma variavel afirma que se h(t) = f(g(t)),
ou seja h é a fungdo composta das fungdes g e f, entéo

W(t) = f'(g(t) g'(t), (2.8)
desde que essa expressao faca sentido em termos de dominio e imagem.

Por exemplo, se f(x) = senx, e g(t) = t?, tem-se h(t) = f(g(t)) = sen(t?),
entdo h'(t) = cos (t*) - (2t).

A afirmacgéo (2.8) é verdadeira para fungdes diferenciaveis de varias variaveis, entendendo a
formula em termos das diferenciais das fungdes envolvidas.

De fato, traduzindo a férmula 2.8 para fungdes de varias variaveis, as fungdes g, f e h tais que
h(t) = f(g(t)), comg = (x,y), z, y fungdes componentes reais, nas condi¢des do esquema
da figura 2.9, obtemos a formula correspondente a 2.8 para este caso como

W (to) = Vf(g(to)) - g'(to), (2.9)

onde tp € um ponto do dominio da fungéo g.

R R? R

g 9.(750) f f(g.(to))

FIGURA 2.9: A composicdo de fungdes de vdrias variaveis

Note que as diferenciais das fungdes f e g sdo vetores . Portanto, o simbolo - *
que aparece na féormula (2.9) é do produto escalar de dois vetores de R?!
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of of dr dy
Do refletido anteriormente e do fato de que o Vf = ( =—,— | eque ¢ = | —, — |,
q / (8:1: 8y> ey (dt dt
deduzimos que a derivada da fungéo h no ponto ¢ é

of of dr dy of de  Of dy
(to) (8x’6y> (dt’dt) ox dt+0ydt’ 210)
onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto ¢g(%y) e as derivadas unidimensionais no

ponto .

A formalizagéo destas ideias esta enunciada no seguinte teorema:

4 I
Teorema 2.2. Sejam as funcdes g : R — R?, f:R? = R e a funcdo composta
h:R — R de f comg, ouseja, h(t) = f(g(t)).

Sejaty € R. Se g for uma fungéo diferenciavel emt e f diferenciavel em g(t,), entdo

h é diferencidavel emty e

W (to) = Vf(g(to)) - g'(to)-

-
Note que se denotarmos y = f(x), = =g(t), ¥ = &y r=— e
’ ’ dx’ dt
: dy . .

R (t) = pre entdo podemos reescrever a regra da cadeia como
d dy d
W (2.11)
dt dx dt

Note que na formula 2.11 os pontos onde as derivadas sdo calculadas ndo estao

Qansiderados como no caso da formula 2.9. /
™

A formula 2.11 é vélida no caso de uma funcéo de uma variavel e neste caso
particular de funcédo de duas variaveis. Pode-se provar que a mesma formula
funciona para outros casos de duas ou trés variaveis e suas diferentes combina-
¢coes, conforme veremos posteriormente.
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Exemplo 2.16. Iremos usar a regra da cadeia para calcular % sendo
z = f(x,y) = xy e v = cos(t) e y = sen(t). Compondo as fungdes, temos que
z(t) = f(x(t),y(t)). Note que z é uma funcéo de duas variaveis x e y e cada uma
delas dependem de ¢ e assim z depende de ¢ e estaremos interessados na derivada

z
pre Usando a regra da cadeia, teremos

= _ofde osdy _
= B + oy dt y(—sen(t)) + x(cos(t))

ou seja,
dz
dt

Para ajudar na memorizacédo da regra da cadeia, podemos pensar que é a derivada

= (sen(t))(—sen(t)) + (cos(t))(cos(t)) = cos?(t) — sen?(t) = cos(2t).

parcial de f em relagdo a primeira variavel, que neste caso € x, multiplicada pela
derivada dessa variavel x em relagéo a ¢, somada a derivada parcial de f em relagéo
a segunda variavel y, multiplicada pela derivada de y em relacédo a ¢.

Este exemplo poderia ter sido resolvido por um célculo “direto” !

De fato, como z = f(z,y) = xy = cos(t).sen(t) = §Sen(2t), obtém-se por um calculo

dz
direto da derivada de uma variave, que — =

1
=3 cos(2t)2 = cos(2t).

Vejamos mais um exemplo 2.17 de aplicacao da regra da cadeia.

Exemplo 2.17. Seja z = f(z,y) = €V e x(t) = ', y(t) = t>. Vamos usar a regra

Z
da cadeia e calcular E Compondo, temos que z = f(et, t3), donde

d:  0fde  Of dy

l‘3 2 1‘3 2
ool oy 3z2y?e® Y (') + 2z3ye™ v (3t?),
ou, ainda, ;

d_j = 3248”6l 4 2e33e°™ 1" 342,
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Agora a sua vez de se praticar com o proximo desafio!

dz \

Calcule g sendo z = f(z,y) = sen(z%y) e z(t) = e’ e y(t) = In(2).

Y

Qique aqui para ver a resposta. /

Nos proximos exemplos, 2.18 e 2.19, veremos 0 uso da regra da cadeia para o caso que
algumas das func¢des envolvidas ndo sdo conhecidas.

Exemplo 2.18. Dada z = f(z?,3z + 1), onde f(u,v) é uma fungdo de classe C
em R?. Gostariamos de

dz
(a) Expressar ar em termos das derivadas parciais de f.

x
. dz . 0f df
(b) Verificar que I |z=1= 2 %(1,4) +3 %(1, 4)

Para realizar estas tarefas, pensaremos 2z como funcao de duas variaveis u e v, onde cada
uma das varidveis dependem de z, ou seja, z = f(u,v),onde u = z* e v = 3w + 1.

dz
Como n&o conhecemos a fungédo f, deixamos indicado as suas derivadas, donde — ficara

T
em termos das derivadas parciais de f, como segue
dz  Of of
— = (2%, 32+ 1)2x + == (22,32 +1)3 2.12
o au(x, T + )x+av(x, r+1) (2.12)

Agora, para a resolugdo do item (b), note que o ponto dado (u,v) = (1,4) corresponde a
x = 1. Assim, fazendo x = 1 em 2.12, temos
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dz of of

g le=1= %(1, 4)2(1) + %(1,4)3, de onde obtemos
dz L Of of

Passemos agora ao exemplo 2.19, que ilustra calculos com fungcbes ndo necessariamente
conhecidas.

4 N
Exemplo 2.19. Seja g(z) = f(x, 2> + 2) e f(x,y) uma fungéo diferenciavel em R,

Iremos expressar ¢’ (x) em termos das derivadas parciais de f. Temos g(x) = f(x,y)
e y(r) = x® + 2. Usando a regra da cadeia, obtém-se

;o Of de Of dy
g(z) =5 (@,y)- + ay(«r,y)dm,
ou seja, of of
0 o L 3 2 3 2
g (z) = ax(x,x +2)(1) + 3y (z, 2° + 2)3z°.
Portanto
/ _ af 3 26f 3
g (z) = ax(x,aj +2) + 3z ay(az,:c + 2).
N\ %

Agora, a vez do seu desafio!

Suponha que f(2z,z%) = arctg(x), para todo =, onde f(u,v) é uma fungéo\

de classe C'!' em R?. Faga no caderno o célculo de —f(2, 1) sabendo-se que

of ou
521 =3

kCquue aqui para ver a resposta. /
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Observacgao 2.11. Sew é uma fungdo de x, de y e de z, e cada uma dessas 3 variaveis
sdo funcgbes de t, analogamente tem-se a regra da cadeia:

dw  Owdx i ow dy N ow dz
dt  Ordt  Oydt Ozdt
desde que w seja diferenciavel nos pontos adequados e que as derivadas

dr dy de
oo e - existam.

Iremos aplicar nos exemplos a regra da cadeia na interpretacdo da observagao 2.11.

Exemplo 2.20. Seja w = xy + 2, onde x = cos(t), y = sen(t) e z = t. Vamos de-

w
cidir qual o valor da derivada ’r emt=07?
Temos

dw Owdr Owdy OJwdz

E = %% T a—y% =F 5% = y(—sen(t)) + .%’(COS(t)) + 1(1).

Assim

Ccll_?f = sen(t)(—sen(t)) + cos(t)(cos(t)) + 1 = cos?(t) — sen?(t) + 1.

podemos reescrever

d
d—ttU = cos(2t) + 1.

Logo
dw
- limo=cos(2(0)) +1=1+1=2.

Uma interpretacao fisica da regra da cadeia da observagédo 2.11, seria consi-
derar w = T'(x,y, z) como a temperatura relativa & ¢, ao longo da curva com
dw
equagdes paramétricas = x(t),y = y(t),z = 2(t). A derivada = sera
entdo a taxa instantanea de variacao de temperatura ao longo da curva.

Modulo Il - Diferenciabilidade em R? e R3 85



Consideremos agora 0 caso em que

z = f(x,y),comz = g(s,t) ey = h(s,t).

ou seja, z depende de duas variaveis x e y enquanto que = e y dependem de duas outras
variaveis s e t.

0z 0z
Assim, z acaba dependendo de s e ¢ e estaremos interessados nas derivadas — e —

ds Ot

z o :
Para calcular —, supfe-se temporariamente que ¢ se mantenha constante e age-se como
s
se x e Yy dependesse apenas de s. E a derivada parcial de z com relagdo a s é, pela regra da

cadeia, da forma
0z 0z0x 0z0y

= + —_——,
Os Oxds 0Oyads
admitindo que [ é diferenciavel e que as derivadas parciais

Oz e 8y existam
—., & ——, exi )
0s 0s

De forma analoga, se f é diferenciavel e que as derivadas parciais

or Oy .
—, € — existem,
ot

ot

entdo, temos a formula da regra da cadeia para esta caso, expressa da forma

0= _0:0c 020y
ot  0x ot Oyot’

Vamos aplicar as formulas (2.13) e (2.14), nos exemplos 2.21 e 2.22, a seguir.

(2.13)

(2.14)

0z 0z

Exemplo 2.21. Vamos calcular — e —, se z = 2>+ y? onde z = s —t,
S
y = s + t. Teremos, a partir das férmula (2.13), que

0z 0z0x 0z0y
9s 92 0s + (‘Ty% = 2z(1) + 2y(1).

Assim, substituindo pela expresséo das fungdes x e y dadas, obtemos que
0z
0s

Usando agora (2.14),

0z 0z0x 0z0y
= 2 og(—1 1).
o owar Togor D+

=2(s—t)+2(s+t) =2s — 2t + 25 + 2t = 4s.

Logo
0
5;:_%3_ﬂ+2@+w:»43+%+2&+%=4t
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Exemplo 2.22. Seja V' = f(2z + 3y, e”). Supondo que: f ¢ diferenciavel em (3, 1),

oV oV
f1(3,1) = 2e f5(3,1) = —5. Vamos determinar 5 ¢ B quandoz = 0ey = 1.
L Y

Podemos pensar que V' = f(s,t), onde s = 2x + 3y e t = e”. Usaremos a notagéo
f1(s,t), para indicar derivada parcial de f em relag&o a primeira variavel, que neste

0
caso é s, ou seja, significa 0 mesmo que s Com f»(s, t), denota-se derivada parcial
s

de f em relagdo a segunda variavel, donde é igual a E Assim, usando as férmulas
(2.13) e (2.14), obtém-se

oV OV oas OV ot 5
57 = 3592 T Brag = N5D2) + fals, 1)(€),

av. 0V aos OV ot
a—y = %a—y + Eﬁ_y = fl(S,t)(?)) + fQ(S,t)(O).
Note que, quando x = 0 e y = 1, tem-se (s,t) = (2(0) + 3(1),¢%) = (3,1). Con-

sequentemente,

g_‘; = f1(3,1)(2) + f2(3,1)(e) = (2)(2) + (=5)(1) = -1
° oV
& =BG +0= @) =6

A seguir, dois desafios para vocé aplicar os ensinamentos dos exemplos 2.21 e 2.22.

0z 0Oz \

Dada z = e®sen(y), onde x = st’ e y = s*t. Calcule — e —

ds Ot

i

KCquue aqui para ver a resposta. /

Modulo Il - Diferenciabilidade em R? e R3 87



or  or )

Seja F'(z,y) = f E, gl Verifique que t— + y— = 0.
y' x ox Oy

=ei.

e
L

2

=

Qique aqui para ver a resposta. /

2.5.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA PARA O VETOR GRADIENTE DE UMA FUNCAO DE TRES
VARIAVEIS

Seja f(x,y, z) uma fungdo continuamente diferenciavel e (g, Yo, 29) um ponto da superficie
de nivel f(z,y, z) = k; suponhamos que V f (2o, yo, 20) # 0.
Tomaremos uma curva (t), t € I(intervalo), passando pelo ponto (o) = (o, Yo, 20) €
que esteja contida na superficie de nivel f(x, y, z) = k. Consequentemente, f(y(t)) = k,Vt € I.
Derivando-se ambos os membros em relacao a t da igualdade

f(x(t),y(t), 2(t) = k,
obtém-se of d f d f d
x Y z
Oz dt +8ydt +§£_0

Podemos reescrever
V@) -+ () =0Vt el

ou ainda
Vf(v(to)) -7 (to) =0

obtendo-se assim que V f(v(to)) e 7'(to) séo ortogonais.
O gradiente de f(,y, z) é normal em (g, Yo, 29) a toda curva diferenciavel y passando por
este ponto, contida na superficie de nivel de f, como ilustra a figura 2.10
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Vf(z,y,z)

Superficie de Nivel de f

FIGURA 2.10: A superficie de nivel de f: o gradiente de f no ponto da superficie é perpendicular a
superficie nesse ponto.

Assim, temos a seguinte propriedade geométrica do gradiente de uma fungéo de trés varia-
veis, enunciada na proposicao 2.5, a seguir.

Proposicdo 2.5. Se f(x,y,z) € continuamente diferencidvel, entdo, o vetor
V f (0, Yo, z0) € normal & superficie de nivel de | que passa pelo ponto (¢, Yo, 20)-

A proposicao 2.5 nos indica uma forma de achar a equagao do plano passando por (:1:0, Yo, zo)
e tendo Vf(xo, Yo, zo) como um vetor normal, que sera chamado de plano tangente a superfi-
cie f(z,y,2) = k.

Quando dissermos que um vetor € normal a superficie em um certo ponto, queremos dizer
que o vetor é normal ao plano tangente a superficie nesse ponto.

Como Py = (g, Yo, 20) € um ponto do plano, ao tomarmos um outro ponto P = (x,y, 2)
qualquer do plano teremos PyP | V f(xq, 30, 20). E assim a equagéo do plano tangente sera

[(z,y,2) — (%0, Y0, 20)] - Vf (20, Y0, 20) = 0 (2.15)

Veremos no exemplo 2.23, como aplicar a formula (2.15) para achar a equacao do plano
tangente o grafico de uma funcéo de duas variaveis.
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Exemplo 2.23. Iremos determinar a equacdo do plano tangente a superficie

S =A{(z,y,2) : z= f(z,y)} no ponto (zg, Yo, f(Z0, Yo)), sendo f uma fungao di-
ferenciavel a duas variaveis. Esta superficie S pode ser vista como o grafico de uma
funcao da forma

z=f(z,y)ou f(z,y) —2=0,
bem como a superficie de nivel zero da fungéo

G(%,y,Z) - f(xay) -z

Sabemos que VG (g, 4o, z0) é 0 vetor normal a superficie no ponto de coordenadas
(20, Yo, f(x0,Y0)). Neste caso temos

VG (x0,Y0, 20) = (%(xo;yo)a g—jyf(xoayo),—l)-

Portanto, a equagéo do plano tangente & superficie no ponto (g, Yo, f (o, ¥o)), sera

[(z,y,2) — (%o, Yo, f(Z0, ¥0))] - VA(Z0, Yo, f(20,%0)) = 0,

ou seja

(z — 20,y — 0,2 — f(20,Y0)) - (g_i(xoayo), g—g(%a Y0), —1> =0,

ou, equivalentemente,

0 0
a_i(foayo)(x — o) + a—g(foayo)(y — o) — (2 = f(%o, %)) =0,
Consequentemente, a equacgao do plano tangente é da forma
0 0
z = f(zo,90) + a—i(iﬁo, Yo) (T — x0) + 8_5(%’ Y0)(Y — Yo)- (2.16)

Lembre que a férmula (2.16) é exatamente aquela usada para aproximacgao li- ®
near para funcoes de duas variaveis.

Poderemos afirmar que, para que f admita plano tangente no ponto
(0, Yo, f(0,y0)) afungdo f deve ser diferenciavel em (g, yo).
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Vamos aplicar a formula (2.16) no exemplo 2.24, a seguir.

Exemplo 2.24. Iremos achar a equacdao do plano tangente a superficie
ze® 7Y + 2% = 2 no ponto (2,2, 1).

Temos que ze* Y + 2% — 2 = 0, que é equivalente a f(z,y, z) = 0 e, assim, pode-
mos pensar na superficie dada como superficie de nivel zero de f, chamada de .Sj.
Sabemos que V f(x,y,2) L Sy. Temos V f(x,y, 2) = (ze*7Y, —ze® ¥, e* ¥ + 32?)
donde V£(2,2,1) = (1e272, —1e272, €272 + 3(1)?) = (1, —1,4).

E a equago do plano tangente & superficie no ponto (2,2, 1) sera

(z,y,2) —(2,2,1)] - Vf(2,2,1) =0

ou seja

(z,y,2) —(2,2,1)] - (1,-1,4) =0
e assim

(x—2,y—2,2—1)-(1,-1,4) =0
logo

(x—2)+(-1)(y—2)+4(2—1)=0

ou equivalentemente
r—y+4z—-4=0

Finalizamos o médulo com dois desafios para vocé!

Dada z = f(x, y) = :c2y3 — 4x + 5. Vamos achar a equacio do plano tangente ao\

gréafico de f no ponto (2, —1, f(2,—1)).

i

KCquue aqui para ver a resposta. /
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Desafio! \
Encontre a equagao do plano tangente a superficie 2 = /9 — 2 — y? em (0,0,3).

3=

Qique aqui para ver a resposta. /

2.6 Solucoes dos desafios do moédulo Il

e Desafio da pagina 53

A solugéo esta ilustrada na figura 2.11

flx) = >+

Tangente ao graficode fem x =2:

A(2,6
y=>5x—4

Diferencial de fem x =2
y = 5z

FIGURA 2.11: A diferencial cujo grafico passa pela origem tem como equagdo y = 5x e a tangente ao
grafico por A éy = bx — 4.

e Desafio da pagina 55 Temos que
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i
h%%&%},m ||
h—(0,0,0) \/h% i h% + h§
h—(0,0,0) \/h% n h% + h§
— lim —(m+1)hy + —(m+ 1)hy + (1 — pl)hs
h—(0,0,0) \/h% n h% + h§

+—h1h2 + hihg — hoh3 + hihshg
Vh2+ h3+ k2
que serazerose m = —1, n = —1 e p = 1, pois a fragdo
—hiho + hihs + hohs + hihohs
Vh3+h3+h2
tende para zero quando h — (0, 0, 0). Assim, a diferencialde f é T (x,y,2) = —x —y + 2.

Y

e Desafio da pagina 62.

Primeiramente calculamos a derivada parcial em forma geral. Tomando y fixo, derivando
em relacao a x, temos
of  2x(y*+1)
or (P +1)27
of
e tomando o ponto (0, 0), temos = (0,0) = 0. Analogamente,

0x
of -’ +1)—2y(a®—y)

Oy (y* +1)? ’
que avaliada no ponto (0, 0) vale 1.

e Desafio da pagina 62.

Tomando v fixo, derivando em relag&o a x e lembrando que
/

u
(arctg(u))’ = o
tem-se:

9 (z) !
of 9z \y y 1 ¥y oy
8x_ T 2 xz_y'y2+x2_y2+x2

1+ | - I+ —

(y> Y
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Agora, “congelando” a variavel x e derivando em relagdo a y, obtém-se

0 [z —
of  oy\y) v -z ¥ -
8__ 2 — x2_ 2'2—|—x2_2—|—x2
Yy 1+(§> 1+ 2 ye oy Yy
Y Yy

Desafio da pagina 64. Considerando ¢y e z como constantes e derivando-se em relagdo a
x, usando a regra do produto e regra da cadeia obteremos:

of
Ox

= y.e*.z.cos(xz)

Tomando-se x e z como constantes e derivando-se em relagédo a y,aplicando-se a regra do
produto obtém-se:
of
dy
Congelando-se x e y e derivando-se em relacdo a z, aplicando-se a regra do produto e
regra da cadeia ficamos com:

or _ y.le*.sen(xz) + e*.x. cos(xz)]

0z

= e”.sen(zz)

Desafio da pagina 65. Considerando x e z como constantes e derivando-se em relagdo a
Yy obteremos:

Wz+y+2)—yl)  z+z
(x+y+ 2)? (x+y+ 2)?

fy(xv?%z) -

calculando-se a derivada no ponto dado, obtém-se

2+ (-1) 1
2+1+(-1))2 4

fy(2,1,-1) =

Desafio da pagina 68.

O calculo da derivada sera:

1 1
f (1+—t,2+—t> — f(1,2)
g(l,Q) = lim V2 V2

ou t—0 t

94
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= lim
t—0 t
2 3t 12
<1+2—t+—> + (2 —+—> -3
= lim V2 2 V2 2
t—0 t
o + t?
= lim \/i
t—0 t
5
= 5+
_ 5
V2

e Desafio da pagina 70.

Calcularemos inicialmente

of Of

Vf(z,y) = (%, 8_y> = (2xy3 — 2y, 322y — 2:1:).

Substituindo r = —1 e y = 3, obtém-se
VI(=1.3) = (2(=1)(3)° = 2(3),3(-1)*(3)* — 2(-1)) =

e Desafio da pagina 72.

Temos

Sabemos que,
af(1 0) = Vf(1,0)-@
— = - U.
o’ ’
Asim, calculando

a—f(x, y) = 2ze” TV e g_f(x, y) = 2ye” V",
y

ox

obtemos

V3 1 V3

ou 272 2

(—60,29).

98 (1.0) = (2¢,0) - <— —) — 2 % 40 =3
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Desafio da pagina 74.

Temos
Vf(z,y) = (2xy + ye™sen(y), 2° + ze®sen(y) + e cos(y)),

entdo V f(1,0) = (0, 2). Um vetor unitario na diregdo sera

VAL (02)
u—va(Loﬂ,ouseJa,u Nz (0,1).

Assim, f cresce mais rapidamente na dire¢éo de (0, 1). Ainda,

of
Dii

Desafio da pagina 77.

Reescreveremos xy = —4 como f(x,y) = —4 e a curva podera ser pensada como curva
de nivel de f(z,y) = xy. Temos,
Vf(xa y) - (y7 .’]3) ) donde, Vf(29 _2) - (_29 2)

Portanto a equacao da reta tangente sera:

(z—(2),y = (=2)) - V[f(2,-2) =0,

ou seja, 2 — 2y = 8.

Desafio da pagina 83.

Sabemos, pela regra da cadeia, que

dz Ofdx Ofdy 1
A 20\ et 4 42 2.\ =
T A + Jy di xy cos(z*y)e’ + x* cos(x y)t,

ou seja,

d 1
 _ oetnt cos(e*Int)e! + e* Cos(emlnt);

dt

Desafio da pagina 84.

0 0
Como queremos —f(2, 1) e temos informag&o sobre a derivada a—f(Q, 1), espera-se que
v

U .
em algum momento devemos derivar!

Podemos considerar 2 = f(u,v) onde u = 2z e v = z%. Decorre da regra da cadeia que

96
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dz Of du Of dv
— = —(u,V)— + —(u,v)-—.
dx 8u( )da: 80( ’ )da:
Lembrando que como a fungédo f néo é conhecida, trabalharemos em termos das derivadas

parciais de f. Assim,
dz Of of

= %(U,U)Q + %(u,v)lfc,
ou seja, y of of
z
% = 2%(11,,’0) + 21'%(’&,1)),

ondeu = 2rev = x2.

Agora derivando-se ambos os membros da igualdade f(2z, z?) = arctg(x), em relagdo
a z, ficaremos com

of of 1
2——(2x,2%) 4+ 20— (2x,2%) = 2.17
gy (2227 + 25 (2w, 2%) = (2.17)
Note que, temos informagao sobre 8_(2’ 1) = —3,eo0ponto (u,v) = (2, 1) corresponde
v
ax = 1. Logo, substituindo-se x = 1 em 2.17, obteremos
of of 1
2—(2,1)+2(1)=(2,1) = .
5, 2D 252 1) =17
0 1 9, 1
Consequentemente, 28_£S’ 1)+ 2(—3)1: %;u e(il;ivalentemente 28—5(2, 1) = 5 + 6.
Concluimos portanto que 8—£(2, 1) = (§> 5=
Desafio da pagina 87.
Usando a formula (2.13), obtemos
0
8_Z — e"sen(y)(12) + e” cos(y)(2st) = 2" sen(s%t) + 2ste’” cos(st),
s
e, usando a férmula (2.14), segue-se
0z 0
5 = e"sen(y)(2st) + e” cos(y)(s%).
Logo
0z 2 2 2. st2 2
5 = 2ste®"sen(s°t) + s°e*" cos(s°t).
Desafio da pagina 88.
Temos z = f(m,n) onde m = Ten=" Usndoa regra da cadeia, obtemos
x
OF O0fom 0Ofon Of (1 of (—
_ Y +—f—=—f - +—f _ (2.18)
dr Omdx Ondxr Om \y on \ z?
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OF _9f om _dfon _ of (—_;) +%(1) 2.19)

_|_
dy O0m dy  On &y om on
Agora, multiplicando ambos os membros da igualdade 2.18 por x € ambos 0os membros da
igualdade 2.19 por y e somando-se, obteremos

OF [ OF _wdf y of « Of yof
ox y@y y om 22" on 2y8m xon’
donde

8F+ OF x@f yof xdf y@f

SCRNE SR a =0

ox y@y y@m xron yom xon
Vimos que a equag&o do plano tangente ao gréafico de f no ponto (2, —1, f(2,—1)) sera

— F2 D) + G2 -1~ 2+ 52 -1y - (1)

Vamos calcular todos os elementos dessa equacgao.
Temos que f(2,—1) = 2%(—1)% — 4(2) + 5 = -7,

of of 2 9
8x(x y) =2xy® —4de ay(x L Y) = 3z°y”,

de onde concluimos que

af 3 — 2 2 _
8:1:(2 —1)=2(2)(-1)° -4 = —Sea—y(Q ,—1) =3(2)%(—1)* = 12.

Portanto a equagéo obtida é 8x — 12y + z — 21 = 0.

of

Desafio da pagina 92.

Sabemos que a equagao do plano tangente ao gréafico de f no ponto (0,0, £(0,0)) = (0,0, 3)
sera

== f(0,0) + %(0,0)(96 —0)+ %(O,O)w —0)
Calculemos:
%(x7y) _ % (9 _ 2 y2)_% (_2];) e Z—ch(a: y) % (9 — % - Y ) 2 (—Zy)
donde, 5
af (0,0) = (9 — 02— 0%) 7% (=2(0)) = 0,
° f 1 2 _ 023 _
5, (0:0) = 5900 =07 (~2(0)) = 0

Portanto a equacao fica da forma

z2=34+(0)(x—0)+ (0)(y — 0) & z = 3.
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Modulo 3

Maximos e minimos de

funcoes de duas e trés
variaveis

No término do médulo 111, o aluno estara familiarizado com os seguintes conceitos:

v

Derivadas de ordem superior;

> Maximos e minimos relativos e absolutos de funcdes de duas e trés variaveis;

v

Critérios para caracterizacao de pontos criticos de funcoes de duas variaveis;

Analise dos valores de uma funcao de duas variaveis nos pontos da fronteira de seu domi-

v

nio.

v

Maximos e minimos condicionados: Multiplicadores de Lagrange.

v

Problemas de otimizagao.

3.1 Derivadas de ordem superior

Estudamos no mdédulo |l o célculo das derivadas parciais de uma fungdo de duas varidveis

f(z,y).
of of , 3 , - |
Desde que ambas — e —— sao também fung¢des de x e Y, nds poderemos deriva-las parci-

or 0Oy

almente com relacdo a x e a y. E assim:
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-

Definicao 3.1. As derivadas parciais de ordem superior séo definidas por

o%f 9 (of of 0 (of
o nlar) o an(a)

o0 f a (0f o0 f af
dy or dy (89&) oxdy ~ o (83/)
>Pf 0 (0°f Pf 0 (0*f
5 ~a(an) o)
>Pf 0 (o D3f o (0*f
Oy 0x? Ky(@) Oz 0y? 81:(83/ )
>*f 0 [ *f *f 0 &f
oy? Ox _Ky(ayﬁx) 0x? y _ﬁ_x(@x8y>
>df 0 f >?f 0 [ Pf
Ox Oy Ox _a_x(ayﬁa:) Oyox Oy a_y(axﬁy)

J

Apresentaremos um exemplo em que calcularemos as derivadas parciais de ordem superior.

f P 0f |
0x?’ 0y?’ Oydx  Oxdy
onde f(x,y) = Tx? — 13zy + 18y

Exemplo 3.1. Vamos calcular

Temos
of
= 14x — 13
Oz o 4
e
0
—f = —13x + 36y
Yy

Prosseguindo no calculo, encontraremos as derivadas parciais de ordem 2 :

0’f of
0 Ox (8:{:) 14

e
2
N AT
0y? 8y Ay
Ainda
02 f 0 af 13
Oy Ox 3y Oz
e
02 f of 13
ox 8y (9:1: Ay '
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Observacao 3.1. Para denotar as derivadas parciais, poderemos usar notagées indici-
f 0 [(0f
Oyoxr Oy\ox )

Na notacéo indicial, a ordem dos indices da esquerda para a direita indica a ordem

ais, por exemplo fi19 = fo =

da diferenciagdo parcial: fi5 indica uma diferenciagdo parcial em relagdo a primeira

variavel x seguida por uma diferenciacdo parcial em relagdo a segunda variavel v,
82

Oy Ox

enquanto que na notacao , @ ordem esta indicada da direita para esquerda.

No préximo exemplo, calcularemos as derivadas parciais indicadas com as notac¢des indiciais:

Exemplo 3.2. Iremos fazer o cdlculo de f11; foo; fi2 € for
sendo f(x,y) = x cos(y) + ye”.
Temos

_of _ .
Ji= o7 cos(y) + ye
e
fao = g—§ = —xsen(y) + €*

Derivando-se novamente em relacdo as variaveis indicadas, obteremos:

2
Ju o7 _ 9 <8—f) = ye*;

T 022 0z \ 0z
e
f _02_]“_2 of = —x cos(y)
P oy oy\oy) v
Ainda
o2f 0 (0f )
o= gt = 3y ) = ~nle) ¥
e

0*f 0 (of .
Jo1 = oy %(87;) = —sen(y) + €.
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Observacao 3.2. Conforme vocés podem ter notado, as derivadas parciais mistas
0*f 0% f
e
OyOdx  Ox Oy

iguais sempre que f,

do exemplo 3.2 sgo iguais. Isso ngo foi coincidéncia. Elas vao ser

o o) By o
Ox’ Oy’ Ox 0y Oyox

forem continuas, como afirmado no

teorema a seguir:

4 )

o of &5 | &
Ox’ Oy’ Oxdy Oyox

definidas em uma regi&o aberta contendo um ponto (a, b) e todas forem continuas em
(a,b), entdo

Teorema 3.1. Se f(x,y) e suas derivadas parciais forem

o’f  0*f
OyOdxr  Ox 0y
- /

No exemplo 3.3, veremos que as derivadas parciais de ordem superior s&o geralmente calcu-
ladas por diferencia¢des sucessivas, e em cada etapa de tal calculo todas as regras de derivagao,
incluindo as regras da cadeia, podem ser usadas.

Exemplo 3.3. Dadaw = xy?z + sen(xy). Vamos verificar, por célculo direto, que

3w 3w

Ox 0y 0z "0z Oy Ox

Inicialmente calcularemos

ow

T 42
0z vy
Assim
0w d [ ow A
Oydz Oy \ 0z
de modo que,
Bw 0 [ 0%*w
_— = — = 2(4)x3y = 823
Oxdydz Ox <8y82) (4)e’y =87y
Por outro lado, tem-se a igualdade
0
v _ 423y*z + y cos(zy).
ox

na qual usamos a regra da cadeia.
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Agora, usando a regra do produto e a regra da cadeia, obtém-se

w0 (o0
OyOx Oy \ Ox’

Logo

FPw 0 ([ Pw
0z0yO0x 0z \ OyOx

Portanto, podemos ver que

) = 823y + 0 = 823y.

Ow ) Ow
—— =82y = ————.
Ox Jy 0z 0z 0y Ox

) = 8x3yz + [1. cos(azy) — CUySGH(CUZ/)]-

93 f

Use o caderno para calcular —————
P Oy Ox Jy

&
=

KCquue aqui para ver a resposta.

,sez = f(z,y) =1 —2xy% + 23y.

~

/

3.2 Maximos e minimos relativos e absolutos de funcoes de

duas e trés variaveis

Vocés se lembram como resolver problemas de achar maximos e minimos de

funcdes de uma variavel ?

Tais problemas sdo chamados de problemas de otimizagao . Trataremos agora da determi-
nacao dos valores maximos e minimos de funcées com mais de uma variavel. Por exemplo,

poderemos nos interessar em resolver problemas do tipo:
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"Quais as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa com volume fixado ' e com

a menor area de superficie possivel ? "

Para tal, inicialmente precisaremos das seguintes defini¢des:

4 )
Definicdo 3.2. Dada uma fungdo de duas varidveis reais f(x,y) e um ponto
(a,b) € D(f), dizemos que (a,b) é:

e ponto de méximo local de f se f(x,y) < f(a,b) para todo (z,y) € D(f)
dentro de algum disco de raio positivo centrado em (a, b), i.é. existe algumr > 0
suficientemente pequeno tal que f(x,y) < f(a,b) paratodo (x,y) € D(f) tal
que (x —a)® + (y — b)* < r2.

e ponto de minimo local de f se f(a,b) < f(x,y) paratodo (x,y) € D(f) den-
tro de algum disco de raio positivo centrado em (a, b).

- J

Da mesma forma que em Célculo 1, distinguiremos os maximos e minimos locais daqueles
que sao maximos e minimos em todo o dominio.

4 )

Definigéo 3.3. Dizemos que (a,b) € :

e ponto de maximo global ou absoluto de [ se f(x,y) < f(a,b) para todo
(x,y) € D(f). E, neste caso, dizemos que f(a,b) é o valor méximo absoluto
de f.

e ponto de minimo global ou absoluto de f se f(a,b) < f(x,y) para todo
(x,y) € D(f). E, neste caso, dizemos que f(a,b) é o valor minimo absoluto de

f.

Defini¢do 3.4. Os pontos de maximos ou de minimos de uma fungdo f denominam-se

extremantes de f.

Na figura 3.1 se ilustra o grafico de uma fungdo com méaximos e minimos absolutos e relativos.
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FIGURA 3.1: o grafico de uma fungédo onde Py é um ponto de minimo absoluto e relativo; 3 € um ponto
de minimo relativo mas n&o absoluto; P, e P, sdo méaximos relativos, sendo que P» é
maximo absoluto.

A seguir, no exemplo 3.4 mostra-se uma fungé&o que possui um maximo absoluto.

Exemplo 3.4. Seja f(x,y) =2 — 2? — y%. Vamos verificar que (0,0) é ponto de
maximo absoluto de f.

Sabemos que a desigualdade (:1:2 + y2) > (0 é sempre verdadeira para quaisquer
valores de = e de y; assim, podemos afirmar que 2 — (z? +¢*) < 2. Ob-
serve que f(0,0) = 2, consequentemente temos f(x,y) < 2 = f(0,0) para todo
(z,y) € D(f) =R2.

De acordo com a defini¢do, (0, 0) é ponto de maximo absoluto de f e podemos dizer
que f atinge um valor maximo absoluto 2, em (0, 0).

Na figura 3.2 se mostra o gréafico da funcdo com o seu maximo.

FIGURA 3.2: O grafico da fungédo do exemplo 3.4 .

Veremos no préximo exemplo que, sera util reescrever a expressao da fungdo dada de outra
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forma, para que fique mais facil de identificar quem seria um ponto de minimo absoluto.

/
Exemplo 3.5. Dada f(x,y) = x> + y? — 2o — 6y + 14. Iremos verificar que (1, 3)

é ponto de minimo absoluto de f.
Note que, usando o método de completar os quadrados podemos ver que
fle,y)=a? 20+ y* —6y+1d=(x—1)* -1+ (y—3)*—9+ 14
ou seja,
flay)=(@-1)"+(y—3)"+4

Consequentemente, f(x,y) > 4 para todos os valores de = e y. E neste caso,

4= f(1,3).

Portanto, f(x,y) > f(1,3) e (1,3) serd um ponto de minimo absoluto de f.

-

~

Na figura 3.3 podemos ver o grafico da funcdo com o seu minimo.

FIGURA 3.3: o grafico da funcao do exemplo 3.5.

Desafio!
Faca no caderno a verificacdo de que (O, 0) € um ponto de minimo absoluto da fungs"h

flx,y) =a* +y*.
T

=
==

kCquue aqui para ver a resposta. /
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Lembram como faziamos no Célculo 1 para descobrirmos os extremantes de *
uma fungé@o de uma variavel ?

De fato! Calculamos a derivada da fungéo e igualamos a zero.

Com que objetivo ?

A finalidade era encontrar os pontos criticos da funcéo.

4 )
Definicdo 3.5. Seja (a,b) um ponto interior de D(f), dizemos que (a,b) é um
ponto critico de f(x,y) se uma das derivadas parciais ndo existir ou, se ambas as
derivadas parciais existem, entao verifica-se

_of _
%(a,b) = a—y(a,b) =0

- )

Geometricamente, podemos pensar nos pontos criticos de uma fungado como os pontos em
que seu grafico ndo possui plano tangente (caso em que uma das derivadas parciais ndo existe
e portanto f nao é diferenciavel) ou os pontos em que o plano tangente é horizontal, visto que

of B}
usando que %(a, b) = 8_y(a’ b) = 0 na equagéo do plano tangente
B of of
= f(e0) + 5 (@)l - ) + S (a.b)ly 8

ficamos com z = k = f(a,b) que é equagéo de plano paralelo ao plano-zy donde estara na
posicao horizontal.

Nos exemplos 3.6 e 3.7 abaixo, vamos ilustrar pontos criticos para uma fungéo diferenciavel
e uma fung¢éo néo diferenciavel, respectivamente.
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Exemplo 3.6. Vamos calcular os possiveis pontos criticos da fungao
flz,y) = 2 + ¢

Note que f € uma fungio polinomial, a qual é diferenciavel. Pela definicdo de ponto

y . of
critico, devemos achar os pontos (z, y) para os quais —— = 0 e =—— = 0.
Ox oy
of
Temos que — = 2r e — = 2y.
a ox oy o
20 =0
Precisaremos resolver o sistema de duas equacoes
2y =20

cuja solugdo é x = 0 ey = 0. Logo (0, 0) é o tnico ponto critico da fung&o.

~

FIGURA 3.4: O grafico da fungéo do exemplo 3.6 .

.

Exemplo 3.7. Vamos verificar que o ponto (0,0) € ponto critico da funcéo
flz,y) = |z + 9.
. , of d
Ja vimos no médulo Il que, (9_(0’0) = d—[f(a:, 0)] |z=0, € neste caso f(x,0) = |z|
T T

d
a qual sabemos que ndo é derivavel em x = 0; logo ndo existe d—[f(m,O)] | 2=0,
75

0
donde ndo existe —f(0,0) e, consequentemente, f n&o é diferenciavel em (0, 0);

segue da definigao que (0, 0) é ponto critico de f.

~

J

Deixaremos como desafio, a verificacdo de que uma dada fungcé&o nao possui pontos criticos.
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FIGURA 3.5: O grafico da fungéo do exemplo 3.7 .

Desafio!

Resolva no caderno a procura de pontos criticos, se houver, para a fungéh
f(z,y) =2z + 3y.

NN
H{

|

Qique aqui para ver a resposta. /

Veremos um resultado que nos fornece um critério para selecionar entre os pontos interiores
ao D(f), candidatos a extremantes locais.

4 )

0
Teorema 3.2. Seja (a, b) um ponto interior de D(f) e suponhamos que ——(a,b) e

ox
9,
—f(a, b) existam. Entéo, se (a,b) é um ponto extremante local de f, entdo (a,b) é

dy

um ponto critico de f.

- J

A reciproca deste teorema nem sempre € verdadeira. Existem pontos criticos que ndo sao
pontos de maximos e nem de minimos. Isto motiva a definigéo 3.6.
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Definicao 3.6. Um ponto critico que ndo € extremante local é chamado de
ponto de sela .

Observacéo 3.3. Se (a,b) ndo for um ponto critico de f, entdo ele n&o é ponto de
méaximo local e nem de minimo local. Os pontos criticos de f s&o, entre os pontos inte-
riores do D( f), os Unicos candidatos a extremantes locais. Este resultado s6 se aplica
para pontos interiores; os pontos da fronteira devem ser analisados separadamente.

a )
Exemplo 3.8. Vamos observar que a fungdo f(x,y) = xy tem um ponto critico
0
(0,0): —f =1y =0 se e somente se y =0, e =— =2 =0 se e somente se
ox dy

x=0. Assim, (0,0) é o Gnico ponto critico. Mas claramente, f n&o pos-
sui um maximo local ou minimo em (0,0), desde que qualquer disco em torno
de (0,0) contém pontos (x,y) onde os valores de = e y tem o mesmo sinal
(assim como que f(z,y) ==zy > 0= f(0,0)) e sinais diferentes (assim como
que f(z,y) =zy < 0= f(0,0)). De fato, ao longo do caminho y = x em R?,
f(z,y) = x2, o qual tem um minimo local em (0, 0), enquanto que ao longo do cami-
nho y = —x teremos f(z,y) = —x?, o qual tem um maximo local em (0, 0).

Neste caso, (0, 0) € um exemplo de um ponto de sela, i.6. € um maximo local em uma
diregdo e um minimo local em uma outra diregéo. O grafico de f(x, y) é mostrado na

figura 3.6, o0 qual é a superficie conhecida paraboldide hiperbdlico.

FIGURA 3.6: O grafico da fungéo do exemplo 3.8.
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3.3 Critérios para caracterizacao de pontos criticos de fun-
coes de duas variaveis;

O teorema 3.3 nos fornecera uma condi¢ao suficiente para um ponto critico ser um extremante
local de uma funcéo de classe C?,i.é., uma funcdo cujas derivadas parciais até a ordem dois
existem e sdo continuas. Usaremos a seguinte definicao:

4 )

Definigdo 3.7. A matriz hessiana da fungdo f calculada no ponto (a, b) sera denotada
e definida por 5 )
O f O f
B @(%b) 8y8x(a ,b)
O*f 0*f
b b
5o o@D Gald
ou seja, )
0 f 0 f O f
D = b b) — | =—=(a,0) | .
G0 S - ()
- )

E assim, finalmente enunciamos o teorema 3.3:

4 )

Teorema 3.3. Seja f(x,y) uma fungdo de classe C?, com um ponto critico em (a, b),
(i6. V f(a,b) = 0). Entdo
0 f
P
o f
22

(c) Se D < 0, entdo (a,b) ndo & extremante local, serd um ponto de sela.

(@) Se D > 0 e —=(a,b) > 0, entdo f tem um minimo local em (a, b).

(b) Se D > 0 e —=(a,b) <0, entdo f tem um maximo local em (a, b).

(d) Se D = 0, nada se pode afirmar.
- /

*f  *f
oydr Oz 0y’

No enunciado do teorema 3.3, usamos o fato de que visto que f é uma

funcao de classe C2.
Observe que, se D > 0 entédo

0? f
ox?

0 f 0% f ’
(92( b) = D+<3y8x(a’b)) > 0,
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0 f 0 f . .
e assim —=(a,b) e —=(a, b) tem 0 mesmo sinal. Isso quer dizer que nas partes (a) e (b)
Ox? oy?
2 2

do teorema podemos substituir W(a, b) por W(a, b) sempre que quisermos. No proximo
z Y

exemplo, usaremos o teorema 3.3 para classificar os pontos criticos.

4 N

Exemplo 3.9. Vamos achar todos o0s maximos e minimos locais de

f(z,y) = 2*> + xy + y*> — 3z. Primeiramente acharemos os pontos criticos, i..
onde V f = (. Desde que

af _ af _
a—x—2m+y 3 e ay—a:+2y

entdo os pontos criticos (x, y) sao as solugbes comuns das equacgdes

2z4+y—3=0
r+2y=20

as quais tem uma Unica solugéo (z,y) = (2, —1). Assim (2,—1) € o Unico ponto
critico. Para usar o teorema 3.3, nds necessitaremos das derivadas parciais de ordem

2 2 2
doisques.éloﬂ:27 (9_f:2 oF

Ox? Oy? T OyOox

Of % f O%f 2 B
D = @(2’_1)372(2’_1)_ (m@,—n) = (2)(2) =12 =3 > 0

= 1 e assim

82
e —2(2, —1) =2 > 0. Assim, (2, —1) é um ponto de minimo local. Note que, pela

figura 3.7, (2, —1) é na verdade um ponto de minimo global.

- /

FIGURA 3.7: O grafico da fungéo do exemplo 3.9.
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Apresentaremos um desafio, em que usando o teorema 3.3 classificaremos o0s pontos criticos.

Desafio! \
No caderno, ache todos os méximos e minimos locais de f(z,y) = xy — 2% — 12

T

Qique aqui para ver a resposta. /

Os proximos exemplos 3.10 e 3.11 ilustram o caso em que o teorema 3.3 ndo nos leva a
concluir nada, mas devemos usar outros recursos para classificar os pontos criticos.

Exemplo 3.10. Vamos classificar os pontos criticos da  fungao
f(z,y) = (x —2)* + (x — 2y)?. Inicialmente acharemos os pontos criticos:

%=4(x—2)3+2(1’—2y) e 2—52—4(1:—2@

entdo os pontos criticos (x, y) sao as solugcbes comuns das equacdes
4x—2)34+2(x—2y)=0
—4(x —2y) = 0.

Da segunda equagdo tem-se x = 2y, que substituindo-se na primeira equagéo
obtém-se 4(2y — 2)? +2(0) = 0, a qual equivale & 2y — 2 = 0 cuja solugdo é
y=1, e assim z = 2(1) = 2. Logo, (2,1) é o unico ponto critico. Usaremos
o teorema 3.3 e para tal, necessitaremos das derivadas parciais de ordem dois,
0 f >, Of

- — — 2 _—
s =12 -2 +2, 5 = Byom

= —4 Assim

D = Thenghen- (L) = @) - 47 =0

e consequentemente o teste é inconclusivo.
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Como poderemos fazer nesta situagao ?

Algumas vezes isto serd possivel examinando a fungéo diretamente para ver a natureza do
ponto critico. Em nosso caso, nés veremos que f(x,y) > 0 paratodo (z, y), desde que f(z,y)
€ a soma de poténcias de expoentes pares de numeros e dai sera sempre nao-negativa.

Mas, note que, f(2,1) = 0. Logo f(x,y) > 0 = f(2,1) paratodo (x,y),edai (2,1) éde
fato, um ponto de minimo global para f.

Exemplo 3.11. Iremos classificar os pontos criticos da  funcao
flz,y) = (@2 + y?)e= "+,

Inicialmente acharemos os pontos criticos, i.é. onde V f = (.

% _

0
T (- @ e e I ooy (@2 e
i

dy
entdo os pontos criticos sdo (0,0) e todos os pontos (x,%) sobre o disco unitario

4+ y? =1

Precisaremos agora usar o teorema 3.3 e para tal, necessitaremos das derivadas parciais de
ordem dois :

2
L ol @ ) - 20— 2070 - (4 e
T
of 2 .2 2 2 2 2\ )] (224
g = AL (@) 27 = 22— (2 4 ) e (=)
O f 2,2
= —Aay[2 — (22 + y?)|e" @ +y7)
Dy 0% ry[2 = (2% +y7)Je
Assim,
o*f O 0*f ’
D = —— ) — = (2)(2) = (02 = 4
00t - (7 0n) = @e-o
, 0* f , , -
Em (0,0),n6stemos D =4 > 0e W(O’ 0) =2 > 0, dai (0,0) é um ponto de minimo local.
T

Entretanto, para pontos (:r:, y) sobre o disco unitario z? + y2 = 1, teremos

D = (—4z%e ) (—4y?e ) — (—daye™)* = 0
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e pelo teste nada poderemos afirmar.

Se nos olharmos o gréafico de f(z,y), como mostra a figura, veremos que : tem um maximo
local para (, 1) sobre o disco unitario % + y* = 1.

Se usarmos coordenadas polares (7, §) em vez de (z,y) em R? , onde 7? = x? + 3/, entdo
conseguiremos escrever f(x,1y) como uma fungéo g(r) de apenas uma variavel r.

Obtemos: g(r) = r2¢~"", com r > 0. Entdo ¢'(r) = 2r(1 — r2)e™"", e tem-se ¢/ (1) = 0
seesdse, ”=0our==1esendor > 0, teremos um ponto critico em r = 1, no qual
g"(1) = —4e~! < 0, e segue pelo Teste da Derivada Segunda do célculo de uma variavel, que
r = 1 & um ponto de maximo local. Mas 7 = 1 corresponde ao disco unitario 22 + y* = 1.

Consequentemente, os pontos (i, /) sobre o disco unitario 22 + 3* = 1 sdo pontos de ma-

ximos locais para f. A solugdo estd ilustrada na figura 3.8.

FIGURA 3.8: O grafico da fungéo do exemplo 3.11.

3.4 Analise dos valores de uma funcao de duas variaveis nos
pontos da fronteira de seu dominio

4 )

Teorema 3.4. (Teorema de Weierstrass)

Se f(x,y) for uma fungdo continua num conjunto fechado e limitado A do R? , entéo,
f(z,y) assume um valor méximo e um valor minimo absoluto em A.

- /

Este resultado garante, sob as hipdteses dadas, que a fungcdo assumird valores maximo e
minimo absolutos. Resta-nos agora achar tais valores.

Sabemos que, entre os pontos interiores de A, os tnicos com possibilidade de serem extre-
mantes sao os pontos criticos. Assim, nossa tarefa sera:

(i) achar os pontos criticos de f que estdo no interior de A;

(ii) achar os valores maximo e minimo de f, na fronteira de A;
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(iiiy comparar os valores que f assume nos pontos criticos com os valores que f assume na
fronteira de A.

Logo, o maior destes valores obtidos em (iii) sera o valor maximo absoluto de f, e 0 menor destes
serd o valor minimo absoluto de f em A.

No préximo exemplo 3.12, iremos seguir 0s passos propostos acima para detectar os pontos
de maximos e minimos absolutos das fungdes.

Exemplo 3.12. Vamos encontrar o maximo e o minimo absoluto de
f(z,y) =2+ 2z + 2y — 2% — y?, na regido triangular T do primeiro quadrante
limitada pelasretasx =0,y =0ey =9 — x.

FIGURA 3.9: Afiguradaregiao T

Note que f é uma fungéo polinomial, donde teremos uma fungédo continua numa regiéo fe-
chada e limitada 7', assim o teorema 3.4 nos garante que f assume maximo e minimo absoluto

emT.
Inicialmente acharemos os pontos criticos de f que estdo no interior de 1"
Temos of of
—=2—-2r e —=2-2
ox oy Y
entdo os pontos criticos (a:, y) sdo as solugcbes comuns das equacoes
2—2x=0
2—2y=20

as quais tem uma unica solugéo (x,y) = (1,1).

Logo, (1, 1) é o tnico ponto critico de f e esta no interior de 7. De acordo com a definigéo
da fung@o f, o valor de f calculado no ponto (1, 1) sera f(1,1) = 4.

Prosseguindo, o nosso préximo passo € fazer uma andlise dos pontos da fronteira de 1
Observe que a fronteira de 1" consiste de trés segmentos de reta, cada um dos quais devem ser
tratados separadamente.
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No segmento OA, tem-se y = 0, substituindo em f(x,y) ficaremos com uma fungéo de
uma variavel f(x,0) = g(z) = 2 + 2x — x?, paratodo z € [0, 9).

E assim poderemos aplicar as técnicas do calculo de uma variavel: achando os pontos criticos
no interior do intervalo [0, 9] e pensando também que os valores extremos podem ocorrer nas ex-
tremidades do intervalo. Na extremidade x = 0 do intervalo [0, 9], tem-se g(0) = f(0,0) = 2.
Na outra extremidade = = 9, donde ¢(9) = f(9,0) = 2+ 2(9) — (9)> = —61. Para pontos
interiores de [0, 9], teremos ¢'(z) = 2 — 2x = 0 o que equivale & x = 1 e temos candidato
g(1) = f(1,0)=2+2(1) - 1> =3

No segmento OB, tem-se x = 0, substituindo em f(z,y) ficaremos com uma fungéo de
uma variavel f(0,y) = g(y) = 2 + 2y — 32, para todo y € [0,9]. Analogamente, obtém-se
que os candidatos neste segmento sao:

£(0,0) =2; g(9) = f(0,9) =2+ 2(9) — (9)* = —61

g(1) = f(0,1) =242(1) —12 = 3.

No segmento AB, tem-se y = 9 — x, substituindo em f(x,y) ficaremos com uma fungéo de
umavariavel f(z,9 —x) = h(z) =2+ 2z +2(9 — ) — 2* — (9 — z)* = —22% + 18z — 61,
para todo x € [0, 9.

Ja levamos em consideracgao os valores de f nas extremidades de AB, assim falta examinar
0s pontos interiores de AB:

9 9 9
Fazendo h'(x) = —4x 4+ 18 = 0 obtém-se x = 5 paraoqual y =9 — <—> = —, com

2 9
99 9\ 2 9 41
22y =—2(= 18(2) —61=——.

M(33)=—(3) +1(3) -o1=3

Compararemos os valores de f nos pontos criticos interiores e nos pontos de fronteira, nos
quais um extremo pode ocorrer.

Obtivemos:
f(1,1) = 4;
£(0.0) = 2: f(1,0) = 3; £(0,9) = F(9,0) = ~61; (0,1) = 3; f (g g) -2

Logo, o valor maximo absoluto de f é 4 o qual corresponde ao ponto de maximo absoluto
(1,1). E o valor minimo absoluto de f é —61, o qual € assumido em dois pontos de minimos
absolutos que sdo (0,9) e (9,0).
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Desafio!

Faca no caderno a resolucéo da procura de todos os extremos absolutos da fungéo\
f(z,y) =xysobre C : 2> +y?> < lcomz > 0;y >0

i

Qique aqui para ver a resposta. /

Note que no exemplo 3.12, a resolucao se tornou mais facil considerando uma variavel em
funcédo de outra e restringindo aos métodos tradicionais para fun¢des de uma variavel. Mas,
e quando isso nao for possivel ? (o qual pode ser um caso frequente). Na préxima secao,
apresentaremos um método mais geral, chamado método dos multiplicadores de Lagrange, para
resolver problemas de otimizacao condicionados (com vinculos).

3.5 Maximos e minimos condicionados: Multiplicadores de
Lagrange

Nosso objetivo sera maximizar ou minimizar uma fungéo de varias variaveis quando estas nao
sao independentes, mas satisfazem uma ou mais condi¢cdes dadas, chamadas vinculos . Este
método nos ajudara a resolver certos problemas de otimizacao que sao dificeis ou impossiveis
de se resolver usando os métodos estudados até agora.

Suponhamos que estamos diante do seguinte problema:

Exemplo 3.13. Minimizar f(x,y) = 2 + y?, sujeito ao vinculo z + y = 1

Vamos usar um argumento que pode ser generalizado para mais variaveis:

Construiremos as curvas de nivel da fungdo f e usaremos que o gradiente de f é sempre
perpendicular as curvas de nivel.

Note que, devemos achar os pontos (x,y) da reta g(z,y) =  +y = 1 que minimizam
f(z,y).

Podemos pensar na curva restricao (vinculo), como uma curva de nivel da fungdo g e assim
gradiente de g € perpendicular a essa curva de nivel.

Analisando a figura podemos ver que, cada ponto intersegéo da curva de nivel da f com a
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FIGURA 3.10: A figura do exemplo 3.13

curva restricdo € um candidato a solugo, e neste caso o valor minimo de f ocorre num ponto
no qual a curva de nivel de f e a curva restricdo somente se tocam, ou seja, as curvas tem
uma reta normal em comum. Isso nos sugere que o minimo de f(x,y), se existir, ocorrera
num ponto (g, /o) sobre a curva restrigdo no qual os vetores V f e Vg séo paralelos, ou seja,
sdo multiplos escalares um do outro; podemos afirmar que existira um nimero real A tal que

V f(xo,90) = AVg(zo, yo).
Consequentemente, tal ponto procurado devera satisfazer o seguinte sistema:

(0 0
07 (r0,m0) = AS (20, 30)

L 9(w0,90) =1

o qual é um sistema de 3 equagoes e 3 incognitas xg, Yo € A.

A equacéao g(m, y) = ¢ é chamada equagao de restricdo , e dizemos que x e y s&o condi-
cionadas por g(x,y) = c¢. Pontos (z,y) os quais sd0 maximos ou minimos de f(z,y) com
a condicao que eles satisfacam a equacgao de restricao g(a:, y) = ¢ s&o chamados pontos de
maximos condicionados ou minimos condicionados, respectivamente. Definicdes analogas
tem-se para fungdes de trés variaveis.

Agora, voltando ao nosso problema proposto do exemplo 3.13, poderemos resolvé-lo. Temos
Vf=(2zr2y)eVg=(1,1)edevemoster Vf = AVg. Assim,

2x = A1
2y = A1
x+y=1
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A A

Da primeira e segunda equacao, concluimos que & = 5 ey = 5’ ou seja, * = y o qual subs-
1 1
tituindo na terceira equagéo obtém-se x + x = 1 o que equivale a r = 5 ey — 5
i} - . . 11
Logo a fungéo tem um minimo relativo restrito ocorrendo no ponto A = 53)

E é este método que veremos agora no préximo resultado.

4 )

Teorema 3.5. (Teorema de Lagrange)

Sejam as fungbes f(x,y) e g(x, y) definidas e com derivadas parciais primeiras conti-
nuas, e suponha que ¢ é uma constante escalar tal que V g(z,y) # 0 para todo (x, )
que satisfaca a equacao g(a:, y) = c¢. Entdo para resolver o problema de otimizacao
condicionado

Maximizar (ou minimizar) : f(x,y)

dado: g(z,y) = c,

acharemos os pontos (x,y) que resolvem a equagdo V f(x,y) = A\Vg(x,y) para
alguma constante \ (o nimero A\ é chamado de multiplicador de Lagrange ). Se existir
um maximo ou minimo condicionado ele deve ser um tal ponto que satisfaca essas
condigées.

- )

Uma prova rigorosa do teorema 3.5, requer o uso de um Teorema da Funcao Implicita o
qual esta fora de nossos objetivos. Note que o teorema 3.5 somente nos fornece uma condicao
necessaria para um ponto ser um maximo ou minimo condicionado. Se um ponto (z,¥) que
satisfaz V f(x,y) = A\Vg(x, y) paraalgum A, realmente € um maximo ou minimo condicionado
pode algumas vezes ser determinado pela natureza do problema em questao.

Exemplo 3.14. Para um retangulo cujo perimetro é 20 m, vamos usar o método dos
multiplicadores de Lagrange para achar as dimensdes que maximizam a area.

Suponhamos que x e y representam a largura e altura, respectivamente, do retangulo.
Queremos

Maximizar : f(x,y) = xy
dado : 2z + 2y = 20

Sabemos que resolver aigualdade V f (z,y) = AV g(z, y) para algum A, quer dizer resolver
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of 99 e g = )\@, a saber:

or Ox oy Oy

as equacoes
Yy =2\
r =2\
A idéia geral é resolver para A em ambas as equagdes, entdo resolver para x e ¥:
Joa=12 t
—=A= — seesomentese x =y.
2 2 Y
Agora, substituindo na equagéo restricao para resolver para x e y:
20 = g(x,y) = 22 + 2y = 2z + 22 = 4z,

gue é equivalente a x = 5, ou sejay = 5.

Deve haver uma area maxima, desde que a area minima ¢ 0 e f(5,5) = 25 > 0, assim
como que o ponto (5, 5) deve ser um maximo condicionado. Em consequéncia, a area maxima
ocorre para um retangulo cuja largura e altura ambas s&o iguais a 5 m.

No desafio abaixo, novamente maximizaremos a area de retangulo usando o método dos
multiplicadores de Lagrange.

Desafio!

Faca no caderno o calculo das dimensbes de um retangulo de area maxima inscrih
numa semicircunferéncia de raio 2.

T

Qique aqui para ver a resposta. /

No proximo exemplo veremos o uso do método dos multiplicadores de Lagrange para minimi-
zar distancia.
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Exemplo 3.15. Vamos achar o ponto da parabola y = x* mais préximo do ponto

(14,1).
A distéancia d de algum ponto (x, y) ao ponto (14,1) é
d= /@17 (y— 17

e minimizar a distancia € equivalente a minimizar o quadrado da distancia. Assim,

queremos resolver o problema

Minimizar : f(z,y) = (x — 14)? + (y — 1)?
dado : g(z,y) =y — 22 =0

Precisaremos resolver o sistema:

{Vfwg

y—x2=0

ou seja,
2(x — 14) = =2z

Note que, da primeira equagdo = # 0 desde que, de outra forma levaria @ —28 = 0. Assim,

poderemos dividir por x e isolar A na primeira equago.
14 — =z . 14+
= 2(y — 1), ou seja, y = T
x

Da primeira e segunda equagao teremos A\ =

Substituindo em y — 22 = 0 obteremos — 22 =0.

x
O que equivale a 223 — x — 14 = 0 a qual possui © = 2 como raiz (as outras raizes sdo

complexas). E assim, y = 4.

Por inspecao, tomando-se pontos satisfazendo a equagéao restricdo e comparando os valores:
f(1,1) =1 - 14)2 + (1 - 1)2 =169 > 153 = f(2,4) = (2 — 14)2 + (4 — 1)2.

Logo (2,4) é o ponto procurado.

No desafio abaixo, maximizaremos e minimizaremos distancia de um ponto a pontos que
satisfazem um determinado vinculo.
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Desafio!

Resolver no caderno, achando os pontos sobre o circulo z? + y2 = 80 que estdo mais\

proximos e mais distantes do ponto (1, 2).

T

Qique aqui para ver a resposta. /

A seguir apresentaremos um exemplo, que ilustra geometricamente a condigdo V f = AVg

sendo satisfeita num determinado ponto.

Exemplo 3.16. Dada acurvaxy = 1,com x > 0 e y > 0; vamos determinar a equa-
¢&o da curva de nivel da fungéo f(z,y) = % 4 16y2 que seja tangente a essa curva

dada. E qual sera o ponto de tangéncia.

Note que, as curvas de nivel k da fungédo f sdo as elipses de equacgio z? + 16y2 = k.
Podemos pensar na curva dada como uma curva de nivel 1 da fungéo g(z,y) = xv,
€ assim procuraremos por um ponto pertencente a essa curva no qual a curva de nivel
da f e acurva de nivel da g somente se tocam, ou seja, as curvas tem uma reta normal
em comum. Logo, neste tal ponto devemos ter V f = AVg.

Podemos dizer que, neste exemplo, queremos minimizar f(x, y) =22 + 16y2 sujeita ao
vinculo g(x,y) = zy = 1.
Devemos resolver as equacgoes:

Vf=AVg
xy =1

ou seja,
2r = \y
32y = Az
xy =1
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FIGURA 3.11: A figura do exemplo 3.16.

Multiplicando a primeira equagéo por x € a segunda equagao por ¥, ficaremos com

202 = \wy
32y% = \zy
xy =1

consequentemente podemos concluir que 222 = 32y2, ou seja, 22 = 16y* que equivale a

x = +4y. Sendo x > 0 e y > 0 obtém-se x = 4y, o qual substituindo na terceira equagédo

1 1
torna-se (4y)y = 1 donde y* = 1 comy > (0 eassimy = Ser= 4.5 =2.

1
Logo (2, §> € o ponto de tangéncia.

Falta acharmos o valor de k correspondente a equacéo da curva de nivel da f:2% + 1612 = k.
Usando o fato de que, em todo ponto da curva de nivel k a fungdo f assume sempre o mesmo
valor, constante e igual a k. Mais ainda, que o ponto solugdo encontrado pertence a essa curva.

|el‘el NosS:
]{: 1 2 1 1
’ 2 2 4 .

Portanto a equagéo da curva de nivel sera 22 + 1632 = 8.

O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser extendido para fungdes de trés variaveis.
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Exemplo 3.17.

Maximizar (e minimizar) : f(x, Y, z) =Tr+=z

dado: g(z,y,2) =2 +y? + 22 =1

Resolveremos a equagdo V f(x,y, 2) = A\Vg(x,y, 2):

1 =2\z
0=2\y
1 =2\z

A primeira equagéo implica A # 0 (caso contrario, teriamos 1 = ), consequentemente na se-
gunda equagéo tem-se y = 0 e podemos dividir por A na primeira e terceira equagéo, obtendo-se
1

T=—F—=2Z2.

2\
Substituindo essas expressdes na equagao restricdo g(xz,vy,z) = x? + y? + 2% = 1 fica-

1 1 —1 —1
mos com os pontos criticos condicionados | —,0, — | e [ —=,0, — |.

Desd < 1 0 1 ) > (_1 O _1> ~ trics 2 2 2 1
esdae que 7 —, U, —= ’ —, U, —= |, € a equagao resirigcao T + + z¢ =
\/§ \/§ 2 \/5 ¢ ¢ Y

descreve uma esfera (a qual é limitada) em R?, entdo

—1
condicionado e (—

—1
70a_
V2 V2

1 1
—,0,— ] é o ponto de méaximo
V2 ﬂ) ’

> € o ponto de minimo condicionado.

No exemplo 3.18, usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange para minimizar a soma
de quadrados de numeros satisfazendo um determinado vinculo.

Exemplo 3.18. Vamos encontrar trés nimeros reais cuja soma seja 9 e cuja soma de
seus quadrados seja a menor possivel.

Queremos minimizar f(z,y,2) = x? +y? + 22 sujeita a
gz, y,2) =x+y+2=09.

Resolveremos as equagoes:
{ Vf=\Vyg

g(z,y,2) =9
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ou seja,

(22 =\
2y = A
22 =\
(zr+y+2=9

Das trés primeiras equagbes deduzimos que x = y = z, substituindo-se na ultima equacgéo
obtém-se x +x + x = 9,0ouseja3r = 9,donde x = 3;y = 3; z = 3.

Agora f(3,3,3) = 32 4+ 3% + 3% = 27. Por inspegéo, tomando-se pontos satisfazendo a
equacao restricdo e comparando os valores:

f(=1,2,8) = (—1)2 4+ (2)* + (8)* = 69 > 27 = [(3,3,3),

concluimos que asolugdo éx = 3;y = 3;e 2 = 3.

No desafio abaixo, minimizaremos a soma de trés numeros satisfazendo uma determinada
condigao.

Desafio!

Usando o caderno, ache trés nimeros positivos cuja produto seja 100 e cuja soma seja\
minima.

Qique aqui para ver a resposta. /

Teremos mais um exemplo de minimizar distancia, agora envolvendo uma funcéo de trés

variaveis.
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Exemplo 3.19. Vamos determinar o ponto sobre o plano x + 2y 4+ 3z = 13, mais
proximo do ponto (1,1, 1).

Queremos minimizar a fungdo distancia d ((x,y,z),(1,1,1)) sujeita & restrigao
T+ 2y + 32 =13.

Sabemos que minimizar a distancia é equivalente a minimizar o quadrado da distancia.
Trabalharemos entdo com

Minimizar : f(z,y,2) = (x — 1)+ (y — 1) + (z — 1)?
dado: g(x,y,2) =x 4+ 2y + 32z =13

Precisaremos resolver as seguintes equagodes:
Vf=AVg
r+2y+3z2=13

ou seja,
2 —1) = A
2(y — 1) =2\
) 2(z—1) =3\
 z+2y+32=13

Isolando \ nas trés primeiras equagoes, ficaremos com
A=2r 1) =(y-1)= (1)
ou equivalentemente
y=2x—1, e z=3z—2.
Substituindo em g(x,y,2) = x + 2y + 3z = 13 tem-se x + 2(2x — 1) + 3(3x — 2) = 13,

, 21 3
donde 14x = 21 assim como que r = — =

14 2
3 5
—3(2)—2=2
2=3(5) 2=

Por inspecao, comparando os valores:

Consequentemente y = 2 5]~ 1=2e

f(13,0,0):(13—1)2+(0—1)2+(0—1)2:146>g:f<g,2,g>.

3 5
Poderemos concluir que o ponto procurado sera <§, 2, 5) :
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3.6 Problemas de otimizacao

Nesta secao, usaremos o método de multiplicadores de Lagrange para resolver alguns problemas
de otimizagao.

Lembra como usavamos o critério da derivada primeira, para determinar valores &
mMAaximos e ou minimos absolutos ?
E como isso pode ser usado para resolver um problema de otimizacao ?

Vamos lembrar como resolver o seguinte problema. Suponha que tenhamos 320 metros de
cerca disponiveis para cercar um campo retangular. Como a cerca deve ser usada de tal forma
que a area incluida seja a maxima possivel?

Considerando-se o comprimento e largura do retdngulo como sendo x e y, respectivamente.
O perimetro total serd 2x + 2y.

Nosso objetivo sera maximizar a area f(x,y) = x.y sujeita a restrigdo 2x + 2y = 320.

Podemos resolver usando o fato de que 2x + 2y = 320, ou seja, * + y = 160, a qual equi-
valeay = 160 — x.

Substituindo y = 160 — x na fungao dada, obteremos

f(x,160 — z) = 2.(160 — x) = 160z — 2 = g(x),

a qual serd uma fungdo de uma variavel com 0 < x < 160.

E poderemos usar todas as técnicas do célculo 1: derivando-se e igualando a zero, obtemos
¢'(z) = 160 — 2x = 0 da qual tem-se = = 80, o ponto critico de g¢.

Comparando os valores de g no ponto critico com os valores de g nas extremidades do
intervalo [0, 160], teremos

4(80) = 80(160 — 80) = 80(80) = 6400;
g(0) = 0(160 — 0) = 0;
9(160) = 160(160 — 160) = 0.

Logo, para que a area incluida seja a maxima devemos tomar x = 80 e y = 160 — (80) = 80.
Observe que, na verdade temos um quadrado.

No exemplo 3.20 a seguir, vamos resolver o mesmo problema usando o método dos multipli-
cadores de Lagrange.
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Exemplo 3.20. Suponha que tenhamos 320 metros de cerca disponiveis para cercar
um campo retangular. Como a cerca deve ser usada de tal forma que a area incluida
seja a maxima possivel?

Queremos  maximizar a area f(x,y) =x.y sujeita A&  restrigdo

g(z,y) = 2z + 2y = 320.

Sabemos que, V f(z,y) = AVg(z, y) para algum .
Deveremos resolver as equagdes:

Yy =2\
T =2\
2z + 2y = 320

Das duas primeiras equagbes do sistema, concluimos que * = ¥y, a qual levando na terceira
equacdo fica 2z + 2z = 320, ou seja, 4xr = 320 a qual é equivalente a x = 80, e consequen-
temente y = 80.

Logo, para que a area incluida seja a maxima devemos tomar x = 80 e y = 80.

Que relacao tem este problema com o ja apresentado no exemplo 3.14 ?

Desafio!

Facga no caderno, a resolugcdo do seguinte problema: um galpdo retangular deve sh
construido num terreno com a forma de um triangulo, conforme a figura 3.12. Determi-

nar a area maxima possivel para o galpao.

I

KCquue aqui para ver a resposta. /
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FIGURA 3.12: A figura do desafio do galpao.
No exemplo 3.21, trabalharemos com um problema de maximizar lucro de uma producao.

Exemplo 3.21. Uma fazenda produz dois produtos em uma lavoura, denotados por A
e B. O lucro da fazenda pela venda de x unidades do produto A e y unidades do
produto BB é dado por:

3 3
L(z,y) = 60x + 100y — §x2 - §y2 — zy.

Supondo que toda a producéo seja vendida, determinar a producao que maximiza o
lucro. Determine, também, esse lucro.

Nosso objetivo sera maximizar o lucro suijeito a restrigio de g(x,y) = = + y = P, em que
P representa a producio total.
Queremos resolver as equagoes:

VL = \Vg
r+y=~P

Assim,

( 3
60 — 5(2x) —y=1A

100 — ;(Qy) —x =1\

v +y="P

Podemos observar e concluir que 60 — 3x — y = 100 — 3y — x, ou seja 2y = 2x + 40, ou
ainda y = x + 20.
Substituindo na ultima equagao teremos = + (x + 20) = P, donde 2z + 20 = P.

P P P
Consequentemente, © = 5~ 10ey = 5~ 10 | +20 = 5 + 10.

P P
Portanto deve se produzir 5~ 10 unidades do produto A e 5 + 10 unidades do produto
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B:; e o lucro maximo sera

P P P 3
L{=-10,=+10) = ~ -1 1 10) —2(=—10
(2 0,2+0) 60(2 0>+00< +o> 2( )
’ P+&02 P10} (£ 110
2\ 2 2 2

Exemplo 3.22. Deseja-se construir uma arena de teatro com 100 metros quadrados
de area total da forma de um semicirculo acoplado a um retangulo como mostrado
na figura. Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar as
medidas x e y que dariam o menor perimetro.

FIGURA 3.13: A figura do exemplo 3.22

De acordo com a figura, note que o semicirculo tem didmetro igual a x, e assim o perimetro

1 x
serap(x,y) =2y +x + 5(2#) <§>
A area total sera a area do retangulo mais a area do semicirculo, ou seja

1 2
g@ay):aw%—Ew(g) :lOQdmweg@;y):ayﬁ—ngZ]OQ

x ™
Minimizaremos p(x,y) = 2y + = + T sujeito ao vinculo g(z,y) = zy + §x2 = 100.
Resolveremos

iy T
T 1:A[ 2—}
2+ Y+ 89:

2= Mx

xy4—gx2:100

\

2
Note que, da segunda equagdo A = —, sendo x = 0 visto que, do contrario levariaa 2 = 0, que
x

nao ocorre.
2 2T

s
Substituindo o valor de A na primeira equagdo obtém-se 5 +1=—-y+ —Za:, ou seja
T T
s s T
5 +1= QQ + —, donde 2Q =leassimy = 5 a qual substituindo na terceira equacao fica
T T
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x <§> + T 22 = 100 levando a 2% =

2 8 1_|_7T'
2 8

10 1 10 ) 5
Sendox > Oey > 0, obteremos x = ey=-— = que sao

1 =« 2 /1 n 1 n s

2 8 2 8 2 8

as medidas que dariam o menor perimetro.

Neste ponto, apresentaremos um exemplo que envolve minimizar a area de superficie de uma
caixa sujeito a um volume fixado V' = 32, respondendo ao problema apresentado no inicio da
sec¢ao 3.2, na qual comegamos a falar em maximos e minimos.

Exemplo 3.23. Vamos decidir quais sdo as dimensdes de uma caixa retangular sem
tampa com volume de 32m3 e que requer uma quantidade minima de material para

sua construgao.

E razo4vel supor que a caixa com a menor area de superficie possivel necessitara de
uma quantidade minima do material, logo nosso objetivo sera
Minimizar a area de superficie f(x,y,2) = xy + 2xz + 2yz sujeita a restrigdo de
volume g(x,y, z) = zyz = 32,comz > 0;y > 0e z > 0.

Precisaremos resolver as equagoes:

Vf=AVg
xyz = 32
ou seja,
(Y + 2z = \yz
x4+ 2z = M\xz
2 + 2y = vy
| Tyz = 32

Multiplicando a primeira equagéo por x, a segunda equagao por y e a terceira equagao por z
ficaremos com

([ xy + 2x2 = A\vyz

xy + 2yz = A\ryz

2z + 2yz = \xyz

TYz = 32
0 que nos leva as igualdades xy + 22z = xy + 2yz = 2x2 + 2yz, e a cada duas delas pode-
mos concluir que * = y e x = 2z, as quais substituindo na Ultima equagao do sistema torna-se
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(22)(22)z = 32 donde 42 = 32, 0 que equivale & 2* = 8, obtendo-se z = 2; consequente-
mente v = 4;ey = 4.

Pela natureza do problema, deduziremos que (4, 4, 2) sera o ponto de minimo procurado.

Logo as dimensdes da caixa sdo: altura igual a 2m, com comprimento e largura ambos iguais
adm.

No exemplo 3.24, usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange para maximizar o
volume.

Exemplo 3.24. Se o comprimento da diagonal de uma caixa retangular deve ser de L
unidades, qual € o maior volume possivel ?

Para nos auxiliar, basearemos na figura abaixo em que temos uma caixa com trés faces
contidas nos trés planos coordenados; e consideraremos as dimensdes da caixa como sendo x,
yez.

FIGURA 3.14: A figura do exemplo 3.24

Note que, pela figura a diagonal D da caixa sera tal que D? = 22 4 a® onde a? = 2% + 9>

Ou seja, D? = 2% + 42 + 2% donde /22 + y2 + 22 = L, ou ainda 2% + y* + 22 = L2,

Nosso objetivo serd maximizar o volume z.y.z sujeito a condi¢cao x? + y2 + 22 =12
Seja f(z,y,2) = zy.zeg(x,y, 2) = 2° +y* + 2%
Resolveremos as equagoes:

Vf=AVg

4yt + 2 =L
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ou seja,

((yz = \2x
rz = A2y
xy = A2z
| 22 p 2 2= 12

Multiplicando a primeira equagao por x, a segunda equagao por Yy e a terceira equagao por z
obteremos

[ xyz = \222
Yz = \2y>
Tyz = \222
224 y? 4 2% = [2

\
E assim teremos as igualdades 222 = \2y? = X222, que ap6s simplificagdes sendo \ # 0
(sendo teriamos do sistema x = 0 ou y = 0 ou 2 = 0, 0 que ndo ocorre) podemos concluir que

2% = y? = 22, as quais substituindo na Ultima equagcao do sistema torna-se 2> + 22 + 2% = L2
L L
donde 3z2 = Lz, 0 que equivale a x = —3 consequentemente y = —; e 2 = —=; desde

V3 V3

que x >0, y >0 e z > 0. Com esses valores das dimensdes da caixa, obteremos que o
L L L L3

V3VBV3 T 3VB

volume maximo possivel serdaiguala V' =

Desafio!

Resolva no caderno o seguinte problema: \
Um pacote com o formato de uma caixa retangular pode ser enviado pelo correio como
encomenda postal se, a soma de seu comprimento, largura e altura for de, no maximo

99 cm. Determine as dimensdes do pacote de maior volume que pode ser enviado
como encomenda postal.

=

KCquue aqui para ver a resposta. /
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Usando o método dos multiplicadores de Lagrange resolveremos um exemplo que envolve
minimizar custo.

Exemplo 3.25. Considere um aquario com formato de uma caixa retangular com tampa
e de volume V. Sabendo-se que a base do aquario é feita de arddsia, a tampa e os
demais lados sédo de vidro e que o prego da arddsia (por unidade de &rea) equivale
a cinco vezes o prec¢o do vidro; determine as dimensdes do aquario para minimizar o
custo do material.

FIGURA 3.15: A figura do exemplo 3.25.

Suponhamos que o prego, por unidade de area, do vidro seja p. Assim, de acordo com 0s
dados do problema o prego da ardésia, por unidade de area, serd 5p. Logo, o custo total sera
C(z,y, z) = bpxy + plry + 2xz + 2yz] = p[bry + xy + 2xz + 2yz], sendo p uma cons-
tante.

Ou seja, queremos minimizar o custo 6zy + 2xz + 2yz sujeito a restrigdo x.y.2 =V

Precisaremos resolver:

( 6y + 22 = \yz
6r + 2z = \rz
2 + 2y = vy

| zyz =V

Multiplicando a primeira equagao por x, a segunda equagao por y e a terceira equagao por z

obteremos as igualdades 6xy + 2xz = 6xy + 22y = 202 + 2yz. Desdeque x # 0,y # O e
z

z # (), a cada duas das igualdades podemos concluirque x = ye x = 3’ as quais substituindo

3
zZ z z
na ultima equacéao do sistema torna-se 5'_'2 = V donde 9 =V, o que equivale a 2% = 9V,

VoV VOV

obtendo-se z = v/9V; consequentemente = = 5 Y 3
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3
9V
Portanto, as dimensbes do aquario para minimizar o custo do material serdo x = T;
3
VIV
y = ez=+v9V.
Numa situagéo hipotética de montarmos um radiotelescopio, usaremos o método dos multi-
plicadores de Lagrange para minizarmos a intensidade de um campo magnético:

Exemplo 3.26. Suponhamos que estamos encarregado de montar um radioteles-
cépio em um planeta recém-descoberto. Para minimizar interferéncias, devemos
posiciona-lo onde o campo magnético do planeta seja mais fraco. O planeta é es-
férico com um raio de 1 unidade. Com base em um sistema de coordenadas cuja
origem esteja no centro do planeta, a intensidade do campo magnético € fornecida por
M(x,y,2z) = vz + yz + 4. Onde vocé deve posicionar o radiotelescopio ?

Iremos minimizar a intensidade de um campo magnético M (z,y, z) = xz +yz + 4
sujeita a condicdo 22 + y? + 2% = 1.

Precisaremos resolver as equacoes:

(2= \2x

z= A2y

r+y= A2z

| 2+ P+ 22 =1
Somando membro a membro das duas primeiras igualdades obteremos: 2z = 2\ (z + y).
De acordo com a terceira equacao, poderemos substituir nessa expressao (ac + y) por A2z,
ficaremos assim com 2z = 2A(A2z).
Ou seja, 2z = 4A\?z, donde 22(2A? — 1) = 0,0 que equivale a z = O ou 2)\? = 1
Se z = (, nas duas primeiras equagoes deduz-seque x =y = O ou A = 0.
O caso r = y = 2z = 0 ndo ocorre, visto que ndo satisfaz a Ultima equagéo do sistema.
Assim A = 0, e substituindo na terceira equagdo do sistema tem-se x + y = 0, ou seja
y = —x, a qual levando na Gltima equag&o do sistema teremos 22 + (—x)? + (0)? = 1, equi-

valentemente, 222 = 1, ou ainda, 22 = —.

2 2 2 V2
Obtendo-se os pontos P, = <§, —g, O) ou P = (g, %, O).

Agora, analisando o caso 2)\%2 = 1 tem-se \> = —,ouseja \ = +—.
g 5 | \/§

Substituindo o valor de A nas duas primeiras equagdes do sistema e comparando-as te-

1 1
mos: 2 (j:—) r =2 <:I:—) 1y, donde x = vy, a qual levando na terceira equacgéao fica

V2 V2
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1
T4+ =2 (:I:E> z,ou seja, z = +1/2x. E a lltima equagéo torna-se 2 + 22 + 222 = 1,
a qual é equivalente a 422 = 1.

3 1 1 1
Logo a solucdo sera xr = :|:§; Y = :|:§ ez =42 5 )

Portanto, os pontos correspondentes obtidos serao

1 1 /2 11 2
P3: _7_7£ 5P4: _7_7_£ ;
2°2° 2 2 2 2

1 1 V2 1 1 2
P5: __7__7£ eP6: __7__7_£ .
2° 2 2 2" 2 2
Por inspecao, comparando os valores:
2 2
Y (i,_ﬁ,()) Ly
2 2
a(_Y2 V20 gy
2 2
1 1 2 2
M _7_’£ :£+4
2°2 2 2
11 2 2
M _7_,_£ :_£_|_4
2°2 2 2
1 1 2 2
M __’__7£ :_£_|_4
20 2 2 2
1 1 2 2
aL LoV V2
\ 2" 2 2 2

poderemos concluir que os pontos solugcdes do problema séo:

11 2 11 v2
P4: —7_7_£ eP5: __7__7£ .
22 2 27 2 2

Maodulo 11l - Maximo e minimos de fungdes de duas e trés variaveis 137



3.7 Solucoes dos desafios do modulo 1l

e Desafio da pagina 103.
Sendo f(z,y) = 1 — 2xy? + 23y, teremos

g—]yf = —dzy + 2°
Assim o f o (o]
- (L) = 4 2
Ox Oy 8x(8y> y+
Consequentemente,

_OF _0(FN__,
Oyox Oy Oy\oxdy/)

e Desafio da pagina 106.
E facil ver que, f(z,y) = 2% + y* > 0 para todos os valores de x e de .

Agora f(0,0) =0, e assim f(x,y) > f(0,0) e poderemos diretamente concluir que
(0,0) é um ponto de minimo absoluto de f.

FIGURA 3.16: O grafico da funcao deste desafio

e Desafio da pagina 109.

Como f(z,y) = 2x + 3y é diferenciavel e além disso

%(a’;,y) :2#Oeg—§(x,y) =3 #0,

para todo (x,y) € R?: poderemos concluir que a fungdo ndo possui pontos criticos.
e Desafio da pagina 113.

Primeiramente acharemos os pontos criticos de f(z,y) = zy — 2> —y%ié. onde VS = 0.
Desde que
of of

——=y—32" e —=ux-2
Ox ‘ Jy re A
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entdo os pontos criticos (a:, y) sdo as solugcdes comuns das equacoes
y — 322 =0
{ r—2y=20
Da primeira equagao tem-se y = 322, substituindo na segunda equacao

1
obtém-se x — 622 = 0, o qual tem as solugées + =0 e = = 6 Assim como que, de

- t - 3( ) - - 3 - 3 - .

, - 11
Consequentemente, os pontos criticos sdo (z,y) = (0,0) e (z,y) = ( )

Para usar o teorema 3.3 nds necessitaremos das derivadas parciais de or?:lerilzdois :
2 2 2
%:‘6” Z_J;Z_Q’ aigle
Assim
2
D = %(0,0) giy];(0,0) — (822533 (0,0)) = (=6(0)(-2)—12 = -1 < 0
e (0,0) é um ponto de sela.
Também,
o~ BG4 G 8- (GEGH)
0x2\ 6712 ) 0y2\ 6" 12 Oy dx \ 6~ 12 ’
ou seja,
b (o(2))(=2) - =150
e

Pf/1 1
a—gf; (6’ E) =10
Logo, (1, i) € um ponto de maximo local.
6" 12
Desafio da pagina 118.

Temos que f(x,y) = xy é uma fungéo polinomial, donde teremos uma fungéo continua
numa regiéo fechada e limitada C, assim o teorema 3.4 nos garante que f assume maximo
e minimo absoluto em C.
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FIGURA 3.17: Aregidao C

Inicialmente calcularemos os pontos criticos de f que estéo no interior de C':

Temos
of _ o 0 _
or 7 oy

entao os pontos criticos (x, y) sdo as solucdes comuns das equacoes

X

y=20
z=0

as quais tem uma Unica solugéo (x,y) = (0, 0).

Logo, (0, 0) é o nico ponto critico de f. Mas, neste caso, ndo teremos pontos criticos de
f no interior de C'.

Precisaremos fazer uma andlise dos pontos da fronteira de C":

Observe que a fronteira de C' consiste de dois segmentos de reta e parte do arco de uma
circunferéncia, cada um dos quais devem ser tratados separadamente.

No segmento OA, tem-se y = 0, substituindo em f(z,y) ficaremos com uma fungéo de
uma variavel f(x,0) = g(x) = 0, paratodo = € [0, 1].

E assim poderemos aplicar as técnicas do célculo de uma variavel: achando os pontos cri-
ticos, se houver, no interior do intervalo [0, 1] e pensando também que os valores extremos
podem ocorrer nas extremidades do intervalo. Na extremidade x = 0 do intervalo [0, 1],
tem-se g(0) = f(0,0) = 0. Na outra extremidade x = 1, donde ¢g(1) = f(1,0) = 0.
Para pontos interiores de [0, 1], teremos g ’(a:) = () para qualquer valor de , donde qual-
quer valor de = € (0,1) é ponto critico de g e temos os candidatos f(z,0) = 0 com
z € (0,1).
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No segmento OB, tem-se x = 0, substituindo em f(z, y) ficaremos com uma fungéo de
uma variavel f(0,y) = g(y) = 0, para todo y € [0, 1]. Analogamente, obtém-se que os
candidatos neste segmento sdo:

9(0) = f(0,0) = 0; g(1) = f(0,1) =0eg(y) = f(0,y) =0,

com y € (0,1). Sobre o arco de circunferéncia: 2> + y?> = 1comz > 0 ey > 0 tem-se
y=+1-— 22

substituindo em f(x, y) ficaremos com uma fungéo de uma variavel
f(xa Vl_xz) :h(x):l'[\’ 1_'T2]7 YIRS [071]

Ja levamos em consideragao os valores de f nas extremidades do arco, assim falta exami-
nar os pontos sobre o arco:

1
Fazendo h'(z) = 0 o que equivale a (1)[v/1 — 22| + x[E(l — xQ)*%(—Qx)] =0,
2
T
ouainda, V1 — 22 = ——— que corresponde az2 = 1 — 2%, e assim 222 = 1, donde
Y% —d p
9 1
x? =,
2
L bt ! ! M € (0,1),t !
0go obteremos £ = — our = ———. Mas como & . 1), teremos apenas r = —.
V2 V2 V2
1
Consequentemente, para © = —, tem-se

V2
1 1 1 1 1 1
h(ﬁ)f(ﬁ’ 15)%%5

Compararemos os valores de f nos pontos criticos interiores e nos pontos de fronteira, nos
quais um extremo pode ocorrer.

Obtivemos:
f£(0,0) =0;
f(1,0)=0; f(0,1) =0; f(x,0) =0,comz € (0,1); f(0,y) =0,comy € (0,1);

()

1
Logo, o valor maximo absoluto de f é 5 o qual corresponde ao ponto de maximo absoluto

1
1
2

1 1
(5 7)
E o valor minimo absoluto de f € 0, o qual é assumido em pontos da forma (z,0) com
x € [0, 1] e em pontos da forma (0, y) com y € [0, 1].
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e Desafio da pagina 121.

(z,9)

A
/

-1

FIGURA 3.18: A figura deste desafio.

Conforme figura, temos um retangulo de comprimento 2x e largura y.
Queremos

Maximizar : f(x,y) = 2zy
dado : 22 + y? = 4;comy > 0

Precisaremos resolver a igualdade V f(x, y) = AVg(x, y) para algum A, ou seja

af (0g Of |0y

e — = \—=, a saber:

dr oz oy Oy
2y = A2z
2r = N2y

Mais ainda, (,y) devem satisfazer 22 + y* = 4.

Assim, resolveremos o sistema de equagoes:

2y = N2z
2 = N2y
2 +y? =4
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Apoés simplificagdes, multiplicando a primeira equagdo por x, a segunda equagao por y
ficaremos com

Ty = \?
xy = \y?

o que nos leva a igualdade Az = \y?, e sendo A # 0 (caso contrario, no sistema inicial
terfamos z = 0 e y = 0) obtém-se 2> = y? donde x = +v.

Substituindo na ultima equagdo do sistema obtém-se 4% + y* = 4, ou seja, 2y? = 4, o
que equivale & y? = 2, obtendo-se y = ++/2; mas y > 0 consequentemente y = V2 e
r = +2.

Logo os pontos criticos condicionados s&o (\/5, \/§) e (—\/5, \/5)

Comparando os valores:

F(V2,V2) =2v2V2 =4 e f(—V2,V2) = 2(—v/2)v/2 = —4, conclui-se que(v/2, v/2)

€ 0 ponto de maximo.

Portanto, o comprimento e largura do retangulo sao: 2\/§ e \/ﬁ respectivamente.
Desafio da pagina 123.
A distancia d de algum ponto (x, y) ao ponto (1,2) é

d=\/w—17 +(y—27

e minimizar a distancia é equivalente a minimizar o quadrado da distancia. Assim o pro-
blema pode ser considerado:

Minimizar : f(z,y) = (z — 1)? + (y — 2)?
dado : g(z,y) = 2% + 3% = 80

Resolver V f(x,y) = AVg(x,y) é equivalente a resolver as seguintes equagoes:
2(x — 1) =2\z
2(y —2) =2y

Note que = # 0 desde que, de outra forma —2 = () na primeira equagéo. Analogamente,
y # 0. Poderemos resolver ambas as equagdes para A como segue:
r—1 Yy — 2

:A:—
¥y Y

se e somente se
Ty — Yy =1y — 2,
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o que é equivalente ayy = 2x. Substituindoem g(z,y) = 2 + y* = 80 tem-se 5a? = &0,
assim como que © = £4. Consequentemente os dois pontos criticos sdo (4, 8) e(—4, —8).
Desde que f(4,8) = 45 e f(—4,—8) = 125, e desde que eles devem estar sobre o cir-
culo e mais préximos e mais distantes do ponto (1,2) , entdo é o caso em que(4,8) é o
ponto sobre o circulo mais proximo a(1,2) e (—4, —8) é o mais distante de (1,2). Veja
figura 3.19.

FIGURA 3.19: A figura deste desafio.

Note que a equagao % + y2 = 80 descreve um circulo, o qual € um conjunto limitado em
R?, entdo nds podemos garantir que entre os pontos criticos condicionados encontraremos
realmente o0 maximo e minimo condicionado.

e Desafio da pagina 126.
Queremos minimizar f(z,y,z) = x +y + z sujeitaa g(x, y, z) = xyz = 100.

Resolveremos as equacoes:

Vf=AVg

g(x,y, z) = 100
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ou seja,

(1= )\yz
1= Azz
1= A\zy

| zyz = 100

Das trés primeiras equagdes deduzimos que \yz = Arz = Axy.

Sendo A #0, z #£0; y # 0 e z # 0, comparando as igualdades duas a duas e apds
simplificacOes teremos r = y = z.

Substituindo-se na ultima equacao obtém-se,
z.x.x = 100, ou seja, > = 100,
donde x = v/100; y = +v/100; 2 = v/100.

Agora,

f(+/100, /100, v/100) = /100 + +/100 + /100 = 3+/100.

Por inspecéo, tomando-se pontos satisfazendo a equagéao restricdo e comparando os valo-
res:

£(2,2,25) = 242425 = 29 > 3100 = f(/100, /100, </100),
concluimos que a solugdo é = v/100; y = +v/100; z = +v/100.

Desafio da pagina 129.

- 20m —

FIGURA 3.20: A figura deste desafio

Denotaremos o comprimento e a largura do retangulo por x e vy, respectivamente.

Queremos maximizar a area do retangulo sujeito a condigdo de = e y pertencerem ao
retangulo inscrito no triangulo dado.

Podemos observar que, os dois triangulos menores formados na figura sdo semelhantes
(caso: angulo-angulo); assim por propriedades de semelhanca teremos:
10—y =z
y 20—z
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a qual é equivalente
(10 = 9)(20 — z) = zy,

ou seja,
200 — 10x — 20y + 2y = 2y

que apds simplificacbes, obtém-se:
x4+ 2y =20

Logo iremos maximizar f(z,y) = xy sujeita ao vinculo x + 2y = 20.

Precisaremos resolver:

y=1A
xr =2\
x4+ 2y =20

Das duas primeiras equagdes do sistema, concluimos que x = 2y, a qual levando na ter-
ceira equacéo fica 2y + 2y = 20, ou seja, 4y = 20 a qual é equivalente a y = 5, e con-
sequentemente = = 2(5) = 10.

Logo, &rea maxima possivel para o galpdo sera f(10,5) = 10(5) = 50m?.

Desafio da pagina 134.

Suponhamos que z, y e z representam o comprimento, a largura e altura, respectivamente,
da caixa.

Queremos

Maximizar o volume f(x,y, z) = xyz sujeita arestrigdode g(x,y,2) = x + y + z = 99,
comz >0;y >0ez > 0.

Precisaremos resolver as equagodes:

Vf=AVg
{x+y+z99
ou seja,
((yz = Al
rz = Al
xy = Al
(zr+y+2=99
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Multiplicando a primeira equagao por x, a segunda equagao por y e a terceira equagao por
z ficaremos com

((xyz = \x
Yz = Ay
Yz = Az
(z+y+2=99

0 que nos leva as igualdades \x = Ay = Az. Podemos ver que, A # 0 (caso contra-
rio, teriamos z = 0 ou y = 0 ou 2 = 0 ) e concluir que x = y = 2. Substituindo na ul-
tima equagdo do sistema obteremos = + x + x = 99 donde 3z = 99, o que equivale a
x = 33, consequentemente y = 33;e 2 = 33.

Pela natureza do problema, deduziremos que (33, 33, 33) sera o ponto de maximo procu-
rado.

Logo as dimensdes do pacote de maior volume que pode ser enviado como encomenda
postal sdo: comprimento, largura e altura iguais a 33 cm.
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Modulo 4
Equacoes Diferenciais

Ordinarias de 1” e 2°

ordem

No término do médulo 1V, o aluno estara familiarizado com os seguintes conceitos:

v

v

v

v

v

Definicao e classificacao das equacgdes diferenciais;
Equacdes lineares de 1* ordem e fator integrante;
Equacdes de variaveis separaveis;

Equacles exatas;

tantes;

v

4.1

Aplicacdes de EDO de 1 e 2% ordem.

Definicao e classificacao das equacoes diferenciais

O que é uma equacao? Vocé saberia definir este conceito sem duvida?

Fazendo uma definicdo rigorosa seria a seguinte:

Equacgdes diferenciais de 2* ordem homogéneas e ndo homogéneas com coeficientes cons-

-

-

Definicao 4.1. Uma equacdo com uma incognita € uma igualdade cujo valor de ver-
dade (verdadeira ou falsa) depende da incdgnita. Uma vez substituida a incognita, a
equacao se transforma em uma proposicao que pode ser verdadeira ou falsa.

J

Concorda? Vamos ilustrar equagdes no exemplo 4.1.
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Exemplo 4.1. A expressdo x + 1 = 0 é uma equacgéo cuja incégnita é x. Substituindo
x por 3 notamos que a proposicéo obtida 3 + 1 = 0 é falsa, enquanto a proposicédo
obtida de substituir x por —1, ou seja (—1) + 1 = 0 é verdadeira!

Da mesma forma, se escrevermos a equacao

y' = sen(t), (4.1)

tem como incognita a y(t) , que € uma fungio cuja derivada é sen(t). Assim, tomando
y = t, teriamos, substituindo em (4.1), a igualdade

1 = sen(t),

que seria verdadeira para alguns valores especificos de ¢, mas ndo para todo t. Para
que a proposicao seja verdadeira para todo ¢, deveriamos escolher y = cos(t).

O exemplo 4.1 nos mostra um caso particular de equacdes que iremos estudar neste médulo
IV: as equacées diferenciais, que serdo a motivacao da seguinte definicdo 4.2.

4 )

Definicao 4.2. Uma equacéo diferencial é uma equacgio cuja incognita é uma fungdo

e suas derivadas. Se tal funcdo é de uma variavel, a equacdo se chama Equacao
Diferencial Ordinaria (EDO). Se a fung&o incognita é de varias variaveis, a equagao é
chamada de Equacéo Diferencial Parcial (EDP).

- /

Vejamos alguns exemplos deste tipo de equacdes diferenciais no exemplo 4.2 a seguir.

Exemplo 4.2. 1.1y — 5y = t? é uma EDO pois a funcéo incégnita y depende ape-
nas da variavel t e a equacéo envolve a derivada y’ que também depende da

incognita ¢.
2 .
2. % — —2% € uma EDP pois envolve uma funcao incognita e suas derivadas

parciais com respeito as variaveis x e t.

3. f’(x) =1 — x* éuma EDO.

No caso das equagdes estudadas nos cursos anteriores, como a considerada no inicio do
moédulo,  + 1 = 0, costumamos dizer que o nimero real que substituindo a incégnita por esse
nuamero, transforma a equacdao em uma proposicao verdadeira, € uma solucdo da equacao.
Da mesma maneira, podemos definir solugcdo de uma EDO ou uma EDP, como sendo aquela
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funcdo que substituida na equacao, faz que a proposicao seja verdadeira... para todo valor da(s)
variavel(s) independente(s).

Também, como nas equacdes tratadas em outros cursos, resolver uma equacéao diferencial
€ encontrar todas as fungdes que transformam a equacdao em uma proposicao verdadeira para
todo valor da(s) variavel(s) indepenpendente(s). No exemplo 4.1, a fungéo y = cos(t) € uma
solucéo da equacéo (4.1), mas n&o € a unica, pois se tomarmos

y = cos(t) + C, (4.2)
com C' uma constante qualquer, teriamos que
y' = (cos(t) + C) = sen(t),

para todo ¢, numero real, o que significa que a funcao (4.2) é solucdo, qualquer que seja a
constante C'. Isto ilustra que esta EDO tem infinitas solugdes que diferem por uma constante. A
familia de solugdes da EDO (4.1) € mostrada na figura 4.1.

‘}‘%_,Q—’\___%/f = T % 3 5 7z e D S = 57 5 =0 N 5 o ———a X

&

FIGURA 4.1: A familia de solugdes da EDO(4.1).

Verificar que uma funcédo é uma solucao, é substituir a funcdo na equacao e verificar se a
proposicao resultante € verdadeira para todo valor da variavel independente. Vejamos alguns
exemplos de como comprovar que fungdes séo solugdes de uma EDO.
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Exemplo 4.3. Dada a EDO
y' + 2xy® =0,

tem como uma solugdo a fungéo y = x%“ De fato, temos que

/

B 1\ 2
Y = @z 842y =4 S @

2+ 1 +1)2
De onde
y, + 2£Cy2 - (x;ialj)Q + (w22—f1)2 =0,

0 que mostra que é solucao.

Vamos para o primeiro desafio deste médulo.

Desafio!
Determine qual das fungdes y; (z) = z% e y2(x) = e é solugéo da EDO \

(x+3)y" +(x+2)y —y=0.

i

Qique aqui para ver a resposta. /

Este fato é geral para o caso de equagdes diferenciais (EDO) que envolve a fungéo incognita
e sua derivada primeira, ou seja, da forma

Y (z) = f(z,y(z)) (4.3)

e que é denominada de EDO de primeira ordem, pela razao de envolver a fungao incognita e a
sua derivada primeira. Afungcéoy = (a:, C) que resolve a equacao é dita solucao geral , quando
depende de uma constante tal que, qualquer solugcao da equacgéao diferencial, se obtém dando
valores especificos a constante. Quando damos valores concretos a constante da solugdo geral,
obtemos uma solucéao particular . Geometricamente, a solucao geral de uma EDO de primeira
ordem representa a familia de curvas, uma para cada valor assignado a constante.

Na prética, a determinacao das constantes que aparecem na soluc¢ao geral se realiza a partir
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da chamada condicao inicial do problema. A condicdo inicial do problema € o valor que a funcao
solucao ou sua derivada tomam em determinado ponto. Pode ser provado que o problema,

[t

ou seja, a equagao diferencial junto com a condicao que o elemento solugéo y da familia solugéo,
passe pelo ponto (xo, yo), tem uma unica solugcdo. Em outras palavras, existe sé um membro
da famila solugdo que passa por esse ponto. Pode-se trocar a condigdo por uma analoga para
a derivada da funcdo em um ponto. Este problema é chamado de Problema de Valor Inicial e
denotado sinteticamente como (PVI). A afirmagédo da existéncia de solu¢do para o (PVI) é um
importante teorema da teoria das equacdes diferenciais ordinarias, cuja demonstracéao pode-se
encontrar amplamente na literatura.

A EDO da forma
H(z,y(x),y'(z),y"(x)) =0,

ou seja, uma equagao diferencial ordinaria em que a fungéo incdgnita ¥, e as suas derivadas, 1’
e y” séo usadas, é chamada de EDO de segunda ordem. Vamos mostrar com um exemplo que
conclusdes similares as feitas com a EDO de primeira ordem podem ser concluidas para a EDO
de segunda ordem. Isto no exemplo 4.4.

Exemplo 4.4. Dada a EDO de segunda ordem
y"(t) = sen(t).
Vamos integrar duas vezes esta equacao:
y'(t) = —cos(t) + C4.

y(t) = —sen(t) + Ciz + Cy,

obtendo assim a solucao da EDO. Note que neste caso precisamos de duas constantes
(' e Cy para determinar a familia de solugbes, ou seja, teremos y(x) = y(z, C1, Cs).
A figura 4.2 mostra a familia solugdo da EDO, de acordo com as constantes.

Vocé saberia como resolver o item 3 do exemplo 4.27 Aceite isto como segundo &
desafio do médulo V!
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FIGURA 4.2: A familia de solugées da EDO do exemplo (4.4).

Desafio!

delas (tente usar o software GeoGebral).

Ache a familia de solugbes do item 3 do exemplo 4.2 e esboce o grafico de algumah

KCquue aqui para ver a resposta. j

O que estudamos nas EDO de primeira e segunda ordem, pode-se generalizar para ordens

superior, como feito na definicao 4.3 a seguir.

s

Definicao 4.3. Se uma EDO envolve uma fungao incognita e suas derivadas, de pri-
meira até n—ésima ordem, com n. um numero natural, entdo a EDO é dita de ordem
n. Esta equagéo diferencial tem como solugbées uma familia de fungées que dependem
de n constantes.

-

\

J

Existem outros tipos de qualificacées das equacdes diferenciais ordinarias que iremos anali-

sar na subsecao 4.1.1.
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4.1.1 EDO LINEARES

Comegamos com a definicdo de EDO linear. Existem na literatura muitas definicbes do conceito
de EDO linear, como existem também variadas definicoes de fungao linear .

Que conceito vocé tem de fungao linear de uma variavel?

Em geral pensamos como fungéo linear de uma variavel a fun¢ao da forma f(x) = mx + n,
pois esta fungdo tem como representagédo uma reta. Mas pensando do ponto de vista da

Algebra Linear , ou seja, pensando [ do espago vetorial R em si mesmo, a fungéo f(z) = mx +n
nao preserva linearidade, ou seja, nao transforma combinagdes lineares de elementos do domi-
nio em combinagdes lineares da imagem. Por exemplo, a funcao f(m) = x + 1, transforma a
combinagao linear 3 - 1 + 2 - 5 que é o nimero 13 no ndmero f(13) = 13 + 1 = 14. Por outro
lado, fazendo a mesma combinagao linear das imagens de 1 e 5, isto &, 3 - f(1) +2 - f(5), ob-
temos 3 -2+ 2 -6 = 18, 0 que mostra que a fungdo f(x) = = + 1 ndo é uma transformagao
linear de R em si mesmao.

Da mesma maneira, pensando em termos da Algebra Linear, definiremos como EDO linear
aquela equacao diferencial que preserva a linearidade no conjunto solugdo. Mais precisamente,
temos a definicdo 4.4 a seguir.

4 )

Definicao 4.4. Uma EDO & linear se verificar as condigées:

1. Dado um numero real o e uma solugéo da equagéo vy, entdo oy é solugao.
2. A soma de duas solugbes é uma solucdo da EDQO.

As condigbes 1 e 2 € equivalente a seguinte condicdo: se 1y, e Yo sdo solugbes da EDO
e & é um numero real, entdo y; + oy, é também solugédo da EDO

- /

Observacao 4.1. Note que o conjunto das solugdes de uma EDO linear constitui um
espaco vetorial dentro do espaco vetorial das fungdes de dominio real.
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Exemplo 4.5. A EDO de primeira ordem

y +p(t)y =0 (4.5)

é uma EDO linear de primeira ordem. De fato, tomando duas solu¢des 4; € ¢y € um

namero real «, temos que
(y1 + oy2) + p(t) (y1 + ayp) Y1 + ap(t)ys + ozp(l;)yz
éyl gp(t)yl) + a(yy + p(t)y2)
+ 0,

onde, nesta ultima igualdade, foi usado que as fungdes y; e Y2 séo solu¢des da EDO.

Observacao 4.2. Note que a mesma equagao com um termo ¢, independente de y, ou
seja, a EDO

y +pt)y +q(t) =0, (4.6)

nao é linear. Basta mostrar uma EDO desse tipo que nédo preserva a linearidade no
conjunto solucdo. Como mostra o exemplo 4.6.

Exemplo 4.6. A EDO de primeira ordem
y+y+1=0 (4.7)

tem como solugbes y1(z) =e ¥ — 1, eys(r) = —e™* — 1, mas a soma y; + ¥
nao é solugdo. Isto mostra que a combinagéo linear de y; e yo com coeficientes iguais
a 1 ndo é solugéo e portanto a EDO (4.7) néo é linear.

Desafio!
Demonstre que 1, e Y5 do exemplo 4.6 sdo solu¢des da EDO (4.7), mas que y3 nao h

i

KCquue aqui para ver a resposta. /
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Observacao 4.3. Nao toda combinagao linear de solugbes da EDO (4.6), é solugao da
mesma, com observamos no exemplo 4.6.

Por outro lado, é verdade que se y; e Y2 séo solugdes, entdo, uma combinacao do tipo

ayr + Bys, coma+ 3 =1 (4.8)

€ uma solucéo.
O tipo de combinacdes lineares que verificam (4.8), ou seja, aquelas cujos coeficientes
somam 1, sdo chamadas de combinagdes lineares convexas .

Demonstre a afirmacgao da observacao 4.3. \

i

Qique aqui para ver a resposta. /

Outra equacéo linear, desta vez de segunda ordem, vem dada pela EDO

y" + p(x)y' + q(x)y = 0. (4.9)

De fato, sejam v, e Yy solugdes e & um numero real qualquer. Entéo,

11+ aya)” + plyr + aye) + q(y1 + aye) (Y1) + py1 + qu) + a(yy + pys + qya)

= 0+0.

De forma semelhante a EDO de primeira ordem, a equacao

y" +p(x)y +q(x)y + f(r) =0, (4.10)

sera nao linear.
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Desafio!
Mostre que uma conclusdo semelhante a da observacao 4.2 pode ser aplicada a EDA

(4.10).

Jﬁ"_

Qique aqui para ver a resposta. /

Uma forma geral da EDO de primeira ordem pode ser escrita como

a(x)y'(x) + b(x)y(z) + c(z) = 0 (4.11)

onde a, b e c sdo fungdes quaisquer que dependem de uma variavel.

A equacio linear associada a EDO (4.11), ou seja, a equacgdo onde ¢ = 0, é chamada
homogénea . Caso a funcdo a ndo se anule em um intervalo da reta, podemos escrever (4.11)
da forma

y'(z) + p(x)y(z) + q(z) =0,
ja estudada anteriormente.
Da mesma forma, a expressao geral de uma EDO de 22 ordem é dada por

a(z)y"(z) + b)Y (x) + c(z)y(z) + d(z) = 0, (4.12)

onde a, b, c e d séo fungbes quaisquer.
A EDO linear associada chama-se homogénea. Novamente, uma forma mais usada de (4.12)
para o caso que a funcédo a néo se anule em um intervalo real, € a expressao

y"(x) + p(x)y'(z) + q(@)y(z) + f(z) = 0,

também ja analisada anteriormente.
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4.2 Equacoes de 1 ordem e fator integrante

Nesta secdo iremos estudar a familia de solugdes da EDO de 1¢ ordem (4.11), transformada
para a expressao do tipo

y'(x) + p(x)y(r) + q(x) = 0. (4.13)

/Porque estudamos a equagao 4.13 no lugar da equagao 4.117?
Note que no caso que a fungao a(x) nao se anula em nenhum ponto do dominio,
basta dividir por esta fungdo ambos os membros de 4.11 para obter 4.13.

Caso que a fungéo a(x) se anula, estudamos quais s&o esses pontos e resolver

QEDO em intervalos aonde a fung¢ao nao se anula. /

Vamos provar que toda solucdo de (4.13) pode ser escrita como

y(r) = Cyi(x) + yp(z), (4.14)

onde 1 () é uma solugdo da equagio homogénea associada, isto é, a equagéo onde g(x) = 0
e yp(x) € uma solucao particular da equacéo (4.13). De fato, esta equagdo pode ser escrita
equivalentemente como

onde

I(z) = [ p(2)dz, (4.16)

de onde temos que I'(z) = p(z). A fungdo e!/(®) é chamada de fator integrante . Agora, inte-
grando ambos os membros de (4.15) obtemos

e!@y(z) — el Wy(a) = fam el q(2)dz, (4.17)

ou seja,
y(x) = Cyi(z) + yp(z),

com y;(z) = e~ 1@,y (7) = e~ 1@ I e!?)q(2)dz e C' uma constante.

Mostramos nos exemplos 4.7, 4.8 e 4.9 como é que a técnica do fator integrante funciona.
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Exemplo 4.7. Vamos encontrar a solu¢do da EDO
y'(2) + gy(z) = 2°.
O fator integrante de acordo com (4.16) é

eI(a:) — ef %d:c — eln(m).

Note que tomamos a integral indefinida do expoente do fator integrante e como cons-
tante de integracao indefinida, a constante nula. Também observe que devemos tomar
x > 0 para que o logaritmo faga sentido. Assim temos que e!(*) = x e a EDO pode
ser escrita como

(zy) = x*.
Integrando, obtemos xy = %935 + C, ou seja,
1.4, C
14,

5
O gréfico da familia de solu¢des € mostrado na figura 4.3

Neste caso temos y1(x) = 1/x e y,(x) =

FIGURA 4.3: A familia de solugées da EDO do exemplo 4.7.
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Exemplo 4.8. Vamos usar novamente a técnica do fator integrante para encontrar a
solucao da EDO

y —2y=e".
O fator integrante da EDO é

el(@) — of(-2)dz _ 2z
Multiplicando por este fator a ambos os membros da igualdade, obtemos
(e27y) = 2% . o2,
e integrando a ambos os membros, chegamos a que

e 2y = fe_g’xda:. (4.18)

e—3z
3
car ambos os membros de (4.18) por e?* concluimos que

Como temos [ e 3*dr = — + (', onde C' é uma constante arbtraria, ao multipli-

y(l’) = —e;x -+ 06233,

que representa a solucao geral da EDO. O grafico da familia de solucbes é mostrado
na figura 4.4

FIGURA 4.4: A familia de solugées da EDO do exemplo 4.8.
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Exemplo 4.9. Vamos encontrar a solugdo da EDO
(2 + 22)y + 2xy = 222 (4.19)

Esta EDO est4d na forma geral (4.11) com o coeficiente funcional de 3’ sendo
a(a:) = 2+ 22. Como esta funcdo ndo se anula para todo valor de x, entdo pode-
mos dividir ambos os membros de (4.19), para obter

T 2
Y+ 2y = sy, (4.20)

com a qual podemos usar o método do fator integrante, que é

2x

Calculando a integral do expoente, tem-se

2 1
f 245026&1j - f Zdu’
onde u© = 2 + 2. Assim

sotydr = In(2 + 7).

In(2+x

concluimos que o fator integrante é da forma e =924 22 Multiplicando ambos

0os membros de (4.20), obtemos

(2+2%)y) = (2+2?) - 25 = 227 (4.21)

Note que, sem usar o fator integrante, poderiamos ter observado que o primeiro mem-
bro da equagédo (4.19), € de fato a derivada de um produto, como ficou escrito na
equacao (4.21)! As vezes, fazendo uma analise antes da divisdo pelo coefciente a(:L')
pode-se economizar alguns calculos. De todas formas, note também que o método
conduz para a solugéao correta.

Finalmente, integrando ambos os membros de (4.21), obtemos

2+ 2%)y = 2% +C,

onde C' é uma constante arbitraria. Ou seja,

_ 2234+C
Y = 30122

é a solucéo geral da EDO. Note que nomeamos 3C = (.
O gréfico da familia de solugdes € mostrado na figura 4.5.

162

Médulo IV - Equacéoes Diferenciais Ordinarias de 12 e 22 ordem



FIGURA 4.5: A familia de solugées da EDO do exemplo 4.9.

Desafio!

Mostre que uma conclusdao semelhante a da observacao 4.2 pode ser aplicada a EDA
(4.10) considerando a EDO
y" + cos(t) =0, (4.22)

calculando por integracao direta (duas vezes) o conjunto solucdo e mostrando que
soma de solug¢des pode ndo ser uma solugao.

=
==

\Clique aqui para ver a resposta. /
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4.3 Equacoes diferenciais de variaveis separaveis

As equagdes diferenciais de variaveis separaveis sao um tipo especifico de EDO cujas caracteris-
ticas facilitam o uso de uma metodologia de resolucédo. Vejamos quais sdo essas caracteristicas
na definicdo 4.5 a seguir.

4 )

Definicao 4.5. A equacdo diferencial de primeira ordem (4.3) se diz de

varaveis separaveis se a fungéo f(x,y) pode ser escrita da forma

flx,y) = g(x) - h(y). (4.23)
- J

Para resolver as EDO de variaveis separaveis se utiliza um procedimento baseado na regra
da cadeia em uma variavel. De fato, supondo que a fungéo h(y) é da forma

1
h(y) = —.
) r(y)
temos que
r(y)y’ = g(x), (4.24)
de onde, integrando ambos os membros de (4.24), obtemos
Jr(y(@)y (x)de = [ g(z)dz, (4.25)

Sendo R e (G primitivas de 7 e g, respectivamente, tem-se, pela regra da cadeia, que

(R(y(2)))" = R'(y(2))y'(z) = r(y(2))y (2),

e integrando em x, concluimos que

R(y(z)) = [ r(y(x))y (z)de = G(z) + C

que nos da uma expressao implicita da solucéo procurada.

/Na pratica, o procedimento descrito consiste em dividir a expressdao em dois
membros, um dois quais esta relacionado com a variavel x e outro com a variavel

v.
A seguir, integramos ambos os membros da igualdade, cada um com respeito

kda variavel correspondente, /

Mostramos no exemplo 4.10 a seguir a metodologia pratica deste método.
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Exemplo 4.10. Vamos encontrar a solu¢gao da EDO

y = 3z%y. (4.26)
. 1 5 . :
Note que aqui temos 7(y) = — e g(x) = 3x°. Isto pode ser visto mais claramente
, _dy )
escrevendo y' = ar e reescrevendo a equacgao (4.26) como
x
dy _ 9,2
% - Sx ya

e reunindo as variaveis do mesmo tipo, obtendo
idy = 3x%dx.
Assim, integrando a ambos os membros nas respectivas variaveis
[ idy = [ 3z2dz,

gue é equivalente a
In(y) =2+ C. (4.27)

O grafico da familia de solugdes € mostrado na figura 4.6

07
‘ 0.854
c=10
— o
06+

054

0.45

0.4

.35

034

0.254

FIGURA 4.6: A familia de solugbes da EDO do exemplo 4.10.
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A expressao (4.27) é a forma implicita da solu¢cdo de EDO (4.26). No caso do exemplo
4.10, podemos particularmente achar a forma implicita elevando e ambos os membros de (4.27)
para obter y(z) = e? 0 = o7 . o€ = C’lex?’. Note que nesta Ultima expressao trocamos a
constante e por (1.

Vamos mostrar no seguinte exemplo 4.11 um caso em que a solucéo sé pode ser explicita-
mente expressada.
Exemplo 4.11. Vamos encontrar a solu¢do da EDO

2
5
aﬁy’::x o (4.28)
y*+1

Seguindo a metodologia usada no exemplo 4.10, reescrevemos a equagao (4.28) como
(y? + 1)dy = =f1da.

separando as variaveis a cada lado dos membros da equacgdo. Integrando a ambos os
membros nas respectivas variaveis, tem-se

2
9 I A o
/@+D@—/:ﬁd%

3
Y 5
= —|—y—ln(x)—|——x2+0——0

solucao implicita da equacao equacao (4.28).

que € equivalente a

Chegou a hora do desafio!

Desafio!
Ache a solugéo do PVI, ¢y’ = —4xy, y(0) = 1 e esboce seu gréfico. \

T

KCquue aqui para ver a resposta. /
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4.4 Equacoes exatas

Na secao 4.3 temos notado as duas formas da expressao da solucdo de uma EDO, uma que
chamamos de implicita e pode ser escrita em forma geral como

o(z,y(z)) = C, (4.29)

onde ¢ é uma fungéo de duas variaveis, x, y e C' uma constante. Derivando a equagao (4.29)
implicitamente em relacdo a x e usando a regra da cadeia para duas variaveis, temos que

dpdx  Op0Oy
9 de + a—y% = 0.
Chamando
09 e
M(z,y) = 5 e N(z,y) = 5y (4.30)
obtemos a EDO da forma
M(z,y) + N(z,y)y' = 0. (4.31)

A expresséao (4.31) € chamada de forma diferencial da EDO.

Na andlise feita, vimos que se existir uma fungdo de duas variaveis ¢ que verifique (4.30),
entdo a equagao (4.29) define implicitamente a familia de solugdes da equacgéo (4.29). Dai a
definigcdo 4.31 a seguir.

4 )

Definicao 4.6. A equacio diferencial (4.31) se diz exata se existir uma fungdo

¢ : R? — R, de duas varidveis z, v, com derivadas parcias continuas, tais que verifi-
cam (4.30) para todo (x,y) no dominio em comum da M, N e as derivadas parciais

de ¢.

- J

Note que a equacao (4.31) pode ser expressa em forma equivalente, usando a notacao d—y e
T

multiplicando simbolicamente por dy, obtendo

M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0.

Assim, o método de resolugdo de equagbes exatas é encontrar a fungdo ¢, chamado de
potencial da EDO, por métodos de integracao parcial , ou seja, integrando em um variavel e
considerando a outra variavel como “constante”. No exemplo 4.12 se ilustra como este método
funciona.
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Exemplo 4.12. Vamos encontrar a solu¢do da EDO 1
(2x + 3y)dz + (3z + 2y)dy = 0, (4.32)

onde, neste caso, temos M (x,y) = 2x + 3y e N(z,y) = 3z + 2y. Gostariamos
encontrar ¢ que verifique (4.30), portanto, integrando com respeito a x a primeira igual-
dade de (4.30) obtemos

o(z,y) = /(2x + 3y)dz = 2* + 3yx + C(y),

onde C'(y) é uma fungéo que envolve a variavel y e constantes e que representam
nesta integracéo parcial com respeito a x a “constante” de integragéo indefinida.
Derivando ¢(m, y) com respeito a y, teriamos a segunda identidade de (4.30), ou seja,

I(x? + 3yx + C(y))

5 = N(z,y) = 3z + 2y, equivalente a 3x + C’(y) = 3z + 2y.
)

Assim, concluimos que C'(y) = y* + C, onde C' é uma constante arbitréaria. Final-
mente temos que a solucao da EDO (4.32) vem dada implicitamente por

0= ¢(x,y(x)) = 2% +y* + 3zy + C.

A familia solugdo dependendo de C' séo as cOnicas representadas na figura 4.7.

FIGURA 4.7: A familia de solugdes da EDO (4.32).
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O problema deste método é que nem toda equacao diferencial do tipo (4.31) é exata, como
mostra o exemplo 4.13.

Exemplo 4.13. A equacéo diferencial
(y* + 1)dz + yxdy = 0

n&o é exata, pois, sendo M (x,y) = y* + 1 e N(x,y) = yx, a candidata a fungéo ¢
teria que verificar

09
ox
de onde, integrando com respeito a x, obtem-se ¢(z,y) = y*x + x + C(y), onde

=y +1,

C'(y) é uma fung&o de y. Derivando parcialmente com respeito a y, obtemos

0¢
— =2yx + C'(y),
g~ Y ()
e usando que ¢ deve verificar também
O
—(x,y) = N(z,y),
ay( y) = N(z,y)
teriamos que ter 2yx + C’(y) = yx ou equivalentemente C'(y) = —yx, que é uma

contradi¢éo, desde que C'(y) € um fungio dependendo s6 de .

Entdo, como podemos distinguir as que sao das que ndo sao exatas?

O seguinte teorema 4.1 nos da a resposta para esta questao.

4 )

Teorema 4.1. Se M e N possuem derivadas parcias continuas em um disco aberto,

entdo a EDO (4.31) é exata se e somente se, para todo (a:, y) do disco, verifica-se

O )= ) @.33)
ay xay - 8$ $7y7 -

- J

Agora que temos um critério para saber se uma EDO é exata ou nao, vejamos outro exemplo
de como resolver uma equacao desse tipo.
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Exemplo 4.14. A EDO dada por

3x2ydx + x3dy = 0, (4.34)
€ exata, pois temos , ;
0(3z%y) ox
— 2 —32% e — = 322
By T, e o T

Calculando o potencial ¢(z, i) da forma diferencial (4.34), consideramos a integral com
respeito a x de M (x,y) = 3z%y, obtendo

/3x2ydx = 2’y + C(y).

Derivando 3y + C'(y) com respeito a y, chegamos & expresséo x> + C’(y) que deve
serigual a N(z,y) = z®, portanto devemos ter C’(y) = 0. O que nos leva a conclu-
sdo que C(y) = C, onde C' é uma constante arbitraria. Finalmente, a expressdo
implicita da solugdo vem dada por 0 = ¢(x, y(x)) = 23y + C, que é equivalente a

expressao explicita —» para todo x # 0 e cujo grafico ¢ ilustrado na figura 4.8.
T

FIGURA 4.8: A familia de solugdes da EDO (4.34).
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Observacao 4.4. Note que a EDO do exemplo 4.13 multiplicada pelo fator z a ambos
os membros da igualdade, se transforma na EDO exata

(zy? + x)dx + yridy = 0, (4.35)

Definicao 4.7. O fator que se multiplica uma EDO néao exata para transfoma-la em uma
EDO exata é chamado de fator integrante de EDO n&o exata.

Desafio!

Mostre que, de fato, o fator x é fator integrante da EDO (4.35), mostrando que a equh
cao obtida (4.35) € exata e a seguir, resolva-a.

uuunuﬁﬁﬁ
I

KCquue aqui para ver a resposta. /

Observacao 4.5. Existem métodos para calcular o fator integrante de uma EDO nao

exata. Uns dos métodos que € muito usado é o de encontrar um fator integrante de
uma variavel.

P

[htep:l/ > |
Pesquise na bibliografia e na internet sobre como calcular o fator integrante de

uma variavel de uma EDO n&o exata. Leve a discussao para o forum no Moodle.
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4.5 Equacoes diferenciais de 2* ordem homogéneas e nao ho-
mogéneas com coeficientes constantes

Uma equacéo diferencial de 2* ordem pode ser expressa em forma geral como
a(@)y”(x) + b(z)y'(x) + c(z)y(z) = d(z), (4.36)

onde a, b e ¢, sdo fungdes continuas. No caso que a(:z;) nao se anule em nenhum ponto do
dominio, a equacgao (4.36) é equivalente a equacao

y'(z) + p(a)y'(z) + q(x)y(z) = f(z), (4.37)

que é a expressao mais comum para este tipo de equagbes. Quando o termo fonte f é identica-
mente nulo, ou seja, da forma

y"(@) +p(@)y'(z) + q(2)y(z) = 0, (4.38)

a EDO (4.37) é linear e chamada de homogénea associada a (4.37), em analogia com as EDO
de primeira ordem.

Também como no caso da EDO linear de primeira ordem, todas as solu¢des, ou como cha-
mamos mais comumente, a solugéo geral de (4.37) vem dada por

y(x) = Cry1(z) + Caya(r) + yp() (4.39)

onde Y1, Y2 s@o solugdes linearmente independentes da correspondente equagao homogénea,
a fungéo y,, € uma solugéo particular da equagéo e C1, C5 séo constantes arbitrarias.
Esta afirmacéo sera entendida e demonstrada a partir das seguintes proposicdes e definicoes.

~

Proposicdo 4.1. Quando f é a fungdo nula em (4.37), entdo a EDO é linear. Ou

seja, se 1 e Yo sdo solugbes de (4.37) para f = 0 entdo qualquer combinagao linear,
Chiy1 + Csys também é solugéo.

J

Esta proposicdo segue a mesma demonstracao que no caso da EDO de primeira ordem. Esta
linearidade é também conhecida como Principio de Superposicdao . Da mesma forma que para
as EDO de primeira ordem linear, a EDO de segunda ordem linear é dita homogénea e a cada
EDO homogénea temos associada uma nao linear com o termo fonte f n&do se anulando para
todo valor do dominio.

Lembrando da Algebra linear, em um espaco vetorial se todo vetor do espaco pode ser escrito
como combinacéo linear de dois vetores v, V2, entdo esses vetores sdo geradores do espaco.
No caso em que esses vetores sdo linearmente independentes, entao v, vo formam uma base
do espaco.
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A partir do principio de superposicdo, vemos que todo par de solu¢des vy, Y2 geram o Su-
bespago das solugbes S da EDO (4.37). Vamos demonstrar na proposicdo 4.2, que é possivel

encontrar uma base para S constituida por duas solugdes linearmente independentes

/
Proposicao 4.2. Sejam vy, e y» duas solugbes da equagédo (4.37) tais que verificam

, y1(zo)  y2(wo)
eterminante ; . 0, 4.40
petermimant [%(xo) y2<xo>]7é o

para algum numero real xq. Entao, para todo par de condigcbes iniciais (a b) 0 pro-

blema de valor inicial
@) + a2y =0 wan

{y”( )+ p(2)y

Y(zo) = a,y'(x0) =

tem uma unica solugdo da forma
Yy = C’lyl + ngg.

J

\

seja solucéo do PVI (4.41). No ponto ¢, usando as condic¢des iniciais, temos que

y(7o) = Cry1(wo) + Caya(wo) €
Yy (z0) = Cry; (o) + Cays(o).

a
b

Demonstracdo: Vamos determinar as constantes C; e (5 para os quais y = Cy; + Coys

Note que este sistema tem como incégnitas C'; e C; e tem como determinante dos coeficientes
o determinante em (4.40). Logo, se esse determinante € diferente de zero, o sistema tem uma
|

unica solugéo (C4, Cy), mostrando o afirmado.

~

de f e g em x( ao determinante
f(wo) g(zo)
f'(xo) g'(20)

e o denotamos como W[ f, g](zo).

/
Definicdo 4.8. Dadas duas fungdes f e g, chamamos de determinante Wronskiano

-

Observacéo 4.6. Note que W[f, g](z) é um numero real para cada valor de xg e

portanto W[ f, g](-) define uma fung&o real.
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Exemplo 4.15. Dadas as fungdes f(x) = sen(x) e g(z) = cos(x) entdo o Wronski-
ano de f e g em (0 é o determinante

sen(0) cos(0) ‘
cos(0) —sen(0)

ou seja,

— O
O =

‘:_1.

Exemplo 4.16. Em forma mais geral, o Wronskiano das fungdes g(x) = cos(x) e
f(x) = sen(x) para qualquer valor real x é

‘ cos(x) sen(x)

() wusllo) ‘: cos?(x) + sen?(x) = 1,

ou seja, o W[cos, sen] = 1 paratodo x € R. Pela observacéo 4.6 temos entdo que a
fungao real W [cos, sen] é constante igual a 1.

Definicao 4.9. Duas solugbes y; e 1Yo da equagdo homogénea verificando
Wy1, yo](z0) # 0, para algum xq do dominio em comum, s&o chamadas de solu-
cbes fundamentais .

Observacao 4.7. Note que, de acordo com a definigao 4.9, o fato de que duas solugdes
sejam fundamentais em um ponto, pela continuidade, serdo fundamentais em um inter-
valo. Assim, de acordo com a proposicao 4.1, as solucbes fundamentais constituem
uma base do espaco solucao nesse intervalo.

Portanto, para encontrar a solugéao geral y da EDO segunda ordem homogénea, basta
encontrar uma base do espacgo solugao e a solugdo sera uma combinacéao linear das

solucdes fundamentais.

A seguir, vamos mostrar a afirmacao de que toda solugédo da EDO (4.37) tem como solucéo
geral a fungédo dada por (4.39).
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Proposicao 4.3. Se y, € uma solugéo particular da equagéo (4.37) e y1, Y2 solugdes
fundamentais da equacdo homogénea associada, entao a solugdo geral da equacéo
nao homogénea é da forma (4.39).

Demonstracao: Seja y uma solugdo da EDO ndo homogénea (4.37) e considere a funcao
S=y— Yp- Vamos provar que S é solucéo da equagdo homogénea associada. De fato, deri-
vando S, obtemos que S” = y' — y,, e derivando novamente, S” = 3" — . Assim,

S" +p(x)S" + q(x)S =y" —y) +p(x) (Y —y)) + a(@)(y — yp),

ou seja,

S"+p(@)S" +q(@)S = (" + p(@)y + a(@)y) = (y, + p(@)y, + ¢(x)y,) = f = f =0,

N .

f(z) f()

o que mostra o afirmado. Portanto, .S pode ser escrita como combinag&o linear das duas solugdes
fundamentais, ou seja, existem constantes C'; e (5 tais que

y—1yp =295 = Ciy1 + Coys,

de onde concluimos (4.39). |

Usaremos estas afirmagdes e conclusdes para o caso particular de que os coeficientes da
EDO (4.37) sejam constantes.

COEFICIENTES CONSTANTES

Nesta subsecdo vamos considerar o caso especial onde os coeficientes da EDO de segunda
ordem (4.37) tem coeficientes a, b e c constantes, da forma

ay”(x) + by (z) + cy(z) = f(). (4.42)

Este tipo de equacao é um modelo das vibragdes mecanicas, onde a variavel a ser usada é ¢ no
lugar de x, pois 0 modelo evolui com o tempo. A fungéo y = y(t) representa o deslocamento
desde o ponto de equilibrio. De fato, a equacdo do movimento oscilatério harmdnico vem dada
por

d*y(t)

dt?

Acrescentando uma forga de amortecimento proporcional & velocidade dy /dt e uma forga motriz
f(t), periddica ou ndo, obtém-se

ddytgt) = —wy(t) — Ry f(t),

= —w?y(t). (4.43)
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que € uma equacgao de segunda ordem com coeficientes constantes.
Voltando para a equagéo (4.42) com x como variavel, o primeiro passo para resolver este tipo
de equacao é achar uma solucao da equacao homogénea associada dada por

ay’(z) + by (x) + cy(x) = 0. (4.44)
Esta equacao tem como solugcdo uma fungao exponencial da forma
y(z) =e
para certos valores de A que iremos determinar. De fato, derivando y/, obtemos
Y (x) = e

Derivando agora v, chegamos a
y//(m) — )\26)‘56,

de forma que, substituindo na equacgéao (4.44), tem-se
ay’(x) + by + cy = (aX? + bA + ¢)y

que se anula se
a\?> + b\ +c=0. (4.45)

Definicao 4.10. A equacao (4.45) é chamada de equacao carateristica associada a
EDO de segunda ordem com coeficientes constantes (4.44).

A A

Concluimos que y1(z) = e** e yo(x) = 2%, onde A1 e A\, slo raizes da equag&o carac-
teristica associada a EDO de segunda ordem de coeficientes constantes.

Vamos mostrar que essas solugdes sé@o linearmente independentes. De fato, calculando o
Wronskiano de y; e y» em qualquer ponto x(, obtemos

e>\1 xo e>\2$0

_ aA2T0pA1Z0 _
)\16)\1x0 )\QeAQxO =€ € ()\2 )\1)7

que sera diferente de zero para todo xo se Ay # Ao.
Pela proposicdo 4.1, temos que a solugédo da equacéo (4.44) é para o caso que A\; # A é

y(ZU) = Clehw + CQGAQ'I.

Se )\ é a Unica raiz da equag&o caracteristica, entdo temos uma solugéo, dada por ¥ () = e
e uma outra solugdo dada por ys(z) = xe™ como solugdes da EDO. De fato, ja provamos que
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y1(x) = e & solugdo. Mostremos que também y» é solugdo. Derivando duas vezes ¥, obte-
mos
/ _ Az Ax __ AT
ys(x) = Axe™ + e = eM(Ar + 1),
e

vy (z) = Az + 1)er + Xe* = e’ (\x + 2),
Substituindo na equacao, tem-se
aA(Az + 2)e* + b(Az + 1)e* + cxe?® = e*(x(al? + DA + ¢) + 2a\ + b) = 0,

esta Gltima afirmagao sendo verdadeira do fato de ser A raiz da equagéo carateristica e por ser
raiz dupla temos A = 5—;’ Isto provou a afirmacao. Finalmente temos que uma solugao geral da
equacao sera

yo(z) = C1e* + Cyze®

Vejamos alguns exemplos de aplicacéo.
Exemplo 4.17. A equacéo i’ + 3y’ + 2y = 0, tem como equagéo caracteristica
N +3N+2=0,
comraizes A\; = —1, Ay = —2, portanto a solugéo geral vem dada por

y(z) = Cre™® + Coe™

Exemplo 4.18. A equacéo vy’ + 2y’ + y = 0 tem com equagéo caracterisica
AN +2X+1=0,
que possui uma raiz dupla igual a A = —1. Portanto tem como solugéo geral

y(x) = (Cy + Cox)e™™.

No caso que a equacao caracteristica tenha raizes complexas, veremos que a solugéo geral
da EDO de segunda ordem homogénea é uma combinacao linear de produtos da funcao expo-
nencial com senos ou cossenos. Para isso vamos estudar a conhecida féormula de Euler . Sera
motivo de estudo da proxima subsecao 4.5.1.

4.5.1 A FORMULA DE EULER

Na teoria dos numeros complexos, podemos definir funcbes de dominio complexo, como por
exemplo a fungéo exponencial

f(t) = e
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onde r = a + 1b. Para definir essa fungéo, tem-se a ideia de preservar as propriedades da

funcdo exponencial de dominio real, ou seja
e(a+ib)t — eat . eibt’ e (446)

f'(t) = re™. (4.47)
Portanto, com esta imposigao, a funcéo g(t) = e“!, w um nimero real, é solucdo da equacédo
y" + w?y = 0. (4.48)

De fato, pela propriedade (4.46), temos que ¢'(t) = iwe™", ¢"(t) = (iw)?*e™! = —w?g(t), ou
seja, ¢"(t) + w?g(t) = 0, o que mostra a afirmagao.

Mostremos agora que y;(t) = cos(wt e y2(t) = sen(wt) sdo solugdes fundamentais da
equacao (4.48). Primeiramente, observemos que sao, de fato, solugcdées. Temos

Yy (t) = —wsen(wt, ) y/ (t) = —w? cos(wt);

yh(t) = wcos(wt), e yy(t) = —w?sen(wt).
Assim,

Yl + w?y; = —w? cos(wt) + w? cos(wt) =0
e

Yy + wys = —w?sen(wt) + w?sen(wt) = 0,

mostrando que y; e Yy, sdo solugdes da equacgao.

Desafio!
Mostre que as fungdes y; e ys, sdo solugbes fundamentais. Note que isto mostra qb

elas formam uma base do espaco solu¢cdo da equacgao (4.48).

i

Qique aqui para ver a resposta. /

A seguir vamos resolver o problema de valor inicial

y' +w?y =0;
{ y(0) =1, y'(0) = iw, (4.49)
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De acordo com o demonstrado no desafio anterior, encontrariamos uma unica solugao dada por
y(t) = e = C cos(wt) + Chsen(wt), (4.50)

onde as constantes C; e C5 séo determinadas a partir das condigdes iniciais. De fato, substi-
tuindo t = 0 na equacéo (4.50), concluimos que C'; = 1. Agora, derivando a equacgao (4.50) em
relacdo a ¢, obtemos que

1wt

iwe™t = —Chwsen(wt) + Cow cos(w)t,

de onde, avaliando a expresséo para t = 0, chegamos a que o valor de C'5 € 0 nimero complexo
1. Finalmente, substituindo os valores das constantes na expresséo da solugdo (4.50), obtemos

e = cos(wt) + isen(wt).

Observacao 4.8. Observe que usando as propriedades da exponencial (4.46) e (4.47),
podemos concluir que

elatid)t — eateilt — oat(cos(bt) + isen(bt)). (4.51)

Também note que se tomarmos ¢ = 1, obtemos a férmula
(9 — o?(cos(b) + isen(b)), (4.52)

conhecida como férmula de Euler.

4.5.2 A EQUACAO CARACTERISTICA COM RAIZES COMPLEXAS

Consideremos a equacao de segunda ordem homogénea de coeficientes constantes
y'(t) +y(t)+1=0. (4.53)

Temos que a equacao caracteristica vem dada por

N4+ A+1=0,
gue possui raizes complexas A = —% 4 %\/32 A solucéo geral do tipo complexa é
y(t) = Cre 212V | Cheat-ia Vit (4.54)
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onde (' e (5 sdo nimeros complexos constantes e arbitrarios. A solugéo geral real pode ser
obtida impondo a condigéo que s = conjugado de (', ou seja, se C = %(A —iB),com Ae
B numeros reais constantes, entao

y(t) = ezt <A cos <\/7§t> + Bsen (@t)) : (4.55)

ou seja é uma combinacgdo linear das fungdes de dominio real

Desafio!
Mostre que as fungdes y; e 12, sdo solugbes fundamentais para todo ¢. \

i

KCquue aqui para ver a resposta. /

Exemplo 4.19. Vamos achar as solugcées da EDO homogénea

y' + 3y +4y =0. (4.56)

A equacgédo caracteristica associada a tem como raizes os numeros complexos conju-

3 7.
gados —— + 72. Assim, a solugdo geral vem dada por

2
y(z) = e 2! (C’l Ccos <§t> + Cssen <§t>> :

O CASO NAO HOMOGENEO

O caso da EDO de segunda ordem de coeficientes constantes ndo homogénea, é dada por

ay”(z) + by (z) + cy(z) = f(2), (4.57)

onde f é uma fungdo dada.
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De acordo com o visto na proposicao 4.3, precisamos de uma solugao particular y, da EDO.
Dependendo da expressédo de f, poderemos concluir qual seria a forma da solugéo y,. O mé-
todo que vamos descrever € conhecido como o método dos coeficientes indeterminados que
estudaremos isto a seguir.

4.5.3 O METODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este método de resolucao consiste em tentar descobrir solu¢des particulares de EDO nao homo-
géneas aonde o termo fonte f tem algumas das carateristicas descritas a seguir.

Se f é uma fungao polinomial entdo y, também serd uma fungéo do tipo polinomial,
com grau maior ou igual que o grau de f.

Exemplo 4.20. Considere a equagao
vy + 3y + 2y = 2z + 3, (4.58)

tentamos a solugéo y, = Ax + B, onde os nimeros A e B sao valores a determinar.
Como queremos impor que seja solugéo, calculamos as derivadas, obtendo yl’, =Ae
yZ’,’ = (. Substituindo na equacao (4.58), tem-se

Yy + 3y, + 2yp, = 3A + 2Ax + 2B,

que deve ser igual a 2x + 3 para ser solugido de (4.58). Assim, para que a igual-
dade seja valida para todo x devemos ter 3A + 2B = 3 e 2A = 2, de onde obtemos
A=1e B =0,ouseja, y, = . Para obter a solugdo geral, usamos a proposi¢éo
4.3, achando as solugcdes fundamentais da equacdao homogénea associada, ou seja,
as solucdes fundamentais de

y" 4+ 3y + 2y =0,
cuja equacdo caracteristica tem como raizes —1 e —2. Portanto,
y. = Che™® + Che 2%,
Assim, a solucao geral de (4.58) é

y() =y +y, = Cre ™ + Coe™** + .
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Agora é sua vez de tentar resolver a EDO do desafio usando o método dos coeficientes

indeterminados para o caso do termo fonte f ser um polinémio.

Desafio!

3

Resolva a EDO " — 3y = 2 e esboce o gréafico da fungéo da familia que passa pela\

origem com tangente horizontal.

it

il

=

Qique aqui para ver a resposta. /

Se f é uma fungéo exponencial entdo ¥, sera uma fungéo proporcional a f.

Exemplo 4.21. Considere a equagao
y" + 3y’ + 2y = €~ (4.59)

Tentamos a solugédo y, = Ce”, onde C' é uma constante.
De fato, derivando v, = Ce”, obtemos

y, = Ce ey, = Ce”,
de onde, substituindo na equacao (4.59), chegamos a identidade
(1+ 3+ 2)Ce” =€~

Portanto, devemos ter C' = %, que é a constante de propor¢ao procurada. Finalmente,
concluimos que

xT

Yp(z) = %e .

Assim, a solucao geral da equacéo &

y(€) = Yo + yp = Cre™ + Coe™ + 2e”.
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Resolva a EDO 3/’ — 3y = 2e 37, \

Qique aqui para ver a resposta. /

Observacao 4.9. No caso em que f € uma solugdo da EDO homogénea, este método
nao funciona. Vejamos no exemplo 4.22 de como resolver este problema.

s

\
Exemplo 4.22. De fato, considere uma EDO nas condi¢cdes da observagao 4.9, temos
a equagao
'+ 3y +2y=e"". (4.60)
Tentamos a solugao particular
Yp = C'ze™7.

Derivando esta fun¢do, obtemos
y, = Ce™ — Cze " ey = —2Ce™ + Cze™.
Substituindo na equagéo (4.60), temos que
Yy, + 3y, + 2y, = Cre (1 =3+ 2) + Ce (-2 +3) =e™".

Assim, concluimos que

xT

C=1ley,=1ze"

A solucéo geral pode ser escrita como

y=(C1+z)e®+ Coe™
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No caso que f seja da forma cos(x) ou sen(z), entdo a solugéo particular y,(z) pode

ser tratada como uma combinag&o linear do tipo A cos(z) + Bsen(x).

/
Exemplo 4.23. Considere uma EDO

y" + 3y + 2y =2 cos(z),
tentamos a solucéo particular da forma
Yy, = A cos(z) + B sen(z).
Derivando esta funcao, obtemos
y, = —Asen(z) + B cos(r) ey, = —A cos(x) — B sen(z)

que, substituindo na equacgao (4.61), resulta em

Yy, + 3y, +2y, = —Acos(xr)— Bsen()
—3A sen(z) + 3B cos(z)
+2A cos(z) + 2B sen(x)

1
eassim A = % B = % eYp = 5 cos(z) + % sen(x). A solugdo geral pode ser escrita
como ]
Y=z cos(x) + 2 sen(z) + Cre™™ + Che ™.
-

(4.61)

J

Encontre uma solug&o particular da EDO y” — 3y = 7 sen(2x).

i

KCquue aqui para ver a resposta.

~
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4.6 Aplicacoes das EDO de 1% e 2° ordem

Nesta secao iremos ilustrar com exemplos algumas das aplicacées das equacdes diferenciais
em varias areas de conhecimento. Os processos de interpretar as leis da natureza, de origem
técnologica ou até em areas econdémicas ou financeiras, em equacdes diferencias se traduzem
em termos como taxa de variagdo para a derivada primeira e em aceleracdo para a derivada
segunda. Em geral estes modelos dependem no tempo e a variavel independente mais usada é
a variavel t.

4.6.1 APLICACOES DAS EDO DE 1* ORDEM

Veremos a seguir varios exemplos de aplicagdes das equacdes diferenciais de primeira ordem.
Se apresenta em geral um modelo e a seguir a resolucao pelos métodos estudados no texto
basico.
Exemplo 4.24. A populagdo de mosquitos em determinada area cresce a uma taxa
proporcional a populacado atual e, na auséncia de outros fatores, a populacdo dobra
a cada semana. Existem inicialmente, 200.000 mosquitos na area e os predadores
(passaros, morcegos, etc.) comem 20.000 mosquitos por dia. Determine a populagao
de mosquitos na area em qualquer instante t.

Indique por P(t) a populagdo no instante ¢, medido em semanas. Na auséncia de
outros fatores, a populacao cresce a uma taxa proporcional a populagéao atual e, em

termos de equacdes, isso significa que

d P(t) = rP(t)
— =r
dt

onde r > ( é a taxa de crescimento.

Indicaremos por Fy = 200.000 a populagéo inicial. A partir da EDO dada, podemos dividir
ambos os membros por P(t) e obter

Note que, o primeiro membro da igualdade é a derivada da composta In(P(t)), assim
d

—lin(P(®)] =r.

Integrando-se ambos os membros, teremos
In(P(t)) =rt + ky;

equivalentemente P(t) = e"t*1 = k1 . ¢ donde P(t) = Pye’ com P(0) = Py = ™.
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Logo a solucéo geral da EDO acima sera
P(t) = Poe’”t;

Além disso, como a populacédo dobra a cada unidade de tempo, segue-se que Fye" = 2F, de
onde segue-se que r = In(2).

Considere agora a agédo dos predadores, que comem 20.000 mosquitos/dia, isto é, & = 140.000
mosquitos/semana. Nesse caso, a equagdo passa a ser
d P(t) P(t) R
—_— J— ’r‘ _ —
dt
a qual se trata de uma EDO linear de primeira ordem.

Usando o fator integrante, (1) = e/ ~"%, ou seja, pu(t) = e~ obtém-se que a solugéo da
equagéo acima, com P(0) = F,, é dada por

R e"(R— Pyr)

PO=5-—

Substituindo os valores de Py = 200.000, de R = 140.000 e de r = In(2) obtém-se a ex-
pressao

P(t) = 201977, 3057 — 1977, 3057 ()t

A figura 4.9 ilustra o grafico dessa funcao. Observe que a populacao de mosquitos € sempre de-
crescente, e se extingue em aproximadamente ty = 6, 6745 semanas, pois P(t) = 0 equivale
a 1977, 3057t = 201977, 3057.

f(x) = 201977.3 — 1977.3 ™3

100000

50000

-500004

FIGURA 4.9: A fungéo solugéo do problema do exemplo 4.24.
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Exemplo 4.25. Um pequeno lago contém inicialmente 1.000.000 galées de agua e
uma quantidade () desconhecida de um produto quimico indesejavel. O lago recebe
agua contendo 0, 01 grama dessa substancia por galdo a uma taxa de 300 galdes por
hora. A mistura sai a mesma taxa, de modo que a quantidade de 4gua no lago perma-
nece constante. Suponha que o produto quimico esteja distribuido uniformemente no
lago.

(a) Vamos escrever uma equacao diferencial para a quantidade de produto quimico
no lago em um instante qualquer.

(b) Iremos resolver a EDO para a condicao inicial Q(0) = 10.000

Indicaremos por ¢t o tempo (em horas) e por Q(t) a quantidade do produto quimico (em
gramas) no tempo ¢. Por um lado, a derivada ()’ (t) fornece a variagdo da quantidade ()(t) por
unidade de tempo (por hora). Por outro lado, essa mesma variagcado pode ser calculada como
segue. Entram 300 galdes por hora e cada galdo contém 0, 01 grama, logo entram 300 x 0, 01
gramas do produto por hora no lago. A mistura sai a mesma taxa de 300 galdes por hora e a
uma concentragdo de ((¢)/1.000.000 gramas por galo, logo saem 300 x Q(t¢)/1.000.000
gramas do produto por hora do lago. Assim, a variagdo da quantidade ()(¢) por unidade de
tempo € a diferenga entre 0 que entra e o que sai por hora no lago, isto €, a variagao € dada por

300 x 0,01 — 300 x Q(¢)/1.000.000
Igualando essa variagio com a derivada de ()(t), obtém-se a equagao diferencial
d
ZQ(t) = 300 x [0,01 — Q(t)/1.000.000]

ou equivalentemente,

d 300
%Q(t) + 106 (t) = 300[0, 01].
Ou ainda,
Lo + 2. =3 (4.62
dt 104 ' '
Calculando o fator integrante, obtém-se:
p(t) = exot’

Multiplicando ambos os membros da EDO (4.62) por ,u(t) teremos

d 3
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Note que, o primeiro membro da EDO (4.63) pode ser reescrito como uma derivada do produto
do fator integrante pela fungéo solugio ()(t) e ficaremos com

%[elg‘th(t)] — e, (4.64)

E assim, integrando-se (4.64) ambos os membros teremos

4
e Q(t) = 3 (%) etor! 4k,

e isolando ()(t), obteremos
Q(t) = 10* + k - e~ 107",

Finalmente, usando que Q(0) = 10000 = 10, tem-se 10* = 10* + k - €°, donde k = 0.

Logo, Q(t) =10% éa solucao da EDO. Note que a solucao é uma funcao constante!

Desafio!
Use o caderno para resolver o problema: Um material radioativo, tal como um dos iséth

pos de tério, o tério-234, se desintegra a uma taxa proporcional a quantidade presente.

d
Se ((t) é a quantidade presente no instante t, entao ﬁQ(t) = —rQ(t),onder >0

€ a taxa de decaimento.

a) Se 100 mg de tério-234 decaiem a 82, 04 mg em uma semana, determine a taxa
de decaimento 7.

b) Encontre uma equacao para a quantidade de to6rio-234 presente em qualquer
instante ¢.

c) Encontre o tempo necessério para que o torio-234 decaia a metade da quantidade
original.

T

KCquue aqui para ver a resposta. /
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Exemplo 4.26. Suponha que uma populagéo P(t) de ratos do campo satisfaz a equa-
cao diferencial

d 1
aP(t) — EP(t) — 450 com t considerado em meses.

a) Encontre o instante em que a populagéo é extinta se P(0) = 850.
b) Encontre o instante de extingdo se P(0) = Fy, com P, no intervalo (0, 900).

c) Encontre a populacéo inicial se a populagéo é extinta em um ano.

O primeiro passo é obter a solugéo geral da equacao. Para isso, observe que ela € equivalente

a equacao

Spw
_dt - _ 2 (4.65)
P(t) —900 2

Logo, integrando em ambos os lados (4.65), obtém-se que
1
In(|P(t) = 900]) = t + C:

onde C' é uma constante de integragao. Isolando o valor de P(t), e considerando que P(t) < 900,
teremos

1
In(900 - P(t)) = 5t +C.

donde
900 — P(t) = ezteC.

Concluindo que
P(t) = 900 — k - e2",

onde k é outra constante. Essa constante esta relacionada com a populacgao inicial F, uma
vez que, fazendo ¢ = 0 na equacgédo acima, obtém-se que k = 900 — F,. Assim, em termos da
populagéo inicial Fy, a populagdo P(t) é dada por

P(t) = 900 — (900 — P,) - e2".
Agora pode-se responder aos itens pedidos:

a) Encontre o instante em que a populagéo ¢ extinta se P(0) = 850. Se P(0) = 850 = F,
entdo P(t) = 900 — (50) - e2" , e a populagdo ser4 extinta no instante em que P(t) = 0.

Calculando, obtém-se que esse instante ¢ dado por ¢t = 2In(18) = 5, 780743516

b) Encontre o instante de extingdo se P(0) = Py, com P, no intervalo (0, 900).
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Nesse caso, a populacao € dada por

P(t) = 900 — (900 — P,) - ezt

com (900 — Fy) > 0. Basta resolvermos a equagéo P(t) = 0. Resolvendo, obtém-se que

900 = (900 — P,) - e2*;
a qual é equivalente a
900 1,
—_— = 2 s
900 — F,

E_m 900
2 900 — P, )’

900
f=on(— ).
. (900— PO)

c) Encontre a populacao inicial se a populagao é extinta em um ano.

donde

Assim, o instante ¢ sera

Nesse caso, usaremos novamente que

P(t) = 900 — (900 — P,) - e2".

Deve-se portanto encontrar o valor de P para o qual P(12) = 0. Resolvendo essa equagio,

obtém-se que
900 = (900 — Fy) - el
ed —1

logo, Py = 900

c— = 897, 7691230.
e

Exemplo 4.27. Denotando por P(t) uma populacao de organismos zooplanctdnicos,

sao colocadas em um béquer 3 fémeas gravidas partenogenéticas, isto é, gravidas sem

necessidade de fecundacao pelo macho, de um microcrustaceo chamado claddcero em

condicdes ideais de alimentagao, temperatura, aeracao e iluminacao e auséncia de pre-

dadores. Sabendo-se que em 10 dias havia 240 individuos determine a populagédo em

funcdo do tempo supondo-se que a taxa de crescimento da populagao é proporcional

a populacéao atual.

[eremos d
—P(t) =rP(t

onde r > ( ¢é a taxa de crescimento. Podemos dividir ambos os membros por P(t) e obter

d
—P(t

P(t)

(4.66)
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Note que, o primeiro membro de (4.66) é a derivada da composta In(P(t)), assim

d
(P = r. (4.67)

Integrando-se ambos os membros (4.67), teremos que In(P(t)) = rt + k; ou, equivalente-

mente, P(t) = e"tk1 = ¢M . " donde P(t) = Pye" com P(0) = Py = e*'. Logo a solu-

¢&o geral da EDO acima sera P(t) = Pye™. concluimos que Py = 3 é a quantidade inicial de
In(80

individuos. Como P(10) = 240, tem-se 240 = 3e'" e assim r = (80) _ 0,4382. Final-

10
mente, a solugéo seréa dada pela fungao P(t) = 3e4382¢,

Desafio!
Faca no caderno o problema: A populagdo de bactérias em uma cultura cresce a um)

taxa proporcional ao numero de bactérias no instante t. Apés trés horas, observou-se
a existéncia de 400 bactérias. Ja apds as 9 primeiras horas, 2500 bactérias. Qual era
o ndmero inicial de bactérias? Use que In(5) = 1,6094 e In(2) = 0, 6931.

il

i

i

KCquue aqui para ver a resposta. /

Exemplo 4.28. A populagcdo de passaros de uma ilha experimenta um crescimento
sazonal descrito por

d
d—? = 3 sen(27t)y,

onde ¢ € o tempo em anos. A migragdo para dentro e para fora da ilha também é
sazonal. A taxa de migragdo € dada por M (t) = 2000sen(27t) passaros por ano.
Logo a equacéo diferencial completa da populacao é dada por

d
d—ZZ = (crescimento sazonal)+(migracao pra dentro/fora),

ou seja,
dy
i 3 sen(27t)y + 2000sen(27t) (4.68)

Vamos determinar y(t) que satisfaz y(0) = 500.
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Poderemos reescrever a EDO (4.68) como

d
d—i — 3 sen(27t)y = 2000sen(27t), (4.69)

a qual se trata de uma EDQO linear de primeira ordem. Usando o fator integrante

M(t) — ef —3sen(2mt)dt _ 63% cos(27t)
multiplimos ambos os membros da EDO (4.69) por (1), obtendo

d
R cos(?ﬂ”t)d_i _ 3sen(2mj)e3% cos(2mt) ) — 2000sen(27rt)e3i cos(2mt) (4.70)

Note que, o primeiro membro de (4.70) pode ser reescrito como uma derivada do produto do fator
integrante pela fungéo solugéo ¥(t) e ficaremos com

%[6321w cos2mt)y; ()] = 200033+ cos2mt)gen (27t).

E assim, integrando-se ambos os membros teremos
63%“’5(2“@(75) = /200063217r cos2m)sen (27t dt

ou ainda,

1 d
e35r cos(27rt)y(t) — 2000/ _eu_u

onde fizemos a substituigdo de 3% cos(27t) = u. Obtém-se, como consequéncia, que

eBzm s2t)y (1) = —20300e3zlwcos<2“> + k. (4.71)
Isolando y(t) em (4.71), obteremos
y(t) = _@ 4+ ke~ 33y cos(2mt).
Usando que y(0) = 500, ficaremos com
k = @ e 32

Logo, a solugédo da EDO (4.68) sera

) — 2000 3500 _,
=773 3

1
i cos(2mt)-e” 32w .
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4.6.2 APLICACOES DAS EDO DE 2 ORDEM

Uns dos modelos mais usados na engenharia que envolve EDO de segunda ordem sao os cha-
mados circuitos elétricos . Um desses modelos séo os circuitos RLC, cujas componentes sédo

mostrados na figura 4.10.
R
Elementos do circuito RLC

V = tensdo da fonte de alimenta¢do
| = corrente do circuito

R = resisténcia do resistor

L = induténcia do indutor

C = capacitancia do capacitor

FIGURA 4.10: Circuito RLC.

Dados os parametros R, L, e C, a solugdo para a corrente I, utilizando a Lei da Tensdo de
Kirchoff, que afirma que a soma algébrica da diferenca de potenciais elétricos em um percurso
fechado é nula, temos que

VeR+ VL + VC =V.

Para uma tenséo variavel com o tempo V' = V , isto se transforma em

RI(t)+ L% / —V(t).

Dividindo por L e derivando ambos os membros com respeito a ¢, obtem-se a EDO de segunda
ordem de coeficientes constantes

d2]+RdI+ 1 () = 1dV

dt?  Ldt LC L dt

Definimos os parametros
R 1

C = — e wo ey ——
2L VILC
sendo ambos medidos em radianos por segundo. Substituindo estes parametros na equagéo

diferencial, obtemos )
d=1 1dV
2 ]
dt2 + C ( ) L dt

que é uma EDO de segunda ordem de coeﬂmentes constantes. Colocando a fonte de tensdo em
zero chegamos a que
d?1I

T T 2§ +w31(t) =0,
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com as condigdes iniciais para a corrente do indutor, I (0), e a tens&o do capacitor V-(0), como
condigdes iniciais para 1(0) e 1'(0). Como a corrente total é igual & corrente no indutor, temos
a condicao

1(0) = Ir(0)

e a segunda condigéo é obtida aplicando a Lei da Tenséo de Kirchoff, obtendo
Vr(0) + VL (0) + V(0) = 0,

ou seja,
I(0O)R+ I'(0)L + V&(0) = 0,

o que implica que
1
I'(0) = 7 (=Ve(0) = I(0)R).
que é um problema de valor inicial para uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea.
Substituindo os parametros ( e wy, segue que

I"+2¢I' + w3l = 0.
A equacéo caracteristica desta EDO é
A4+ 20N+ wd =0,

cujas raizes sdo A = —( £+ /(2 — wi.

Dependendo dos valores de ( e wy, existem trés possibilidades:

L
1. sobrecarga que é o caso que ( > wy. Entao RC > 4§ e as solugdes da equacao carac-
teristica sdo dois numeros reais negativos. As duas raizes reais negativas nos fornecem as

solucdes da forma
I(t) = AeM! + Bet2t

para constantes arbitrarias A e B.

2. Carga critica é o caso que ( = wy de onde RC' = 4E'

Neste caso, as raizes da equacgao caracteristica sdo iguais a um numero negativo. Assim,

as solugdes sao da forma
I(t) = (A + Bt)eM

para constantes arbitrarias A e B.
. . L
3. Subcarga é o caso restante, ou seja, para ( < wy, de onde temos RC' < 4E' Neste caso

as raizes da equacéao caracteristica sdo dois numero complexos conjugados que tem a
parte real negativa. Este fato, chamado de subcarga, resulta em oscilagdes no circuito. Isto
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porque as solucdes contém na sua estrutura cossenos e senos, como visto no desenvolvi-
mento tedrico da solugdo. As solugdes

I(t) = e ¢t (Csen(wet) + D cos(wet))

para constantes arbitrarias C' e D.

P,

'Http:// [»

Uma outra importante aplicacdo das equacgdes diferenciais de segunda ordem
sdo as conhecidas como vibragées mecanicas . Pesquise na bibliografia e na
internet sobre esta aplicacao tao importante para as engenharias.

Estude os modelos apresentados na Leitura Complementar deste médulo!

4.7 Solucoes dos desafios do médulo IV

e Desafio da pagina 152
A funcéo ¥ (x) = x?, tem como derivada v/} (x) = 2x e como derivada segunda } (z) = 2.
Substituindo na equagéao, obtemos que
(x+3)y" +(x+2)y —y=2(x+3)+ (x+2) -2z — 2% = 2> + 62 + 6,
que nao toma o valor zero para todos os valores de x. Portanto ndo é solucao da EDO.

—X

A fungdo y2(x) = e ", tem como derivada y5(x) = —e~* e como derivada segunda

Yo () = e~". Substituindo na equag&o, obtemos que

(x4+3)y" +(x+2)y —y = e*(x+3)+(x+2) (—e®)—e*
= e (z+3—-—2—-2-1)=0,

a ultima igualdade é valida para todo . Portanto ¢, é solugéo da EDO.

e Desafio da pagina 154

Para resolver f”(x) = 1 — x* vamos integrar (em forma indefinida) ambos os membros
da equacao, obtendo

3
fl(x) = — %—1—01,
e integrando novamente, chegamos a

f(ﬂ?) = 5172 — 916—; +01£U+02

A solucéo esta ilustrada na figura 4.11
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FIGURA 4.11: A familia de solugdes da EDO.

e Desafio da pagina 156
Derivando 41 () = e % — leys(x) = —e™* — Ltemosque y; () = —e T eys(z) =e™™.
Assim, substituindo em (4.7), obtemos

yi(z)+y(x)+1=—-e+e®—1+1=0,

ys(z) + () +1=e"—e " —=14+1=0,
0 que mostra que ¥y e Y2 sdo solugdes da EDO.

Ja a fungdo y3 = y1 + y2 = —2 tem como derivada y5(x) = 0, de onde temos que
Yh(e) +ys(w) + 1= —24+ 1= ~1 £0,
0 que prova que nao € solugao.

e Desafio da pagina 157.

Sejam ¥ e y duas solugdes da EDO (4.6) e «, [3, nimeros reais tais que o + 3 = 1.
Temos que

(ay1 + Bya2)'+ p(t)(ay: + Bya) +q(t)

oyl + Bys + ap()yr + Bp(t)ye + (o + B)q(t)
ayy +p(t)yr +qt)) + B(ys + p(t)y2 +q(t))
= 040,

onde na ultima igualdade usamos que ¥ e Y2 séo solugdes da EDO.
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e Desafio da pagina 158.

Considere ¥; e 1> duas solugdes da EDO (4.6) e v, 3, nimeros reais tais que o + 5 = 1.
Temos que

(ayr + By2)" + p(x)(ayr + By2) + q(z)(ayr + By2) + f(z)
= a(y! +p(@)yy + q(x)y + f(2)) + Byy + p(2)ys + q(x)y2 + f(x))
—0+0,

onde na ultima igualdade usamos que ¥ e 92 séo solugdes da EDO.
e Desafio da pagina 163.
Integrando a EDO (4.22) duas vezes obtemos
Yy +sen(t) +Cy =0,ey —cos(t) + Cit + Cy =0,

onde (' e (5 séo constantes quaisquer. Portanto o conjunto solugdo da EDO vem dada
pela formula

y(t) = cos(t) — Cit — Cy,
Assim, temos como solucdes as fungdes
y1(t) = cos(t) — Leys(t) = cos(t) + 1,

para constantes apropriadas. Considerando agora y3 = y; + y2 = 2 cos(t) e derivando
duas vezes esta funcao, obtemos que

y3(t) 4 cos(t) = —2cos(t) + cos(t) = —cos(t) # 0 paratodo t # T + km, para todo k €

0 que mostra que a soma das solugdes ndo é uma solucdo. Portanto a EDO (4.22) néo é
linear.

e Desafio da pagina 166.
Para resolver o PVI deste desafio, comegamos encontrando a solucao geral da EDO. Se-
guindo a metodologia, escrevemos a EDO como

idy = —4xdz,

separando as variaveis a cada lado dos membros da equacéo. Integrando a ambos os
membros nas respectivas variaveis, tem-se

1
/—dy = /—4md:z:, que é equivalente a In|y| = —222 + C,
)
que é a solugado em forma explicita. A forma implicita vem dada por y = Ce—22°, Agora,
usando a condigdo inicial do PVI, temos que 1 = y(O) = Ce 20" = C, concluimos que a
solugéo procurada € a fungéo y = e_Q””Q, cujo grafico é mostrado na figura 4.12.
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FIGURA 4.12: A familia de solugdes da EDO.

Desafio da pagina 171.

(xy? + x)dx + yxidy = 0, (4.72)
Como M(x,y) = zy* + v e N(z,y) = yx?, obtemos

d(zy? + x) e Dy x>
y Ox

provando que a forma diferencial da EDO (4.72) é exata.

= 22y,

Para resolver a EDO (4.72), calculamos o potencial ¢(z, y), integrando com respeito a x a
fungado M (z,y), obtendo

/(:cgf + x)dx = %xz(gf + 1)+ C(y).

Derivando com respeito a ¥ esta Ultima expresséo, chegamos a expressao yz2 + C’(y)
que tem que ser igual a N(x,y). Portanto, C'(y) = 0 e dai, C'(y) = C, com C' uma

constante arbitraria. Assim, a solugéo implicita de (4.72) é §x2(y2 +1)+C.

Desafio da pagina 178.

Calculando o determinante de y; = cos(wt) e y2 = sen(wt), temos que o Wronskiano de
Yyreyz €

cos(wt) sen(wt)

Determinante —wsen(wt) wCOS(Wt)(t)

= w(cos?(wt) + sen?(wt)) = w # 0

para todo t € R. O que mostra que y; e Yy sdo solugdes fundamentais da equagéo
Y + wy = 0.

198

Médulo IV - Equacéoes Diferenciais Ordinarias de 12 e 22 ordem



e Desafio da pagina 180
Calculando o Wronskiano de

yi(t) = e 2! cos %gt e yo(t)e2'sen L3¢,

obtemos que

e~ 3t cos <‘/7§t) e~ 3tsen (7325
Determinante
—%e_%tcos <%§t) — %ge_%tsen (\/7515) —%e_%tsen (\/7515) + 736_%%08 (@t)

= Te_t que é diferente de zero para todo ¢ real.

e Desafio da pagina 182
Primeiramente achamos a solugéo particular da EDO " — 3y = 2 usando o método dos
coeficientes indeterminados. Tentamos a solug¢ao polinomial

yp(x) = Az® + Bx?> + Cx + D,

onde os numeros reais A, B, C e D serédo determinados impondo a condi¢éo de que Yp
seja solugédo da EDO. Calculando as derivadas de y/,,, obtemos yz’?(x) = 3Ax* +2Bx + C
ey, (r) = 6Ax + 2B. Substituindo na equagao, obtemos

6Ax + 2B — 3(Ax® + Bx* + Cx + D) = —3Az® — 3B2* + (6A — 3C)x + 2B — 3Da?.

Comparando os polindmios a ambos os membros da ultima igualdade, concluimos que

—3A=1, B=0, 6A—-3C =0e2B—3D =0, Assim, y,(z) = —32° — 2u.

Resolvendo a EDO homogénea associada, temos que a equacéao caracteristica € dada por
2% — 3 = 0 que tem como raizes ++/3. Portanto, a solucéo geral da EDO é

y(z) = —32° — 2o+ Cre V3% 4 CheV3e,

Para z = 0 temos 0 = y(0) = C} + C5. Calculando a derivada de ¥, temos
Y (r) = —2® — % — Cl\/ge_‘/gx + C’g\/ge\/gm,

deonde 0 = ¢/ (0) = —C1V3 + Cy/3 — % Assim, resolvendo o sistema

Ci+Cy=0
O+ 0y = %ga
concluimos que as constantes | = —‘/73 e Cy = \/75. Assim, a solucdo da EDO que

passa pela origem com tangente horizontal é

y(xr) = % (—:L‘3 — 2x — \/?ge_\/gw + \/Tge\/gm).

cujo grafico é mostrado na figura 4.13.
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f(x) = ! <—x3—2x—? tf‘/gx+\/T3 eﬁx>

FIGURA 4.13: A solugéo da EDO.

e Desafio da pagina 183

€T

Primeiramente achamos a solugdo particular da EDO 3" — 3y = 2e~3 usando o mé-
todo dos coeficientes indeterminados. Tentamos a solugdo exponencial proporcional a
f(x) =2e7", ou seja, y,(x) = Ae™3*, onde o nimero real A sera determinado im-
pondo a condigao de que ¥, seja solugao da EDO. Calculando as derivadas de y/,,, obtemos
y,(r) = —3Ae™" e y/(x) = 9Ae™*. Substituindo na equagéo, obtemos

9Ae™3% — 3Ae 3 = 20737,

de onde concluimos que 6 A = 2, ou equivalentemente que A = % Assim, yp(x) = %6_336
e a solucao geral vem dada por

y(z) = %e_‘% + Cle~ V3T 4 CheV3e,

e Desafio da pagina 184

Tentamos a solugéo y,(x) = A sen(2z) + B cos(2z). Derivando ¥, obtemos

y,(x) = 2A cos(2z) — 2sen(2x)

Yy, (r) = —4A sen(2r) — 4 cos(27).
Portanto, substituindo na EDO, tem-se

—4A sen(2x) — 4 cos(2z) — 3(A sen(2z) + B cos(2z)) = 7 sen(2z),

concluindo que —7A = 7, ou equivalentemente, A = —1. Assim, uma solug&o particular

é y,(x) = —sen(2z).

200 Médulo IV - Equacéoes Diferenciais Ordinarias de 12 e 22 ordem



e Desafio da pagina 188

d
Dividindo a equagdo —Q(t) = —rQ(t) por Q(t), obtém-se

dt
d
ﬁQ(t)
= —r
Q(t)
Note que, o primeiro membro da igualdade é a derivada da composta In(Q(t)), assim

d
@ n(QU) = —

Integrando-se ambos os membros, teremos
In(Q(t)) = —rt + ky:
equivalentemente Q(t) = e "*1 = e*1 . e~ donde Q(t) = Qpe " com Q(0) = Qo = e,
Logo a solugao geral da EDO acima sera
Q(t) = Qo™

Além disso, supondo que o tempo seja medido em dias, que Q0 = 100 mge que Q(7) = 82,04
mg. Entdo a taxa r € tal que
82,04 = 100e™ "

ou seja
0,8204 = e~ ",

de onde segue que
In(0,8204) = —7r;

e basta isolar o valor de r para obter que

r =0,02828.

b) Como visto acima, a quantidade de t6rio-234 presente em qualquer instante é dada por

Q(t) = 100002828t

c¢) Indicando por ¢ o tempo necessario para que o tério-234 decaia a metade da quantidade
original, deve-se ter que

Qo
Qt) = o
Assim, teremos 0
=0 _ —rt
9 Qoe
donde
—rt 1
e = —.
2

In(2
o valor de ¢ segue-se que t = n(2) = 24, 510.
r
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e Desafio da pagina 191

Teremos

d
—B(t) =rB(t
= B(t) =rB(1)
onde r > 0 ¢ a taxa de crescimento. Podemos dividir ambos os membros por B(t) e obter
d
- B(t)
.
B(t)
Note que, o primeiro membro da igualdade ¢é a derivada da composta In(B(t)), assim
n(B()
—|In =T
dt

Integrando-se ambos os membros, teremos
hl(B(t)) =rt+ ]Cl;

equivalentemente B(t) = e"™ = e* . e" donde B(t) = Pye" com P(0) = By = e™.

Logo a solucao geral da EDO acima sera
B(t) = Poe”;

Sabemos que P(3) = 400 e P(9) = 2500, de onde segue que

400 = Pye®"
2500 = Pye’"
o ; o e 2500 e 25
Dividindo a segunda equacdo pela primeira, obtemos — = ——, ou seja ¢”" = —;
1 25 1 1 e 100 1 !
donde r = Eln (Z = 6[11&(52) — In(2%)] = 62[ln(5) —In(2)] = 5[1, 6094 — 0, 6931].

Logo, 7 = 0, 3054.

Substituindo o valor de 7 na primeira equacdo chegamos a 400 = Pye3(%:3954) da qual

bié P 400
obtem-se Iy = W
. . —_ y , 400
Assim o nGmero inicial de bactérias sera Py = ———.
00,9163

202 Médulo IV - Equacéoes Diferenciais Ordinarias de 12 e 22 ordem



	Informações Úteis
	Funções de duas e três variáveis a valores reais
	Alguns conceitos dos espaços vetoriais e distância em [1.2]R2 e [1.2] R3 
	Conceito de uma função de duas e três variáveis
	Domínio, curvas e superfícies de nível e gráfico de uma função de duas e três variáveis
	Noção de limite e continuidade de uma função de duas e três variáveis
	Soluções dos desafios do módulo I

	Diferenciabilidade em R2 e R3
	Definição de função diferenciável. Comparação com a diferencial em R
	Derivadas parciais de funções de duas variáveis. Significado geométrico
	Interpretação geométrica das derivadas parciais

	Derivadas parciais de funções de três variáveis
	Derivadas direcionais e vetores gradiente
	Regra da Cadeia
	Interpretação geométrica para o vetor gradiente de uma função de três variáveis

	Soluções dos desafios do módulo II

	Máximos e mínimos de funções de duas e três variáveis
	Derivadas de ordem superior
	Máximos e mínimos relativos e absolutos de funções de duas e três variáveis
	Critérios para caracterização de pontos críticos de funções de duas variáveis;
	Análise dos valores de uma função de duas variáveis nos pontos da fronteira de seu domínio
	Máximos e mínimos condicionados: Multiplicadores de Lagrange
	Problemas de otimização
	Soluções dos desafios do módulo III

	Equações Diferenciais Ordinárias de 1a e 2a ordem
	Definição e classificação das equações diferenciais
	EDO lineares

	Equações de 1a ordem e fator integrante
	Equações diferenciais de variáveis separáveis
	Equações exatas
	Equações diferenciais de 2a ordem homogêneas e não homogêneas com coeficientes constantes
	A fórmula de Euler
	A equação característica com raízes complexas
	O método dos coeficientes indeterminados

	 Aplicações das EDO de 1a e 2a ordem
	 Aplicações das EDO de 1a ordem
	Aplicações das EDO de 2a ordem

	Soluções dos desafios do módulo IV


