
Gustavo Henrique Silvestre

Simulação Computacional de Materiais

Bidimensionais Baseado no Elemento Boro

Uberlândia

2018



Gustavo Henrique Silvestre

Simulação Computacional de Materiais

Bidimensionais Baseado no Elemento Boro

Dissertação apresentada ao programa de

Pós-graduação em Fı́sica da Universidade

Federal de Uberlândia, como requisito par-

cial para a obtenção do tı́tulo de Mestre em

Fı́sica.

Orientador:

Prof. Dr. Roberto Hiroki Miwa

INSTITUTO DE F ÍSICA
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Resumo

Neste trabalho investigamos o comportamento de propriedades mecânicas e eletrônicas de

heteroestruturas laterais 2D formadas por diferentes fases de folhas de Boro, conhecidas na lite-

ratura como borofeno. Por cálculos via DFT, replicamos os dados da literatura para duas fases

distintas do borofeno, que foram a base para a montagem das superredes. As superredes foram

montadas de dois modos distintos, para analisarmos as alterações estruturais e eletrônicas nas

superredes devido à mudança da direção do empilhamentos. Entre as propriedades eletrônicas,

investigamos o caráter metálico das estruturas, a separação dos estados nas regiões próximas ao

nı́vel de Fermi, bem como a formação e o comportamento de canais condutores nas heteroes-

truturas. Também foi analisada a estabilidade energética das estruturas.

Palavras-chave: Borofeno, Boro, Superredes, Heterojunções, Materiais 2D, Metais, Mo-

nocamadas, Teoria do Funcional da Densidade.



Abstract

In this work we investigate the behavior of mechanical and electronic properties of lateral

heterostructures based in of boron sheets, known in the literature as borophene. Through DFT

calculations, we replicate the literature data for two distinct phases of borophene, which were

the basis for the assembly of the superlattices. The superlattices were designed in two distinct

ways, to compare the differences caused by the stitching directions. Among the electronic

properties, we investigate the mettalic character of the structures, the range of states in the

regions near the Fermi level, as well as the formation and behavior of conducting channels in

heterostructures. The energy stability of the structures was also analyzed.

Key-words: Borophene, Boron, Superlattices, Heterojunctions, 2D Materials, Metals, Mo-

nolayers, DFT.
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3.29 Informações eletrônicas da (6,1)y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 64

3.30 Rede da estrutura (9,2)y. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 65
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eV ELÉTRON-VOLT

EF ENERGIA DE FERMI
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Apêndice C -- Princı́pio Variacional p. 79
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1 Introdução

Quando um material 3D apresenta propriedade de confinamento quântico em apenas uma

direção, este pode ser classificado como um material 2D [1]. Desde 2004, com a sı́ntese do gra-

feno [2, 3, 4], os materiais 2D passaram a atrair grande atenção na fı́sica da matéria condensada.

A famı́lia de materiais 2D também incluiu recentemente outros novos materiais monoatômicos

da famı́lia IV-A da tabela periódica, como o siliceno, gemaneno, e ainda da famı́lia V-A como

o fosforeno [5, 6, 7]. O grafeno, responsável direto pela atenção aos materiais 2D, apresenta

propriedades mecânicas e eletrônicas destacáveis, como maior resistência à aplicação de força

mecânica, e sua dispersão linear de energia, que apresenta cone de Dirac nas proximidades do

nı́vel de Fermi [3].

Embora seja um elemento relativamente escasso, nos últimos anos houve um grande salto na

quantidade de estudos, tanto teóricos como experimentais envolvendo um elemento da famı́lia

III-A: o Boro. Folhas 2D de Boro, denominadas Borofeno em alusão ao grafeno foram previstas

teoricamente em estudos por DFT em 2012 e sintetizados em 2015 [8, 9, 10, 11]. Existe uma

grande expectativa que compostos a base de Boro 2D possam complementar os compostos

baseados no grafeno, visto que devido seu caráter metálico, podem ser excelentes componentes

finais na construção de aparatos eletrônicos. Estudos teóricos indicam que o borofeno pode

ser um promissor material para eletrodos para baterias recarregáveis devido à maior capacidade

especı́fica quando comparado à outros materiais 2D [12, 13].

Folhas 2D de boro dopadas com metais apresentam uma alta estabilidade estrutural devido

à interação iônica entre as camadas do metal e do boro. Além disso, essas camadas também

possuem energias vibracionais excepcionalmente altas, que lhes permitem ser bons candidatos

para materiais supercondutores com alta temperatura de transição [14].

Como mencionado logo acima, o Boro é o quinto elemento da tabela periódica, está situado

à esquerda do Carbono na tabela periódica, apresenta configuração de valência 2s2p1, possui três

elétrons de valência, além de formar ao menos 16 alótropos com vasta gama de propriedades

promissoras. O boro é um elemento com complexidade quı́mica fascinante, porque está situado
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entre metais e isoladores na tabela periódica. Geralmente, elétrons de camada externa no boro

exibem localização suficiente, tornando a maioria de seus alótropos ligados covalentemente

entre os átomos de boro. No entanto, essas ligações covalentes podem ser alteradas para ligações

iônicas pelo controle da pressão, temperatura e impurezas. A ligação entre os átomos de B é

mais complexa do que no carbono, já que tanto a configuração de ligação de 2 e 3 centros entre

os átomos de boro são permitidas, é permissı́vel a ampla variedade de alótropos de folhas de

Boro [15]. Em estudos recentes [10, 11], o Borofeno foi sintetizado com êxito em diferentes

regimes.

1.1 Borofeno

Uma das maneiras de realizar a sı́ntese do borofeno é através da deposição de boro proveni-

ente de uma fonte de boro sólido de alta pureza em substratos de Ag inertes como superfı́cie de

crescimento do borofeno. Durante todo esse processo, o substrato de Ag é mantido entre 450◦C

e 700◦C e em regime de UHV (ultrahigh vacuum). Em 550◦C é possı́vel observar a formação

de duas fases distintas entre si, sendo uma fase homogênea e planar e a outra fase corrugada.

Locais com maior deposição de átomos de B favorecem o surgimento da fase homogênea,

enquanto sı́tios com menor deposição de átomos de B favorecem o surgimento de uma fase

descrita como uma fita corrugada (hoje conhecida na literatura por ‘S0’). O aumento da tempe-

ratura favorece a consolidação da fase S0, o que sugere que a fase homogênea é metaestável em

relação à fase corrugada [10].

Outra maneira de realizar a sı́ntese do borofeno é pelo crescimento em superfı́cie de Ag(111)

por evaporação direta de uma fonte de boro de alta pureza. A amostra é mantida à uma tempe-

ratura inicial de 500 K até temperaturas superiores à 800 K. Quando a temperatura atinge ∼570

K, é notado o surgimento de sı́tios com estrutura perfeitamente ordenada, com faixas paralelas

à direção (1̄10) na superfı́cie de Ag(111). Essa fase é conhecida na literatura como ‘S1’. Em

temperaturas próximas à 680 K, é notado o surgimento de uma segunda fase ordenada, descrita

como uma fita em zigzag ligeiramente mais estreita, separada por cadeias hexagonais de boro.

Essa fase é conhecida da literatura como ‘S2’. Entre 650 K e 800 K, há coexistência das fases

S1 e S2, e em temperaturas superiores à 800 K, a fase S1 deixa de existir, sendo substituı́da pela

fase S2.

Essas fases diferem entre si na quantidade de átomos na célula unitária, na geometria e

em outras propriedades eletrônicas. Os resultados obtidos nos calculos via DFT revelam que

as propriedades óticas e estruturais apresentam forte anisotropia [16, 17]. Essas propriedades
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(a) Rede da Fase S0 (b) Rede da Fase S1

(c) Rede da Fase S2

(d) Fase S0 - visão lateral (e) Fase S1 - visão lateral (f) Fase S2 - visão lateral

Figura 1.1: Visão superficial e lateral da rede do Borofeno S0 (1.1a, 1.1d), S1 (1.1b, 1.1e) e S2

(1.1c, 1.1f).

fazem com que o borofeno esteja cotado como um importante aliado no desenvolvimento futuro

de nanomateriais.

A figura 1.1 mostra as redes das fases S0, S1 e S2 obtidas por cálculos via DFT 1 e as

imagens foram obtidas através do software VESTA2 [18]. Através da figura 1.1d é possı́vel

notar a caracterı́stica da fita corrugada, descrita para a fase S0 [10]. Na figura 1.2a, a seta

branca indica a fase homogênea metaestável, situada em locais com maior deposição de boro, e

a seta vermelha indica a fase S0, em um local com menor deposição de Boro. A seta azul indica

o crescimento de nanofitas da fase S0.

1Os detalhes dessas simulações estão apensos ao Apêndice D
2Todas as imagens previstas teoricamente pela DFT também foram obtidas por este mesmo software.
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(a) Fase S0 - Imagem de STM [10]

(b) Fase S1 - Imagem de STM [11]

(c) Fase S2 - Imagem de STM [11]

Figura 1.2: Imagens da realização experimental das fases do Borofeno.

A fase S1, como descrita na literatura, está exemplificada nas figuras 1.1b e 1.1e. A figura

1.2, retirada dos artigos referentes às sintetizações das fases S0, S1 e S2 do borofeno mostram

imagens de STM das respectivas fases. As imagens de STM permitem a obtenção do padrão

topológico da superfı́cie do material, e por elas é possı́vel distinguir os efeitos estruturais e

eletrônicos da amostra, auxiliando no entendimento da imagem [19].
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1.1.1 Fase S0

Prevista teoricamente em 2012 [9] e sintetizada com sucesso em 2015 [10], a fase S0 foi

a primeira fase até então conhecida. Na sua sı́ntese aparecem duas fases: uma homogênea e

metaestável, que desaparece com o aumento da temperatura, e outra fase corrugada, sendo esta

estável, hoje conhecida como S0. Essa nomenclatura veio apenas depois da sintetização da fase

S1. Possui rede retangular, com vetores de rede a e b com módulos respectivamente iguais à 2,9

e 1,7 (±0,2) Å e sua geometria é corrugada, justificada pelas distorções da rede retangular, afim

de maximizar o número ideal de sı́tios de adsorção átomos de boro. Imagens de STM indicam

caracterı́sticas anisotrópicas dessa fase. A formação completa das faixas corrugadas se dá em

torno de 700 ◦C, o que é consistente com um relaxamento térmico progressivo da rede em locais

de adsorção mais favoráveis.

Foi previsto que a estrutura eletrônica da fase S0 é caracterizada pela anisotropia nas ban-

das metálicas. No entanto, até agora a fase ainda não foi observada no forma isolada. Uma

camada isolada de borofeno apresenta uma instabilidade estrutural para um conjunto de modos

de freqüência [10]. Por outro lado, estudos recentes nos permitem inferir que essa instabilidade

pode ser revertida pela presença de defeitos intrı́nsecos, como vacâncias ou através de alguma

interação com superfı́cies não reativas, mantendo as propriedades eletrônicas da fase S0 [20].

Quanto à estabilidade eletrônica, estudos teóricos apontam a fase S0 apresenta a menor ener-

gia de coesão dos três alótropos sintetizados [21] apresentando energia de coesão Ec = 6,10

eV/átomo. Na seção de Resultados, foi feita discussão mais aprofundada sobre a estabilidade

energética das fases.

1.1.2 Fase S1

A sı́ntese da fase S1 ocorreu de fato em 2015 [11], porém já haviam trabalhos teóricos que

previram a existência dessa fase [20, 22]. Os resultados obtidos experimentalmente estavam de

acordo com a literatura. Sua geometria é caracterizada por cadeias de buracos separadas por

linhas hexagonais de boro, e sua célula unitária é retangular. A célula unitária da fase S1 possui

vetores de rede a e b com módulos respectivamente iguais à 3,0 e 5,0 Å. A estrutura permance

planar, devido às vacâncias. A interação boro-prata é essencial para que a estrutura se mantenha

2D.

No processo de sı́ntese da fase S1, foi observado que a exposição dessa fase ao oxigênio,

em altas concentrações afeta apenas os átomos da borda, enquanto os átomos do interior se

mantém intactos, o que leva à conclusão de que a oxidação ocorre das bordas para o interior,
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o que mantém os sı́tios internos inertes à ação da oxidação. Essa estabilidade quı́mica é pro-

missora para futuras aplicações do borofeno em dispositivos eletrônicos. Quanto à estabilidade

eletrônica, a fase S1 apresenta a menor energia de coesão maior que a energia de coesão da fase

S0, porém é menos estável que a fase S2 [21], apresentando Ec = 6,15 eV/átomo.

1.1.3 Fase S2

Mesmo não tendo sido utilizada na construção de nenhuma heteroestrutura envolvida nesse

trabalho, a fase S2 possui caracterı́sticas notáveis. A fase homogênea metaestável indicada por

Mannix [10], na sı́ntese da fase S0 corresponde à fase S2. No entanto, sua sı́ntese foi realizada

por Peng em 2015 [11]. A fase S2 é a fase que apresenta maior estabilidade energética, com

Ec = 6,16 eV/átomo, o que sugere que a fase S2 é termodinamicamente mais estável quando

adsorvida em substratos de Ag(111). Estruturas termodinamicamente menos estáveis, como a

fase S0, podem exigir certas condições para sua formação, como por exemplo, controle cuida-

doso do fluxo de boro, que foi considerado crı́tico para a formação da fase S2 no experimento

em que foi obtida a fase S0.

A geometria da fase S2 possui rede retangular, com vetores de rede a e b com módulos

respectivamente iguais à 3,0 e 8,4 Å. A estrutura permance planar, devido às vacâncias. A

interação boro-prata, assim como na fase S1, é essencial para que a estrutura se mantenha 2D.

1.1.4 Borofano

O Borofano - borofeno hidrogenado - é outro material que foi identificado como um novo

material 2D estável que apresenta a formação de cone de Dirac próximo ao nı́vel de Fermi.

Comparado ao borofeno, o borofano é dinamicamente mais estável, devido as transferências de

elétrons após a hidrogenação. O processo de hidrogenação também é fundamental no processo

de modificar as propriedades eletrônicas do borofeno.

O cone de Dirac é confirmado pela estrutura de bandas, conforme a figura 1.4, e é formado

por orbitais px e py. Sua velocidade de Fermi é maior que a velocidade de Fermi do grafeno

[23]. O borofano amplia a famı́lia de materiais de Dirac, e também poderia ser um material

promissor para nanodispositivos de alto desempenho.
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Figura 1.3: Rede do Borofano.

Figura 1.4: Estrutura de bandas do Borofano.

1.2 Aplicações Tecnológicas

As propriedades eletrônicas e ópticas do boro o classificaram como um material promissor

para uso em dispositivos eletrônicos [24, 25, 26]. Na presença de oxigênio, o boro forma óxidos

de boro, que assim como óxidos de grafeno podem ser aplicados para armazenamento de energia

[27], além de aplicações em nanoeletrônica[25].

Também foram feitos varios estudos que apontam que o borofeno é um material promissor

para a construção de ânodos em baterias de ı́on-lı́tio, entre outras baterias recarregáveis [13,

28, 29]. Folhas 2D de borofeno possuem morfologia corrugada e caracterı́sticas metálicas, o

que pode servir como um promissor material anódico para baterias de ı́on-lı́tio. Estudos teóricos
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constataram alta capacidade de armazenamento de Ca, Mg ou Na em borofeno [13]. A dopagem

com átomos como nitrogênio (N), fósforo (P), carbono (C) e silı́cio (Si) é capaz de aumentar

as capacidades de armazenamento de Li nas baterias de ı́on-lı́tio [29]. As estruturas estudadas

são dinamicamente estáveis, o que encoraja novos esforços experimentais para a sı́ntese desses

materiais.

1.3 Heterojunções

(a) (b)

Figura 1.5: Exemplo de heterojunções: laterais (1.5a) e verticais (1.5b).[30]

A natureza ultraflexı́vel e fina em proporções atômicas dos materiais 2D pode ser uma

grande aliada na tecnologia de semicondutores. Estruturas hı́bridas formadas pela junção entre

materiais 2D são peças fundamentais com multifuncionalidade e capacidade mais ampla para

eletrônica moderna em nanoescala. O empilhamento de van der Waals de heteroestruturas na

direção vertical pode ser realizado por transferência mecânica ou heteroepitaxia.

Existem técnicas para a formação de heterojunção lateral [31] que possibilitam o desenvol-

vimento de junções paralelas costuradas e unilaterais por crescimento por vapor. São conhecidas

da literatura heterojunções de WS2/MoS2 [30] (figura 1.5), WSe2/MoSe2 [32], grafeno-/MoSe2

[31], entre outras. Neste trabalho, foi analisada apenas heterojunções laterais das fases S0 e S1

do borofeno, assim mantendo as monocamadas.
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2 Metodologia

Um dos grandes desafios da atualidade é a constante busca por novos materiais, que de

algum modo apresentem propriedades úteis à comunidade. Com o avanço da tecnologia ao

longo dos anos, vimos o surgimento novos materiais, e em uma relação causa-consequência,

vimos também o surgimento de novos métodos - e o aprimoramento das técnicas já conhecidas,

para entender, desenvolver e aprimorar esses materiais.

No inı́cio dos anos 2000, iniciou-se uma grande revolução na engenharia de materiais após

a sı́ntese do Grafeno. A razão desse fato ser considerado uma revolução? Pois até então

acreditava-se que não era possı́vel a sintetização de folhas 2D, por estudos prévios por L. Lan-

dau e R. Peierls [33] e embora já era previsto teoricamente há muito tempo, esta não passava

apenas de uma abstração ou “artifı́cio acadêmico” no auxı́lio para o aprendizado e estudo teórico

de nanotubos de carbono e grafite. A sı́ntese do grafeno, realizada em 2004 [2] rendeu o pre-

mio Nobel em Fı́sica de 2010 para Andre K. Geim e Konstantinov S. Novoselov [4] , e desde

sua sintetização, abriu-se um extenso leque de possibilidades para novos materiais 2D, como o

borofeno, siliceno, germaneno e fosforeno [10, 5, 6, 7], entre outros. E como foi visto não só

no grafeno, mas em também outros materiais, os resultados teóricos sempre estavam em acordo

com o resultado experimental. Em particular, a Teoria do Funcional de Densidade (DFT - Den-

sity Functional Theory) foi uma grande aliada nesses processos. Nesse capı́tulo mostraremos

uma descrição desse método pelo qual as propriedades dos estados fundamental e excitados

podem ser calculadas.

2.1 Teoria do Funcional da Densidade (DFT)

Em um sistema de muitos corpos, uma das maneiras de resolver o problema é usar a den-

sidade eletrônica total ρ(rrr). Para isso, a equação de Schrödinger de N elétrons e a função de

onda com N variáveis, sem levar em conta o spin, pode ser escrita como uma equação da den-

sidade eletrônica com somente três variáveis. No final da década de 1930, Llewellyn Thomas
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[34] e Enrico Fermi [35], apresentaram as ideias, que juntamente com os acréscimos de Paul

Dirac [36], deram origem às ideias modernas da Teoria do Funcional da Densidade, que é ca-

paz de nos fornecer a solução exata do nosso problema. Em 9 de novembro de 1964, Walter

Kohn e Pierre Hohenberg publicariam o primeiro artigo que marcaria o inı́cio do uso da DFT

[37]. Logo em 15 de novembro de 1965, Walter Kohn e Lu Jeu Sham publicaram outro artigo

[38] contendo o desenvolvimento das equações autoconsistentes, já incluindo efeitos de troca e

correlação.

A aplicação da DFT em átomos, moléculas e sólidos mostrou um crescimento considerável

e desde então tem se firmado como um excelente método para o cálculo de propriedades

eletrônicas e estruturais do estado fundamental. Em 1998, juntamente com Jonh A. Pople1,

Kohn foi laureado com o Prêmio Nobel em Quı́mica [39]. Como adiantamos anteriormente, o

princı́pio fundamental da DFT consiste em que qualquer propriedade de um sistema de muitos

corpos pode ser descrita por um funcional único da densidade eletrônica ρ(rrr). E toda a estrutura

da teoria do funcional de densidade está apoiada em dois teoremas [40, 41].

2.1.1 Equação de Schrödinger

O estado de qualquer sistema dinâmico pode ser descrito através da equação de Schrödin-

ger. Também, qualquer problema que envolva a estrutura eletrônica da matéria está resguardado

pela equação de Schrödinger dependente do tempo. Porém, na grande maioria dos casos, nossa

preocupação envolve apenas sistemas sem interações que apresentem alguma dependência tem-

poral. Podemos assim tranquilamente, partir da equação de Schrödinger indepentente do tempo.

Para um sistema isolado, com N elétrons, e já considerando a aproximação não relativı́stica de

Born-Oppenheimer2, temos então:

ĤΨ = EΨ, (2.1)

onde E é a energia eletrônica do sistema, Ψ = Ψ(rrr1,rrr2, ... ,rrrN) é a função de onda, e Ĥ é o

operador Hamiltoniano (em unidades atômicas), que é dado por:

Ĥ =
N

∑
i=1

(

−
1

2
∇2

i

)

+
N

∑
i=1

υ(rrri)+
N

∑
i< j

1

rrri j
= T̂ +V̂ne +V̂ee, (2.2)

Ĥ = T̂ +V̂ne +V̂ee, (2.3)

1Enquanto W. Kohn foi laureado pela contribuição no desenvolvimento da DFT, J. Pople foi laureado por sua

contribuição no desenvolvimento de métodos computacionais em quı́mica quântica.
2Na Apêndice A, mostramos com maiores detalhes a aproximação de Born-Oppenheimer.
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onde o termo

υ(rrri) =−∑
α

Zα

rrriα
, (2.4)

representa o potencial elétrico externo atuando em cada elétron i. As coordenadas xxxi dos

elétrons estão relacionadas às coordenadas espaciais rrri.

2.1.2 Aproximação de Thomas-Fermi-Dirac

L. Thomas [34] e (independentemente) E. Fermi [35] foram os pioneiros no desenvolvi-

mento dos cálculos via DFT . Logicamente, seus trabalhos não apresentavam a mesma precisão

quando comparados aos trabalhos modernos, porém imprimiram efetivamente a maneira como

se desenvolvem os cálculos por DFT. No método original, a energia cinética do sistema é apro-

ximadamente um funcional explı́cito da densidade eletrônica, idealizado como um sistema com

elétrons não interagentes em um gás, homogêneo e com densidade igual à densidade local em

qualquer ponto.

Na abordagem de Thomas-Fermi, um detalhe negligenciado veio a ser corrigido por Dirac

[36]. Trata-se dos fatores de troca e correlação entre elétrons, que foi formulado em 1930,

levando em conta a aproximação local, e que ainda é usado nos dias atuais [41, 42]. A energia

é dada por:

ET F [ρ] =C1

∫

d3rrr n(rrr)(
5
3 )+

∫

d3(rrr Vext(rrr)n(rrr)+C2

∫

d3r n(rrr)(
4
3 )

+
1

2

∫

d3rrr d3rrr′
n(rrr)n(rrr′)

|rrr− rrr′|
(2.5)

onde o primeiro termo é a aproximação local para a energia cinética com C1 = 2,871 em u.

a., o terceiro termo é o termo de troca local com C2 = −3
4(

3
π )

1/3, e o ultimo termo é é a ener-

gia eletrostática clássica de Hartree. A densidade e energia do estado fundamental podem ser

encontradas minimizando o funcional E[ρ] em (2.1.2) para toda densidade possı́vel sujeita às

restrições da quantia total de elétrons

∫

ρ(rrr)d3rrr = N. (2.6)

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, podemos encontrar solução através de uma

minimização irrestrita do funcional, tal que:

ΩT F [ρ] = ET F [ρ]−µ

{

∫

ρ(rrr)d3rrr−N

}

, (2.7)

onde o multiplicador de Lagrange µ é a energia de Fermi.
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2.1.3 Teoremas de Hohenberg e Kohn

O artigo publicado por Hohenberg e Kohn em 1964 marcou o “inı́cio” da DFT como co-

nhecemos hoje [37]. Nesse artigo foram publicados os dois pilares dos cálculos via Teoria do

Funcional de Densidade e que podem ser provados de maneira simples. Para tal, vamos con-

siderar um sistema com N elétrons, sendo rrri = (xxxi,yyyi,zzzi) o vetor posição i-ésimo elétron. O

primeiro teorema nos diz que “O potencial externo υ(rrr) sentido pelos elétrons é um funcional

único da densidade eletrônica ρ(rrr), ademais de uma trivial constante aditiva”.

Consideraremos o estado Ψ o estado fundamental do sistema, caracterizado por um Ha-

miltoniano Ĥ. O Hamiltoniano em questão está destacado pela equação (2.3). Na equação

(2.3), o primeiro termo (T̂ ) representa a energia cinética dos elétrons, e os termos seguintes (V̂ne

e V̂ee) representam respectivamente a energia potencial entre núcleo-elétron e elétron-elétron.

Suponhamos que exista um um segundo potencial externo υ ′(rrr), que nos leva a Ĥ ′ e um es-

tado fundamental Ψ′. Trabalharemos com a hipótese que os dois potenciais levam à mesma

densidade eletrônica ρ(rrr), e que estamos trabalhando com estados não degenerados3.

Pelo Princı́pio Variacional4,

E = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉< 〈Ψ′|Ĥ|Ψ′〉, (2.8)

E ′ = 〈Ψ′|Ĥ|Ψ′〉< 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉. (2.9)

E = 〈Ψ|T̂ +V̂ee +V̂ne|Ψ〉< 〈Ψ′|T̂ +V̂ee +V̂ne|Ψ
′〉, (2.10)

E ′ = 〈Ψ′|T̂ +V̂ee +V̂ ′
ne|Ψ

′〉< 〈Ψ|T̂ +V̂ee +V̂ ′
ne|Ψ〉, (2.11)

ou

E = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉< 〈Ψ′|Ĥ|Ψ′〉= 〈Ψ′|Ĥ|Ψ′〉< 〈Ψ|V̂ne −V̂ ′
ne|Ψ〉. (2.12)

Sabendo que:

ρ(rrr) = 〈Ψ|
N

∑
i=1

δ (rrr−−− rrri)|Ψ〉, (2.13)

V̂ne =
N

∑
i=1

υ(rrri), (2.14)

3A prova também pode ser extendida para sistemas degenerados.
4vide Apêndice C.
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temos

〈Ψ|V̂ne|Ψ〉=
N

∑
i=1

∫

d3rrr1...
∫

d3rrrNΨ∗(rrr1, ...,rrrN)υ(rrri)Ψ(rrr1rrrN), (2.15)

ou

〈Ψ|V̂ne|Ψ〉=
N

∑
i=1

∫

d3rrr

∫

d3rrr1 ... d3rrriυ(rrr)δ (rrr−−− rrri)
∫

d3rrri+1...
∫

d3rrrnΨΨ∗, (2.16)

〈Ψ|V̂ne|Ψ〉=
∫

ρ(rrr)υ(rrr)d3rrr. (2.17)

Utilizando o resultado da equação (2.17) na equação (2.12), vamos obter o resultado:

E < E ′+
∫

[υ(rrr)−υ ′(rrr)]ρ(rrr)d3rrr. (2.18)

Repetindo a operação para E ′ = 〈Ψ′|Ĥ|Ψ′〉,

E ′ < E +
∫

[υ ′(rrr)−υ(rrr)]ρ(rrr)d3rrr. (2.19)

Temos então:

E +E ′ < E ′+E. (2.20)

No inicio da prova, assumimos a mesma densidade ρ para υ 6= υ ′, e acabamos por deparar

com um absurdo decorrente de Ψ 6=Ψ′. Concluimos assim que a unicidade nos exige considerar

Ψ = Ψ′. O primeiro teorema nos diz que que a densidade do estado fundamental deve conter as

mesmas informações do estado em questão. Isso o torna um funcional único da densidade.

Corolário: Desde que ρ(rrr) univocamente determine υext(rrr), este também determina a

função de onda do estado fundamental Ψ0, que pode ser obtida resolvendo a Equação de

Schrödinger para o sistema de muitos corpos.

O segundo teorema nos diz que “A energia do estado fundamental E0[ρ] é mı́nima para a

densidade ρ(r) exata”, ou seja:

E[ρ] = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉. (2.21)

Trataremos ρ(r) com a densidade de um determinado estado Ψ, que não necessariamente

vem de Ĥ, que nesse caso é ρ0. Isso nos leva a dois casos:
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• ρ 6= ρ0 → Ψ 6= Ψ0 =⇒ E > E0;

• ρ = ρ0 → Ψ = Ψ0 =⇒ E = E0.

O segundo teorema nos diz que E[ρ] é um funcional de ρ(rrr), e seu valor mı́nimo é ob-

tido através da densidade eletrônica do estado fundamental. Reescrevendo a equação (2.21) e

combinando-a com a equação (2.3):

E[ρ] = 〈Ψ|T̂ +V̂ee|Ψ〉+ 〈Ψ|V̂ne|Ψ〉. (2.22)

O termo 〈Ψ|T̂ + V̂ee|Ψ〉 é um conhecido funcional universal válido para qualquer sistema

coulombiano, que pode ser escrito como F [ρ]. O termo 〈Ψ|V̂ne|Ψ〉 depende de cada sistema.

Assim então, temos:

E[ρ] = F [ρ]+ 〈Ψ|V̂ne|Ψ〉. (2.23)

Analogamente para o estado fundamental, temos:

E[ρ0] = F [ρ0]+ 〈Ψ0|V̂ne|Ψ0〉. (2.24)

onde Ψ0 é a função de onda do estado fundamental. Como ρ0 determina Ψ0, e ρ determina Ψ, e

assumindo que tanto ρ0 quanto qualquer outro ρ seja determinado por algum potencial externo,

ou seja, são υ-representáveis, podemos aplicar o princı́pio variacional, e assim obter:

E[Ψ0]< E[Ψ], (2.25)

F [ρ0]+ 〈Ψ0|V̂ne|Ψ0〉< F [ρ]+ 〈Ψ|V̂ne|Ψ〉, (2.26)

E[ρ0]< E[ρ]. (2.27)

E assim provamos o segundo teorema.

2.1.4 As Equações de Kohn-Sham

Os dois teoremas propostos por Hohenberg e Kohn não estabelecem um padrão para en-

contrar o funcional referente à energia do estado fundamental. Então em 1965, Kohn e Sham

formularam um procedimento que forneceria um sistema de equações autoconsistentes [38].

Sua solução retorna à densidade que minimiza o funcional de energia do estado fundamen-

tal. Uma das razões da DFT ser um dos métodos mais populares para cálculos em estrutura

eletrônica se deve justamente à essa aproximação. A ideia de substituir o problema inicial de
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muitos corpos por um problema auxiliar de partı́culas independentes foi um ansatz5 que a priori

leva ao cálculo exato das propriedades de um sistema de muitos corpos, mesmo usando um

método de partı́culas independentes [41].

O ansatz possui dois fundamentos principais: a densidade exata do estado fundamental

de um sistema de partı́culas interagentes pode ser representada pela densidade de estado fun-

damental de um sistema auxiliar de partı́culas não interagentes e o Hamiltoniano do sistema

auxiliar é escolhido como tendo um operador energia cinética e um potencial efetivo VKS. Es-

ses fundamentos levam à uma aproximação que permite a substituição de um problema de 3N

variáveis para um de N equações de uma partı́cula.

Utilizando do autovalor da energia dado pela equação (2.3), podemos escrever a energia

cinética dos elétrons como

T = T [ρ] = Ts[ρ]+TC[ρ], (2.28)

onde Ts[ρ] representa a energia cinética dos elétrons não interagentes, TC[ρ] representa a parcela

da energia cinética devido à correlação eletrônica. Prosseguindo analogamente para Vee, temos:

Vee =Vee[ρ] =VeeH
[ρ]+VeeX

[ρ]+VeeC
[ρ], (2.29)

onde VeeH
é a energia potencial de interação elétron-elétron, também conhecida como energia

de Hartree, que pode ser descrita pela seguinte equação:

VeeH
=

e2

2

∫

d3rrr

∫

d3rrr′
ρ(rrr)ρ(rrr′)

|rrr− rrr′|
. (2.30)

O termo de troca VeeX
[ρ] é mais conhecido na literatura como termo de exchange, e pode ser

representado pela equação:

VeeX
[ρ] =−

e2

2
∑
jk

∫

d3rrr

∫

d3rrr′
φ∗

j (rrr)φ
∗
k (rrr

′)φ j(rrr
′)φk(rrr)

|rrr− rrr′|
, (2.31)

onde φ(rrr) representa os autoestados de uma partı́cula. Ainda na equação (2.29), temos o termo

VeeC
[ρ], o potencial (ainda desconhecido) de correlação. Com esses termos podemos reescrever

a enrgia total da seguinte maneira:

E[ρ] = Ts[ρ]+TC[ρ]+VeeH
[ρ]+VeeX

[ρ]+VeeC
[ρ]+Vne[ρ]. (2.32)

O termo Vne[ρ] equivale a
∫

ρ(rrr)υ(rrr)d3rrr. O próximo passo é tentar uma simplificação da

equação, agrupando em um só novo termo, agora denominado EXC[ρ], as energias de troca e

5Palavra de origem alemã que designa um palpite cuja precisão e/ou comprovação pode ser verificada pelos

resultados obtidos por ele mesmo.
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correlação, de modo que:

TC[ρ]+VeeX
[ρ]+VeeC

[ρ] = EXC[ρ], (2.33)

fazendo com que agora a nossa energia total assuma a seguinte forma:

E[ρ] = Ts[ρ]+VeeH
[ρ]+Vne[ρ]+EXC[ρ]. (2.34)

Essa simplificação nos permite agrupar em único termo (EXC[ρ]) todos os outros termos

que não tinhamos conhecimento, como ocorria na equação (2.32). O termo da energia cinética

do sistema de elétrons não interagentes possui apenas uma forma conhecida [43] que é dada

por:

Ts[ρ] =−
h̄2

2m

N

∑
i

∫

d3rrrφ∗
i (rrr)∇

2φi(rrr). (2.35)

Todos os termos que envolvam os efeitos de troca e correlação estão de fato contidos em EXC[ρ].

Não há uma expressão exata para esse termo.

Poderı́amos encontrar a energia total e a densidade eletrônica do estado fundamental caso

fosse conhecido o funcional da energia de troca e correlação (2.33). Para resolver esse pro-

blema, buscamos apoio nos teoremas de Hohenberg-Kohn: a energia do estado fundamental

será obtida através da minimização de (2.33) em relação à densidade eletrônica, considerando

a ortogonalidade dos estados do sistema de partı́culas não interagentes:

∫

φ∗
i (rrr)φ j(rrr)d

3rrr = δi j. (2.36)

Pelos multiplicadores de Lagrange, podemos minimizar a equação supracitada, de forma que:

L = E[ρ]−∑
i

εi

∫

φ∗
i (rrr)φ j(rrr)d

3rrr, (2.37)

onde εi são os multiplicadores de Lagrange. Minimizar L significa

δL

δφi(rrr)
= 0, (2.38)

e assim:
δE[ρ]

δφ∗
i (rrr)

=
δTs[ρ]

δφ∗
i (rrr)

+

[

δVeeH

δρ(rrr)
+

δVne

δρ(rrr)
+

δExc

δρ(rrr)

]

+
ρ(rrr)

δφ∗
i (rrr)

, (2.39)

onde a densidade eletrônica para o sitema auxiliar será dada por:

ρs(rrr) = ∑
j

δφ∗
j (rrr)δφ j(rrr). (2.40)
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Paralelamente ao termo da energia cinética (equação (2.35)), temos:

δρ(rrr)

δφ∗
j (rrr)

, (2.41)

δTs[ρ]

δφ∗
i (rrr)

=−
h̄2

2m
∇2φi(rrr), (2.42)

onde o ı́ndice i refere-se a algum estado especı́fico do sistema de elétrons não interagentes. Para

obter essas expressões, basta aplicar as definições de derivada de um funcional6.

Seguindo para o termo em que se encontram os multiplicadores de Lagrange, temos:

δ

δφ∗
j (rrr)

(

∑
i

εi

∫

δφ∗
j (rrr)δφ j(rrr)d

3rrr

)

= εiφr(rrr). (2.43)

Temos então da equação (2.37):

−
h̄2

2m
∇2φi(rrr)+

[

δVeeH

δρ(rrr)
+

δVne

δρ(rrr)
+

δExc

δρ(rrr)

]

φi(rrr)− εiφr(rrr) = 0, (2.44)

[

−
h̄2

2m
∇2 + vH(rrr)+ v(rrr)+ vXC(rrr)

]

φi(rrr) = εiφr(rrr), (2.45)

onde vH(rrr) ≡
δVeeH

δρ(rrr) , v(rrr) ≡ δVne

δρ(rrr) e vXC(rrr) ≡
δExc

δρ(rrr) . Podemos agora calcular a densidade

eletrônica de um sistema interagente em um potencial v(rrr) descrito pela equação de Schrödin-

ger e pela solução da equação de um sistema não interagente num potencial vS(rrr) = vH(rrr)+

v(rrr)+ vXC. Temos para o sistema não interagente:

[

−
h̄2

2m
∇2 + vS(rrr)

]

φi(rrr) = εiφi(rrr) (2.46)

ρ(rrr)≡ ρS(rrr) =
ocu

∑
i

|φi(rrr)|
2. (2.47)

As equações (2.46) e (2.47) são as equações de Kohn-Sham. Através delas, podemos

obter a densidade eletrônica do estado fundamental de um sistema de elétrons interagentes pela

densidade eletrônica de um sistema de elétrons não interagentes que estejam submetidos à um

potencial efetivo ρs =VKS resolvendo as equações de Kohn-Sham. Obtendo ρ0, a energia total

será:

E[ρ0] = TS[ρ0]+VneH
[ρ0]+Vee[ρ0]+EXC[ρ0] (2.48)

sendo

Vee[ρ0] =
∫

d3rrrv(rrr)ρ0(rrr) (2.49)

6vide Apêndice B.
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=
∫

d3rrr[vS(rrr)− vH(rrr)− vXC(rrr)]ρ0(rrr) =VS[ρ0]−
∫

d3rrr[vH(rrr)− vXC(rrr)]ρ0(rrr). (2.50)

Assim a energia total será:

E0 =
ocu

∑
i

εi −
e2

2

∫

d3rrr

∫

d3rrr′
ρ(rrr)ρ(rrr′)

|rrr− rrr′|
−
∫

d3rrr[vH(rrr)− vXC(rrr)]ρ0(rrr)+EXC[ρ0], (2.51)

onde a energia do sistema de elétrons não interagentes é:

ES =
ocu

∑
i

εi = TS[ρ0]+VS[ρ0]. (2.52)

As equações de Konh-Sham são resolvidas por um ciclo autoconsistente, onde inicialmente

supomos uma densidade eletrônica, para que através dela seja possı́vel calcular o potencial vS

e resolver a equação (2.46). O próximo passo é calcular a densidade eletrônica pela equação

(2.47). Por um critério de convergência para a densidade eletrônica, chega-se à uma densidade

final para o sistema, e assim possibilitando a obtenção de todos os observáveis.

2.1.5 Aproximações e Funcionais

Como mencionamos na subseção anterior, problemas oriundos dos efeitos de muitos corpos

se encontram agora em um único termo, EXC, o que torna a sua determinação imprescindı́vel

para o funcionamento correto da DFT. Como não existe uma expressão bem definida para o

termo de troca e correlação, utilizamos algumas aproximações para esse termo que se fazem

necessárias.

A Aproximação LDA

Vista a necessidade de uma aproximação para o termo de troca e correlação, Kohn e Sham

propuseram esta no artigo [38], baseado em um gás de elétrons. É uma aproximação simples

e que tem sua motivação em um sistema fı́sico. Apoiados em um trabalho anterior de Tho-

mas e Fermi [40], a Aproximação da Densidade Local (LDA)7 considera que cada região do

espaço do sistema tenha um volume infinitesimal que possa se tratado como um gás de elétrons

homogêneo. A energia de troca e correlação é dada por:

ELDA
XC [ρ↑,ρ↓] =

∫

ρ(rrr)εXC(ρ
↑,ρ↓)d3rrr, (2.53)

7do inglês, Local Density Approximation.
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onde εXC(ρ) representa a energia de troca e correlação por partı́cula de um gás de elétrons

homogêneo com densidade ρ . O potencial de troca e correlação vXC(rrr) agora passa a ser escrito

como:

vLDA
XC (rrr) =

δEXC

δρ(rrr)
= εXC(ρ(rrr))+ρ(rrr)

∂εXC(ρ)

∂ρ
, (2.54)

e a equação (2.47) é reescrita como:

[

−
h̄2

2m
∇2 + v(rrr)+

ρ(rrr′)

|rrr− rrr′|
d3(rrr′)+ εLDA

XC (rrr)

]

φi(rrr) = εiφi(rrr). (2.55)

A solução autoconsistente da equação (2.55) define a aproximção da densidade local de

Konh-Sham (KS-LDA), que é comumente denominada na literatura apenas por LDA. A LDA

desvaloriza a energia de correlação, mas por outro ângulo, valoriza a energia de troca. Para

sistemas em que a densidade ρ(rrr) não é completamente uniforme, a aproximação LDA não

fornece resultados condizentes. Para equilibrar o problema, uma das soluções é expressar o

funcional EXC[ρ] também em termos do gradiente da densidade de carga total.

A Aproximação GGA

Onde a densidade eletrônica não é uniforme, recorremos ao artifı́cio de expressar o funcio-

nal de troca e correlação EXC[ρ] em termos do gradiente da densidade eletrônica, de modo que o

funcional carregue informações da inomogeneidade da densidade eletrônica. Essa aproximação

é conhecida também como Aproximação do Gradiente Generalizado (GGA)8. O termo de troca

e correlação é escrito como:

EGGA
XC [ρ↑,ρ↓] =

∫

f GGA(ρ↑(rrr),ρ↓(rrr),∇ρ↑(rrr),∇ρ↓)d3rrr. (2.56)

O termo f GGA(ρ(rrr),∇(rrr)) é calculado numericamente por parametrizações. Uma das

parametrizações mais usadas na fı́sica. é o funcional PBE, proposto por John Perdew, Kie-

ron Burke e Matthias Ernzerhof [44], que foi o funcional usado nos cálculos presentes nesse

trabalho.

O Funcional PBE

Um funcional pode ser definido como sendo uma lei ou aplicação que leva uma função à

um número [43]. Provavelmente o funcional PBE é o funcional GGA mais simples da literatura

8do inglês, Generalized Gradient Approximation.
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[41] [45]. A forma do funcional que satisfaz as condições impostas em [44] é:

EGGA−PBE
C [ρ(rrr),∇(rrr)] =

∫

ρ(rrr)[εC(rrrs,ζ )+H(rrrs,ζ , t)d
3rrr, (2.57)

onde ζ = ρ↑−ρ↓

ρ(rrr) é a polarização do spin, rrrs é o valor local do parâmetro de densidade é t é o

gradiente (adimensional) dado por
|∇ρ(rrr)|

2φkT F ρ(rrr) . Aqui, φ = ((1+ ζ )2/3 +(1+ ζ )2/3)/2. A forma

final de H é:

H =
e2

a0
γφ 3 ln

(

1+
β

γ
t2 1+At2

1+At2 +A2t4

)

, (2.58)

onde o fator e2/a0, com a0 o raio de Bohr é o padrão de unidade em unidades atômicas, β e γ

são números e valem respectivamente ' 0,066725 e (1− ln2)/π2 ' 0,031091, e A vale:

A =
β

γ

[

exp
−εhom

C

γβ 3 e2

a0

−1

]−1

. (2.59)

Pseudopotenciais

Apesar de inúmeras facilidades para a execução dos cálculos, a DFT esbarra em uma

complicação: o alto custo computacional para cálculos em sistemas com um grande número

de átomos, especialmente para átomos com muitos elétrons. Como existem também inúmeros

sistemas com muitos átomos, veio a necessidade de desenvolver um método para contornar esse

problema. Aı́ surgiram os pseudopotenciais. Os pseudopotenciais levam em conta que apenas

os elétrons da camada de valência participem das ligações, assim reduzindo a quantidade de

elétrons que participará do cálculo.

Os elétrons são classificados nos pseudopotenciais como elétrons do core9, inerte, com-

posto pelos elétrons das camadas internas e o núcleo, e elétrons de valência, sendo esses quem

participam majoritariamente das propriedades de sólidos e moléculas, e dos cálculos da DFT,

como adiantamos anteriormente. Assim como os elétrons, os pseudopotenciais támbem rece-

bem classificações em grupos de acordo com sua obtenção. O primeiro grupo de pseudopo-

tenciais são os potenciais empı́ricos, que foram obtidos através de parâmetros experimentais, e

o segundo grupo de pseudopotenciais é composto por aqueles que foram obtidos por cálculos

ab-initio pela solução da equação autoconsistente de ES.

Abrangendo a discussão para os pseudopotenciais de primeiros princı́pios, podemos incluir

algumas subcategorias, como os pseudopotenciais de norma conservada [46], os pseudopo-

tenciais suaves [47] e os pseudopotenciais ultra-suaves [48]. Também podemos incluir uma

9também descrito na literatura como elétrons do caroço
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subcategorias conhecida como Projetor de Onda Aumentada (PAW)10 [49, 50]. Não conside-

ramos exatamente o método PAW como um pseudopotencial, pois este retém as informações

do comportamento correto da função de onda ψ(rrr) que descrevem os elétrons do core e geram

os pseudopotenciais. O método do projetor de onda aumentada é uma aproximaçao geral que

introduz uma transformação linear entre as pseudo funções de onda (PS) e as funções de onda

reais (AE), onde esta é a função de onda KS sem aproximações. Sua origem vêm das ideias de

Slater [51], onde o espaço é dividido em duas regiões que apresentam comportamento distintos.

O método PAW

Consideraremos então uma região da fronteira, na qual a função de onda ψ(rrr) apresenta

um comportamento suave, e outra região mais próxima ao núcleo dos átomos, onde a função

ψ(rrr) apresenta um comportamento perturbativo devido ao forte potencial nuclear atrativo. O

que o método PAW faz na prática é transformar a função ψ(rrr) em uma função suave próximo

às regiões onde ela sofre perturbação, introduzindo uma função de onda auxiliar ψ̃(rrr) nessa

região, para obter a função de onda ψ(rrr) através dela. Precisamos descrever corretamente a

função de onda que vai nos auxiliar, para que possamos obter as funções compatı́veis com a

realidade. Utilizaremos o operador T, de modo que:

|ψi(rrr)〉= T |ψ̃i(rrr)〉, (2.60)

onde ψi representa a função de onda real e ψ̃i representa a função de onda suave. O operador T

é dado por:

T = 1+∑
R

ŜR, (2.61)

onde SR é um termo de localidade aplicado na região de enclausuramento atômico de raio R.

O operador T é composto por uma parte perfeitamente descrita por ondas planas, ademais de

um termo local. Precisamos agora determinar a forma do operador SR para dar continuidade ao

problema. Sabemos que T , quando aplicado em funções suaves que buscam descrever orbitais

do core |Φi〉, nos retorna os próprios orbitais do core |Φ̃i〉, onde i representa o conjunto de

números quânticos. Assim:

|Φi〉= T |Ψ̃i〉, (2.62)

|Φi〉= (1+SR)|Ψ̃i〉, (2.63)

SR|Ψ̃i〉= |Φi〉− |Ψ̃i〉. (2.64)

10do inglês, Projector Augmented Wave.
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Como a transformação T deve ser linear, os coeficientes devem ser funções lineares da

função de onda |Φ̃i〉 e de outra função fixa chamada de operador projetor (〈P̃i|), que seja nulo

na região de fora do core, onde:

〈P̃i|ψ̃ j〉= δi j. (2.65)

Podemos reescrever a equação (2.64) como:

SR|Ψ̃i〉= ∑
j

(|Φ j〉− |Φ̃ j〉)〈P̃i|Φ̃ j〉, (2.66)

e aplicando na função de onda total, teremos:

|ψi〉= |ψ̃i〉+∑
j

(|Φ j〉− |Φ̃ j〉)〈P̃i|ψ̃ j〉. (2.67)

O operador projetor é o responsável por escrever corretamente o caráter local da função de

onda. Tendo os projetores, podemos encontrar um jeito de descrever os operadores, de modo

que possa representar corretamente os autovalores atuando em ondas planas suaves ao invés dos

potenciais do core. Precisamos então calcular o valor esperado de um operador Ô, analogamente

à mudança entre as representações de Schrödinger e Heisenberg, pela transformação linear T :

〈ψi|Ô|ψi〉= 〈Ψ̃i|T
†Ô T |Ψ̃i〉. (2.68)

Para facilitar os cálculos, usamos algumas aproximações para o regime próximo do poten-

cial do núcleo. Consideraremos que:

∑ |Φ̃ j〉〈P̃j|= 1, (2.69)

e assim:

T = 1+∑
j

(|Φ j〉− |Φ̃ j〉)〈P̃i|, (2.70)

T = 1+∑
j

|Φ j〉〈P̃j|−∑
j

|Φ̃ j〉〈P̃j|, (2.71)

T = 1+∑
j

|Φ j〉〈P̃j|−1, (2.72)

T = ∑
j

|Φ j〉〈P̃j|. (2.73)

Os orbitais do núcleo devem ser iguais à função suave fora da região de argumento, fazendo

com que |Φ j〉 = |Φ̃ j〉, e assim, T = 1. Logo, essas condições nos levam a uma configuração
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para o valor médio de um dado operador, que será dada por:

〈ψ̃i|Ô|ψ̃i〉= 〈ψ̃i|T
†Ô T |ψ̃i|〉= 〈ψ̃i|Ô|ψ̃i|〉+∑

j,k

〈ψ̃i|P̃k〉(〈Φk|ÔΦ j〉−〈Φ̃k|Ô|Φ̃ j)〈P̂j|ψ̃i〉, (2.74)

de modo que:

˜̂O = Ô+∑
j,k

|P̃k〉(〈Φk|ÔΦ j〉−〈Φ̃k|Ô|Φ̃ j)〈P̂j|. (2.75)

Podemos incluir mais um termo devido à presença da região do core (ψc), fazendo com que

o valor esperado do operador seja dado por:

〈ψ̃i|T
†Ô T |ψ̃i|〉= 〈ψ̃i|Ô|ψ̃i|〉+∑

j,k

〈ψ̃i|P̃k〉(〈Φk|ÔΦ j〉−〈Φ̃k|Ô|Φ̃ j)〈P̂j|ψ̃i〉+〈ψc|Ô|ψc〉. (2.76)

Bases - Sistemas periódicos, ondas planas e energia de corte

O estado cristalino se caracteriza por uma repetição espacial de uma estrutura básica que

pode conter um ou mais átomos ligados entre si [52, 53]. E essa repetição pode ocorrer em

qualquer direção, permitindo reproduzir o sistema infinito na(s) direção(ões) desejada(s). A

essa “unidade” de repetição damos o nome de célula unitária [54]. A principal facilidade de

usarmos a célula unitária nos cálculos é que podemos considerar o potencial externo tal como:

V (rrr) =V (rrr+RRR), (2.77)

onde RRR é um vetor de translação da rede cristalina.

Segundo o teorema de Bloch, a função de onda de um elétron em um potencial periódico

definido por (2.77) pode ser escrita como o produto de uma função de mesma periodicidade do

potencial [55], como:

ψkkk(rrr) = eikkk...rrrukkk. (2.78)

Pelo teorema (2.78), naturalmente introduzimos a ideia de ondas planas (PW)11. Os orbitais de

KS ψrrr devem ser escritos como uma expansão de um conjunto de PW, de maneira que formem

um base completa e reproduzam a periodicidade da rede, segundo a equação (2.78), onde o

termo ukkk se responsabiliza por descrever a periodicidade da rede, e k representa o número de

onda. Logo a expansão de ukkk, j em ondas planas assume a seguinte forma:

ukkk, j(rrr) = ∑
GGG

Ckkk, j(GGG)eikkk...rrruGGG,rrr, (2.79)

11do inglês, Plane Waves.



2.2. CÓDIGO COMPUTACIONAL 36

onde Ckkk, j(GGG) são os coeficientes de Fourier e o ı́ndice j indica os diferentes autoestados, e

assim:

ψkkk(rrr) = ∑
GGG

Ckkk, j(GGG)ei(GGG+++kkk).rrr. (2.80)

Os vetores da rede recı́proca estão representados por GGG, e agora a soma dos orbitais de KS passa

a ser feita no espaço dos momentos.

O teorema de Bloch implica que a função de onda pode ser expandida em uma base de

ondas planas, conforme citamos anteriormente. Logo os GGG vetores permitidos levam à uma

rede recı́proca com infinitos vetores que representem a função de onda com infinita acurácia, o

que levaria a cálculos extremamente longos e inviáveis. Logo precisamos impor uma energia de

corte para restringir a soma. Na prática, os coeficientes de Fourier diminuem enquanto o termo

|kkk+GGG| aumenta, o que permite que a expansão seja truncada em um número finito de termos.

Ou seja, o valor máximo da energia cinética para um elétron do sistema será a energia de corte

que é dada por:

Ecut >
h̄2

2m
|GGG+ kkk|2. (2.81)

Por razões históricas, é comum expressarmos a energia de corte não em unidades atômicas

(u.a.), mas em rydberg (Ry), onde 1 Ry = 13,6 eV = 0,5 u.a.= 0,5 hartree.

Ao Fazer a expansão das equações de KS em ondas planas, encontramos um termo para

a energia cinética e um segundo termo para a energia potencial, que nos leva a encontrar os

autovalores de energia. Fornecemos a energia de corte no cálculo para a obter os coeficientes

da expansão dos orbitais de KS, e assim a densidade eletrônica ρ(rrr).

2.2 Código Computacional

2.2.1 VASP

Para a realização dos cálculos via DFT, o código usado nesse trabalho foi o Vienna Ab-initio

Simulation Package (VASP). A história do VASP teve inı́cio em 1991, entre 1994 e 1996 foram

publicados os principais artigos referente à esse código [49, 56], e em 1999, foi implementada a

última aproximação significante, o método (PAW) [50]. O VASP é um programa de modelagem

de materiais em escala atômica via cálculos de primeiros princı́pios. Esse software usa o ciclo de

autoconsisitência com correção de Pulay e um esquema de diagonalização de matrizes interativo

para calcular as equações de KS.

O VASP também é capaz de resolver problemas usando a aproximação de Hartree-Fock,
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além de suportar funcionais hı́bridos que misturem a aboradgem de HF com DFT (não utilizados

nesse trabalho). Para este trabalho, o VASP utilizou a aproximação GGA-PBE.
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3 Resultados

Neste capı́tulo serão discutidos os principais resultados obtidos e seus significados. Pri-

meiramente serão apresentados os resultados obtidos para as simulações das fases S0 e S1, que

foram a base para a criação de heteroestruturas, dentre eles suas caracterı́sticas geométricas,

estrutura de bandas, e densidade de carga próxima ao nı́vel de Fermi. Posteriormente, os resul-

tados para as heteroestruturas formadas a partir das junções paralelas e transversais a direção

de crescimento das estruturas. E ao final, algumas linhas que podem ser estudadas por este

trabalho.

3.1 Fases S0 e S1

A primeira análise por cálculos via DFT feita sobre a célula unitária da fase S0 apresenta

vetores de rede |a| e |b| respectivamente iguais à 1,67 Å e 2,89 Å, em concordância com os

parâmetros já conhecidos da literatura [57, 58, 59]. Na direção~z, há região de vácuo de 15,0

Å, para evitar interações de imagem indesejadas devido à periodicidade do sistema. O sistema

periódico está representado pela figura 3.1. Como já mencionado no capı́tulo 1, cada átomo

de boro apresenta coordenação atômica 6, o comprimento das ligações é de 1,87 Å, e possui

simetria de rotação do tipo C2 e duas simetrias de reflexão em relação aos eixos x e y, Mx e My.

Semelhante ao que foi realizado na fase S0, a primeira análise por cálculos via DFT feita

sobre a célula unitária da fase S1 apresenta vetores de rede |a| e |b| respectivamente iguais à

5,07 Å e 2,93 Å, também em acordo com os dados experimentais [10, 11] e teóricos [20, 22, 59]

conhecidos na literatura.

Assim como feito para a fase S0, a região de vácuo na direção de ~z corresponde a 15,0

Å. Os átomos 2 e 5 (extremidade inferior) fazem quatro ligações, enquanto os átomos 3 e 4

(extremidade superior) fazem cinco ligações e o átomo 1 (central) faz seis ligações, conforme

indicado na figura (3.2b). Os comprimentos das ligações variam entre 1.65 e 1.71 Å. A den-

sidade de vacância η , definida como a razão entre o número de vacâncias e a quantidade de
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(a)

(b) (c)

Figura 3.1: Rede da fase S0, por panoramas distintos.

átomos na célula unitária é igual a 1/6. Sua estrutura apresenta simetria de inversão I e também

duas simetrias de reflexão em relação aos eixos x e y, Mx e My, que se relacionam por I = MxMy.

A simetria D6h, presente nas estruturas do tipo honeycomb, como no grafeno, não é presente na

estrutura da fase S1 [11].

A estrutura de bandas da fase S0 revela a forte anisotropia da estrutura, vide figura 3.3b,

indicando caráter metálico das direções YS e XΓ compostos por orbitais py e pz, sendo que para

vetores de onda da primeira direção (YS), a banda metálica é composta apenas por orbital pz,

enquanto na segunda direção (XΓ) as bandas são formadas por orbitais py e pz. A dependência

direcional das propriedades eletrônicas da fase S0 é evidenciada também pela densidade parcial

de cargas em um intervalo de ±0,5 EF (figura 3.3a).

A anisotropia não se mostra tão forte na estrutura de bandas da fase S1, onde o caráter

metálico é evidenciado em todas as direções, em acordo com a figura 3.3d. É possı́vel ver que as

bandas metálicas são formadas por orbitais px e predominantemente pz, localizados nos átomos
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.2: Rede da fase S1, por panoramas distintos.

das extremidades (2,5) que fazem cinco ligações. Esses estados aparecem mais localizados

nesse sı́tio devido à grande contribuição o orbital pz na banda de energia localizada na direção

YS (figura 3.3c). O mapeamento da Zona de Brillouin (BZ) está representado pela figura 3.4

É possı́vel saber sobre a estabilidade energética das células através da energia de coesão

(Ec). A energia de coesão é dada por:

Ec[ f ] = E[B]−E[ f ], (3.1)

onde Ec[ f ] é a energia de coesão da fase, E[B] é a energia do átomo isolado de B e E[ f ] é a

razão entre a energia da fase e a quantidade de átomos de boro, obtida pelos cálculos via DFT.

Estruturas com maior energia de coesão são mais estáveis; energias negativas indicam que a

estrutura é instável. Para as fases S0 e S1, foi obtidos energias de coesão iguais à 6,21 e 6,25

eV/átomo, respectivamente, o que mostra a preferência energética é fase S1 em relação à fase

S0 [9].

A geometria da fase S0 apresentou buckling (figura 3.1), com grau de grau de buckling

(distância entre as subcamadas) igual à 0.86 Å, enquanto a geometria fase S1 se mostrou pla-

nar, com cadeias de buracos separados por linhas hexagonais (figura 3.2), devido à presença
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(b) Projeção dos orbitais nas bandas - fase S0

(c) Densidade parcial de cargas - S1
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(d) Projeção dos orbitais nas bandas - fase S1

Figura 3.3: Densidades de cargas e projeção dos orbitais na estrutura de bandas das fases S0 e

S1. Nas figuras 3.3a e 3.3c, estão representadas as densidades parciais de cargas das fases S0 e

S1, respectivamente em um range de energia de ± 0,5 eV do nı́vel de Fermi, e nas figuras 3.3b

e 3.3d, as projeções dos orbitais na estrutura de bandas das fases S0 e S1, respectivamente. As

circunferências representadas nas projeções dos orbitais indicam o percentual da contribuição

do orbital em cada ponto K nas bandas de energia.

Γ X a

Y

b

S

Figura 3.4: Mapeamento da Zona de Brillouin para as fases de borofeno.

das vacâncias. Os resultados da literatura corroboram com os resultados obtidos nesse trabalho

[10, 11, 57, 58, 20, 22, 59]. As estruturas de bandas conhecidas na literatura [59] (figura 3.5)
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3.6a. Essas estruturas, daqui em diante serão referenciadas somente como “perpendiculares”.

(a) (b)

Figura 3.6: Direção de crescimento das supercélulas. Os diferentes tons de verde sinalizam as

duas fases, sendo o verde claro indicando a fase S0 e o verde escuro a fase S1. Na figura 3.6a a

interface entre as fases é perpendicular ao eixo x enquanto figura 3.6b a interface é paralela ao

eixo x.

A segunda maneira é bastante semelhante à primeira maneira, pois ambas seguem a receita

de alterar as proporções das fases na célula, mas ao invés de fazer a “costura” lado a lado na

direção~y, esta será feita na direção paralela à~x, conforme mostra a figura 3.6b. Essas estruturas

serão referenciadas apenas como “paralelas” daqui em diante. Iniciaremos a discussão explo-

rando as células perpendiculares, e em seguida as paralelas. Os detalhes sobre a construção das

células, bem como suas propriedades de interesse serão detalhados a seguir.

3.3 Perpendiculares

A primeira maneira escolhida para confeccionar as células foi agrupando-as perpendicular-

mente na direção~x em uma única célula unitária, variando as proporções das fases S0 e S1. As

células otimizadas foram confeccionadas com o auxı́lio do software MOLDEN [61, 62], a partir

das fases S0 e S1 pristinos.

As simulações levaram em conta cálculos de força, do tensor de stress, das posições do

átomo e da forma e volume da célula unitária. As heteroestruturas construı́das apresentam

a forma (S0)m(S1)n e serão denominadas em diante por (m,n)x, onde m,n representam as

proporções das fitas das fases S0 e S1 respectivamente na célula unitária, e x indica a direção de

crescimento das fitas. Neste trabalho foram até o momento simuladas algumas heteroestruturas

perpendiculares, sendo discutidos nesse trabalho apenas as estrutura (1,1)x e (1,3)x.
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3.3.1 (1,1)x

A primeira célula a ser confeccionada foi a célula (1,1)x. Sua construção foi relativamente

a mais simples, pois envolveu apenas a união das duas fases pristinas em uma nova célula, com

7 átomos (a ser relaxada) e vetores de rede iguais à |a|= |a|S0 + |a|S1 = 6,74 Å e |b|= 2,86 Å,

mantendo o ângulo α =90,0◦. Foi mantida uma região com vácuo com 15,0 Å na direção~z.

(a)

(b) (c)

Figura 3.7: Rede da estrutura (1,1)x, por panoramas distintos.

Após a relaxação da estrutura, é notado que a heteroestrutura sofre algumas mudanças

quando há a interação entre as fases S0 e S1 em uma célula unitária. As distâncias entre as

ligações B-B agora estão entre 1,65 e 1,8 Å. Os vetores de rede aumentam para |a| = 6,74 e

|b|= 2,93 Å. Pode ser notado também que a interação entre uma fita de cada uma das fases S0

e S1 leva ao desaparecimento do buckling presente na fase S0, tornando a heteroestrutura plana

(figura 3.7). A densidade de vacância η para a estrutura (1,1)x é igual a 1/7.

Nas figuras indicadas em (3.7), os átomos da interface estão representados pela tonalidade
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mais escura de verde. O desaparecimento do buckling é atribuı́do à sobressalência dos orbitais

pz na rede (figura 3.8b). A energia de coesão para essa heteroestrutura se mostrou maior que as

energias de coesão das fases S0 e S1, onde foi obtido Ec[(1,1)x] =6.26 eV/átomo.
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Figura 3.8: Informações eletrônicas da rede (1,1)x. Na figura 3.8a, está representada a densi-

dade parcial de cargas da rede (1,1)x em uma range de energia de ± 0,5 eV do nı́vel de Fermi,

e na figura 3.8b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (1,1)x.

A figura 3.8b apresenta a estrutura de bandas da heteroestrutura (1,1)x. A anisotropia é

presente, mesmo não se revelando tão forte quando comparada à outras heteroestruturas, e é

possı́vel observar o caráter metálico da superrede. Próximos ao nı́vel de Fermi (±0.5 eV), nas

direções ΓY e YS, os orbitais pz da banda encontram-se com pouca dispersão enquanto para

a direção SX a dispersão é maior. Na direção XΓ há a presença dos orbitais px, py e pz. Pela

densidade parcial de cargas (±0,5 eV do nı́vel de Fermi (EF ) ) é observado o overlap entre os



3.3. PERPENDICULARES 46

átomos da região de interface entre as fases S0 e S1, e também entre os átomos da região interna

da célula. Esse overlap leva à formação canais condutores na direção~y.

(a)

(b)

Figura 3.9: Densidades parciais de carga da rede (1,1)x. A figura 3.9a indica a densidade entre

os dois pontos K do orbital pz que cruzam o nı́vel de Fermi, na direção XΓ. A figura 3.9b indica

a densidade entre os dois pontos K que cruzam o nı́vel de Fermi na direção SX.

Os canais condutores localizados nas bordas do hexágono com a vacância são formados

pela contribuição do orbital px, enquanto o canal condutor localizado nos átomos internos é

formado pela contribuição do orbital pz, através da análise figura 3.9. A figura 3.9a mostra

a densidade parcial de cargas para a banda projetada no orbital px (direção XΓ), enquanto a

figura 3.9b mostra a densidade parcial de cargas para a banda projetada no orbital pz com maior

dispersão, na direção SX.
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3.3.2 (1,3)x

A próxima heteroestrutura que foi estudada é composta pela união horizontal de uma fita

proveniente da fase S0 com três fitas provenientes da fase S1, totalizando 17 átomos de boro.

Inicialmente foi proposto vetores |a| = 16,89 Å e |b| = 2,91 Å nas direções î e ĵ respectiva-

mente, e ângulo α =90,0◦. Também foi inserida região de vácuo (direção~z) de 15,0 Å para

evitar interações de imagem periódica. Nas figura 3.10, os átomos da interface entre as fases

estão representados pela tonalidade mais escura de verde, enquanto as fitas da fase S1 estão em

tonalidade intermediária e a porção de S0 em tonalidade mais clara.

(a)

(b) (c)

Figura 3.10: Rede da estrutura (1,3)x, por panoramas distintos.

A célula após o relaxamento passa a apresentar vetores com |a| = 16,88 Å e |b| = 2,93

Å, e agora o ângulo α entre os vetores é iguais à 88,3◦. Os comprimentos das ligações va-

riam entre 1,63 e 1,81 Å. O aumento da proporção das fitas de S1 na heteroestrutura induziu

o aparecimento de um pequeno buckling na rede (vide 3.10c), diferente da estrutura anterior,

que prevaleceu a geometria plana. Essa caracterı́stica se torna mais forte na região de inter-

face entre as fases. O surgimento do buckling é atribuido à contribuição de um orbital py com
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Figura 3.11: Informações eletrônicas da (1,3)x. Na figura 3.11a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (1,3)x em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e na

figura 3.11b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (1,3)x.

grande dispersão na estrutura de bandas (figura 3.11b). O grau de buckling (distância entre as

subcamadas) é igual à 0,27 Å. A densidade de vacância η , é igual a 3/17. Para essa superrede

foi obtida energia de coesão Ec[(1,3)x] =6,26 eV/átomo, revelando que essa heteroestrutura

apresenta maior estabilidade energética quando comparada às demais.

Comparando as figuras 3.8b e 3.11b (estrutura de bandas das heteroestruturas (1,1)x e

(1,3)x)), pode-se notar que o aumento da periodicidade das superredes evidencia o aumento

da formação de bandas metálicas. A anisotropia é perceptivel ao analisar a estrutura de bandas.

Para essa estrutura, nas direções ΓY e SX as bandas de energia apresentam grande dispersão,

enquanto na direção YS as bandas estão fortemente localizadas próximas ao EF , e na direção
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Figura 3.12: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases na (1,3)x. Na

figura 3.12a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.12b

a mesma representação é para a fase S1.

XΓ não há bandas metálicas. A densidade parcial de cargas (figura 3.11a ) em um intervalo de

±0,25 eV do nı́vel de Fermi apresenta muitos estados localizados nas fitas provenientes da fase

S1 e poucos estados localizados nas fitas originários da fase S0. A projeção dos orbitais nas

fases S0 e S1 (figuras 3.12a e 3.12b, respectivamente) confirmam que os estados localizados

são provenientes da fase S1, visto que apresentam maior contribuição de bandas localizadas nas

regiões próximas ao EF na direção YS.

Ao analisar a figura 3.11a, é perceptivel a formação de um canal condutor na direção ~y,

em uma ds fitas originárias da fase S1. Embora não esteja explı́cito, existem outros canais
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Figura 3.13: Informações eletrônicas da (1,3)x. As densidades de cargas representadas nas

figuras 3.13a, 3.13b e 3.13c foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de Fermi,

indicados respectivamente por I, I e III na figura 3.13d.

condutores na célula, majoritariamente oriundos do orbital pz. Conforme indicado pela estrutura

de bandas (figura 3.11b), esses canais com grande dispersão se localizam nas direções ΓY e
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SX. As figuras 3.13a, 3.13b e 3.13c mostram a densidade parcial de cargas em três pontos K

distintos, que atravessam o nı́vel de Fermi (esses pontos estão indicados por I, II e III na figura

3.13d) em cada uma das direções que possui bandas metálicas.

As densidades de carga das figuras 3.13a e 3.13b indicam canais condutores na direção~y e

majoritariamente na fase S1 em 3.13a e com maior contribuição de S0 em 3.13b, em acordo com

a estrutura de bandas. Na direção~x, é possı́vel observar os estados localizados, com contribuição

maior de S1 comparado à S0.

3.3.3 (4,3)x

Contando com 23 átomos na célula unitária, sendo 8 originários da fase S0 pristina e 15

da fase S1 pristina, a heteroestrutura perpendicular (4,3)x relaxada apresentou vetores de rede

|a|= 21,64 Å e |b|= 2,91 Å, e ângulo α = 90,0◦. Foi mantido vácuo (na direção~z) de 15,0 Å.

A estrutura apresentou o maior grau de buckling dentre as estruturas estudadas, sendo este igual

à 1,22 Å. As distâncias das ligações entre os átomos de boro apresentam valores entre 1,61 e

2,03 Å, também sendo a única estrutura que apresentou comprimentos de ligações maiores que

2,00 Å. A densidade de vacância η para a estrutura (4,3)x é igual a 3/23.

(a)

(b) (c)

Figura 3.14: Rede da estrutura (4,3)x, por panoramas distintos.

Na figura 3.14, os átomos da interface entre as fases estão marcados pela tonalidade mais

escura de verde, enquanto os da fase S0 estão representados pela tonalidade mais clara de verde
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Figura 3.15: Informações eletrônicas da (4,3)x. Na figura 3.15a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (4,3)x em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e na

figura 3.15b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (4,3)x.

e os da fase S1 pela tonalidade intermediária de verde. Quanto à estabilidade energética, a es-

trutura se mostrou estável, porém a menos estável das estruturas perpendiculares, apresentando

Ec[(4,3)x] = 6,23 eV/átomo.

A figura 3.15b revela a aparição das propriedades anisotrópicas nessa estrutura, evidenci-

ando bandas metálicas nas direções ΓY, YS e SX. Nas direções ΓY e SX, as bandas apresentam

maior dispersão, enquanto na direção YS os estados se encontram localizados próximos ao nı́vel

de Fermi. Pela figura 3.15a, a formação de canais condutores aparece na direção~y, e predomi-

nantemente nos átomos da fase S1. A densidade parcial de cargas foi extraı́da em um intervalo

de energia de ±0,25 eV do nı́vel de Fermi.

A contribuição dos orbitais em cada uma das fases está representado pela figura 3.16.É
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Figura 3.16: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases na (4,3)x. Na

figura 3.16a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.16b

a mesma representação é para a fase S1.

possı́vel observar que a fase S1 ligeiramente tem maior contribuição para o caráter metálico

comparada à fase S0, o que também é reforçado pela figura (3.17). Nas densidades de cargas

da figura 3.17, as densidades parciais de cargas foram obtidas para duas bandas e dois pares de

pontos K distintos na direção ΓY e para a última banda que cruza o nı́vel de Fermi na direção

SX, nos pontos indicados por I, II e III da figura 3.17d.

Nas figuras 3.17a e 3.17b, na direção ΓY, encontramos maior contribuição dos átomos da

fase S1. Nas figuras, é possı́vel notar que as cargas se mostram localizadas no contorno dos

hexágono (vacância) central e nas bordas dos hexágonos vizinhos para a figura 3.17a. Na figura
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Figura 3.17: Informações eletrônicas da (4,3)x. As densidades de cargas representadas nas figu-

ras 3.17a e 3.17b foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de Fermi, indicados

respectivamente por I, II e III na figura 3.17d.
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3.17b, existe a formação de canais condutores nos átomos da fase S1, assim como na figura

3.17a, nas bordas do hexágono, enquanto na figura 3.17c, os canais condutores estão presentes

nos átomos das duas fases, sendo menos intenso na fase S0. Os canais condutores apresentaram-

se todos na direção~y.

3.3.4 (5,2)x

(a)

(b) (c)

Figura 3.18: Rede da estrutura (5,2)x, por panoramas distintos.

Com 20 átomos na célula unitária, sendo 10 de cada fase, a heteroestrutura (5,2)x foi com-

posta pela junção de cinco fitas da fase S0 e duas fitas da fase S1. O relaxamento da estrutura

levou à alteração os vetores de rede para |a| = 18,23 Å e |b| = 2,90 Å, e α = 86,6◦. O com-

primento das ligações varia entre 1,58 e 1,96 Å. Pela figura 3.18b, é possı́vel notar o buckling

entre os átomos internos à interface que são provenientes da fase S0 pristino (representados

pela tonalidade mais clara de verde), devido à ausência de vacâncias nessa região. O grau

de buckling dessa estrutura é igual à 1.12 Å. Com relação a estabilidade energética da hete-

roestrutura, a rede (5,2)x apresentou valor ligeiramente menor que o da rede anterior, sendo

Ec[(5,2)x] =6,24 eV/átomo. A densidade de vacância η para a estrutura (5,2)x é igual a 1/10.

A estrutura de bandas revela o caráter metálico da heterojunção. As bandas metálicas são

compostas apenas por orbitais pz. Essa estrutura possui apenas uma banda de energia que corta

o nı́vel de Fermi em dois pontos K na direção SX.
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Figura 3.19: Informações eletrônicas da (5,2)x. Na figura 3.19a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (5,2)x em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e na

figura 3.19b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (5,2)x.

A projeção dos orbitais na estrutura de bandas separadas por fases estão representadas pela

figura 3.20, sendo a contribuição de S0 representada na figura 3.20a e a contribuição da fase S1

pela figura 3.20b. As figuras 3.21a e 3.21b mostram as densidades parciais de cargas referentes

aos dois pontos K que cortam o nı́vel de Fermi indicados por I e II na figura 3.21c na direção

SX. A primeira banda referida indica contribuição dos átomos da fase S0, indicando que a banda

encontra localizada, sem formação de canais condutores. A segunda banda, possui contribuição

apenas da fase S1, com dispersão e formação de canais condutores na direção~y.
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Figura 3.20: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases no (5,2)x. Na

figura 3.20a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.20b

a mesma representação é para a fase S1.
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Figura 3.21: Informações eletrônicas da (5,2)x. As densidades de cargas representadas nas figu-

ras 3.21a e 3.21b foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de Fermi, indicados

respectivamente por I e II na figura 3.21c.

3.4 Paralelas

O principal ponto para a confecção das supercélulas é a equivalência do módulo do vetor

de rede relativo à direção de acoplamento das fases. Na confecção das superredes paralelas, o

vetor em comum é o vetor ~a, na direção x̂, cujo módulos do vetor para as fases S0 e S1 são
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1,67 Å e 5,07 Å respectivamente. Essa considerável diferença força a inserir não apenas uma

fita da fase S0 na superrede, mas sim três fitas, assim levando à um módulo equivalente à |3a|,

resultante da soma de três células unitárias da fase S0, agora mais próximo ao módulo do vetor

~a da fase S1 (em vista que terı́amos 1,67 Å caso fosse colocado apenas uma mólecula da fase

S0, ao invés de ≈ 5,01 Å das três moléculas), assim evitando alguma distorção indesejada nas

posições dos átomos de Boro presentes nas heteroestruturas.

Como consequência imediata, as heteroestruturas paralelas apresentam a forma (S0)3m-

S1n e serão denominadas daqui em diante apenas como (3m,n)y. Assim como na construção

das células perpendiculares, as simulações levaram em conta cálculos de força, do tensor de

stress, das posições do átomo e da forma da célula unitária. Para este trabalho, foram simuladas

algumas heteroestruturas paralelas, sendo elas (3,1)y, (6,1)y, (9,2)y e (12,4)y.

3.4.1 (3,1)y

(a)

(b) (c)

Figura 3.22: Rede da estrutura (3,1)y, por panoramas distintos.

Conforme mencionado acima, a primeira rede paralela confeccionada foi a estrutura (3,1)y.
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Agora as maiores alterações nos módulos dos vetores aparecerão em |b|, visto que nas heteroes-

truturas anteriores essa alteração era maior em |a|. Primeiramente foi necessário multiplicar três

vezes a fase S0 na direção ĵ, para que assim fosse obtido o módulo do vetor |b| da contribuição

de S0 mais próximo ao módulo do vetor equivalente de S1. Os vetores da rede direta da su-

perrede anterior ao relaxamento apresentam módulos iguais a |a|= 5,00 Å e |b|= 5,78 Å para

uma estrutura que contém 11 átomos na célula unitária, sendo 6 provenientes da fase S0 e 5 da

fase S1.
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Figura 3.23: Informações eletrônicas da (3,1)y.Na figura 3.23a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (3,1)y em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e na

figura 3.23b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (3,1)x.
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Após o relaxamento da célula, os vetores da rede apresentam módulo |a|= 5,02, |b|= 5,82

e ângulo α = 92,0◦. O comprimento das ligações entre os átomos varia entre 1,67 e 1,77 Å.

A estrutura (3,1)y é estavel, e apresentou energia de coesão Ec[(3,1)y] =6,24 eV/átomo, e a

estrutura nesse momento apresenta ligeira redução do buckling, sendo que o grau de buckling

é igual à 0,66 Å. As estruturas paralelas apresentam menores densidade de vacância, sendo η

para a estrutura (3,1)y igual a 1/11. Pode-se notar pela estrutura de bandas da figura 3.23b

que a superrede possui caráter metálico, apresentando bandas com grande dispersão nas quatro

direções da BZ, geradas apenas por orbitais pz. A redução do buckling novamente é atribuida

à ausência da hibridização py das bandas metálicas. Pela densidade parcial de cargas (±0,25

eV em relação à EF ) da figura 3.23a, é possı́vel enxergar a formação de canais condutores nas

direções~x e~y.
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Figura 3.24: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases na (3,1)y. Na

figura 3.24a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.24b

a mesma representação é para a fase S1.

A figura 3.24 mostra as estruturas de bandas da contribuição das fases S0 e S1 da su-

percélula. Ao comparar as figuras 3.24a e 3.24b, nota-se que ambas as fases contribuem para a

aparição dos canais nas direções~x e~y.

As figuras 3.25a e 3.25d representam as densidades parciais de cargas nos pontos K que

cortam EF apontados na figura 3.25e por I e IV, respectivamente. Fazendo uma análise conjunta

das figuras 3.25a e 3.25d (densidades parciais) com 3.24a e 3.24b (bandas das contribuições das

fases S0 e S1), é possı́vel notar a separação das bandas metálicas com a localização dos canais

condutores.

A presença de canais condutores na direção~x é devida aos orbitais pz oriundos das fitas da

fase S1, enquanto o canal condutor presente na direção~y é atribuı́do aos orbitais pz oriundos das

fitas da fase S0. As figuras 3.25b e 3.25c, que são as densidades parciais nos pontos K indicados
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Figura 3.25: Informações eletrônicas da (3,1)y. As densidades de cargas representadas nas

figuras 3.25a, 3.25b, 3.25c e 3.25d foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de

Fermi, indicados respectivamente por I, I, III e IV na figura 3.25e.

por II e III na estrutura de bandas mostram as densidades de cargas em átomos das duas fases,

confirmando as figuras 3.24a e 3.24b, que indicam contribuições de ambas as fases.

3.4.2 (6,1)y

Com 17 átomos na célula unitária, doze da fase S0 cinco da fase S1 pristinos, a heteroes-

trutura (6,1) foi composta pela junção de seis fitas da fase S0 e uma fita da fase S1. A célula

unitária antes do relaxamento apresenta vetores de rede |a| = 5,00 Å e |b| = 8,76 Å, e ângulo
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α = 90,0◦.

(a)

(b) (c)

Figura 3.26: Rede da estrutura (6,1)y, por panoramas distintos.

O relaxamento da estrutura levou à alteração os vetores de rede para |a| = 4,92 Å e |b| =

8,70 Å, e α = 90,9◦. O comprimento das ligações varia entre 1,65 e 1,92 Å. Pela figura 3.26b,

é possı́vel notar o buckling entre os átomos internos à interface que são provenientes da fase S0

pristino (representados pela tonalidade mais clara de verde), devido à contribuição dos orbitais

de py, com grau de buckling igual à 1,06 Å. A densidade de vacância η é igual a 1/17.

A estrutura de bandas revela o caráter metálico da heterojunção, com mais bandas metálicas

de energia que a estrutura anterior (3,1)y. As bandas metálicas são compostas por orbitais py

e pz. Com relação a estabilidade energética da heteroestrutura, a rede (6,1)y apresentou menor

valor das redes apresentadas, sendo sua Ec[(6,1)y] =6,21 eV/átomo.

A projeção dos orbitais na estrutura de bandas separadas por fases estão representadas pela
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Figura 3.27: Informações Eletrônicas da (6,1)y. Na figura 3.27a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (6,1)y em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e na

figura 3.27b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (6,1)y.

figura 3.28, sendo a contribuição de S0 representada na figura 3.28a e a contribuição da fase S1

pela figura 3.28b. As figuras 3.29a e 3.29a mostram a densidade parcial de cargas referentes

aos pontos K que cortam o nı́vel de Fermi indicados por I e II na figura 3.29d. Na direção SX,

é possı́vel ver os estados localizados nos átomos da fase S1 e em uma parcela da fase S0. Já na

direção XΓ, é possı́vel identificar canais condutores na fase S0 e na região de interface S0/S1,

em conformidade com as estruturas de bandas das figuras 3.28a e 3.28a.
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Figura 3.28: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases na (6,1)y. Na

figura 3.28a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.28b

a mesma representação é para a fase S1.
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Figura 3.29: Informações Eletrônicas da (6,1)y. As densidades de cargas representadas nas

figuras 3.29b e 3.29c foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de Fermi, indi-

cados respectivamente por I, II e III na figura 3.29d.
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A formação dos canais condutores pôde ser percebida pelas densidades parciais de cargas,

tanto próximas ao nı́vel de Fermi (figura 3.27a) e mais perceptivel pela densidade entre pontos

K que cruzam o nı́vel de Fermi (figura 3.29b). Os canais mostraram-se unânimes na direção~x.

3.4.3 (9,2)y

(a)

(b) (c)

Figura 3.30: Rede da estrutura (9,2)y, por panoramas distintos.

Para esta heteroestrutura, aumentamos as proporções das fitas tanto da fase S0 como da

fase S1, analisando agora 9 fitas da fase S0 e duas da fase S1. A superrede possui 28 átomos

na célula unitária, sendo 18 provenientes da fase S0 e 10 da fase S1. Após o relaxamento

da célula, a heteroestrutura apresentou vetores de rede iguais a |a| = 4,95 e |b| = 14,52 Å. O

ângulo α apresentou leve alteração para 90,5◦. O comprimento das ligações varia entre 1,65

e 1,87 Å. Pela figura 3.30c, é possı́vel notar o buckling entre os átomos internos à interface



3.4. PARALELAS 66

que são provenientes da fase S0 pristino (representados pela tonalidade mais clara de verde). A

redução do número de vacâncias leva ao aumento do grau de buckling, que para essa estrutura

é igual à 1,02 Å.A densidade de vacância η é igual a 1/14.
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Figura 3.31: Informações Eletrônicas da (9,2)y. Na figura 3.31a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (9,2)y em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e na

figura 3.31b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (9,2)y.

A energia de coesão para a superrede (9,2)y é igual a Ec[(9,2)y] =6,23 eV/átomo, mosr-

tando que a estrutura é estável. Embora tenha aumentado o número de bandas de energia, apenas
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duas bandas contribuem para o caráter metálico da estrutura. Pela figura 3.31a é possivel notar

a presença de canais condutores formados na direção ~x, e predominantementes nos átomos de

boro da fase S0. Esta densidade parcial de cargas foi obtida numa janela de ± 0,25 eV do nı́vel

de Fermi.
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Figura 3.32: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases na (9,2)y. Na

figura 3.32a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.32b

a mesma representação é para a fase S1.

Analisando a figura 3.31b, pode-se notar a forte presença da anisotropia. Para as direções

ΓY e SX, apenas uma banda com orbital pz cruza o nı́vel de Fermi, enquanto nas direções YS

e XΓ existem vários pontos K que cruzam o nı́vel de Fermi, para orbitais do tipo py e pz. As

figuras representam algumas densidades parciais de cargas extraı́das entre pontos K especiais.

É possı́vel, através da figura observar onde se localizam essas densidades de carga. A figura
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representa a contribuição dos átomos originários de S0 e a figura representa a contribuição dos

átomos da fase S1.
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Figura 3.33: Informações Eletrônicas da (9,2)y. As densidades de cargas representadas nas

figuras 3.33a e 3.33b foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de Fermi, indi-

cados respectivamente por I e II na figura 3.33c.

As figuras 3.33a e 3.33b confirmam a preferência por átomos da fase S0 para a formação

dos canais condutores. Na fase S1, pela figura 3.33b, é possı́vel ver a banda nas bordas do

hexágono, mas apenas na região de interface entre as duas fases.

3.4.4 (12,4)y

Aumentando ainda mais a proporção das fitas da fase S0 e S1 nas superredes, agora temos

uma heteroestrutura formada por 12 fitas provenientes da fase S0, contribuindo com 24 átomos
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para a célula unitária, e 4 fitas provenientes da fase S1, contribuindo com mais 20 átomos para a

acélula unitária, e assim totalizando 44 átomos, sendo esta heteroestrutura a com maior número

de átomos apresentada neste estudo. Após o relaxamento, a estrutura apresentou vetores de rede

iguais a |a|= 4,96 e |b|= 23,24 Å, enquanto o ângulo α aumentou para 94,7◦.

(a)

(b) (c)

Figura 3.34: Rede da estrutura (12,4)y, por panoramas distintos.

Na figura 3.34, oa átomos da interface entre as fases estão marcados pela tonalidade mais

escura de verde, enquanto os da fase S0 estão representados pela tonalidade mais clara de verde

e os da fase S1 pela tonalidade intermediária de verde. O comprimento entre as ligações variam

entre 1,65 Åe 1,90 Å. O buckling está presente na estrutura, sendo mais forte nas regiões mais

afastadas das vacâncias. A densidade de vacância η para a estrutura (4,3)x é igual a 1/11.

O grau de buckling aferido foi de 1,12 Å, assim como o da estrutura perpendicular (5,2)x.

A estrutura se mostrou estável, aumentando sua estabilidade quando comparada à estrutura

anterior, (9,2)y, apresentando Ec[(12,4)y] = 6,23 eV/átomo.

A figura 3.35b revela a aparição da anisotropia nessa estrutura, evidenciando bandas metálicas
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Figura 3.35: Informações eletrônicas da (12,4)y. Na figura 3.35a, está representada a densidade

parcial de cargas da rede (12,4)y em uma range de energia de ± 0,25 eV do nı́vel de Fermi, e

na figura 3.35b, está plotada a projeção dos orbitais na estrutura de bandas da rede (12,4)y.

nas direções YS, SX e XΓ. Nas direções YS e XΓ, as bandas apresentam maior dispersão, en-

quanto na direção SX os estados se encontram localizados. Pela figura 3.35a, a formação de

canais condutores aparece na direção~x, e predominantemente nos átomos da fase S0. A densi-

dade parcial de cargas foi extraı́da em um intervalo de energia de ±0,25 eV do nı́vel de Fermi.

A contribuição dos estados em cada uma das fases está representado pela figura 3.36, onde
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Figura 3.36: Projeção dos orbitais na estrutura de bandas de cada uma das fases na (12,4)y. Na

figura 3.36a, está representada a contribuição dos orbitais da fase S0 enquanto na figura 3.36b

a mesma representação é para a fase S1.

é possı́vel perceber que ambas as fases contribuem para o caráter metálico, porém com maior

contribuição da fase S0 (figura 3.36a). Nas densidades de cargas da figura 3.37, as densidades

parciais de cargas foram obtidas entre os mesmos dois pontos K, porém em bandas distintas

para as figuras 3.37b e 3.37b, nos pontos indicados por I e II da figura 3.37e, e 3.37c e 3.37d

nos pontos indicados por III e IV da figura 3.37e.

Nas figuras 3.37a e 3.37b, na direção YS, encontramos maior contribuição dos átomos

da fase S1. Nas duas figuras, é possı́vel perceber que as cargas se mostram localizadas nas

bordas dos hexágonos próximos às vacâncias. Na figura 3.37a, existe a formação de canais
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Figura 3.37: Informações eletrônicas da (12,4)y. As densidades de cargas representadas nas

figuras 3.37a e 3.37b foram calculadas entre os dois pontos que cortam o nı́vel de Fermi, indi-

cados respectivamente por I, II, III e IV na figura 3.37e.
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condutores nos átomos da fase S0 enquanto na figura 3.37b, os canais condutores estão presentes

nos átomos da fase S1. Na direção XΓ, as figuras 3.37c e 3.37d mostram que a contribuição das

duas fases são equivalentes. Os estados da fase S1 ainda se concentram nas bordas do hexágono,

com a formação de canais condutores nos átomos da região de interface, em alguns átomos da

fase S1 e na fase S0 na figura 3.37c. Na figura 3.37d, o comportamento é semelhante, porém a

formação dos canais condutores em ambas as fases se dão em átomos diferentes.

A tabela (3.1) apresenta brevemente as principais informações sobre as fases estudadas

neste trabalho. Nela estão indicados a quantidade de átomos na célula unitária, a densidade de

vacâncias, o grau de buckling e a energia de coesão para cada superrede (e para as fases S0 e S1

pristinos).

Estrutura Célula unitária η Grau de buckling (Å) Ec (eV/átomo)

S0 2 — 0,86 6,21

S1 5 1/6 — 6,25

(1,1)x 7 1/7 — 6,26

(1,3)x 17 3/17 0,27 6,26

(4,3)x 23 3/23 1,22 6,23

(5,2)x 20 1/10 1,12 6,23

(3,1)y 11 1/11 0,66 6,23

(6,1)y 17 1/17 1,06 6,21

(9,2)y 28 1/14 1,02 6,23

(12,4)y 44 1/11 1,12 6,23

Tabela 3.1: Densidades de vacâncias, grau de buckling e energia de coesão das superredes.
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4 Conclusões

Partindo de cálculos de primeiros princı́pios, baseado na DFT, foi estudado o comporta-

mento de propriedades mecânicas e eletrônicas em simulações de heterojunções 2D formadas

pelas fases S0 e S1 do Borofeno. Dentre essas propriedades, foi observado mudanças estrutu-

rais na rede das células, e foi investigados a separação dos estados próximo ao nı́vel de Fermi

e o comportamento da formação de canais condutores nas heteroestruturas. Primeiramente foi

feita a simulação das fases S0 e S1 para calibre e kickstart para a montagem das novas hetero-

estruturas compostas pelas mesmas fases. As células virtuais foram montadas de duas maneiras

distintas, perpendiculares e paralelas à direção ĵ, totalizando oito superredes simuladas, das

quais quatro heteroestruturas foram montadas perpendicularmente, aumentando a proporção de

fitas da fase S1 na célula unitária e outras quatro foram montadas palalelamente aumentando a

proporção de fitas da fase S0 na célula unitária.

As células perpendiculares estudadas foram montadas com rede retangular anterior à relaxação

estrutural. Após a relaxação, as células passaram a mostrar diferenças na rede. A heteroestru-

tura que menos apresentou alteração na rede foi a superrede (1,1)x, com pequenas alterações

no comprimento entre as ligações. A superrede (4,3)x apresentou a maior alteração, indicando

o maior grau de buckling dentre todas as estruturas estudadas, igual à 1.22 Å, e comprimento

entre ligações superiores à 2 Å. O buckling presente na fase S0 pristina desapareceu na primeira

estrutura, mas voltou a ser presente na segunda, devido à hibridização de orbitais tipo py com

grande dispersão, e se mostrou inversamente proporcional às densidades de vacâncias: quanto

menor a densidade de vacâncias, maior o grau de buckling.

As células paralelas sofreram considerável alteração no comprimento das ligações, quando

comparadas às perpendiculares. O buckling se fez presente em todas as estruturas devido aos

orbitais py, nas regiões distantes das vacâncias hexagonais, presente em todas as heteroestrutu-

ras.

Com relação à estabilidade energética, todas as superredes à base de borofeno são estáveis,

o que pode incentivar a sı́ntese das superredes, e foi notada que a preferência energética para
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estruturas perpendiculares em relação às paralelas. Entre as perpendiculares, foi indicada pre-

ferência energética para estrutura com mais fitas de fase S1 na célula unitária. Entre as para-

lelas, a foi indicada preferência energética para estrutura com menos fitas de fase S0 na célula

unitária, o que indica que devido à menor estabilidade da fase S0, superredes que contenham

maior proporção de fitas da fase S0 tendem à menor estabilidade energética e superredes com

maior proporção de fitasda fase S1 tendem à maior estabilidade.

Todas as células mantiveram caráter metálico. A formação de bandas metálicas aumentou

proporcionalmente ao aumento das fitas das fases na célula unitária, tanto para as células per-

pendiculares como para as paralelas. Os canais condutores até então apresentaram-se unânimes

na direção~y, indicando para essas heteroestruturas dependência direcional das propriedades de

transporte. Para as estruturas paralelas, também foi notada a formação de canais condutores,

na direção ~x e preferencialmente por átomos da fase S0, exceto na superrede (3,1)y, onde a

formação dos canais condutores se deu nas direções ~x e ~y. Tais resultados levam à conclusão

de que os canais condutores surgem nas direções perpendiculares à direção de crescimento das

superredes.As densidades de carga foram calculadas em um range de energia entre ±0.5 eV do

nı́vel de Fermi para as fases S0 e S1 pristinas e para a estrutura (1,1)x e ±0.25 eV de cada nı́vel

de Fermi das estruturas restantes. Devido à formação dos canais condutores, serão analisadas

as propriedades de transporte eletrônico das superredes aqui estudadas.
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APÊNDICE A -- A Aproximação de

Born-Oppenheimer

A ideia principal por trás da aproximação de Bohr-Oppenheimer [63, 64, 65] está em consi-

derar a razão entre as massas do elétron e do núcleo sejam suficientemente pequenas, tal que os

núcleos não consigam acompanhara rápida mudança dos elétrons, e assim, sejam considerados

fixos. Dentro da aproximação, o termo da energia cinética nuclear, T̂n = ∑
m
A=1−

(

1
2

1
mA

∇2
A

)

é

muito menor que os outros termos. Então, para mA → ∞ temos:

Ĥ = T̂n + T̂ +V̂ne +V̂ee +V̂n =⇒ T̂ +V̂ne +V̂ee +V̂n = ĤT (A.1)

onde ĤT é o hamiltoniano total do sistema. O Hamiltoniano ĤT será dado então por:

ĤT = Ĥe +V̂n, (A.2)

onde o hamiltoniano eletrênico é dado por:

Ĥe = Ĥ = T̂ +V̂ne +V̂ee, (A.3)

que é o mesmo hamiltoniano da equação (2.3).

Existem alguns casos onde a aproximação não é valida, como em cruzamento entre curvas

de potêncial, pois leva forte acoplamento. Porém a grande maioria dos estudos teóricos utiliza

a aproximação de Born-Oppenheimer.
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APÊNDICE B -- Derivadas de Funcionais

Um funcional pode ser definido como uma aplicação que associa à f (x) o número F , e f (x)

é dita ser a função argumento do funcional [66]. Pra qualquer função f (x) que sofra alguma

variação dx em seu domı́nio, temos:

f (x+dx) = f (x)+
d f

dx
dx+

d2 f

dx2
dx2 + . . . . (B.1)

Para um funcional, procedemos da mesma maneira, tal que:

F [ f (x)+δ f (x)] = F [ f (x)]+
∫

s(x)δ f (x)dx+ . . . , (B.2)

onde s(x)≡ δF [ f (x)]
δ f (x) é a derivada do funcional F [ f ]. A derivada de um funcional é essencial no

estudo da análise funcional e de métodos/teorias que envolvam funcionais nos cálculos, como a

DFT.

Podemos indicar uma expressão geral para a obtenção da derivada de um funcional F [n] =
∫

f (n,n′,n′′, . . . ;x)dx, onde n = n(x) e ni a i-ésima derivada em relação a x, que será dada por:

δF [n]

δn(x)
=

∂ f

∂n
−

d

dx

∂ f

∂dn′
−

d2

dx2

∂ f

∂dn′′
+ . . . . (B.3)

Um exemplo de funcional clássico na fı́sica é funcional ação analisado na mecânica clássica:

S =
∫

L(q,q′,q′′, . . . , t)dt, (B.4)

onde o Lagrangeano de um sistema dinâmico está representado por L(q,q′,q′′, . . . , t). O Lagran-

geano desse sistemaé uma função das coordenadas e velocidades generalizadas, e do tempo,

enquanto s é um número inteiro, o que faz do Lagrangeano um funcional.

Utilizando a equação (B.3) pra o Lagrangeano, a equação que descreve a evolução do sis-

tema dinâmico será dada quando se maximizar a ação, então:

δS[q]

δq(t)
=

∂L

∂q
−

d

dt

∂L

∂q′
= 0. (B.5)



78

Logo, a equação (B.5) é a equação de Lagrange que será a equação de movimento quando

a lagrangeana do sistema for determinada.
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APÊNDICE C -- Princı́pio Variacional

Através do princı́pio variacional, podemos obter um limite superior muito próximo ao valor

exato da energia do estado fundamental E0 [67]. Ao escolhermos uma função de onda tentativa

Ψt tal que

〈Ψt |Ψt〉= 1, (C.1)

o princı́pio variacional nos garante que sempre teremos que:

E0 ≤ 〈Ψt |Ĥ|Ψt〉 ≡ 〈Ĥ〉. (C.2)

Na equação (C.2), 〈Ĥ〉 representa o valor esperado do hamiltoniano em algum estado exci-

tado. Se Ψt for solução de algum estado excitado n, teremos que

En = 〈Ψt |Ĥ|Ψt〉 ≥ E0. (C.3)

Como sabemos que as autofunções Ψn que são as soluções do Hamiltoniano Ĥ formam um

conjunto completo de soluções, podemos escrever qualquer função Ψt como combinação linear

das autofunções, ou seja,

Ψt = ∑
n

CnΨn, (C.4)

onde ĤΨn = EnΨn. Se a função de onda tentativa Ψt está normalizada, podemos reescrever a

equação (C.1) da seguinte forma:

〈Ψt |Ψt〉= 1

〈∑
m

CmΨm|∑
n

CnΨn〉 = 1

∑
m

∑
n

C∗
mCn〈Ψm|Ψn〉 = 1

∑
m

∑
n

C∗
mCnδmn = 1

∑
n

|Cn|
2 = 1. (C.5)
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O valor esperado para o Hamiltoniano em outro estado excitado é dado por

〈Ĥ〉 = 〈Ψt |Ĥ|Ψt〉

= 〈∑
m

CmΨm|Ĥ|∑
n

CnΨn〉 = ∑
m

∑
n

C∗
mCn〈Ψm|ĤΨn〉

= ∑
m

∑
n

C∗
mCn〈Ψm|EnΨn〉 = ∑

m
∑
n

C∗
mCnEn〈Ψm|Ψn〉

= ∑
m

∑
n

C∗
mCnEnδmn

〈H〉 = ∑
n

|Cn|
2En. (C.6)

Sabemos que energia de qualquer estado excitado será sempre maior que a energia do estado

fundamental. Matematicamente falando, sabemos que En ≥ E0. Isso nos permite escrever a

equação (C.5) da seguinte forma:

〈Ĥ〉 = ∑
n

|Cn|
2En ≥ ∑

n

|Cn|
2E0. (C.7)

Como vimos pela equação (C.5), a equação (C.7) pode ser reescrita como

〈Ĥ〉= En ≥ E0. (C.8)

Logo, conseguimos demonstrar que o valor esperado do Hamiltoniano em um estado qualquer

é sempre maior ou igual à energia do estado fundamental, ou seja:

〈Ĥ〉 ≥ E0. (C.9)
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APÊNDICE D -- Detalhes Computacionais

Neste trabalho foi usado apenas o código VASP para a execução dos cálculos via DFT. A

seguir, segue alguns detalhes técnicos presentes nas simulações estudadas.

O VASP utiliza o formalismo da DFT conjunto ao método PAW e ondas planas. O termo

de troca e correlação utilizado foi descrito utilizando a GGA com a parametrização PBE (seção

2.1.5). A expansão em ondas planas dos orbitais de KS foram até 400.000 eV. Para o relaxa-

mento das estruturas, a BZ foi mapeada utilizando o método de Monkhorst-Pack [68], utilizando

malha 12 x 12 x 1. Foram testados diversos mapeamentos e este (12 x 12 x 1) apresentou resul-

tados condizentes com a literatura. As geometrias foram relaxadas até que as forças atômicas

fossem menores que 0.025 eV/átomo. Para o cálculo da estrutura bandas e densidades parciais

de carga, o mapeamento da Zona de Brillouin foi feito utilizando 50 pontos K em cada direção,

conforme o esquema da figura 3.4.
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