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Resumo

Os rompimentos de barragens de rejeitos de mineração são cada vez mais uma fonte

de preocupação, provocando sérios danos tanto ambientais quanto sociais. Para mitigar

suas consequências, é crucial compreender a dinâmica de propagação dos rejeitos e criar

ferramentas de avaliação de risco. Este estudo explora o desenvolvimento de um mo-

delo computacional que utiliza a metodologia da Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas

(SPH) para simular o fluxo de rejeitos após falhas em barragens, com o objetivo de repli-

car os padrões observados nos desastres de Mariana e Brumadinho. O trabalho baseia-se

na implementação do método SPH com tratamento de fronteiras para topografias comple-

xas, utilizando o modelo digital de elevação (MDE) fornecido pela Missão Topográfica de

Radar Embarcado (SRTM), e na representação do comportamento não-newtoniano dos

rejeitos. Resultados experimentais validam a eficiência do modelo desenvolvido, resultando

em simulações que, mesmo sem alcançar sempre os valores ideais, refletem adequadamente

os padrões de fluxo e a distribuição espacial dos rejeitos. A análise do desempenho do al-

goritmo demonstrou que o método pode ser aplicado em várias situações reais, auxiliando

na formulação de planos de contingência mais eficazes.

Palavras-chave: Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas, Modelo do Fluxo de Rejei-

tos de Mineração, Fluidos Não-Newtonianos, Simulação do Rompimento de Barragens,

Simulação Computacional.
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1 Introdução

Os rompimentos de barragens podem causar danos ao meio ambiente e à proprie-

dade, resultando em uma gama de impactos, tanto diretos quanto indiretos, que podem

perdurar por um extenso período (SILVA; SILVA, 2021). Nos últimos anos, o Brasil en-

frentou dois dos maiores desastres ambientais de sua história: o rompimento da barragem

do Fundão, em Mariana (2015), e o da barragem da Mina Córrego do Feijão, em Bruma-

dinho (2019). Esses eventos evidenciaram a urgente necessidade de aprimorar técnicas de

modelagem e simulação para prever e mitigar os efeitos de possíveis falhas em estruturas

de contenção.

O armazenamento de rejeitos da indústria extrativa mineral pode ser tratado de

várias formas, incluindo descarte fluvial, descarte submarino, retenção em áreas úmidas,

preenchimento de cavidades, empilhamento a seco e armazenamento em barragens de

contenção (KOSSOFF et al., 2014). Desses, o mais utilizado atualmente é o que emprega

estruturas de contenção chamadas de barragens de rejeitos. Essas estruturas variam de

acordo com o método construtivo, sendo classificadas em: montante, jusante ou linha de

centro, cada uma com diferentes implicações para sua estabilidade e segurança (KOSSOFF

et al., 2014). Por exemplo, as barragens do Fundão, em Mariana, e B1, em Brumadinho,

foram construídas pelo método de montante, considerado mais econômico, porém mais

vulnerável a falhas quando comparado aos demais (ARMADA, 2020).

As barragens são estruturas suscetíveis a falhas, tornando a sua manutenção uma

das atividades mais complexas no contexto da gestão de rejeitos provenientes da minera-

ção. De acordo com o estudo realizado por Dams (2001), que abrangeu 18.000 minas, a

taxa média de falha dessas estruturas, ao longo do último século, é de 1,2%, enquanto para

barragens convencionais utilizadas para a retenção de água, essa taxa é significativamente

menor, situando-se em torno de 0,01%. Os principais fatores que contribuem para essa

vulnerabilidade incluem, por exemplo, a utilização dos próprios rejeitos na construção dos

diques, a elevação sucessiva da barragem associada ao aumento dos efluentes, a ausência

de regulamentações referentes aos critérios de projeto e o elevado custo de manutenção

após o encerramento das atividades da mina.

Quando ocorre o rompimento de uma barragem de rejeitos, os impactos são mul-

tidimensionais e de longa duração. No caso de Mariana, a lama percorreu mais de 660

km até o oceano Atlântico, ocasionando sérios danos à fauna e flora do Rio Doce, além

de afetar cerca de 40 municípios, devastar completamente o distrito de Bento Rodrigues

e resultar na morte de 19 pessoas (ARMADA, 2020). Em Brumadinho, a velocidade des-

trutiva da lama causou um número muito maior de vítimas fatais (270 pessoas), além
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de devastar extensas áreas de Mata Atlântica e contaminar o Rio Paraopeba, importante

afluente do Rio São Francisco (THOMPSON et al., 2020).

Para prevenir a ocorrência de desastres semelhantes, uma lei foi criada em Minas

Gerais, visando a proibição da construção, instalação, expansão e elevação de barragens

em locais onde existem comunidades situadas e não haja tempo suficiente para uma

intervenção em casos de emergências (Assembléia Legislativa de Minas Gerais, 2019).

Nesse contexto, para determinar os locais que poderão ser afetados pelos rejeitos em

caso de um eventual rompimento e fornecer subsídios para o planejamento de medidas

preventivas e mitigadoras, é fundamental compreender a dinâmica de dispersão desses

fluidos na região.

Entre os métodos numéricos para simulação de fluidos, o método de hidrodinâ-

mica de partículas suavizadas (SPH) se sobressai devido à sua capacidade de modelar

escoamentos com superfícies livres e interfaces em movimento. Originalmente desenvol-

vido para aplicações astrofísicas (LUCY, 1977; GINGOLD; MONAGHAN, 1977), o SPH

evoluiu significativamente nas últimas décadas, expandindo seu campo de aplicação para

problemas de engenharia hidráulica, incluindo fluxos de detritos e lama (MONAGHAN,

2012). Sua abordagem Lagrangiana sem malha oferece vantagens substanciais na simula-

ção de fenômenos caracterizados por grandes deformações e transientes rápidos, como os

observados em rupturas de barragens (XU et al., 2013).

Um dos principais desafios na modelagem de fluxos de rejeitos de mineração con-

siste na representação adequada de suas propriedades reológicas1. Diferentemente da água,

que é um fluido newtoniano, o material formado pela mistura de rejeitos de mineração e

água é naturalmente não-newtoniano, possuindo características reológicas complexas (YU;

TANG; CHEN, 2020). Simulações realizadas por Medina, Hürlimann e Bateman (2007)

demonstraram que a escolha do modelo reológico influencia significativamente tanto na

velocidade de propagação quanto a extensão final da área afetada pelo fluxo dos rejei-

tos. O SPH permite a incorporação de diversos modelos constitutivos, como power-law,

Bingham-plastic e Herschel-Bulkle, possibilitando uma representação mais fidedigna do

comportamento desses materiais em diferentes regimes de escoamento (HOSSEINI; MAN-

ZARI; HANNANI, 2007).

Nesse contexto, este trabalho busca implementar o método SPH para a simula-

ção do fluxo de rejeitos resultante do rompimento de barragens, utilizando os casos de

Mariana e Brumadinho como estudos de referência. Nossa abordagem implementa um mo-

delo SPH tridimensional, incluindo algoritmos para tratamento de fronteiras, representa-

ção precisa da topografia e modelos reológicos apropriados para fluidos não-newtonianos.
1 Propriedades reológicas são características do material (ex: viscosidade, tixotropia, elasticidade e plas-

ticidade) que definem sua capacidade de deformação sob a ação de forças e tensões externas, resistência
ao fluxo e retorno à forma original.
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Para otimizar o desempenho computacional, o código será desenvolvido com capacidade

de processamento paralelo utilizando arquitetura GPU, possibilitando simulações de alta

resolução em tempo viável. Espera-se que o modelo numérico desenvolvido seja capaz de

reproduzir com precisão o comportamento observado nos dados históricos desses eventos,

considerando diferentes reologias de rejeitos e condições topográficas. Essa abordagem

pode desempenhar um papel importante na melhoria da avaliação de riscos e na formu-

lação de estratégias mais eficazes para a mitigação e a resposta a desastres relacionados

a barragens de rejeitos de mineração.

1.1 Motivação

A crescente preocupação com a segurança de barragens de rejeitos no Brasil e

no mundo, intensificada após os desastres de Mariana e Brumadinho, evidencia a neces-

sidade urgente de ferramentas de modelagem mais precisas para avaliação de riscos. O

Brasil conta com mais de 300 barragens para disposição de rejeitos de mineração que são

categorizadas com categoria de risco (CRI) alto e com dano potencial associado (DPA)

alto ou médio, de acordo com informações fornecidas pelo Sistema Nacional de Informa-

ções sobre Segurança de Barragens (Agência Nacional de Águas e Saneamento Básico,

2024). Em um contexto global, Bowker e Chambers (2017) registraram um aumento pre-

ocupante na frequência e gravidade de falhas catastróficas em barragens de rejeitos nas

últimas décadas.

A intricada natureza do comportamento reológico dos rejeitos, juntamente a dife-

rentes condições topográficas, requer a criação de modelos numéricos avançados que sejam

aptos a prever com maior exatidão o deslocamento desses materiais em cenários de es-

coamento livre. Nesse cenário, o método SPH surge como uma ferramenta especialmente

apropriada para simular a propagação de rejeitos provenientes do colapso de barragens,

devido à sua aptidão inerente para modelar superfícies livres e deformações significati-

vas, superando as dificuldades de distorção de malha comumente associadas a métodos

eulerianos tradicionais (LIU; LIU, 2010).

Adicionalmente, as recentes mudanças na legislação brasileira, que exigem análises

dos rompimentos cada vez mais rigorosas para elaboração de Planos de Ação de Emer-

gência, reafirmam a relevância prática dos modelos de fluxo dos rejeitos de mineração.

O desenvolvimento de um modelo validado com base em eventos reais pode contribuir

significativamente para o dimensionamento mais preciso de zonas de autossalvamento e

para o planejamento de medidas preventivas mais eficazes.
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1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver e validar um modelo computaci-

onal, baseado no método SPH, para simular a dinâmica do fluxo de rejeitos de mineração

durante eventos de rompimento de barragens.

Para alcançar essa meta, foram estabelecidos os seguintes objetivos específicos:

• Estudar sobre método SPH e sua aplicação em simulações de escoamentos de fluidos

complexos, bem como as propriedades físicas e reológicas dos rejeitos de mineração,

a fim de compreender e modelar o fluxo de rejeitos decorrentes do rompimento de

barragens.

• Implementar o método SPH com capacidade para representar as propriedades reo-

lógicas complexas dos rejeitos de mineração.

• Validar o modelo desenvolvido através da comparação da extensão da área afetada

e distância percorrida pelos rejeitos com dados reais dos desastres de Mariana e

Brumadinho.

1.3 Justificativa

A modelagem computacional de rompimentos de barragens de rejeitos apresenta-

se como uma ferramenta essencial para a análise de riscos e o planejamento de medidas

mitigadoras. O uso de modelos numéricos avançados permite estimar com maior precisão

as áreas potencialmente afetadas, os tempos de chegada da onda de rejeitos e a profun-

didade do fluxo em diferentes locais, informações cruciais para a elaboração de planos de

contingência eficazes (PASTOR et al., 2014).

A escolha do método SPH para este trabalho justifica-se por suas vantagens ineren-

tes na modelagem de escoamentos caracterizados por superfícies livres, grandes deforma-

ções e interfaces móveis. Diferentemente dos métodos baseados em malhas Eulerianas, o

SPH não sofre com problemas de distorção de malha e consegue representar naturalmente

a evolução da superfície livre do escoamento (MONAGHAN, 2012). Essas características

são particularmente relevantes para a simulação de fluxos de rejeitos, que frequentemente

apresentam comportamento altamente transitório e não uniforme.

Adicionalmente, a validação do modelo com base nos dados dos desastres de Mari-

ana e Brumadinho possibilita calibrar os parâmetros do modelo e avaliar sua capacidade

preditiva em situações reais. Embora esses eventos tenham sido catastróficos, os dados

coletados durante e após os rompimentos constituem um valioso conjunto de referência

para o aprimoramento de modelos de simulação (THOMPSON et al., 2020).
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1.4 Estrutura do Documento

O restante deste documento está organizado da seguinte maneira: o Capítulo 2

discute a base teórica da Fluidodinâmica Computacional (CFD) e do método de Hi-

drodinâmica de Partículas Suavizadas (SPH), incorporando a modelagem de fluidos não

newtonianos. No Capítulo 3 são apresentados alguns trabalhos correlatos que serviram de

inspiração para o desenvolvimento do nosso modelo de simulação. O Capítulo 4 aborda o

desenvolvimento do modelo computacional baseado no SPH, incluindo detalhes de sua im-

plementação e estratégias de otimização. No Capítulo 5, são apresentados os experimentos

realizados com o modelo desenvolvido para os casos de estudo de Mariana e Brumadinho,

juntamente com a análise qualitativa e quantitativa dos resultados. Por fim, no Capítulo

6, são discutidas as conclusões do estudo e potenciais caminhos para pesquisas futuras.
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2 Fundamentação Teórica

Neste capítulo, são introduzidos os princípios fundamentais da Fluidodinâmica

Computacional (CFD) e da Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas (SPH), além dos

métodos de modelagem de fluidos não-newtonianos dentro desse contexto, os quais servi-

ram como base para o desenvolvimento deste estudo e contribuem para o cumprimento

dos objetivos propostos.

A Fluidodinâmica Computacional (CFD) representa um conjunto de técnicas nu-

méricas para simulação de fenômenos que envolvem fluxos de fluidos. Em sua seção, serão

discutidas as abordagens Euleriana e Lagrangiana, os métodos numéricos em CFD e as

particularidades da simulação de fluxos com superfície livre.

Por fim, a Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas (SPH) constitui o método

central utilizado neste trabalho, sendo um método Lagrangiano sem malha, especialmente

adequado para simular fluxos com grandes deformações. Em sua seção, serão abordados

os conceitos de função kernel, a formulação matemática das equações governantes, as

técnicas de tratamento de fronteiras e as adaptações necessárias para a modelagem de

fluidos não-newtonianos.

2.1 Fluidodinâmica Computacional

A Fluidodinâmica Computacional (CFD, do inglês Computational Fluid Dyna-

mics) consiste em um conjunto de técnicas numéricas utilizadas para resolver as equações

que governam o movimento dos fluidos, permitindo a simulação computacional de fenôme-

nos complexos envolvendo escoamentos. Essa abordagem possibilita a análise detalhada

de problemas para os quais soluções analíticas são inviáveis, como é o caso da maioria dos

escoamentos de interesse prático e industrial (ANDERSON, 1995).

As simulações em CFD são baseadas nas leis fundamentais de conservação da

massa, quantidade de movimento e energia, expressas matematicamente através de equa-

ções diferenciais parciais. Estas equações descrevem de forma completa o comportamento

dos fluidos, considerando fenômenos como advecção, difusão, forças de pressão e tensões

viscosas. A solução numérica dessas equações permite obter campos detalhados de ve-

locidade, pressão, temperatura e outras propriedades relevantes em qualquer ponto do

domínio de interesse (FERZIGER; PERIC, 2012).
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2.1.1 Equações de Navier-Stokes

O conjunto de equações que descreve o movimento de fluidos viscosos é conhecido

como equações de Navier-Stokes. Para um fluido newtoniano, incompressível e isotérmico,

essas equações podem ser expressas como (ANDERSON, 1995):

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 (2.1)

ρ

(

∂v

∂t
+ v · ∇v

)

= −∇p + µ∇2v + ρg (2.2)

onde v é o vetor velocidade, ρ é a densidade do fluido, p é a pressão, µ é a visco-

sidade dinâmica e g é a aceleração gravitacional.

A Equação 2.1 representa a conservação da massa (ou equação da continuidade),

enquanto a Equação 2.2 expressa a conservação da quantidade de movimento. A não

linearidade e o acoplamento entre as variáveis tornam a solução analítica dessas equa-

ções possível apenas para casos simplificados, justificando o desenvolvimento de métodos

numéricos para sua resolução (FERZIGER; PERIC, 2012).

Para fluidos não-newtonianos, como os rejeitos de mineração, as equações de

Navier-Stokes são modificadas para incorporar modelos reológicos apropriados, substi-

tuindo a viscosidade constante µ por uma função que depende da taxa de deformação.

2.1.2 Métodos Baseados em Malha (Abordagem Euleriana)

Na abordagem Euleriana, o domínio espacial é discretizado em uma malha fixa,

e as propriedades do fluido são calculadas em pontos específicos dessa malha ao longo

do tempo. As equações governantes são formuladas em termos de derivadas parciais,

descrevendo como as propriedades variam em localizações fixas do espaço, enquanto o

fluido escoa através delas (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007).

Os principais métodos baseados em malha incluem (KOLDITZ, 2002):

• Método das diferenças finitas (MDF): aproxima as derivadas parciais por dife-

renças finitas, utilizando expansões em séries de Taylor. É historicamente o primeiro

método numérico aplicado à CFD e destaca-se pela simplicidade de implementa-

ção, especialmente para geometrias regulares com malhas estruturadas. No entanto,

apresenta limitações para geometrias complexas e para a aplicação de condições de

contorno em fronteiras irregulares.

• Método dos volumes finitos (FVM): baseia-se na forma integral das equações

de conservação, dividindo o domínio em volumes de controle contíguos sobre os
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quais as equações são integradas. Essa abordagem garante a conservação local e

global das propriedades físicas, como massa, momento e energia, sendo amplamente

adotada em códigos comerciais e acadêmicos de CFD. O método aplica-se tanto a

malhas estruturadas quanto não-estruturadas, adaptando-se bem a domínios com

geometrias complexas.

• Método dos elementos finitos (FEM): divide o domínio em elementos menores

de formas variadas e utiliza funções de base para aproximar as variáveis do esco-

amento dentro de cada elemento. Esse método é particularmente adequado para

problemas com geometrias complexas e adapta-se facilmente a refinamentos locais

da malha. Sua formulação sistemática facilita a análise matemática, mas pode ser

computacionalmente mais intensivo que outros métodos.

A principal vantagem da abordagem Euleriana reside em sua eficiência compu-

tacional para escoamentos confinados e na facilidade de implementação de esquemas de

discretização de alta ordem. No entanto, ela apresenta limitações significativas para pro-

blemas com fronteiras móveis ou superfícies livres complexas, devido às dificuldades em

capturar interfaces e deformações severas do domínio fluido (LIU; LIU, 2010).

Para tratar escoamentos com superfícies livres na abordagem Euleriana, são ne-

cessárias técnicas especiais como o método do volume de fluido (VOF, do inglês Volume

of Fluid) ou o método Level-Set, que permitem rastrear a evolução da interação entre

diferentes fases ou meios (HIRT; NICHOLS, 1981).

2.1.3 Métodos Baseados em Partículas (Abordagem Lagrangiana)

Ao contrário dos métodos Eulerianos, a abordagem Lagrangiana foca nas partícu-

las individuais do fluido, rastreando seu movimento através do domínio. Como pode ser

observado na Figura 1, a abordagem Euleriana calcula as propriedades do fluido em pon-

tos fixos de uma malha à medida que o fluido flui através deles, enquanto na abordagem

Lagrangiana, as partículas carregam suas propriedades físicas e são rastreadas individu-

almente à medida que se movem pelo domínio. As equações governantes são formuladas

em termos de derivadas materiais (ou substanciais), descrevendo como as propriedades

de partículas específicas de fluido mudam ao longo do tempo enquanto elas se deslocam

(MONAGHAN, 2012). Entre os métodos baseados em partículas, destacam-se:

• Método de hidrodinâmica de partículas suavizadas (SPH): representa o

fluido como um conjunto discreto de partículas que carregam propriedades físicas

(massa, momento, energia) e interagem entre si através de funções de suavização

(kernels). O SPH é um método sem malha que calcula as propriedades do fluido
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Euleriano Lagrangiano

Figura 1 – Comparação entre as abordagens Eulerianas e Lagrangianas

em qualquer ponto como uma média ponderada das propriedades das partículas

vizinhas (LIU; LIU, 2010).

• Método de partícula na célula (PIC): combina aspectos das abordagens La-

grangiana e Euleriana, utilizando partículas para representar o fluido, mas resol-

vendo as equações em uma malha fixa. As propriedades são transferidas das partí-

culas para os nós da malha, onde as equações são resolvidas, e depois os resultados

são interpolados de volta para as partículas (HARLOW; WELCH, 1965).

• Métodos de Lattice Boltzmann (LBM): embora tecnicamente não seja um

método de partículas puro, o LBM simula o comportamento macroscópico do fluido

a partir da dinâmica de partículas fictícias em nível mesoscópico, seguindo a equação

de Boltzmann discretizada em um reticulado regular (CHEN; DOOLEN, 1998).

A abordagem Lagrangiana oferece vantagens significativas para a simulação de es-

coamentos com superfícies livres, grandes deformações e interfaces móveis, uma vez que

as partículas se adaptam naturalmente ao movimento do fluido sem necessidade de técni-

cas especiais para rastrear interfaces. Além disso, a advecção1 de propriedades é tratada

implicitamente, eliminando erros numéricos associados aos termos advectivos presentes

na formulação euleriana (LIU; LIU, 2010).

O método SPH, em particular, tem ganhado popularidade significativa para simu-

lação de fenômenos envolvendo superfícies livres, fragmentação e coalescência2 de fluidos,
1 No contexto de fluidos, advecção se refere ao transporte de alguma propriedade (como velocidade,

densidade ou pressão) por um fluido em movimento.
2 Coalescência é o processo ou qualidade de união de duas ou mais gotículas de um líquido formando

uma única unidade maior (crescimento da matéria a partir da união de partes menores).
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e interações fluido-estrutura. Esse método será abordado com maior profundidade na pró-

xima seção, incluindo seus princípios fundamentais, formulação matemática e adaptações

para a modelagem de fluidos com comportamento reológico complexo.

2.2 Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas

A Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas (SPH, do inglês Smoothed Particle Hy-

drodynamics) é um método numérico Lagrangiano sem malha, inicialmente desenvolvido

por Lucy (1977) e Gingold e Monaghan (1977) para aplicações astrofísicas. O método

foi posteriormente estendido para tratar problemas de dinâmica de fluidos e sólidos, em

especial aqueles que envolvem superfícies livres, grandes deformações e interfaces móveis

(MONAGHAN, 2012).

O princípio fundamental do SPH baseia-se na representação de um meio contínuo

por um conjunto discreto de partículas que carregam propriedades físicas (massa, quan-

tidade de movimento, energia) e se movem de acordo com as equações governantes. Em

vez de resolver equações diferenciais parciais em nós fixos de uma malha, o SPH utiliza

uma técnica de interpolação baseada em funções de suavização (kernels) para aproximar

o valor de qualquer função contínua a partir dos valores associados às partículas vizinhas

(LIU; LIU, 2010).

Essa abordagem confere ao SPH características únicas e vantajosas para diversos

problemas de engenharia, especialmente aqueles onde métodos baseados em malha en-

frentam dificuldades significativas. A capacidade do SPH de adaptar-se naturalmente a

interfaces em movimento e tratar escoamentos fragmentados ou com geometrias comple-

xas tem impulsionado sua aplicação em campos como hidráulica, geomecânica, processos

industriais e simulação de materiais granulares (VIOLEAU, 2012).

No método SPH, um valor físico A em um ponto r do domínio é calculado por

meio de uma soma ponderada das contribuições das partículas vizinhas j:

As(r) =
∑

j

mj

Aj

ρj

Wij, (2.3)

onde mj indica a massa da partícula j, ρj define sua densidade, Aj representa seu

valor físico e Wij = W (r− rj, h) se refere à função de suavização, com rj como a posição

de j e h o raio de influência de uma partícula (HARADA; KOSHIZUKA; KAWAGUCHI,

2007).

A Equação 2.3 incorpora a massa e a densidade das partículas para expressar o

volume Vi = mi/ρi, mantendo a massa constante enquanto a densidade é ajustada em

cada intervalo de tempo. Ao substituir, obtém-se a fórmula para determinar a densidade

em um ponto r:
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ρs(r) =
∑

j

mj

ρj

ρj

Wij =
∑

j

mjWij (2.4)

Em casos em que é necessário determinar as derivadas de determinados valores

físicos, apenas a função de suavização é impactada pela derivada. O gradiente de A é

expresso como (MüLLER; CHARYPAR; GROSS, 2003):

∇As(r) =
∑

j

mj

Aj

ρj

∇Wij, (2.5)

enquanto a Laplaciana é dada por:

∇2As(r) =
∑

j

mj

Aj

ρj

∇2Wij. (2.6)

2.2.1 Formulação Matemática

No contexto da dinâmica de fluidos, a aplicação do método SPH envolve a re-

formulação das equações de Navier-Stokes em uma abordagem Lagrangiana baseada em

partículas. Diferentemente da formulação Euleriana (baseada em malha), onde os fluidos

isotérmicos são descritos por campos de velocidade, densidade e pressão que evoluem em

pontos fixos do espaço, a formulação SPH rastreia diretamente as partículas de fluido em

movimento (MüLLER; CHARYPAR; GROSS, 2003).

Uma vantagem significativa da abordagem Lagrangiana é a simplificação das equa-

ções governantes. Como o número de partículas é constante e cada partícula mantém

massa invariável, a conservação da massa é garantida intrinsecamente, eliminando por

completo a necessidade da Equação 2.1.

Para a equação de conservação da quantidade de movimento, a formulação Eule-

riana da equação de Navier-Stokes para fluidos incompressíveis é dada pela Equação 2.2.

Na abordagem Lagrangiana, a expressão ∂v
∂t

+ v · ∇v é automaticamente incorporada ao

mover as partículas com o fluido, sendo substituída pela derivada substancial Dv
Dt

(MüL-

LER; CHARYPAR; GROSS, 2003). Consequentemente, a forma definitiva da equação de

conservação de quantidade de movimento, para o método SPH, é expressa como:

ρ
Dv

Dt
= −∇p + µ∇2v + ρg, (2.7)

enquanto a aceleração de uma partícula i é expressa por:

ai =
dvi

dt
=

fi

ρi

, (2.8)



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 23

onde fi = −∇pi +µ∇2vi +ρig, representando a densidade total de forças que agem

sobre a partícula i, que é composta por três componentes principais: força de pressão,

forças externas (como a gravidade) e força viscosa.

Utilizando a aproximação SPH, o gradiente de pressão na partícula i pode ser

calculado como:

−∇p(ri) = −
∑

j

mj

pi + pj

2ρj

∇W (ri − rj, h). (2.9)

Dado que a força de pressão não é simétrica e se manifesta apenas durante a

interação entre duas partículas, é necessário empregar a média aritmética das pressões em

vez de considerar apenas a pressão de j para assegurar a simetria (MüLLER; CHARYPAR;

GROSS, 2003).

A pressão de uma partícula é dada pela equação de estado de um gás ideal:

p = k (ρ− ρ0) , (2.10)

onde k é uma constante gasosa dependente da temperatura e ρ0 a densidade de

repouso do fluido.

Assim como para a pressão, o método SPH aplicado ao termo de viscosidade µ∇2v

resulta em uma força assimétrica. No entanto, ao contrário da abordagem anterior, a si-

metria desta força é alcançada utilizando a diferença de velocidades (MüLLER; CHARY-

PAR; GROSS, 2003). Assim, a expressão para calcular a viscosidade de uma partícula i

é expressa por:

µ∇2v(ri) = µ
∑

j

mj

vi − vj

ρj

∇2W (ri − rj, h). (2.11)

2.2.2 Função de Suavização

A função de suavização (em inglês, smoothing kernel), denotada por W (r, h), é

fundamental no método SPH, pois influencia sua estabilidade, precisão e eficiência com-

putacional. Ela determina como as propriedades físicas são distribuídas entre as partícu-

las próximas, ponderando suas contribuições conforme a distância entre elas (MüLLER;

CHARYPAR; GROSS, 2003).

Para garantir a consistência física do método, o kernel deve satisfazer certas propri-

edades matemáticas. Ele deve ser simétrico, W (r, h) = W (−r, h), assegurando influência

recíproca entre partículas; e ser normalizado, satisfazendo a condição:
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A vizinhança de uma partícula é definida como o conjunto de outras partículas que se

encontram dentro de seu raio de influência (determinado pelo parâmetro de suavização

h), e que, portanto, contribuem para o cálculo de suas propriedades físicas através das

funções de suavização (kernels) discutidas anteriormente (LIU; LIU, 2010).

A determinação eficiente das vizinhanças constitui um dos principais desafios com-

putacionais no método SPH, uma vez que o número de interações entre partículas cresce

quadraticamente com o número total de partículas, quando implementado de forma ingê-

nua. Em simulações realistas, que frequentemente envolvem milhares ou até milhões de

partículas, a busca por vizinhos pode consumir mais de 80% do tempo total de processa-

mento (DEHNEN; ALY, 2012).

Para mitigar este problema, diversas estratégias de busca de vizinhos têm sido pro-

postas na literatura, cada uma com suas vantagens e limitações em termos de desempenho

computacional e requisitos de memória:

• Busca por força bruta: nessa abordagem simples, cada partícula é comparada

com todas as outras para verificar se estão dentro do raio de influência. Embora

conceitualmente direta, sua complexidade computacional O(N2) a torna inviável

para simulações de grande escala (MüLLER; CHARYPAR; GROSS, 2003).

• Método de células ligadas (em inglês, linked-cell): o domínio é dividido em

células cúbicas de tamanho igual ou superior ao raio de influência das partículas.

Cada partícula é atribuída à célula que contém sua posição, e a busca por vizinhos

é restrita às células adjacentes. A Figura 3 trás uma representação bidimensional

desse método, onde as partículas em roxo são as que estão nas células adjacentes à

da partícula i (em vermelho), e portanto, serão as únicas verificadas. Essa aborda-

gem reduz significativamente o número de comparações necessárias, resultando em

uma complexidade computacional O(N) (HARADA; KOSHIZUKA; KAWAGUCHI,

2007).

• Árvores de busca espacial: estruturas como árvores k-D e octrees são utilizadas

para particionar o espaço de forma hierárquica, permitindo buscas eficientes de

vizinhos próximos. Essa abordagem é particularmente eficaz para distribuições não

uniformes de partículas e pode ser adaptada para diferentes escalas de suavização

(DESBRUN; CANI, 1996).

• Algoritmos baseados em ordenação espacial: técnicas como a curva de Hilbert

ou Z-order utilizam funções de ordenação espacial para mapear posições tridimen-

sionais em índices unidimensionais, preservando a localidade espacial. Partículas

próximas no espaço tendem a ter índices próximos, facilitando a identificação de

vizinhanças (DEHNEN; ALY, 2012).
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hpi

Figura 3 – Representação bidimensional do modelo de vizinhança de células ligadas.
Fonte: Do autor.

A escolha do algoritmo de busca de vizinhos depende de diversos fatores, incluindo

a arquitetura computacional disponível (CPU ou GPU), a distribuição espacial das par-

tículas e as características específicas do problema. Em implementações modernas em

GPU, o método de células ligadas é frequentemente preferido devido à sua simplicidade

e eficiência em arquiteturas paralelas (HARADA; KOSHIZUKA; KAWAGUCHI, 2007).

A implementação eficiente de algoritmos de busca de vizinhança é uma área de

pesquisa no campo do SPH, com desenvolvimentos focados na otimização para arquitetu-

ras heterogêneas e na redução dos requisitos de memória, especialmente para simulações

de alta resolução (VIOLEAU, 2012).

2.2.4 Tratamento de Fronteiras

O tratamento adequado das condições de contorno representa um dos principais

desafios na implementação do método SPH. Diferentemente dos métodos baseados em

malha, onde as fronteiras são definidas explicitamente pela geometria da malha, no SPH

as interações entre partículas de fluido e fronteiras precisam ser formuladas de maneira

especial (LIU; LIU, 2010).

A escolha de um método adequado depende das características específicas do pro-

blema, como a complexidade geométrica da fronteira, a natureza das condições de con-
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torno desejadas e os requisitos de precisão e eficiência computacional. Alguns métodos

comumente utilizados no tratamento de fronteiras são descritos a seguir.

2.2.4.1 Partículas fictícias (dummy particles)

Neste método, diversas camadas de partículas fictícias são posicionadas ao longo

da fronteira para representar contornos sólidos, como pode ser visto na Figura 4. Essas

partículas (representadas em vermelho na figura) participam do processo de interpolação

e contribuem para as somas SPH, mas suas posições e propriedades são prescritas para

garantir as condições de contorno desejadas, como não-escorregamento ou escorregamento

livre (MONAGHAN, 2012). Esse método é relativamente simples de implementar, especi-

almente para geometrias regulares, mas pode exigir um grande número de partículas para

representar contornos complexos.

Partículas fictícias

Superfície de contorno

Partículas de fluido

h

Figura 4 – Tratamento de fronteiras pelo método de partículas fictícias. Fonte: Do autor.

2.2.4.2 Partículas fantasma (ghost particles)

Este método opera criando "imagens espelhadas"das partículas de fluido do outro

lado da fronteira. Quando uma partícula de fluido se aproxima de uma fronteira, uma

partícula fantasma é criada em posição simétrica em relação ao contorno, com propri-

edades determinadas para impor a condição de contorno desejada. Para condições de

não-escorregamento, por exemplo, a partícula fantasma recebe velocidade oposta à partí-
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cula real (TAKEDA; MIYAMA; SEKIYA, 1994). A Figura 5 ilustra o método, mostrando

que somente partículas a uma distância mínima h da superfície são espelhadas. Essa

abordagem é particularmente eficaz para fronteiras planas e curvas simples.

Partículas fantasma

Superfície de contorno

Partículas de fluido

h

Figura 5 – Tratamento de fronteiras pelo método de partículas fantasma. Fonte: Do autor.

2.2.4.3 Método da penetração

Proposto por Sheikh, Qiu e Ahmadipur (2021), esse método baseia-se na condição

de penetração parcial das partículas de fluido na fronteira. Ao contrário do método de

partículas fictícias, aqui há a necessidade de adicionar somente uma fileira de partículas

fictícias na superfície de contorno, sendo que essas partículas não participam do processo

de interpolação do SPH.

Uma zona de borda com altura ddummy é estabelecida perto da superfície de con-

torno, como ilustrado na Figura 6. Ao detectar que uma partícula adentrou essa área, o

método calcula as forças normais e tangenciais associadas à interação da partícula com a

fronteira. A força de contato normal à superfície de contorno depende da magnitude da

penetração, enquanto a força tangencial é calculada com base no deslocamento relativo

da partícula em relação à fronteira e limitada por uma condição de atrito. Esse método é

eficaz para modelar interações complexas entre fluidos e estruturas, especialmente quando

o comportamento friccional é importante.

2.2.4.4 Método do momento

O algoritmo, apresentando também por Sheikh, Qiu e Ahmadipur (2021), baseia-

se na transferência de momento entre as partículas do fluido e a superfície de contorno,
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Partículas fictíciasSuperfície de contorno

Partículas de fluido

Zona de contorno

ddummy
dfluid

Figura 6 – Tratamento de fronteiras pelo método da penetração/momento. Fonte: Do
autor.

possuindo uma configuração de partículas fictícias semelhante ao método da penetração.

A força normal é determinada da seguinte forma:

F n
i =

2miβ
′(1− ζ)Δvn

i

Δt
(2.16)

onde mi representa a massa da partícula, β′ =
ddummy

dfluid
, sendo dfluid a distância

perpendicular da partícula de fluido à superfície de contorno, enquanto ddummy = h cor-

responde à espessura da região de contorno; ζ é o coeficiente de amortecimento que regula

a dissipação de energia durante o contato; Δvn
i = (Δvi · n)n indica o componente nor-

mal da velocidade relativa, com n sendo o vetor normal à superfície e Δvi = vw − vi a

velocidade relativa da partícula em relação à borda, e Δt representa o intervalo de tempo.

A força tangencial é determinada por:

F t
i =

2miΔvt′

i

Δt
(2.17)

onde Δvt′

i é a componente tangencial modificada da velocidade relativa, ajustada

para considerar o atrito. Esse componente é definido por:

Δvt
i = Δvi −Δvn

i (2.18)

Δvt′

i =











ξ
|F n

i
|

|F t
i

|
Δvt

i , |F
t
i | > ξ|F n

i |

Δvt
i , caso contrário

(2.19)
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onde ξ é o coeficiente de atrito entre a partícula e a superfície.

Dessa forma, a equação final para o cálculo das forças da superfície sobre a partícula

é definida por:

Fi =

































F n
i + F t

i Δdn
p > 0

0 caso contrário
vi · n < 0

0 caso contrário

(2.20)

onde Δdn
p = ddummy − dfluid.

Essa formulação permite controlar com precisão tanto a elasticidade do contato

quanto o comportamento friccional, sendo particularmente adequada para simulações que

envolvem materiais granulares e fluxos de rejeitos sobre superfícies com diferentes caracte-

rísticas de rugosidade. O método tem-se mostrado robusto na representação de fenômenos

como avalanches, colapsos de colunas granulares e escoamentos sobre topografias comple-

xas, principalmente por capturar adequadamente a influência do atrito basal na dinâmica

geral do fluxo (SHEIKH; QIU; AHMADIPUR, 2021).

2.2.5 Modelagem de Fluidos Não-newtonianos

A capacidade de modelar comportamentos reológicos complexos é uma das vanta-

gens significativas do método SPH em relação a outras técnicas numéricas. Para incorpo-

rar comportamentos não-newtonianos no framework SPH, o termo viscoso na equação de

conservação da quantidade de movimento é modificado para refletir a relação constitutiva

específica do fluido (HOSSEINI; MANZARI; HANNANI, 2007).

2.2.5.1 Fundamentos da reologia de fluidos

Reologia é a área da física que analisa a deformação e a fluidez de materiais,

examinando a conexão entre a tensão imposta, a consequente deformação e o tempo

(BARNES; HUTTON; WALTERS, 1989). Esta ciência é fundamental para compreender

o comportamento dos mais diversos materiais, desde fluidos simples como a água até

substâncias complexas como os rejeitos de mineração, polímeros fundidos e suspensões

coloidais.

No contexto da simulação de fluxos de rejeitos de mineração, é fundamental ca-

racterizar reologicamente esses materiais com precisão para prever corretamente seu com-

portamento quando liberados após o rompimento de uma barragem (BOGER, 2013). A

complexidade no comportamento desses rejeitos resulta de sua natureza multifásica, com-

posta por partículas sólidas de tamanhos e formas variados suspensas em água, muitas
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vezes contendo minerais argilosos que conferem propriedades viscoelásticas ao material

(KOSSOFF et al., 2014).

Para fluidos newtonianos, o tensor de tensão de cisalhamento pode ser expresso

como:

τ = 2µD (2.21)

onde D é o tensor taxa de deformação e µ é a viscosidade dinâmica constante.

Um fluido é classificado como newtoniano se houver uma relação linear entre a tensão

de cisalhamento (τ) e a taxa de deformação (γ̇), com a viscosidade (µ) atuando como a

constante que proporcionaliza essas quantidades (WHITE; MAJDALANI, 2006).

2.2.5.2 Fluidos não-newtonianos e sua aplicação aos rejeitos de mineração

Diferentemente dos fluidos newtonianos, os fluidos não-newtonianos apresentam

relações não lineares entre tensão de cisalhamento e taxa de deformação, podendo ainda

exibir dependência temporal. A viscosidade aparente (η) desses fluidos depende da taxa

de cisalhamento e, em certas situações, varia também com o histórico de deformação

(CHHABRA; RICHARDSON, 2008).

Os rejeitos de mineração são tipicamente caracterizados como fluidos não-newtonianos,

cujo comportamento é fortemente influenciado por sua concentração volumétrica. À me-

dida que a concentração de sólidos aumenta, a taxa de cisalhamento diminui, resultando

em um aumento da viscosidade aparente do material (CHáCARA; FILHO, 2021). Essa

relação entre concentração e propriedades reológicas é fundamental para a modelagem

adequada do fluxo de rejeitos em diferentes condições.

Dentre os diversos modelos reológicos disponíveis para caracterizar fluidos não-

newtonianos, o modelo de Bingham tem-se mostrado particularmente adequado para re-

presentar o comportamento dos rejeitos de mineração (YU; TANG; CHEN, 2020). Este

modelo representa materiais que exibem uma tensão de escoamento definida (τY ), abaixo

da qual se comportam como sólidos rígidos:

τ =











2αµ, se |D| ≤ τY

2αµ
(

τY

|D|
+ 2µ

)

D, se |D| > τY

2αµ

(2.22)

onde α é um fator de regularização (tipicamente α = 100) que aproxima o com-

portamento sólido por um fluido altamente viscoso quando a tensão está abaixo do limite

de escoamento.



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 32

2.2.5.3 Implementação em SPH

No contexto do SPH, o tensor taxa de deformação para a partícula i pode ser

calculado como:

∇v =













vij ·
rij,x

|rij|

vij ·
rij,y

|rij|

vij ·
rij,z

|rij|













(2.23)

D =
∇v + (∇v)T

2
=











∇v0,0
∇v0,1+∇v1,0

2

∇v0,2+∇v2,0

2

∇v0,1+∇v1,0

2
∇v1,1

∇v1,2+∇v2,1

2

∇v0,2+∇v2,0

2

∇v1,2+∇v2,1

2
∇v2,2











(2.24)

onde vij = vi − vj e rij = ri − rj.

O segundo invariante do tensor taxa de deformação, essencial para muitos modelos

não-newtonianos, é obtido por:

|Di| =
√

∑

i,j

DijDij (2.25)

Por fim, o cálculo da força de viscosidade é dado por:

Fvisc =
∑

j

mj

τ · ri−rj

|ri−rj |

ρj

· ∇2Wviscosity(|ri − rj|, h) (2.26)

Além do modelo de Bingham, outros modelos reológicos que podem ser implemen-

tados no SPH incluem:

2.2.5.3.1 Modelo power-law (Ostwald-de Waele)

Nesse modelo, a tensão de cisalhamento é dada por:

τ = 2µ|D|K−1D (2.27)

onde K é o parâmetro de comportamento do fluido. Caso K < 1, o fluido é

pseudoplástico (shear-thinning), o que significa que sua viscosidade diminui conforme a

taxa de cisalhamento aumenta (quanto mais o fluido é "pressionado", mais facilmente ele

se desloca). Quando K > 1, o fluido se comporta como dilatante (shear-thickening), ou

seja, é um tipo de fluido onde a viscosidade aumenta com a taxa de cisalhamento aplicada.

Já para K = 1, o fluido se caracteriza como newtoniano.
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2.2.5.3.2 Modelo de Herschel-Bulkley

Esse modelo é uma generalização que combina comportamento plástico com de-

pendência não linear da taxa de deformação:

|D| ≤
τY

2αµ
→ τ = 2αµD (2.28)

|D| >
τY

2αµ
→ τ =

(

τY

|D|
+ 2µ|D|K−1

)

D (2.29)

O modelo de Herschel-Bulkley abrange tanto o modelo de Bingham (quando K =

1) quanto o modelo Power-Law (quando τY = 0), sendo também aplicável à modelagem de

rejeitos de mineração em determinadas condições (HOSSEINI; MANZARI; HANNANI,

2007).

A implementação desses modelos no SPH requer cálculos adicionais em cada passo

de tempo para determinar o valor da viscosidade aparente para cada partícula, com base

em seu estado de deformação local e sua concentração volumétrica. Essa viscosidade

aparente é, então, usada para calcular as forças viscosas entre partículas, permitindo

a representação adequada do comportamento complexo dos rejeitos durante eventos de

rompimento de barragens.
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3 Trabalhos Correlatos

Neste capítulo, são apresentados alguns trabalhos relacionados à simulação de

fluxo de rejeitos de mineração e ao rompimento de barragens. Cada trabalho contribui

com aspectos específicos relevantes para a presente pesquisa, seja na representação da

topografia, na modelagem das propriedades reológicas dos rejeitos ou na validação dos

resultados com dados históricos.

Yu, Tang e Chen (2020) desenvolveram um modelo tridimensional baseado no

método dos volumes finitos (FVM) para simular o fluxo de rejeitos após rompimentos de

barragens. Os autores integraram o modelo reológico de Bingham-plástico às equações de

Navier-Stokes, implementando o método VOF (Volume of Fluid) para tratar a interação

entre rejeitos e ar. Para representar a topografia, utilizaram dados de elevação digital

(MDE) de alta resolução provenientes de sensoriamento remoto, processados através de

sistemas de informação geográfica (SIG) para gerar a malha computacional com elevações

precisas. Ao aplicar o modelo aos rompimentos das barragens do Feijão (Brumadinho)

e A’xi (China), demonstraram que a calibração adequada dos parâmetros reológicos é

essencial para reproduzir precisamente tanto a velocidade do fluxo quanto a área atingida,

validando seus resultados contra dados observacionais pós-ruptura.

Wang et al. (2018) propuseram uma metodologia baseada em uma abordagem la-

grangiana, que combina o Modelo Digital de Superfície (MDS) com o método SPH para

simular o fluxo de rejeitos. Os autores utilizaram dados topográficos obtidos por sensoria-

mento remoto via satélite, especificamente imagens MDS com resolução espacial de 30 m,

convertendo-os em uma representação compatível com SPH através de um algoritmo que

transforma a superfície contínua em um conjunto discreto de partículas de fronteira. Essa

conversão permite a simulação de interações entre o fluido e a topografia complexa den-

tro do framework SPH. Aplicando esta metodologia ao desastre da barragem do Fundão

em Mariana, os autores conseguiram reproduzir com notável precisão a extensão da área

atingida, embora tenham simplificado a reologia dos rejeitos, tratando-os como fluido de

densidade uniforme.

Machado (2017) realizou um estudo pioneiro de retroanálise do rompimento da

barragem do Fundão, comparando modelos unidimensionais (1D) e bidimensionais (2D)

implementados nos softwares HEC-RAS e FLO-2D. Para a representação topográfica,

a autora utilizou dados de elevação provenientes de múltiplas fontes, incluindo levanta-

mentos aerofotogramétricos e modelos digitais de terreno pré-existentes, com resolução

espacial adaptada às características do vale a jusante da barragem. O trabalho avaliou

diferentes hipóteses de formação da brecha e volumes de rejeitos liberados, demonstrando
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que modelos bidimensionais foram significativamente mais precisos na representação da

extensão da área afetada, especialmente em regiões topograficamente complexas. Uma

contribuição metodológica importante foi a adaptação dos parâmetros de rugosidade e

turbulência para representar adequadamente o comportamento não-newtoniano dos rejei-

tos, mesmo em softwares originalmente desenvolvidos para fluxos convencionais.

O presente trabalho se posiciona na interseção destas abordagens, propondo a uti-

lização do método SPH com suas vantagens inerentes na representação de superfícies livres

e grandes deformações, integrado a modelos reológicos não-newtonianos, calibrados para

representar o padrão de escoamento dos rejeitos observados em dados reais dos acidentes

de Mariana e Brumadinho. Diferentemente de Yu, Tang e Chen (2020), que utilizaram o

método FVM, esta pesquisa explora as capacidades da abordagem lagrangiana do SPH,

potencialmente mais adequada para lidar com as grandes deformações características de

fluxos de rejeitos. Em comparação com Wang et al. (2018), o presente trabalho busca

incorporar modelos reológicos mais sofisticados, indo além da representação simplificada

dos rejeitos como fluido de densidade uniforme. Seguindo a linha de validação de Machado

(2017), busca-se comparar os resultados com dados históricos dos acidentes de Mariana

e Brumadinho, permitindo avaliar a precisão e aplicabilidade do método proposto para

condições reais.

A integração entre um método numérico robusto para superfícies livres (SPH),

modelos reológicos validados e dados topográficos precisos, com validação contra casos

reais documentados, representa uma contribuição para o campo da modelagem de flu-

xos de rejeitos de mineração, com potenciais aplicações práticas na avaliação de riscos e

planejamento de emergências.
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4 Desenvolvimento

Este capítulo apresenta o desenvolvimento de um modelo computacional para si-

mular o fluxo de rejeitos de mineração decorrentes do rompimento de barragens, baseado

no método da Hidrodinâmica de Partículas Suavizadas (SPH). O modelo proposto busca

representar com precisão as características dos rejeitos de mineração, que apresentam

comportamento não-newtoniano, e sua interação com diferentes topografias. As princi-

pais características desse modelo são descritas a seguir.

4.1 Inicialização do Modelo

O processo de inicialização do modelo de simulação é fundamental para garantir

a estabilidade e precisão dos resultados. Este processo envolve a definição de diversos

parâmetros físicos e geométricos que caracterizam tanto o fluido quanto o domínio com-

putacional onde a simulação será executada.

A primeira etapa consiste na definição de uma região no espaço de simulação que

representará a área inicial de concentração do fluido. Em seguida, estabelece-se o espa-

çamento inicial das partículas (dp), parâmetro crucial que determina a resolução espacial

da simulação e influencia diretamente tanto o número total de partículas, quanto o custo

computacional associado. A partir deste espaçamento, estabelece-se o raio de influência

das partículas (h = 1.2dp), de acordo com Sheikh, Qiu e Ahmadipur (2021). Uma vez

estabelecidos esses parâmetros, procede-se à distribuição das partículas no domínio com-

putacional, seguindo um padrão uniforme na região previamente designada.

Paralelamente à definição geométrica, são estabelecidos os parâmetros físicos do

fluido, como o volume total e a densidade de repouso (ρ0). Esses valores são utilizados

para calcular a massa de cada partícula (m), de acordo com a equação:

m =
ρ0 · Vtotal

N
, (4.1)

onde Vtotal representa o volume total do fluido e N é o número total de partículas.

4.2 Modelagem da Topografia e Tratamento de Fronteiras

Para obter representações detalhadas do terreno nas regiões de interesse, foram

utilizados dados topográficos reais. Para isso, foi empregado o modelo digital de elevação

(MDE) global, da Missão Topográfica de Radar Embarcado (SRTM), realizada pela NASA

em 2000, com precisão aproximada de 30 metros. Uma limitação desse modelo é que o
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radar registra o nível da água no instante da coleta, mas não a forma da calha abaixo,

além de não distinguir entre as áreas circundantes do curso d’água e o próprio nível da

água, em função da resolução (FARR et al., 2007). Por isso, é imprescindível fazer ajustes

manuais para identificar a calha submersa nos locais onde há rejeitos e gerir as áreas

adjacentes a corpos d’água.

O processo de modelagem da topografia consiste, então, na criação de uma malha

tridimensional da região para fins de visualização e da inicialização de partículas fictícias

para o tratamento de fronteiras.

Para este trabalho, optou-se pelo uso do método do momento. Esse método apre-

senta duas vantagens significativas em relação aos demais, que fundamentaram sua es-

colha. A primeira refere-se ao menor custo computacional em comparação ao método de

partículas fictícias, decorrente da necessidade reduzida de partículas, as quais não parti-

cipam do processo de interpolação. Ademais, considerando que as fronteiras abordadas

neste estudo são sólidas e indeformáveis, este método mostra-se mais simplificado em re-

lação ao método de penetração, eliminando a necessidade de tratamento da elasticidade

do material na superfície.

Dessa forma, conforme o método escolhido, as partículas fictícias são distribuí-

das ao longo da superfície do contorno, respeitando a topografia e o espaçamento inicial

definido anteriormente.

4.3 Processamento Paralelo na GPU

O modelo foi implementado mediante o uso de shaders computacionais, que ex-

ploram eficientemente a arquitetura altamente paralela das GPUs – dispositivos tradici-

onalmente dedicados a tarefas gráficas – para executar processamentos diversos de dados

com desempenho superior.

Para a representação dos dados da simulação, foram utilizadas texturas bidimen-

sionais para cada quantidade física, com cada pixel correspondendo a uma partícula. O

paralelismo da GPU possibilita que os cálculos de forças, densidades e velocidades para mi-

lhares de partículas sejam realizados simultaneamente, reduzindo drasticamente o tempo

de processamento.

O processamento foi dividido em diversos módulos computacionais, com cada um

sendo implementado em um shader especializado, responsável por uma fase distinta da

simulação, como a identificação de vizinhanças (geração do balde), cálculo de densidade

e avaliação de forças e advecção. A representação desses módulos, junto com o fluxo de

dados entre eles, é ilustrada no diagrama da Figura 7.
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Geração do Balde

Cálculo da Densidade

Atualização da Velocidade
e Posição

Posição (1)

Balde

Densidade

Velocidade (1)

Velocidade (2)Posição (1)

Figura 7 – Diagrama de fluxo de um passo de tempo. Elipses azuis representam as opera-
ções (shaders) e retângulos laranjas os dados (texturas). Fonte: Adaptado de
(HARADA; KOSHIZUKA; KAWAGUCHI, 2007)

4.3.1 Shader de Geração do Balde

Para gerenciar as vizinhanças na simulação, adota-se uma versão adaptada do mo-

delo proposto por Harada, Koshizuka e Kawaguchi (2007), otimizada para execução em

GPU. O modelo é fundamentado no método de células ligadas descrito na Seção 2.2.3.

Cada célula armazena referências às partículas contidas nela, permitindo consultas de

vizinhança eficientes durante as etapas subsequentes. O tamanho das células é definido

com base no raio de influência das partículas, garantindo que apenas as células adjacentes

precisem ser verificadas ao calcular interações entre partículas. Esse método reduz a com-

plexidade computacional da busca de vizinhos de O(N2) para O(N), tornando possíveis

simulações com grande quantidade de partículas em tempo real.

A estrutura de dados selecionada para representar esta grade consiste em um sis-

tema de baldes (bucket), no qual cada valor representa uma célula que armazena uma
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lista de índices de partículas. Na versão original do modelo, uma textura era empregada

para guardar essa estrutura, restringindo o número de partículas por célula a quatro, uma

para cada componente (vermelho, verde, azul e transparência). Neste trabalho, é empre-

gado um buffer achatado em uma dimensão, que possibilita ajustar o número máximo de

partículas por célula (maxParticulaCelula), limitado apenas pela memória disponível na

GPU.

O pseudocódigo de geração de um balde é apresentado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Geração do Balde
Entrada: conjunto de partículas, N , rmin, rmax, b

Saída: balde (B)

1 início

2 B ← inicializaBalde(N)

3 para cada partícula i faça

4 ci ← interpolacao(pi, rmin, rmax, b)

5 para cada k < maxParticulaCelula faça

6 se B[ci][k] == N então

// Inserção bem-sucedida

7 B[ci][k]← i

8 parar

9 fim

10 fim

11 fim

12 fim

O processo de criação do balde começa com a inicialização do balde com N em

todas as posições (linha 2 do pseudocódigo). Em seguida, é realizado o processamento de

cada partícula do conjunto, que consiste em interpolar a posição da partícula na grade

(linha 4) e, em seguida, encontrar um local disponível para armazenar seu índice (linhas

5 a 9). A interpolação da posição de uma partícula na grade é definida pela seguinte

expressão:

ci =











rix−rmin,x

rmax,x−rmin,x
· bx

riy−rmin,y

rmax,y−rmin,y
· by

riz−rmin,z

rmax,z−rmin,z
· bz











(4.2)

onde ci representa a coordenada da célula na grade que contém a partícula i, rmin

e rmax são os limites mínimos e máximos, respectivamente, do domínio de simulação em

cada eixo e b são as dimensões do balde.

O tamanho do buffer depende principalmente de dois parâmetros: o espaçamento
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inicial, que define as dimensões da grade, e o limite máximo de partículas por célula. Esses

valores são ajustados para cada situação particular. Se o espaçamento for excessivamente

reduzido e o número máximo de partículas por célula não for suficientemente grande,

algumas partículas podem não caber no balde, resultando em falhas na simulação. Se

forem excessivamente grandes, pode ocorrer falta de memória na placa de vídeo.

4.3.2 Shader de Cálculo da Densidade

Para determinar a densidade de cada partícula, é necessário resolver a Equação

2.4. O pseudocódigo desse processo é apresentado no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Cálculo da Densidade
Entrada: conjunto de partículas, N , rmin, rmax, b, B

Saída: densidade de cada partícula

1 início

2 para cada partícula i faça

3 ρi ← 0

4 ci ← interpolacao(pi, rmin, rmax, b)

5 para cada −1 ≤ x′, y′, z′ ≤ 1 faça

6 para cada k < maxParticulaCelula faça

7 j ← B[ci + (x′, y′, z′)][k]

8 se j == N então

// Chegou ao fim da lista

9 parar

10 fim

11 se j é uma partícula de fluido então

12 ρi ← ρi + mi ·Wpoly6(ri − rj)

13 fim

14 fim

15 fim

16 fim

17 fim

Inicialmente, as partículas vizinhas de uma partícula i são identificadas através

do buffer de balde gerado. Esse processo consiste em interpolar novamente a posição da

partícula na grade (linha 4 do pseudocódigo) para determinar as células vizinhas (laço

da linha 5) e as partículas j presentes nessas células (laço da linha 6). Caso a partícula

j seja uma partícula de fluido, sua influência na densidade da partícula i é então obtida

pela soma ponderada da sua massa (linhas 11 a 13).
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4.3.3 Shader de Atualização da Velocidade e Posição

O processo de atualização da velocidade e posição das partículas envolve o cál-

culo das forças atuantes e a integração temporal das equações de movimento, conforme

apresentado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Atualização da Velocidade e Posição
Entrada: conjunto de partículas, N , rmin, rmax, b, B

Saída: posição e velocidade atualizada para cada partícula

1 início

2 para cada partícula i faça

3 pi ← k · (ρi − ρ0)

4 F p
i , F v

i , F f
i ← 0

5 ci ← interpolacao(pi, rmin, rmax, b)

6 para cada −1 ≤ x′, y′, z′ ≤ 1 faça

7 para cada k < maxParticulaCelula faça

8 j ← B[ci + (x′, y′, z′)][k]

9 se j == N então

// Chegou ao fim da lista

10 parar

11 fim

12 se j é uma partícula fictícia então

13 dfluid ← ri − rj

14 Δdn
p ← ddummy − dfluid

15 se Δdn
p > 0 e vi · n < 0 então

16 F f
i ← F f

i + calcularForcaFronteira(vi, dfluid)

17 fim

18 fim

19 senão

20 pj ← k · (ρj − ρ0)

21 F p
i ← F p

i + calcularForcaPressao(|ri − rj|, pi, pj)

22 F v
i ← F v

i + calcularForcaViscosidade(|ri − rj|, |vi − vj|, ρj)

23 fim

24 fim

25 fim

26 ai ← g +
mi·(F

p
i

+F v
i )

ρi
+ F f

i

27 v′
i ← vi + ai ·Δt

28 r′
i ← ri + vi ·Δt

29 fim

30 fim
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Esse processo começa com o cálculo da pressão de cada partícula (linha 3), com

base na equação de estado (2.10), e a inicialização dos seus vetores de força (linha 4). A

busca por partículas vizinhas utiliza o mesmo método empregado no cálculo da densidade,

percorrendo o buffer de balde para identificar as partículas dentro do raio de influência

(linhas 5 a 11).

Para o cálculo da força de interação com a fronteira, é calculada a distância da

partícula de fluido i à partícula fictícia j e verificado se houve a penetração na área de

contorno (linhas 13 a 15). A função calcularForcaFronteira implementa as Equações 2.16 e

2.17, usando a posição e a velocidade da partícula i juntamente com a posição da partícula

fictícia j, e calcula as forças normais e tangenciais que resultam da interação de i com j

(linha 16).

A função calcularForcaPressao aplica a Equação 2.9, aceitando como entradas a

distância entre as partículas de fluido i e j juntamente com suas respectivas pressões, com

o objetivo de determinar a força de pressão que j exerce sobre i (linhas 20 e 21).

A função calcularForcaViscosidade implementa as Equações 2.24, 2.25 e 2.22 para

determinar a taxa de cisalhamento e utiliza a Equação 2.26 para calcular a força de

viscosidade que a partícula de fluido j exerce sobre i (linha 22). Os parâmetros de entrada

são a distância entre i e j, a velocidade relativa de i em relação a j, e a densidade de j.

Após o cálculo das forças, a aceleração calculada a partir da Equação 2.8 (linha

26), e em seguida, a velocidade é atualizada e armazenada em uma textura de velocidade

(linha 27). Por fim, a posição é obtida por meio de uma integração explícita de Euler,

resultando em uma nova posição r′
i, que é registrada em uma textura de posição (linha

28). Embora existam métodos de ordem superior, eles não foram adotados, pois não se

observou nenhum problema de estabilidade.

O modelo foi desenvolvido usando a engine de jogos Unity, que disponibiliza

uma API para implementar shaders computacionais de forma mais conveniente e pos-

sui ferramentas que facilitaram a renderização das partículas de fluido e da topografia.

O código-fonte completo do modelo computacional desenvolvido neste trabalho está dis-

ponível em um repositório público no GitHub, acessível pelo endereço: <https://github.

com/leandro-barcelos/SPH-TailingsDamFailure>.
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5 Experimentos e Resultados

O objetivo dos experimentos realizados nesta pesquisa é validar a qualidade do

modelo implementado em representar adequadamente o fluxo de rejeitos de mineração

decorrentes do rompimento de barragens. Inicialmente, são apresentados os dados topo-

gráficos utilizados, assim como os parâmetros definidos. Em seguida, é realizada uma

análise comparativa, onde o modelo é ajustado e executado para simular o escoamento de

rejeitos em dois casos de estudos: rompimento das barragens de Mariana e Brumadinho.

Os resultados provenientes das simulações são comparados com os dados reais coletados

desses desastres, a fim de avaliar a precisão do modelo na reprodução dos padrões pre-

sentes nos dados. Essa análise dos resultados não apenas permite avaliar a qualidade do

método, mas também evidencia possíveis áreas para melhorar o modelo.

5.1 Cenários de Estudo

5.1.1 Rompimento da Barragem do Fundão (Mariana)

O complexo de mineração em Germano, localizado em Mariana, Minas Gerais,

Brasil, era administrado pela Samarco, uma joint venture entre Vale e BHP Billiton (Fi-

gura 8a). Em 5 de novembro de 2015, a barragem do Fundão, que tinha a função de

armazenar resíduos da extração de ferro, sofreu um colapso estrutural devastador, libe-

rando cerca de 43,7 milhões de metros cúbicos de rejeitos, culminando no maior desastre

envolvendo barragens de rejeitos em termos de volume liberado (ARMADA, 2020).

A corrente de rejeitos inicialmente arrasou o subdistrito de Bento Rodrigues (ver

Figura 8b), resultando em 19 mortos, e prosseguiu ao longo de 600 km até alcançar o

Oceano Atlântico, em 21 de novembro de 2015. O desastre afetou diretamente 39 muni-

cípios ao longo da bacia do Rio Doce, com graves danos ambientais, como destruição de

habitats terrestres e aquáticos, além da contaminação de água e solo. No que se refere

à distância percorrida pelos rejeitos, o desastre de Mariana estabeleceu um novo recorde

mundial, superando em mais de duas vezes o segundo maior incidente desse tipo, ocorrido

na Bolívia em 1996.

5.1.2 Rompimento da Barragem I da Mina Córrego do Feijão (Brumadinho)

O complexo de mineração Córrego do Feijão (Figura 9a) está situado em Brumadi-

nho, no estado de Minas Gerais, Brasil, no alto do vale do rio Paraopeba, e era constituído

por duas barragens de rejeitos, um terminal de carga, um escritório administrativo e uma

pequena linha ferroviária para o transporte de minério de ferro. A barragem de rejeitos I,



Capítulo 5. Experimentos e Resultados 44

a) b)

Figura 8 – Imagem de satélite da área de Mariana: antes (a) e depois (b) do rompimento
da Barragem do Fundão. Fonte: (GOOGLE, 2015)

com uma altura de 86 metros e uma extensão de 720 metros, foi projetada para armazenar

cerca de 12,7 milhões de metros cúbicos de rejeitos provenientes da extração de ferro. Em

25 de janeiro de 2019, essa barragem sofreu uma falha estrutural que resultou em um

colapso catastrófico, provocando pelo menos 232 mortes (ARMADA, 2020).

a) b)

Figura 9 – Imagem de satélite da área de Brumadinho: antes (a) e depois (b) do rompi-
mento da barragem I. Fonte: (GOOGLE, 2018)

De acordo com a pesquisa de campo conduzida por Porsani, Jesus e Stangari

(2019) após o colapso, cerca de 11,7 milhões de m3 de rejeitos foram liberados da barra-

gem, resultando na destruição de prédios administrativos, uma ponte ferroviária e uma

pequena comunidade. Sob a influência da gravidade, os rejeitos se deslocaram por 9 km
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e eventualmente chegaram ao Rio Paraopeba, o principal rio da região. A área a jusante

afetada pelos rejeitos cobriu mais de 2,61 milhões de metros quadrados, conforme medido

por imagens de sensoriamento remoto da área afetada (Figura 9b).

5.2 Configuração dos Experimentos

O espaçamento inicial das partículas e o número máximo de partículas por célula

foram estabelecidos empiricamente para cada caso, garantindo que o tamanho do balde

permanecesse dentro dos limites e evitando falhas na simulação por escassez de espaço

nas células.

Subsequentemente, para a representação topográfica das regiões, foram retirados

os segmentos da base de dados SRTM, relativos às áreas mostradas nas Figuras 8 e

9, e aplicados alguns ajustes nos dados de elevação. No caso da barragem do Fundão,

devido à coleta de dados anterior à construção, não se fez necessário considerar o impacto

do nível dos rejeitos, uma vez que eles não estão presentes. Entretanto, o contorno da

barragem de Santarém foi modificado para resolver problemas causados pela resolução.

Para a barragem I, em Brumadinho, foram exigidos ajustes para eliminar os efeitos do

nível dos rejeitos acumulados e restaurar o perfil original do terreno. As texturas de

elevação para ambos os casos são apresentadas na Figura 10.

a) b)

Figura 10 – Texturas de elevação para as regiões das barragens analisadas: (a) barragem
do Fundão; e (b) barragem I. Fonte: (NASA JPL, 2013)

Os parâmetros dos rejeitos foram ajustados com base em dados reais. O volume

dos rejeitos foi estipulado de acordo com a capacidade total relatada para cada barragem.

Os parâmetros reológicos foram fundamentados em estudos publicados na literatura. Para

a barragem do Fundão, adotou-se os valores determinados a partir dos resultados expe-

rimentais obtidos por Águido et al. (2022), que realizaram testes de abatimento com
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amostras dos rejeitos. Para a barragem I, em Brumadinho, foram aplicados os mesmos

valores utilizados por Yu, Tang e Chen (2020).

Os demais parâmetros foram ajustados experimentalmente para maximizar a preci-

são da área de dispersão dos rejeitos na simulação, buscando aproximar o máximo possível

da área real. A Tabela 1 apresenta os valores dos parâmetros usados no modelo para cada

caso de estudo.

Tabela 1 – Parâmetro utilizados nas simulação de rompimento de barragem.

Parâmetro Barragem do Fundão Barragem I

Distância inicial (dp) 9, 5 m 10 m
Limite de partículas por célula 16 24
Volume total (Vtotal) 6, 2 · 107 m3 1, 27 · 107 m3

Viscosidade plástica (µp) 0, 36 Pa · s 0, 741 Pa · s
Densidade de descanso (ρ0) 2280 kg/m3 1830 kg/m3

Tensão de escoamento (τY ) 56, 34 Pa 59.82 Pa
Constante gasosa (k) 230 Pa ·m3/kg 230 Pa ·m3/kg
Coeficiente de amortecimento (ζ) 0.65 1

As simulações foram executadas em uma GPU RTX 3060 Ti, com 4864 núcleos

CUDA e 8 GB de memória virtual. Para o cenário de Mariana, foram utilizadas 32.163

partículas para representar o fluido e 753.424 partículas fictícias para o tratamento de

fronteiras. Já no cenário de Brumadinho, foram empregadas 13.957 partículas de fluido

e 349.281 partículas fictícias. A quantidade significativa de partículas fictícias em relação

às partículas de fluido reflete a complexidade topográfica das regiões estudadas, sendo

necessárias para assegurar o tratamento adequado das interações fluido-fronteira.

5.3 Análise Qualitativa

As Figuras 11 e 12 apresentam a visualização da propagação do fluxo de rejeitos nos

cenários de Mariana e Brumadinho, respectivamente, em diferentes instantes de tempo.

Observa-se que o modelo capturou adequadamente as principais características do fluxo,

incluindo:

• A formação inicial da onda de rejeitos após o rompimento da barragem

• A canalização do fluxo ao longo dos vales existentes

• O espalhamento do material em regiões de topografia mais plana

• A deposição gradual dos rejeitos à medida que perdem energia cinética
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Velocidade (m/s)
0 3,75 7,5 11,25 15

a) b)

c) d)

Figura 11 – Visualização da propagação do fluxo de rejeitos no cenário de Mariana em
diferentes instantes de tempo: (a) t = 0 s, (b) t = 300 s, (c) t = 900 s, (d)
t = 1800 s. Fonte: Do autor.

c) d)

a) b)

Velocidade (m/s)
0 3,75 7,5 11,25 15

Figura 12 – Visualização da propagação do fluxo de rejeitos no cenário de Brumadinho
em diferentes instantes de tempo: (a) t = 0 s, (b) t = 300 s, (c) t = 1200 s,
(d) t = 2400 s. Fonte: Do autor.
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Ao comparar visualmente com a área medida a partir das imagens de satélite pós-

desastre (Figura 13), percebe-se que o modelo conseguiu reproduzir de forma satisfatória

a extensão da área afetada, bem como os principais canais de escoamento observados nos

eventos reais. No entanto, é notado que, em ambos os cenários, os rejeitos não atingiram a

extensão máxima observada nos dados reais. Os dois principais fatores que podem explicar

esse problema são a resolução da textura de elevação e a quantidade de partículas.

Legenda
Área real destruída pelo rompimento

Área destruída pelo rompimento na
simulação

a) b)

Figura 13 – Comparação entre a área afetada real e a área simulada para: (a) Cenário de
Mariana, (b) Cenário de Brumadinho. Fonte: Do autor.

5.4 Análise Quantitativa

As Tabelas 2 e 3 apresentam uma comparação quantitativa entre os dados reais

observados e os resultados obtidos nas simulações para os cenários de Mariana e Brumadi-

nho, respectivamente. Os dados reais foram obtidos através de medições realizadas sobre

as imagens de satélite pós-rompimento, e só consideraram as áreas usadas na simulação.

Tabela 2 – Comparação entre dados reais e simulados para o cenário de Mariana

Parâmetro Dados reais Simulação Erro (%)
Extensão máxima (km) 10341,74 8860,09 -14,3269
Área afetada (km2) 3,56 3,166 -11,0674

Tabela 3 – Comparação entre dados reais e simulados para o cenário de Brumadinho

Parâmetro Dados reais Simulação Erro (%)
Extensão máxima (km) 8577,5 7103,09 -17,1893
Área afetada (km2) 2,536 2,457 -3,1151

Além da área afetada e da extensão máxima, a velocidade média do fluxo de re-

jeitos também foi coletada, conforme ilustrado nas Figuras 14 e 15. Embora não existam

dados sistemáticos sobre a velocidade dos rejeitos durante os eventos reais para uma
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para Brumadinho, demonstrando a capacidade do modelo em representar a extensão espa-

cial do desastre. A extensão máxima do fluxo, outro parâmetro relevante para delimitação

das áreas de risco, foi simulada com erros de -14,3269% e -17,1893% para Mariana e Bru-

madinho, respectivamente.

Os resultados obtidos indicam que o modelo numérico desenvolvido apresenta boa

concordância com os dados reais, especialmente no que se refere à área total afetada,

parâmetro fundamental para a elaboração de planos de contingência e delimitação de

zonas de autossalvamento em áreas de risco.
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6 Conclusão

Este trabalho apresentou um modelo computacional utilizando o Método de Hi-

drodinâmica de Partículas Suavizadas (SPH) para simular como os rejeitos de mineração

agem durante desastres de rompimento de barragens. O principal objetivo foi elaborar

um modelo que reproduzisse, com precisão adequada, a extensão da área afetada por tais

eventos, a fim de facilitar a criação de planos de contingência e a definição de zonas de

autossalvamento em áreas de risco.

Por meio dos experimentos conduzidos, foi avaliado o desempenho do modelo para

simular esses desastres. Ainda que os valores precisos não tenham sido totalmente al-

cançados, as áreas simuladas proporcionaram uma representação precisa da dispersão

dos rejeitos em comparação com os dados reais, principalmente quanto aos padrões de

escoamento e à distribuição espacial dos rejeitos. Isso destaca a eficácia do método desen-

volvido, que conseguiu representar consistentemente o comportamento do fluxo de rejeitos

em diversos cenários, alterando a topografia e suas características reológicas.

No entanto, certas limitações ainda persistem, principalmente referentes à extensão

máxima do fluxo, que, nas simulações, permaneceu abaixo dos valores observados em

eventos reais. Esses pontos sugerem que o modelo pode ser melhorado para conseguir

uma precisão maior em cenários complexos.

Em síntese, os achados indicam que o modelo proposto é promissor para a simula-

ção do fluxo de rejeitos de mineração decorrentes do rompimento de barragens, permitindo

a criação de cenários mais realistas e apoiando na elaboração de planos de contingência

para tais eventos.

Com base nos resultados alcançados, uma importante área para investigações fu-

turas reside na melhoria da representação das vizinhanças de partículas. A solução atual

demanda alto consumo de memória, o que compromete a precisão da simulação. A imple-

mentação de um algoritmo de compressão na geração de vizinhanças poderia reduzir essa

demanda, permitindo um menor espaçamento inicial entre partículas e, assim, aumentar

a resolução da simulação.

Finalmente, a incorporação de modelos topográficos de maior resolução pode au-

mentar a precisão do modelo no tratamento de fronteiras em topografias mais complexas.

Esses elementos podem permitir uma representação mais detalhada e precisa do compor-

tamento dos rejeitos em diversas circunstâncias.
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