Capitulo IV

Sistemas Mecanicos Submetidos a Forca de Atrito

A andlise de sinais aplicada a sistemas submetidos as forgas de origem eletro-
magnética, de atrito entre superficies, provenientes de folgas mecanicas, caracterizando
excitacdes nao lineares, deve ser capaz de identificar tais excitacdes nao lineares a partir da
medi¢ao da resposta global do sistema.

Nas aplicagdes relacionadas a determinacido da forca de atrito entre duas superficies
nos ensaios de desgaste, a instrumentacéo e a propria maquina de ensaio se comportam como
um sistema submetido a forgas néo lineares.

Aqui é discutida a aplicacdo da metodologia desenvolvida no capitulo anterior, na
andlise de sinais de sistemas nao lineares submetidos a forga de atrito. O uso desta
metodologia permite obter, a partir da resposta total do sistema, as parcelas linear e n&o linear
da forca total de reacdo medida entre o sistema vibratério e um referencial inercial.

Para verificar a viabilidade da metodologia proposta sao realizados ensaios
computacionais e experimentais com um sistema mecanico vibratério simples, submetido a
uma forga de atrito.

A primeira formulagdo para o atrito seco entre duas superficies foi proposta por
Leonardo da Vinci, que indicou haver independéncia da forga de atrito com a area de contato e
uma dependéncia direta com a forca normal entre as superficies. Posteriormente, em 1781,
Coulomb propés uma formulagao na qual é definido um limite maximo para o valor da forga de
atrito estatico entre duas superficies, que ocorre na iminéncia de movimento relativo, e um
valor constante quando ha movimento relativo, com valor inferior ao limite estatico,
independente da velocidade entre as superficies.

Recentemente diversos modelos tém sido propostos para representar a forca de
interagao entre duas superficies. Nestes modelos tém-se incluido a representacdo de efeitos
fisicos ndo previstos na teoria de Coulomb como: a histerese da forga de atrito; a transi¢cao
entre o atrito estatico e o atrito cinematico; forgas proporcionais a velocidade como forgas de
amortecimento viscoso, dos movimentos de adere e desliza conhecidos como “stick-slip”, entre
outros efeitos que podem aparecer no contato entre duas superficies. Tais modelos

apresentam sempre caracteristicas nao lineares que sao formuladas por modelos matematicos
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com multiplas fungdes, cada uma valida em diferentes faixas do dominio, ou com derivadas
descontinuas, ou ainda, fun¢des exponenciais e fungdes maodulo.(McMillan, 1997)

Dois modelos sdo apresentados neste capitulo, o primeiro possui capacidade de
representar a forga de atrito estatico, a forga de atrito cinematico e os efeitos de histerese da
forca de atrito. O segundo modelo adiciona ao primeiro a capacidade de representar o efeito de
amortecimento viscoso inserido por lubrificantes e ainda uma representagado para a transicao

continua entre a forga de atrito estatico e as forgas de atrito cinematico.
4.1 Formulagdo de um sistema vibratoério linear submetido a uma forga nao linear

Um sistema linear de pardmetros constantes, com um grau de liberdade, apresentado

na Figura 4.1, é excitado por uma forga genérica.

l F(t)
AR

k e

Figura 4.1- Sistema linear com um grau de liberdade

Para este sistema temos que a equacédo do movimento é dada por:
mi+cx+kx = F(t) (4.1)

com as variaveis x(t) e F(t) representando a saida de deslocamento e a entrada de forca

do sistema linear. A representacao da equacéo (4.1) no dominio da freqtiéncia é dada por:

(4.2)
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O diagrama de bloco representativo da equagéo (4.2) e portanto do sistema linear da

Figura 4.1 é dado por:

F(1) x(1)

—_— H(f) —

Figura 4.2 - Diagrama de bloco direto de um sistema linear com 1 GDL.

O sistema apresentado na Figura 4.2 e representado na equagao (4.2) é denominado
de sistema direto, pois tem como entrada forca e saida deslocamento. O sistema equivalente e
reverso é obtido quando se impde um deslocamento como entrada e obtém-se forga como

saida. Tal sistema é representado no dominio da freqtiéncia por:

[H(N]F(f)=X(F)

H(f)=[k-m(22f) +ic(22f)] (4.3)

sendo sua representacao grafica feita pelo diagrama de blocos:

x(¢) F(1)

— )

Figura 4.3 - Diagrama de bloco reverso de um sistema com 1 GDL.

O mesmo raciocinio desenvolvido para o sistema linear mostrado anteriormente pode
ser desenvolvido para sistemas nao lineares. Isto €, pode-se representar um sistema nao linear
como o da Figura 4.4 através de um sistema MISO equivalente que segue o mesmo principio

utilizado para os sistemas lineares.
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Figura 4.4- Sistema nao linear genérico de 1 GDL.

Considerando-se o sistema da Figura 4.4, sua equacado do movimento é dada por:

mjé+cx+kx+iaig[(x)=F(t) (4.4)

i=1

onde os efeitos ndo lineares sao representados pelo somatério na equacao (4.4). A
representacdo no dominio da frequéncia deste sistema néo linear é obtida quando se toma a

transformada de Fourier de ambos os lados na equacao (4.4) resultando em:

[H‘(f)]X(f)+§Ai(f)X,.(f)=F(f)

H(f)z[k—m(27zf)2+ic(27zf)}_1 (4.5)
X, (f)=7(g(x))

Novamente pode-se encontrar um sistema reverso onde para um dado deslocamento

imposto obtém-se uma forga como saida. Tal sistema reverso é representado por:
[H (Y] -S40 |=x () o

A representacdo do sistema n&o linear através do diagrama de bloco de um sistema
MISO é dada por:
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Figura 4.5- Representagdo de um sistema nao linear genérico através de um sistema

MISO equivalente.

Pode-se portanto através da teoria de analise de sistemas nao lineares, utilizando a
representacao da Figura 4.5, obter os parametros fisicos do sistema. (Bendat, 1997)

Pode-se utilizar um sistema como o da Figura 4.6 € submetido a uma unica forga nao
linear para demonstrar a aplicabilidade desta metodologia na identificagdo de forgcas nao

lineares em sistemas lineares.

k§ e | eg®

s 7

Figura 4.6 — Sistema de um grau de liberdade (GDL) com excitagao linear e uma forga

nao linear ligada a um referencial inercial.

Para este sistema temos que sua equacao do movimento assim como aquela escrita

para o sistema genérico linear, equacao (4.1), € dada por:

m)'é+cx+kx+ag(x):F(t) 4.7)
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Fazendo a transformada de Fourier de ambos os lados da equacgao (4.7) resulta:
F(f)=[H]X(f)+A(1)7 ((x)) (4.8)

Por consequéncia a representagdo através do diagrama de blocos de um sistema MISO

é dada por:

Sistema linear | Yn(t)
H(f)

Sistema nao linear| V(t)
. A(f)
sem memboria g(x) 0

Figura 4.7 — Representagdo por diagrama de blocos de um sistema MISO para o

sistema néo linear da Figura 4.6.

A analise da Figura 4.7, em conjunto com a analise da equacéao (4.7) e (4.8), permite
verificar a validade metodologia desenvolvida no capitulo anterior, para sistemas vibratorios de

1 GDL submetidos a forgas nao lineares desde que:

4.9)

)
Fainer (1) =4(f)F (2(x))

Deve-se notar no entanto que para o sistema da Figura 4.6 deve-se ter acesso a forga
de excitagdo para se obter as parcelas lineares e ndo linear das forcas atuantes sobre o grau
de liberdade do sistema. Um problema interessante e de grande valor cientifico é a
identificacdo de uma forga nao linear que excita um sistema vibratério qualquer.

Pode-se exemplificar a solugdo deste problema utilizando-se o sistema da Figura 4.8,

onde excita-se o sistema através de uma forga nao linear posicionada no k-ésimo GDL.
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Sistema de n-graus de liberdade
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/ k-€simo grau de liberdade

izt /

primeiro grau de liberdade
x§7
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Figura 4.8 — Sistema vibratério de n GDL com excitagdo nao linear.

Para este sistema a equagao do movimento é dada por:
[m]nxn {X}nxl + [C]nxn {x}nxl +[k]nxn {x}nxl = {F}nxl + {Einear} (41 0)

sendo o vetor {F} o vetor de forgas nao lineares e {F,

linear

}o vetor das forcas lineares.

Utilizando a mesma formulagao escrita até aqui para forgas nao lineares tem-se:

{7}, =141, (=)}, (411

onde a matriz [A] € uma matriz diagonal com elementos ndo nulos somente nas

posicdes correspondentes aos graus de liberdade excitados por forgas nao lineares. Para o

sistema da Figura 4.8, somente a posigao (k,k) tera valor diferente de zero. O mesmo raciocinio

se aplica ao vetor {g(x)} que devera ter somente valores nao nulos nas posi¢des

correspondentes aos GDL excitados por forgcas nao lineares. Deve-se salientar que nao ha
restricdo na formulagao escrita na equacgao (4.11) para sistemas com diversos tipos de funcdes
nao lineares.

Pode-se ainda, para o sistema da Figura 4.8, considerar que as forgas entre o primeiro

grau de liberdade e o referencial inercial sdo variaveis instrumentadas que podem ser medidas
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simultaneamente com os demais graus de liberdade do sistema. Para tal reescreve-se a

equacéao (4.11) como se segue:

(], 48} L], G + R, U = =14, 2 (), + P

14 . 4 (412)
{F;f"@ﬂr} = _[C ]nxn {x}nxl _[k ]nxn {x}nxl
com:
[c']n)("l = [C]nxn _[c”]nxn
[k’]nxn = [k]nxn _[k”]nxn
c] e 0
[e"] =i "
nxn 4.1 3
0 o nxn ( )
k& - 0
[k”]nxn = E . ' ' E
0 - 0]
Isolando-se do lado esquerdo da equagéo (4.12) apenas a forga linear {F,l.nm} tem-se:
[m]nxn {jé}nxl + [C’]nxn {x}nxl + [k’]nxn {x}nxl + [A]nxn {g(x)}nxl = {Einear} (414)

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados da equacéao (4.14) obtém-se:

(FO,. =l (D] XU, L4, 47 (2(5)] (4.15)

nxl

Pode-se analisar em conjunto as equacgoes (4.8) e (4.15), e verificar que o sistema da
equacao (4.15) pode ser representado através de um diagrama de blocos de um modelo MISO

COMO Sse segue:
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Sistema linear | Yn(t)

[H')]

{x(t)} Flinear(t)

Sistema nao linear| v(t)
sem meméaria g(x,) [A()]

Yu(t)

Figura 4.9 - Representacdo por diagrama de blocos de um sistema MISO para o

sistema linear de n GDL da Figura 4.8.

Neste modelo o termo H foi substituido por H’ para diferenciar a fungdo resposta em
freqliéncia do sistema linear da nova resposta em frequéncia representada na equacéao (4.15) e
na Figura 4.9, que ndo inclui os termos de rigidez e amortecimento viscoso k; e cy
respectivamente.

Através da formulagdo para um sistema linear excitado por uma for¢ga nao linear sdo

obtidas as seguintes conclusdes:

— Aforca obtida pela célula de carga colocada entre o sistema e o referencial inercial,

forga atuante em k, e ¢, na Figura 4.8, é a soma da resposta do sistema linear as

excitacdes passadas adicionadas a resposta da for¢a nao linear;

— 0O uso da metodologia permite identificar na resposta do sistema, obtida por meio de
instrumentacido adequada, a forga nao linear real;

— Nao é possivel, sem o conhecimento prévio do modelo da forga nao linear, obter a
funcao resposta em frequéncia de um sistema linear H excitado por uma for¢ca ndo

linear.

As formulagdes mostradas sdo casos particulares da analise de sistemas lineares
submetidos a forcas nao lineares, porém deve-se salientar que tais formulacbes nao sao
especificas para estes casos somente e podem ser generalizadas para qualquer sistema.

Estas formulacbes sdo extremamente Uteis na obtencido da forga de atrito entre dois
corpos como sera mostrado a seguir. Isto é, a partir de modelos de fungdes que representem
as forgas de interagcao entre dois corpos pode-se obter a for¢a de atrito por meio da analise nao
linear de sinais aplicada a sistemas como o da Figura 4.8, desde que nao se pode instrumentar

diretamente a forga de interagéo entre os dois corpos.
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4.2 Modelo adere e desliza ou “stick-slip” para a forga de atrito

Este modelo representa os movimentos de aderéncia, forca de atrito estatico, o
movimento de deslizamento, forca de atrito cinematico, e a histerese da forca de atrito
conforme a Figura 4.10 onde é mostrado um corpo em movimento alternativo sobre uma

superficie fixa.

(a) Aderéncia (b) Aderéncia (¢) Escorregamento (d) Escorregamento (e) Escorregamento
V=0 V=0 V>>0 V>0 V=0
[T 1711 — 77, — z - = =
Inicio do . .
movimento Ciclo de deslocamento alternativo
(i) Escorregamento (h) Escorregamento (g) Escorregamento (f) Aderéncia
V=0 V<0 V<<0 V<0

Tl ST ST e

Figura 4.10- Representacdo da forca de atrito sobre um corpo em movimento

alternativo.

Pode-se definir a fungdo matematica que representa a forca de atrito neste tipo de

movimento como (Laursen & Simo, 1993):

O corpo inicia o movimento e ndo ha deslizamento

Fatrito = Sgn (Vrel )ure/Katrito

O corpo esta em movimento e ha delizamento

F atrito — Sgn (Vrel )F cinemaético (4 1 6)
Us = ure/

O corpo esta em movimento e ndo ha escorregamento apds haver escorregamento

Fatrito =sgn (Vrel )(urel — U )Katrito

A variavel us é definida como o escorregamento entre o corpo e a superficie fixa, tal
variavel ndo é alterada se o corpo esta aderido a superficie fixa. A variavel Ko € definida
como a rigidez de contato tangencial entre as superficies, as variaveis Vv, € U, S80
respectivamente a velocidade e o deslocamento relativo entre os corpos e a variavel Fgnematico
como a forga de atrito cinematica.

Na Figura 4.11 é representado o comportamento do modelo da forga de atrito em

funcdo da velocidade e do deslocamento relativo do contato. Comparando-se a Figura 4.10



135

com a Figura 4.11 pode-se explicar o efeito de histerese do atrito através da energia
armazenada pela mola. Nos instantes de tempo “b”, ’f”, "g” e “i”, o corpo que estava deslizando,
novamente adere na superficie.

Na passagem do estado “f’ para o estado “g” e do estado “” para o estado “b” ocorre
uma transicdo da condigdo de deslizamento para a condigcdo de aderéncia, sendo a energia
armazenada na mola liberada, antes de acumular novamente energia com a inversdo do
sentido da forga de atrito pela inversdao do movimento. Deve-se notar que quando o corpo parte
do repouso nao existe tal energia armazenada na mola, sendo esta diferenca a histerese da
forca de atrito.
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Figura 4.11- Modelo para forga de atrito em funcdo da velocidade e do deslocamento

relativos.

Na Figura 4.12 € mostrado o grafico para a forga de atrito em fungéo da velocidade e do

deslocamento quando o corpo possui um movimento harménico, ou seja x ()= A*sin(w*?).

Nota-se que um aumento da amplitude da velocidade no movimento harménico representa um
aumento da regido em que se prevé aderéncia. Isto €, a velocidade assumira valores maiores
antes de toda energia retida na mola ser liberada e armazenada novamente devido ao atrito
estatico. Conseqlentemente, o tempo para a energia retida na mola ser dissipada e absorvida

novamente, diminui com o aumento da velocidade relativa entre os corpos.
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Figura 4.12- Grafico da forga de atrito em fung¢ado do deslocamento e da velocidade.

Pode-se fazer uma analise da funcado nao linear que define o atrito entre dois corpos
utilizando-se os teorema descrito no item.3.3.1 Nao sera feita a andlise através do teorema
3.3.2 pois como pode ser verificado na equacéo (4.16) a funcdo que define a forga de atrito
entre os dois corpos néo € bijetora o que impede a aplicagao deste teorema.

Na Figura 4.13 sao apresentadas as fungbes densidade probabilidade para o
deslocamento relativo entre dois corpos e para for¢ca de atrito atuante na superficie destes
corpos. Nota-se que para uma entrada de deslocamento do tipo ruido branco com fungéo
densidade probabilidade gaussiana € obtida uma saida claramente n&o gaussiana,

caracterizando o comportamento nao linear da forga de atrito.
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Figura 4.13 — Funcgao densidade probabilidade do deslocamento (F; - azul) e da forga

de atrito (F, - preto)

Pode-se ainda utilizar a fungao densidade probabilidade para avaliar o comportamento
da forga de atrito, identificando a intensidade da ocorréncia de movimentos de adesao e
deslizamento entre as superficies. Na Figura 4.15 é mostrada uma série de fungdes densidade
probabilidade para um sistema de um grau de liberdade, como o da Figura 4.14, com valores
do coeficiente de atrito cinematico variando entre 0.1 e 0.8. Neste sistema a entrada possui

uma funcao densidade probabilidade gaussiana e se caracteriza por ser um ruido branco com

amplitude maxima x, _=5mm e média nula.
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Figura 4.14 — Sistema vibratério de um grau de liberdade com atrito excitado por

deslocamento x(t).
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Figura 4.15 — Fungao densidade probabilidade para a forgca de atrito entre dois corpos,

com coeficientes de atrito cinematico variando entre 0.1 e 0.8.

Nota-se na Figura 4.15 que o aumento do coeficiente de atrito provoca uma diminuicdo

da probabilidade de amostrarmos um ponto da curva da forca de atrito com o0 mesmo valor da
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forgca de atrito cinematico. Tal fato pode ser associado aos momentos estatisticos como a

meédia, o desvio padrao, a “assimetria”’ e a “curtose”, como mostrado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Variagao dos momentos estatisticos com o coeficiente de atrito cinematico.

Coeficiente | Forca de Média Desvio Padrao Assimetria Curtose
de Atrito Atrito : ] =Y\ =y
Cinemético T={xp(x>dx o- /j(x_y)zp(x)dv sj(;) por Kj(a) per
[Newtons]
0.1 9.8 0.0062 9.7321 -0.0011 1.0112
0.2 19.6 -0.0263 19.3847 0.0029 1.0177
0.3 294 -0.1985 28.803 0.0145 1.0323
0.4 39.2 0.0795 38.0460 -0.0042 1.0456
0.5 49 0.7093 47.6459 -0.0273 1.0436
0.6 58.8 1.1970 57.1118 -0.0440 1.0481
0.7 68.6 -1.1847 66.4271 0.0328 1.0509
0.8 78.4 -0.1808 74.6434 -8%10° 1.0770

Para este sistema de um grau de liberdade, onde a for¢ca de atrito foi modelada pela
equacao (4.17), o desvio padrao é proporcional ao valor da forga de atrito cinematico. A média
nao sofre variagao significativa desde que a fungéo néo linear definida na equacao (4.16) nao
adiciona um nivel DC a entrada do sistema, portanto, para uma entrada com média nula
teremos uma saida também com média nula. A “assimetria”, que verifica a simetria da fungao
densidade probabilidade, e a “curtose” que representa a agudeza dos picos da fungéo

densidade probabilidade, ndo apresentaram variagoes significativas nas simulagdes.

Fatrito =m * g * lucinemu'tico (41 7)

Pode-se analisar as fungcbes densidade probabilidade mostradas na Figura 4.15 e os
dados da Tabela 4.1 calculando analiticamente a fungdo densidade probabilidade de uma
funcado “CLIPPED”, desde que o atrito se comporta como esta fungao, quando comparado ao
deslocamento relativo entre as superficies. Tal fungdo “CLIPPED” possui a seguinte formulagao

matematica:
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k*x, |x| <A4
A
y:g(x): A’ xZ; (418)
—A, x < é
k
A derivada de g(x) em relagao a x é dada por:
p k,|x S%
a _ (4.19)
dx A
0, x| >—
k

Pode-se verificar que a fungao descrita na equagéao (4.18) nao é bijetora uma vez que:

y|£A

_
X = ko

. (4.20)
x ndo ¢ definido para | y| > A

Tal caracteristica impede o uso do teorema descrito no item 3.3.2.

A funcdo densidade probabilidade de g(x) para uma entrada x com distribuicdo

gaussiana pode ser obtida da relagio:

p(y)=p(g(x)=" %%x) = p(%'(x)) (4.21)

onde:

L 7 (4.22)

de onde se obtém:
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p(y)=p(y)= P || < 4
p(y)=a*s(y—A) y=A4 (4.23)
pz(y)za*§(y+A) y=—A4
com
® %
a:_[p(x)dx 1-2*a = I p(x)dx (4.24)
% %

Nota-se nas equacdes (4.23) e (4.24) que ndo existe probabilidade de y > A ocorrer.

Isto é, p(y)=0 para y> 4.

Uma vez definida a fung¢ado densidade probabilidade da fungdo g(x) , mostrada na Figura

4.16, pode-se calcular os momentos estatisticos conforme mostrado nos itens seguintes.

p(x)

Figura 4.16- Fungao densidade probabilidade de uma fungéo “CLIPPED”.
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4.2.2 Calculo da media para fung¢ao nao linear do atrito

A média é definida como: (Bendat & Piersol, 1986)

1, =E[y]= [ y*p(y)dv (4.25)

Ty*l’(y)dFTg(x)*;((z)) g'(X)dx=Tg(X)*p(X)dx (4.26)

que conduz a:

0 _Ak % 0
Ig(x)*p(x)dx:—A* I p(x)dx+k* _[ x*p(x)dx+A*jp(x)dx (4.27)
0 o % %

Deve-se notar que, como a fungéo p(x), definida na equacéo (4.22), é uma fungao par, a
primeira integral e a terceira integral possuem maédulos iguais e sinais opostos, se anulando na
soma. O mesmo raciocinio pode ser aplicado para a segunda integral uma vez que sendo x

uma variavel aleatéria de média nula e p(x) uma funcao par resulta:
u, =0 (4.28)

Isto esta de acordo com os valores da Tabela 4.1, salvo pequenos erros provenientes

do gerador de numeros aleatérios utilizado nas simulagdes numéricas.
4.2.3 Calculo do desvio padrao da fungao nao linear do atrito

O desvio padrao é definido em funcido da variancia de uma variavel aleatéria como se
segue: (Bendat & Piersol, 1986)

s =E[(y—,uy)2}
o=vs*

(4.29)
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com s° e o sendo a varidncia e o desvio padrdo da variavel y respectivamente.

Reorganizando a equagéo (4.29) e desde que u, =0 como se verifica na equag&o (4.27), tem-

[ (r-a) |- L] ELm J £ )= £ @39

Portanto pode-se escrever a expressdo para a variancia de y como:

Sy2 =E[y2J= I(g(x))z*p(x)dx (4.31)
ou:
-4 A 0
sy2 =A4** I p(x)derk2 * I x’ ”‘p(x)dijA2 *J.p(x)dx (4.32)
- % %

A equacéo (4.32) pode ser analisada com o auxilio da Figura 4.17 onde é apresentada a
funcdo densidade probabilidade de uma variavel aleatéria com distribuicdo gaussiana com os

limites de integracao também representados.

p()

o0 / \ [es)
/

-A/lk Ak

Figura4.17 - Fungdo densidade probabilidade de uma variavel aleatéria com

distribuicdo gaussiana.
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Pode-se notar na Figura 4.17 que a primeira e terceira integral somadas tém seu valor
muito préoximo a unidade quando a relagdo 4, se aproxima de zero. Isto &, para valores do
modulo da forga de atrito muito menores que o modulo da rigidez de contato, a variancia da
saida do sistema nao linear se aproxima do quadrado do valor da forga de atrito, pois a area
sob a curva representada pelas integrais, primeira e terceira, se aproxima de um. Deve-se

notar também que quanto maior for a relagdo 4, mais subestimada estara a variancia da saida

em relagdo a forgca de atrito cinematico. A segunda integral, ao contrario da primeira e da

terceira integral, se aproxima de zero quando 4, se aproxima de zero e se aproxima do valor
da variancia da entrada quando 4, tende ao infinito.

Fisicamente estas relagbes representam dois extremos para a fungdo nao linear da

forca de atrito como se segue:

— Ovalor de 4 tende a zero: Os corpos em contato apresentam na maioria do tempo
um movimento de escorregamento, com pouca ou nenhuma aderéncia entre as
superficies;

— O valor de 4, tende ao infinito: Os corpos se apresentam na maioria do tempo
aderidos, para este caso o desvio padrao da saida é diretamente proporcional ao da

entrada com uma constante de proporcionalidade igual a rigidez de contato.

Tais constatacbes sdo Uteis para detectar, em ensaios tribolégicos, as condicbes de
escorregamento ou adesao entre os corpos, principalmente ao se comparar as funcobes
densidade probabilidade da entrada e da saida. A predominancia de escorregamento faz com
que a fungao densidade probabilidade da saida seja muito préxima daquela representada na
Figura 4.16, para o caso da aderéncia predominar tem-se uma funcao densidade probabilidade
da saida muito préxima aquela da entrada. Num caso de perfeita aderéncia tem-se um
comportamento linear representado por k*x. Portanto, o modelo adotado para o comportamento
nao linear do contato € suficientemente genérico para, inclusive, representar a uma situagao

linear.

4.2.4 Calculo da “Assimetria” e da “Curtose”

A “assimetria” e a “curtose” sdo momentos estatisticos de ordem superior centrados em

torno da média, representando a simetria e o achatamento da fungao densidade probabilidade,
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respectivamente. Normalmente a “assimetria” recebe a denominagdo de a; e a curtose a

denominacgao de a4, sendo ambas definidas na equacao seguinte:

- (4.33)

As duas equagbes podem ser reorganizadas, como feito nas equacodes (4.30) a (4.32),

resultando:
-4, A )
—A* J- p(x)dx+k3 * j x’ ”‘p(x)a’x+A3 *Ip(x)dx
a. = o % %
3 0_3
. ) g (4.34)
[A4 * I p()c)a’x+k4 * J x* *p(x)dx+ At * I p(x)dx]
a = o % %
4 o’

y

A mesma analise das integrais, feitas no item 4.2.3 utilizando a Figura 4.17, pode ser
aplicada para estes dois momentos estatisticos descritos na equagio (4.34). A analise da

“assimetria” considerando-se os efeitos fisicos da fungao nao linear permite verificar que:

— A fungao densidade probabilidade da saida sera simétrica e a “assimetria” assumira
valores proximos a zero se a entrada x do sistema nao linear possui uma fungao
densidade probabilidade simétrica e se o valor da forga de atrito cinematico for o
mesmo para valores positivos e negativos da entrada x .

— Para valores de 4, tendendo a infinito a “assimetria” da saida sera igual a da

entrada, pois como verificado no item 4.2.3 o sistema tera um comportamento
linear.

— Uma assimetria da fungdo densidade probabilidade da saida y, quando a entrada
possui uma funcao densidade probabilidade simétrica, somente pode ser atribuida a
valores diferentes da forga de atrito cinematico para valores positivos e negativos de

X.
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A andlise da “curtose” pode indicar se existe ou ndo uma maior ocorréncia de
movimentos de escorregamento entre os corpos. Isto €, para a condicao de escorregamento

puro, sem aderéncia nenhuma, a relagdo 4, se aproxima de zero, fazendo com que o

momento estatistico a, assuma um valor unitario. Tal fato é notado quando se compara as

definicdes dos momentos estatisticos a, e S?, para ambas as definicdes temos que as integrais

- A4 A 5 ia1A 4
entre os limites ( 00, 4) e (/,oo) quando somadas sdo iguais a um quando 4, tende a

zero. Portanto, pode-se dizer que para uma entrada aleatéria, com funcdo densidade
probabilidade gaussiana normal e média nula, no sistema nao linear que define o atrito entre
dois corpos na condicdo de deslizamento puro, tera como saida uma onda quadrada
caracterizada pela “curtose” igual a 1.

No outro extremo, para a condigcdo de aderéncia perfeita, a “curtose” da saida sera

proporcional a curtose da entrada. Isto &, com 4, tendendo ao infinito resulta a;‘ = (a4 )x k*.

4.3 Modelo para for¢ca de interagcdo entre duas superficies com efeito de

amortecimento viscoso

Algumas formulagdes para a interagao entre duas superficies consideram nao apenas
os efeitos de aderéncia e deslizamento destas superficies. Tais formulagdes dividem a forca de
interacdo em uma parcela regenerativa e outra dissipativa. Isto é, o atrito estatico é
considerado como uma forgca de mola que atua entre as superficies equilibrando todas as
demais forgas externas e que restaura aos corpos em contato a posi¢ao inicial apds a remogao
das forgas externas. A parcela dissipativa, que s6 ocorre para velocidades relativas nao nulas
entre os corpos, por sua vez inclui todo o trabalho realizado por forcas ndo conservativas na
interface entre os corpos, considerando como forgcas ndo conservativas aquelas devidas ao
contato seco e ao contato lubrificado. (Pontes Junior, 2003)

Para representar tais fendbmenos pode-se escrever a equacédo que modela esta classe

de forga de interacao entre as superficies como:

F:ltrito (Vrelativa s F R ) = E%conservativa (vrelativa ) I:/l (vrelativa ):I + F;egenaritiva (F R ) I:l - ﬂ’ (vrelativa )]
1 vrelativa >a (435)
ﬂ’ (vrelativa ) = O <
Vrelativa sa

onde Fr é a resultante de todas as forcas externas aplicada aos corpos, Viasiva € @

velocidade relativa entre os corpos e o é um zero artificial correspondendo a uma constante



147

positiva e pequena, que determina a faixa de velocidade em torno da velocidade relativa nula
para a qual se assume que 0s corpos ainda estao aderidos.

Deve-se notar na equacao (4.35) que para valores de velocidade relativa maiores que
a atuam na interface apenas forgas nao conservativas. Existe também um efeito de histerese
que pode ser notado quando se analisam dois corpos que entram em movimento relativo e
retornam ao repouso relativo. Para este caso o sistema ira armazenar energia na interface, e
posteriormente, quando o sistema tem velocidade relativa alta, somente existe trabalho das
forgas n&o conservativas, finalmente quando o sistema tende ao repouso relativo novamente a
energia armazenada na interface sera restaurada porém a partir de uma condi¢ao diferente da

que foi armazenada, isto caracteriza a histerese desta for¢a de interagao.

4.3.1 Modelo para a forca regenerativa

A forca regenerativa como dito anteriormente é aquela que equilibra a resultante das
forcas externas aplicadas aos corpos em contato quando estes possuem velocidade relativa
nula. Esta forca tem a mesma amplitude da resultante de forcas externas aplicadas aos corpos
e possui um valor maximo, obedecendo a lei de Coulomb para o atrito. (Pontes Junior, 2003)

Esta forca € modelada da seguinte maneira:

F' 0<F'<F,
—JF, F <F,<F' (4.36)
F~ F,<F <0

s

regenerativa

Pode-se notar na equacao (4.36) que os corpos manterdo o estado de repouso até que

a resultante das forgas externas nao atinja os limites superior e inferior da forca de interagao
entre as superficies F," e F, respectivamente. Tais limites sdo interpretados fisicamente como

os limites de forga para o atrito estatico definido por Coulomb, e indicam que as superficies
estdo aderidas.

Nota-se também, quando se compara as equacbes (4.35) e (4.36), que a energia
armazenada pela for¢a regenerativa ndo se anula para valores de forga resultante maiores que
os limites de atrito estatico, tal forga porém n&o é percebida quando os corpos iniciam
movimento relativo entre si. Isto é, quando existe escorregamento entre os corpos em contato a
energia que é acumulada pelo efeito de mola da forca regenerativa ndo se anula e sera
restaurada ao sistema quando os corpos tiverem novamente velocidades relativas nulas. Tal

comportamento fica mais claro ao se definir o valor das forgas nao conservativas a seguir.
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4.3.2 Modelo para as forgas nao conservativas

As forgcas ndo conservativas sdo chamadas também de forgas de deslizamento desde
que somente quando ocorre deslizamento entre os corpos € que tais forgas realizam trabalho
retirando energia do sistema. (Pontes Junior, 2003)

Na formulacido das forcas ndo conservativas pode-se representar a transicao do valor
de atrito estatico, representado na equagéo (4.36) pelos termos F" e F,, para o menor valor

das forcas nao conservativas de forma suave ou de forma abrupta. Isto €, numericamente
pode-se ter uma transicao instantidnea de forca com a variacdo da velocidade ou uma forma

mais bem condicionada numericamente. Pontes Junior (2003) propde a seguinte formulagéo:
Fﬁconservativa (Vrelativa ) = Fd+ (vrel - a) lu (vrel ) + Fd_ (vrel + a) /u (_vrel ) (437)

onde a funcéao y() € responsavel apenas pelo sinal da forca de interacdo entre as

superficies sendo dada por:

1 x>0
u(x)= 0 x<0 (4.38)

Pontes Junior (2003) sugere que o valor de F, e F,, quando a velocidade relativa

entre as superficies se aproxima de zero, tanto pelo lado positivo quando pelo lado negativo,
tem o mesmo valor da forga de atrito estatico entre os corpos. Desta forma o autor escreve a

equacao para as forcas n&o conservativas entre duas superficies como:

Fd+ (Vrelativa ) = F: - AF+ {1 — exp _(v)_‘:ij }_I_ b+Vrel

(4.39)

Fd_ (vrelativa ) = F;_ +AF~ {1 —exp _[Vr_ilj }_"_ b_vrd

O termo b na equacgao (4.39) se refere ao coeficiente de amortecimento viscoso para
possiveis lubrificantes na interface com seu indice sobrescrito corrigindo o sinal da for¢ca desde
que esta deve ser sempre positiva nesta equacao. O termo v, determina a velocidade para a
qual a forca de amortecimento viscoso predomina sobre a forca de atrito cinematico,

novamente, o indice sobrescrito tem como fungao adequar o sinal da constante. O termo AF
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determina a rapidez com que ocorre a transigao da forca de atrito estatico F; para a forca de
amortecimento viscoso, o indice sobrescrito tem a mesma funcao ja descrita para os indices

anteriores.

4.3.3 Andlise fisica e estatistica da forca de interagdo entre superficies

A formulacao proposta para a forga de interacao entre duas superficies, equagao (4.35),
pode ser caracterizada como sendo compativel com aquela mostrada na equacéao (4.16) com a
adicdo do termo relativo ao amortecimento viscoso. Deve-se, no entanto, dizer que tal adigao
traz problemas com a identificacdo das variaveis vp , a, b e AF desde que tais constantes
somente podem se obtidas por meio de ensaios experimentais e somente terdo validade para
condicbes semelhantes as realizadas no ensaio. Isto é, devido a variagdo no comportamento
do filme lubrificante, das superficies em contato e da interagao entre as superficies com o filme
de lubrificante, ou quando ocorrem variagdes das condigdes triboldégicas do ensaio,
extrapolagdes dos valores destas constantes ndo sao aconselhadas.

Pode-se no entanto verificar o comportamento global desta formulacdo. Nos ensaios
numeéricos apresentados como exemplo a seguir foram utilizados os valores, das constantes

mostrados na Tabela 4.2, obtidos em Pontes Jr (2004), nas equacdes (4.35) a (4.39).

Tabela 4.2 — Valores das constantes utilizadas na andlise da forga de interacdo entre

superficies.

a 1e-3 m/s
Fs 10 N
AF 3N

Vo 5e-3m/s
b 10 Ns/m

Para tais valores temos o seguinte comportamento da forga em fungéo da velocidade:
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10

Forca de Atrito [N]
o
T

10 I | | | 1 |
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
Velocidade [m/s]

Figura 4.18 — Grafico da forca por velocidade para a for¢ca de interagdo entre duas

superficies que considera efeitos de amortecimento viscoso.

Considerando que tal forga é a representacao de um sistema nao linear sem memoria,
gd(x), como descrito anteriormente, e que a entrada deste sistema é uma variavel aleatdria
gaussiana normal com fun¢ao densidade probabilidade dada na equacgdo (4.22), para o
sistema da Figura 1.19, resulta o grafico da fungdo densidade probabilidade da saida mostrada

na Figura 1.20:

—x(t)—> a(x) —y(H)—>

Figura 4.19 — Sistema nao linear sem memodria.
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Figura 4.20 — Funcéao densidade probabilidade da saida y(t) e da entrada x(t) do sistema

apresentado na Figura 4.19.

Na Figura 4.20 nota-se que a fungao densidade probabilidade da saida y(f) nao é uma
curva normal o que caracteriza a nao linearidade da funcao representada na equacao (4.35).
Como esta funcdo nao é bijetora, o uso do teorema de identificacdo de sistemas nao lineares
sem memoéria ndo pode ser utilizado.

Os parametros estatisticos da saida y(t) da Figura 4.19, para uma entrada x(f) com

distribui¢do normal, apresentam o seguinte comportamento:

— A média sera nula desde que x(f) tenha média nula e a fungcdo g(x) tenha os
mesmos valores em modulo para valores positivos e negativos de velocidade
relativa.

— O desvio padrao se aproximara do valor de Fs quando a forga de interacio entre as
superficies for predominantemente de origem relacionada ao atrito seco. Isto &,
quando esta for¢ca nao sofrer influéncia significativa da parcela de amortecimento
viscoso.

— A “assimetria” sera nula para os casos em que a média for nula. Isto &, se x()
possui uma distribuicdo normal e y(t) possui média nula a funcao g(x) sera simétrica

e portanto a FDP de y(t) também.
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sistemas submetidos a for¢a de atrito com a intengdo em se determinar qual o valor real da
forca de atrito, mesmo quando superposta a forgas lineares. Para isto foi montado um
experimento mostrado na Figura 4.21, na Figura 4.22 e na Figura 4.23, onde o sistema
vibratério de um grau de liberdade, com frequéncia natural de 18 Hz, é excitado por uma forca
tipo ruido de banda estreita na faixa de 0 a 100 Hz. Um amortecedor de atrito tipo Coulomb é
instalado entre a massa principal e uma coluna fixa no referencial inercial. A instrumentacao é

constituida de duas células de carga, dois acelerébmetros, um excitador eletro-magnético e um

— A “curtose” devera variar em valores proximos a um desde que como visto na Figura

4.18 a saida y(t) se aproxima do comportamento de um onda quadrada que possui

“curtose” igual a um.

4.4 Sistema linear submetido a forga de atrito ndo linear

Em laboratério foi avaliada a validade da metodologia de analise ndo linear aplicada a

gerador de sinais.

Célula de carga 01

Excitador
Eletro-magnético

h

x, 1)

Célula de carga 02

Mesa

Suspensio

[

Mesa Inercial

Haste

Patins r
de T T
cobre  Parafuso de
aperto

Vista explodida do amortecedor de Coulomb

Figura 4.21 — Diagrama esquematico do experimento de um sistema vibratorio de 1

GDL submetido a forca de atrito.
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§ ™ Excitador
B E letomagnéticor

Superficie Mével

Superficie Fixa

Figura 4.22 — Montagem experimental: Sistema vibratério de 1GDL e dispositivo de

atrito Coulomb.

Acelerémetro 01

Célula 02

Figura 4.23 — Instrumentacgéo do sistema vibratorio.
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