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BARRERA RAMOS, G. S. Conjunto de bifurcacdao de fungoes algébricas no plano. 2020. ix+42
p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho apresentamos a caracterizacao do conjunto de bifurcagao de funcoes algébricas
definidas no plano real e complexo, obtidos por Tibar e Zaharia em [16, Theorem 2.5] e por
Parusiriski em [12, Theorem 1.4], respectivamente. Exibimos também dois resultados obtidos
por D’acunto e Grandjean em [2, Theorem 3.4] e por Parusiriski em [12, Lemma 1.2], que nos
permitem saber quando uma funcao semialgébrica ou polinomial complexa é uma fibracao to-
polégica local em um valor regular. O exemplo de King, Tibar e Zaharia [16, Example 5.4]
mostra que estes dois ultimos resultados nao fornecem uma caracterizacao completa do conjunto

de bifurcagao.

Palavras-chave: conjunto de bifurcagao, funcao polinomial complexa, funcao semialgébrica,
fibracao topoldgica local, valor regular.
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BARRERA RAMOS, G. S. Bifurcation set of algebraic functions in the plane. 2020. ix+42 p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

We present the characterization of the bifurcation set of algebraic functions defined in the
real and complex plane, obtained by Tibar e Zaharia in [16, Theorem 2.5] and by Parusiniski
in [12, Theorem 1.4], respectively. We present two results obtained by D’acunto e Grandjean
in [2, Theorem 3.4] and by Parusinski in [12, Lemma 1.2], that which allow us to know when a
semialgebraic or polynomial complex function a local topological fibration on a regular value.
The example of King, Tibar e Zaharia [16, Example 5.4] show that these last two results do
not provide a complete characterization of the bifurcation set.

Keywords: bifurcation set, complex polynomial function, semi-algebraic function, local topolo-
gical fibration, regular value.
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Introducao

A presente dissertacao estd inserida dentro da linha de pesquisa Teoria das Singularidades
e Teoria das Catéstrofes. A Teoria das Singularidades teve seu inicio nas décadas de 40 e
50 do século passado, com os trabalhos pioneiros de Hassler Whitney e René Thom. Desde
entao, a Teoria das Singularidades tem sido aplicada a varias dareas da Ciéncia e tem interagido
com diversas areas da Matematica, entre as quais destacamos Geometria Algébrica, Geometria
Semialgébrica, Geometria Diferencial, Algebra Comutativa, Topologia Algébrica e Topologia
Diferencial.

O tema central deste trabalho é o uso da Teoria das Singularidades no estudo do conjunto
de bifurcacao de funcoes polinomiais reais e complexas. Com esse objetivo apresentamos a
seguinte defini¢ao:

Definicao 1. Seja f: K" — KP, n > p, uma aplicacao polinomial para K = C ou K = R.
Dizemos que [ € uma fibragao topoldgica local em tg € KP se existe uma vizinhanga aberta U
de to em KP tal que a restrigao f): Y U) = U ¢ uma fibracao topoldgica (ou seja, existe um
homeomorfismo h: f~(to) x U — f~Y(U) tal que f o h = pry, onde pra: f~Hto) x U — U €
a projecio candnica de (f~ (to) x U) sobre U). Se f ndo é uma fibragio topoldgica local em
to € KP, dizemos que ty é um valor de bifurcacao de f. Denotamos por Ay, o conjunto dos
valores de bifurcacao de f.

O estudo de uma fibracao topoldgica produzida por uma fungao polinomial complexa do
ponto de vista desta dissertagao foi introduzido por M. Suzuki [18], S. A. Broughton [1] e F.
Pham [13] nas décadas de 70 e 80. Desde entdao, uma ampla teoria global das singularidades
tem sido desenvolvida do ponto de vista deste trabalho, com contribuicoes de Ha Hui Vui, Lé
Dung Trang, M. Suzuki, M. Tibar, A. Zaharia, L. Paunescu, A. Némethi, A. Parusinski, P.
Rabier, K. Kurdyka, P. Orro, S. Simon, T. Gaffney, Z. Jelonek, V. Grandjean, entre outros.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar dois teoremas que caracterizam o conjunto
de bifurcagao de funcgoes algébricas definidas no plano real e complexo.

O primeiro teorema (veja Teorema 2.10) provado por Tibar e Zaharia [16, Theorem 2.5
é a caracterizacao do conjunto de bifurcacao de fungdes polinomiais definidas no plano real.
Essencialmente, os autores demonstraram o seguinte resultado, veja Capitulo 2 para detalhes:

Teorema 1 (Tibar e Zaharia). Seja f : R> — R uma funcao polinomial e to um valor regular
de f. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) O walor ty ndo € um valor de bifurcacdo de f, isto €, to ¢ Ay.

ii) Os Nimeros de Betti da fibra f~'(t) sao constantes para todo t em um aberto de to, e
nao existe uma componente conexa de f~1(t) que desaparece mo infinito quando t — t,
comt >ty out <ty.

iii) A Caracteristica de Euler da fibra f~(t) é constante para todo t em um aberto de to, e
nao existe uma componente conexa de f~1(t) que desaparece no infinito quando t — t,
comt >ty out <ty.



iv) Os Nimeros de Betti da fibra f=1(t) sio constantes para todo t em um aberto de ty e
nao existe uma componente conexa de f~(t) que se divide quando t — to, com t >ty ou
t < tip.

Além de outras técnicas, a prova deste teorema utiliza dois resultados classicos de Geometria
e Topologia Diferencial, o primeiro é o Lema de Ehresmann (veja Lema 1.9) provado em [4,
Theorem 3.1], que essencialmente diz que: Toda submersao propria é uma fibragdo topoldgica
local (veja Definigao 1.2). O outro resultado é a Proposigao 1.11 provada em [16, Proposition
2.7], que essencialmente estabelece o seguinte resultado: Toda submersdo definida em uma
variedade M C R"™ de dimensao m + 1 e com contradominio R™ tal que todas as fibras sao
fechadas e difeomorfas a R € uma fibracao topoldgica.

O segundo teorema (Teorema 3.4) demonstrado por Parusinski em [12, Theorem 1.4] é a
caracterizagao do conjunto de bifurcacao de fungoes polinomiais com singularidades isoladas no
infinito, veja Definicao 3.3 e Capitulo 3 para detalhes. Este resultado diz:

Teorema 2 (Parusiriski). Seja f: C" — C uma fun¢ao polinomial com singularidades isoladas
A = {ay,...,a,} no infinito. Seja ty um valor regular de f. Entdo as sequintes condi¢oes sao
equivalentes:

i) to & Ag.
ii) A condi¢ao de Parusinski € satisfeita em ty (Definigao 1.13).

iii) A familia de singularidades isoladas (X, a; x t) sdo p-constante para todo t em um aberto
de to.

iv) A caracteristica de Euler x(X;) das fibras de f é constante para todo t em um aberto de
to.

Observamos que a condicao de singularidade isolada no infinito é sempre satisfeita para
f: C? — C, conforme Definicao 3.3.

Diferente do Teorema 1, no Capitulo 3 nao apresentamos a prova do Teorema 2. O objetivo
¢ ilustrar a diferenca entre o caso real e complexo no estudo do conjunto de bifurcacao. Em
particular, a prova deste resultado utiliza nocoes como estratificacao de Whitney, condigao ay
de Thom, Nimero de Milnor e curva polar relativa.

Além disso, para f : K® — K uma funcao polinomial complexa para K = C ou semialgébrica
para K = R, estudamos dois resultados que fornecem condigoes para que f seja uma fibracao
topoldgica local em um valor regular. O primeiro resultado é o Teorema 1.15, dado em [12,
Lemma 1.2], onde Parusinski provou que todo valor regular da fungao f que satisfaz a condicao
de Parusinski (veja Definigado 1.13), nao é um valor de bifurcagdo. A prova deste teorema
consiste em trivializar a funcao através do fluxo de um campo de vetores construido a partir
da projecao do vetor gradiente de f sobre o espaco tangente as esferas. Em particular, na
demonstracao deste teorema utilizamos o Lema de Selegdo da Curva no Infinito (veja Lema
1.7) e o Teorema do Fluxo Local.

O segundo resultado é o Teorema 1.19, obtido em [2, Proposition 3.4], onde D’Acunto e
Grandjean demonstraram para o caso K = R, que todo valor regular da fungao f que satisfaz
a condigao de Malgrange (veja Defini¢ao 1.14) ndao é um valor de bifurcagdo e que todo valor
regular de f cujo expoente de Kurdyka-Lojasiewicz ¢ menor que 1 nao é um valor de bifurcacao.
Essencialmente a prova deste teorema consiste em trivializar a fungao através do fluxo do campo
vetores dado pelo gradiente de f.



Desta maneira, temos que o Teorema 1.19 é uma generalizacao do Teorema 1.15 no caso
real. Porém, o Exemplo 1.20 mostra que estes resultados nao fornecem uma caracterizacao
completa do conjunto de bifurcacao.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos as defini¢oes
de conjunto semialgébrico e aplicagoes semialgébricas que serao utilizadas no decorrer do traba-
lho. Também exibimos as defini¢oes de fibragao topoldgica, fibracao topolégica local e conjunto
de bifurcagao. Apresentamos as condi¢oes de Parusinski e Malgrange (Defini¢ao 1.13) e (De-
finigdo 1.14) respectivamente, o Lema de Sele¢do da Curva no Infinito (Lema 1.7), o Lema de
Ehresmann (Lema 1.9) e os Teoremas 1.15 ¢ 1.19 mencionados acima.

No Capitulo 2, apresentamos o teorema da caracterizacao do conjunto de bifurcacao no
plano real (Teorema 2.10). Apresentamos também as defini¢oes 2.5 e 2.8 que fornecem as
nogoes de uma componente conexa da fibra f~1(¢) desaparecer no infinito com ¢ — ¢, e de
uma componente conexa da fibra f~1(t) se dividir com ¢ — t, respectivamente. Estas nocoes
sao condigbes/caracterizagoes do Teorema 2.10. Finalmente, exibimos os Exemplos 2.3.1, 2.3.2
e 2.3.3 dados em [16, §3] que mostram que as condigdes em cada item do Teorema 2.10 s@o
necessarias.

No Capitulo 3, apresentamos o teorema da caracterizagao do conjunto de bifurcagao no plano
complexo (Teorema 3.4) e a Definigdo 3.3 que apresenta a nocao de singularidades isoladas no
infinito. Posteriormente exibimos um resultado que relaciona a curva polar relativa com a
condigao p-constante com o objetivo de facilitar a compreensao do Teorema 3.4.

Giovanny Snaider Barrera Ramos
Uberlandia-MG@G, 21 de Julho de 2020.



Capitulo 1

Valores de bifurcacao

1.1 Conceitos basicos

Nesta secao apresentamos alguns resultados topoldgicos relacionados a nocao de fibracao.
Comecamos com o seguinte conceito:

Definigao 1.1 (Fibracao topoldgica). Sejam M, N wvariedades suaves e f : M — N uma
aplicagao continua. Dizemos que a aplicacao f € uma fibracao topoldgica, se existem uma
variedade F' e um homeomorfismo h : F' x N — M tais que f o h(q,p) = p para todo (q,p) €
F x N.

Em particular, se f : M — N é uma fibracao topoldgica, entao f é uma aplicacao sobrejetora
e a variedade F' é homeomorfa a qualquer fibra f~1(p), com p € N. Relacionado a defini¢io
acima temos:

Defini¢ao 1.2 (Fibragao topolégica local). Considere M, N wvariedades suaves e f : M — N
uma aplicacao continua. Dizemos que a aplicacao f é uma fibragao topologica local em q € N se
existe um aberto U, C N tal que a restrigdo fir-1w,) : f~HU,) = U, é uma fibragao topoldgica
conforme Definicao 1.1. Dizemos apenas que f € uma fibracao topoldgica local quando f € uma
fibragdo topoldgica local em todos os pontos de N.

Pelas defini¢oes acima temos que se f é uma fibracao topoldgica entao ela é uma fibracao
topoldgica local.

O proximo resultado relaciona as duas definigoes anteriores e mostra uma condi¢ao ne-
cessaria para que a reciproca seja verdadeira. Antes, lembramos que uma variedade M é
contratil, se a aplicacao identidade em M é homotodpica a uma aplicacao constante. Temos
que K", K =R ou K = C, sao exemplos de variedades contrateis. De fato, basta considerar a
homotopia H : [0,1] x K* — K", definida por H(t,z) =tz + (1 —t)c, com ¢ € K". Logo, temos
(veja por exemplo [15, Corollary 11.6]):

Teorema 1.3. Sejam M, N variedades suaves e f : M — N uma aplicacdo continua. Suponha
N contrdtil e f uma fibracao topolégica local. Entao f: M — N é uma fibragao topoldgica.

Logo, pelo Teorema 1.3 e como K™ é contratil (K = R ou C), segue que se f: K" — K™ é
uma fibragao topoldgica local, entao f é uma fibracao topoldgica. Em particular, quando f :
K" — K™ ¢ uma fibragao topoldgica local, segue que K" é homeomorfo ao espago f~1(t) x K™,
para todo t € K™.

As seguintes nogoes podem ser encontradas em [6, pdginas 24, 25 e 28]:

Definigao 1.4 (Conjunto algébrico e semialgébrico). Dizemos que V. C K" é um conjunto
algébrico, se V' é o conjunto de zeros de algum ideal I do anel de polinomios Klxy, ..., x,].

4



Um conjunto W C R™ é chamado de conjunto semialgébrico, se W ¢é a intersecao de um
conjunto algébrico V. C R™, e um conjunto aberto U C R™ definido por finitas desigualdades
de polinomios, isto é, U = {z € R" | g1(z) > 0,...,gk(z) > 0}, onde cada g; : R* — R é um
polinomio.

Pela definicao acima, temos que todo conjunto algébrico V' C R™ é um conjunto semi-
algébrico. A reciproca nao é verdadeira, por exemplo {t € R | ¢ > 0} é semialgébrico mas nao
é algébrico.

A proxima definicao é a nocao de aplicacao semialgébrica entre dois conjuntos semialgébricos.
Esta definicao serd utilizada ao longo do texto.

Definigao 1.5 (Aplicagoes semialgébricas). Dados A C R™ e B C R™ conjuntos semialgébricos,
dizemos que uma aplicacio f : A — B € semialgébrica se seu grdfico € um conjunto semi-
algébrico em R™™™ = R™ x R™,

Exemplo 1.6. Sejam A C R™ e B C R" conjuntos semialgébricos. Considere f : A — B
uma restricao de uma aplicagao polinomial em A. Entao f € uma aplicacao semialgébrica. De
fato, o grdfico de f € dado por: graf(f) = {(x,y) € Ax B} |y = f(x)}, que € um conjunto
semialgébrico em R™™™. Em particular, se f : R® — R™ € uma aplicagdo polinomial entao ela
¢ uma aplicagao semialgébrica.

A seguir apresentamos o Lema de Selecao da Curva no infinito, cuja demonstracao pode
ser encontrada por exemplo em [11, Lemma 2| (veja também [10, Lemma 3.1], uma prova para
a versao cldssica deste lema). Este resultado serd utilizado ao longo da dissertagao, veja por
exemplo a prova do Teorema 1.15. Em particular, sob certas condicoes, este resultado diz
que podemos trocar uma sequéncia de pontos em um conjunto semialgébrico por uma curva
analitica.

Lema 1.7 (Lema de Selegao da Curva no Infinito). Seja W um conjunto semialgébrico de R™ e

sejam h; : R™ — R fungdes polinomiais para i € {1,...,r}. Suponha que existe uma sequéncia
{zr ey C W tal que klim ||| = oo e, para todo i € {1,...,7}, klirn hi(zg) = 0. Entao eziste
—00 —00
uma curva real analitica p :)0,e[— W, com lir% Ip(t)]| = oo, Pr% hi(p(t)) =0, para 1 < i <.
— —

Temos ainda que p € da forma p(t) = agt® + a;t*™ + ast® + ..., com ap € R™\{0} e a < 0.

Com as defini¢oes anteriores apresentamos o principal conceito relacionado ao nosso trabalho
(veja definigoes 1.1 e 1.2):

Definigao 1.8 (Valores de bifurcagao). Seja f : K" — KP, n > p uma aplicagdo semialgébrica
de classe C* para K = R e uma aplicagao polinomial para K = C. Definimos o conjunto
de bifurcacao de f como sendo o conjunto de pontos t € KP tais que f nao é uma fibragao
topolégica local em t. Denotamos por Ay ao conjunto de bifurcacao de f.

A Defini¢ao 1.8 é o principal conceito relacionado a esta dissertacao. O principal objetivo
da dissertagao é apresentar o Teorema de Tibar e Zaharia [16] com sua prova, veja Teorema
2.10. Este resultado fornece uma caracterizacao completa do conjunto de bifurcacao Ay para
f : R? - R polinomial. Além deste resultado, apresentamos o Teorema de Parusinski [12]
(veja Teorema 3.4) que fornece uma caracterizacao completa dos valores de bifurcagao para
aplicagbes polinomiais com singularidades isoladas no infinito, veja Definigao 3.3. Além destes
resultados, estudamos condigoes e resultados que implicam to ¢ Ay.

O préximo resultado é classico em Topologia Diferencial, conhecido como o Lema de Ehe-
resmann. Este resultado diz basicamente que se f : M — N é submersao prépria, entao f é
uma fibragao topoldgica local. Em particular, este resultado fornece condigoes para que Ay = (.
Utilizamos o Lema de Eheresmann na prova do Teorema 2.10.



Lema 1.9 (Lema de Ehresmann). Seja f : M — N uma aplicagcdo suave com M, N variedades
suaves. Suponha que f satisfaz as sequintes duas condigoes:

i-) f € uma submersdo sobrejetora;

ii-) f € uma aplicagao prépria. Ou seja, a imagem inversa por f de qualquer conjunto com-
pacto Y C N € um conjunto compacto de M.

Entao f é uma fibragao topoldgica local.

A prova do resultado acima foi apresentada pela primeira vez em 1950 pelo matemaético
francés Charles Ehresmann. Uma demonstracao deste resultado pode ser vista por exemplo em
[4, pdgina 154].

O préximo teorema é um resultado classico e sua prova pode ser visto por exemplo em
[17, Corollary 1.2.14], [8, Theorem 3.1]. Em particular, para fungdes semialgébricas reais e
polinomiais complexas, o conjunto de bifurcacao ¢ isolado.

Teorema 1.10. Seja f : K" — K, uma funcao semialgébrica para K = R e uma fungdo
polinomial compleza para K = C. Entdo (Ay) é um conjunto finito de pontos ou o conjunto
VazZ10.

Na proxima se¢ao apresentamos e provamos trés teoremas que nos permitem saber quando
uma aplicacao é uma fibracao topoldgica local. Cada um destes resultados fornece uma forma
para identificar quando um valor regular da aplicacao f nao é um valor de bifurcacao.

1.2 Trivializacao via campo de vetores

Seja f : K" — K uma func¢ao polinomial complexa para K = C, ou semialgébrica para K = R.
Suponha que ¢ty € K é um valor regular de f. Esta secao estd dividida em trés subsecoes.
Na primeira se¢ao apresentamos o Teorema 1.11 provado em [16, Proposition 2.7], que serd
utilizado na prova do Teorema 2.10. Na segunda e terceira se¢ao, apresentamos duas condigoes
e resultados que nos permitem saber quando a funcao f é uma fibracao topolégica local em tg,
ou seja, quando ¢y ¢ Ay. O primeiro é o Teorema 1.15 provado em [12, Lemma 1.2] e o segundo
é o Teorema 1.19 demonstrado em [2, Theorem 3.4].

1.2.1 Trivializacao de Tibar e Zaharia

O préximo resultado, apresentado em [16, Proposition 2.7, que chamaremos de Teorema de
trivializacao de Tibar e Zaharia, permite dizer sob quais condicoes uma submersao suave g :
M — R™ é uma fibragao topoldgica local, com M C R" variedade suave de dimensao m + 1.
Observamos que como R™ é contratil, segue que se g é uma fibracao topolégica local entao g é
uma fibragao topoldgica (Teorema 1.3). Em particular, neste caso A, = () e M é homeomorfa
a R™HL,

Teorema 1.11 (Trivializacao Tibar e Zaharia). Sejam M C R"™ uma subvariedade suave de
dimensao m + 1 e g : M — R™ uma aplicacdo suave. Assuma que a aplicacdo g € uma
submersao e que todas as fibras g~ (p) sao difeomorfas a R e fechadas em R™. Entdao g é uma
fibracdo topolégica. Em particular, M é homeomorfa a R™+!,

Demonstracdo. Primeiramente, mostraremos que g é uma fibragao topoldgica local. Entao a
prova segue pelo Teorema 1.3 e pelo fato que R™ é contratil.

Seja p um ponto arbitrario de R™ e ¢ € g !(p). Como g é uma submersao, podemos
encontrar uma subvariedade 7" C M, com ¢ € T e tal que T' é transversal as fibras de g.



De fato, pelo Teorema Local das Submersdes sabemos que existem parametrizagoes (ou seja,
difeomorfismos) ¢1 : U X J — ¢1(U x J) C M e ¢g : U — ¢o(U) CR™, com U C R™, J CR
abertos, ¢ € ¢1(U x J), p € ¢o(U) e tais que

byt ogodi(wy, .. Ty Timg1) = (T1y o, X)), V(X1 - Ty Tng1) € U X .

Sejam (21, ..., Zm, Zms1) = 01 (q) € Y = U x {Zn41}. Observamos que Y é uma subvariedade
de R™*! contida em U x J de dimensao m. Como ¢; é um difeomorfismo, segue que ¢1(Y) := T
¢ uma subvariedade de M e, por construcao, T' é transversal as fibras de g.

De novo, pela construgao de T', temos que g(T') = ¢2(U) e portanto ¢g(T") := W é um aberto
de R™ (temos também por construcao de T' que T, U e W sao difeomorfos dois a dois). Considere
o campo vetorial tangente as fibras de ¢ definido da seguinte maneira: v : g~ (W) — R™*! tal
que 9(x) = Vgi(x) AVga(z) A ... A Vgn(z). Como g é uma submersao, temos que ¢ nunca se
anula. Logo, podemos tomar o campo vetorial v unitario de v. Portanto, v é tangente as fibras
de g e unitario. Para cada z € T', temos o seguinte problema com valor inicial:

{m%a»=¢a>

z = a,(0).

Como o campo v é unitario e por hipdtese as fibras de g sao difeomorfas a R e fechadas em
R™, segue pelo Teorema do Fluxo Tubular (veja por exemplo [3, Teorema 4.2.3]) que o campo
acima produz um fluxo global h:T xR — g (W), o qual é um difeomorfismo sobre o
aberto g~ (W). Como T é difeomorfo & W, obtemos diretamente a partir de h o difeomorfismo
h:W xR — g~ }(W) que satisfaz, goh(z,t) = z, 0 que mostra que g é uma fibracao topoldgica
local em p, com p € R™ arbitrario. Finalmente, como ja mencionado, pelo fato que R™ é
contratil e pelo Teorema 1.3 segue que g é uma fibracao topoldgica, o que termina a prova. [l

1.2.2 Trivializacao de Parusinski

Seja f : K™ — K uma funcao polinomial complexa para K = C, ou semialgébrica para K = R.
Nesta secao, apresentamos a condi¢do de Parusinski [12], veja Definigao 1.13 abaixo. Apresenta-
mos o Teorema de Parusinski que mostra que se um valor regular ¢, € K satisfaz esta condicao,
entdo f é uma fibragao topoldgica local em ¢, (Teorema 1.15). Em particular, t, ¢ Ay.

Para a demonstracao deste teorema precisamos inicialmente do Lema de Selecao da Curva
1.7 e posteriormente o Teorema do Fluxo local de um campo vetorial X : U C R" — R.

Dada f : K* — K como antes, denotamos por Vf o vetor Vf = <ﬁ ﬁ). Desta

Ox1’ """ Oy

maneira se v : K" — K" é um campo vetorial, entao

OF (3 _ gy H0 - 1¥()) = f(2)

ov t—0 t

= (v(x), Vf(2)). (1.1)

A seguir, apresentamos trés condigoes apresentadas em [12, pagina 371], que controlam o cres-
cimento assintético de V f(z), quando ||z|| — oo, f(z) — to.

Definigao 1.12 (Condicao de Fedoryuk). Seja f : K® — K uma func¢do de classe C. Dizemos
que a fibra f~'(ty) verifica a condi¢io de Fedoryuk, se existe § > 0, tal que, para toda sequéncia
de pontos x; € K" que satisfaz ||x;|| — oo, f(x;) — to quando i — oo, temos que

IV f(z:)|| > 0, i suficientemente grande (1.2)

Definigao 1.13 (Condicao de Parusinski). Seja f : K" — K uma funcao de classe C'. Dizemos
que a fibra f~1(ty) verifica a condigio de Parusinski, se existem & > 0 e um inteiro positivo
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N, tal que, para toda sequéncia de pontos z; € K" que satisfaz ||z;|| — oo, f(x;) — to quando
1 — 00, temos que

Hle%HVf(%)H > 0, i suficientemente grande (1.3)

Definigao 1.14 (Condicao de Malgrange). Seja f : K* — K uma funcao de classe C'. Dizemos
que a fibra f~1(ty) verifica a condicao de Malgrange, se existe § > 0, tal que, para toda sequéncia
de pontos x; € K" que satisfaz ||x;|| — oo, f(x;) — to quando i — oo, temos que

||V f(z:)|| =9, i suficientemente grande (1.4)
Observe que se ty verifica a condicao de Fedoryuk entao
5 < IV f(@)] < [l F IV £ (i) para todo N € N
Por outro lado, se ty verifica a condicao de Parusinski, segue que
5 < il NV (@)l < Il VF )]l

Portanto (1.2) = (1.3) = (1.4). Isto prova que, condi¢do de Federyouk = condi¢ao de Pa-
rusinski = condig¢ao de Malgrange.

E conhecido que as condigoes de Malgrange e Federyouk definidas anteriormente também
implicam a trivialidade topoldgica de f em um aberto de %y, ou seja, se ty é um valor regular
de f que satisfaz a condicao de Malgrange ou a condi¢ao de Federyouk, entao f é uma fibracao
topoldgica local em ;. Em particular, sob estas condigdes ty ¢ A;. Para mais informagoes,
veja por exemplo [17]. No Exemplo 1.20 apresentamos um exemplo que mostra que nio vale a
reciproca nestes casos.

Na secao 1.2.3 mostraremos uma condicao sobre a funcao f para que esta seja uma fibragao
topoldgica nos valores onde a condicao de Malgrange nao ¢ valida.

Com as definigoes e resultados anteriores, apresentamos e demonstramos o teorema principal
desta secao, que foi obtido em [12, Lemma 1.2]:

Teorema 1.15 (Trivializacao de Parusiniski). Seja f : K* — K uma aplicagdo polinomial para
K = C ou semialgébrica de classe C? para K = R. Suponha que to é um valor reqular de f tal
que a condi¢ao (1.3) vale quando ||z|| — oo, f(z) — to. Entao existe um aberto U de t tal que
f € é uma fibragao topologica sobre U.

Demonstracdo. Apresentamos somente a prova para K = R, que é andloga a prova apresentada
para K = C em [12]. Inicialmente, definimos um campo vetorial V' que é a projecao de V f
sobre uma esfera e mostramos que V' é nao nulo. Renormalizamos V' e obtemos o campo W.
Entao mostramos que o campo W é integravel e obtemos um difeomorfismo através do fluxo
deste campo para concluir que f é uma fibracao local em ¢y no complemento da bola Br. Com
W construimos um campo H que fornece a trivializagao de f através de seu fluxo.

Seja V' : R™\ {0} — R™ o campo vetorial definido por:

(2, V()

]

V(z) =Vf(z) - (1.5)
Temos que V' é a projecao de V f(x) sobre o espaco tangente a esfera S, em z, com r = ||z|.
A seguir, provamos que se a condigao (1.3) é satisfeita, entao existem R > 0 e € > 0 tais
que V(z) # 0 para todo z € f~!(Jto — €, o + €[) N B%, onde BY% denota o complemento da bola
de raio R em R". Do contrario, pelo Lema de Sele¢ao da Curva 1.7, existe uma curva analitica
x(s) tal que
x(s) = s%ap+a1s+...), ap #0 (1.6)
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limg 0 ||2(s)|| = o0, lims—o f(z(s)) = to e V(z(s)) = 0. Desta forma, temos o < 0. Considera-
mos também

Vf(z(s)) =5 (bo + bis + ...), by # 0. (1.7)

Pela condicio (1.3), temos que ||z(s)|| "~ ||V f(z(s))|| = 0, para s préximo suficiente de 0. Logo,
as equagoes (1.6) e (1.7) implicam:

s N lag + ars + ... || 3 |[bo + bis + .|| > 6 (1.8)

com s suficientemente préximo de 0. Portanto a+ 8 — £ < 0 e como —%: > 0, concluimos que
a+ 5 <0.
Como lim,_,o f(z(s)) = to, segue que f é limitada para s préximo de 0. Portanto, f(z(s)) é

uma func¢ao analitica de s em 0 e consequentemente w também é uma funcao analitica de
s em 0.
Mas

df (z(s)) " 0f(x(s)) dx; d
0 - ZT A Eﬂs),vf(x(s)) (1.9)
=1 v
= SOH_’B_l(Oé(CL(), b0> + (Oé<(10, b1> + (Oé + 1)<b0, a1>)s + ) (110)
Como w é analitica em 0, e « + 8 — 1 < 0, concluimos que (ag,by) = 0. Logo, como

V(z(s)) =0, temos:

(I(S),Vf(x(smw(s)
[z (s)[]?

(s*(ag + ays +...), 8% (by + byis + ...))
s2||ag + ays + ...||?

Sﬁ<<a07 b0> + (<a07 bl> + <CL1, b0>)8 + )

|lao + ars + ...||?

s?((ao(ao, br) + ao{a, bo))s + ...)
|lap + ars + ...||?

P ((ag(ag, by) + aglas, bo)) + ...)
|lao + ars + ...||?

Vi(x(s)) = Vf(x(s)) —

= 5P (b +bys+...) —

s*(ag 4+ a1s + ...)

= s%(by + bys+...) —

(ap + ars+ ...)

= 5% (by + bys+...) —

=0.

= Sﬁ(bo =+ blS + ) —

A 1ltima expressao implica que

S((CL()(CLQ, b1> + a0<a1, b0>) + )
||a0 —+ als + ||2

b0+bls+... =

Assim, obtemos que by = 0 0 que é uma contradi¢ao. Portanto, isso nos mostra que existem
R > 0ee> 0 tais que V(z) # 0 para todo x € f~!(Jtg — €, 1o + €[) N B%. Considere o seguinte
aberto U := f~!(Jto — €, to + €[) N B% e consideramos W : Y — R™, uma renormalizacao de V/,

definido por:
’ Ve V) V()

V@R T (V@) V(@) (V(@), V@)
Temos W (z) # 0 e (z, W(x)) = 0, pela construgao de V' (z). Além disso, por (1.1) obtemos

que
O ropm iy — o V@ N\
o = (V@) W) = (V1) o) =1 (1.11)

W ()




Agora provamos que o campo vetorial W (z) é integravel em U, e posteriormente obtemos
um difeomorfismo ¢ através do fluxo deste campo, para mostrar que ¢ trivializa f em U. Seja
po € [ (to) N By, arbitrario. Por (1.11), temos que se 7,,(t) é uma solugao de

{W(vpo (£)) =, (1)

Po = ’7}70 (tO)a

entao f(7,,(t)) =t, para todo ¢ no dominio de ~,,.

De fato, derivando f(7,,(t)) = t, com relacdo a t, temos (V f (v, (%)), 7, () = 1.

Temos que 7,, estda definida para todo t €]ty — €,y + €[. De fato, esta afirmacao segue pelo
fato de que 7, satisfaz as seguintes duas propriedades:

- limy |7, ()] néo diverge para todo b €|ty — €,ty + €[. Esta propriedade segue pela
construcao de W, pois ||v,,(¢)|| = ||pol|, ¥t no dominio de ~,,.

- {1 (1), t €]to — €, 1o + €[} ndo contém pontos da fronteira de U. Esta propriedade segue
pelo fato de que f(v(t)) = t,Vt no dominio de ,,.

Logo, pelo Teorema do Fluxo Local (veja por exemplo [3, Teorema 4.0.4]), temos que a
aplicagao

¢ (fHto) NBG)x Jto — e, to + e[ — (fto — e, to +€[)NBG =U, (1.12)

definida por ¢(po,t) = 7,,(t) é um difeomorfismo. Além disso, temos que f o ¢(po,t) =
f(7p(t)) =t, 0 que mostra que ¢ trivializa f em U.

A seguir, provaremos que a restri¢ao f : f~(Jto — €, to + €[]t — €, to + €]) é uma fibragao
utilizando o campo W acima. Como %y é um valor regular de f, podemos supor que € tomado
acima é pequeno suficiente de modo que o intervalo |ty — €ty + €] contém somente valores

regulares de f. Logo, o campo vetorial Z(x) := % estd bem definido para todo x €
F7Y(Jto — €, to + €[). Além disso, por (1.1) temos:

of < Vf(x) >

— =(Vf(x),Z(x)) =(Vf(r), =5 )=1. 1.13

Vamos “grudar” os campos vetoriais W (z) e Z(x) para obter uma trivializacao de f. Con-
sidere 71,79 € R, com 71,79 > 0, tais que R < r; < ry. Para rq,ry temos que existem funcoes
continuas A1, Ay : R” — R de classe C* (veja por exemplo [9, pagina 186]) tais que:

i) M(By,) =1 e X(B,,)=0.
ii-) A\;(R™\B,,) =0 e \y(R"\B,,) = 1.
iii-) 0 < M\ (B,,\B,,) <1¢0< )\(B,\B,,) < 1.
Com as funcoes anteriores, definimos o campo vetorial H : f~*(]tg — €, to + €[) — R™ dado por:

1

(M(2)Z(x) + Ao (2)W ().
Este campo gruda os campos vetoriais mencionados anteriormente. Além disso, pela construcao,
temos:

of

0H
o que mostra em particular que H é nao nulo.

1, (1.14)
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Utilizaremos o fluxo de H para produzir o difeomorfismo que prova que f é uma fibragao
local em ty. Seja p; € f~1(ty) arbitrdrio. Por (1.13), temos que se &,, () é uma solugao de

{H(fpl (1) =&, (t)

P11 = €p1 (t0>a

entdo f(&,,(t)) = t (isso segue, como antes, derivando f(&,,(t)) = t). Temos que &, estd
definida para todo t €]ty — €, to + €[. De fato, esta afirmacao segue pelo fato de que &, satisfaz
as seguintes duas propriedades:

- limy 4 ||€,, (t)|| ndo diverge para todo b €]ty — €,ty + €¢[. Esta propriedade segue pela
propriedade de W discutida anteriormente e pelo fato de que se &, (t) ¢ B,,, quando ¢t — b,
entao H = W por construgao.

- {&,, (1)t E€]to — €,to + €[} nao contém pontos da fronteira de f~!(Jtg — €, ¢ + €]). Esta
propriedade segue pelo fato de que f(&,,(t)) = t,Vt no dominio de §,,.

Logo, novamente pelo Teorema do Fluxo Local (veja por exemplo [3, Teorema 4.0.4]), temos
que a aplicagao

o1 M (to)x Jto — €, to + €[ — [ (Jto — €, to + €]), (1.

1
definida por ¢, (p, t) = &,(t) é¢ um difeomorfismo. Além disso, temos que fog(p,t) = f(&,(t))
t, o que mostra que f é uma fibracao topoldgica local em ¢y, o que termina a prova.

5)

o

Observagao 1.16. Com a mesma demonstracdao do Teorema 1.15, também prova-se que a
condi¢dao de Malgrange (veja Definigao 1.14) implica to ¢ As. A unica mudanga é que, quando
a condigcao (1.4) € satisfeita, das equagoes (1.6), (1.7) e (1.8) concluimos que o+ < 0 e o
resto das justificativas sao andlogas.

Exemplo 1.17. Considere a funcao f : R* — R definida por f(x,y) = x—x%y. Na Observagdo
2.11 do proximo capitulo justificaremos que 0 € Ay. Logo, pelo Teorema 1.15 seque que (1.3)
nao € satisfeita em 0. Neste exemplo, mostraremos explicitamente que (1.3) ndo € satisfeita
em 0. De fato, considere a sequéncia de pontos {(%,n)}neN C R?. Esta sequéncia verifica:

1

i — = 1.16

550”(%”)” - (1-16)
lim f (- lim — — 0 (1.17)
1m —. N = m — = .
n—o0 on’ n—oo 4n ’

No1 N-1
Yy

: 1 1 . 1+4n*\ 2 1
o)) 19 )| = e (50) 7 () o o

As trés expressoes acima mostram que 0 nao satisfaz a condigao (1.3).

Mais a frente, no Exemplo 1.20 vemos que a reciproca do teorema anterior nao é valida. Ou
seja, o Teorema 1.15 nao fornece uma caracterizacao completa do conjunto de bifurcacao.

1.2.3 Trivializacao de D’Acunto e Grandjean

Seja f : R® — R uma funcao semialgébrica de classe C2. Suponha que t, € R é um valor regular
de f que nao satisfaz a condicao de Malgrange, veja Definicao 1.14. Nesta secao mostraremos
uma condicao para que f seja uma fibracao topolégica local em t, (Teorema 1.19). Este teorema
¢ um resultado apresentado por D’Acunto e Grandjean em [2]. Para a demonstracao deste
teorema precisamos somente de dois resultados, o primeiro é a Proposicao 1.18 apresentado
em [2, Proposition 3.1], que chamaremos de Condigao de Kurdyka-Lojasiewicz como em [2]. O
segundo ¢ o Teorema do Fluxo Local de um campo vetorial X : U C R™ — R. Comegamos
com o seguinte resultado:
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Proposicao 1.18 (Condigao de Kurdyka-Lojasiewicz). Sejam f : R™ — R uma funcdo se-
mialgébrica de classe C' e ty € f(R™), entdo existem mimeros reais C, R,T > 0 e um menor
nidmero racional py,, com py, < 1, tal que para todo x € R", ||z|| > R e |f(x) —to| < T, tem-se

[z [[[[V f(2)[| = Clf (z) — to|*.
O exponente p;, é chamado de expoente de Kurdyka-Lojasiewicz no infinito para o valor ;.

Teorema 1.19 (Trivializagdo de D’Acunto e Grandjean). Seja f : R™ — R uma fun¢do semi-
algébrica de classe C*. Suponha ty € f(R"™) um valor reqular. Se py, < 1, onde py, € definido na
proposicao anterior, entdo f € uma fibragao topologica local em ty. Mais ainda, a trivializacdo,

pode ser realizada pelo fluxo de %.

Demonstragio. Sejam R,C,e > 0 nimero reais tal que ||z|||[|Vf(z)]] > C|f(x) — to|’ em
F7(Jto — €, to + €]) N B%, onde como antes B = {x € R" | ||z|| < R}.
Sejam xg € f1(ty) € 7, (t) uma trajetéria maximal satisfazendo o seguinte problema:

Vi)
o) = T ()P (1.19)
Yo (to) = To.

Entao, para todo t € R obtemos que f(7,,(t)) = t, pois

df (72 (1)) (Vi (o (1), VI (o ()
dt IV f (7 () [

Temos que 7, esta definida para todo t €]ty — €,ty + €[. De fato, como antes, esta afirmagao
segue pelo fato de que 7,, satisfaz as seguintes duas propriedades:

- {72 (1), t €]to, ¢[} ndo contém pontos da fronteira de f~1(]ty — €, ty + €[). Esta propriedade
segue pelo fato de que f(7,,(t)) = ¢, ¥t no dominio de ~,,.

- limy s |72, (t)]] néo diverge para todo b € |ty — €, o+ €[. Mostremos a seguir esta afirmagao
para b > t, (a prova para b < t; ¢ analoga). De fato, se 7,,(t) é uma solugdo do problema (1.19)
e com ||, ()|l grande suficiente, entao ~,,(t) satisfaz a seguinte relac¢ao, com t,t; € |to, to + €[:

[ G
/N“(s)ds = ), TGP

' Vi)

= (Vf (40(1)), 72, (1)) = =1 (1.20)

Voo (L) = Vao (T1) + — 5 0aS. 1.21
A N Ok 2
Logo,
LY (5)) ‘
w0 (D < 7z (11 + L d
e 2 al+ | [ e
t
19 (g (5))]
< a1 + ds
A e
t
1
oI+ | 7o
Pela hipétese e Proposicao 1.18 na expressao anterior, obtemos
t
o (5)]
w0 (D < 7z (1) + ds. 1.22
o < Tt + | gz DS (122

12



Pelo Lema de Gronwall (veja por exemplo [3, Lema 3.1.5]) a expressao (1.22) pode ser reescrita

da seguinte forma
t ds
2o O] < |7V (1) ]| € 1.23
] < It e | Gr——r (123

Dado que f(74,(t)) = t, entdo podemos reescrever a desigualdade (1.23) como segue

¢ ds
o (Ol < e (£2)]] exp /

t1 C’|S - t0|pt0

(s —to)' P |1, }

— o (10)] eXp{

C(l — pto)
= II%O(tl)||eXp{(t—t0> 0(01__ <;:)—to> }

Portanto lim;_, ||7.,(¢)|| nao diverge. Logo, pelo Teorema do Fluxo Local (veja por exemplo
[3, Teorema 4.0.4]), temos que a aplicagao

QZ51 . f_l(to)x ]to — G,to + E[-) f_l(]to — €7t0 + ED, (124)

definido por ¢;(z,t) = ~,(t) é um difeomorfismo. Além disso, temos que fog(p,t) = f(7,(t)) =
t, o que mostra que f é uma fibracao topoldgica local em ¢y, o que termina a prova. O

O exemplo a seguir dado em [16, Example 5.4], mostra que a reciproca dos teoremas 1.15
e 1.19 nao sao validos. Ou seja, esses teoremas nao fornecem uma caracterizagao completa do
conjunto de bifurcagao.

Exemplo 1.20. Considere a funcio f : R? — R definida por f(z,y) = 222y — 9zy* + 12y.
Para esta fungao temos que Ay = O (veja por exemplo [16, Example 5.4]), ou seja, f é uma
fibragao topologica, mas py = 1. Para provar a ultima afirmagao, considere a sequéncia de
pontos {(n, %)}neN C R2. Esta sequéncia verifica:

lim |[{ n, — = 00,
n—o0 n
1
lim f (n,—) = lim 5 =0,
n—oo n

1 _
lim Vf (n,—) = lim (—25,0> = (0,0).
n—00 n n—00 n

Logo, pela Proposicao 1.18, temos que existem C' > 0 e pg, tal que para todo n € N suficiente-
mente grande, vale a sequinte desigualdade

2= )
DI D) = mel -2
o ({550 () = sl o)

PO

FEntao
P0
lim '
n—oo

Ou seja,




Portanto

5vnt + 1
lim YT s g Onmptoe, (1.25)
n— 00 n n—o00
A expressao (1.25) implica que C < 1 e pg = 1. As contas acima também mostram com
a mesma sequéncia {(n,1/n)} que 0 ndo satisfaz a condi¢ao de Malgrange (Defini¢io 1.14),
consequentemente 0 ndo satisfaz a condi¢ao de Parusinski (Definicao 1.13).

A seguir, comparamos brevemente as condigoes dos teoremas 1.15 e 1.19 e apresentamos a
nocao de valores criticos assintoticos.

Dada f : K® — K uma fungao diferenciavel, com K = C ou K = R. Definimos os seguintes
conjuntos.

Ko(f) := [f(erit(f)).
Onde crit(f) denota o conjunto dos pontos criticos de f, isto é, crit(f) = {x € K" | Vf(z) = 0}.

Ko(f) ={y € K| dz, € K", tal que ||z,| — oo, f(z,) = v, € ||z.||IVf(zn)]| — 0}.

O conjunto K (f) é chamado de conjunto de valores criticos assint6ticos. Com isso, definimos
o conjunto K(f) = Ko(f) U Koo(f). O conjunto K(f) é chamado de conjunto dos pontos
criticos generalizados, veja por exemplo [14], [7] e [8]. Um resultado classico que relaciona o
conjunto K (f) e o conjunto de bifurcagdo Ay é o Teorema de Rabier, que diz basicamente que
Ay C K(f). Este resultado pode ser visto no caso mais geral em [14, segdes 6 e 7], veja também
[7, Theorem 3.1].

Os valores que pertencem ao conjunto K (f) sdo justamente os valores onde a condigao de
Malgrange falha, veja (Defini¢ao 1.14).

Em particular, D’Acunto e Grandjean provaram que todo valor regular que pertence ao
conjunto K (f) cujo exponente de Kurdyka-Lojasiewicz é menor que 1, ndo é um valor de
bifurca¢ao (Teorema 1.19). Assim, podemos ver o Teorema 1.19 como um resultado que ge-
neraliza o Teorema 1.15 no caso real. O exemplo apresentado em [2, Example 5.3], f(z,y) =
Yy + (1 + (1 + 2%)y)3, mostra que a reciproca nao é védlida. Neste exemplo, temos que py < 1
mas f~1(0) nao satisfaz a condi¢ao de Malgrange.
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Capitulo 2

Valores de bifurcacao no plano real

Neste capitulo, f : R? = R ¢ uma funcao polinomial.

No Capitulo 1, apresentamos a definicao do conjunto de valores de bifurcacao de f, que
denotamos por Ay, veja Definicao 1.8. Apresentamos a prova de que se ¢y ¢ um valor regular de
f que satisfaz a condicao de Parusinski, veja Definicao 1.13, entao f é uma fibracao topolégica
local em ty (Teorema 1.15). Na segao 1.2.3, apresentamos a prova de que se tg € f(R?) é um
valor regular e o exponente de Kurdyka-Lojasiewicz para t; é menor que 1, entao f é uma
fibragao topoldgica local em t, (Teorema 1.19).

Para provar estes resultados foram usados fluxos de campos vetoriais. Porém, o Exemplo
1.20 mostra que as condicoes destes teoremas nao caracterizam o conjunto Ay.

O principal objetivo deste capitulo é apresentar o Teorema de Tibar e Zaharia provado em
[16, Theorem 2.5], veja Teorema 2.10. Este resultado se diferencia dos outros teoremas menci-
onados anteriormente, pois ele fornece uma caracterizacao exata do conjunto de bifurcacao.

O teorema de Tibar e Zaharia depende de condigoes Geométricas/Topoldgicas das fibras de
f. Em particular, este teorema prova que um valor regular ¢y de f nao é um valor de bifurcacao
se, e somente se, existe um aberto U de ty tal que a Caracteristica de Euler é constante para
todo t € U e nenhuma componente conexa da fibra f~1(¢) desaparece no infinito quando ¢ — t,
veja Teorema 2.12.

Este capitulo esta dividido em trés secoes. Na primeira secao, consideramos uma familia
de componentes conexas Y,!' = f~1(t) N T, onde I' é uma componente conexa de f~*(]a,b]),
Ja,b[C f(R*) \ Ay e t €]a,b]. Posteriormente apresentamos trés definigées que nos permite
saber quando lim;_,, Y;' existe, nio existe, ou existe e ¢ tinico. Na segunda secio, apresentamos
o Teorema de Tibar e Zaharia com sua prova. Na tltima se¢ao exibimos exemplos que mostram
que as condigoes de cada item deste teorema sao necessarias.

2.1 Limite de componentes conexas

Seja f : R? — R uma fungao polinomial. Denotamos por X; := f~!(¢) a fibra de f sobre t € R.

Para cada t € R, X; é um conjunto algébrico. Temos também R? = U X;.

teR
Nesta secao, apresentamos trés definigoes e alguns resultados relevantes. Estas definicoes

e resultados serao utilizados no desenvolvimento da prova do teorema principal deste capitulo
(Teorema 2.10) e para a compreensao do mesmo.

As definigoes e os resultados apresentados nesta se¢ao sao de [16, pagina 385]. Comegamos
com a seguinte definicao:

Definigao 2.1. Seja f : R? — R uma funcgao polinomial. Considere ]a,b[C R um intervalo
de R com ]a,b[C f(R?*)\ A;. Denotamos por I' uma componente conexa de f~'(]a,b]) e por
Y} =X,NT comt €a,b|.

15



Dizemos que p € R? é um ponto limite da familia {Y;F}te]a,b[ comt — a, se existe uma
sequéncia de pontos {pgtren C I, tal que klim P =1p e klim f(pr) = a. Analogamente, dizemos
—00 —00

que p € R? € um ponto limite da familia {Y;F}te}aﬂ comt — b, se existe uma sequéncia de
pontos {pg ey C T, tal que klim pr=De klim f(px) = 0.
—00 —00

Com as defini¢oes acima, utilizaremos as seguintes notacoes:

. hI{l> Y," = {p € R?| p é ponto limite da familia {Y;" },ca 4 com t — a}.
—a,t>a

Da mesma forma

. hbr? bYtF = {p € R? | p é ponto limite da familia {Y;' };cqs; com ¢ — b}.
—0,t<

Os seguintes dois resultados sao consequéncias da definicao anterior.

Proposicao 2.2. Considere {Ytr}te]a’b[ como na Definicao 2.1. Para esta familia, temos que
lim V' c f! lim V;" c f7'(b).
Pk @ e S Y e )
Demonstracao. Se . lir? Y =0, a prova segue. Assim, suponhamos que . 1irg1> Yl # 0. Seja
—a,t>a —a,t>a

p € lim Y! entdo existe uma sequéncia de pontos {pitrey C T tal que lim p, = p e
t—a,t>a k—o0

klim f(pr) = a (Definigao 2.1). Como f é continua, segue que a = klim flpr) = f (khm pk> =

—00 — 00 —00

f(p), assim p € f~'(a). Portanto . lil? V' ¢ f7'(a). De maneira andloga se mostra que
—a,t>a

lim Y c f(b). O
t—)lbr,{l<b ¢ < f ( )

Pela Definicao 2.1, temos que ]a, b[NA; = (). Observamos que esta hipdtese nao foi necesséria
para a demonstracao da Proposicao 2.2. No entanto, no proximo resultado, utilizaremos a
condigao Ja, b[NA; = 0.

Proposicao 2.3. Sejam ' e {Yf}te]ab[ como na Defini¢io 2.1. Entio Y, é nao vazio e conexo
para todo t €a, b|.

Demonstragao. Pela Definigao 2.1 temos que f~'(Ja,b]) # (. Temos que X; = f~'(f) é uma
uniao de componentes conexas e também f~!(]a,b[) é uma unido de componentes conexas,
sendo que I' é uma das componentes conexas deste ultimo conjunto. Como Ja,b[NA; = 0,
temos que a restrigao f : f~!(Ja,b[) —]a,b[ é uma fibragao topoldgica local (Definigao 1.2) e
como |a, b| é contratil segue que esta restricao de f é uma fibragao topolégica (Teorema 1.3).
Logo, pela defini¢ao de fibragao, temos que f~!(Ja, b[) ¢ homeomorfo & X;x]a, b[, para qualquer
t €la,b[. Em particular, X; é ndo vazio para qualquer ¢ € ]a, b[.

Por outro lado, como f é polinomial, em particular semialgébrica, segue por [6, Theorem
(2.4.5)] que o ntimero de componentes conexas de X; e de f~(]a,b[) sao finitos. Como j4
vimos que X;x]a, b[ é homeomorfo & f~'(Ja,b[), segue que X; e f~!(]a,b[) possuem o mesmo
nimero de componentes conexas. Além disso, como a restricao f : f~(]a,b]) —]a,b] é uma
fibragao topoldgica, segue que cada componente conexa de f~!(]a,b[) possui uma, e somente
uma, componente conexa de X;. Isto mostra em particular que Y;' é conexo, o que termina a
prova. O

A seguinte proposicao é uma consequéncia da Definicao 2.1. Em particular, o proximo

resultado mostra que lim {Ytr}te]a p| Pode ser vazio, ter somente uma componente ou mais de
t—a,t>a ’

uma componente conexa. O caso onde este conjunto é vazio, sera caracterizado e exemplificado
na secao 2.1.1. O caso onde este conjunto tem mais de uma componente, serd discutido e
exemplificado na segao 2.1.2. Estes casos também serao utilizados no Teorema 2.10 que fornece
uma caracterizacao dos valores de bifurcacao.
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Proposicao 2.4. Considere {Y;" }1ejap) como na Definicio 2.1. Suponha que a € f(R?) é um
valor reqular de f, entao:

i-) O limite . lir? V' € wazio ou é uma unido de componentes conevas de f~(a).
—a,t>a
ii-) Seja {KF/}temb[ uma familia de curvas como na Definicao 2.1 correspondendo a alguma
componente conexa I" de f~1(Ja,b[). Se

. T . r’
() () o0
Entao {Y;F}te]a,b[ = {Ytrl}te}a,b[-

Demonstragao. i-) Seja A = . lir£1> Y;'. Suponhamos que A # (), entdo provaremos que A é um
—a,t>a

conjunto aberto e fechado de f~1(a). Mostraremos inicialmente que A é um conjunto fechado
de f~'(a). Seja {pi}ren uma sequéncia de pontos em A tal que klim pr = p. Pela Definicao
—00

2.1, temos que, para cada k € N, existe uma sequéncia {zf};cy C T tal que llimzlk = pp €
—00

llim f(zlk) = a. Como py — p e zI — pg, entdo, para todo m € N, existem ky,, [, € N tais que

—00

Dk, — p| < ﬁ e |z = pr,| < ﬁ Logo a sequéncia {zfn’j }men C I' converge para o ponto p.
De fato, para todo m € N, segue que

1
OSL%T—MEH%:—pm%HmM—p%<E- (2.1)

Assim zlknm — p quando m — oo. Por outro lado, como f é continua e f(px) = a para todo
k € N, temos que

lim f(zl’j?) = f( lim ZZ,ZL) = f(p) = lim f(px) = a.

m—00 m—00 k—o00
Portanto p € A. Consequentemente, A é um conjunto fechado de f~1(a).

Agora provaremos que A é um conjunto aberto de f~'(a). Seja p um ponto arbitrdrio de

A, entao p € f~'(a) (Proposigao 2.2). Como a ¢ um valor regular de f, podemos encontrar
um conjunto aberto W de f~!(a), tal que p € W e W C A. De fato, pelo Teorema da
Forma Local das Submersoes, temos que existem parametrizagoes (ou seja, difeomorfismos)
1 IxJ—= oI xJ)eps: I — ¢o(l), com I, J C R abertos, p € ¢1(I x J), a € ¢po(I) e tais

que
(¢2_1 © f o ¢1)(x17x2) = ffl,V(fEhxg) clxJ

Como ¢; ¢ um difeomorfismo, segue que, ¢1(I x J) é um conjunto aberto de R? logo W =
&1 (I x J)N f~(a) é um conjunto aberto de f~'(a), que contém o ponto p, além disso W C A.
De fato, sejam ¢, ' (a) =t, ¢7'(p) = (¢, 2) e p um ponto arbitrdrio de W, com p # p.
Como p € A, existe uma sequéncia (zy, yx) € T, tal que klggo(xk’ Yk) =Dpe ]}Lrgof((xk, Uk)) = a
(Definigao 2.1), entao existe ko € N tal que para todo k > ko, (zg, yx) € TN o1 (I X J).
Assim, para cada k > ko, o7 ((zx,yr)) = (A, gx) € I x J, portanto ;}Ego(hk’gk) = (t,z),

e (¢3' o fo¢1)((hi,gr)) = hi. Por outro lado, pela construcio de W, temos que p = f~'(a)
e ¢, (p) = (t,2) # (t,2). Como klim hy =te (¢ o f71 o o) (hy) = {hi} x J, entdo para
—00
k > ko, podemos encontrar um ponto g, € J, tal que (hg, g.) — (t,2) € ¢1((hg, Gi)) = (2, 7p,) €
TNy (I % J).
Consequentemente klim &1 ((he, 7)) = klim (2k,Tp) =D e lim f((xx,Tx)) = a.
00 —00 n—oo
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Portanto p € A. Desta maneira obtemos que A é um conjunto aberto de f~!(a). Finalmente,
pelo fato de A ser um conjunto aberto e fechado em f~!(a) segue que A é uma uniao de
componentes conexas de f~1(a), o que termina a prova do item i).

ii-) Por hipdtese, temos que existe um ponto p € R? tal que p € ( lim Ytr) N < lim Ytrl>.

t—a,t>a t—a,t>a
Entao, existem sequéncias {pi}ren C ' e {p}}ren C I, tais que klimpk = klimp}€ = p,
—00 —00

klim flpr) = klim f(p) = ae f(pr) > ae f(p,) > a (Definicao 2.1). Como a é um valor
— 00 — 00

regular, segue pelo Teorema da Forma Local das Submersoes que para k grande suficiente te-
mos que py, pi. € I'NTY, que em particular mostra que 'NT” # (). Como T e [ sdo componentes

conexas, temos I' =T".
Portanto, para cada t €]a, b[ segue que

YVi=Xx,nT=X,nT"=Y".

Consequentemente {Y;" }ejapf = {Y! Hejap), © que termina a prova do lema. O

2.1.1 Desaparecimento no infinito de uma familia de componentes
conexas

Pela Proposicao 2.4 temos que lim Y pode ser igual a vazio. Nesta secdo, apresentamos
s t b1 )
t—a,t>a

uma definicao formal, uma caracterizagao e um exemplo para este caso.
A préxima definigao faz parte das condigdes do teorema principal do capitulo (Teorema

2.10).

Definicao 2.5. Considere {YtF}tE]@b[ como na Definigao 2.1. Dizemos que esta familia, desa-

parece no infinito, comt — a et > a, se lim Y} = 0.
t—a,t>a

Analogamente, dizemos que a familia {Y;F}te]a,b[ desaparece no infinito, comt — b et < b,
se lim Y}!' =0.
t—b,t<b

Uma caracterizacao da definicao anterior é dada pelo seguinte resultado.

Proposicao 2.6. Considere {Y;" }icjap como na Definicao 2.1. Temos que . lir?> Y =0 se,
—a,t>a

e somente se,
lim inf{||z| | z € V;"} = c0.

t—a,t>a

Demonstragio. =) Suponhamos que lim inf {||z| | z € Y;'} # oo. Logo, existem R > 0 e
>a

)

uma sequéncia py, € Y, , com t;, €la,b| e t, — a, tais que ||py, || < R, Vk € N. Logo, a menos de
tomar uma subsequéncia, podemos supor que p;, — p para algum p € R?. Pela continuidade

de f temos que p € f~1(a) e portanto p € . lir? V' Isto prova que limy ;4 5q Y5 # 0.
—a,t>a
<) Suponhamos que . lir?> Y' #10. Sejap € . lir?> Y, entdo, existe uma sequéncia de pontos
—a,t>a —a,t>a
{pr}ren C T tal que klim P =pe klim f(pr) = a (Defini¢ao 2.1). Como a fungao modular é
—00 —00

continua e p, — p, segue que, lim ||pi|| = [|p|| < co. Assim lim inf{|z|| |z € Y'} # c0. O
k—o0 t—a,t>a

O exemplo a seguir mostra quando uma familia {Ytr}te]a,b[ como na Definicao 2.1, desaparece
no infinito. Veja também os exemplos 2.3.1 e 2.3.3.
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Exemplo 2.7. Considere a fungdo: f: R* — R definida por f(x,y) = 2° + (zy — 1)2. Como
a funcdo [ € estritamente positiva, temos que para cada t €]0,1], a fibra X, € dado por:

XtZ{(x,y)€R2|y:T+—, com —\/zﬁxé\/z}.

Temos que a fibra X; é a uniao de duas componentes conexas separadas pela reta x = 0.
Consequentemente existem duas familias de componentes conexas definidas como seque:

+VE—22 1
V[ hegon) = {(:v,y) eER?*|y= ——— ft-e0<us \/i}.

’ :I:\/ t— 1'2 1
(Y7 Yiejon = {(x,y)€R2|y=T+; g —\/ng<0}.
A familia {Yf}te]o’l[ desaparece no infinito, ou seja, . l%r? OYtF = (0. De fato, suponha que
0,6
pe lim YL, entdo existe uma sequéncia py € T tal que lim p, = p e lim f(pr) = 0 (Definicio
t—0,t>a k—o0 k—o0

2.1). Pela continuidade de [ temos f(p) = 0. Isto conlradiz o fato de que [ € estritamente
maior que zero. Analogamente, temos que a familia {Ytr’}te]m[ desaparece no infinito.
A sequir, apresentamos um grdfico das fibras de [ que ilustram o seu comportamento para

alguns valores de t. Mais especificamente, t = 1, 3 2 I 3

27107107100 ~ 100"

2%y +a? — 20y = —0.5
zy? +2? — 2oy = —0.7

z?y? + o — 2zy = —0.93

2% + 2? — 22y = —0.97

2.1.2 Divisao de uma familia de componentes conexas

Pela Proposicao 2.4 temos que, lim YtF pode ter mais de uma componente conexa. Nesta
t—a,t>a

se¢ao, apresentamos uma definicao formal e um exemplo para este caso.

A préxima definigao faz parte das condigbes do teorema principal deste capitulo (Teorema
2.10).

Definicao 2.8. Considere {Ytr}te]M[ como na Definicao 2.1. Dizemos que esta familia se

divide quando t — a et > a, se o limite lim YtF contém pelo menos duas componentes
t—a,t>a

conexas de f~1(a).
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Analogamente, dizemos que a familia {YtT}tG]aJ,[ se diwide quando t — b et < b, se o limile
libm bYtF contém pelo menos duas componentes conexas de f~(b).
t—bt<
O exemplo a seguir mostra quando uma familia {Y;" }+¢}4,5; como na Definigao 2.1, se divide.
Veja também o Exemplo 2.3.1.

Exemplo 2.9. Considere a seguinte funcdo: [ :R* — R definida por f(x,y) =z — z%y.
Para esta fungao, a fibra X;, com t €]0,1[ é o conjunto dado por:

t—x
x={epery =2l

Portanto, para t €)0,1[, X; € a reunido de duas componentes conexas. Consequentemente,
existem duas familias de componentes conexas definidas a sequir.

t—x
{Ytr}te]o,l[ = {(%?J) ER? |y = ol > 0},

’ t—x
{Ytr Heepoar = {(%y) cR?|y= o ex < 0}.

Porém, quando t = 0, Xo = {(z,y) € R* | z = 0} U{(z,y) € R?* | y = 1}. Ou seja,
quando t — 0, a familia {Ytr}te]o,l[ se divide em duas componentes geradas pelas equagoes
x=0ey=1/z, comzx>0.

- - ~ _ _ 135 15 5
A seguir, apresentamos uma ilustragdo das fibras f(x,y) =t, com t = 577007 100° 100 © 0.

—2’y+z=05
—z?y+2 =035

—z?y +2 =0.05
—aly+z=0

[

o

2.2 Caracterizacao valores de bifurcacao

Seja f : R? = R uma fun¢io polinomial. Dizemos que um valor regular ¢, € f(R?) é tipico, se
to ¢ As. Nesta secao apresentamos [16, Theorem 2.5] que, nesta dissertagao serd Teorema 2.10.

Em particular, neste resultado, Tibar e Zaharia provaram que, se {5 € uma valor regular
de f, temos que ¢ty ¢ Ay, se, e somente se, existe € > 0 tal que os Nimeros de Betti da fibra
X; s@o constantes para todo t €|y — €,tg + €] e ndo existe uma componente conexa de X; que
desaparece no infinito, quando ¢ — ¢, (veja Defini¢do 2.5). Ou equivalentemente, ¢, é tipico se,
e somente se, existe € > 0 tal que os Numeros de Betti da fibra X; sao constantes para todo
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t €]ty — €,tp + €] e ndo existe uma componente conexa de X; que se divide, quando t — %
(veja Definigao 2.8). Como ja mencionado anteriormente, este resultado, diferentemente dos
Teoremas 1.15 e 1.19, fornece uma caracterizacao completa do conjunto de bifurcacao de uma
aplicacao polinomial f : R? — R.

Na secao 2.3, apresentamos exemplos de [16] que mostram que todas as hipdteses do Teorema
2.10 sao essenciais, isto é, as condicoes de cada item do teorema nao podem ser trocadas ou
retiradas.

Como antes, denotamos por X; := f~!(¢) a fibra de f em ¢t € R. Como f : R> - R é uma
fungao polinomial, temos que o conjunto dos valores criticos Ky(f) ¢ finito, veja por exemplo
[10, Corollary 2.8]. Assim, para cada valor regular ¢, de f, existe um intervalo contendo ¢y que
nao tem valores criticos de f. Pelo Teorema do Valor Regular, se t estd neste intervalo, entao
f7Y(t) é uma variedade suave de dimensao 1.

Portanto, para cada valor regular t, € R de f, temos que existe um intervalo de ty, tal que
cada fibra X; = f~(¢) neste intervalo ¢ uma uniao finita de circunferéncias ou retas, a menos
de homeomorfismos. O fato de possuir finitas componentes conexas, segue pelo fato de que f
é polinomial, veja por exemplo [6, Proposition 2.2.7 ¢ Theorem 2.4.5].

Dado um valor regular ¢ de f e A uma componente conexa de f~!(¢). Dizemos que A é uma
componente circular, se A é um conjunto homeomorfo a S*, onde S' = {z € R? | ||z|| = 1}.
Dizemos que A é chamado de componente linha, se A é homeomorfo a R.

Dado uma valor regular t de f, definimos:

i) o Numero de Betti by(Xy, f) como sendo a quantidade de componentes conezas de X;;

i) o Numero de Betti by (X, f) como sendo a quantidade de componentes conezxas circulares
de Xt'

Assim, a Caracteristica de Euler da fibra X;, que serd denotada por y(X;), é dada por:

X(Xi) = bo( Xy, f) — 01(Xs, ). (2.2)
Como Ay é um conjunto finito, segue que, para € > 0 suficientemente pequeno, os intervalos
I =to, to+e[, J =]to—¢,to[C f(R?) contém somente valores tipicos de f. Portanto as seguintes
restricoes:
fof'D)—=Tef:f'(J)—=J (2.3)
sao fibragoes topolégicas C™. Consequentemente, se restringirmos as fungoes f : f~1([) — [
e f: f7Y(J) — J a qualquer componente conexa I' de f~'(I) ou de I de f~!(J), entdo as
restrigoes continuam sendo fibragoes topoldgicas.
Com as consideracoes e defini¢oes anteriores, formulamos as seguintes condigoes:

(B) Os Numeros de Betti da fibra X; sao constantes em algum intervalo aberto contendo t.
(E) A Caracteristica de Euler x(X;) € constante em algum intervalo aberto contendo t.

(nV) Nao existe uma componente conexa de X; que desaparece no infinito quando t tende a to,
t <ty out>t.

(nS) Nao eziste uma componente coneza de X; a qual se divide quando t tende a ty, t > ty ou
t <.

Com as definigoes acima, apresentamos o teorema principal de Tibar e Zaharia ([16, Theorem
2.5)):

Teorema 2.10. Seja f : R? — R uma funcdo polinomial. Seja ty um valor reqular de f. Entdo
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

21



i) O wvalor ty € um valor tipico de f.

)

ii) As condigoes (B) e (nV) sdo satisfeitas.

iii) As condigoes (E) e (nV) sao satisfeitas.
)

iv) As condigoes (B) e (nS) sao satisfeitas.

Demonstracao. Comegamos com a seguinte implicagao:
D) = ii):

Por hipétese temos que t; é uma valor tipico de f, entao existe ¢ > 0 tal que a restricao
I (Jto — €, to + €]) —=]to — € to + €[ é uma fibragao topolégica local (Definigao 1.2). Como
|to — €, to + €[ é contratil, segue que esta restri¢cao de f é uma fibracao topolédgica (Teorema 1.3).
Logo, pela definigao de fibragao temos que f~*(Jtg—¢, to+€[) é homeomorfo a X;x Jtg—e¢, to+e],
para todo t €]tg — €,ty + €. Como os Numeros de Betti sdo um invariante topoldgico, segue
que os Ntimeros de Betti da fibra X; e os Ntumeros de Betti do conjunto f~1(]tg — €, to + €[) sao
iguais para todo t €|ty — €,ty + €[. Logo, a condicdo (B) é satisfeita.

Mostraremos a seguir que nao existe uma componente conexa de X; que desaparece no
infinito quando t — to, com t € |tg, o + €| (a prova para t — to, com t €]ty — €,to] é andloga).
Seja xp um ponto arbitrério de Xy, e consideremos a familia {Y; ( como na Defini¢ao
2.1. Seja {tx }ren Clto, to + €] uma sequéncia tal que t;, — t.

Pela discussao do paragrafo anterior, temos que existe um homeomorfismo h : Xy x|tg —
€, to +€[— f'(Jto — €, to + €[). Agora, definamos a sequéncia p, = (g, t) € (X, x]to — €, tg +
e[) N (T'x]to — €, to + €[).

Logo, ,}E{;@k = (wo,t0). Entao para cada k € N, h(p,, ) = ps, € Yy, Assim

}F
tE]to—e,to-‘re

lim p, = lim A(p;,) = h((z0,t0)) = po € Vi,
k—o0 k—o0

Como f é uma funcgao continua, segue que klgn f(pt,) = to, consequentemente t_éir{l% v;E £ 0.
o0 0, 0

Portanto a condigao (nV) ¢ satisfeita, o que termina a prova.
i) = iii):

Por hipétese temos que existe € > 0, tal que os Niumeros de Betti by( X3, f) e b1 (X, f) da
fibra X; sdo constantes para todo t €|ty — €,ty + €[. Logo, a Caracteristica de Euler da fibra
Xy, que é definida por x(X;) = bo(Xy, f) — b1(Xy, f), é constante para todo t €|ty — €t + €.
Portanto, a condicao (E) é satisfeita, o que termina a prova.

iii) = ii):

Mostraremos que as condigoes (nV) e (E) implicam a condigao (nS). De fato, a condi¢ao
(nV) implica que nenhuma componente linha da fibra X; desaparece quando t tende a t;. A
condicao (E) significa que existe € > 0 suficientemente pequeno, tal que o nimero de compo-
nentes linhas de X; é constante para todo t €]ty — €,ty + €. Assim (nS) é satisfeita. De fato,
caso contrario, teremos que x(Xy,) > x(X;) para todo t €]ty — €, to[U]to, Lo + €[, 0 que daria
uma contradicao.

As condigoes (nS) e (nV) mostram que o nimero de componentes conexas de X; é constante
para todo t €|ty — €,tg + €[. Ambas condigbes com a condigdo (E) implicam que os Nimeros
de Betti by(Xy, f) e b1(Xy, f) s@o constantes para todo t €]ty — €, ty + €], logo a condicao (B) é
satisfeita, o que termina a prova.

i) = i):

Sejam € > 0 suficientemente pequeno e D uma componente conexa de f~!(]tg — €, + €[).
Mostraremos inicialmente que, sob a hipétese de (nV), D contém pelo menos uma componente
conexa de X;,. Podemos assumir sem perda de generalidade que |to,to + €] C f(D).
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Seja {tr}ren Clto, to + €] uma sequéncia tal que ¢, — to. Como a condi¢do (nV) é assumida,
entdo podemos tomar uma sequéncia limitada de pontos {py }ren, onde py € Y;f =X ND.
Pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, esta sequéncia possui uma subsequéncia {py, }nen
que converge para um ponto py € R?. Como t;,, — to, entdao pyg € Xy,. Por outro lado, temos
que {pr, }nen C D e D é fechada em f~1(Jtg — €,to + €[), logo py € D. Assim
lim VP #0e lim Y’ cCD.

tr—to,te>to tr—to,tx>to

Logo, pela Proposigao 2.4 i) concluimos que D contém pelo menos uma componente conexa de
Xty -

Agora, provaremos que a restri¢ao fj : DN f~1([to— €, to+€]) — [to—¢€, to+€] é uma fibragao
topoldgica C'*° para € > 0 suficientemente pequeno.

Suponhamos inicialmente que D contém uma componente circular K de X;,, K = S
Entao existe um aberto tubular 7" de K tal que X;, N T = K. De fato, como f é uma
fungao polinomial, em particular semialgébrica, segue por [6, Theorem (2.4.5)] que o nimero
de componentes conexas da fibra X, € finito. Sejam K, ..., K,, todas as componentes de X,
diferentes de K. Seja P, = d(K, K;), onde d(K, K;) é a distancia de K até K;, com i =1,...,n.
Assim para cada x € K tomamos a bola B(x, P/2) onde P = min{P;}. Logo o aberto tubular
T de K tal que X3, NT = K, serd dado por T' = |, x B(x, P/2).

Por outro lado, como K é compacto segue que Xy,+NT é compacto para todo t € [to—e, to+
e]. Portanto a restri¢ao fj: TN f~1([ty — €, to + €]) = [to — €, to + €] ¢ uma submersao prépria.
Pelo Lema de Ehresmann (Lema 1.9), segue que esta restrigao é uma fibragao topoldgica local
C*>. Como [ty — €, + €] é contrétil, temos que fj: TN f~1([to — €,to + €]) = [to — €, tg + €] é
uma fibracao topoldgica (Teorema 1.3).

Além disso, o conjunto T'N f~1([ty — €,to + €]) coincide com a componente conexa D. De
fato, como f é uma funcdo semialgébrica, segue por [6, Theorem (2.4.5)] que o nimero de
componentes conexas de f~'([tg — €, to + €]) ¢ finito. Logo f~([ty — €,to + €]) é um conjunto
aberto e fechado. Assim T N f~!([to — €,to + €]) é um conjunto aberto de f~([ty — €, to + €]).
Por outro lado, como a restri¢ao f| : TN f~1([ty — €, to + €]) — [to — €, to + €] é uma aplicacao
prépria, entao T N f~1([tg — €,to + €]) é um conjunto compacto. Consequentemente, fechado
em f1([to — €,to + €]). Portanto TN f~'([to — €,to + €]) ¢ a unido de componentes conexas
de f~Y([to — €,to + €]). Como ja vimos que toda componente conexa de f~'([tog — €ty + €])
contém pelo menos uma componente conexa de Xy, entao pela construcao de 7', obtemos que
TN f[to—eto+¢€]) =D.

Suponhamos finalmente que D contém uma componente linha L de X;,, L = R. Por
hipétese, temos que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que os Numeros de Betti da
fibra X, sdo constantes para todo t € [ty — €,ty + €]. Portanto > . bo(D N X;) sobre todas as
componentes conexas I de f~1([to—¢, to+¢€]) é constante. Isto implica que o niimero by(D N X;)
nao pode aumentar quando t — ty. Por outro lado, o nimero by(D N X;) nao pode diminuir
quando t — tg, j& que condicao (nV) é satisfeita.

Assim by(DNX;) é constante para todo ¢ € [to—e, to+e€]. O Nimero de Bettim = by(DNX;) é
igual a 1 para todo t € [tg—e¢, to+€]. De fato, os conjuntos DN f~1([tg—e¢, to]) e DN f 1 (Jto, to+e])
contém exatamente m componentes conexas. De fato, pelas consideracoes dadas no inicio desta
segao, sabemos que os conjuntos [tg — €, o[ e |to, to + €] contém unicamente valores tipicos de f.
Assim, as restri¢oes f| : DN [~ ([t — €, to]) = [to—¢€,to, f; : DN f (Jto, to +€]) —]to, to+€] s@o
fibragoes topoldgicas. Entao pela Definigao 2.1, isto fornece m familias {Y;'}; do lado positivo
e outras m familias {Y;"} do lado negativo. Pela discussdo anterior e pela Proposigao 2.4 i)
o limite de tais familias deve ser uma componente conexa de X;,. Assim, nossa componente
linha L de X, é o limite de uma familia lateral positiva e de uma familia lateral negativa.

Seja V' a uniao dessas duas familias, com seu limite L. Entao V' é uma componente conexa
de f~*([to — €,to + €]), j& que V é um conjunto fechado e separado das outras familias e seus
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limites (Proposi¢ao 2.4 ii)). Como L C D e L C V, segue que V coincide com D, logo
m = bo(DNX;) =1 para todo t € [ty — €ty + €.

Portanto X; ~ R para todo t € [ty — €,1y + €]. Entao, pelo Teorema 1.11 temos que a
restricao fj: DN [~ ([to — €, to + €]) = [to — €, tg + €] é fibragao topoldgica C*, o que termina
a prova.

i) = iv):

Sabemos que i) implica ii) e iii), o que mostra que (B), (E) e (nV) sao verificados. Na prova
de iil) = ii), mostramos que (E) e (nV) implicam (nS). Portanto, a prova segue.
iv) = i)

E andloga a demonstragao ii) = i). O

Observacao 2.11. Seja f : R?> — R como no Ezemplo 2.7 da secio anterior. Como jd
discutido, temos que a condi¢ao (nV) ndo € satisfeita quando t — 0, t > 0. Logo, pelo Teorema
2.10 temos que 0 € Ay.

No Ezxemplo 2.9 da se¢ao anterior, temos que a condi¢do (nS) ndo € satisfeita quandot — 0,
t > 0. Logo, pelo Teorema 2.10 temos que 0 € Ay.

O Teorema 2.10 prova o seguinte resultado.

Teorema 2.12. Seja f : R?2 — R uma funcdo polinomial e ty um valor reqular de f. O wvalor
to € R € um valor tipico se, e somente se, a Caracteristica de Euler € constante quando t varia
dentro de algum aberto de ty e nao hda componente de X; que desaparece no infinito quando t
tende a ty, t >ty ou t < ty.

No proximo capitulo apresentamos o teorema da caracterizacao do conjunto de bifurcagao
no plano complexo (Teorema 3.4). Em particular, este resultado prova que se f : C* — C ¢
uma funcdo polinomial e ¢y é um valor regular de f, temos que ty ¢ Ay se, e somente se, a
Caracteristica de Euler da fibra f~!(¢) é constante, para todo ¢ préximo de t,. Em particular,
ambos resultados mostram que o caso complexo difere do caso real pois no caso complexo nao
precisamos da hipdtese (nV) do Teorema 2.12.

2.3 Exemplos

Nesta segao, apresentamos os exemplos dados em [16, Section 3|. Os exemplos 2.3.1, 2.3.2 e
2.3.3 mostram que ambas condi¢oes de cada um dos itens do Teorema 2.10 sao necessérias.
Inicialmente consideramos um polinomio f : R? — R descrito da seguinte maneira:

flzy) = aly)z® +26(y)z +7(y), (2.4)

onde a(y), 8(y) e v(y) sao polindémios na variavel y.

Consideraremos algumas nomenclaturas e realizaremos algumas contas relacionadas a f(z, y)
que nos permitam entender o comportamento das fibras f(z,y) = t, para um valor regular ¢
suficientemente préximo de 0. Isto sera utilizado com o Teorema 2.10 para determinar se
0€ Ay

Posteriormente, utilizaremos estas contas nos exemplos 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3, ja que os exem-
plos apresentados nesta secao sao casos particulares da funcao f.

Seja A= {y € R| a(y) = 0}. Para qualquer polinémio f como em (2.4), suponhamos que
para € > 0 fixo, o intervalo I =| — ¢, €[ contém unicamente valores regulares de f.

Suponhamos que «, § e 7, consequentemente f, verificam a seguinte condigao:

Bly)=0e vl >eVye A (2.5)
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Logo, com as condigoes acima, para qualquer ¢ € I, a equagdo f(x,y) = ¢ na varidvel z
tem duas solugbes complexas (podendo ser nimeros reais inclusive) que dependem de y e de
t. Denotamos por z1(y,t) e z2(y,t) estas solugoes. O discriminante desta equacao é dado por

Ay, t) = (B(y)* — a(y)y(y) + ta(y)). Definimos (para t € I):

D :={(y,t) e R* | A(y,t) > 0}, K :={(y,t) e R* | A(y,t) = 0},
L(s) :=={(y,t) € R* | t = s}, H:={(y,t) e R* |y € A}.

Desta forma, temos o seguinte resultado imediato:

Proposicao 2.13. As solugioes x1(y,t) e x2(y,t) da equagdo f(x,y) =t sao nimeros reais se,
e somente se, (y,t) € D.

As raizes x; e x5 possuem o seguinte comportamento assintotico:

Proposigao 2.14. Sejay € R*\ A. Suponha que y — p, com p € A. Entdo ||z1(y,t)|| = oo e
[z2(y, )| — oo.

Demonstragao. Como p € A e y — p, segue pela definigdo do conjunto A que a(y) — 0. Pela
condicao (2.5) temos que 5(y) — 0 e ||[7(y)| > e.
Logo, temos:

lim 2 (4.£) = lim y) + v/ B(y)? — aly)y(y) + taly)

y—p y—p a(y)

(By)? = aly)v(y) + taly)) — By)?

= lim

v=raly)(Bly) +/B(Y)? — aly)y(y) + taly))
= im a(y)(t —(y))

v=r a(y)(B(y) + /BY)? — aly)r(y) + taly))
~ lim t—(y) i

v=p B(y)? +/B(y)? — ay)r(y) + taly)

Nas contas acima, da primeira para a segunda linha multiplicamos e dividimos por 5(y) +

VBW)? — aly)y(y) + taly).

Fazendo um procedimento andlogo para xs(y,t) temos que lim xo(t) = £00, 0 que termina
y—p
a prova. ]

Temos as seguintes inclusoes:
Proposicao 2.15. H C K e K\ H C 0D.

Demonstracao. Seja (y,t) € H. Pela definicao de H, temos que y € A. Por (2.5), segue

B(y) = 0. Portanto A(y,t) = 0, o que mostra que (y,t) € K. Agora, a inclusao K\H C 0D
,t

segue pelo fato de que A(éy ) — a(y) e a(y) £ 0, para todo y ¢ A. O

Descrevendo a topologia da fibra f~!(t):

Mostraremos nesta subsegao que para todo t, € I, a topologia da fibra f~!(¢y) pode ser descrita
usando as projecoes m; : G — R? definida por m(z,y,t) — (y,t), onde G = {(z,y,t) € R? |
f(x,y) =t} e m : R? — R definida por my(y,t) — t.

Para cada ty € I, definimos

Z(to) := D N L(ty). (2.6)
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Assim, as componentes conexas dos conjuntos Z(ty) e Z(ty) \ H s@o segmentos e pontos
isolados.
Com estas notagoes, analisemos os seguintes dois casos sobre os pontos isolados de Z(ty):

a) Se p = (yo,to) € Z(to) tal que p € H, entao m; '(p) = 0.

De fato, pela definicdo da aplicacio 7y, temos que 7, ' (p) = {(x, yo,t0) € R? | f(x,y0) = to}.
Como p € H, temos yy € A, ou seja, a(yg) = 0. Por (2.5), segue que B(yg) = 0 e ||7(po)| > €.
Logo, temos que 77 ' (p) = {(2,30.t0) € R* | 7(y0) =to} = 0, j que to € [I.

b) Se p = (yo,t9) é ponto isolado de Z(ty) tal que p ¢ H, entdo devemos ter que 7, '(p) é
um ponto isolado de f~(¢y). Portanto, deveria ser um ponto critico de f, o que contradiz a
hipétese sobre o intervalo 1.

De fato, suponhamos inicialmente que w € 7;'(p) ndo é um ponto isolado de f~*(to).
Entao existe uma sequéncia de pontos {wy reny C G, tal que wy, — w e m(wy) € Z(ty). Como
a aplicagao m; é continua, segue que 1 (wy) — p. Logo p nao é ponto isolado do conjunto Z(ty),
o que é uma contradicao.

Agora suponhamos que w = m; *(p) é ponto regular de f. Como ja vimos que w é ponto
isolado de f~!(tp), entao existe § > 0 tal que B(w,d) N f~!(ty) = w. Como w é ponto regular
de f, segue pelo Teorema do Valor Regular que f~'(¢y) ¢ uma variedade de dimensao 1 em
algum aberto de w, o que é uma contradigao com o fato de w ser isolado. Portanto w é um
ponto critico de f. Mas isto nao pode acontecer; pois pela hipdtese sobre o intervalo I temos
que to é um valor regular de f. Logo 71 *(p) = 0.

Os casos a) e b) acima implicam o seguinte fato:
Lema 2.16. Sejam ty € I e p = (yo,to) € Z(to). Temos
a) Sep € H entio ;' (p) = 0. Em particular, temos que f(x,1y) # to, Vo € A.
b) Se p € um ponto isolado de Z(ty), entdo p € H.

O lema acima, em particular, mostra que as componentes conexas de Z(ty)\H sado todas
unidimensionais. O lema acima também mostra que para estudar a topologia da fibra f~1(ty)
basta analisarmos as componentes unidimensionais de Z(ty)\H. A seguir faremos este estudo.

Seja J uma componente conexa de Z(ty)\H, que no caso ¢ unidimensional. Como Z(to)\H
é semialgébrico, segue que J é homeomorfo a um intervalo, veja por exemplo [6, Proposition
2.1.7].

Seja J o fecho de J em [—o0, 00] x R. Definimos:

Definigao 2.17. Definimos por n(J) como sendo o mimero de pontos finais de J que estio
contidos em K \ H. Lembramos que K \ H C 0D pela Proposi¢ao 2.15.

Se (y,to) € J\ 0J, entdo 7 ' (y,to) sdo dois pontos. Agora, assuma que (y,to) € J\OJ
tende a um ponto final () de J. Entao temos as seguintes trés possibilidades:

a) Se Q € K\H entdo os dois pontos em 7, ' (y,to) tendem ao tinico ponto 7 (Q).

b) Se Q € H entio os dois pontos em 77 *(y,ty) tendem a infinito porque suas coordenadas
em x serao ilimitadas (Proposicio 2.14).

c¢) Se Q = (Fo0,ty) entio os dois pontos distintos em 7 ' (y,to) tendem a infinito porque
suas coordenadas em y serao ilimitadas.

Isto implica e justifica o seguinte fato:

Lema 2.18. i-) Se n(J) =2 entdo 7, *(J) ¢ difeomorfo a uma circunferéncia.
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ii-) Se n(J) =1 entdao 7, ' (J) € difeomorfo a uma reta.
iii-) Se n(J) =0 entdo 7, ' (J) € difeomorfo a uma unido disjunta de duas retas.

Portanto parat € I e f com as propriedades acima, podemos entender a topologia da fibra
f7H(t) através de D, K e H. Além disso, com o uso do Teorema 2.10, podemos dizer se 0 ¢ um
valor tipico de f ou nao. As construgoes e resultados acima serao utilizados nos proximos trés
exemplos.

2.3.1 Exemplo 1

Apresentamos nesta se¢do um exemplo que satisfaz as condigoes (B) e (E), mas que nao satisfaz
as condigoes (nV) e (nS) em 0. Logo, 0 € Ay.
Considere o polinomio

flz,y) =2y (y* — 25)* + 2zy(y* — 25)(y + 25) — (y* + y* — 50y® — 51y + 575).

Temos A ={y e R|3P(1y?—25)2 =0} ={yeR|y=425ey =0} Temos B(y) =
y(y* — 25)(y + 25) e v(y) = —(y* + v* — 50y* — 51y + 575). Logo, se y € A entao B(y) =0 e
|7(y)]| > 80. Portanto, condi¢ao (2.5) é satisfeita.

Antes de descrevermos o conjunto D, descrevemos o conjunto K \ H como segue:

Conjunto K \ H
O conjunto K\ H contém o gréfico da fungdo ¢ : R\ {0} — R definida por:

—(y* —25)%(y + 1)
; .

ply) =
De fato, o determinante A(y,t) da equagdo f(z,y) =t na varidvel = é dado por:

Aly,t) = y*(y* = 25)(y +25)* + 4°(y° — 25)*(y" +¢* — 50y* — 51y + 575 + 1)

Ay, t) =y (1> — 25)%[(y + 25)° + y(y* +y° — 50y* — 51y + 575+ t)].

Sobre o complementar de H = {(y,t) € R* | y = 0 e y = £5}, trocando ¢ por ¢(y) e manipu-
lando, temos:

Aly,t) = y*(y* — 25)°((y +25)* +y(y" +y° — 50y° — 51y + 575 + ¢(y)))
=y*(y* —25)* | (y +25)° + (y4 +9° — 50y* — 51y + 575 — v 25; b+ U))
=y (y" — 25)*((y + 25) + y5 +y' = 50y° — 51y% + 575y —(y* = 25)*(y + 1))
=3 (y* — 25)2(625 +9° +yt — 50y — 5092 + 625y — (y* — 25)%(y + 1))
=2 (y° —25)%((y° — 25)*(y + 1) — (v* — 25)*(y + 1))
=0.

A expressao acima mostra que (y,¢(y)) € K\H, Vy € R\ {0}. Ou seja, o gréfico de ¢ estd
contido em K \ H como ja mencionado.

O gréfico da funcao ¢ possui duas componentes conexas y < 0 e y > 0. Essas componentes
dividem o plano em trés componentes. I[lustramos o grafico de ¢ na préxima figura:
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A seguir, analisemos o conjunto D:

Conjunto D

O conjunto D é a uniao de H com a regiao do plano situado entre as duas componentes conexas
do gréfico de ¢.
De fato, para todo (y,t) € H, temos que y*(y* — 25)* = 0 e assim:

Ay, t) = 2 (y* — 25)*((y + 25)* + y(y* + v* — 50y* — 51y + 575+ 1)) = 0.

O que mostra que (y,t) € D.
Agora, se (y,t) ¢ H, temos que

Ay, t) =y*(y* — 25)*((y + 25)* + y(y* + y° — 50y* — 5ly + 575+ t)) > 0

se, e somente se,
(y +25)* + y(y* +y* — 50y* — 51y + 575+ t) > 0.

Manipulando a inequagao acima, podemos escrever:

ty+ (y* —25)%(y+1) > 0.

Logo, se y > 0, entao

t > _(y2 — 22)2<y + 1) _ @(y))

ou seja, acima do grafico de ¢(y) com y > 0.
Por outro lado, se y < 0, segue que

—(y* =25y +1)

t< = o(y),
y

ou seja, abaixo do grafico de ¢(y) com y < 0.

As justificativas acima mostram que o conjunto D é a uniao de H com a componente do
plano que esté entre as duas componentes conexas do grafico de ¢. A figura a seguir ilustra o
conjunto D.

28



Conjuntos Z(t)

Derivando a fungao ¢(y), obtemos

—(y* — 25)(4y® + 3y* + 25)

¢'(y) = "

625
= —4y® — 3y® + — 4 100y + 50.
Yy

Consequentemente

1250
o' (y) = —12y* — 6y — " + 100.

Logo, os pontos que satisfazem a equagdo ¢'(y) = 0 sdoy = £5 e y =~ —2,12. Como
©"(—2,12) = 190 > 0, ¢"(5) = —240 < 0 e ¢"(—5) = —160 < 0, entdo p possui maximos locais
em y = £5 e um minimo local y ~ —2,12.

Para t < 0 e suficientemente pequeno, temos que ¢(y) = ¢ possui cinco solugoes reais. Para
t > 0 e suficientemente pequeno temos que ¢(y) = ¢ possui uma unica solugao real e 4 raizes
complexas. Denotamos por as(t) a solugao real de ¢(y) = ¢, com ||¢|| suficientemente pequeno.
Sejam aq(t), ax(t),as(t) e as(t) as outras solugdes de p(y) =t de modo que:

Pi% ai(t) = g% as(t) = =5 (2.7)
e
lﬁ% ay(t) = 15% as(t) = 5. (2.8)

A figura a seguir representa na parte real a descricao das raizes acima:
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Para t < 0 e suficientemente pequeno, temos que Z(¢)\H tem as seguintes 5 componentes
conexas:

ZONH = ([ar (), =5x{t}) U (] = 5, ax(8)] x {t}) U (las(t), 0[x {t})
U0, ay(8)) x {£1) U ([as(t), o0 [x {1}).
Se J é qualquer um dos intervalos acima, temos pela Definigao 2.17 que n(J) = 1 e, portanto,
a componente correspondente é uma linha de f~!(¢). Por exemplo, se J = [a;(t), —5[ entdo o

ponto final de J que estd em K\ H é (a1(t),t). O outro ponto final de J, no caso (—5,1), é um
ponto de H.

Portanto, f1(¢) possui 5 componentes linhas, com ¢ < 0 suficientemente pequeno.

Para t = 0, temos que:

Z(O\H = ([=1,0) x {0}) U (]0, 5[x{0}) U (]5, oo[x {0}).

Se Ji, J; e J3 denotam os intervalos acima respectivamente, temos que n(J;) = 1, n(Jy) =0
e n(Js) = 0. Logo, f1(0) possui também 5 componentes linhas.

Quando ¢ < 0 tende a 0, temos que lim; ,gaq(t) = lim; ,gax(f) = —5, o que mostram
que as componentes linhas em f~!(¢) que correspondem aos segmentos ([a;(t), —5[x{t})U (] —
5,as(t)] x {t}) desaparecem no infinito. Ou seja, a condi¢do (nV) néo é satisfeita em 0.

Além disso, como lim; ,gay(t) = limy 9 a5(t) = 5, temos que cada uma das componentes
linhas em f~!(¢) correspondente aos segmentos (]0, as(t)] x {t}) U ([as(t), 0o[x{t}) se dividem
em duas componentes linhas para t = 0. Desta forma, a condigdo (nS) nao ¢é satisfeita em 0.

Para t > 0 suficientemente pequeno, o conjunto Z(¢)\H possui trés componentes conexas:

Z(t\H = (las(t), 0]>x{t}) U (J0, 5[x{t}) U (]5, 00[x{t}).

Se Ji, Jo e J3 denotam os trés intervalos acima respectivamente, segue pela Definicao 2.17
que n(J1) =1, n(J2) = 0 e n(J3) = 0. Logo, J; corresponde a uma componente linha de f~*(¢)
e Jy,J3 correspondem cada um a duas componentes linhas de f~1(¢). Desta forma, f1(t)
também possui 5 componentes linhas, com ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Em resumo, pelos argumentos acima, temos:
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e /~!(t) é a unido de 5 componentes conexas linhas, com ||¢|| suficientemente pequeno. Portanto,
os Ntimeros de Betti de f~1(¢) sdo constantes para todo ¢ €] — €,¢[, com € suficientemente
pequeno.

e A Caracteristica de Euler de f~1(¢) é constante, com ||¢|| suficientemente pequeno.

e A restricao f : f1(] — €,0]) =] — ¢,0[ é uma fibragio topoldgica, ji que as condicoes (B) e
(nV) sdo satisfeitas para todo t €] — ¢, 0].

e A restricao f: f1([0,€[) — [0, €[ é uma fibragao topolégica, pois as condi¢des (B) e (nS) sao
satisfeitas para todo ¢ € [0, €[.

e [: f 1] —¢€¢€]) =] — ¢ €] ndo é uma fibragao topoldgica, pois as condigdes (nV) e (nS) nio
sao satisfeitas em 0. Portanto, temos que 0 € Ay.

2.3.2 Exemplo 2

Apresentamos nesta se¢do um exemplo que satisfaz as condigoes (nV) e (nS), mas ndo vale a
condicdo (E). Portanto 0 € Ay.
Considere o polindomio
fla,y) = 2% + 22y + (y° - 1)°
Para este polindmio temos que o conjunto A = {y e R | 4> =0} = {y € R | y = 0}. Temos
que B(y) =y e y(y) = (y* — 1)% Logo, B(0) = 0 e ||7(0)]| = 1, o que mostra que a condigao
(2.5) é satisfeita.

Conjunto K \ H

O conjunto K\ H contém o gréfico da funcao ¢ : R — R dada por p(y) = y* — 29, De fato, o
determinante A(y,t) da equagdo f(z,y) =t na varidvel z é dado por:

Aly,t) =y —y*((y* = 1)°) + ¥
Aly,t) =y*(1 - (¥* = 1)* +1).
Fora do conjunto H = {(y,t) € R? | y = 0} e para t = ¢(y), temos:
Aly,t) =y* (1= (" = 1)* + ¢(y))
=y'(1- (" = 1) +9* - 2°)
=y (" -1~ -1)")=0
Portanto o gréfico de ¢ estd contido em K\H. A seguir, ilustramos o grafico de ¢:

f
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Conjunto D

O grafico de  determina no plano duas componentes conexas. O conjunto D ¢ igual a parte
do plano situado acima do gréafico ¢. De fato, temos:

D = {(y,t) e R* | A(y,t) > 0}
{(y,t) eR* | y?(1 = (¥ = 1)* +1) > 0}
= {(y,) eR* |1 - (> = 1)> +1 >0}
{(y,t) eR* |t > (y* —1)* -1}
{(y,t) e R? | t > y* — 2%},

As expressoes acima mostram que o conjunto D é a componente conexa do plano acima do
grafico de ¢. A figura a seguir, ilustra essa componente em azul:

-4.5 -4 -35 -3 -25 25 3 35 4

Conjuntos Z(t)

Derivando a fungao ¢(y) para determinar seu pontos de maximo e minimo, temos que ¢'(y) =
4y —4y e ©"(y) = 12y* —4. Logo, ¢©'(y) = 0 se, e somente se, y+1 ey = 0. Como ¢©"(1) =8 > 0,
¢'(—=1) =8> 0¢e ¢"(0) = —4 < 0, segue que p tem minimos globais em y = +1 e um méaximo
local em y = 0.

A equacdo p(y) = ¢ tem 4 solugdes complexas, que denotamos por a;(t), com j = 1,...,4.
Para ¢ suficientemente pequeno duas destas solugoes, que denotamos por a;(t) e ay(t) s@o
solucoes reais para todo t. As outras 2 sao reais, se e somente se, t < 0. Observamos que:

limay(t) = Pm as(t) = 0.

t—0 —0

A figura a seguir representa na parte real a descricao das raizes acima:
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Para t < 0 suficientemente pequeno, o conjunto Z(¢)\ H tem 2 componentes conexas:

ZONH = ([ar (1), a2(8)] x {t}) U ([as(t), as(t)] x {L}).

Se J; e Jy denotam os intervalos acima respectivamente, entao pela Definicao 2.17 segue
que n(J;) = 2 e n(Jz) = 2. Logo, cada J; corresponde a uma componente circular de f*(¢).
Isto mostra que f~!(#) é a uniao de duas componentes circulares, com ¢ < 0 suficientemente
pequeno.

Temos que

Z(O\H = ([=v2,0[x{0}) U (J0, v2] x {0}).

Se J; e Jy denotam os intervalos acima respectivamente, entao pela Definicao 2.17 segue
que n(J;) = 1 e n(Jz) = 1. Logo, cada J; corresponde a uma componente linha de f~'(0). Isto
mostra que f1(0) é a unido de duas componentes linhas.

Para t > 0 suficientemente pequeno, o conjunto Z(¢)\ H tem duas componentes conexas:

ZMONH = ([ar(8), 0]x{1}) U (J0, aa(t)] x {t}).

Cada um destes intervalos determinam uma componente linha de f~1(¢).

Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno as restricoes f : f1(] — €,0]) =] —¢,0[ e
I 710, ¢€]) — [0, €] sao fibragoes topoldgicas, pois as condigoes (B), (nV) e (nS) sdo satisfeitas
para todo t €] —¢,0[ ou t € [0,€].

No entanto, f: f~1(] — €,¢[) =] — €, €[ nao é uma fibracao topolégica, pois os Niimeros de
Betti ndo sdo constantes. De fato, para ¢t < 0 as duas componentes do conjunto Z(t)\H sao
difeomorfos a S*, o que implica by(x;, f) = 2 e by(z¢, f) = 2. Por outro lado, para ¢ > 0 temos
que as duas componentes do conjunto Z(t)\ H sao difeomorfos a R, o que implica by(x;, f) = 2
e bi(x, f) =0.

Portanto, x(X;) =0set <0 e x(X;) =2 set > 0. Estas tltimas, mostram que a condi¢ao
(E) nao é satisfeita. Portanto, 0 € Ay.

2.3.3 Exemplo 3

Apresentamos nesta se¢do um exemplo que satisfaz as condigoes (E) e (nS), mas que nao satisfaz
a condigao (nV). Portanto 0 € Ay.
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Considere o polinomio
fz,y) = 2%y°(9 = y*)* + 22y(9 — y*) (y* +y + 6) + 2(y° — 6y’ + 6y* + 25y + 6).

TemosqueA—{y€R|y( -2 =0} ={yeR|y==+30uy =0} Temos que
Bly) =y(9—y") (¥’ +y+6) e v(y) = 2(y° — 6y’ +6y° + 25y +6). Logo, B(y) = 0e [y(y)] > 12,
(2.

Yy € A, o que mostra que a condicdo (2.5) é satisfeita para 3 e 7.
Conjunto K \ H
O conjunto K'\H contém o grafico da funcdo ¢ : R\ {0} — R dada por:

(> — D(y> — 49> — 9)

ely) = ”

De fato, o determinante A(y,t) da equagao f(z,y) =t na varidvel z é dado por:

Ay, t) =v*(9 — v*)* (0 + y +6)° — 20°(9 — y*)(y° — 6y° + 6y° + 25y + 6) + (9 — y*)*
Ay, t) =y*(9 — v*)?[(y* +y + 6)° — 2y(y° — 6y + 6y° + 25y + 6) + ty].

Fora de H e para t = ¢(y), temos que:

A(y,t) (7 +y +6)° — 2y(y° — 6y + 6y + 25y + 6) + yo(y))
2

— 29 —
:yz(g_yz)z (y3+y+6)2—2y(y5—6y3+6y2+25y+6)+y(y —1)(92;4)(92—9))
=y%(9 — y*)*(—y® + 14y* —499° + 36 + (v — )(y* — 4)(v* — 9))

=O-) (- -9 -9 — - D -9 —9)

—0

Portanto o grafico de ¢ estd contido em K\H. O grafico da fun¢do ¢ possui duas componentes
conexas. Uma componente contida em y < 0 e outra em y > 0. A figura a seguir ilustra o
grafico de ¢:
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Conjunto D

O conjunto D é a uniao do conjunto H com a regiao do plano que esté entre as duas componentes
do grafico de ¢. De fato, lembramos que o conjunto H é dado pelas retas verticais y = 0 e
y = +£3.

Assim para todo (y,t) € H temos que y*(9 —y*)? = 0. Portanto, A(y,t) = y*(9—3*)?((y> +
y+6)% — 2y(y° — 6y> + 6y% + 25y +6) + ty) =0, V(y,t) € H.

Agora, no complementar de H, temos:

Ay, t) =y*(9— v*)?[(y° +y + 6)* — 2y(y° — 6y° + 6y° + 25y + 6) + ty] > 0,

se, e somente se,

(1 +y + 6)? — 2y(1° — 6y° + 6y + 25y + 6) + ty > 0.

Esta tltima é equivalente a
ty—(y* = (" —4y* - 9) > 0.

Assim, se y > 0, entao

t

> (" =Dy =49 * -9
y

= p(y).

Se y < 0, segue que
t

< (> — D> — 49> - 9)
y

As expressoes acima mostram que o conjunto D ¢ a uniao do conjunto H com a regiao do
plano situado entre as duas componentes conexas do grafico de ¢, como se ilustra a seguir.

= p(y).

Conjuntos Z(t)

Para ||¢| suficientemente pequeno, a equagao ¢(y) = t tem 6 solugoes. Neste exemplo, todas
as solugoes sdo reais. Denotamos a,(t), com j = 1,...,6, essas solugoes.
A figura a seguir representa na parte real a descricao das raizes acima:
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Existem a €]1,2] e b €]2, 3] tais que os maximos locais de ¢ sdo a e — b e os minimos locais
de ¢ sao —a e b.

Para [t| # 0 suficientemente pequeno, o conjunto Z(t)\ H tem 5 componentes conexas. Uma
destas componentes corresponde a uma componente circular de f *1(15) e as outras 4 componentes
correspondem & componentes linhas de f~1(¢).

Em particular, para a fibra ffl(t), com ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos

Z\H = ([ax(t), az(8)] > {t}) U (las(t), 0[x {t}) U (]0, as(t)] x {t})
U(fas (), 3[x{t}) U (13, as(t)] x {t}).

Sendo que o primeiro intervalo corresponde a uma componente circular e outros quatro inter-
valos correspondem & componentes linhas de f~1(#).
Para t = 0, temos:

Z(ONH = (] = 3,=2] x {0}) U ([=1,0[x{0}) U (J0, 1[x{0}) U ([2, 3[x{0}).

Sendo que os quatro intervalos correspondem a uma componente linha de f~1(0).

&

Quando ¢ > 0 tende a 0, a componente circular de f~1(t) que corresponde ao segmento
(la1(t),az(t)] x {t}) tem como limite uma componente linha de f~!(0). A componente linha
de f~1(t) correspondente ao segmento (]3,ag(t)] x {t}) desaparece no infinito. As outras 3
componentes linhas de f~1(¢) convergem para uma componente linha de f~*(0). Desta forma,
temos que a condi¢ao (nV) nao é satisfeita em 0.

O comportamento da fibra f~!(#), quando ¢ < 0 tende a 0 ¢ andlogo ao descrito acima para
t>0.

Portanto, temos que a Caracteristica de Euler das fibras f~1(¢) é constante igual a 4, para
||| suficientemente pequeno. Logo, a condigao E ¢é satisfeita em 0. Pelos argumentos acima
temos também que a condi¢do (nS) também ¢é satisfeita em 0.

Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, as restricoes f : f1(] —¢,0[) =] —¢,0[ e
I 710, €[) —]0, €[ sao fibragoes topoldgicas, pois as condigoes (B) e (nV) sao satisfeitas para
todo t €] — €,0[ ou t €]0, €.

No entanto, f: f~(] —¢,€[) =] —¢, €[ ndo é uma fibragao topoldgica, pois para t # 0 a fibra
f71(t) tem 5 componentes conexas. Para ¢t = 0, f~(0) tem 4 componentes conexas. Portanto
0 6 Af.
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Capitulo 3

Valores de bifurcacao no plano
complexo

Seja f : C* — C uma fungao polinomial complexa com singularidades isoladas no infinito.
Neste capitulo apresentamos o teorema que caracteriza o conjunto de bifurcagao de f (Teorema
3.4). Este resultado foi provado por Adam Parusinski em [12, Teorema 1.4]. Este capitulo
estd divido em duas secoes curtas. Na primeira secao definimos quando a func¢ao f possui
singularidades isoladas no infinito (Definigao 3.3) e apresentamos o Teorema 3.4. Na segunda
se¢ao, apresentamos uma caracterizacao para condicao p-constante para uma familia de fungoes,
pois uma das equivaléncias do Teorema 3.4 envolve esta nocao. Por tltimo, apresentamos dois
exemplos onde calculamos o conjunto de bifurcacao para ilustrar o Teorema 3.4.

3.1 Caracterizacao dos valores de bifurcacao

Nesta secao, consideramos f : C* — C, com n > 2. Denotamos por P" o espaco projetivo
complexo de dimensdo n. Usamos coordenadas [xg : 21 : ... : x,] para denotar um ponto de
P".

Dada f : C* — C uma funcao polinomial de grau d, consideramos f = fo + fi+,...,+fs a
decomposi¢ao de f em suas componentes homogéneas, sendo f; # 0. Consideramos a seguinte
homogenizacao de f dada por:

r d x Tn
e Ty = — ., — . 3.1
f($0a$17 y L ) ‘/L‘Of (.T() x()) ( )
Definimos em P™ x C a seguinte hipersuperficie:
Xe={([zo:x1:...:2,),t) e P" x C| F(x,t) =0}, (3.2)
onde F(x,t) = f(x) —tad e x = [wo: w1 : ... 1 2]
O conjunto Hy, = {[zo : z1 1 ... : 23] € P* | 2y = 0} serd chamado de hiperplano no infinito.
Definimos:
Xo = X N (Hy x C). (3.3)

Exemplo 3.1. Seja f : C* — C a funcgdo definida por f(z,y) = v — z*y. Temos a sequinte
homogenizacao de f dada por f(w,z,y) = w?x — 2%y. Assim a hipersuperficie X := {([w : x
y),t) € P2 x C | w?r — 2%y — w’t = 0} e Xoo := {([0: z : y],t) € X | —z%y = 0}, ou seja,
Xoo :={[0:0:1],[0:1:0]} x C.

Denotamos também por 7_: X — C a aplicacao induzida pela projecao de P" x C sobre o
segundo fator. As fibras de f, o qual denotamos por X, sao os fechos projetivos das fibras

f7H).
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Com as consideracoes e definicoes acima, apresentamos os seguintes resultados:

Lema 3.2. Dada f : C" — C, conjunto singular de X € dado por A x C, onde

dfa dfa
A= EH | =—=...= =f41=0¢p. 3.4
foem gl =240, (3.4
Demonstragao. O conjunto singular da hipersuperficie X é por definigao o conjunto Z = {([zo :
X1 ... xp),t) € X | VE(x,t) =0}, com x = [xg : 21 : ... : x,]. Calculando as derivadas
parciais de F', temos:
oF
prli dedV fo + (d — D)ad 2 fi + .. + 220 fa_o + fa1 — dtzi™". (3.5)
0
OF ofs 10y Ofa—1  Ofa :
o = xgaxi + zd 181:1- +...+ 2 o + 9z, para todoi=1,...,n. (3.6)
oF

As trés expressoes acima implicam que VF(z,t) = 0 se, e somente se, xg = 0, fg_1 = 0 e

% =0, para todo i = 1,...,n. Portanto Z = A x C, o que termina a prova. n

Com as notagoes e nogoes anteriores apresentamos a seguinte definigao, (veja [12, Definition
1.1]):

Definicao 3.3. Dizemos que a funcdo polinomial f : C* — C tem singularidades isoladas no
infinito se o conjunto A definido anteriormente é um conjunto finito em P™.

Quando n = 2, a condicao acima é sempre satisfeita. De fato, para n = 2 o conjunto A
¢ uma uniao finita de retas que passam pela origem de C?. Logo, o conjunto A é uma uniao
finita de pontos em P2

A seguir apresentamos o teorema principal deste capitulo, dado em [12, Theorem 1.4]. Em
particular, Parusinski provou que todo valor regular ¢, de f é um valor tipico se, e somente se,
este valor satisfaz a condigao de Parusiriski (veja Defini¢ao 1.13). Ou seja, diferente do caso
real, a reciproca do Teorema 1.15 é verdadeira no caso complexo.

Ele mostrou também que um valor é tipico se, e somente se, a Caracteristica de Euler é
constante para um valor ¢ préximo de 3. Em particular, a condi¢ao (nV) do Teorema 2.10
nao é necessaria no caso complexo. Por ultimo, demonstrou que ¢, é tipico se, e somente se, a
familia de singularidades isoladas no infinito das fibra X, definida anteriormente é p-constante
para t proximo de t.

Com as defini¢oes acima, apresentamos o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Seja [ : C* — C wuma funcdo polinomial com singularidades isoladas A =
{a1,...,a,} no infinito. Seja to um valor reqular de f. Entdo as sequintes condi¢oes sao equi-
valentes:

i) to & Ay.
ii) A condi¢io Parusiriski (1.3) € satisfeita.

iii) As familias de singularidades isoladas (X, a; X t) sio u-constante para todo t em um
aberto de ty.

iv) A caracteristica de Euler x(X;) das fibras de f é constante para todo t em um aberto de
to-

A demonstracao do Teorema 3.4 nao serd feita nesta dissertacao. O objetivo é ilustrar a
diferenca entre o caso real e complexo no estudo do conjunto de bifurcacao ja para o caso n = 2.
A seguir, apresentamos alguns exemplos para ilustrar o teorema acima.
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3.1.1 Exemplos

A seguir, apresentamos um teorema que caracteriza a condicao p-constante em termos da curva
polar. Uma demonstragao pode ser vista em [5, pagina 161].

Teorema 3.5. A familia f; = F(x,t) : C*™' — C € u-constante em um aberto de t = 0 se, e
somente se, a curva polar relativa de I definida por:

D(F) = {(z,1) € (C"\ {0}) x C | 9F [0z, = ... = OF J0x,, = 0}

¢ vazia perto da origem (0,0) € C* x C.
A seguir apresentamos dois exemplos para ilustrar o Teorema 3.4.

Exemplo 3.6. Considere a funcao polinomial f : C* — C definida por f(z,y) = x%y — .
Temos que V f(z,y) = (2zy — 1,22), 0 que mostra que f é uma submersdo, ou seja, nao possui
pontos criticos. Tomando a sequéncia de pontos {(5=,n)}nen C C2%, obtemos que

20
lim || — (3.8)
1m —,n = & .
n—o0 on’ ’
. 1 . -1
i (gm) = g =0 39
A s 1 14+ dn*\ % (1
i ()| 7 Gon)) = i (M) () =0 6o

As condigoes acima mostram que 0 nao satisfaz a condigdo (1.3). Pelo Teorema 3.4, seque que
0e Af.

Utilizaremos o Teorema 3.5 para mostrar que as familias de singularidades isoladas (X, a; x
t) nao sao p-constante para t perto de 0. Para a funcao f, temos que

X ={([wo: 2z :y],t) € Px C |2’y — adz — xlt = 0}.

Logo Xoo = {{[0:0:1],[0:1: 0]} xC} e A={[0:2:y] € Hy | 20y = 2* = 0]} = {[0: 0: 1]}
Assim, a familia de singularidades isoladas (X, a1 X t), onde a; = [0 : 0 : 1], tem a sequinte
equagao na carta y = 1:

2

fi(zo,2) = 2° — 23w — Tt

Consequentemente, em um aberto da origem, os pontos criticos de fi, que denotamos por Xy,,

sao dados por {(zg,x) € C?* | —2wox — 3z2t = 2x — 23 = 0}. Logo, a curva (—375, 9%75) mostra

que U'(f;) € ndo vazia. Portanto, a familia nao € u-constante em um aberto de t = 0.

Por dltimo f~1(0) = {(z,y) € C* | 2 = 0ouxy = 1} ~ CU (C\ {0}). Parat # 0,
U = {(z,y) € C |z # 0ey = B} ~ C\ {0}. Isto implica que x(f~(0)) =1 e
x(f71(t)) =0.

Para o préximo exemplo, veja Exemplo 1.20 para sua versao em R.

Exemplo 3.7. Considere a fungdo polinomial f : C* — C definida por f(x,y) = 222y —
9zy? + 12y. Temos Vf(z,y) = (4zy® — 9y?, 62%y* — 18xy + 12) e assim f € uma submersao.
Tomando a sequéncia de pontos {(%,n)}neN C C?, temos que

1
lim ‘ <—,n)H = o0, (3.11)
n—oo n
1
lim f (—,n) = lim o 0, (3.12)
n—00 n n—oo 711

o] - ) @)
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As condigoes acima mostram que 0 nao satisfaz a condigao (1.3). Logo, pelo Teorema 3.4
seque que 0 € Ay.

Usando o Teorema 3.5, mostraremos que as familias de singularidades isoladas (X, a; X t)
nao sao p-constante para t perto de 0. Para a fungdo f, temos que

X ={([xg: 2 :y],t) € P x C|22%y* — 9xday® + 12z5y — it = 0}.

Logo Xoo = {{[0:0:1],[0:1:0]} xC} e A={[0: 2 :y] € Hy | 4oy’ = 62°y* = 0]} = {[0: 0 :

1} U{[0:1:0]}. Assim a familia de singularidades isoladas (X, as X t), onde ay = [0:1:0],
tem a sequinte equacao na carta x = 1:

fi(zo,y) = 2¢° — 9x5y* + 1220y — xht.

Consequentemente os pontos criticos de f, sao dados por ¥y = {(x9,z) € C* | —18z¢y* +
48x3y — bagt = 6y? — 18z2y + 122f = 0}. Logo, a curva ( ,;—2,t> mostra que T(f;) # 0.
Portanto a familia nao € p-constante em um aberto de t = 0.

Por dltimo f71(0) = {(z,y) € C* | y = 0 ou 22%y* — 9zy = 12} ~ CU (C\ {0}). Para
t #0, temos que f~'(t) =~ C\ {0}. Isto implica que x(f~1(0)) =1 e x(f~'(t)) = 0.

(SN
>

40



Bibliografia

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Broughton, S. A. (1988). Milnor numbers and the topology of polynomial hypersurfaces.
Inventiones Mathematicae, 92(2), 217-241. doi:https://doi.org/10.1007/BF01404452

D’Acunto, D., & Grandjean, V. (2005). On gradient at infinity of semialgebraic functions.
In Annales Polonici Mathematici (Vol. 87, pp. 39-49). Instytut Matematyczny Polskiej
Akademii Nauk. doichttps://doi.org/10.4064/ap87-0-4

de Castro Junior, A. A. (2009). Curso de equagoes diferenciais ordindrias. Instituto Naci-
onal de Matemética Pura e Aplicada (IMPA).

Ehresmann, C. (1950, June). Les connexions infinitésimales dans un espace fibré
différentiable. In Colloque de Topologie, Bruxelles (Vol. 29, pp. 55-75).

Greuel, G. M. (1986). Constant Milnor number implies constant multiplicity for quasiho-
mogeneous singularities. Manuscripta Mathematica, 56(2), 159-166. doi:https://doi.
org/10.1007/BF01172153

Jacek Bochnak, Michel Coste, & Marie-Frangoise Roy. Real Algebraic Geometry, volume
36. Springer Science & Business Media, 2013.

Jelonek, Z. (2003). On the generalized critical values of a polynomial mapping. Manuscripta
Mathematica, 110(2), 145-157. doi:https://doi.org/10.1007/s00229-002-0320-x

Kurdyka, K., Orro, P., & Simon, S. (2000). Semialgebraic Sard theorem for generalized
critical values. Journal of Differential Geometry, 56(1), 67-92. doi:https://doi.org/10.
4310/jdg/1090347525

Lima, E. L. (2007). Variedades diferenciaveis (No. 15). Instituto Matemdtica Puro e Apli-
cada, Conselho Nacional de Pesquisas.

Milnor, J. (1968). Singular points of complex hypersurfaces (No. 61). Princeton University
Press. doi:https://doi.org/10.1515/9781400881819

Némethi, A., & Zaharia, A. (1992). Milnor fibration at infinity. Indagationes Mathematicae,
3(3), 323-335. doihttps://doi.org/10.1016/0019-3577(92)90039-N

Parusiniski, A. (1995). On the bifurcation set of complex polynomial with isolated singu-
larities at infinity. Compositio Mathematica, 97(3), 369-384.

Pham, F. (1983). Vanishing homologies and the n variables saddlepoint method. In Proc.
Symp. Pure Math. (Vol. 40, pp. 310-333). doi:https://doi.org/10.1090/pspum/040.2/
713258

Rabier, P. J. (1997). Ehresmann fibrations and Palais-Smale conditions for morphisms
of Finsler manifolds. Annals of Mathematics, 647-691. doi:https://doi.org/10.2307/
2952457

41



[15] Steenrod, N. (1999). The topology of fibre bundles. Princeton University Press.

[16] Tibar, M., & Zaharia, A. (1999). Asymptotic behaviour of families of real curves. Manus-
cripta Mathematica, 99(3), 383-393. doi:https://doi.org/10.1007/s002290050180

[17] Tibar, M. (2007). Polynomials and vanishing cycles (Vol. 170). Cambridge University
Press. doi:https://doi.org/10.1017/CB09780511543166

[18] Suzuki, M. (1974). Propriétés topologiques des polynomes de deux variables complexes, et
automorphismes algébriques de ’espace C2. Journal of the Mathematical Society of Japan,
26(2), 241-257. doi:https://doi.org/10.2969/jmsj/02620241

42



