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Resumo

A Teoria de Matrizes Aleatérias (RMT) é uma importante teoria conhecida através
dos trabalhos de Wigner em 1955 que resolveu intimeros problemas de diversas dreas da
ciéncia. Um problema bastante conhecido é o de integrais matriciais. Brezin et al (1)
foram os primeiros a notar a relagao entre integrais matriciais e enumeracao de mapas.
Foi descoberto que integrais no espaco de matrizes hermitianas com distribuicao gaussiana
do produto de 2k elementos de matriz pode ser calculada fazendo uma soma sobre os
mapas de genus g e k arestas. Discutimos também o espectro de matrizes circulantes
estocésticas aleatorias. Verificou-se que o espectro das matrizes circulantes de Hankel segue
uma distribuicao de Rayleigh, enquanto o de matrizes circulantes de Toeplitz é o conjunto
de todas as combinagoes convexas das raizes da unidade. O segundo maior autovalor
Ay tem distribuicao de Tracy-Widom para as matrizes de Hankel e uma distribuicao de
Gumbel para as matrizes de Toeplitz. A repulsao dos autovalores das matrizes de Hankel
tem a mesma distribuicdo de matrizes com entradas independentes. O produto entre as
matrizes circulantes tem uma algebra interessante: o produto de matrizes de Hankel é uma
matriz de Toeplitz, mas o produto de matrizes de Toeplitz permanece sendo uma matriz
de Toepltiz. A medida que multiplicamos mais matrizes, as combinacdes das matrizes de

permutacao deixam de ser convexas.

Palavras-Chave: Teoria de Matrizes Aleatorias. Integrais Matriciais. Enumeracgao de

Mapas. Matrizes Circulantes.



Abstract

The Random Matrix Theory (RMT) is a very important theory known by Wigner’s
works in 1955 that solved numerous problems of many areas of science. A well-known
problem is that of matrix integrals. Brezin et al (1) were the first to note the relation
between matrix integrals and map enumeration. It has been found that integrals on gaussian
hermitian ensemble of the 2k matrix elements product can be calculated by summing the
genus g maps with k edges. We discuss about the sprectrum of stochastic circulant random
matrices. It was verified that the spectrum of circulant Hankel matrices has Rayleigh
distribution, while circulant Toeplitz matrices is the set of all convex combinations of
the roots of the unit. The second largest eigenvalue Ay has Tracy-Widom distribution
for Hankel matrices and a Gumbel distribution for Toeplitz matrices. The repulsion of
eigenvalues of Hankel matrices has the same distribution of matrices with independent
entries. The product between circulant matrices has an interesting algebra: the Hankel
matrices product is a Toeplitz matrix, but the Toeplitz matrix product remains a Toeplitz
matrix. As we multiply more matrices, the combinations of the permutation matrices are

no longer convex.

Keywords: Random Matrix Theory. Matrix Integrals. Map Enumeration. Circulant

Matrices.
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Introducao

Em 1955, Eugene Wigner usou uma abordagem estatistica para tratar o problema
dos niveis de energia de um nicleo atomico pesado. Diferente da mecanica estatistica
tradicional, ele considerou em vez de um ensemble de sistemas idénticos governados pela
mesma hamiltoniana, mas com diferentes condi¢oes iniciais, um ensemble governado por
diferentes hamiltonianas, todas com as mesmas propriedades de simetria. As entradas da
matriz hamiltoniana foram sorteadas aleatoriamente com uma certa distribuicdo de proba-
bilidade e calculou-se propriedades estatisticas da nova hamiltoniana. A comparacao entre
os calculos estatisticos e as medidas experimentais mostraram uma o6tima concordancia.
Desde entao a teoria de matrizes aleatérias (RMT) foi aplicada a uma vasta quantidade

de 4reas da fisica e da matematica (2).

Na mecanica estatistica, a posi¢do e o momento de um ntiimero grande de particulas
sao tratadas como variaveis aleatorias. Na mecéanica quantica, posicdo e momento sao
operadores diferenciais ou matrizes. Assim sendo, a mecénica estatistica de sistemas
quanticos naturalmente envolvem matrizes aleatorias. O uso de matrizes aleatorias no
estudo de sistemas quanticos se justifica quando a dindmica nao pode ser calculada de
primeiros principios. Isso inclui, por um lado, sistemas de muitos corpos e, por outro
lado, sistemas cadticos (3). Como exemplo do primeiro tipo de aplicagdo podemos citar o
trabalho de Wigner, o segundo tipo de aplicacao recebe tradicionalmente o nome de caos
quantico. Em ambos os casos, a hamiltoniana é substituida por uma matriz aleatéria e
calculam-se propriedades estatisticas médias. Existem iniimeras outra areas da fisica e da
matematica nas quais matrizes aleatérias se mostraram ferramentas importantes, como:
teoria de nimeros, enumeracao de mapas, teoria de nés, geometria algébrica, gravitacao

quantica, econofisica, etc.

Brezin et al (1) foram os primeiros a notar a conexao entre enumeracao de mapas
e matrizes aleatérias. Paralelamente, mais tarde percebeu-se que os mapas funcionavam
como uma discretizagao para as superficies aleatérias em gravidade quantica 2D. Uma
outra aplicagdo dos mapas foi na solucao de Kazakov (4) do modelo de Ising em redes
aleatorias planares. Buscou-se neste trabalho dar uma descricao de como se relacionam
enumeracao de mapas e integrais matriciais. O resultado principal é apresentado no final:

as integrais matriciais podem ser expressas como uma soma sobre os mapas.
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A RMT se preocupa em estudar as propriedades espectrais de matrizes aleatérias,
ainda que as matrizes nao tenham aplicacao em fisica. Nessa perspectiva, buscou-se
estudar o espectro de matrizes circulantes estocasticas. Matrizes circulantes sao matrizes
cujas linhas correspondem ao deslocamento circular da sua primeira linha. O deslocamento
gera dois tipos de matrizes, as matrizes circulantes de Hankel e as matrizes circulantes
de Toeplitz. Uma matriz estocastica é uma matriz cuja soma dos elementos ao longo das
linhas ou das colunas ¢ igual a 1. Elas descrevem as probabilidades de transicao numa
cadeia de Markov. As matrizes circulantes estocasticas de Hankel tem a propriedade de que
a probabilidade de transicao de um estado ¢ para um estado j da cadeia de Markov ¢ igual
sempre que o resultado (i +j) mod N for igual. J& as matrizes circulantes estocasticas de
Toeplitz tem a propriedade de que a probabilidade de transicao de ¢ para j é igual sempre
que (j —i) mod N for igual. Matrizes circulantes tem aplicagdo em processamento de

informagao, por exemplo em andlise de vibragao (5) e comunicagao wireless (6).



Teoria de Matrizes Aleatorias

Fermi observou no espalhamento de néutrons leves por niicleos de média e alta
massa picos de ressonincias com tempo de vida médio longo (7, 8). Essa descoberta
surpreendeu os fisicos nucleares nos anos 30, levando Bohr a formular a ideia de um
“ntcleo composto” constituido por particulas fortemente interagentes (9). Cada uma das
ressonancias corresponde a um “estado composto” de longa vida do sistema formado pelo
nucleo alvo e o néutron. As descobertas de Fermi et al e a falta de conhecimento sobre a
interacao dos nucleons levaram a um rapido desenvolvimento da fisica nuclear na época e

das teorias formais de reagoes de ressonancia nuclear.

A pesquisa sobre o espectro dos ntcleos pesados e a introdugao do ensemble de
Wishart de matrizes aleatérias (10) motivou Wigner a usé-las na sua pesquisa (11, 12).

As ideias de Bohr do ntcleo composto sao a raiz do uso de matrizes aleatorias em fisica.

A teoria desenvolvida por Wigner para explicar os nicleos pesados usava uma
abordagem estatistica. De fato, o espectro de um niicleo é determinado pelo hamiltoniano
do sistema, nao havendo caminho para um tratamento estatistico. Nao obstante, o uso
de conceitos estatisticos se faz ttil e talvez a tnica ferramenta para lidar com propri-
dades espectrais de sistemas complexos. A abordagem utilizada por Wigner se difere
de uma forma fundamental dos conceitos estatisticos aplicados em fisica. Em mecanica
estatistica, considera-se um ensemble de sistemas fisicos idénticos, ou seja, todos com
o mesmo hamiltoniano, mas com diferentes condi¢oes iniciais, e calcula-se propriedades
termodinamicas tomando a média sobre o ensemble. Wigner procedeu considerando um
ensemble de sistemas dinamicos governados por diferentes hamiltonianos todos com a

mesmas propriedades de simetria (13).

A teoria de Wigner teve grande contribuicao de Dyson. Os fundamentos matemati-
cos da teoria de matrizes aleatérias foram estabelecidos por Dyson numa série de papers
(14, 15, 16, 17, 18). Baseado nos trabalhos de Wigner em teoria de grupos (19), Dyson
mostrou que existem trés ensembles genéricos de matrizes aleatérias definidos em termos

das propriedades de simetria do hamiltoniano:
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1. Sistemas com invaridncia de reversao temporal com simetria rotacional: Para esses

sistemas, a matriz hamiltoniana pode ser escolhida real e simétrica:

*
H,.,=Hu,=H, (1.1)
2. Sistemas sem invariancia de reversao temporal: A matriz hamiltoniana é hermitiana:

H=H' (1.2)

3. Sistemas com invariancia de reversao temporal com spin semi-inteiro sem simetria
rotacional: As matrizes desse ensemble sao escritas em termos dos quaternions
g que sao combinacoes lineares da matriz identidade 1 e das matrizes de Pauli

o; (j =x,y,2) da forma:

g=H9.1+iY HYg; (1.3)

J

Ao decidir-se sobre uma boa escolha do modelo, a aplicacdo de matrizes aleatorais
em fisica é limitada e guiada pelas consideracoes de simetria do problema. A noc¢ao de
“classes de simetria” expressa a relevancia das simetrias como um principio organizacional.
Os anos que se seguiram da introdugao de matrizes aleatérias por Wigner viu um rapido

desenvolvimento da teoria de flutuacoes espectrais.

O ensemble de Wishart consiste de matrizes H que podem ser escritas como
H = AAT, onde A tem as entradas reais com distribuicdo de probabilidade gaussiana
e T denota o transposto, esse ensemble tem apenas autovalores positivos. Em adicao
ao ensemble de Wishart, Wigner considerou também um ensemble de matrizes reais
e simétricas H com elementos que tem uma distribuicdo gaussiana centrada no zero.
Ensembles gaussianos com a densidade de probabilidade proporcional a:

P(H) o exp (—ﬁ)\év Tr H2> (1.4)

tem desempenhado um papel dominante em aplicagoes fisicas de matrizes aleatérias. O
indice 3 é chamado indice de Dyson e conta o niimero de “graus de liberdade” dos elementos
de entrada, isto é, o nimero de variaveis aleatérias necessarias para especifica-la, NV é a
ordem da matriz. Wigner considerou entradas reais, complexas ou real quaternionicas que
correspondem a 3 = 1,2 ou 4, respectivamente. Desde que a transformacao H — UHU 1,
com U ortogonal (8 = 1), unitéria (8 = 2) ou simplética (8 = 4) deixe P(H) invariante, o
ensemble é chamado gaussiano ortogonal (GOE), unitério (GUE) ou simplético (GSE), as

suas propriedades de simetria sao tais como Dyson classificou.

Os principais resultados via RMT até aproximadamente 1977 foram de aplicacoes

em fisica nuclear. Em particular, a teoria estatistica de flutuagoes da matriz-S recebeu
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uma grande atenc¢do. O primeiro trabalho nesta direcao é devido a Wigner (20), que
estudou simultaneamente a distribuicao das larguras e os espagamentos de ressonancias
nucleares, e também o trabalho de Porter e Thomas (21) que introduziram a distribuigao
de Porter-Thomas para larguras de decaimento nuclear. Correlagoes de se¢oes de choque a
duas diferentes energias ficaram conhecidas por flutuagoes de Ericson (22). O problema da
distribui¢ao de polos da matriz-S foi também motivagao para Ginibre (23) introduzir o que
¢ hoje conhecido como ensemble de Ginibre com autovalores uniformemente distribuidos

em um disco no plano complexo.

Em torno da mesma época dos primeiros desenvolvimentos da RMT em fisica
nuclear, a aplicacdo de RMT no campo de sistemas desordenados surgiu através dos
trabalhos de Anderson (24) sobre a localizagao de fungoes de onda em sistemas desordenados
unidimensionais. Anderson considerou uma rede unidimensional com um potencial aleatério
em cada ponto da rede, descobrindo que as autofunc¢oes do sistema sao exponencialmente
localizadas. Seu trabalho teve grande impacto teérico e experimental na fisica do estado
sOlido. Outra aplicacdo é na teoria de pequenas particulas metalicas por Gorkov e
Eliasberg (25), as quais hoje seriam parte da fisica mesoscépica. E surpreendente que a
teoria de sistemas desordenados (1958) e a aplicacdo de RMT em fisica nuclear (1955)
procederam quase independentemente até o trabalho de Efetov (1983) sobre o método
supersimétrico (26) e sua aplica¢do na teoria de pequenas particulas metalicas (27) e na

teoria de localizagao (28).

No periodo 1975-1985, a teoria de matrizes aleatorias se desenvolveu rapidamente
e se tornou unificada com a teoria de sistemas desordenados. O método supersimétrico de
Efetov (26), publicado em 1983, permitiu obter novos resultados para fios desordenados
unidimensionais e resultados exatos foram obtidos para a teoria de flutua¢oes da matriz-
S. Um dos principais desenvolvimentos foi a descoberta das flutuagdes de condutéancia
universal por Webb e Washburn em 1986 (29), depois de serem previstas por Altshuler
(30) e Stone e Lee (31, 32). Essa descoberta iniciou um novo campo de pontos quanticos
cadticos. As propriedades de transporte desses pontos quanticos podiam ser descritas pelo
modelo-o nao linear supersimétrico que foi usado para a teoria de flutuagoes da matriz-S

em ntcleos compostos (33, 34, 35).

Na matematica, o estudo da RMT continuou independentemente do estudo em fisica.
Resultados importantes com respeito a medida de integracao de ensembles de matrizes
aleatdrias invariantes foram obtidos por Hua (36). Um resultado muito importante é devido
a Harish Chandra (37), que avaliou integrais matriciais unitarias conhecidas por integral
de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber. Posteriormente, Zinn Justin e Zuber (38) reviram este
tépico. Outra contribuigao de destaque é a introdugao dos zonal polynomials por James (39).
O livro de 1982 de Muirhead unifica integrais matriciais e zonal polynomials (40). Girko

publicou livros (41) relacionados a propriedades analiticas da distribui¢ao de autovalores
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de matrizes aleatérias de alta dimensao e Voiculescu (42) usou matrizes aleatérias como
um primeiro exemplo do conceito de varidveis aleatorias livres nao-comutativas em algebra

de operadores.

Em 1973, Montgomery fez uma conjectura para o limite assintético da fungao de
correlagao de dois pontos dos zeros da funcao ¢ de Riemann sobre a reta critica. Junto
com Dyson, Montgomery percebeu que sua conjectura é a funcao de correlagao de dois
pontos do GUE (Ensemble Unitario Gaussiano). A conexao foi estendida para fungao de
correlagao de ordens mais altas dos zeros de Riemann por Hejhal (43) e Rudnick e Sarnak
(44), embora a correspondéncia completa das fungoes de correlagdo com RMT ainda nao
tenha sido provada. Uma derivacao heuristica desses resultados usando a conjectura de
Hardy-Littlewood para a correlagao entre primos foi dada por Bogomolny e Keating em
1995 (45, 46). Resultados matematicamente rigorosos relacionando as fungoes de dois
pontos para os zeros de fungoes zeta e autovalores de matrizes aleatérias de grupos classicos

sao discutidos por Katz e Sarnak (47).

Desde entao, a RMT ganhou bastante notoriedade e se espalhou para uma série de
areas, a principio nao afins. O livro The Ozford Handbook of Random Matriz Theory (2)
traz nas suas mais de 800 paginas um conteido com aplicagoes de RMT em diversas areas:
teoria de ntiimeros, geometria algébrica e modelos de matrizes, gravidade quantica 2D,
teoria das cordas, cromodindmica quantica, matéria condensada, aplicacdes em financas,
biofisica do RNA etc. A questao do porqué RMT funciona foi analisada de muitos pontos
de vista diferentes (48). Segundo Forrester et al ((48)), foi percebido anteriormente que
propriedades especificas de correlagoes de autovalores nao dependem das caracteristicas
da distribuicao de probabilidade. Uma razao importante para RMT funcionar ja foi
mencionada em um artigo de Dyson (14), afirmando que se um sistema é suficientemente
complexo, o hamiltoniano do sistema nao ¢ mais importante. Entretanto, levou-se vérias
decadas até perceber que a razao chave é que o sistema classico correspondente é cadtico.
Embora tenham havido alguns estudos anteriores relacionando correlagoes de RMT ao caos
classico, foi formulado explicitamente em um paper por Bohigas et al (49) quem, baseado
em um estudo numérico do biliar de Sinai, conjecturou que as correlagoes de niveis na
escala do espacamento médio de niveis sao dadas por RMT se o sistema cléssico é cadtico.
Esta conjectura foi confirmada para varios sistemas. O contrario também foi mostrado
numericamente como verdade: se o sistema nao é completamente cadtico, as correlagoes
espectrais nao sdo dadas por ensembles de Wigner-Dyson (50, 51). Estas inter-relagoes
significam que RMT desempenha um papel essencial no estudo de caos quéantico (13).
Uma subéarea do caos quantico na qual houve um grande volume de aplicacoes da teoria de
matrizes aleatorias é o transporte, que tem aplicagdes em pontos quanticos, por exemplo.
Os avangos realizados até 1997 foram revisados por Beenakker (33). Mas desde entao outros
caminhos e outras aplicagoes continuam sendo desenvolvidas nessa area, que continua

bastante ativa. Inclusive é uma das areas de atuacao do Prof. Marcel, que desenvolveu
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uma interface dessa teoria com anélise combinatéria e teoria de representagao (52, 53, 54).



Integrais Matriciais e Enumeracao de Mapas

2.1 Mapas

2.1.1 Grafos

Grafos sao objetos mateméaticos definidos por um conjunto de vértices ligados por
arestas. Os grafos podem conter loops, neste caso os dois vértices das extremidades de uma
aresta coincidem, e ainda admitem multiarestas, em que varias arestas contém as mesmas
extremidades. Um grafo é dito conexo, quando nao for possivel dividir seus vértices em
subconjuntos tal que nenhuma aresta de um subconjunto incida em um vértice de um
subconjunto diferente, em outras palavras se existir um caminho entre quaisquer dois
pares de vértices. O grau de um vértice ¢ o nimero de arestas que incidem nele, loops sao

contados duas vezes.

2.1.2 Mapas como grafos imersos

Mapas sao definidos como grafos desenhados sobre superficies. As superficies
consideradas neste capitulo serdo compactas, conexas, orientaveis e sem borda, a escolha
se justifica nos detalhes da imersao que vem a seguir e no fato de que tais superficies
podem ser caracterizadas por uma quantidade g chamada genus da superficie, que é sempre

positiva ou igual a zero.

)

A maneira mais intuitiva de definir o genus é como sendo o nimero de “buracos’
ou algas da superficie. A esfera tem genus g = 0 porque nao tem nenhum buraco ou alga,
o toro tem g = 1, o toro duplo tem g = 2 e assim por diante. A esfera com uma alca pode
ser continuamente deformada no toro, portanto sao topologicamente equivalentes e tem
g = 1. Estes exemplos estao ilustrados na figura (1). A imersao do grafo na superficie
¢ uma aplicagao que associa cada vértice a um ponto da superficie e cada aresta a um

arco simples aberto, de tal forma que a imagem da aplicagao desses elementos do grafo
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Figura 1 — Variedades de genus g = 0, 1, 2 e equivaléncias topologicas.

(arestas e vértices) sao disjuntas, ou seja, nao existe intersegao das arestas nem dos vérticés
e as relagoes de incidéncia sao preservadas. Um tipo especial de imersdao ¢ a chamada
imersao celular, em que as componentes conexas do complementar do grafo imerso na
superficie G/S sdo homeomorfas ao disco, logo simplesmente conexas. Essas componentes
sao chamadas de faces do mapa. De forma mais simples, podemos entender as faces da
seguinte maneira: se ao recortarmos o mapa ao longo das arestas obtermos uma superficie
sem buracos, entao esta superficie é chamada face. O grau de uma face é o niimero de
arestas que a delimitam. Uma tnica aresta divide duas faces, logo é contada duas vezes. A
figura (2) mostra duas imersoes do mesmo grafo no toro. Na figura (a), a imersao produz
uma componente na superficie do toro que nao é homeomorfa a um disco, ndo sendo uma
imersao celular. Ja na figura (b), a imersao é celular, ja que todas as componentes do

complementar sao homeomorfas a um disco.

Figura 2 — Duas imersdes do mesmo grafo no toro: a direita uma imersao celular.

Consideraremos que mapas sao imersoes celulares de grafos em superficies. Dois
mapas serao iguais quando se diferirem apenas por uma deformacao continua que preserva

as relagoes de incidéncia e o genus da superficie.

Definicao 2.1. Seja G um grafo e S uma superficie compacta, conexa e sem borda. Entao
um mapa ¢ uma imersio de G em S tal que G/S = D?, isto é, as componentes do

complementar do grafo imerso sdo homeomorfas ao disco.
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(b) (©) (d)

Figura 3 — Quatro imersdes do mesmo grafo na esfera.

Um mapa de genus zero é chamado mapa planar. A figura (3) mostra algumas
imersoes celulares de um mesmo grafo na esfera. Do ponto de vista de grafos, todos eles
sao iguais, visto que possuem o mesmo numero de vértices, arestas e relagoes de incidéncia;
mas do ponto de vista de mapas apenas os trés primeiros sao iguais: (a), (b) e (c¢) possuem
trés faces de graus 3, 2 e 5; enquanto (d) possui duas faces de grau 3 e uma face de grau 4.
Os mapas podem ser caracterizados por mais um parametro chamado caracteristica de

Fuler, que relaciona o nimero de faces, vértices e arestas com o genus.

Teorema 2.1. Um mapa de genus g tem caracteristica de Fuler x:
X=V-E+F=2-2 (2.1)
onde V, E e F sdo o niumero de vértices, arestas e faces do mapa, respectivamente.

A caracteristica de Euler passa a depender apenas do genus. No caso em que
é necessario considerar grafos nao conexos, os mapas sao construidos desenhando-se os
grafos ndo em uma unica superficie, mas em varias superficies disjuntas, uma para cada
componente do grafo. A vantagem é que a caracteristica de Euler é aditiva, ou seja, a
caracteristica de Euler do mapa inteiro é a soma da caracteristica dos seus componentes,

enquanto o genus nao ¢é aditivo.

2.1.3 Permutacoes

A figura (3) permite ver como a diferenca entre grafos e mapas é sutil. Um mapa
carrega mais informacao, que pode ser descrita da seguinte maneira. A imersao do grafo
na superficie define uma ordem ciclica das arestas incidentes nos vértices. Vamos agora
considerar as arestas como duas semiarestas apontando em sentidos contrarios como uma
via de mao dupla, cada uma incidente a um tunico vértice, e identifici-las por inteiros
consecutivos de 1 a 2m (onde m é o niimero de arestas) de uma maneira arbitraria. Dada
uma semiaresta i, definimos a(i) como sendo a outra semiaresta da mesma aresta e
definimos (i) a préxima semiaresta encontrada depois de i quando girarmos no sentido

anti-hordrio em torno do vértice incidente (2). Por exemplo, no mapa (a) da figura (3), a
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aplicagdo de o na semiaresta 1 resulta na semiaresta de sentido contrario 3, a aplicacao
de a em 5 ¢ igual a aresta 9 e assim por diante. Para o mesmo mapa, a aplicacao de o
na semiaresta 6 resulta na semiaresta 7, que por sua vez resulta em 8, a aplicagao em 1

resulta na semiarseta 2.

Os dois elementos a e o que agem sobre os indices sao nada mais do que permutagoes

do conjunto de indices {1, ...,2m} e apresentam as seguintes propriedades:

(A). « é uma involugao sem ponto fixo;

(B). O subgrupo do grupo de permutacao gerado por « e ¢ age transitivamente em
{1,...,2m}.

A propriedade (A) simplesmente significa que a(a(i)) = i, isto é, « é sua prépria
inversa e que «(i) # i, Vi € {1,...,2m}. A acdo transitiva é aquela em que para todo
par de indices i, j quaisquer do conjunto {1,...,2m}, sempre existe uma permutagao p
do subgrupo composto pelos elementos de o e a tal que p(i) = j. Esta propriedade
(B) implica na conectividade do grafo. O subgrupo gerado por ¢ e o é chamado grupo

cartogrdafico. Essas permutagoes caracterizam completamente o mapa e sao suficientes para
defini-lo.

2.1.3.1 Um pouco sobre permutagoes

A permutacao mais simples consiste em trocar dois niimeros de uma lista e esta
acao é chamada transposicao. E claro que uma permutacao pode ser implementada por
uma sequéncia de transposi¢oes. Por exemplo, a lista [123] pode ser transformada em
[231] trocando o 1 com 2 e em seguida trocando o 1 com 3. A troca de 1 com 2 é
representada por (12) e a troca de 1 com 3 é representada por (13). A composicao das duas
transposigoes ¢ denotada como um produto (13)(12) e é escrita para ser lida da direita
para esquerda. Note que permutagdes nem sempre comutam, isto é, (13)(12) # (12)(13),
pois a permutagao (12)(13) leva [123] em [312]. As transposigoes comutam apenas quando
nao tiverem elementos comuns. Por exemplo, a lista [1234] pode ser transformada em

[2143] pela permutagao (12)(34) = (34)(12).

Pode-se trocar varios elementos de uma s6 vez. Para isso, utilizamos a notagao de
varios niimeros entre parénteses. Por exemplo, a lista [12345] pode ser transformada em
[43251] através da permutagao (145)(23). Lé-se o simbolo (145) como “o 1 vai no lugar do
4, que vai no lugar do 5, que vai no lugar do 1”. Esse simbolo é chamado de ciclo. Uma
permutacao estd em notagao de ciclos quando nao ha ciclos com elementos em comum.

Por exemplo:

(12)(13) = (132),  (13)(12) = (123),  (12)(13)(12) = (1)(23).
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Por convengao, o primeiro elemento de um ciclo é sempre o menor elemento e
escrevemos os ciclos em ordem crescente do seu primeiro elemento. Além disso, muitas
vezes suprimimos os nimeros que nao sao alterados pela permutacao, chamados de pontos
fixos. Portanto, (1)(23) = (23). A permutagao que consiste de n pontos fixos, (1)(2)...(n),
¢ a identidade, denotada 1,,. O conjunto de todas as permutacoes forma um grupo,
denotado por S, pois: i) Contém a permutagao identidade 1,,, i7) O produto de duas
permutagdes ¢ também uma permutagao, ii7) toda permutacio p tem sua inversa p~! tal
que pp~t = p~lp =1,. E ficil ver que toda transposicao é sua prépria inversa. Para ciclos

mais longos, a inversa é obtida invertendendo a ordem dos niimeros. Por exemplo:
(1324)7! = (4231) = (1423)

A inversa de uma permutacao geral é obtida invertendo cada ciclo independentemente. O
nimero de elementos de um grupo G é denotado por |G|. O grupo de permutacoes S,

tem |S,,| = nl. Por exemplo, o grupo S3 é composto pelas 3! = 6 permutagoes:

15, (12), (13), (23), (123), (132)

As fungoes « e o sao permutagoes da lista [1, ..., 2m]. De fato, vamos agora aplicar
as fungoes v e o nos mapas da figura (3). Como os mapas (a), (b) e (c) sdo equivalentes,

todos eles terao as mesmas permutagoes « e . Ao aplicarmos « nas arestas, tem-se:

a(l)y=3, a3)=1
ad)=9, «9) =5
a2) =17, o(7)=2
a(4) =6, a6)=4
a(8) =10, a(10) =8

que resulta na permutacao o = (13)(27)(46)(59)(8 10) e ao aplicarmos ¢ nos mapas (a),
(b), (c), tem-se:

o(1)=2, o(2)=1

0(3)=4, o(4)=5, o(5)=3

o6)=7, o(7)=8, (8 =9, 0(9)=6
c(10) =10

que resulta na permutacao o = (12)(345)(6789)(10). O mapa (d) possui a mesma
permutacao ' que os mapas (a),(b) e (¢) &/ = a, mas a permutagao sigma é dada por:

o' =00 (89), onde o denota a composic¢ao, que é simplesmente o produto.

Assim as arestas estao relacionadas a aplicacdo «, cada ciclo de « esta relacionado

com uma aresta e, portanto, o nimero de ciclos de « corresponde ao niimero de arestas; os
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vértices estao relacionados a o, cada ciclo define as rela¢oes de incidéncia de um vértice,
portanto o nimero de ciclos corresponde ao nimero de vértices, além disso o comprimento
do ciclo corresponde ao grau dos vértices; e as faces estao relacionadas a composicao
o o . De fato, o mapa pode ser definido especificando as arestas e as faces segundo o par

(00 a,a), os vértices e as faces desempenham um papel simétrico.

Os mapas (a),(b) e (c) da figura (3) possuem 3 faces, de graus 3, 2 e 5. Ao
fazer a composicao o o a = (12)(345)(6789)(10) o (13)(27)(46)(59)(8 10), tomemos como
exemplo a semiaresta 1, faz-se as transposicoes da direita para esquerda: “1 — 3 —
4 -6 —>T7—2— 17, onde a seta denota a transposicao. Essa sequéncia desenha um
caminho fechado no sentido horédrio no mapa e define uma regiao componente de G/S
que é homeomorfo ao disco, portanto define uma face de grau 3. Se comecarmos da
semiaresta 3, obteremos: “3 -1 —-2 —>7—-8 10— 10—-8 -9 —5 — 3”7, que é um
caminho fechado de sentido anti-horario homeomorfo ao disco, de grau 5. Assim, as faces
“de dentro” tem sempre ordem ciclica no sentido horario e a face “de fora” tem sempre
sentido anti-horario. O nimero de ciclos de o o a corresponde ao numero de faces e o
comprimento dos ciclos corresponde ao grau das faces. De fato, como visto anteriormente,
ooa = (12)(345)(6789)(10) o (13)(27)(46)(59)(8 10) = (56)(147)(2 8 10 9 3) que representa
3 faces de graus 2,3 e 5. A caracteristica de Euler pode ser reescrita em termos das

permutacoes o e ¢ como:
X(o,a) = ¢(0) — e(a) + ¢(o o ) (2.2)

onde ¢(-) denota o nimero de ciclos.

2.1.4 Mapas a partir de poligonos

Uma maneira alternativa de construir mapas é a partir de poligonos com um
numero par de arestas 2k. As arestas do poligono serao orientadas no sentido horério
e os vértices, que é o encontro da ponta de uma aresta com o inicio da préxima aresta,
serao identificados por indices 71, 29, ..., 2% N0 mesmo sentido. Cola-se os lados do poligono
em pares, respeitando a regra de que a ponta das arestas deve ser colada com o inicio
da aresta correspondente. Ao colar todas as 2k arestas, formando k pares, obtém-se um

mapa.

Cada combinacao de arestas gerara um mapa diferente, tentar adivinhar qual a
forma do mapa gerado por uma determinada combinagao pode ser bastante complicado.
O ntmero de maneiras possiveis de colar os lados do poligono é (2k — 1)!l. De fato,
primeiro escolhemos 1 das arestas (restam 2k — 1) que colamos com outra, e em seguida
tomamos uma nova aresta (restam agora 2k — 3) que também é colada, a proxima
aresta sera colada com uma das 2k — 5 arestas restantes e assim por diante; o produto
(2k —1)(2k —3)(2k —5)...1 = (2k — 1)!!. Portanto, o niimero total de mapas sera (2k — 1)!!.
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Para calcular a caracteristica de Euler, devemos saber o nimero de vértices V', o
numero de arestas F e o nimero de faces F'. Por construcao, o nimero de faces é F' =1,
que corresponde a Unica face do poligono. Como a colagem é feita em pares, entdo o
numero de arestas do mapa é E = k, pois o poligono original tem 2k lados. O tnico

parametro desconhecido é V. Logo, temos:

X=V—-E+F=V—-k+1=2-2 (2.3)
V=k+1-2g (2.4)

Vejamos um exemplo particular de como determinar o genus (55). Consideremos um
poligono de 8 lados (k = 4) com arestas de ordem ciclica no sentido horario e vértices
enumerados de i; a ig no mesmo sentido. Das (2k — 1)!! maneiras de colar as arestas,

vamos proceder como indicado na figura (4): As setas devem ser coladas em diregoes

Figura 4 — Pares de arestas coladas de um octégono

opostas. O fato de que o lado 7175 é colado com 475 significa que o vértice i, é identificado

com 75 e o vértice iy é identificado com 14, isto é:
11 = 15 log = iy

da mesma forma, realizando as outras colagens, teremos:

iy = ig i3 = i
13 =11 1y =18
16 = 18 i7 = U7

Por fim, obtemos uma identificacao entre os 8 indices do poligono através das igualdades:
i1 =15 =13 =1
lg =14 =1y = lg = I3
i7 =iy

e 0 mapa correspondente tera 3 vértices. Dizemos, portanto, que o nimero de indices

livres é 3, ao especificar o valor dos indices i1, i5 € i7, todos os outros estao determinados.

Portanto, o genus do mapa correspondente sera:

V=k+1-2¢g=3=g=1 (2.5)
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ou seja, o mapa sera homeomorfo ao toro. Veremos a seguir que existe uma relagdo entre

os mapas e integrais de matrizes hermitianas.

2.2 Integrais de Matrizes Hermitianas

Vamos considerar as matrizes aleatérias do GUE (Gaussian Unitary Ensemble)!. As

matrizes desse ensemble sao matrizes hermitianas aleatorias H de ordem N com entradas
J— * * . 7 .

H;j complexas tal que que H;; = H;; em que * denota o complexo conjugado. As variaveis

H;; = x;; + 1y;; tem distribugao de probabilidade gaussiana dada pela medida:

1 1
du(H) = - exp {—2 Tr(H2>} dv(H) (2.6)
0
em que dv(H) = Hf\il dry; [;<; drydy;; ¢ a chamada medida de Lebesgue no espago de

matrizes hermitianas e Z; é um fator que garante a normalizacao. De fato,

N N N
ij=1 ij=1 ij=1
como os elementos do tridngulo superior (i < j) de H sdo o complexo conjugado dos
elementos do tridngulo inferior (i > j), portanto tém o mesmo médulo, a soma em (2.7)
pode ser feita apenas para os termos da diagonal e do triangulo superior multiplicado por
um fator 2:
N N
2 2 2 2 2
Tr(H?) = Z |Hij|" = an + 22(%’;‘ + yz’j) (2.8)
ij=1 i=1 i<j

portanto, du(H) é uma distribuicao gaussiana nas variaveis x;; e y;;. Vamos adotar a

notacao (f(H)) como sendo a média de f(H) com respeito a medida (2.6):

() = [ FCH)du(H) (2:9)

Estamos interessados em calcular valores médios do produto de elementos de matrizes,
por exemplo (Tr (H?*)).

Uma das maneiras de fazer o calculo é através do método da integral fonte (56),
consideramos a integral:

(@) — - [fexp {5 Te(#? - 258) pan( ) = 5 (210)

e tomamos as derivadas com respeito aos elementos de matriz S calculadas em S = 0:

T
SR 9S;

A unitariedade esta no fato de que as matrizes do GUE sao invariantes por transformacgdo unitaria.

1
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os indices sdo invertidos nas derivadas pelo fato de que Tr(S?) = é\;:1 SijSji, as derivadas
agem na exponencial e adicionam um pré-fator S;; que multiplica a exponencial. No caso

da média do produto de dois elementos de matriz:

0 0 ms N A d SN 5585/2
H’LH [ — > 2 [ — A i,j=1"I"70 :—SZ i,j=1"1"7% 212
(HiHi) = 5o 95, ° 95 05, 251 (2.12)

a derivada com respeito a Sy, age tanto no termo S;; quanto na exponencial:
<H2Hkl> — _(SiAeZl"j:l Siiji) — <i51> ezg\,{jzl Sijsji + S@ <iezf\,’j:1 Siiji)
J J 8Slk J J aSlk
(2.13)

o primeiro termo da soma nao ¢ nulo apenas se t =1 e j = k e o segundo termo da soma

se anula porque a derivada é calculdada em S = 0, logo resulta:
(HijHyi) = Oxjn; (2.14)
uma outra maneira de calcular médias como a (2.11) é através do Teorema de Wick.

Teorema 2.2. (Teorema de Wick) A média do produto de um nimero par de elementos
de matriz é uma soma, sobre todas as combinagoes em pares de elementos de matriz, do

produto dos pares de covariancia.

Como um exemplo de aplica¢ao, calculemos a média:

N N
(Tr(HY)) =( Y.  HuyuHuiHyuHig) = Y., (HiywHiiHiygHig) o (2.15)
11,12,13,i4=1 11,12,13,i4=1

0 termo <H2112Hz HZ

grafo com uma aresta dupla (duas semiarestas com sentidos contrarios) para cada elemento

JisHisiy, Hiyiy) tem a seguinte interpretacao diagramética: desenha-se um
de matriz, identificadas com os indices correspondentes ao elemento de matriz, conforme

a figura (5). A aplicacao do Teorema de Wick em (H;,;, H;,is Hiyi, Hiyiy) Tesulta na soma

Figura 5 — Representagio diagraméatica do Tr(H*)

sobre todas as combinagoes dos produtos de parecamentos dos elementos de matriz:

(Tr(HY)) = (Hyyiy Hiyis) (Higis Hisiy) + (Hiyig Higiy) (Higia Higiy) + (Hiyiy Higi ) (Higia Higiy)
(2.16)
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cada valor médio do produto de dois elementos é chamado covariancia, cujo resultado é
dado pela equagao (2.14), a delta de Kronecker significa no diagrama ligar os pares de
semiarestas do grafo identificadas pelos indices da delta. Por exemplo, o acoplamento
(H;

13; ligamos também a arseta i, com sua par iy e a aresta i3 com i; restantes. Aplicando a

vioHigis) (Higi, Hiyiy) diz que devemos ligar a aresta is com seu par is e a aresta i; com

equacgao (2.14) em cada covariancia, teremos:

N
(Tr(HY)) = Y GigiaOirisOisiaOiaiaOigir + OiniaOirisOigiainis + Oiziairir OinigOigia  (2.17)

11,12,13,54=1

N
<TI‘(H4)> = Z 5i1i3 + 5i2¢35i1i46i3i45i2i1 + 5i2i4 (218>

i1 yin,iz,ia=1
no primeiro termo apenas os indices 7; e 73 devem ser iguais, isso significa que é necessario
especificar apenas 71,15 e 14, entao dizemos que o numero de indices livres é 3; no segundo
termo todos os indices devem ser iguais, portanto ao especificar o valor de um deles, todos
os outros estao determinados, logo o nimero de indices livres é 1; no terceiro termo iy € iy

sao iguais e o nimero de indices livres é 3. Ao realizar a soma em (2.18), resulta:
(Tr(H*")) = N* + N + N* = N +2N? (2.19)

de forma geral, dizemos que a contribuicio de um produto de covariancias é NV, onde
V' é o nimero de indices livres. O numero de termos somados ao aplicar-se o teorema
de Wick é (2k — 1)!! e a andlise é idéntica ao nimero de maneiras de colar os lados de
poligono de 2k arestas. Os trés mapas correspondentes aos trés acoplamentos em (2.16)

estao representados na figura (6).

(b) ()

Figura 6 — Mapas correspondentes aos trés acomplamentos de Wick do Tr(H*)

A razao por tras do teorema de Wick expressar a média do produto de elementos
de matriz como uma soma dos produtos do valor médio de todas as combinagoes em pares
dos elementos é que os elementos de matriz H;; sdo nimeros complexos. Se o produto
entre os elementos de matriz resultar em um nimero complexo, o valor médio sera zero.
A tnica maneira de nao resultar zero é se o produto dos elementos de matriz for um
numero positivo, essa condicao se cumpre se os elementos consistirem de pares conjugados.

Por exemplo, para o valor médio (z1222324), onde z; sdo nimeros complexos, os inicos
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resultados nao nulos serao quando z; = 27 € 24 = 25 oU 23 = 2] € 24 = 25 OU 24 = 2] €

23 = 25.

Para o exemplo acima (Tr(H*)), os mapas (a) e (c) da figura (6) tém 3 faces. Por

construcao, o nimero de vértices V = 1 e o nimero de arestas ¢ £/ = 2, assim o genus é:
X=V-E+F=2-2g=1-2+3 = g=0 (2.20)
O mapa (b) contém apenas 1 face e o seu genus é:
x=V-FE+F=2-2g=1-241 = g=1 (2.21)

Note que o nimero de faces do mapa é igual ao nimero de indices livres, no exemplo
acima ha 2 mapas de 3 indices livres e 3 faces e 1 mapa com 1 Unico indice livre e 1 face,
e o coeficiente que multiplica o termo N, onde F é o ntimero de faces, é justamente o
ntimero de mapas de F' faces. Os mapas do problema geral (Tr(H?*)) podem ser vistos na
representacao dual como todas as possiveis colagens dos lados de um poligono de 2k lados.
Ao aplicarmos o Teorema de Wick a média, as covaridncias serao dadas pela expressao
(2.14). Como discutido na secao (2.1.4), o niimero de indices livres resultante das colagens
das arestas do poligono corresponde ao niimero de vértices do mapa gerado e é analogo
aos Indices livres resultantes das ligacoes das semiarestas de um grafo estrela, neste ultimo
caso o numero de indices livres corresponde ao ntimero de faces dos mapas. Isso mostra

que os vértices e as faces, de fato, desempenham um papel simétrico.

De forma geral, queremos enumerar os mapas pelo genus. Seja €,(k) o niimero
de mapas de genus g gerados a partir da colagem dos 2k lados de um poligono ou dos
pareamentos das 2k semiarestas de um grafo, entdao a soma sobre todos os génus deve ser

igual ao nimero de mapas:

Imazx

3 e, (k) = (2k — 1) (2.22)

9=0
Na representacao de mapas usando grafos, o valor maximo de ¢ é obtido facilmente
observando que o mapa terad k arestas, apenas 1 vértice por construcao e F' é um parametro
livre.

x=V—-FE+F=1-k4+F=2-2g (2.23)

o valor maximo de g corresponde ao valor minimo de F. Como os mapas devem ter pelo
menos 1 face, entdo o valor maximo de g:

k
l1-k+F=2-29 = g:l21 (2.24)

onde [ ] denota a parte inteira, uma vez que g é sempre um nimero inteiro. Na representacao
dual, ' =1e V é o parametro livre, a analise decorre idéntica. O problema de encontrar os
valores €,4(k) foi inicialmente resolvido para alguns valores de genus g por Walsh e Lehman

(57) em 1972 e posteriormente foi completamente resolvido por Harer e Zagier (58) em
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1986. Podemos escrever uma fungao geratriz para o resultado de (Tr(H?*)) a partir da
solugdo em (2.19) notando que o resultado da média é igual & soma das contribui¢oes
NT' (na representagao dual NV) dos acoplamentos de Wick multiplicados pelo respectivo

numero de mapas de génus g:

[k/2] [k/2] 1 \9
O N) = (TH(H) = 32 (N2 = NS (1 () (2.25)

Para o exemplo (Tr(H*)) em que k = 2, a fungio geratriz (2.25) d4 o mesmo resultado
em (2.19):

F(2,N) = (Te(HY) = N° [eo@) () +a@ (;)] (2.26)

onde €p(2) é o nimero de mapas de genus g = 0 e k = 2 arestas e €(2) o nimero de mapas

de genus g = 1 e k = 2 arestas. Esses mapas estao desenhados na figura (6), logo:

F(2, N) = (Te(HY) = N* [2 +1 (J\;)] ~ N +2N? (2.27)

A integral em (2.25) foi calculada em (58):

f(k,N) =2k —1)11 Y <N>< F >2m—1 (2.28)

me1 \1 m—1

Além disso, foi derivada em (58) uma relagao de recorréncia dos nimeros €, (k):

4k — 2 (k—1)(2k — 1)(2k — 3)
(k) = 1 eg(k—1)+ A €g—1(k —2) (2.29)
com a condi¢ao de contorno:
1, seg=0
€,(0) = (2.30)

0, caso contrario



Espectro de Matrizes Circulantes

3.1 Matrizes Circulantes

As matrizes circulantes sao matrizes cujas linhas sdo o resultado do deslocamento
circular da sua primeira linha. Como um exemplo simples, consideramos uma matriz H
de ordem N = 4 cuja primeira linha é formada pelos elementos {co, ¢1, ¢2,¢3}. A segunda
linha é o resultado do deslocamento circular da sua primeira linha, se considerarmos o
deslocamento para a esquerda entao cada elemento se desloca de uma posicao para a
esquerda na segunda linha. O espaco vazio na posicao Hsyy é completado pelo elemento

Hy; que foi transladado para fora da matriz:

Ch C1 Co C3

i C C3 O
H =

a terceira linha é obtida pelo deslocamento circular da segunda linha, que por sua vez é
o deslocamento circular da primeira, ou seja, a terceira linha é o deslocamento duplo da
primeira linha em que cada elemento se transladou duas posi¢oes para a esquerda, sempre
preenchendo a posicao desocupada circularmente. Cada elemento se translada de uma

posicao para a esquerda na matriz e a posicao Hsy é ocupada pelo elemento Hoy:

Ch C1 Co2 C3
Ci1 Cp C3 (O
H =

G2 C3 Co C1

finalmente, a quarta linha é formada pelo deslocamento da terceira linha, que por sua vez
é o deslocamento da segunda, ou seja, a quarta linha é formada pelo deslocamento triplo

da primeira linha que consiste em transladar os elementos trés posi¢oes para a esquerda, a
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cada vez que se realiza um deslocamento, faz-se o preenchimento circular do espaco vazio.

Co €1 C2 C3
Ci Co C3 C(p
H= (3.1)

Ca C3 Cp C

C3 Cp C1 Co

A matriz H obtida a partir do vetor {co, 1, c2, c3} possui os elementos das diagonais
ascendentes iguais. A caracteristica comum entre os elementos H;; de uma mesma diagonal
é que todos eles tem a mesma soma (i + j), de sorte que os elementos H;; de uma matriz
circulante com deslocamento para a esquerda serao iguais quando o resultado da operacao
(1 +j) mod N for igual, onde mod ¢é o resto inteiro da divisdo. As matrizes cujos
elementos das diagonais ascendentes sao iguais sao chamadas matrizes de Hankel. Assim,
a matriz (3.1) é chamada matriz circulante de Hankel. Como nem toda matriz de Hankel é

uma matriz circulante, as matrizes circulantes de Hankel sao um subconjunto das matrizes

de Hankel.

Alternativamente, podemos fazer o deslocamento dos elementos {co, ¢1, ¢2, c3} para
a direita. Cada elemento da primeira linha se translada uma posicao para a direita e o

elemento T4 ocupa a posicao vazia Th;, produzindo a segunda linha:

Chp C1 C2 C3

c3 Cp C1 C2
T =

a terceira linha obtida pelo deslocamento para a direita da segunda linha ou ainda o

deslocamento duplo da primeira linha, o elemento T54 ocupa a posicao T3;:

Chp C1 Co2 C3
C3 Cp C1 Co

T =
Cy C3 Cp (O

e, por fim, a quarta linha é resultado do deslocamento para a direita da terceira linha ou

ainda o deslocamento triplo da primeira linha:

Ch C1 Cy C3
C3 Cp C1 C2
Cy C3 Cy C

C1 C2 C3 (O

A matriz T contém os elementos das diagonais descendentes iguais. Os elementos

de uma mesma diagonal descendente tem o mesmo resultado de (j — i), mas agora os
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elementos da matriz T;; serao iguais sempre que o resultado de (j —¢) mod N for igual.
As matrizes cujos elementos das diagonais descendentes sao iguais sao chamadas matrizes
de Toeplitz. A matriz (3.2) é chamada matriz circulante de Toeplitz e, novamente, essas

matrizes formam um subconjunto das matrizes de Toeplitz.

As matrizes circulantes de Hankel sdo simétricas, ou seja, H = H', em que 7 ¢ o
transposto, pelo fato de que a troca de i por j nao altera a operacao (i +j) mod N. Essa
simetria implica que os seus autovalores {\;} sdo variaveis reais. No caso das matrizes de
Toeplitz, a troca de i por j altera o resultado da operagao (j —i) mod N, portanto as
matrizes circulantes de Toeplitz nao sao seus simétricas, isso implica que os seus autovalores

sao complexos.

3.2 Cadeias de Markov

Muitos processos naturais do dia a dia sao aleatérios, exemplos disso sao as
flutuagoes do mercado financeiro e da taxa de cambio e o movimento browniano das
particulas de um gas. Todos esses processos sado chamados processos estocasticos. Um
processo estocastico é um conjunto de variaveis aleatérias representando a evolugao de
um sistema no tempo. Em geral, uma cadeia de Markov é representada por um grafo
orientado, em que cada vértice é um estado do sistema e a transicdo entre os estados
tem uma probabilidade associada. A probabilidade de transicao do estado atual i para
o estado futuro j independe dos estados anteriores, mas unicamente do estado atual,
esta propriedade é chamada propriedade markoviana e define uma cadeia de Markov.
O conjunto desses estados do sistema é chamado espaco de estados. As probabilidades
de transicao podem ser organizadas segundo uma matriz de transicao M. A transicao
do estado i para o estado j ¢ representado pelo elemento M;; da matriz. Em termos

matematicos, a estocasticidade impoe que a soma dos elementos ao longo das linhas seja:
N
> Mjj=1, 1<i<N (3.3)
j=1

em vez das linhas, esta propriedade pode também ser imposta as colunas. Vamos considerar
que as matrizes circulantes representam a transicao em uma cadeia de Markov e apresentam
a propriedade (3.3). Em uma cadeia de Markov cuja matriz de transigao é circulante de
Hankel, as probabilidades de transicao de ¢ para j serao iguais sempre que o resultado
de (i +7) mod N for o mesmo, ji se a matriz de transi¢ao for circulante de Toeplitz, as

probabilidades serao iguais sempre que (j —¢) mod N for igual.

No contexto de matrizes estocasticas hé o seguinte importante teorema.

Teorema 3.1. (Teorema de Perron-Frobenius) - Toda matriz estocdstica de ordem N

tem como maior autovalor unico |A\,| =1 cujo autovetor é v, = (1,1,...,1) N-dimensional
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Figura 7 — Probabilidades de transicao entre os N = 3 estados de uma cadeia de Markov.

e todos os outros valores |\;| < |Ap|.

3.3 Espectro de autovalores

Estamos interessados em estudar o espectro de autovalores das matrizes circu-
lantes estocasticas. Para isso, sorteamos um ensemble delas com entradas aleatérias e
estudamos suas propriedades estatisticas. Os elementos da primeira linha ¢; sdo sortea-
dos independentemente e dividimos cada um deles pela sua soma, de forma a impor a

estocasticidade.

3.3.1 Matrizes Circulantes de Hankel

Para N = 2, a matriz circulante de Hankel tem a forma:

H= ( @ ) (3.4)

a estocasticidade impoe que ¢ +c¢; =1 — ¢y =1 — ¢p:

1 —
H= ( 0 0 ) (3.5)
1— Co Co

A distribuicao de probabilidade dos autovalores A\; dependem agora apenas da variavel
aleatoria cg. A distribuicdo de probabilidade dos autovalores P(\) pode ser obtida
notando que a probabilidade de encontrar um autovalor entre A e A + d\ deve ser igual a

probabilidade de sortear ¢y entre ¢y e ¢o + dcy:

P(\)dX = P(co)dey
dCO P(Co)

o termo |d\/dcg| funciona como uma espécie de jacobiano que descreve como a probabilidade

de sortear a variavel ¢q reflete na probabilidade de sortear autovalor. A variavel aleatoria
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o tem distribuigao uniforme no intervalo [0, 1], logo P(cp) = 1. O polinémio caracteristico
¢ obtido calculando-se det(H — A1)

(co—A)?—= (1 —cp)*=0 (3.6)
CO—)\::t(l—Co)

cujos autovalores sao A\ = 1 e Ay = 2¢g — 1, A é o autovalor de Perron-Frobenius. Assim:

d%(zco -1)=2 = P)= % (3.7)

Esse resultado pode ser testado sorteando-se muitas matrizes aleatérias de ordem N =2 e

plotando o histograma dos autovalores, o resultado é mostrado na figura (8).

- N=2
0.5

0.4 4

0.3

0.2

0.14

0.0 -
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100

Figura 8 — Distribuicao de probabilidade dos autovalores de matrizes circulantes estocésti-
cas de Hankel de ordem N = 2.

Para N = 3, a matriz circulante sera:

Co €1 Co Co c1 l—co—0
H= Ci Cy (g = C1 1-— Co— C1 Co (38)
OQ Co C1 1- Co— C1 Co (&1

Note que Tr(H) = ¢g+ 1 — co — ¢1 + ¢1 = 1. Além disso, o trago de H ¢ igual 4 soma dos

seus autovalores {A1, Ay, A3}, pelo teorema de Perron-Frobenius, \; = 1, logo:

e H pode ser expressa na forma diagonal como:

10
H=10 X
00 =X
Como o determinante H é o produto dos autovalores, det(H) = —\? e assim

A= +y/det(H) = £/3 + 3¢} + 3coer — 3¢9 — 3¢y + 1 (3.10)
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A densidade de probabilidade dos autovalores pode ser calculada integrando-se, sobre todo
o intervalo em que as variaveis ¢y e ¢; se distribuem, o produto das distribui¢oes de cada
variavel aleatoria, ja que sao independentes, selecionando-se os autovalores que sao dados

pela expressao (3.10) através de uma fungao delta de Dirac:

1 1—c
_ / dco/ TS\ T (/3¢ + 32 + 3coer — 3eo — 3e1 + 1)dey (3.11)
0 0

a variavel ¢y tem distribuigao uniforme P(cp) = 1 no intervalo [0, 1] e ¢; tem distribuigao

uniforme P(c¢;) = 1 no intervalo [0,1 — ¢o]. Podemos fazer a substituigdo de variavel:

n=A—/33+33 +3coc1 —3co—3c1+1 A>0 (3.12)

Ao fazer isso, é necessario multiplicar a nova integral na variavel 17 pelo médulo do jacobiano.

Resolvendo a equagao (3.12) para ¢;:

V33 +3¢2 + 3coer — e — 3er + 1= A— 1, (3.13)
#c:l—@il\/—27c2+18c — 3+ 12(A —n)? (3.14)
1727276 07 250 7 '
o diferencial de; seréa:
A—
dey = 20 =) dn (3.15)

\/ 27¢2 + 18¢y — 3 + 12(\ — 1)?

Reescrevendo a integral (3.11):

f1(Xco0) 2(\ —
/ deg / e 20— ) &(n)dn (3.16)
n0="Fo(Aco) \/ 27¢2 + 18¢o — 34 12(\ — )2

Os novos intervalos de integracao da variavel n agora sao fungdes de A e ¢y. A principio a
equagao (3.16) parece facil, ja que integrais envolvendo a funcao delta sao simples, contudo
para que a integracao seja simples, é necessario: (i) garantir que n = 0 esteja no intervalo
(no,m1) e (i) que a raiz no denominador seja real (mdédulo do jacobiano). Para garantir a

primeira, é necessario impor condig¢oes limitando ¢y por uma funcao de z.

Para encontrar fy(A, cy) e fi(A, cp), basta substituir os antigos intervalos de inte-

gragao na varidvel ¢; da equagdo (3.14). Para o intervalo superior:

1
a=1l-c= 2:|: \/ 27c2 + 18¢o — 3 + 12(\ — )2 (3.17)

=m=A+t/3 -3¢ +1 (3.18)

substituindo o intervalo de integragao inferior:

mo=A+1/3c2 —3cy+1 (3.19)
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Combinando as condigoes (i) e (ii), chega-se a conclusao de que trés integrais devem ser
efetuadas para cada um dos valores possiveis de ¢;: a primeira serd para 0 < A < 1/2 e as
outras duas para 1/2 < A < 1. Por fim, a distribui¢ao de probabilidade P(\) é dada por:

437
9

P(\) = A, 0<A<1)2. (3.20)

+ (3.21)

43 1 (=14 V1222 -3
P(\) = ——A\ |arcsin | — | — arcsin
9 2\ 4\

4 14+ V122 —
g)\lg—arcsm< + 5 3)], 1/2< A< 1.

Repetindo-se a analise para o sinal positivo em (3.12), obtemos a distribui¢do P(\) do

intervalo [—1, 0]:

P()) = —4\?3 —1/2<A<0. (3.22)
_ \/ 2 _
P(\) = %)\ [arcsm <%> — aresin ( Lt 41)\2)\ 3) - (3.23)
2 _
%g)\ [g+arcsm<1+ ”ﬁA 3)] 1<A< —1)2.

O grafico de P(\) é mostrado na figura (9). O mesmo resultado é obtido a partir do

histograma dos autovalores de matrizes circulantes de Hankel de ordem N = 3.

12+

10+

0.8 |-

0.6 |

0.4+

0.2 -

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 025 050 075 1.00

0.0
-1.0

Figura 9 — Distribuicio de probabildiade Figura 10 — Histograma dos autovalores de

matrizes circulantes de Hankel
de ordem N = 3.

das matrizes circulantes de Han-
kel de ordem N = 3.

Para ordens mais altas, o calculo analitico da distribuicao dos autovalores se torna
bastante dificil. A medida que N cresce, observamos numericamente que a distribuicao

dos autovalores tende a distribuigao de Rayleigh (59), dada por:

P()\) = Nxe ™ (3.24)
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Distribuicdo Rayleigh
4] e N=100

T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
A

Figura 11 — Espectro de matrizes circulantes de Hankel para N = 100

como ¢ possivel observar fazendo o histograma dos autovalores para N = 100.

Queremos saber a distribuicdo do maior autovalor. Toda matriz estocastica possui
como maior autovalor A\, = 1 o autovalor de Perron-Frobenius. Por essa razao, estudamos
a distribuicao do segundo maior autovalor \s. Pela universalidade das matrizes gaussianas
em RMT, é esperado que para um espectro {\;} € R a distribui¢do de probabilidade seja
a Distribuigao de Tracy-Widom (60). A distribuicao de Tracy-Widom possui diferentes

formulagoes, sendo uma delas:

Fy(s) = exp <—/ (x — s)qQ(a:)dx) (3.25)

1 00
Fi(s) = exp <—§ / q(:v)dx) (Fy(s))/? (3.26)
onde ¢(s) ¢ a solucdo da equagdo diferencial de Painlevé IT ¢”(s) = sq(s) + 2¢*(s). Fy é a
distribuicao de Tracy-Widom para as matrizes hermitianas (GUE) e F} para as matrizes
simétricas (GOE), ou seja, F} também ¢ a distribuicdo das matrizes circulantes de Hankel.
Ao fazer o histograma de Ay para as matrizes circulantes de Hankel, obtemos a mesma

distribuicao, figura (12).

— a=8.85B=2.975
e N=25

Figura 12 — Distribuicao de Ay das matrizes circulantes de Hankel.
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Figura 13 — (A2) e Vaar[\y] em fungao de N e os graficos linearizados respectivos.

A média (\g) e a varidncia Var[\] do segundo maior autovalor naturalmente
dependem da ordem da matriz. A figura (13) ilustram essa dependéncia. A média decai em
N por um fator de 0, 14, enquanto a variancia Var[A] decai em N por um fator de 1, 12. Esse
resultado ¢ obtido fazendo-se o gréafico de log((A2)) e log(Var[As]) em fungao de log(N) e
observando que o resultado é linear, ou seja, tanto a média quanto a variancia é dada por
uma lei de poténcia y = Az™. Ao aplicar o logaritmo, obtemos log(y) = log(A) + nlog(z)

e o coeficiente angular é a taxa de decaimento n.

1
1

O espagamento s; = \; — ;11 entre os autovalores nos da informacao da repulsao
entre eles e representa uma medida da correlagdao entre as entradas da matriz. Em RMT,
é esperado que para uma matriz aleatoria com entradas sorteadas independentemente,
isto ¢, quando nao existe correlacao entre as entradas, os autovalores também sejam
independentes. Nesse caso, o espacamento tera distribuicao de probabilidade de Poisson
P(s) = e~*, assim como o tempo entre dois decaimentos radioativos de um ntcleo excitado.
O fato da distribuicao do espagamento ser uma distribuicao de Poisson significa que os
autovalores nao se repelem. E comum estudar, em vez da distribuicdo da varidvel s, a

variavel r; que é a razao entre os espacamentos:

Si Ai — Aig1

Si+1 )\i—i-l - )\H—Q

ry =
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A distribuicao da variavel r sera:

P(r)=P (ﬂ> = /dSQ/d816_816_525(81/32 —)
52

P() = [dsz e [da' s2 e 80’ = 1)

P(r) = /d82 e % 5y 7% = /dSQ 6_82(1+r) $2
1

P(r) = (3.30)

(1+7)2
em (3.30) foi feita a substituicio de varidvel 2’ = s;/s9. No caso das matrizes circulantes,
a estocasticidade impoe uma correlagao entre as variaveis de entrada, portanto é esperado
que os autovalores nao sejam independentes. A figura (14) mostra o histograma da variavel
r para as matrizes circulantes de Hankel. A distribuicdo da varidvel r é idéntica a de
matrizes com autovalores independentes. Esse resultado é surpreendente e a razao por tras
disso ¢ que os autovalores das matrizes de Hankel tem uma estrutura especial conhecida

(59) e uma aleatoriedade muito parecida com as entradas da matriz.

— P(r)=1/(1 +r)?

104 s N=100

0.8

0.6 1

P(r)

0.4 4

0.2

0.0 4

Figura 14 — Distribuicao da razao dos espacamentos dos autovalores de matrizes circulantes
de Hankel

3.3.2 Matrizes Circulantes de Toeplitz

As matrizes circulantes de Toeplitz possuem autovalores complexos pelo fato de
nao serem simétricas como as matrizes de Hankel. Por essa razao, os autovalores devem ser
plotados no plano complexo. A figura (15) mostra o espectro de autovalores para alguns
valores de N. A forma do espectro é o poligono com N lados, em que N é a ordem da

matriz. Vejamos o exemplo N = 4. A matriz circulante de Toeplitz ¢ uma combinagao
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T T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 15 — Espectro de autovalores das matrizes circulantes de Toeplitz

linear das matrizes:

Cop C1 Co2 C3 1 0 00 01 0O 0010
c 0100 0010 0001
T = 30 e = (o + + C2 +
ca C3 Cp C1 0010 0001 1 000
Ci1 Cp C3 (g 0001 1 000 01 00
0001
1 000
c 3.31
lot1oo (331)
0010

Essas matrizes em teoria de grupos sao especiais. Elas representam permutagoes do grupo
Cn na representacao definidora. Enquanto o grupo de permutagoes Sy contém todas as
permutacoes de N elementos, o grupo circular Cy contém apenas as permutacgoes que
sao ciclicas, ou seja, a permutagao (123...IV) e todas as suas poténcias. Uma permutagao
p € Sy € representada na representacao definidora por uma matriz que possui apenas
um elemento igual a 1 por linha e por coluna, sendo todos os outros elementos nulos. O
elemento ij é igual a 1 se e somente se a permutagao p leva o nimero j no numero 7. Por

exemplo, as permutagoes (123), (132) e (12)(3) em S5 sao representadas pelas matrizes:

00 1 010 010
100 |, 00 1|, 100 (3.32)
010 100 00 1

Um grupo é dito ciclico quando seus elementos sao gerados pelas poténcias de um tnico
elemento p, {p, p?, ...,p" = e}, chamado o gerador do grupo, e é o elemento identidade. Os
elementos p, do grupo Cy podem ser vistos como as rotagoes dos vértices do poligono de
N lados por um angulo de 27/k. E claro que rodar cada vértice uma vez por um angulo
de 6 e depois por um angulo de ¢ é idéntico a rodar de ¢ e depois rodar de 6, ou seja, a

acao de duas permutacoes p na lista de N vértices comuta. Em outras palavras o grupo
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Cy é comutativo ou abeliano. Logo, as matrizes da equagao (3.31) formam um grupo

ciclico na representacao definidora, sendo o gerador a matriz do coeficiente c¢;.

Os autovalores das matrizes que representam os elementos do grupo C'y na repre-
sentacao definidora sao as raizes da unidade. Por exemplo, a matriz do coeficiente ¢; em

(3.31):

0100
0010

(3.33)
0001
1000

ossui os autovalores {1, —1,7, —i ue sdo as raizes da equacao \* —1 = 0. O fato
? PR Y
das matrizes circulantes C' serem combinacao linear das matrizes () do grupo circular
C'y na representacao definidora que, por sua vez, é um grupo ciclico pode ser escrito
7 )

matematicamente por:

N-1
C = Z @' (3.34)
i=0
a equacao de autovalores sera:
N-1
OUj = Z CZ‘QzUj = W;v; (335)

1=0

por outro lado, os vetores v; continuam sendo os autovetores das matrizes (', portanto:

N-1 ) N-1 )
CUj = Z CZ‘QZU]‘ = (Z CZ/\;> ’Uj (336)

i=0 i=0
A equagao (3.36) expressa uma férmula explicita para os autovalores das matrizes circulan-
tes de Toeplitz C' em termos das entradas de C' e dos autovalores das matrizes (), que sao
as rafzes da unidade Aj. A combinagao linear ( Nt ci)\;-) ¢ chamada combinagdo conveza.
Uma combinacao linear ayz1 + asxs + ... + ay,x, € dita convexa quando os coeficientes
a; > 0 e quando ay +as+...+a, = 1. Essas duas condig¢oes sao satisfeitas pelos coeficientes
¢;, devido ao fato das matrizes circulantes serem estocasticas. Ao sortear muitas matrizes
circulantes estocésticas de Toeplitz, os autovalores obtidos dessas matrizes serao intimeras
combinagoes convexas das raizes da unidade, que sao as pontas dos poligonos. O conjunto
de todas as combinacdes convexas formam a envoltéria do poligono. A medida que N

cresce, o espectro se aproxima do circulo unitario.

Estamos interessados também na distribuicao de Ay das matrizes de Toeplitz, mas
agora devemos olhar para o modulo de A, ja que este é complexo. Ao fazer o histograma,
figura (16), obtemos o resultado esperado pela universalidade das matrizes gaussianas com
autovalores complexos, a distribuicao de Gumbel:

P() = ;exp (— AZB_ P exp (— A“’ﬁ_ “)) (3.37)
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u=0.387,=0.1
351 e N=10

3.0 1
2.5

2.0 1

P(22)

154

1.0

0.5 4

0.0 4§

0.2 0.4 0.6 0.8
A2

Figura 16 — Distribuigdo de Gumbel de Ay das matrizes circulantes de Toeplitz

3.3.3 Produto entre matrizes circulantes

A evolugao no tempo de uma cadeia de Markov é determinada pela sua matriz de
transicao. Se um vetor X, descreve o estado inicial do sistema no tempo ¢t = 0, entao o
estado do sistema X; no préoximo tempo t = 1 é igual ao produto da matriz de transicao

pelo vetor Xj. De forma geral:
Xpi1=MX, =M(MX,_,)=..=M""X, (3.38)

Se diagonalizarmos a matriz de transicio M e escrevermos como M = U~*DU, entdo o

estado futuro X, da cadeia de Markov sera dado por:
Xp1 =M Xy = (U'DUYUIDU)...(U'DU) X, = (U D" U) X, (3.39)

ou seja, o estado futuro X, 41 no tempo ¢ = n + 1 depende agora da (n+1)-ésima poténcia
da matriz diagonal dos autovalores. Nessa perspectiva se justifica o estudo da distribuicao
dos autovalores do produto entre as matrizes circulantes, mas com a diferenca de que a
cada tempo ¢, a probabilidade de transicao na cadeia muda, ou seja, sorteamos ¢ matrizes

diferentes e estudamos os autovalores do seu produto.

As matrizes circulantes exibem uma algebra interessante. O produto entre duas
matrizes circulantes de Hankel H; e H, resulta numa matriz de Toeplitz, enquanto o

produto entre duas matrizes de Toeplitz T} e T5 permanece sendo uma matriz de Toeplitz.

H,.Hy,=T (3.40)
Tl.TQ - T3 (341)
Isso pode ser mostrado observando que uma matriz de Hankel H pode ser transformada

numa matriz de Toeplitz 7" multiplicando H pela identidade anti-diagonal I, (a anti-

diagonal principal é preenchida com 1 e todos os outros elementos sao zeros), por exemplo:
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Chp C1 Co C3 0 001 C3 Cy C1 (g

H,[A _ Ci Cp C3 ( 0 010 _ Chp C3 C2 (1 (3 42)
Cy C3 Cy C1 01 00 Ci Cy C3 C9
C3 Cyp C1 Co 1 000 Cy C1 Cp C3

Observamos também que o produto de duas matrizes de Toeplitz é nada mais que o
produto entre as matrizes do grupo Cy na representacao definidora. Pelo fato dessas
matrizes formarem um grupo ciclico, o resultado é também uma combinacao linear dessas
mesmas matrizes. Portanto, estda provado que o produto entre duas matrizes circulantes

de Toeplitz é uma matriz circulante de Toeplitz. Temos que:
TlTQ == T3 = TlTQIA = T3[A = TlHQ = H (343)

ou seja, o produto entre uma matriz circulante de Toeplitz e uma matriz circulante de

Hankel resulta uma matriz de Hankel. Se transpormos a equagao:
(T\Hy))"' = H' = HT'=H (3.44)

onde foi usado que as matrizes de Hankel sdo sempre simétricas. A transposta de uma

matriz circulante de Toeplitz é uma outra matriz circulante de Toeplitz, por exemplo:

T
C3 C C1 C C3 Cp C1 C2
Chp C3 Co C1 Ca C3 Cyp (1
= (3.45)
C1 C C3 C2 Ci C C3 (g
Ca C1 Cy C3 Ch C1 Co C3
portanto:
HT, =H (3.46)

Basta multiplicarmos a esquerda por I4, para verificar que o produto de duas matrizes

circulantes de Hankel é uma matriz circulante de Toeplitz:
HyIhly=HIy = HyH;=T (347)

Devido ao fato de que o produto entre duas matrizes circulantes de Hankel resulta Toeplitz,
para estudar o espectro do produto de matrizes circulantes de Hankel, devemos multiplicar
sempre um nimero impar delas para obtermos uma matriz circulante de Hankel. A figura
(17) mostra o espectro do produto de matrizes circulantes de Hankel para um ndmero ¢
par e impar. Para t par, o grafico tem a forma do espectro de uma matriz circulante de

Toeplitz, como era esperado.

O fato do produto entre um nimero impar de matrizes circulantes de Hankel
resultar uma matriz do mesmo tipo nao implica que a distribuicao dos autovalores continua

sendo a mesma, ou seja, os autovalores do produto de ¢ matrizes circulantes de Hankel,
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sendo t impar, nao é a distribuicdo de Rayleigh. Como os coeficientes ¢; das matrizes estao

no intervalo [0, 1], o produto entre as matrizes resulta em coeficientes cada vez menores.

Isso significa que a combinacao linear deixa de ser convexa. Por esse motivo, os autovalores

também decrescem e perde-se informagao do espectro, como ilustra a figura (18).

-02 -01 00 01 0.2

-04 -02 00 02 04

Figura 17 — Espectro do produto de matri-

zes de Hankel.

0.5 1
0.0 - -==if

—0.5 1

0.50 0.50

0.25 0.25
0.00 0.00 A

—0.251 . 0.25

—0.50 0.50 A

T T T
-0.5 0.0 0.5 10

Figura 18 — Espectro do produto de matri-
zes de Toeplitz.



Conclusoes

Foram apresentados a relagdo entre integrais matriciais e enumeragao de mapas e
as propriedades espectrais de matrizes circulantes estocasticas aleatorias. Obteve-se uma
formula explicita para a integral do produto de um nimero par de elementos de matrizes
hermitianas com distribuicao gaussiana. A féormula expressa a integral como uma soma
sobre os mapas segundo uma funcao geratriz. A resolucao da integral foi feita em 1986

por Harer e Zagier (58) e uma relagao de recorréncia foi obtida para os mapas.

Quanto ao espectro de matrizes circulantes, verificou-se que os autovalores de ma-
trizes circulantes de Hankel seguem uma distribuicao de Rayleigh, enquanto os autovalores
de matrizes circulantes de Toeplitz sao o conjunto de todas as combinagoes convexas das
raizes da unidade, a razao por tras disso é que as matrizes de Toeplitz sao combinacao
linear das matrizes do grupo circular C'y na representacao definidora, cujos autovalores
sdo as raizes da unidade. O fato dessas matrizes formarem um grupo ciclico garante que os
coeficientes da combinagao convexa sejam os elementos de entrada da matriz. Devido ao
Teorema de Perron-Frobenius garantir que o maior autovalor de matrizes estocasticas seja
|Ap| = 1, analisamos a distribuigao do segundo maior autovalor \y. Foi obtido que Ay tem
distribuicao Tracy-Widom para as matrizes circulantes de Hankel e distribuicao de Gumbel
para as de Toeplitz, como é esperado pela universalidade das matrizes gaussianas em RMT.
E surpreendente que as matrizes circulantes de Hankel tenham distribuicdo da razao dos
espacamentos de autovalores dado pela expressao (3.30), que corresponde a distribuigao
para matrizes com entradas independentes. A explicacao se da pela estrutura especial e

rigida das matrizes circulantes que confere aos autovalores uma férmula explicita.

Por fim, investigou-se o produto das matrizes circulantes, provando que o produto
entre duas matrizes circulantes de Toeplitz é uma matriz circulante de Toeplitz, bem como
o produto entre duas matrizes circulantes de Hankel é uma matriz circulante de Toeplitz.
Os autovalores do produto entre as de Toeplitz deixa de ser uma combinagao convexa
e, por esse motivo, perde-se informacao do espectro. A distribuicado dos autovalores do

produto de um numero impar de matrizes circulantes de Hankel ainda nao foi obtida.
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