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RESUMO

As fungdes nos livros de Célculo Diferencial e Integral voltados para o ensino superior
apresentam diversas representacdes diferentes de funcdo, desde gréficos a tabelas. Porém, a
forma como os autores abordam cada representagdo influencia na conceitualizagdo de objetos
matematicos, que neste caso sao as fungdes de varias variaveis. Dessa forma, realizou-se uma
pesquisa bibliografica afim de investigar como os livros privilegiam o estudo de fun¢do de duas
ou mais variaveis a luz da Teoria de Registros de Representagdo Semiotica, de Raymond Duval.
A escolha dos livros de Calculo se deu por meio de um pequeno estudo das ementas dos cursos
de Matematica de Faculdades do Triangulo Mineiro que se mostraram mais relevantes quanto
a formacdo e impacto social na regido. Para este trabalho, foram selecionados a 6* edicdo do
livro Cdlculo - volume 2 de James Stewart, publicado em Sao Paulo pela Cengage Learning em
2009, a 12* edigao do livro Cdlculo - volume 2 de George B. Thomas, publicado em Sao Paulo
pela Pearson Education do Brasil em 2012 e a quinta edi¢do do livro Um Curso de Calculo —
Volume 2 de Hamilton Luiz Guidorizzi, publicado no Rio de Janeiro pela LTC em 2001. Os
resultados mostraram que livros com mais representacdoes de fungdo de vdarias varidveis
implicam em mais coordenacdes entre registros, atividade necessaria para a apreensdo dos
objetos matematicos, ou simplesmente noesis.

Palavras-chave: Funcdes de varias variaveis, Teoria de Registro de Representacdo Semidtica,
Livro didatico
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INTRODUGAO

INTRODUCAO

A Abordagem das funcdes de duas ou mais variaveis reais a valores reais presente nos
livros de ensino superior, objeto matematico do estudo de Calculo Diferencial e Integral,
apresenta diversas singularidades: desde representacdes geométricas destas fungdes até suas
equagdes algébricas, as varias interpretacdoes geométricas analiticas de algumas superficies e
suas relagdes no espaco tridimensional.

Essas fungdes com n nimero de variaveis, que ¢ uma regra que associa um nimero real z
= f(x1, X2, ... ,xn) @ n-upla (x;, x2, ... ,x») de numeros reais, denotando R" o conjunto de todas as
n-uplas, ainda que paregam exigir um nivel mais agugado de abstragcdo matematica, podem se
tornar mais compreensiveis se as diversas representacdes desse objeto em questdo, no caso as
funcdes de duas ou mais variaveis, forem pensadas de maneira que contribuam com o processo
de cognig¢do. Por exemplo, um paraboloide de fungao f(x,y)=x>+y? e suas implicagdes podem
ser mais bem compreendidas através de processos cognitivos e de inter-relacdes entre algumas
de suas representacdes, tais como pela equagdo x*+y*-z=0 e pela esboco da superficie
parabolica de concavidade positiva rotacionada pelo eixo O, em R3.

Neste caminho, os livros didaticos para o ensino superior deveriam justificar a
aprendizagem de fungdes, destacando tais processos cognitivos internos (DUVAL, 2012) que
levam a aprendizagem do objeto matematico em estudo. Contudo, surge o seguinte
questionamento: Como esses livros, de fato, privilegiam as diversas representacdes de fungdes
(de duas ou mais varidveis reais a valores reais) de acordo com a teoria dos registros de
representacao semidtica?

Delimitando um pouco mais este cenario, fez se necessario uma pequena busca pelos
livros didaticos de Célculo Diferencial e Integral que abordam o contetudo de fungdes de duas
ou mais variaveis reais a valores reais presentes nas bibliografias das ementas dos cursos de

licenciatura e/ou de bacharelado em Matematica das instituicdes de ensino superior.
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Uma vez que se tornaria demasiado trabalhoso pensar em todos os cursos de
formagdo em Matematica em territério nacional, a Faculdade de Matematica (FAMAT) da
Universidade Federal de Uberlandia (UFU), o Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal
(ICENP) — antiga Faculdade de Ciéncias Integradas do Pontal (FACIP) — da Universidade
Federal de Uberlandia (UFU) e o Instituto de Ciéncias Exatas, Naturais e Educagdo (ICENE)
da Universidade Federal do Triangulo Mineiro (UFTM), todas localizadas no Triangulo
Mineiro, foram as selecionadas para este estudo, devido as suas relevancias no ensino e
formacgdo de Professores e Matematicos para a regido e cidades circunvizinhas. Um exemplo
neste contexto acontece no ICENP, em que no curso de licenciatura em matematica, de 2007
até 2018 aproximadamente 88,23% dos egressos estdo trabalhando como professores da
Educagao Basica e Superior (RAMOS, 2018).

Ainda com o olhar voltado para as ementas destes cursos, notou-se que haviam trés obras
em comum de Caélculo Diferencial e Integral: (a) a 6* edicdo do livro Cdlculo - volume 2 de
James Stewart, publicado em Sao Paulo pela Cengage Learning em 2009; (b) a 12? edigcdo do
livto Cadlculo - volume 2 de George B. Thomas, publicado em Sao Paulo pela Pearson
Education do Brasil em 2012 e (c) a quinta edi¢do do livio Um Curso de Cdlculo — Volume 2
de Hamilton Luiz Guidorizzi, publicado no Rio de Janeiro pela LTC em 2001.

Metodologicamente, esta pesquisa tem carater bibliografico, no sentido de que foi feita
uma andlise didatica das obras selecionadas. Sabe-se que uma de suas etapas ¢ o levantamento
dos livros, periddicos e demais materiais de origem escrita que servem como fonte de estudo
ou leitura (FACHIN, 2003). Isso justifica o levantamento de dados acerca do contetido de
Célculo Diferencial e Integral presente nos trés livros didaticos aqui referidos. Consideremos

entdo o carater desta pesquisa como sendo bibliografica, que pode ser entendida como:

[...] conjunto de conhecimentos reunidos em obras de toda natureza. Tem como
finalidade conduzir o leitor & pesquisa de determinado assunto, proporcionando o
saber. Ela se fundamenta em varios procedimentos metodologicos, desde a leitura até
como selecionar, fichar, organizar, arquivar, resumir o texto; ela ¢ a base para as
demais pesquisas. (FACHIN, 2003.)

Isso ¢, foi reunido um grande volume de dados e informagao que possibilitou conhecer
melhor as atividades propostas por cada autor, analisadas e comentadas de acordo com o
referencial teorico, averiguando a possibilidade de efetivacdo dos processos cognitivos noesis
e semioses, oriundas da teoria dos registros de representacdo semiotica.

A estrutura desse trabalho de conclusdo de curso segue a seguinte ordem, a saber nos

proximos paragrafos.
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O capitulo 1, A FUNCAO COMO OBJETO MATEMATICO DE ESTUDO, é
realizada uma abordagem historica de fun¢do ao longo do desenvolvimento da Matematica,
destacando a defini¢cdo de fungao e estudos sobre em diferentes momentos historicos da ciéncia.
Em seguida, ¢ apresentado as nogdes atuais de funcao de duas ou mais variaveis, justificando o
objeto matematico como principal base da analise funcional.

No capitulo 2, O PAPEL DAS REPRESENTACOES MATEMATICAS, discute-se o
papel cognitivo da teoria dos registros de representagdo semiotica e como essa ideia se articula
com atividade e aprendizagem matematica. Ainda, se faz uma breve consideracdo acerca de
fenomenos de aprendizagem que dificultam o entendimento e apreensao cognitiva por parte dos
alunos.

No capitulo 3, ASPECTOS METODOLOGICOS DA PESQUISA E FUNCOES, ¢
revelado os procedimentos que fundamentaram a pesquisa bem como sua natureza
bibliografica. E neste item do trabalho que contém a coleta dos dados a ponderagdes de cada
um trés dos livros ja citados, buscando pelas representacdes diferentes de fungdes em comum.

O capitulo 4, FUNCOES, TEORIA DE REGISTROS SEMIOTICOS E FENOMENOS
DE CONGRUENCIAS: UMA BREVE ANALISE, é apresentada a anélise de cada livro
investigado, tendo como pano de fundo a teoria dos registros de representacdo semidtica e
fendmenos de congruéncia semantica. E dado certa importdncia em como cada autor se
privilegiou das representagdes variadas na devolutiva ao leitor, ou seja, no individuo interessado
em aprender sobre as funcdes de duas ou mais variaveis reais a valores reais.

Por fim, o paragrafos e capitulos deste trabalho foram concluidos em funcdo da resposta
da questdo de pesquisa. Dessa forma, sentimos seguros ao dizer que apenas um livro se
sobressaiu e soube privilegiar de maneira positiva o estudo de funcdo a luz da teoria dos
registros de representacdes semiotica, por apresentar mais representagdes de funcdo que os
demais. Assim, reafirma-se a importancia da coordenacao de varios registros semidticos quanto
a apreensdo conceitual de objetos matematicos, que neste trabalho sdo as fung¢des de duas ou

mais variaveis reais a valores reais.



A FUNGAO COMO OBJETO MATEMATICO DE ESTUDO

CAPITULO 1

A FUNCAO COMO OBJETO MATEMATICO DE ESTUDO

1.1 Introducio

Quando se olha para a fun¢do como objeto matematico, percebe-se que ela se encontra
em vérios campos da Matematica e também em outras ciéncias. E o principal objeto de estudo
da Analise Funcional, esta presente como as variaveis dependentes das equagdes diferenciais,
no céalculo numérico em que se vé€ os erros e aproximagdes quanto ao comportamento de fungdes
reais, nas classicas ideias de movimento, velocidade e aceleracdo da Fisica, suas relagdes ¢
operagdes também sdo objetos de estudo da Algebra, além de também aparecer na estatistica e
l6gica matematica.

Como ¢ concebida hoje e desde que respeite seu rigor matematico, as fungdes também
podem e devem ser representadas por diversas situagdes ou registros diferentes.

Pense na relacdo de calorias perdidas em relacdo a quantidade de exercicios, o
combustivel gasto num automodvel frente a quilometragem rodada dentre outras situagdes
hipotéticas como sendo fungdes de uma unica variavel real a valores reais, representada

arbitrariamente pelos simbolos letra f com x fechado em parénteses. Visualize as curvas de



15

nivel dos mapas em geografia que delimitam e agrupam regides diferentes para cada
altitude ou na previsdao do tempo em que se tem pontos no mapa (pares ordenados) de entrada
vinculados a uma certa temperatura de saida como sendo exemplos de fungdes de duas
variaveis.

Ainda que as fungdes de varias variaveis reais a valores reais englobem todos os exemplos
acima, fica dificil imaginar exemplos usuais quando o nimero de variaveis se aproxima do
infinito. Assim, nestes exemplos entra em jogo a abstragdo matematica. E preciso compreender
0 objeto matematico, mesmo que este ndo tenha uma aplicacdo proxima da vida cotidiana,
implicando na Matematica como Ciéncia propria. Um dos caminhos para essa compressao
conceitual passa pelas representacdes anteriores aqui citadas.

Note que, das representacdes apresentadas, elas podem ser consideradas funcdo porque,
temos regras de conformidade para isso, tais como as defini¢des. A definicdo de fungdo de duas
ou mais variaveis reais a valores reais como entendemos hoje demorou séculos para ser
delimitada e convencionada. Perceba que as fun¢des ndo foram inventadas ou criadas por
alguém na historia (da mesma forma que se entende que a Matematica ndo foi inventada ou
criada), mas passou a ser estudado como objeto de estudo matematico, servindo de ferramenta
para a propria Matematica e outras Ciéncias, a partir da século XVII.

Assim, este capitulo trard uma breve discussdo historica acerca do desenvolvimento de
conceito de fungdo, bem como o conceito atual de fungdes de duas ou mais variaveis reais a

valores reais hoje em dia.

1.2 Discussao histérica sobre o conceito de funcao

Na geometria Euclidiana ¢ impossivel ndo compreender toda sua estrutura axiomatica
sendo pelo conceito primitivo de ponto e reta. Da mesma maneira, a fungdo € o principal
coadjuvante da Anélise, ramo da Matematica que lida com os conceitos introduzidos pelo
calculo diferencial e integral, séries e sequéncias, teoria que se tornou central no
desenvolvimento matematico desde entdo (PONTE, 1992).

A fung¢ao como conhecemos hoje, objeto individualizado de estudo s6 viria comegar a
surgir conceitualmente no final do século XVII — de forma bem generalizada, com o surgimento
do Célculo Infinitesimal. A partir disso, sabemos e podemos mentalmente associar a
representacao grafica e algébrica quando pensamos em func¢do. Se lembrarmos das ideias de
correspondéncia entre conjuntos, podemos associar a nogao de funcdo em eventos historicos do
passado, como nas tabelas babildnicas (tabelas reciprocas) e egipcias ja que continham registros

de correspondéncias entre nimeros e o resultado das operagdes que envolvem esse nimero
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(ROQUE, 2012). Outras representagdes simples do conceito de fun¢do também sdo vistas
nos povos antigos, como exemplo da contagem, que ¢ uma sequéncia biunivoca de elementos
dados a uma sequéncia de contas (PONTE, 1992).

Porém, um grande passo para o desenvolvimento da nogao atual de fungdo veio a partir
das ideias de variagdo entre quantidades de grandezas. Este fato sé viria ocorrer com o
nascimento da Fisica Matemadtica. Depois de Galileu (1564-1642), a ideia de variacdo em
funcdo do tempo se tornou fundamental na Fisica. Nessa época, era comum estudos sobre o
deslocamento de particulas Buscava-se de uma lei ou férmula que descrevesse essa trajetoria
entre as duas quantidades — que na linguajem atual poderia ser a busca por uma fungdo que
relacionasse a posi¢do de objetos em diferentes momentos do tempo. Assim, de acordo com
ROQUE (2012) “uma das principais motivagdes para a introducdo da ideia de fungao € a nogao
de trajetdria, que associa um movimento a uma curva que podera ser expressa por meio de uma
equagao”.

Contudo, atente-se ao fato de que existiam diferentes tipos de equagdes conhecidas na
época. Nas equagdes determindveis, a parte desconhecida s6 poderia assumir um unico valor.
Ja as equacdes indeterminaveis, poderiam se encontrar infinitos valores variando de acordo com
o valor da outra quantidade. Descartes (1596-1650) havia percebido isso, € conclui que tomando
infinitos valores para x, acham-se também infinitos valores para y. Assim, as quantidades que
eram calculadas a partir de outra eram esbocadas graficamente por uma curva, num plano
cartesiano. Aqui o conceito de fungdo atual tomava forma, mas perceba que a restricao de
relagdo de conjuntos de chegada e partida ndo era obedecida, como no caso da equacdo da
circunferéncia — e que segundo Descartes poderia ser algo que ainda viria a ser chamada de
fungao.

As “func¢des de Descartes” eram limitadas as equacdes algébricas, o que seria expandido
por Leibniz (1646-1716) mais tarde. Essa restricdo cartesiana se tornara um inconveniente, ja
que a introdu¢do das series infinitas no estudo das curvas possibilitou adicionar as curvas
transcendentes neste estudo. A partir deste momento da histdria, as curvas passaram a ser
expressas por series € no século XVIII, tais series se tornariam o principal objeto de estudo das
relagdes entre varidveis quantificaveis.

Apesar dos avancos das futuras fungdes na época, fez-se necessario criar um termo
arbitrario para indicar as quantidades que dependem das outras. Newton (1642-1727) usava
termos especiais em seus trabalhos de series de poténcia. “Fluente” era usado para designar as

variaveis independentes. “Relatia quantias” para designar varidvel dependente, e "genita" para



17

designar uma quantidade obtida a partir de outras por intermédio das quatro operagdes
aritméticas fundamentais (PONTE, 1992).

Historicamente, foi Leibniz (1646-1716) quem primeiro usou o termo "funcao" em
1673, além da terminologia "constante", "variavel" e "parametro" (PONTE, 1992), que se
tornariam populares com a publica¢do do primeiro tratado de Calculo Diferencial, publicado
por L’Hopital (1661-1704) em 1696 (ROQUE, 2012). Os registros de correspondéncias entre
Leibniz e Bernoulli j& discutiam acerca das fungdes, ao propor qual seria a sua melhor definicao,
até o consenso dos dois matematicos em 1698, redigida por Bernoulli.

A definicdo formal entdo veio em 1718, por um artigo de Bernoulli apresentado a
Academia de Ciéncias de Paris: “Chamamos fun¢do de uma grandeza varidvel uma quantidade
composta, de um modo qualquer, desta grandeza variavel e de constantes” (BERNOULLI,
1718, apud ROQUE, 2012). Também foi introduzido ideias para singularizar as fungdes, uma

espécie de nome:
No mesmo artigo, ele usa a letra grega ¢ para representar a “caracteristica” da funcgéo,
ou seja, o nome da fungfo, escrevendo o argumento sem os parénteses: ¢x. Bernoulli
ndo diz mais nada sobre o modo de constituir fun¢des a partir da variavel
independente, mas o que ele tem em mente sdo as expressdes analiticas de curvas
(ROQUE, 2012, p. 299).

Contudo, o Célculo foi redesenhado, voltando nas bases algébricas, porém deixando de
lado o uso da geometria para explicagdes, regras e demonstragdes e focando na pura analise.
Essas ideias defendidas por Euler (1707-1783), pupilo de Bernoulli, transformaram o Calculo
a época, o que tornou as fungdes como seu principal objeto de estudo, ndo mais as curvas e
influenciou toda a Matematica do século XVIII. O livro “Introductio in analysin infinitorum”
com edigOes de 1748 ja trazia a fungdo como objeto principal da atividade matematica, além da
seguinte definicdo: “Uma funcdo de uma quantidade varidvel ¢ uma expressdo analitica
composta de um modo qualquer dessa quantidade e de nimeros, ou de quantidades constantes”
(EULER, 1748, apud ROQUE, 2012). Também definia as ja conhecidas constantes, como
sendo uma quantidade ja definida, ou seja, “uma quantidade variavel (que) compreende todos
os numeros nela mesma, tanto positivos quanto negativos, inteiros e fraciondrios, os que sao
racionais, transcendentes ¢ irracionais. Nao devemos excluir nem mesmo o zero € 0s numeros
imaginarios. ” (EULER, 1748, apud ROQUE, 2012).

A expressao analitica de Euler podia ser formada pela aplicagdo de finitas ou infinitas
operacdes algébricas de adigdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacao e radiciacao,
incluindo em seu universo as fun¢des ndo algébricas (transcendentes, como exponencial, do

logaritmo e das fungdes trigonométricas). Ele tomava o cuidado de definir precisamente tais
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expressdes analiticas. Seu intuito era ndo apenas usar a algebra para ajudar nas
representacdes matematicas no estudo do Calculo, mas compreender as fun¢des de maneira
mais abstratas. As quantidades das varidveis agora poderiam ser incontaveis ou transcendentes,
pois 0 que era mais importante eram as relagdes operacionais entre essas grandezas. Assim, a
“analise algébrica” introduzida por Euler sucedeu a ‘“andlise algebrizada”, defini¢do da
historiadora Tatiana Roque, de 2012, que foi a concep¢do que transformou o Calculo
Infinitesimal no estudo algébrico de séries anteriormente.

Apesar de muito bem aceita a principio (defini¢ao de funcao de Euller) um problema
fisico pertinente do século XVIII a fez questionavel. O “problema das cordas vibrantes”, que
estuda as vibragdes infinitamente pequenas de uma corda presa por suas extremidades. As
discussdes estimuladas por d’ Alembert (1717-1783) que resolveu o problema usando equagdes
diferenciais e Daniel Bernoulli (1700-1782) que optou na periodicidade das series
trigonométricas, fizeram Euler redefinir o conceito de fungdo, levando em conta todas as
socializacdes a respeito. Que condicdes iniciais deveriam ser levadas em conta ja que um
problema tem multiplas solucdes aceitaveis (pelo proprio Euler). Assim, na revista
“Institutiones calculi dif erentialis” de 1755, Euler redefine o que ja havia publicado, muito

mais generalizada que a anterior.

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de maneira que se as outras
mudam essas quantidades também mudam, entdo temos o habito de chamar essas
quantidades de fungdes dessas ultimas. Essa denominagdo ¢ bastante extensa ¢ contém
nela mesma todas as maneiras pelas quais uma quantidade pode ser determinada por
outras. Consequentemente, se x designa uma quantidade variavel, entdo todas as
outras quantidades que dependem de x, de qualquer maneira, ou que sdo determinadas
por X, sdo chamadas fun¢des de x (EULER apud ROQUE, 2012, p.302).

Paralelamente, D’ Alembert também possuia sua propria concep¢ao de funcao, o que
resultou num verbete incluido na “Encyclopédie, ou dictionnaire raisonné des sciences, des arts

et des métiers” conhecida enciclopédia francesa, em seu sétimo volume de 1757.

Fungio, s.f. (Algebra). Os antigos gedmetras, ou melhor, os antigos analistas,
chamaram func¢do de uma quantidade qualquer x as diferentes poténcias dessa
quantidade; mas, hoje, chamamos fung¢do de x, ou, em geral, de uma quantidade
qualquer, a uma quantidade algébrica composta de tantos termos quanto quisermos e
na qual x se encontra, ou ndo, misturado de um modo qualquer com constantes
(D’ALEMBERT apud ROQUE, 2012, p.303).

Atente como essa definicdo e menos abrangente se comparada a de Euler. As

contribuigdes de D’ Alembert para o campo das fun¢des vao mais além que seu recorte no tempo
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dos gedmetras. O uso de equacdes diferenciais para resolver problemas fisicos segundo
Euler, daria brecha para a origem de novas classes de fun¢des que ndo eram continuas.

Antes da nova defini¢ao de Euler, ndo havia espaco na analise para desenvolver o estudo
desse tipo de fung¢do. Ao propor que uma fungao pudesse ser definida por multiplas expressoes
analiticas, que podem ser distintas em intervalos distintos, passaram a ser admitidas tais
funcdes, denominadas nessa época de “descontinuas”. A nossa atual defini¢do de continuidade
¢ muito diferente da que era usada por Euler. Para ele, uma fung¢ao era dita continua se pudesse
ser representada em apenas uma unica expressao analitica. Se ndo o fosse, era dita descontinua.
Esse fato mostra como Caélculo Infinitesimal da época era fortemente centrado na analise
algébrica de Euler. Infelizmente as discussdes acerca do conceito de fun¢@o ndo tiveram tanta
repercussdao desde entdo, e os debates acerca de continuidade permaneceram nos meios
académicos e ndo teve grande relevancia no século XIX (ROQUE, 2012).

Mesmo com tantos matematicos vivendo na Franca pré-revolucionaria no final do
século XVIII como Lagrange, Laplace, Legendre e Monge, estes ndo tinham a fungdo de
ensinar. Assim, a educa¢do matematica da época era marginalizada e carecia de bons
profissionais (ROQUE, 2012). No entanto toda a academia — numa visao eurocéntrica — foi
influenciada pelos ideais de racionalidade da revolucao francesa, movimento que impulsionado
pela burguesia e das classes ndo elitizadas. Além dos principios de principios da liberdade, da
igualdade, da fraternidade, no campo académico o método analitico era defendido, e por conta
disso a toda a Matematica foi dominada pela hegemonia da Algebra. A ciéncia que antes exercia
pouca influéncia na sociedade, passou a ser usada para disseminar a racionalidade dentre os
alunos. Mudancas no curriculo deixaram as disciplinas de Quimica e Matematica no comego
dos estudos, e ndo no ultimo ano do ensino secundario da €poca, assolado pela evasdo.

Assim, a pesquisa que antes era bancada pela realeza e nobreza, agora fora
institucionalizada com a criagdo de centros de formacao de engenheiros e cientistas, como a
francesa Ecole Polytechnique, de 1794. O capitalismo ganhava for¢a, bem como ideias do uso
da ciéncia em seu favor, principalmente na industria e armamento. A historiadora e Matematica
Tatiana Roque (2012) ressalta como a revolucdo moldou os novos curriculos de ensino de

Matematica, responsaveis pela nova geracao de cientistas daquele tempo.

Foi nesse contexto que Lagrange e Lacroix produziram livros-texto que se tornaram
ferramentas cruciais para o ensino superior da Matematica, formando geragdes de
matematicos de peso, como o proprio Cauchy. Essas instituicdes publicas geraram
uma inédita padronizagdo do curriculo que tinha no método analitico, praticado pela
Matematica e pela Quimica, seu principal elemento. No contexto mais geral, na
tradi¢do do racionalismo, esse método ja havia sido defendido pelo filosofo iluminista
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francés Etienne Bonnot de Condillac. Na matemética, a abordagem algébrica da
analise podia vencer o conceito sintético (geométrico) das quantidades infinitamente
pequenas (ROQUE, 2012, p. 308-309).

A Quimica analitica da época ja permitia uma serie de descobertas oriunda pela adogdo
de simbologia ao invés dos métodos mais sintéticos. Assim, o operar com simbolos se tornou
uma alternativa vidvel também na Matemadtica através das ferramentas operacionais da algebra.

Antes de seguir, retornaremos as contribui¢des de Euler. A primeira foi a
operacionalizacdo algébrica do Calculo aqui ja mencionada. A Segunda foi as suas
consideracdes sobre o infinito no que se referia a transi¢ao natural do Célculo Infinitesimal para
o Célculo Diferencial — fortemente ignorada na época. No curso inaugural de Analise em 1795
da Ecole Polytechnique, criou-se livros textos que se baseavam nos primeiros capitulos do Livro
de Euler, disseminando as fun¢des como principal objeto da analise e adotando fortemente suas
notagdes, embora tenha excluido o viés do infinitamente pequenos.

Haviam também movimentos mais radicais que expressavam a vontade de libertar a
Matematica das nogdes ambiguas, como na obra de Lagrange (1736-1813) intitulada “Théorie
des fonctions analytiques, contenant les principes du calcul différentiel, dégagés de toute
considération d’infiniments petits, d’évanouissants, de limites et de fluxions, et réduits a
I’analyse algébrique des quantités finies” ou Teoria das fungdes analiticas, contendo os
principios do célculo diferencial, livres de qualquer consideragdo de infinitamente pequenos,
evanescentes, limites e fluxdes, e reduzidos a analise algébrica de quantidades finitas, de 1797.

A rejeicdo dos infinitamente pequenos de Euler e fluxdes de Descartes eram comuns
nos livros de Célculo desta época. Trés anos mais tarde seria publicado a ultima versdo do
Tratado do Calculo Diferencial e Integral, contribuindo para difundir novas ideais sobre a
Analise e apaziguar os animos da comunidade cientifica. Escrito por Lacroix (1765-1843), este
projeto era uma coletdnea dos principios de toda a analise daquele momento, tentando
reestruturar a analise propriamente dita. O livro era favordvel a ideia de funcdo como sendo
centro da Andlise, mas trazia defini¢gdes mais gerais, como a de fung¢do - toda quantidade que
depende de outras quantidades ¢ dita “funcao” dessas ultimas, ainda que nao se saiba por meio
de que operacdes se pode passar destas a primeira. O uso do simbolo “f” para representar
funcdes em geral também foi proposto nesse tratado (ROQUE, 2012).

Movimentos como esse tiveram papel definitivo no abandono das referéncias
geométricas da Analise para se fundamentar somente na algebra. As deducgdes ficariam cada
vez mais algébricas algoritmizadas. Assim, problemas de andlise de curvas era feito por meio

de férmulas e teoremas, e os teoremas provados por relagdes logicas entre as mesmas formulas.
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No entanto, tais concepg¢des eram as mais gerais possiveis, confiantes
demasiadamente no sucesso do método analitico, validando a maioria dos resultados, excluindo
casos especiais. Assim, a generalidade da algebra perde for¢a no século XIX, por Cauchy
(1789-1857) e outro matematicos, com uma linha cientifica de tornar a Matematica mais
rigorosa e nao tdo generalista. A busca pelo rigor matematico expandiram o universo de fungdes
conhecidas por Euler. Assim, o conceito de fungdo ¢ novamente discutido e aprimorado, por
meio de outro problema fisico, quase um século depois.

Como o calor se propaga em uma massa solida, dadas certas condi¢des iniciais? Este foi
um dos trabalhos de Fourier (1768-1830) que datam do inicio do século XIX, que teve o papel
fundamental de redefinir o conceito de fun¢do. “Quando o calor ¢ desigualmente distribuido
em diferentes pontos da massa solida, ele tende a se colocar em equilibrio e passa lentamente
das partes mais quentes as menos quentes, como se estivesse em um tubo que atravessa
perpendicularmente as curvas de mesma temperatura sobre a superficie sélida” (ROQUE, 2012,
p- 317). Ao resolver o problema, Fourier trouxe a tona um novo recurso, que considerava apenas
um intervalo predeterminado para solucionar o problema inicial. Assim, surgiam os primeiros
trabalhos que traziam os conceitos de dominio de fungdes que conhecemos hoje.

Desta maneira, a obra Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica do calor) de
1822 trazia uma nova definicdo do conceito de fun¢do, levando em conta um unico valor
correspondente da ordenada fx, dado um tnico valor para cada abscissa x.

Em geral, a funcdo fx representa uma sucessao de valores, ou ordenadas, os quais cada
um ¢ arbitrario. Uma infinidade de valores sendo atribuidos a abscissa x, existe um
numero igual de ordenadas fx. Todas tém valores numéricos atuais, ou positivos, ou
negativos, ou nulos. Ndo se supde que essas ordenadas estejam sujeitas a uma lei

comum; elas se sucedem uma a outra de um modo qualquer, e cada uma delas ¢ dada
como se fosse uma unica quantidade (FOURIER apud ROQUE, 2012, p. 320).

Até aqui, vemos que o estudo das fungdes caminhava junto com o estudo das expressoes
analiticas, o que era reafirmado na época pela celebre profissio matematica de encontrar uma
fun¢do dada uma curva. Contudo, uma mesma fung¢do pode ser representada por varias
expressoes analiticas diferentes num mesmo dominio. Ao resolver o problema fisico, como era
comum na é€poca, Fourier desenvolveu um novo tipo de serie para o estudo das fungdes
relacionadas ao problema do calor, porém nunca chegou a demostrar as suas afirmagdes. Mais
tarde em 1837, Dirichlet (1805-1859) retomou o problema dando condi¢des especiais para que
a série de Fourier pudesse realmente ocorrer.

Dessa maneira, as definicdes de fungdes foram desprendidas das ideias de expressoes

analiticas. Através de Dirichlet, surgiu-se uma nova definicao de funcao aprimorada das ideias
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de Fourier, como sendo correspondéncia arbitraria entre varidveis que representam
conjuntos numéricos. Uma fun¢ao, entdo, tornou-se uma correspondéncia entre duas variaveis,
de modo que, para qualquer valor da varidvel independente, haja um e apenas um valor da
variavel dependente (PONTE, 1992).

A partir dai a nog@o de fung¢do englobaria também as defini¢cdes de teoria de conjuntos,
satisfazendo as condic¢des de unicidade entre os conjuntos numéricos, aumentando ainda mais
o leque de fungdes conhecidas, ja no século XX. Com o desenvolvimento paralelo da algebra,
a nocao de fungdo passa também a ser considerada como um caso especial de relagao. Ponte
(1992) destaca ainda que, essa relacdo ¢ entendida hoje em dia como uma sucessao de regras,
tal qual vista na linguagem computacional ou nas defini¢des atuais de fun¢do nos livros de
Calculo — deixando de lado o teor discursivo em suas defini¢des.

Num olhar rapido ao passado da Matematica, historicamente o conceito de funcao em
seus primoérdios era usada como correspondéncia entre entidades, e (bem) mais tarde ficaria
explicito que essas entidades eram representagdes geométricas. E muito recente os caminhos
que a fungdo percorrera se pensarmos em outras areas da Matematica, como a Geometria que
remonta pelo menos 300 a.C. A eficiéncia do método analitico e os movimentos de algebrizacao
na analise tornarao a fungdo como pec¢a fundamental da atividade matematica, fisica e quimica.

Finalmente, concorda-se com PONTE (1992) que, de fato, a associagdo de fungdes com
as representacdes de curvas e expressdes fundadas nas ferramentas algébricas se revela tdo bem-
sucedido no passado que ainda hoje tem papel essencial na pratica da Matematica atual — e ¢

justamente essas associacoes que sao defendidas e estudadas neste trabalho.

1.3 Motivacoes do Estudo da Fisica nas Funcoes

Como vimos, a trajetéria das fungdes e seu conceito matematico ndo se desenvolveu
aleatoriamente. A Fisica teve um papel primordial, uma vez que a cada conceito de fung¢ao foi
aprimorado ou estendido de acordo com problemas fisicos que assombravam os académicos
passados. Deste modo, segundo CARACA (1951) apud PONTE (1992) as fungdes e seu
desenvolvimento conceitual podem ser vistas como a ferramenta matematica necessaria para o
estudo de fenomenos naturais, iniciado por Galileu e Kepler (1571-1630).

As nogdes de Algebra e simbologia de VIETE (1540-1640) que fizeram as fungdes ganhar
espago na Algebra, tal qual as curvas da Geometria Analitica vindas de DESCARTES e
FERMAT (1601-1665) impulsionaram as fun¢des como sendo uma linguagem mais apropriada

para representar modelos e problemas fisicos.
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Na fisica, as ideias de varia¢ao surgiam de forma natural, assim como relagdes direta
e inversamente proporcionais. Newton ja usava as funcdes diferenciais para estudo e resolugao
de problemas fisicos — aceleracao ¢ derivada da velocidade, que ¢ derivada da fungdo de
deslocamento.

Desta maneira, segundo PONTE (1992) a origem da defini¢do moderna de fungo esta
relacionada a trés elementos principais do século XVII e XVIII: (a) a algebra, carregando
aspectos importantes como simplicidade e rigor, permitindo a manipulacdo de expressoes
analiticas e condensando em si uma grande quantidade de informagdo; (b) geometria, sendo
uma base fundamental e de intuitiva representacao, que como vimos, dava espaco para estudos
de dependéncia e derivadas como retas tangentes; e (c) a conexdo com os problemas concretos
do mundo fisico, associada a ideia de regularidade, proporcionando a motivagao fundamental e
interesse pelo estudo das familias de fungdes.

Contudo, as fungdes foram se abstraindo, de forma natural como parte integrante da
ciéncia matematica, em que passaram a ser consideradas fungdes com ou sem representagdes
algébricas, fungdes descontinuas e funcdes transcendentes a época. Perceba que as origens das
fungdes quanto a sua relevancia em problemas fisicos aos poucos deixariam lugar para uma

Matematica mais rigorosa, abstrata e menos generalista — ao ponto que chegamos na atualidade.

1.4 As funcdes hoje: as definicdes presentes nos livros de Calculo

A nogao atual de funcao abrange um gama de caracteristicas, indexadas aos trabalhos de
teoria de conjuntos, Algebra e Geometria. Assim, a Analise atual convencionou definig¢des
apropriadas e sensatas ao conceito de fungdo, embora carregue as ideias principais das
defini¢des apresentadas no passado.

Os livros e trabalhos atuais trazem definicdes de fung¢des que convergem para um
mesmo ideal, salvo de algumas mudangas na sintaxe de apresentagdo em fungdo dos autores
das obras. Assim, os proximos paragrafos trazem as definicdes mais importantes acerca das
fungdes de duas ou mais variaveis reais a valores reais presentes obras didaticas de Calculo
Diferencial e Integral diferentes publicados no Brasil.

As proximas linhas, serdo apresentadas as defini¢des acerca de funcao de duas ou mais
variaveis reais a valores reais presentes em alguns livros de Calculo, que contemplam o ensino
desse tipo de fungdo. A escolha desses livros ndo se deu ao acaso, o que ¢ explicado no capitulo
3 deste trabalho.

Na pagina 815, na 6 edicao do livro Calculo - volume 2 de James Stewart, de 2010 na

secdo 14 em que se trata as derivadas parciais e antes de se definir as fung¢des de varias variaveis,
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¢ introduzido um pequeno problema fisico de temperatura e outro de volume. No primeiro,

fica entendido que a temperatura numa regido terrestre depende de sua longitude e latitude. No
outro, ¢ trago a informag¢ao que o volume de um objeto cilindrico depende de seu raio e de sua
altura. Essas problematiza¢des servem para motivar a primeira definicdo sobre as fungdes de
duas variaveis.

Quadro 1 — Definicao Stewart 1 — funciao de duas variaveis

Uma fungdo f'de duas variaveis € uma regra que associa a cada par ordenado de niimeros reais (x,
y) de um conjunto D um unico valor real, denotado por f (x, y). O conjunto D ¢ o dominio de f e sua
imagem ¢ conjunto de valores possiveis de f, ou seja, {f (x, y) | (x, ) = D}.

Fonte: Stewart (2010)

Para complementar essa defini¢do, o autor nos lembra da forma explicita para
representar tais fungdes — z = f (x, y) — e indica que as variaveis x e y sdo independentes ¢ z
como sendo dependente. De forma resumida, o autor entdo descreve uma outra defini¢dao

usando diagramas.

Quadro 2 — Definicao Stewart 2 — funcao de duas variaveis

Uma fungdo de duas varidveis ¢ simplesmente aquela cujo dominio ¢ um subconjunto de R? e
cuja imagem ¢ um subconjunto de R. Uma maneira de visualizar essa fungdo ¢ pelo diagrama de setas
(na figura abaixo, extraida da p. 815 do livro de referéncia), no qual o dominio D ¢é representado como

um subconjunto do plano xy.

y
-~ g |:_l,'._1'_|H - .———___- __ T -""'--.._
VA T ~
I"' "‘--__._I-——-—___—_ [ \ flae i \\h
B -l N - - P - -
1I 0 \"“-u. 8 r_#_,.*"' 1} I.:' 7
\ D | —
. TN
. fa by .~

Se a fungdo f'¢ dada por uma formula ¢ seu dominio ndo ¢ especificado, fica subtendido que o
dominio f'é o conjunto de todos os pares (x, y) para os quais a expressao dada fornece um niimero real

bem definido.

Fonte: Stewart (2010)

Conceitos importantes como dominio e imagem de uma func¢do sdo definidos

implicitamente por meio de exemplos resolvidos, tendo o cuidado de apresentar as fungdes com



25

diferentes representagcdes. Mas antes de inserir um exemplo grafico, outra maneira de

visualizar os comportamentos das funcdes, e inserida a terceira definicao.

Quadro 3 — Definicao Stewart 3 — grafico de fun¢ao de duas variaveis

Se f ¢ uma fungdo duas varidveis com dominio D, entdo o grafico de f ¢ conjunto de todos os
pontos (x, y, z) em R tal que z = f (%, y) e (x, y) pertenca a D.
Fonte: Stewart (2010)

A partir deste ponto, o conceito de funcdo duas variaveis sdo estendidas para trés ou

mais variaveis, a saber, ambas na pagina 824.

Quadro 4 — Definicao Stewart 4 — funcao de trés variaveis

Uma fungdo de trés variaveis, f, € uma regra que associa cada tripla ordenada (X, y, z) em um

dominio D € R* um tinico numero real, denotado por f{x, y, z).

Fonte: Stewart (2010)

Quadro 5 — Definicao Stewart 4 — funciao de n variaveis

Uma fungdo com n variaveis € uma regra que associa um numero real z = f'(x;, x2, ... ,X,) & n-upla

(x1, X2, ... ,x,)de nimeros reais. Denotamos por R” o conjunto de todas as n-uplas.

Fonte: Stewart (2010)

George B. Thomas, em seu livro (12* edi¢cdo de Cdlculo - volume 2, publicado em Sao
Paulo pela Pearson Education do Brasil em 2012) também na secdo em que se aborda as
derivadas parciais, ¢ introduzido o mesmo exemplo de relagao entre volume e raio num cilindro
circular, justificando assim sua abordagem. De forma geral, sdo abrangidas todas as fung¢des

numa unica defini¢ao.

Quadro 6 — Definicio Thomas 1 — func¢io de varias variaveis

Suponha que D seja um conjunto de n-uplas de nimeros reais (x;, x2, ... ,X,). Uma fungdo a valores
reais f em D é uma regra que associa um tnico numero real

w=f(X1, X2, ... ,.Xn)

a cada elemento em D. o conjunto D ¢ o dominio da fung@o. O conjunto de valores w assumidos
por /¢ a imagem da fungdo. O simbolo w ¢ a variavel dependente de f, ¢ dizemos que f'¢é uma fungdo de
n variaveis independentes x; a x,. Também chamamos os x; de variaveis de entrada da fungdo, €
denominamos w a variavel de saida da fungao.

Fonte: Thomas (2012)
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Dessa maneira, se faz uma generalizacdo em relagdo a fun¢do de duas variaveis reais a
valores reais, em que € dito que x e y sdo as variaveis independentes, z ¢ a variavel independente
e se pode representar o dominio de f como uma regido no plano xy, como mostra a figura
extraida da pagina 210 do livro referéncia, idéntica a encontrada na obra de Stewart. Note que

a edicdo 11 deste mesmo livro ndo traz tal figura.

"(x. ¥) S, B)
: v & 1
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Figura 1. Diagrama de setas para a func¢io z = f (x,y). (Thomas, 2012)

Ja para fungdes de trés varidveis a valores reais, denomina-se x, y € z como variaveis
independentes, w como variavel dependente e seu dominio pode ser representado como uma
regido no espago tridimensional.

O conceito de dominio ¢ dito como o maior conjunto de entrada para o qual a regra gera
numeros reais. Os conceitos de graficos, curvas e superficies de nivel também sdo inseridos

como formas de visualizar as fungdes e seus valores.

Quadro 7 — Defini¢do Thomas 2 — grafico de funcio de duas variaveis

[...] o conjunto de todos os pontos (x, y, f{x, y)) no espago , para (x, y) no dominio de f, ¢
denominado grafico de f. O grafico de f'também ¢é conhecido como superficie z = f'(x, )

Fonte: Thomas (2012)

Finalmente, Guidorizzi (5* edi¢ao do livro Um Curso de Calculo — Volume 2, publicado
no Rio de Janeiro pela LTC em 2001) define as fungdes de somente duas e trés variaveis, numa
linguagem mais algébrica que as anteriores. Nao ha nenhum exemplo motivador para introduzir

as defini¢des, apenas a mengao desse tipo de fungdo em varios ramos da ciéncia, a saber:
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Quadro 8 — Definicdo Guidorizzi 1 — fun¢do de duas variaveis

Uma fungdo de duas variaveis reais a valores reais ¢ uma fungdo f: 4 - R, onde 4 ¢ um
subconjunto de R%. Uma tal fungio associa, a cada par (x, y) € 4, um tnico nimero f{x,y) € R.
O conjunto A ¢ o dominio de f'e sera indicado por Dy. O Conjunto
Img= {f(x, y) ER | (x, y) € Dy}

¢ a imagem de f. as palavras aplicagdo e transformagdo sdo sindnimas de fungéo.

F transforma o par (x, y) no nimero f(x, y).

Fonte: Guidorizzzi (2001)

De forma a simplificar o estudo de fungdes, Guidorizzi ainda define o conceito de
dominio como maior subconjunto do R? em que se faz sentido a regra em questdo. Quanto a

sua defini¢do de grafico de funcao de duas variaveis, o autor expde:

Quadro 9 — Definicio Guidorizzi 2 — grafico de funcio de duas variaveis

Seja z = f(x, ), (x, ¥) € 4, uma fungdo real de duas variaveis reais. O conjunto

Gr=ixy2)ER[z=f(xy) (x)) €4}

Denomina-se grafico de f.

Fonte: Guidorizzzi (2001)

Para as fungdes de 3 varidveis reais a valores reais, e definido juntamente com seu

grafico — embora ndo seja possivel representar geometricamente.

Quadro 10 — Definicao Guidorizzi 3 — grafico e fun¢ao de trés variaveis.

Uma funcdo de trés variaveis reais a valores reais, definida em 4 € R?, ¢ uma funcdo que associa,
a cada terna ordenada (x, y, z) € 4, um Unico numero real w = f{x, y, z). O grafico de tal fungdo ¢é o
conjunto

Gr={(x,yzwWeERIwW=1(x,2), (x,y,2) EA}
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Fonte: Guidorizzzi (2001)

Nota se que alguns livros ndo trazem defini¢des aquém dessas, como por exemplo, ha
livros que ndo conceitualizam graficos de 3 variaveis ou fungdes de n variaveis. Ainda assim,
¢ notavel o quao rico € o campo das fungdes, se valendo de ferramentas algébricas, de teoria de
conjuntos, diagramas, geometria e outras areas da ciéncia Matematica para definir o que
demorou séculos para ser explorado, construido e delimitado no passado. Veja isso nas
diferentes formas de se apresentar as definicdes de acordo com a 6tica de cada autor, que apesar
de serem diferentes tentam ser o mais fiel e préximo ao que se consolidou como defini¢cdo de
conceito de fungdo ao longo do tempo.

Convenientemente, tomaremos a liberdade de chamar daqui por diante as fungdes de
duas ou mais varidveis reais a valores reais ou suas representagdes apenas de funcgdes de duas,

trés ou » variaveis.



O PAPEL DAS REPRESENTAGOES MATEMATICAS

CAPITULO 2

O PAPEL DAS REPRESENTACOES MATEMATICAS

2.1 Introducao

Diferentes das ciéncias empiricas, a Matematica exige um maior grau de abstra¢do, uma
vez que seus objetos de estudo ndo sao “palpaveis” como nas outras ciéncias exatas. Felizmente,
tais objetos podem ser representados de diversas maneiras, usando ferramentas matematicas
adequadas. Assim, a compreensao do objeto matematico se torna menos complicada, do ponto
de vista cognitivo.

Historicamente, pelo menos duas representagdes de funcdao (equagdes e curvas)
caminharam juntas, e esta associa¢do se mostrou na pratica bem-sucedida, como aponta PONTE
(1992). E ele ndo estava enganado. O pesquisador francés Raymond Duval, filosofo e
psicologo, em seus estudos acerca da aprendizagem matemadtica desde a década de 70, vem
discutindo como papel dos registros de representacao semidtica (as representacoes registradas,

ou seja, fora do campo mental) torna eficaz a apreensdao do conhecimento matematico.
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Assim sendo, este capitulo apresenta as principais teorias de Duval quanto a
aprendizagem em Matematica, que foram o alicerce para as analises dos dados coletados neste

trabalho.

2.2 A semiose e noesis no pensamento cognitivo

O verbo representar € palavra presente nos planejamentos dos professores como objetivo
de aprendizagem. Geralmente, carrega como finalidade de levar aluno a representar um
conceito ou ideia de maneira a utilizar ferramentas matematicas previamente selecionadas. O
representado também ganha importancia, sdo as formas que se tem em apresentar algum objeto
Matematico.

Veja que, pelo que foi discutido até aqui, a representacdo se sobressai ao objeto
representado. Quando falamos de reta ou de funcdes, logo pensamos nas representagoes destes
objetos, como o tracado da reta em papel ou nas equagdes e seus graficos. Apesar de serem boas
representacdes, estas ndo devem ser confundidas com o objeto matematico que foi representado.

Segundo Duval (2012) os objetos matematicos ndo estdo diretamente acessiveis a
percepc¢ao ou experiéncia intuitiva imediata em relacdo aos ditos reais ou fisicos. Assim, 0 uso
de representacdes aproxima essa relacao de percepcao que normalmente ndo se teria no campo
dessa ciéncia ndo empirica. Caimos entdo no seguinte paradoxo cognitivo: embora a apreensao
do objeto seja conceitual € somente através das representacdes que o estudo sobre os objetos se
torna possivel. Se voltarmos as discussoes, ficam as seguintes perguntas: Como os sujeitos em
aprendizagem podem ndo confundir as representagdes com os objetos dado a impossibilidade
de acesso direto aos objetos sendo pelas proprias representacdes? Ainda de acordo com o autor,
esse dilema s6 ndo € tdo promissor porqué no ensino se considera as representagdes semidticas
(note que ¢ a primeira vez que o termo semiotico aparece, em referéncia as representagdes que
o aluno produz ou registra) como sendo algo de fora e de papel secundario. Se d4 muito mais
valor as representagdes mentais do que as representagdes semioticas (DUVAL, 2012).

Ha muitas diferencas entre as duas representagdes: enquanto as mentais ficam no campo
da mente, como algo se visualiza ou todas as conceitualizagdes que se tem acerca de um objeto,
as representagdes semidticas sao muito mais que a exteriorizagdo dessas imagens mentais no
mundo fisico, mas “produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema
de representacdes que tem inconvenientes proprios de significagdo e de funcionamento”
(DUVAL, 2012). Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma equagio
algébrica ou grafico sdo representagdes semidticas que mostram sistemas semioticos distintos.

Engana-se entdo, que o papel das representacdes semidticas visa somente comunicagdo a
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outrem (por meio da exteriorizagdo ¢ materializagdo de ideias). Elas sdo pecas chaves na

atividade cognitiva do pensamento e aprendizagem matematica em trés itens:

(a) no desenvolvimento das representacdes mentais: estas dependem de uma
interioriza¢do de representacdes semidticas, do mesmo modo que as representagdes
mentais sdo uma interiorizagdo daquilo que ¢ percebido [...]; (b) na realizagdo de
diferentes fungdes cognitivas: a fungdo de objetivagdo (expressdo particular) que é
independente daquela de comunica¢do (expressdo para outrem), ¢ a funcdo de
tratamento que ndao pode ser preenchida pelas representagcdes mentais (algumas
atividades de tratamento sdo diretamente ligadas a utilizagdo de sistemas semidticos,
por exemplo, o célculo); (c) a producdo de conhecimentos: as representagdes
semibticas permitem representagdes radicalmente diferentes de um mesmo objeto, na
medida em que elas podem atender sistemas semidticos totalmente diferentes. [...].
Assim, o desenvolvimento das ciéncias esta ligado a um desenvolvimento de sistemas
semidticos cada vez mais especificos e independentes da lingua natural [...] (DUVAL,
2012, p. 269).

Desse modo, fica evidenciado que as representagdes mentais e as representacdes
semiodticas sdo duas atividades indissocidveis, uma vez que a primeira € sua interiorizacao
depende da segunda, que ainda exerce papel importante nas fungdes cognitivas do pensamento.
Logo, ha a implicagdo de que a chamada semiose, termo ligado a producao de representagdes
semioticas € a noesis, termo ligado a apreensdo conceitual de objetos e as representagdes
mentais, caminham juntas. Retraduzindo o paradoxo cognitivo do pensamento, ¢ notavel que
ndo hé noesis sem semiose, embora a historia do ensino em Matematica nos induz a pensar que
a atividade cognitiva da noesis ¢ bem mais relevante que a semiose. No entanto, segundo
DUVAL (2012) ¢ essencial poder mobilizar muitas representagdes durante a atividade
matematica como figuras, graficos, simbolos, linguagem materna e etc. E somente assim, que
o recorrer “ a muitos registros parece mesmo uma condi¢do necessdria para que os objetos
matematicos ndo sejam confundidos com suas representacdes € que possam também ser
reconhecidos em cada uma de suas representagdes’” (Duval, 2012, p.270).

Assim, a coordenac¢ao de muito registros de representacdo semidtica ¢ necessaria para a
apreensdo dos conceitos dos objetos. Fica aqui também o apelo de que as representagdes nao
devem ser confundidas com o objeto representado, mas que cada objeto seja reconhecido
através de suas diferentes representagdes, que ddo acesso ao objeto. E ¢ tdo forte a ligacdo entre
semiose € noesis no funcionamento cognitivo do pensamento € o papel primordial que a
primeira exerce nesse campo de estudo que ela se auto justifica na coordenacdo de muitas

representacdes semiodticas na apreensdo de objetos.
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2.3 A semiose e registros de representacao

De acordo com DUVAL (2012), para que um sistema semiotico possa ser um registro
de representagdo, deve permitir as trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose: a
formacao, o tratamento e a conversao.

A formacao de uma representacao identificavel ¢ como uma representacdo de um
registro dado, como um enunciado, a composi¢cao de uma frase, a confec¢ao de um desenho,
esquemas, diagramas e etc. ela implica na sele¢do de relacdes e de dados a representar em
funcdo de unidades e regras proprias da representacdo a ser registrada. Isso tem o posto de
assegurar que essa representacao sera reconhecida e identificada e possibilita os tratamentos
(que serdo abordados a seguir). DUVAL (2012) ainda destaca que essas regras sdao de
conformidade, e ndo sdo regras de producdo efetiva por um sujeito. Isto quer dizer que o
conhecimento de regras de conformidade ndo esta relacionado a competéncia para formar
representacdes, mas somente para reconhecé-las.

O tratamento de uma representacao ¢ a transformagdo dessa representacdo no mesmo
registro em que ela se formou, algo interno e ndo hd coordenacdo de outros registros de
representacdo diferentes. As regras usadas na formagdo sdo empregadas aqui, em que cada
registro carrega suas proprias regras necessarias para o tratamento. Temos as regras de
derivagao, regras de desenho geométrico, as regras de calculo, enfim. Segundo DUVAL (2012),
a Parafrase e inferéncia sao tratamentos em lingua natural, o calculo e uma forma de tratamento
em expressoes simbolicas, a reconfiguracdo ¢ um tipo particular de tratamento ligado as figuras
geométricas e a Anamorfose ¢ o tratamento que se destina a toda representacdo figural.

Por fim, a conversdo de uma representacdo ¢ transforma¢ao de um registro inicial em
outro, conservando sua totalidade ou parte de seu contetido, em um novo sistema semiotico com
suas regras proprias, como na formagdo. A ilustracdo ¢ uma conversao de representagcdo
linguistica para figural, a tradugdo ¢ a conversao de duas linguas diferentes, a descri¢do ¢ a
conversao de algo ndo linguistico para o uma representacdo linguistica, dentre outros exemplos.
No entanto, DUVAL (2012) atenta de que a as atividades cognitivas de conversao e tratamento
nao dependem uma da outra. Um exemplo claro trazido pelo psicologo em seus trabalhos € o
de alunos que vao resolver operacdes com expressoes fracionarias e decimais e nao convertem
um registro ao outro e vice-versa. Logo, ndo ha certa percepcdao de que os mesmos niimeros
podem ser representados de forma decimal e fracionaria. A conversdo requer que se perceba a

diferenca entre o que Frege (1971) apud DUVAL (2012) chamaria de sentido e referéncia dos
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simbolos ou dos signos. Nos casos anterior, usa-se outros tratamentos e significantes (0,5
1 .
e - por exemplo), mas representam o mesmo objeto.

Ainda de acordo com DUVAL (2012) a conversdo nao ¢ uma interpretagdo, que nada
mais ¢ que uma contextualizagdo de sentidos novos e que ndo muda de registro ou uma
codificacdo, que apesar de migrar de um registro para outro, usa regras proprias de
correspondéncia de cada simbolo, aplicadas diretamente nos significantes (espécie de objeto
matematico final de cada representacdo semidtica), sem levar em conta sua representacio e o
sistema semidtico. Logo, € plausivel afirmar que na conversdo nao ha regras para realizacao
dessa, bem como, na formagao e tratamento, sendo uma atividade livre ¢ criativa.

Considerando a semiose como importante fungdo cognitiva na atividade matematica,

dois pontos geralmente sdo considerados, ainda que marginalizados por DUVAL.

(a) a conversdo das representa¢des acontece por si mesma desde que haja capacidade
de formar representagdes nos registros diferentes e efetuar tratamentos sobre as
representacdes [...]; (b) a conversdo ndo tem nenhuma importancia real para a
compreensdo dos objetos ou dos contetildos representados, pois o seu resultado se
limita a uma mudanga de registro (DUVAL, 2012, p.277).

Elas sdo legitimadas se for atingida certa autonomia nos processos de formacdo e
tratamento pelos sujeitos em aprendizagem. Mas tome cuidado: essas duas afirmacgdes
escondem um fato importante de que a conversdo desempenha um papel importante na
apreensdo de conceitos e significados dos objetos. Isso € percebido na pluralidade de registros

de representacdo que podem ser organizados, no quadro a seguir.

Quadro 11 — Organizacio dos registros no funcionamento matematico

Registros O seu processo Exemplos de Exemplos de representagao
Multifuncionais |de tratamento ndo |representacdo discursiva.  |ndo discursiva.
utiliza algoritmos -
Lingua natural e as Figuras planas a
formas de raciocinio como |tridimensionais: apreensao
argumentacdes escritas ou |operatoria e ndo somente
deducdes validas a partir  |perceptiva, construgdes
de definigdes ou teoremas. |geométricas.
Registros O seu processo Exemplos de Exemplos de representagdo
Monofuncionais |de tratamento faz |Representagdo discursiva  |ndo discursiva
uso dos algoritmos - - -
Os sistemas de escrita Graficos cartesianos:
matematica (numérica, mudangas de coordenadas e
algébrica e simbdlica). interpolagdes/extrapolagdes
lineares

Fonte: Duval (2003) com adaptagdes do autor
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2.4 A noesis e (coordenacio) registros de representa¢io

Na ligagdo entre semiose e noesis, destacam-se duas situagdes relacionadas a atividade
do pensamento humano, lembradas por DUVAL em 2012 em seu artigo. A primeira € que a
utilizagcdo de muitos registros de representacao e caracteristica Uinica e exclusiva da inteligéncia
humana, se comparada a inteligéncia artificial e animal. O segundo e que o progresso dos
conhecimentos ¢ sempre acompanhado da cria¢do e do desenvolvimento de sistemas semioticos
novos e especificos que mais ou menos coexistem com o primeiro entre eles [...] (GRANGER,
1979 apud DUVAL, 2012).

O porqué de toda essa coordenacdo de registros na aprendizagem e sua multipla
existéncia ¢ explicada por meio de trés respostas de Duval (2012): (a) a economia de tratamento,
que diz respeito em poder escolher e mudar o registro que mais lhe serd econdomico em relagao
aos custos de tratamento, algo visto em na relagdo entre registros de lingua natural em relacao
aos registros algébricos por exemplo, sendo esse tltimo considerado mais facil compreensao;
(b) a complementaridade dos registros, ao dizer que uma representacao ¢ cognitivamente parcial
em relacdo ao objeto que se representa. Nesse caso, o uso de multiplas representagdes
semidticas tenta compensar essa situacao e (c) a conceitualizagao implica na coordenagao de
registros de representacdo, tenho duas hipoteses plausiveis: se o registro de representacao ¢ bem
escolhido, eles sao suficientes para permitir a compreensao do conteudo representado ou a
compreensdao de um conteudo conceitual repousa sobre a coordenacdo de ao menos dois
registros de representacdo, de maneira espontanea.

Como colocado anteriormente, a ndo coordenacdo de registros ndo impedem a

conceitualiza¢do do objeto matematico:

[...] auséncia de coordenagdo nio impede toda compreensdo. Mas esta compreensao,
limitada ao contexto semidtico de um registro apenas, ndo favorece em nada as
transferéncias e as aprendizagens ulteriores: torna os conhecimentos adquiridos pouco
ou ndo utilizaveis em outras situa¢des aonde deveriam realmente ser utilizados. Em
definitivo, esta compreensdo mono-registro conduz a um trabalho as cegas, sem
possibilidade de controle do “sentido” daquilo que ¢é feito (DUVAL, 2012, p.283).

Porém o processo perde parte de seu potencial e sua aprendizagem tende a ser menos
significativa.

Ainda de acordo com DUVAL (2012) a coordenacdo de imagens mentais e lingua
natural ndo ¢ mais suficiente para assegurar a multipla coordenagdo de registros semiodticos
mobilizados durante a atividade matematica. Apesar disso, fica mais que justificado a

7

coordenacdo de registros diferentes como alicerce para as aprendizagens matematicas. E a
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condicao fundamental para todas as aprendizagens de base, a0 menos nos dominios em que

os unicos dados que sdo utilizados sdo as representa¢des semioticas (DUVAL, 2012).

2.5 Os fenomenos de Congruéncia e nio congruéncia

Em defesa da coordenagdo de multiplos registros de representacdo semidtica na
atividade matematica, ainda existem certos inconvenientes que levam o isolamento de
representacdes ou a compreensao mono-registro. Para entender essa problematica, traremos
algumas consideragdes sobre sentido e referéncia, no campo cognitivo.

Frege (1971) apud Duval (2012) introduziu uma importante distin¢ao entre significacao,
que depende do registro escolhido e referéncia, que depende do objeto a ser representado.
Assim, podemos delimitar o seguinte problema realgado por Duval (2012): a possibilidade troca
entre duas expressdes referencialmente equivalentes. Ainda de acordo com o mesmo autor, essa
troca, realizada por sujeitos em aprendizagem, representa um salto entre duas redes semanticas,
nao sendo perceptiveis por eles, de forma arbitraria. Segundo, Duval (2012), essa condigdo

ocorre por dois caminhos: significacdo e referencia:

[...] do ponto de vista da constitui¢do objetiva do saber, a substitui¢do, que permite
desenvolver o calculo ¢ a demonstragdo, funciona em relagao a referéncia. Mas, do
ponto de vista da apropriagdo subjetiva do saber matematico, a substitui¢do funciona
primeiramente em relacdo ao sentido associativo interno[...] (DUVAL, 2012, p.100).

Ou seja, a troca de uma expressao referencialmente equivalente por outra de igual
referéncia visando apenas o objeto e fomentando o procedimental ¢ diferente da troca de uma
expressdo objetivada por sua significacdo (sendo essa mais apreensivel na Otica da
aprendizagem). Esses dois caminhos dependem exclusivamente do que que Duval chama de
congruéncia ou ndo congruéncia semantica de expressoes a serem trocadas. Assim, duas
expressoes (referencialmente equivalentes) podem ser ou ndo ser semanticamente congruentes.
O que comanda essa dualidade na congruéncia sdo os custos cognitivos presentes no processo
de aprendizagem: quanto mais custoso ¢, essa se aproxima da nao congruéncia.

Note que na atividade matemética, o que primeiro € analisado ¢ a equivaléncia
referencial. Segundo Duval (2012), esse procedimento condiz com a condi¢do necessaria para

que haja sentido no pensamento natural: a continuidade semantica e associativa entre as

expressoes a serem trocadas. Um exemplo trago pelo autor ¢ quando um aluno ou sujeito em
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aprendizagem ndo percebe o custo intelectual exigido em atividades matematicas. Ele faz,
automaticamente, da congruéncia semantica condi¢do necessaria e as vezes suficiente para
equivaléncia referencial. Ele ira ficar feliz nas substitui¢des de expressoes que sao congruentes,
mas relutard nas trocas nao congruentes, mesmo que sejam referencialmente equivalentes.
Assim, Duval (2012, p. 100) conclui que a Matematica, excluindo o célculo aritmético
elementar, mostra-se geralmente mais arbitraria do que “logica”.

A substitutividade de expressoes referencialmente equivalentes, nas palavras de Duval
(2012) ¢ uma caracteristica essencial a qualquer registro de representacdo semidtica,
principalmente nas mudangas, que em Matematica sdo frequentes, seja nas substituicdes mais
imediatas como na coordenacao de texto e figura ou nas passagens de escrita algébrica para sua
representagao grafica.

Paralelamente a isso, € notavel que a equivaléncia referencial se sobrepde a congruéncia
semantica. Dessa forma, o funcionamento espontaneo do pensamento segue majoritariamente
os ditos da congruéncia semantica (Duval, 2012) dando énfase as substituicdes menos
complicadas e mais simples, trazendo a tona uma das justificativas da atividade cognitiva ligada
a semiose chamada conversdo, a economia de tratamento.

O que torna essas substituicdes faceis ou dificeis sdo os processos de codificagdao
responsaveis por relacionar cada elemento de uma rede semantica (na ideia de expressoes
referencialmente equivalentes) ou registro semiotico a outro diferente. Assim, a possibilidade
de troca entre duas expressoes segundo Duval (2012), enfrenta dificuldades relacionadas as
regras de correspondéncia entre os registros. A partir desse momento, se pode também definir
ando congruéncia como ocorréncia entre alunos que ndo enxergam o mesmo objeto matematico
dentre uma representacido de partida e uma segunda de chegada, pondo em risco a atividade
cognitiva de conversdo, presente na semiose devido a dificuldades e ndo trivialidade dos custos
em codificacdo exigida na substitui¢cao. A importancia desse fendmeno na matematica se auto
justifica na aprendizagem de certos contetidos, uma vez que a atividade matematica geralmente
depende de muitas trocas entre expressdes ou mudancgas de registros € quase sempre estas sao
ditas ndo congruentes.

Desta forma, as dificuldades e especificidades inerentes ao fenomeno de nao
congruéncia semantica ¢ evidenciada em estudos acerca da teoria de registros de representacao
semiodtica, de maneira que a atividade matematica nao se prive da apreensdo conceitual seja ela

qual for por causa do processo de troca de uma expressao/representagdo a outra equivalente.
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CAPITULO 3

ASPECTOS METODOLOGICOS DA PESQUISA E FUNCOES

3.1 Introducao

Em metodologia cientifica, a pesquisa bibliografica ¢, “por exceléncia, uma fonte
inesgotavel de informagdes, pois auxilia na atividade intelectual e contribui para o
conhecimento cultural em todas as formas do saber. ” (FACHIN, 2005, p.119). Este capitulo
apresenta os procedimentos adotados na pesquisa deste trabalho, bem como os percursos do
processo de coleta e andlise de dados nos livros didaticos que abordam o contetdo de fungao
de duas ou mais variaveis, tendo como pano de fundo, o dialogo entre a teoria de registros de

representacao semiodtica e pesquisa bibliografica.

3.2 A pesquisa bibliografica nos livros de Calculo “2”

O carater bibliografico deste trabalho se deu devido a natureza do processo em que ele
nasceu. Ainda em esbogo, se via uma forte silhueta de andlise de fungdes de duas ou mais

variaveis, sem teoria definida até entdo. Como este contetido € inerente ao ensino superior, 0s
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livros didaticos de Calculo serviriam para coleta de dados e ajudariam na tarefa de tentar
responder a pergunta de pesquisa, ainda em esbogo.

Desta maneira, pesquisa bibliografica se tornou mais atraente para a execugao deste
trabalho. Tomou-se como base a definicdo de FACHIN (2003), que considera tal modalidade
de pesquisa como a unido de conhecimentos em obras, aqui se entende em produgdes humanas,
de qualquer natureza, com a finalidade de pesquisar tal assunto em prol do saber. Com uma

abordagem qualitativa, tomou-se a consideracdes de Creswell (2007), ao dizer que:

A investigacdo qualitativa emprega diferentes alegacdes de conhecimento, estratégias
de investigacdo ¢ métodos de coleta e andlise de dados. [...] os procedimentos
qualitativos se baseiam em dados de texto e imagem, tém passos Unicos na analise de
dados e usam estratégias diversas de investigagdo (CRESWELL, 2007, p. 184).

E ainda

A pesquisa qualitativa ¢ fundamentalmente interpretativa. Isso significa que o
pesquisador faz uma interpretagdo dos dados. Isso inclui o desenvolvimento da
descrigdo de uma pessoa ou de um cenario, analise de dados para identificar temas ou
categorias e, finalmente, fazer urna interpretagdo ou tirar conclusdes sobre seu
significado, pessoal e teoricamente, mencionando as licdes aprendidas e oferecendo
mais perguntas a serem feitas [...]. Nao ¢é possivel evitar as interpretagdes pessoais, na
analise de dados qualitativos. (CRESWELL, 2007, p. 186-187).

Dessa forma, entende-se que a abordagem qualitativa ¢ mais subjetiva se comparada a
investigacdo quantitativa, o que torna a pesquisa em si mais apta de responder a questdo de
pesquisa, que leva o pronome relativo “como” com sentido de adjunto adverbial de modo ou
maneira — algo bem relativo e ndo passivel de quantificagdo.

Contudo, o fato de «caracterizar a natureza dessa pesquisa como
qualitativa ndo pressupde uma negacdo aos dados quantitativos. O que determina uma
metodologia quantitativa ou qualitativa € a maneira pela qual pretendemos analisar o fendmeno

e o enfoque adotado. Desse modo, concorda-se que:

[...] os investigadores qualitativos dispdem-se a recolha de dados quantitativos de
forma critica. Ndo € que os numeros por si s6 ndo tenham valor. Em vez disso, o
investigador qualitativo tende a variar o processo de compilagdo na sua cabega
perguntando-se o que ¢ que os numeros dizem acerca das suposigdes das pessoas que
os usam ¢ os compilam. [...]. Os investigadores qualitativos sdo inflexiveis em ndo
tomar os dados quantitativos pelo seu valor facial (Bogdan e Biklen,1994, p. 195).

Assim, o tipo de abordagem utilizada na pesquisa dependerd dos interesses do
pesquisador respeitando os limites do estudo proposto. Isso significa que o entendimento de
diferentes tipos de estudo e suas classificagdes sdo fundamentais para a obten¢do do sucesso na

realizagdo da pesquisa cientifica.
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A partir dessas leituras, buscou-se estratégias de investigagao para coleta e analise
de dados acerca do objetivo deste trabalho, que é averiguar como os autores privilegiam as
representacoes semioticas de fungdes de duas ou mais variaveis em seus livros didaticos de

ensino superior. Metodologicamente, este trabalho se compde nas seguintes etapas:

Figura 2. Fluxograma metodologico da pesquisa. (Construido pelo autor)

Investigar livros . .
de ensino Obter livros dos Andlisar dos
superior ensino superior hvrossu%eer(iacr)lrsmo
: L *Selecao de
*investigacao e conte%dos e
estudo sobre coleta de *Andlise das
livros a serem dados funcoes

selecionados e
justificados

No comego desta pesquisa, houve um momento em que foi preciso decidir quais livros
didaticos de ensino superior seriam utilizados nessa investigagao. Pensou-se entdo em olhar nas
ementas dos cursos de ensino superior, que ofereciam a disciplina de Calculo em sua grade
curricular e selecionar algumas obras didaticas em comum. Certamente os cursos de
Matematica poderiam ser escolhidos, mas faltava uma justificativa melhor elaborada. Mas, se
as faculdades tém certa relevancia em relagdo a formacao de professores de Matemadtica e
Matematicos para a regido do tridngulo mineiro, supde se que as ementas de suas disciplinas
estdo bem estruturadas - o que implica na boa formacao destes profissionais.

Para se ter uma ideia, em Ituiutaba 88,23% dos egressos de 2007 a 2018 do curso de
licenciatura em matematica do ICENP estdo atuando como professores (RAMOS, 2018). Ja o
curso de Graduacdo em Matematica da FAMAT existe desde 1972 e, de acordo com dados
obtidos em sua pagina da internet, vem se caracterizando por um nivel de exceléncia que o

coloca entre os melhores do pais.

O curso oferece uma formagdo abrangente, necessaria ao entendimento do impacto
das solugdes encontradas num contexto global e social, proporciona uma sélida
formacdo de Matematica, preparando os educandos para enfrentar os desafios das
rapidas transformagdes da sociedade, do mercado de trabalho e das condigdes do
exercicio profissional (FAMAT, acesso em: nov. 2018).

O triangulo mineiro se destaca pela economia agropecuaria e industrial, que atrai mao

de obra de todo o pais. Assim, a cultura e tradi¢do local em contraste com o progresso da



40

agroindustria, provocam controvérsias que subjetivam a realidade e a forma dos moradores

locais de se enxergarem no mundo.

Atentos a essa realidade e dispostos a desenvolver um projeto que atenda a populacéo
dessa regido, o curso de Licenciatura em Matematica propde-se a engajar-se nas

politicas publicas,

situando-se em um mercado de trabalho que se abre

constantemente, buscando elencar os elementos regionais e culturais a sua proposta
curricular (ICENE, 2011, p. 41).

Desta forma, o curso de licenciatura em Matematica do ICENE usa da coordenagao

entre a regionalizagdo propria e curriculo uma proposta para resgatar a populacdo dessa

problemadtica, legitimando a academia como espago que também pertencam a eles.

Com essa estratégia, trés cursos de Matematica no triangulo mineiro e suas respectivas

faculdades foram selecionadas: a graduacdo da FAMAT em Uberlandia, do ICENP em

Ituiutaba e do ICENE em Uberaba. O quadro abaixo mostra a relagdo de obras de Calculo (que

trazem o conteudo de fungdes de duas ou mais variaveis) e cursos de Matematica destas trés

universidades.

Quadro 12 — Obras mencionadas nas ementas dos cursos de Matematica

Modalidade Nome da Bibliografia presente nas ementas
disciplina
[1] BOULOS, P., Introdug@o ao Calculo - Volume 2. Sdo
Paulo: Editora Edgard Blucher Ltda, 1974.
[2] GUIDORIZZI, H. L., Um Curso de Calculo - Volume 2.
Céalculo Sédo Paulo: LTC Editora, 2001.
1 Licenciatura Diferencial e | [3] LEITHOLD, L., O Célculo com Geometria Analitica —
C Integral II | Volume 2. Sdo Paulo: Editora Harbra, 1994.
[4] BASSANEZI, R. C., Ensino-Aprendizagem com
E Modelagem Matematica. S8o Paulo: Contexto, 2002. [5]
N THOMAS, G. B., Calculo - Volume 2. Sdo Paulo: Addison
P Wesley, 2009.
[6] SIMMONS, G. F., Calculo com Geometria Analitica —
Calculo Volume 2. Sdo Paulo: Makron Books, 1987.
Bacharelado Diferencial e | [7] STEWART, J., Calculo — Volume II. Sao Paulo:
Integral II Thomson Learning, 2005.
[8] MORETTIN, P. A., Calculo: Fungdes de uma e Varias
Variaveis. Sdo Paulo: Saraiva, 2003.
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Licenciatura

Mz o O —

Calculo
Diferencial e

Integral 111

[1] STEWART, James. Calculo, volume 2. 6* edigdo. Sao
Paulo: Cengage Learning, 2009.

[2] THOMAS, George B. Calculo, volume 2. 11* edi¢éo. Sdo
Paulo: Addison-Wesley, 2002.

[3] GUIDORIZZI, Hamilton L. Um Curso de Calculo,
volume 2. 5% edi¢do. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
Cientificos, 2001.

[4] AVILA, Geraldo. Célculo das fungdes de vérias variaveis.
7% edigdo. Rio de Janeiro: LTC, 2006.

[5]. GONCALVEm S, Mirian Buss; FLEMMING, Diva
Marilia. Calculo B: fungdes de varias variaveis, integrais
multiplas, integrais curvilineas e de superficie. 2.ed. S@o
Paulo: Pearson Prentice Hall, 2007.

[6] GUIDORIZZI, Hamilton L. Um Curso de Calculo,
volume 3. 5% edigdo. Rio de Janeiro: Livros Técnicos e
Cientificos, 2001.

[71 MUNEM, Mustafa A.; FOULIS, David J. Calculo,
volume 2. Rio de Janeiro: LTC, 1982. [5] LEITHOLD, L. O
calculo com geometria analitica, volume 2. 3* edi¢do. Sao

Paulo: Harbra, 1994.

Licenciatura

= > Z » ™

Bacharelado

Calculo
Diferencial e

Integral 3

[1] GUIDORIZZI, H. L., Um Curso de Célculo, Volumes 2
e 3, LTC, Sao Paulo, 1988.

[2] THOMAS, G. B., Célculo, Volumes 1 e 2, Addilson
Wesley, Sdo Paulo, 2002.

[3] BOUCHARA, J. E OUTROS, “Célculo Integral
Avangado”, EQUSP, Sao Paulo, 1999.

[4] WILLTANSON, R. E., CROWELL, R. H. E TROTTER
H. F., Calculo de Fung¢des Vetoriais, Volumes 1 e 2, LTC, Séo
Paulo, 1974.

Fonte: Fichas de disciplina e Ementas dos cursos de Matematica do ICENP, FAMAT e ICENE

Desse quadro, identificou-se trés livros em comum, em pelo menos dois cursos. Sao eles

a 6* edicao do livro Cdlculo - volume 2 de James Stewart, a 11? edi¢ao do livro Calculo - volume

2 de George B. Thomas, e a 5% edi¢do do livro Um Curso de Calculo — Volume 2 de Hamilton

Luiz Guidorizzi. No entanto, nao foi possivel ter acesso a 11? edi¢ao do livro de Thomas, o que

levou a adotar a edi¢ao seguinte da mesma obra.
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Figura 3. Capas das obras obtidas para analise. (Imagens obtidas pela internet)
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De posse dos livros em questdo, foi preciso delimitar quais conteudos seriam passiveis
de analise, com enfoque nas fungdes de duas ou mais varidveis. Dessa forma, foi realizada uma
pequena exploracao nos livros mencionados focando na estrutura didatica em que as fungdes
foram apresentadas. Construiu-se assim os seguintes mapas conceituais ' de cada livro. O objeto

de pesquisa sdo as fungdes de duas ou mais variaveis.

Figura 4. Mapa conceitual de Funcio de duas ou mais variaveis presente no livro de
Guidorizzi. (Construido pelo autor)

A |
Fungdes duas ou
mais variaveis

fungdes de funcbes de
duas variaveis trés
variaveis
— 1
1 )
EENTD £F L curva s grafico de superficie
fungéo nivel e 4 aivel

! Conceitos e defini¢des sobre dominio, imagem, interior, pontos de fronteira e interior foram omitidas, pois nos
livros de Guidorizzi e Stewart estes itens aparecem de forma implicita através de exemplos e exercicios
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Figura 5. Mapa conceitual de Fun¢io de duas ou mais variaveis presente no livro de
Stewart. (Construido pelo autor)

1
Fungbes duas ou
mais variaveis

funcdo de n
variaveis

funcdes de funcoes

de trés

duas variaveis S
variaveis

1

grafico de
fungao

1

L Cur:\i/\?e?e grafico de superficie

funcao de nivel

Figura 6. Mapa conceitual de Funcio de duas ou mais variaveis presente no livro de
Thomas. (Construido pelo autor)

1

Fungdes duas ou
mais variaveis

funcao de
| fungbes de n ;;rés
variaveis

variaveis

fungdes de Superficie

de nivel

grafico de
fungéo

curva de

nivel

Observando os trés mapas conceituais, fica claro que ha uma certa hierarquia conceitual,
comum aos trés livros. Assim sendo, os itens e subitens escolhidos para serem analisados foram

distribuidos no seguinte quadro, para melhor visualizacao.
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Quadro 13 — Conteudos comum selecionados para analise presentes nos livros

Fungdes de duas ou mais variaveis

Fungdo de duas variaveis Grafico de fungdo

Curva de nivel

Fungdo de Trés Variaveis Superficie de nivel

Fonte: Construido pelo autor

Note que os itens de funcdo de n variaveis ndo foram analisados, pois esta ausente tal
definicdo na obra e questdo de Guidorizzi e nem grafico de fungdes de trés varidveis, cujo ndo
foi definido por Thomas em seu livro por ser impossivel de se representar geometricamente.

Antes da etapa final, foi necessario rever as representacdes semiéticas do conceito de
fun¢do. Maggio (2011) com base em Duval (2003), elenca os diferentes registros de funcdo e
seus sistemas semioticos proprios. O seguinte quadro apresenta adaptagdes do autor em relagio

ao conceito de funcao de varias variaveis.
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Quadro 14 — Representacoes e sistemas semioticos aplicados as fun¢des de duas ou mais variaveis

»nOHEwZm>Xm

REPRESENTACOES DISCURSIVAS

Registro de lingua
natural

Uma fungdo f de duas varidveis ¢ uma regra que associa a cada par ordenado de niimeros reais (x, y) de um conjunto D um Unico valor real,

denotado por f (x, y). O conjunto D é o dominio de f e sua imagem é conjunto de valores possiveis de f, ou seja, {f (x, y) | (x, ¥) € D} (Stewart, 2009,
p.815).

Suponha de D seja um conjunto de n-uplas de nimeros reais (x;, x, ... ,x,). Uma fung8o a valores reais f em D é uma regra que associa um Gnico
numero real w = f('x;, x2, ... ,x,) a cada elemento em D. o conjunto D ¢ o dominio da func¢do. O conjunto de valores w assumidos por /¢ a imagem da
fungdo. O simbolo w ¢ a variavel dependente de f, e dizemos que /¢ uma fungdo de » variaveis independentes x; a x,, Também chamamos os x; de
variaveis de entrada da fungdo, ¢ denominamos w a variavel de saida da fun¢do (Thomas, 2012, p.209).

Registro de

sistema de escrita f:4 - R, onde 4 é um subconjunto de R Gr={xy2ER | z=f(x,y), (x,y) €EA}; z=f(x,»)
simbolica
Registro de
sistema de escrita z=x+y; f(x, y)=x2+y? z=\—x2 —y?; f(x, y)=3; f(x, y,2)= x2+y? +22
algébrica
Registro numérico 4=1(34), 1(0,0,0) = 0; f(2,4,3)=3; D={2,3,4,5,6,7} e Im(f)={0, 2, 4, 5, 6, 7, 9},

REPRESENTACOES NAO DISCURSIVAS

Registro em
figuras (2D / 3D)

Nao se aplica

Registro
Cartesiano de
Graficos de
fungédo

Grdfico de f(x,y) =x° +y

Grdfico f(x,y) = sen x cos x
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REPRESENTACOES NAO DISCURSIVAS

y :’\
e
x”'f H“‘*x
.
lr((-“_.-""’-‘-- =t \.\
e %
A e
\
Registro cartesiano .'f i il \ IIII
em curvas ou | | £y | | 5
superfivicies de \ \ ) / |'I
nivel \ 5'\‘ 7 / X
L% ’ /
\, et /
E S By gl N o
T =T T " rd
X gt L8 EF I"!. T o -1=2 T | e
E ] 2 N
M Superficies de nivel de f(x, y,z) =z-1 —-x*-y?,
p HENRIQUES ¢ ALMOULOUD, 2015
L ( Q ) Curvas de nivel da funcdo representada por um paraboloide
(@) Yelocidade do vento (km/h)
S ) el s [ 100 15 20 25 (30 |40 |50 | e | 0| s0
[ 5| 4| 3 2 1 1 o =1 =] —z2| -2| -3
f 0| -2 -3 -4 -5 —| —6| 7| —-&| -u| -u|-w0
. . - - ¥lL=5] -7 -9 -1 -12 -12 |13 |14 [ 15| —16 | —16 | —17
Registro em \ 7 3 | -10|-13|-15 17 -18 -19|-20 | -21 | -22 | -23 | 23 | 24
diagramas e | i) fla, b) . = ' [ '
tabular (tabelas e L i ¥ : 4 = 15 149 21 23 24 25 26 27 9 k2l 30 3
% . " ]
quadros) p Db by 5| 20| 24| 27 29 30 3| 3| 34| 35| 36| 37| 3
.~ pd E 25| -an| 33 35 37 3R | -39 | -4l | a4z | 43| a4 | a5
R Tl can| e - —ar | —an —aa | s | —ag | a0 |50 | 51| —s2
=35 | —41 | —45 —48 —49 -51 | -52 | =54 | -36 [ —-57 | 58| @D
—40 | —47 | =51 —54 —56 -57 | -59 | -6l [ —63 [ -84 | 65| &7
(Thomas, 2012, p.209)
(Stewart, 2009, p. 816)

Fonte: Maggio (2011) baseada em Duval (2003) com adaptacdes do autor
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Assim sendo, essas representagdes foram os atores na coleta de dados, no processo
de registro dessas informagdes.
Como forma de encontrar indicativos para andlise qualitativa, criou-se categorias

baseadas também na teoria de Raymond Duval.

Quadro 15 — Categorias de analise

Categorias objetivo

Representagdes Identificar os tipos de registros de
representacdo abordados nos livros

Identificar as regras tratadas em cada

Tratamento discursivo .
registro

Identificar as regras tratadas em cada

Tratamento nao discursivo .
registro

Buscar conversoes congruentes € nao
Congruéncia semantica congruentes ¢ os elementos que levam a
esses dois fenomenos

Articulacdo entre registros discursivos e ndo | Buscar coordenagdo entre mudanga de
discursivos registro de sistema semiodticos diferentes

Identificar qual o tipo de transformagéo os
Exemplos e exercicios exercicios propostos exigem e, se, no caso
for a conversao, identifica-la.

Fonte: Construido pelo autor

A andlise entdo levou em conta as atividades cognitivas ligadas a semiose, a
substituvidade de expressoes referencialmente equivalente e sua influéncia nos fenémenos de

congruéncia semantica.



FUNGOES, TEORIA DE REGISTROS SEMIOTICOS E FENOMENOS DE
CONGRUENCIA: UMA BREVE ANALISE

CAPITULO 4

FUNCOES, TEORIA DE REGISTROS SEMIOTICOS E FENOMENOS
DE CONGRUENCIAS: UMA BREVE ANALISE

4.1 Introducio

Os registros de representagdo semiodtica t€ém papel importante no pensamento
Matemético. E a partir delas que temos acesso ao objeto matemético referenciado, momento
esse que acontece a apreensdo conceitual. Se, cada significagdo de registro € parcial em relagao
ao objeto referenciado, estd mais do que explicitado a importancia da coordenagdo de pelo
menos dois registros diferentes entre si, na substitutividade de expressoes referencialmente
equivalentes. O estudo de fungdes de duas ou mais variaveis pode e deve ser alicer¢cado nessas
premissas. As linhas finais desse trabalho mostram como trés livros didaticos do ensino
superior, que abordam o contetdo de fun¢des de duas ou mais variaveis, lidaram com a teoria
de Registros de Representagao Semiotica no estudo dessas fungdes, dada a sua importancia em

qualquer atividade matematica.
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4.2 Os livros e os seus registros semioticos de fun¢ao

Invocando a fala de Duval (2012), partimos do pressuposto de que as fungdes nao estiao
diretamente acessiveis a apreensdao se comparada a objetos empiricos. Assim, o uso de
representacdes diminui essa distancia entre abstragdo e compressdo. No entanto, como a
apreensao conceitual de funcdo depende da representacdo (tabela, equacdes, graficos), podem
ocorrer confusdes entre esses dois. E como ndo confundir representacdo com objeto, se o
primeiro contato com o segundo depende exclusivamente do primeiro?

Para tentar contornar este paradoxo, ¢ indicado por Duval (2012) recorrer a muitas
representacdes, de forma que o objeto seja entendido em sua a complexidade e que ele seja
reconhecido em cada representacao referencialmente equivalente.

Nos trés livros didaticos investigados?, as fun¢des de duas ou mais variaveis foram
representadas em seus diferentes sistemas semioticos. O quadro abaixo mostra a relacdo de

registros apresentados em cada livro.

Quadro 16 — tipos de representacoes discursivas e nao discursivas nas obras investigadas

Obra Representacdes presentes

| = Registro de lingua natural

Guidorizzi; |  Registro de sistema de escrita simb6lica
Stewart e | ™ Registro numérico

= Registro cartesiano de grafico de fungdo

Thomas = Registro cartesiano em curva ou superficie de nivel
= registro em diagrama
Stewart ® registro tabular

Fonte: construido pelo autor

Nota-se que apenas o livro de Stewart apresenta o cuidado de representar as fungdes por
meio de tabelas. Essa preocupagdo em estudar as fungdes em suas diferentes representacdes ¢
evidenciada logo ap6s o inicio do capitulo que aborda as fun¢des de duas ou mais varidveis,

como mostra na figura abaixo:

2 A analise considerou apenas as sessdes do livro em que se abordou as fungdes de duas ou mais varidveis. Assim,
ficou compreendido a andlise das paginas 147-162 do livro Um curso de Calculo Volume II de Guidorizzi (2001),
das paginas 814-828 do livro Calculo Volume II de Stewart (2010) e das paginas 209-217 do livro Calculo Volume
IT de Thomas (2012).
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Figura 7. Imagem do livro Calculo Volume II. (Fonte: Stewart, 2010, p. 815)

14.1] FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Nesta seq¢io estudaremos as fungdes de duas ou mais varidveis sob quatro pontos de
vista diferentes:

m verbalmente {pela descrigio em palavias)

B numercamente (por uma tabela de valores)
algebricamente {por uma férmula explicita)
vislmente {por um griifico ou curvas de nivel)

Contudo, cada sistema semidtico deve satisfazer algumas atividades cognitivas ligadas
a semiose, sendo a formacdo, o tratamento e a conversdo. Como as regras (ferramentas
matematicas proprias) utilizadas por cada sistema semidtico sao de conformidade, ou seja, elas
tém papel de torna-las reconhecidas em suas representagdes € uma vez que os registros ja foram
reconhecidos no quadro anterior, decidiu-se identificar as atividades de tratamento e conversao
— obedecendo o quadro 6 — nas sessdes dos livros que abordam o conteudo de fungdo de varias
variaveis. Antes dessa identificagdo, buscou-se entdo quais seriam os possiveis tratamentos e

conversdes que poderiam ser encontrados. Essa acdo resultou nos quadros 17 e 18.
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Quadro 17. Algumas possibilidades de Conversao no estudo de Funcio.

Conversdes hipotéticas

Entre
registros
discursivos
€ nao

discursivos

Registro de partida

Registro de chegada

Lingua natural

Tabular

Lingua natural

Cartesiano de grafico de funcao

Lingua natural

Cartesiano de curva/superficie de

nivel

Escrita simbolica

Cartesiano de grafico de fungao

Escrita simbolica

Cartesiano de curva/superficie de

nivel

Escrita algébrica

Tabular

Escrita algébrica

Cartesiano de grafico de funcao

Escrita algébrica

Cartesiano de curva/superficie de

nivel
Numérico tabular
Numérico Cartesiano de grafico de funcao

Cartesiano de grafico de fungdo

Lingua natural

Cartesiano de grafico de fungdo

Escrita simbolica

Cartesiano de grafico de funcao

Escrita algébrica

Cartesiano de grafico de fungdo

Numérico

Cartesiano de curva/superficie de

nivel

Lingua natural

Cartesiano de curva/superficie de

nivel

Escrita simbolica

Cartesiano de curva/superficie de

Escrita algébrica

nivel
Tabular Lingua natural
Tabular Numeérico
Tabular Escrita algébrica

Fonte: Construido pelo autor
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Quadro 18 — Possibilidades de Tratamento no estudo de Funcao

Registro/Possiveis tratamentos Exemplos
algébl‘iCO Regl‘aS EXEMPLAO 10, ( Fungedo | wrogdneda. ) Uma fur -___-.- FFAsRACH : denomina-ze fin-
algébricas para ¢ido homogénea de grau A se
resolver ¥ L
equacdes s \
diversas para todo ¢ = 0 ¢ para todo | tais que {11, | 4
1) Fix y ir” 4+ Sny v & homoeénea de grau 2. De fato.
fitr. rv) = S{m) () <+ (1yv) . + Sy + ¥0)
Ll |
Fonte: Guidorizzi, 2001, p.150
algébrico agao fle Nos Exercicios 1-4, determine os valores de fungio especificos.
substituir ou N =
atribuir valores L S =x+x
as variaveis das a. f(0, 0) c. fi2,3)
fungdes b. fi-1,1) d. f(-3,-2)
Registros 2. fx.y)=sen (xy)
discursivos L 1
e o)
o m
Is. f(—!E) d. f(—g, —?)
Fonte: Thomas, 2012, p. 215
algébrico acao de

substituir ou
atribuir valores
as varidveis das
fungdes,
alterando a
estrutura da
funcdo original

Manipulacdo para célculo das curvas de nivel, por exemplo
A curva de nivel f(x, v) = 0 é o conjunto de pontos no plano x1 nos quais

flx, ) =100-x* -2 =0 ou x*+»*=100,

o qual € a circunferéncia de raio 10 centrada na origem. Similarmente, as curvas de
nivel flx, v) =51 e fix, v) = 75 (Figura 14.5) sdo as circunferéncias

flx, y)=100-x2=y*=51 ou x?
flx, v)=100-x2—3* =75 ou x*+*=25

Fonte: Thomas, 2012, p. 213

=49
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Registros
discursivos

algébrico Interpretar Para calcular o dominio, fez-se uma interpretagdo global das propriedades da fungdo, dispensando calculos
conjuntos ou EXEMPLO 4. Seja fa fungio dada por
pontos de CHE
funcdes. Analise ! 5 TG e )
global se a (x, y)—> zonde z = 5x"y — 3x.
Ao fi ) . ’ . . - ) .
int?rl;lfeatz d.:rpor O valor de fem (x, vicz=Flxy)=xy— 3x. Na Squagao acuma, x e v estdo sendo vistas ‘f"%"‘:}
meio de suas varidveis independentes e z como varidvel dependente. Observe que o dominio de fé 0 ‘
propriedades Fonte: Guidorizzi, 2001, p.148
algébrico para se definir TS ~
pontos e, (a) £(3.2) = V3i+ 2 +1 vb
equagdes para iz 3 —1 n
descobrir, usa-se - -
meios algébricos A expressio para festd bem definida se o denominador for diferente de 0 ¢ 0 niimero cuja
raiz quadrada serid extraida for ndio negativo. Portanto, o dominio de fé
D={x,y)lx+y+1=0,x% 1}
A desigualdade x + y + | = 0,0u y & —x — 1, descreve os pontos que estiio sobre ou
acima da reta y = —x — |, a0 passo que x # | significa que 0s pontos sobre a reta x = |
precisam ser excluidos do dominio.
Fonte: Stewart, 2010, p.816
lingua Argumentagdo e ST | P i1
secreva em palavras . { sstiao “Para quais
natural em lingua (b) Descreva em palavras o significado da gquesta qui
natural, valores de v ¢ verdade que f(—20,v) = —307". Em seguida,

descri¢ao em
palavras, etc.

responda i quesiao,
Fonte: Stewart, 2010, p.825
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Registros
nao-
discursivos

grafico

Analisar
comportamento
da superficie
para esbogcar um
mapa de
contorno de
curvas de niveis

34. Faga um esbogo do diagrama de contorne da fungiio cujo grifico

¢ mostrado

Fonte: Stewart, 2010, p.826

grafico

Analisar as
regularidades das
curvas de nivel
para esbogar o
grafico da funcao

15-38 Um mapa de contorno de uma fungdio ¢ mostrado. Use-o para

fazer um esbogo do grafico da f.

5. v 36. v 4
.

Fonte: Stewart, 2010, p.826

Fonte: construido pelo autor, com base na teoria de registros de representacdo semiotica, Guidorizzi, Thomas e Stewart
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Dessa forma, os tratamentos e conversdes identificados nos exemplos e atividades

propostas nos trés livros foram agrupados a seguir:

Quadro 19 — Quantificacao das atividades semioticas de Tratamento e Conversio em

cada atividade (exemplo ou exercicio)

G Exemplos Exercicios
U Conteudo Possiveis Possiveis Possiveis Possiveis
1 LisiEll tratamentos | conversdes ezl tratamentos | conversoes
g Fun¢do de duas
variaveis (Fungao
R Grafico de funcdo = i > 22 9 7
I ¢ Curva de nivel)
Z Fungao de Trés
Z | Variaveis (Fungdo e 2 1 1 3 0 3
I Superficie de nivel)
Exemplos Exercicios
S Conteudo T Possiveis Possiveis Possiveis Possiveis
otal ~ Total ~
T tratamentos conversoes tratamentos conversoes
E | Fungdo de duas
W Var’iéveis (Func;e}o 13 5 9 67 8 39
A | Gréfico de fungdo
R | € Curva de nivel)
T | Fungdo  de  Trés
Variaveis (Fungéo e 2 2 0 8 1 7
| Superficie de nivel)
Exemplos Exercicios
Conteudo Possiveis Possiveis Possiveis Possiveis
T Uit tratamentos conversoes Ul tratamentos conversoes
g Fun¢do de duas
variaveis (Fungao
M | Grafico de funcao s . - %9 33 2
A | ¢ Curva de nivel)
S Fungao de Trés
Variaveis (Funcao e 2 1 1 24 12 12
Superficie de nivel)

Fonte: construido pelo autor

Note que, a quantidade de atividades de cada obra ¢ variavel. Para melhor visualizar
esses dados quantitativos, somou-se as atividades (exemplos e exercicios) afim de mostrar um
quociente entre numero de tratamentos e conversdes com essa soma. Por exemplo: 5 exemplos
mais 80 exercicios chegam em 85 atividades no livro de Calculo (volume II) por Thomas. Os

tratamentos somados de seus exemplos e exercicios sao 2+45=47 — logo tem se uma relagao
) .. 47
aproximada de 0,57 tratamentos por cada atividade (g ).

O resultado foi o seguinte:
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Quadro 20: Relacao entre total de atividades com tratamentos e conversdes

possiveis
Obra Valor aproximado
Guidorizzi e (0,67 tratamentos e 0,34 conversdes
por exercicio por exercicio
Stewart e (.4 tratamentos e (0,61 conversao
por exercicio por exercicio
Thomas e (0,57 tratamentos e (0,46 conversoes
por atividade por exercicio

Fonte: Construido pelo autor

Percebe-se que, enquanto os outros livros focam na quantidade de tratamentos internos
possiveis em cada atividade, o livro de Stewart se destaca pela possibilidade de ter quase 0,6
conversoes por atividade, o que ¢ razoavel de se ter devido a sua natureza de fazer as fungdes
serem representadas por diferentes sistemas semioticos, de acordo com a figura 6. Das
conversdes quantificadas, a obra de Stewart se destaca por ser a unica que apresenta relagdes

usando tabela e linguagem simbolica e numérica, como mostra a figura a seguir.

Figura 8 — Exemplo de conversdes entre registros tabular, numérico e natural

(Stewart, 2010, p.825)

§, A alwra das ondas b em mar aberto depende da velocidade do
vemo v ¢ do intervalo de tempo ¢ no qual estd ventando com a
mesma velocidade. Os valores da fungio h = flu, 1), dados em
pés, sa0 apresentados na tabela a segur
{a) Qual ¢ o valor de (80, 15)? Qual € o seu sigmhcado?

(b)) Qual o significado da fungdio h Fi60, 07 Descreva scu

comportamento
{¢) Qual o sigmficado da funcio i fiw, 30)! Descreva seu
compOrtamento.

Duracio (horas)
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De forma que aparenta ser ndo tdo criativa, os livros restantes abordam as
tradicionais conversdes entre registros graficos e algébricos. Num paralelo historico, assim
como no passado (nem tao distante assim) essa configuracao se mostrou muito bem-sucedida,
sendo uma articulagdo necessaria para o desenvolvimento de propriedades e conceitos ligados
a defini¢do de fun¢do. Concorda-se com Duval (2012), de que o progresso dos conhecimentos
¢ sempre acompanhado da criacdo e desenvolvimento de sistemas semidticos que mais ou
menos coexistem entre eles.

Um claro exemplo que se tem € quando se quer analisar o comportamento de fungdes
reais de trés varidveis de forma grafica. Como esse tipo de fungdo tem grafico na quarta
dimensdo, a unica maneira de se analisar seu comportamento € pelas superficies de nivel, no
espago.

Embora seja necessaria, essas conversdes sao em sua maioria nao congruentes, devido
a quantidade de tratamentos internos realizados em um registro de partida antes que se parta
para o registro de chegada. Como o conteudo de fungdo de duas ou mais variaveis ¢ destinado
ao ensino superior, se pressupde que o sujeito em aprendizagem ja tenha adquirido uma ampla
bagagem em apreensao conceitual e ja tenha contato com diversas representagcdes de fungao.
Assim, mesmo que tais conversdoes ndo sejam congruentes, a substitutividade dentre essas
expressoes referencialmente equivalentes se torna necessaria e talvez corriqueira no estudo de
Calculo. Nao existe outra maneira de conceitualizar as fun¢des de duas ou mais variaveis senao

pelo enfrentamento dos fendmenos de congruéncia € ndo congruéncia.

4.3 Articulacio entre registros em Calculo: a nao congruéncia mais que

necessaria

Apesar da conversdo (apenas a mudanga entre registros distintos) representar um salto
entre duas redes semanticas, essa mesma atividade ndo tem importancia real para a
compreensdo dos objetos (DUVAL, 2012). Deve haver certa articulagdo entre multiplos
registros, o que justifica a grande variedade de registros semidticos de referéncia a um mesmo
objeto. (Rever quadro 4 e 6).

Porém, ¢ fato que a economia de tratamento permite a que a articulagdo entre registros
seja movida a chegar em tratamentos menos custosos, do ponto de vista cognitivo ou até mesmo
continuar no mesmo registro, se verificar que ali had os menores tratamentos. Assim, de acordo
com Duval (2012), esse tipo de articulagdo movida a referéncia (em busca de registros menos
custosos, de mesma referéncia ao objeto) ocasiona o fendmeno chamado congruéncia

semantica. Ou seja, o estudante “foge” ou evita certas representagdes devido aos seus
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tratamentos. Isso pode causar a ndo articulagdo entre os registros, propriedade essencial
ligada a noesis. Como criar representacdes mentais se me abstenho de certas conversdes devido
a economia de tratamento?

Dessa forma, nos trés livros analisados, selecionou-se 1 problema de congruéncia e 3
problemas de ndo congruéncia, uma vez que se admite a maioria das conversdes presentes nos
cursos de célculo ndo sdo congruentes.

O primeiro problema de congruéncia ¢ relacionado a conversdo especifica entre registro
numérico e registro tabular. Para andlise de congruéncia, ¢ necessario a discriminacdo de
unidades significativas de cada registro bem como examinar as transformacdes internas

necessarias para mudancga de registro.

Figura 9. Exemplo de conversao congruente (Stewart, 2010, p.816).

Velocukade do vento (kmvh)

[ g i % 3 V& " P "
1 i) | i1 ; H1 A i ' 'l )

eal (C

4l

Po excemplo, a tabela mostra que, se a [CMPCriturs ¢ 5 °C ¢ a velocidade do veni
S50 kmvh, enitdio subebivamente parecer:d tho P quanto uma lemperalura de cercade 15%

sem vento. Portanio.,

Nesta atividade, a conversao parte da tabela para um registro numérico. Note que, a
primeira linha e a primeira coluna fazem o papel respectivamente dos eixos x ¢ y do plano e a
localizagdo dos pontos ganha uma nova roupagem. O cruzamento das linhas e colunas
corresponde a um ponto especifico, que corresponde a um valor da func¢do f ou relagdo entre

temperatura e vento. A volta desse tipo de registro também ¢é congruente, pois ¢ realizada
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praticamente imediata. Na figura 10, a primeira questdo pede que se localize o valor da

funcao no ponto dado.

Figura 10. Exemplo de conversio congruente. (Stewart, 2010, p.825)

TABELA 3 Temperatura aparente como fungio
da temperatura ¢ da vmidade
Umidade relativa (%)
Ll

20 i) A0 0 &0 70

b | ‘ | by |

35 - | s ‘

Temperatura real

| &
41) } | |

(a) Qual ¢ o valos dr.:l,l' (35, 60)7 Qual & o seu hljﬂﬂlfll;':lihi':'
(b) Para que valor de A temos (30, k) = 367

427

(¢) Para que valor de T temos f (T, 40}

Perceba que ndo hé tantos tratamentos internos para que seja feita a mudanga de
registros: € uma conversao menos trabalhosa ou se diz que o custo cognitivo ¢ bem baixo.

A préxima figura mostra a constru¢do de um paraboloide.
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Figura 11. Exemplo de conversiao niao congruente. (Stewart, 2010, p.825)

EXEMPLO 5. Esboce o El ifico de f(x, ¥) X
SolLca
: X ()
A intersecio do grafico de fcom o plano x = () € a parabola » localizada ng pla|
.. | ¥ 1

vz. Por outro lado, a intersegio do grafico de f com o plano z = ¢ (i 0)éa circunfergy,

= r _ _
i de centro no e1xo 7 e locahizada r1:-i‘-||l'|-l [ .-"'.-\l".lll.-::.!r'.’lllx_'uxj;_-rL.I,
| X ! i d !

X )

tido girando, em torno do eixo z, a pardbola . (Por gqué?)

A mudanca antes de ser realizada requer algumas transformacdes internas, ainda no
registro algébrico. Perceba que, como o sujeito ndo conhece o grafico de f, ele vai registrando
o comportamento da func¢do nas intersecdes com os eixos — logo isso devolve equagdes que ja
¢ sabida pelo sujeito como as parabolas. A ultima analise ¢ em relagdo com as curvas de niveis
serem todas circunferéncias — o que significa que as parabolas estdo girando entorno do eixo z.
Aqui ndo ha o tratamento grafico de ponto a ponto, mas sim de extensdo do tragado (Duval,
2011), que foi a revolucao das parabolas. A quantidade de transformagdes internas tornou a
construgdo desse grafico uma conversao nao congruente: seja franco, atividades assim nao sao
feitas de imediato.

A volta desta atividade ndo seria congruente também — seriam feitos cortes na superficie
e analisados esses cortes um a um, o trabalho reverso, afim de se chegar na equagao. As
superficies de revolu¢do apresentam um bom comportamento, porém, ha superficies que
tornaria a conversao de grafico para equacao bem trabalhosa, elevando o custo cognitivo de tal

atividade.



61

Outra conversao recorrente aos trés livros analisados foi a de esbogar os dominios

de fungdes, de acordo com as trés seguintes figuras:

Figura 12. Exemplo de conversio nio congruente (Guidorizzi, 2009, p.148)

EXEMPLO 3. Represente graficamente o dominio da fung¢io fdada por
flx ¥) = oJy—x +4f1—>
Salugdao
O dominio de fé o conjunto de todos os pares (x, ¥ LJcomy —x=0e
| =y=0D;={(x. y)ER Iy=xey=1)}.
A
y=3x
|
ry=1
0 J
] ! i
1
|

Figura 13. Exemplo de conversio niao congruente. (Thomas, 2012, p.215)

Mos Exercicios 5-12, encontre e esboce o dominio para cada fungéo.
5 fl,y) = Vy—x-2
6. flr.y) =In(x? + y* — 4)
(x— 1)y + 2)
T fy) = (v = x)y = x)
sen (xy)
8 flx.y) = 5¥———
x+y =25
9, flx,y) = cos ' (y — x°)
10. fix,y)=In{xy+x—-y—1)
1. flx.y) = Vix" — 4)(y" — 9)
12. f(x,y) S
In(4 — x> — y7)




62

Figura 14. Exemplo de conversiao nio congruente. (Stewart, 2010, p.816)

FIGURA 1

Domumeo de Fix, v

FIGURA 3

Nestes trés exemplos, se vé o custo cognitivo semelhante ao de esbogar um grafico
cartesiano. O que antecede a mudanca de registros sdo tratamentos internos algébricos para se
determinar o comportamento das fungdes. Feito isso, a figura é esbogada no plano. Aqui, se vé
o que Duval (2009) chama de abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais. Tal
qual foi feito nos registros algébricos, as propriedades graficas agora sdo analisadas como um
todo, e se vé correspondéncia com os registros algébricos: a equagao corresponde ao tracado da
curva, os pontos de dominio sdo os que satisfazem a equacio, o plano é todo o R? e etc. no
entanto, antes de fazer essas correspondéncias de congruéncia, foi preciso algumas
transformagdes — o que os caracteriza como um fenomeno de nao congruéncia.

Por fim, a figuras 15 traz a ndo congruéncia do calculo das curvas de nivel, também

analogo as superficies de nivel.
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Figura 15. Exemplo de conversiao nao congruente. (Stewart, 2010, p.816)

MPLO 12 Esboce aleumas curvas de nivel da funcio hix, v) Ix" +
As curvas de nivel sfo
. 1
dx” + y k ol ——
K k
que, para k = 0, descrevem uma familia de elipses com semieixos vE2e vk A Figura
I 7/{a) mostra o diagrama de contornos de & desenhado por computador com curvas de
nivel correspondendo a k = 0.25,0,5,0.75 4. A Figura 17(b) apresenta essas curvas
de nivel elevadas para o grifico de i (um paraboloide eliptico). onde elas se tomam os cor
tes horizontais. Vemaos na Figura 17 como o grifico de h é montado a partir de suas cur-
vas de nivel.
.
EI
'
s ¥ -
: -
=
!
1] Mapa WG {h) € cs hoe Nl [ 1% de ni | fa

Aqui, as transformacdes para se calcular as curvas ou superficies seguem passos
algoritmizados, que € igualar o valor da fun¢ao a uma constante real, o que deixa a nova equacao
com uma dimensao grafica a menos. Encontrada a familia de equagdes, se parte para ao esbogo
de algumas curvas ou superficies. Nesse tipo de atividade, também ¢ feita uma interpretagao
global das propriedades das figuras, em relacdo a familia de curvas ou superficies e em relagdo
ao grafico da fungao original. Por exemplo: quando se esta com dificuldade em representar um
grafico de func¢do, pode se analisar seu comportamento através das curvas de nivel. Curvas
muito proximas significa crescimento da fung¢do, picos ou vales. Curvas longe uma da outra,
podem significar uma superficie estavel, e etc.

No entanto, apesar de algumas conversdes entre registros discursivos e nao discursivos
ndo apresentarem congruéncia semantica, elas sao necessarias para que haja a coordenacao

entre esses registros. Se ela ndo ocorre, a conceitualizagdo pode acontecer, porém fica restrita
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ha um unico registro, ¢ a aprendizagem perde parte de seu significado — que nao ¢ uma
alternativa viavel dentre a Educagdo Matematica.

Em suma, “o que ¢ importante ndo ¢ a mudanga de registro [...], mas os tratamentos que
poderdo ser realizados na representacdo obtida apds a mudanga de registro” (Duval, 2012,
p-285). Propor conversdes locais ndo favorecem o processo de coordenacdo de registros, que
necessitam de uma visao mais global em relagdo as representagdes. Cada aluno pode realizar as

coordenacdes entre registros por si sO, no entanto algumas tarefas facilitam esse processo.

Uma aprendizagem que leve em consideracdo a ligagdo estreita que existe entre a
noesis ¢ semiose deve, entdo, elevar os alunos a uma condi¢do de tomada de
conscientizacdo mais global e, para tal, sdo necessarias atividades de ensino mais
especificas (Duval, 2012, p. 284)

Dessa forma, listamos a seguir algumas atividades que conseguem propor articulagdes

entre registros diferentes apresentadas nos livros em analise.
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Quadro 21 — Atividades que propde coordenac¢io entre registros

Caracteristica da

Possiveis exemplificagdes, segundo Duval (2012)

atividade
Exemplo 1:
30. Faga uma correspondéncia entre a fungfio e seu grifico (indi
cado por 1-¥1), D€ razbes para sua cscolha,
) flx,v)= x| + |vl () Six,¥) = lxy|
i : b
) fig, ¥} d) fix,¥) =[x =)
l + "4 ¢ i
{(e) Jix,¥)=(x ' (N fix, v) =senilx] + I¥))
I ia ] 4
Atividades de
variagoes

comparativas relativas
a significacdo das
representacoes

Fonte: Stewart, 2010, p.826

Exemplo 2

Identificando superficies e curvas de nivel

Os Exercicios 31-36 exibemn curvas de nivel para as fungdes cujos
graficos sdo apresentados em (a)-(f) na paging a seguir. Associe
cada conjunto de curvas & fungdo apropriada.

. EEN

Fonte: Thomas, 2009, p. 215




Atividades que
associam ou nao
tratamentos nao
semidticos e
semioticos

Exemplo 3:

34. Fagaum esbogo do diagrama de contorno da fungio cujo grifico
¢ mastrade

Fonte: Stewart, 2010, p.826

Exemplo 4:

31. Dois mapas de contorno sio mostrados na figura. Um € de uma
fungdio feujo grifico € um cone. O outro € de uma fungdo g cujo
griifico € um paraboloide. Qual € qual? Por gué?

I V4 i 4

Fonte: Stewart, 2010, p.826

Exemplo 5

Raciocinando geometricamente, determine, caso existam, os valores mdximo e minimo def
cm -"t. |'ll..'I'I'I LTI O PIHTIlIi'I.\ T e estes valores sio ..'|_|_i_||;_r|_|j|,:|l;_

afixyi=2r+y+3cAoconjuntode todo {, Vilasquex =0, v =Dexr+y=2.
J ] ] 1 "] .

By fix, ¥} = x + ye A o conjunto de todos (x, ¥) Lais que x = (), yOr+2y=T2k+Y <5
ey=x— L

chfix, ¥l - ¢ A o conjunto de todos (x, vitaisque —l = x=Qe] =y=2

X

b ¥ 2 7 ]
d}fix, yvi= —— cAociculo(x— 3y +(y = 1V = |,
A 1

Fonte: Guidorizzi, 2010, p.160
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Atividades de dupla
produgdo para as
representacoes
semidticas complexas

Exemplo 6:

No Exemplo 2 consideramos a fungio W = (T, v), onde Wera
o indice de sensagdo wérmica ocasionado pelo vento, T, a tem-
peratura real ¢ v, a velocidade do vento. A representagdo nume-
rica foi fornecida pela Tabela 1.

(a) Qual o valor de (= 15, 40)? Qual sew significado?

(b) Descreva em palavras o significado da questio “Para quais
valores de v ¢ verdade que f(—20, v) = —307". Em seguida,
responda i questiio.

{¢) Descreva o significado da questio “Para quais valores de T
vale [(T,20) = —497", Em seguida, responda & guestao.
(d) Qual o significado da fungdo W = f(—35, v)? Descreva o

comporamento dessa lungio,

(¢) Qual o significado da fungdio W = f(T', 50)? Descreva o com-
portamento dessa fungiio,

Fonte: Stewart, 2010, p.825

Exemplo 7:

61-64 Descreva as superficies de nivel da fungdo.
Sl. fix.v;zi=x+ 3+ 3z

6L fir.v.0)=x+ 3 +57
6. flr.vo=r—y+7

4. flv.2)= X .'-'I

Fonte: Stewart, 2010, p.825

Exemplo 8:

"

y= Rsentez = fix(0),y{) (R>0). Comoéo grifico de f!

Fonte: Guidorizzi, 2010, p.161

L I . 5
g Sejaf (1) = =~ Desenhe a imagem dacurva y (1) = (x(2), y 1) (7)) onde x = R cos 1,
i i '

Exemplo 9:

e f iz, y) = 0 para todo (x, ¥} # (0, 0),

8. Seja g1 [0, 2 — R uma fungliio dads. Prove que existe uma inica fungio f R — K. h
B Exercicio & nos diz que uma fungio homogénes fica completamente determina
Conhecem os valores que ela assume sobre os pontos de umma circunferéncia de centro o

Bem. )
Fonte: Guidorizzi, 2010, p.151

h-Bejaf. p? R homogénea e suponha que fla, k)= 0 para todo (2 b}, com a® + & = |. Mostre

CEITiCH-

Blnca de prau A = 0, tal que, para todo @ € [0, 2o [, f{cos e, sen a) = g (). (Observagan:
da quando se

a ori
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Os exemplos 1 e 2 do quadro 21 se fundamentam na observacdo de registros
diferentes. Assim, de acordo com Duval (2012) a apreensdo de representagdes semioticas esta
ligada a discriminagdo de unidades significantes de cada registro em que foi formada. O tnico
modo de se fazer ¢ por meio da observagao das variagdes internas de um registro em relacao a
outro. O que mudou? O que eles t€m em comum? Qual a variagdo de uma unidade significativa
em funcdo dessa (do outro registro). Vejam as comparagdes solicitadas nos exemplos, ao propor
comparagdes ou associagdes entre registros referencialmente equivalentes. E para fazer isso, ¢
necessaria uma analise para identificar as variagdes entre as unidades significativas em comum
a cada registro.

Nem sempre os tratamentos sdo puramente calculos ou ag¢des realizadas em algum
registro material. Um exemplo disso estd presente na geometria, em que certos tratamentos
podem ser realizados mentalmente. De acordo com Duval (2012), certas atividades levam o
aluno a apropriar de tratamentos ao propor uma ligacao entre tratamentos semioticos (realizados
em registro) e ndo semidticos (que nao necessitam ser registrados). O exemplo 3 e 4 apresentado
propde que se faga um esbocgo e descubra uma representacao nova a partir de outra. Como nao
ha valores, a atividade requer tratamentos de orientagdo, profundidade, nog¢ao espacial que nao
necessitam de ser calculados. J4 o exemplo 5 traz relagdes entre tratamentos graficos e
algébricos para a resolugdo da questdo.

Os exemplos 6, 7, e 8 se referem a toda acdo de expor em lingua natural um
procedimento, um raciocinio, um calculo, etapas de uma resolugdo. De acordo com Duval
(2012), essas produgdes sao feitas afim de tornar organizado de forma linear um registro
semidtico que ndo apresenta uma organizac¢do linear, essenciais ao raciocino dedutivo e
compressao de texto. O exemplo 9 ¢ a sintese deste tipo de atividade: requer de fato a produgao
de dedugdes matematicas.

Dessa forma evidenciou-se que, o uso de muitas representagdes semioticas quanto ao
estudo de funcdo favorece a coordenacdo entre registros, que se mostrou mais criativa e

reincidente na obra de Stewart, em relagdo as demais.



CONSIDERAGOES FINAIS

CONSIDERACOES FINAIS

A conceitualizagdo das funcdes, segundo Duval (2012), repousa na articulagdo de pelo
menos dois registros semidticos, uma vez que as representagdes semidticas podem ser parciais
em relagdo ao objeto representado, como forma de complementariedade. Em outras palavras,
eis aqui a defesa pela articulagdo entre registros em torno de que dé mais sentido entre eles, por
meio de atividades que favorecam este processo.

A historia da Matematica nos conta de uma articulagdo ou coordenag¢do que permitiu o
desenvolvimento e progresso do conceito de funcdo através de registros discursivos e nao
discursivos. Assim, os registros algébricos e graficos se tornam indissociaveis, uma vez que
ambos coexistem entre si, de forma a se complementarem.

A maiorias das atividades analisadas das secoes acerca do contetido de funcao de duas
ou mais variaveis dos livros contemplam o tratamento, e esses sdo em maioria dentro dos
registros simbolicos (algébricos). As conversdes, que em maior parte sdo de equacdes aos
registros graficos apresentaram o fendémeno de ndo congruéncia semantica. No entanto, esse
fendmeno ndo pode pdr em risco a ndo articulacao de diferentes representagdes, fundamental a
atividade cognitiva noesis.

Apbs essa breve analise nos sentimos confiantes em responder a pergunta de pesquisa
deste trabalho: Como os livros de Calculo II privilegiam as diversas representacdes de fungdes
de duas ou mais variaveis de acordo com a teoria dos registros de representacdo semidtica? Para
isso, redigiu-se trés consideragcdes que nos levam a solucionar a pergunta de pesquisa.

(a) O livro Calculo Volume II de Stewart foi o tinico que trouxe a importancia de se
representar as fungdes em mais representagdes da habitual dupla de registro grafico/algébrico

sendo o Unico a trazer a tona registros em tabela. Assim, isso implicou em mais conversdes em
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suas atividades, o que ndo torna timida a articulacdo entre esses registros para o
entendimento de fun¢do de duas ou mais variaveis através de seus exercicios propostos;

(b) O livro Um curso de Calculo Volume II de Guidorizzi apresenta uma proposta
afim de contribuir com o raciocinio dedutivo, essencial aos professores e matematicos, que
como vimos na evolugdo historica da Analise é puramente algébrico. Toda essa algebrizagao
tira o protagonismo das representacdes diferentes de funcdo (ndo apresentando nem a
representacao discursiva de funcdo de n varidveis), o que torna este livio em relacdo a
coordenacao de registros proporcional em relacao as suas poucas representagdes de funcao.

() O livro Calculo volume II de Thomas, juntamente com o a obra de Stewart traz
um artificio de sugerir articulagdes entre registros ndo discursivos e discursivos usando
softwares de computador para plotar graficos, atividades em que a interpretagcdo global de
propriedades dessas figuras graficas em relagcdo a outros registros importa mais que o ato de
tracejar ou localizar ponto a ponto no esbog¢o de um gréfico isolado.

Assim sendo, a articulagdo entre registros de fun¢do de duas ou mais variaveis ¢
fundamental para a aprendizagem matematica, e tem relagdo direta com as representagdes, ou
seja, quanto mais representagdes, mais conversdes € por sua vez, mais coordenacodes entre
registros podem ocorrer. No entanto, esta operacdo merece ser mais estudada, o que nao foi
foco deste trabalho. Uma sugestdo, ¢ aprofundar sobre este tema em futuros trabalhos acerca de
funcdo e a teoria de Raymond Duval.

Também, considera-se que nao ha livro melhor ou pior quanto ao Ensino de Fungdes de
duas ou mais variaveis, e sim livros que privilegiam as representacdes de func¢do a luz da teoria
de Duval (2012).

Por fim, outros objetos matematicos podem também ser analisados em livros didaticos,
afim de investigar a maneira como as representacdes ou expressdes referencialmente
equivalentes estdo sendo privilegiadas a luz da Teoria dos Registros de Representacao

Semiotica.
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