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2020

i



ARIEL DOS SANTOS SANTIAGO

Associatividade nos produtos tensoriais
projetivo e injetivo

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
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Botelho.
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Resumo

Dados os espaços normados X1, . . . , Xn, reais ou complexos, estudamos neste trabalho al-
gumas propriedades do produto tensorial projetivo X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn e do produto tensorial
injetivo X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn. Os objetivos principais são enunciar e demonstrar com detalhes
os seguintes resultados: (i) O produto tensorial projetivo é associativo; (ii) Se pelo me-
nos dois espaços normados X1, . . . , Xn têm dimensão infinita, então o produto tensorial
X1 ⊗ · · · ⊗Xn munido com a norma projetiva é um espaço normado incompleto; (iii) O
produto tensorial injetivo é associativo. Para atingir esses objetivos, fazemos a construção
algébrica do produto tensorial, estudamos as normas projetiva e injetiva e provamos os
teoremas de linearização em cada um desses casos.

Palavras-chave: Espaços de Banach, norma injetiva, norma projetiva, associatividade.
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Abstract

Given the normed spaces X1, . . . , Xn, real or complex, in this work we study some proper-
ties of the projective tensor product X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn and of the injective tensor product
X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn. The main purposes are to state and to provide detailed proofs of the fol-
lowing results: (i) The projective tensor product is associative; (ii) If at least two of the
normed spaces X1, . . . , Xn are infinite dimensional, then the tensor product X1⊗· · ·⊗Xn

endowed with the projective norm is incomplete; (iii) The injective tensor product is asso-
ciative. To prove these results, the algebraic tensor product is constructed, the projective
and injective norms are studied and linearization theorems for each of these cases are
proved.

Keywords : Banach spaces, injective norm, projective norm, associativity.
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Lista de Śımbolos

N {1, 2, 3, . . .}

R conjunto dos números reais

C conjunto dos números complexos

K R ou C

‖ · ‖ ou ‖ · ‖E norma em um espaço normado E

(E, ‖ · ‖) espaço normado E com a norma ‖ · ‖

| · | módulo

π norma projetiva

ε norma injetiva

BE bola unitária fechada do espaço normado E

xn
n
−→ x a sequência (xn)

∞
n=1 converge para x

L(E;F ) espaço dos operadores lineares entre os espaços E e F

L(E;F ) espaço dos operadores lineares cont́ınuos entre os espaços normados
E e F

E∗ dual algébrico do espaço vetorial E

E ′ dual topológico do espaço normado E

E ′′ bidual topológico do espaço normado E

JE mergulho canônico do espaço normado E em seu bidual E ′′

σ(E,E ′) ou w topologia fraca do espaço normado E

xn
w
−→ x a sequência (xn)

∞
n=1 converge na topologia fraca para x

σ(E ′, E) ou w∗ topologia fraca-estrela do espaço dual E ′

ϕn
w∗

−→ ϕ a sequência (ϕn)
∞
n=1 converge na topologia fraca-estrela para ϕ

co(S) envoltória convexa do conjunto S

E fecho na topologia da norma do conjunto E

[E] espaço gerado pelos elementos do conjunto E

h(E) imagem de um conjunto E pela aplicação h : E −→ F
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AL linearização, definida sobre o produto tensorial, da forma n-linear
A

IG,E operador inclusão de G em E

IE operador identidade definido em E

L(X1, . . . , Xn;Z) espaço das formas n-lineares de X1 × · · · ×Xn em Z

Lf (X1, . . . , Xn;Z) espaço das formas n-lineares de tipo finito de X1 × · · · ×Xn em Z

L(X1, . . . , Xn;Z) espaço das formas n-lineares cont́ınuas de X1 × · · · ×Xn em Z

LI(X1, . . . , Xn) espaço das formas n-lineares integrais

X1 ⊗ · · · ⊗Xn produto tensorial dos espaços X1, . . . , Xn

X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn produto tensorial projetivo dos espaços normados X1, . . . , Xn

X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn produto tensorial injetivo dos espaços normados X1, . . . , Xn

T1 ⊗ · · · ⊗ Tn produto tensorial dos operadores lineares T1, . . . , Tn⊗

n

X produto tensorial do espaço X por ele mesmo n-vezes

n∏

j=1

xj produto dos n números xj ∈ K, j = 1, . . . , n

n⋂

j=1

Aj interseção dos n conjuntos Aj, j = 1, . . . , n

⋃

j∈I

Aj união dos conjuntos Aj, j ∈ I

∞⋃

j=1

Aj união enumerável dos conjuntos Aj, j ∈ N

∏

j∈I

Xj produto cartesiano generalizado dos conjuntos Xj, j ∈ I

n⊕

j=1

Xj soma direta dos conjuntos Xj, j = 1, . . . , n

(X, τ) espaço topológico munido da topologia τ

C(X;Y ) conjunto das funções cont́ınuas entre os espaços topológicos X e Y

C(X) conjunto das funções cont́ınuas entre o espaço topológico X e o
corpo K

(X,M) espaço mensurável

M(X,K) espaço das medidas de Radon de X em K
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Introdução

Este trabalho insere-se na grande área de Análise Funcional, subárea da Teoria dos
Espaços de Banach. Nesta área, não apenas operadores lineares são estudados, e entre os
operadores não lineares mais importantes estão os operadores multilineares, os polinômios
homogêneos e as funções holomorfas (veja, por exemplo, os livros clássicos [8, 19, 20]).

É claro que muito da teoria linear se perde no caso não linear. Uma tentativa de
minimizar essa perda é buscar um processo de linearização, que significa associar a um
operador não linear um outro operador linear cujas propriedades, que podem ser estudadas
com o aux́ılio da teoria linear, forneçam informações sobre o operador não linear original.
Muitas técnicas de linearização foram desenvolvidas com sucesso, e neste trabalho estamos
interessados na linearização de operadores multilineares.

No caso multilinear, da Álgebra veio a técnica de linearizar operadores multilineares
por meio do produto tensorial. Mais especificamente, se X1, . . . , Xn, Y são espaços ve-
toriais, então todo operador n-linear A : X1 × · · · × Xn −→ Y admite uma linearização
definida no produto tensorial X1 ⊗ · · · ⊗ Xn a valores Y , que é um operador linear que
carrega muitas das caracteŕısticas de A.

Na Análise, consideramos operadores multilineares cont́ınuos entre espaços normados
e espaços de Banach, e para isso devemos definir uma norma no espaço vetorial X1⊗· · ·⊗
Xn e estudar a continuidade da linearização de um operador multilinear cont́ınuo. Há
muitas maneiras de se fazer isso, cada uma delas com suas caracteŕısticas e finalidades.
Trabalhamos nesta dissertação com a norma projetiva π e com a norma injetiva ε, que são
as mais importantes, tanto do ponto de vista histórico como no que concerne as aplicações.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar demonstrações completas e detalhadas
de três resultados, a saber:
(i) O completamento do produto tensorial munido da norma projetiva, denotado por
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn e chamado de produto tensorial projetivo, é associativo;
(ii) Se pelo menos dois espaços normados X1, . . . , Xn têm dimensão infinita, então o
produto tensorial X1 ⊗ · · · ⊗ Xn munido com a norma projetiva é um espaço normado
incompleto;
(iii) O completamento do produto tensorial munido da norma injetiva, denotado por
X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn e chamado de produto tensorial injetivo, é associativo.

Esses três resultados são conhecidos e largamente utilizados em pesquisa, mencionamos
apenas alguns artigos nos quais eles são usados: [4, 7, 12, 13, 16, 25]. A questão é
que, mesmo sendo muito utilizados, é muito dif́ıcil encontrar demonstrações completas
e detalhadas na literatura, por serem tais demonstrações longas, técnicas e trabalhosas.
Para agregar mais interesse ainda, mencionamos que associatividade não se verifica em
produtos tensoriais topológicos em geral. Por exemplo, não vale a associatividade em
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produtos tensoriais de espaços vetoriais topológicos (veja [11]) e não vale a associatividade
em produtos tensoriais projetivos simétricos de espaços de de Banach (veja [2, 25]). Por
tudo isso acreditamos que a apresentação de demonstrações completas e detalhadas desses
três resultados pode ser uma boa contribuição para a literatura na área.

Descreveremos a seguir como o trabalho está estruturado.

No Caṕıtulo 1 fazemos uma breve introdução aos conceitos básicos necessários para
entender as definições e as demonstrações que se seguem ao longo deste trabalho, nos se-
guintes temas: espaços de Banach, operadores cont́ınuos, extensão de operadores, espaços
topológicos, topologia fraca, topologia fraca-estrela, medidas e integrais. Em geral, para a
teoria básica de espaços de Banach e operadores lineares nos referimos a [3], para produtos
tensoriais nos referimos a [6, 23], e para a teoria dos operadores multilineares cont́ınuos
nos referimos a [10, 19].

No Caṕıtulo 2, considerando os espaços vetoriais X1, . . . , Xn, Z e os respectivos su-
bespaços E1, . . . , En de X1, . . . , Xn, faremos a construção do produto tensorial (algébrico)
dos espaços vetoriais X1, . . . , Xn, que será denotado por X1 ⊗ · · · ⊗ Xn. Vemos nesse
caṕıtulo que o produto tensorial X1⊗· · ·⊗Xn é, em particular, um subespaço vetorial do
dual algébrico do espaço das formas multilineares definidas sobre o produto cartesiano dos
espaços X1, . . . , Xn que tomam valores no corpo de escalares, em particular, os elemen-
tos do produto tensorial são funcionais lineares. Preparando o terreno para os caṕıtulos
seguintes, provamos neste caṕıtulo a associatividade do produto tensorial algébrico. Para
isso, é necessário abordar o chamado Teorema da Linearização, que permite associar cada
operador multilinear A a um único operador linear AL, o qual nos referimos por linea-
rização de A e cujo domı́nio é o produto tensorial. Essa associação é feita de maneira que
o espaço dos operadores multilineares de X1 × · · · × Xn em Z é isomorfo ao espaço dos
operadores lineares de X1 ⊗ · · · ⊗Xn em Z.

No Caṕıtulo 3 estudamos a norma projetiva π no produto tensorial de espaços nor-
mados X1, . . . , Xn. Agora que o produto tensorial é um espaço normado, denotado por
X1 ⊗π · · · ⊗π Xn, podemos considerar um completamento X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn, o qual chama-
mos de produto tensorial projetivo. Considere Z um espaço normado. Provamos algumas
propriedades da norma projetiva até chegar no Teorema da Linearização para o produto
tensorial projetivo, que permite associar cada operador multilinear cont́ınuo A a um único
operador linear cont́ınuo AL de modo que o espaço dos operadores n-lineares cont́ınuos
de X1 × · · · ×Xn em Z é isometricamente isomorfo ao espaço dos operadores lineares de
X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn em Z por meio da correspondência A ←→ AL. De posse do teorema da
linearização, provamos dois dos resultados centrais da dissertação: a associatividade no
produto tensorial projetivo e a incompletude de X1⊗π · · · ⊗πXn quando pelo menos dois
desses espaços têm dimensão infinita.

No Caṕıtulo 4 estudamos a outra norma central na teoria dos produtos tensoriais de
espaços de Banach: a norma injetiva ε. Denotamos o produto tensorial munido da norma
injetiva por X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn e seu completamento por X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn, o qual é chamado
de produto tensorial injetivo. Veremos que, ao contrário da norma projetiva, o produto
tensorial de subespaços E1 ⊗ε · · · ⊗ε En é isomorfo isometricamente a um subespaço
do produto tensorial X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn, além disso, se os subespaços E1, . . . , En forem
fechados então E1⊗̂ε · · · ⊗̂εEn é isomorfo isometricamente a um subespaço fechado de
X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn. Por serem normas diferentes e nem sempre equivalentes, a continuidade
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da linearização de um operador multilinear cont́ınuo em relação à norma injetiva não é
equivalente à continuidade na norma projetiva. Segue disso que devemos ter um teorema
de linearização diferente para a norma injetiva. Definiremos formas multilineares integrais
e provaremos que a linearização de um operador multilinear é cont́ınua em relação à norma
injetiva se, e somente se, o operador é integral. Este teorema de linearização, que depende
fortemente do Teorema de Riesz para representação de funcionais lineares cont́ınuos em
espaços de funções cont́ınuas, é a chave para a demonstração do último resultado central
da dissertação, que é a associatividade do produto tensorial injetivo.

Ariel dos Santos Santiago
Uberlândia-MG, 27 de fevereiro de 2020.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos conceitos clássicos e resultados básicos da Análise Funcio-
nal, Álgebra Linear, Topologia Geral e Teoria da Medida, que podem ser encontrados em
[3, 5, 9, 18, 21, 22, 24, 26], que serão utilizados ao longo da dissertação. Por não serem
o objeto central de estudo, muitos resultados serão apresentados sem demonstrações, e
referências serão fornecidas. Termos e śımbolos não definidos podem ser encontrados em
[3, 23].

1.1 Espaços normados

Sempre que considerarmos um espaço vetorial, digamos X, o corpo de escalares será deno-
tado por K e representará o corpo dos números reais ou o corpo dos números complexos.
O śımbolo X∗ representará o espaço dos funcionais lineares definidos em X.

Definição 1.1. Para cada número real p ≥ 1, define-se

ℓp =

{
(xj)

∞
j=1 : xj ∈ K para todo j ∈ N e

∞∑

j=1

|xj|
p <∞

}
.

Dados (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ ℓp e α ∈ K, as operações

(xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 = (xj + yj)

∞
j=1 e α(xj)

∞
j=1 = (αxj)

∞
j=1

tornam o conjunto ℓp um espaço vetorial.

Teorema 1.2. (Desigualdade de Hölder Generalizada) Dados q, p1, . . . , pn ≥ 1 tais que
1

q
≤

1

p1
+ · · ·+

1

pn
, tem-se

(
∞∑

j=1

|xj,1 · · · xj,n|
q

) 1

q

≤

(
∞∑

j=1

|xj,1|
p1

) 1

p1

· · ·

(
∞∑

j=1

|xj,n|
pn

) 1

pn

,

sempre que (xj,1)
∞
j=1 ∈ ℓp1 , . . . , (xj,n)

∞
j=1 ∈ ℓpn.

Demonstração. Veja [1, Proposição 2.1.6].
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Teorema 1.3. Seja V um espaço vetorial sobre K e seja C um conjunto linearmente
independente em V . Então existe uma base B de V contendo C.

Demonstração. Veja [5, Teorema 2.8.1].

Lema 1.4. Sejam X um espaço vetorial e x ∈ X. Se ϕ(x) = 0 para todo funcional
ϕ ∈ X∗, então x = 0.

Demonstração. Seja x ∈ X tal que ϕ(x) = 0 para todo funcional ϕ ∈ X∗. Suponha que
x 6= 0. Como o conjunto {x} é linearmente independente, pelo Teorema 1.3, existe uma
base B de X tal que {x} ⊆ B. Digamos que B = {x} ∪ {xα}α∈J . Assim, todo elemento
em X pode ser escrito de maneira única na forma

βx+
∑

i∈I

βixi , onde o conjunto I ⊆ J é finito , {βi}i∈I ⊂ K e β ∈ K.

A unicidade da representação acima garante a boa definição do operador ϕ : X −→ K

dado por

ϕ

(
βx+

∑

i∈I

βixi

)
:= β.

Dados βx+
∑
i∈I

βixi e θx+
∑
i∈I′

θixi em X e λ ∈ K, temos

ϕ

(
βx+

∑

i∈I

βixi + λ

(
θx+

∑

i∈I′

θixi

))
= ϕ

(
βx+

∑

i∈I

βixi + λθx+
∑

i∈I′

λθixi

)

= ϕ

(
(β + λθ)x+

∑

i∈I∪I′

(βi + λθi)xi

)

= β + λθ

= ϕ

(
βx+

∑

i∈I

βixi

)
+ λϕ

(
θx+

∑

i∈I′

θixi

)
,

provando que o operador ϕ é linear. Por hipótese, ϕ(x) = 0. Por outro lado, a definição
de ϕ nos fornece ϕ(x) = ϕ(1x) = 1. Essa contradição prova que x = 0.

Lema 1.5. Sejam V um espaço vetorial e S um subespaço de V . Então existe um su-
bespaço G de V tal que V = S ⊕G, isto é V = {x+ y : x ∈ S, y ∈ G} e S ∩G = {0}.

Demonstração. Pelo Teorema 1.3 existem uma base B para o subespaço S e uma base
B′ para o espaço vetorial V tais que B ⊆ B′. Considere o conjunto P = B′ − B e
chame de G o subespaço vetorial de V gerado por P . Para todo u ∈ V existem n ∈ N,

escalares α1, . . . , αn e vetores x1, . . . , xn ∈ B
′ tais que u =

n∑
i=1

αixi. Como B′ = P ∪ B e

P∩B = ∅, podemos escrever {1, . . . , n} = {k1, . . . , km}∪{j1, . . . , jp} onde xk1 , . . . , xkm ∈ P
e xj1 , . . . , xjp ∈ B. Assim,

u =
n∑

i=1

αixi =
m∑

q=1

αkqxkq +

p∑

r=1

αjrxjr ,
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e então V = G+ S. Se u ∈ G ∩ S, então

u =
m∑

i=1

αixi +
n∑

j=1

βjyj , onde xi ∈ B e yj ∈ P .

Isso implica que
m∑

i=1

αixi −
n∑

j=1

βjyj = 0.

Como o conjunto {x1, . . . , xm, y1, . . . , yn} é linearmente independente, pois está contido
na base B′, segue que αi = 0 para todo 1 ≤ i ≤ m, e portanto u = 0.

Definição 1.6. Uma norma sobre o espaço vetorial E é uma função

‖ · ‖E : E −→ R, x 7−→ ‖x‖E,

que satisfaz as seguintes condições:

i) ‖x‖E ≥ 0 para todo x ∈ E;

ii) ‖x‖E = 0 se, e somente se, x = 0;

iii) ‖λx‖E = |λ| · ‖x‖E para todo escalar λ e para todo x ∈ E;

iv) ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E para todos x, y ∈ E (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, ‖ · ‖E) é chamado de espaço vetorial normado, ou simplesmente
espaço normado. Quando não houver perigo de ambiguidade, escreveremos ‖ · ‖ no lugar
de ‖ · ‖E. Denotamos a bola unitária fechada em E por BE := {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1}. É bem
conhecido que a expressão

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ E,

define uma norma em E, chamada de métrica induzida pela norma.

Definição 1.7. Um espaço normado E é chamado de espaço de Banach quando for
completo na métrica induzida pela norma.

Teorema 1.8. Sejam E e F espaços normados sobre K e T : E −→ F linear. As seguintes
condições são equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T é uniformemente cont́ınuo.

(c) T é cont́ınuo.

(d) T é cont́ınuo em algum ponto de E.

(e) T é cont́ınuo na origem.

(f) ‖T‖ := sup {‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} <∞.
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(g) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [3, Teorema 2.1.1].

A correspondência T 7→ ‖T‖ define uma norma no espaço vetorial L(E;F ) dos ope-
radores cont́ınuos de E em F e ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ · ‖x‖ para todo x ∈ E. A demonstração
pode ser encontrada em [15, Seção 2.7].

Corolário 1.9. Seja T : E −→ F um operador linear bijetor entre espaços normados.
Então T é um isomorfismo se, e somente se, existem constantes C1, C2 > 0 tais que
C1‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ ≤ C2‖x‖ para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [3, Corolário 2.1.2].

Teorema 1.10. (Teorema de Hahn-Banach) Seja G um subespaço de um espaço normado
E e ϕ : G −→ K um funcional linear cont́ınuo. Então existe um funcional linear cont́ınuo
ϕ̃ : E −→ K cuja restrição a G coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração. Veja [3, Corolário 3.1.3].

Corolário 1.11. Seja E um espaço normado. Para todo x0 ∈ E, x0 6= 0, existe um
funcional linear ϕ ∈ E

′

tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração. Veja [3, Corolário 3.1.4].

Corolário 1.12. Seja E um espaço normado, E 6= {0} e x ∈ E. Então

‖x‖ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ ≤ 1} = max{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1}.

Demonstração. Veja [3, Corolário 3.1.5].

Por ser muito simples, o resultado a seguir será apresentado sem demonstração e sem
referência.

Proposição 1.13. Sejam (E, ‖·‖E) um espaço normado, F um espaço vetorial e T : F −→
E um isomorfismo algébrico. Então a expressão

‖x‖F = ‖T (x)‖E, para todo x ∈ F,

é uma norma em F .

Teorema 1.14. Para todo espaço normado E, o operador

JE : E −→ E ′′ , JE(x)(ϕ) = ϕ(x) para todos x ∈ E e ϕ ∈ E ′,

é uma isometria linear, chamada de mergulho canônico de E em E ′′.

Demonstração. Veja [3, Proposição 4.3.1].

Proposição 1.15. Para todo espaço normado E, existe um espaço de Banach Ê que
contém uma cópia isométrica de E que é densa em Ê.

Demonstração. Veja [3, Proposição 4.3.3].
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Observação 1.16. O espaço Ê da proposição acima é chamado de completamento do
espaço normado E. Quando necessário podemos escrever (Ê, ζ) onde ζ : E −→ Ê é uma

imersão isométrica cuja imagem é densa em Ê, ou seja, ζ(E) = Ê.

Observação 1.17. Do fato de ζ ser uma isometria, segue imediatamente que Bζ(E) =
ζ(BE).

Algumas vezes será útil denotar o fecho de um subconjunto A de um espaço topológico

X por A
X
. Por densidade e continuidade, a igualdade da observação acima se estende à

bola unitária fechada do completamento:

Proposição 1.18. Sejam E um espaço normado e (Ê, ζ) um completamento de E. Então

BÊ = Bζ(E)
Ê
.

Demonstração. Veja [24, Proposição 3.11].

Lema 1.19. Sejam (Ê, ζ) um completamento do espaço normado E e A ⊆ E. Então

ζ(A
E
)
Ê

= ζ(A)
Ê
.

Demonstração. Veja [24, Lema 3.13].

Observação 1.20. Sejam (Ê, ζ) um completamento do espaço normado E e A ⊆ E.

Temos então ζ(A) ⊆ Ê e, por ζ ser uma isometria linear, às vezes se recorre a um abuso

de notação para escrever A ⊆ Ê. Nesse caso a Proposição 1.18 e o Lema 1.19 garantem

que BÊ = BE
Ê
e (A

E
)
Ê

= A
Ê
, respectivamente.

Teorema 1.21. Sejam E um espaço normado, F um espaço de Banach, G um subespaço
de E e T : G −→ F um operador linear cont́ınuo. Então:

i) Existe uma única extensão linear cont́ınua de T ao fecho de G. A norma da extensão
coincide com a norma de T e se T é isometria, então a extensão também é.

ii) Se E é completo, G é denso em E, T (G) é denso em F e T é isomorfismo topológico
sobre sua imagem, então a extensão de T ao fecho de G é sobrejetora.

Demonstração. Para mostrar i), considere o operador T̃ : G −→ F definido por

T̃ (x) := lim
n→∞

T (xn) onde (xn)
∞
n=1 ⊆ G e x = lim

n→∞
xn.

Vejamos que T̃ está bem definido. Para isso, precisamos que a sequência (T (xn))
∞
n=1 seja

convergente em F e que seu limite independa da sequência tomada, isto é, se (yn)
∞
n=1 ⊆ G

e x = lim
n→∞

yn então lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

T (yn). Como a sequência (xn)
∞
n=1 é de Cauchy por

ser convergente, de

‖T (xk)− T (xl)‖ = ‖T (xk − xl)‖ ≤ ‖T‖ · ‖xk − xl‖ para todos k, l ∈ N,

segue que a sequência (T (xn))
∞
n=1 é de Cauchy, e portanto convergente pois F é um espaço

de Banach. Se (yn)
∞
n=1 é uma sequência em G tal que x = lim

n→∞
yn, temos

‖T (xn)− T (yn)‖ = ‖T (xn − yn)‖ ≤ ‖T‖ · ‖xn − yn‖ para todo n ∈ N.
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Tomando o limite em n −→ ∞ segue que lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

T (yn), o que prova a boa

definição do operador T .
Sejam α ∈ K e (xn)

∞
n=1, (yn)

∞
n=1 ⊆ G tais que y = lim

n→∞
yn e x = lim

n→∞
xn. Assim,

(xn + αyn)
∞
n=1 ⊆ G, lim

n→∞
(xn + αyn) = x+ αy. Da definição de T̃ segue que

T̃ (x+ αy) = lim
n→∞

T (xn + αyn) = lim
n→∞

(T (xn) + αT (yn)) = T̃ (x) + αT̃ (y),

provando que T̃ é um operador linear. Além disso, segue da continuidade da norma e da
linearidade do operador T que

‖T̃ (x)‖ =
∥∥∥ lim
n→∞

T (xn)
∥∥∥ = lim

n→∞
‖T (xn)‖ ≤ lim

n→∞
‖T‖ · ‖xn‖ = ‖T‖ lim

n→∞
‖xn‖ = ‖T‖ · ‖x‖.

(1.1)

Como isso vale para todo x ∈ E, segue que T̃ é cont́ınuo. Para verificar a unicidade,
suponha que J : G −→ F seja um operador linear cont́ınuo cuja restrição ao subespaço
G concida com o operador linear T , ou seja, J é uma extensão linear cont́ınua de T ao
fecho de G. Neste caso, da continuidade de J segue que

J(x) = J
(
lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
J(xn) = lim

n→∞
T (xn) = T̃ (x),

donde segue a unicidade da extensão. Para a igualdade de normas, note que da equação
(1.1) segue a desigualdade ‖T̃‖ ≤ ‖T‖. Por outro lado,

‖T (z)‖ = ‖T̃ (z)‖ ≤ ‖T̃‖ · ‖z‖ para todo z ∈ G.

Isso implica que ‖T‖ ≤ ‖T̃‖, e portanto ‖T‖ = ‖T̃‖. Para finalizar a demonstração do
item i), supondo que T seja uma isometria, temos

‖T̃ (x)‖ =
∥∥∥ lim
n→∞

T (xn)
∥∥∥ = lim

n→∞
‖T (xn)‖ = lim

n→∞
‖xn‖ = ‖x‖,

provando que a extensão T̃ também é uma isometria.
Dadas as condições do item ii), tome y ∈ F . Como T (G) é denso em F , existe uma

sequência (yn)
∞
n=1 ⊆ T (G) tal que yn −→ y. Como o operador T : G −→ T (G) é um

isomorfismo topológico, para cada yn existe um único xn ∈ G tal que T (xn) = yn. Para
todos m,n ∈ N,

‖xn − xm‖ = ‖T
−1 ◦ T (xn − xm)‖ ≤ ‖T

−1‖ · ‖T (xn)− T (xm)‖ = ‖T
−1‖ · ‖yn − ym‖.

Fazendo m,n −→ ∞ segue que (xn)
∞
n=1 ⊆ G é de Cauchy, e portanto convergente no

espaço completo E, digamos xn −→ x. Então

y = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

T (xn) = T̃ (x),

o que finaliza a demonstração.
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Relembre que um espaço normado E que contém um subconjunto enumerável e denso
em E é dito separável. Enunciamos a seguir uma caracterização que será útil. Para um
subconjunto A do espaço vetorial E, por [A] denotamos o subespaço vetorial de E gerado
por A.

Proposição 1.22. Um espaço normado E é separável se, e somente se, existe um sub-
conjunto enumerável A ⊆ E tal que [A] é denso em E.

Demonstração. Veja [3, Lema 1.6.3]

Os dois teoremas enunciados a seguir serão utilizados no estudo da incompletude do
produto tensorial projetivo.

Teorema 1.23. Se E é um espaço de Banach de dimensão infinita e separável, então
existem uma sequência (xm)

∞
m=1 em E e uma sequência (ϕn)

∞
n=1 em E ′ tais que ϕn(xm) =

δm,n para quaisquer m,n ∈ N, onde δm,n é o delta de Kronecker.

Demonstração. Veja [18, Theorem 1.f.4]

Relembre que uma série
∞∑
n=1

xn em um espaço normado E é: (i) absolutamente con-

vergente se a série numérica
∞∑
n=1

‖xn‖ é convergente; (ii) incondicionalmente convergente

se, para toda bijeção σ : N −→ N, a série
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente em E.

Teorema 1.24. As seguintes afirmações são equivalentes para um espaço normado E:

(a) Toda série absolutamente convergente em E é incondicionalmente convergente.

(b) Toda série absolutamente convergente em E é convergente.

(c) E é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [3, Proposição 10.1.4]

Finalizamos a seção com dois resultados básicos de Análise na Reta.

Proposição 1.25. Sejam A,B conjuntos de números reais não-negativos. Definimos
A · B = {x · y; x ∈ A e y ∈ B}. Se A e B forem limitados, então A · B é limitado e

sup(A · B) = supA · supB , inf(A · B) = inf A · inf B.

Demonstração. Veja [17].

Proposição 1.26. Sejam A e B conjuntos não vazios e f : A × B −→ R uma função.
Então

sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y).

Demonstração. Veja [21, Lema 2.4.10]
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1.2 Espaços topológicos e redes

Nesta seção veremos conceitos e resultados básicos de Topologia Geral e de topologias
fracas em espaços normados.

Definição 1.27. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos de
X, cujos elementos são chamados de conjuntos abertos na topologia τ , satisfazendo as
seguintes propriedades:

i) X e ∅ pertencem a τ.

ii) Se n ∈ N e A1, . . . , An ∈ τ , então
n⋂

j=1

Aj ∈ τ.

iii) Se {Ai}i∈I é uma coleção de elementos de τ , então
⋃

i∈I

Ai ∈ τ.

Neste caso, dizemos que o par (X, τ) é um espaço topológico, e quando não houver
perigo de ambiguidade escrevemos X no lugar de (X, τ).

Um subconjunto F de X é chamado de conjunto fechado se seu complementar for
aberto, isto é, se F c = X − F ∈ τ .

Um exemplo simples de espaço topológico é o par (K, τ) onde τ := {A ⊂ K : para todo x ∈
A existe r > 0 de modo que B(x, r) := {y ∈ K : |y − x| < r} ⊆ A}.

Definição 1.28. Uma vizinhança de um elemento x do espaço topológico X é qualquer
subconjunto U de X que contém um aberto V contendo x, isto é, existe um aberto V tal
que x ∈ V ⊆ U . A coleção Ux de todas as vizinhanças de x é chamada de sistema de
vizinhanças de x.

Definição 1.29. Uma base do espaço topológico (X, τ) é uma subcoleção B de τ tal que
todo conjunto aberto pode ser escrito como uma união de elementos de B.

Definição 1.30. Sejam (X, τ) um espaço topológico e Z ⊆ X. A coleção

τZ := {B ∩ Z : B ∈ τ}

é uma topologia em Z, chamada topologia relativa ou topologia em Z induzida por τ . Com
esta topologia, dizemos que Z é um subespaço topológico de X.

Definição 1.31. Uma função f : X −→ Y entre espaços topológicos é cont́ınua se
f−1(A) := {x ∈ X ; f(x) ∈ A} é aberto em X para todo aberto A em Y .

É facil ver que se f : X −→ Y é uma função cont́ınua entre espaços topológicos e
Z ⊂ X, então a restrição de f a Z, f |Z : Z −→ Y , é também uma função cont́ınua. Para
isso basta notar que (f |Z)

−1(A) = f−1(A) ∩ Z para todo aberto A em Y .

Definição 1.32. Um conjunto dirigido é um par (Λ,≤) em que ≤ é uma direção no
conjunto Λ, isto é, é uma relação em Λ tal que:

i) λ ≤ λ para todo λ ∈ Λ.
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ii) Se λ1, λ2, λ3 ∈ Λ, λ1 ≤ λ2 e λ2 ≤ λ3, então λ1 ≤ λ3.

iii) Para todos λ1, λ2 ∈ Λ existe λ3 ∈ Λ tal que λ1 ≤ λ3 e λ2 ≤ λ3.

Definição 1.33. Uma rede em um conjunto X é uma função P : Λ −→ X, onde Λ é um
conjunto dirigido. Usualmente se denota P (λ) por xλ, e neste caso nos referimos à rede
por (xλ)λ∈Λ.

Definição 1.34. Dizemos que uma rede (xλ)λ∈Λ no espaço topológico X converge para
x ∈ X, e neste caso escrevemos xλ −→ x, se para cada vizinhança V de x existe λ0 ∈ Λ
tal que xλ ∈ V para todo λ ≥ λ0.

Teorema 1.35. Sejam X, Y espaços topológicos e x ∈ X. Uma função f : X −→ Y é
cont́ınua se, e somente se, f(xλ) −→ f(x) em Y para toda rede (xλ)λ∈Λ em X tal que
xλ −→ x.

Demonstração. Veja [26, Theorem 11.8]

Proposição 1.36. Sejam (xλ)λ∈Λ e (yλ)λ∈Λ redes no espaço topológico (K, | · |) tais que
xλ −→ x e yλ −→ y. Então a rede (xλyλ)λ∈Λ converge para xy.

Demonstração. Seja ε > 0 e suponha que y 6= 0. Das hipóteses de convergência, existem
λ1, λ2, λ3 ∈ Λ tais que

|xλ − x| < 1 para todo λ ≥ λ1,

|xλ − x| <
ε

2|y|
para todo λ ≥ λ2,

|yλ − y| <
ε

2(1 + |x|)
para todo λ ≥ λ3.

Dáı, para todo λ ≥ λ1, |xλ|− |x| ≤ |xλ−x| < 1 e então |xλ| < 1+ |x|. Do terceiro axioma
de conjunto dirigido, existe λ4 ∈ Λ tal que λ4 ≥ λ1 e λ4 ≥ λ2, e o mesmo axioma nos
fornece λ0 ∈ Λ tal que λ0 ≥ λ4 e λ0 ≥ λ3. Do segundo axioma segue que se λ ≥ λ0, então
λ ≥ λi para i = 1, 2, 3. Assim, para todo λ ≥ λ0,

|xλyλ − xy| = |xλyλ − xλy + xλy − xy| = |xλ(yλ − y) + (xλ − x)y|

≤ |xλ(yλ − y)|+ |(xλ − x)y| = |xλ| · |yλ − y|+ |xλ − x| · |y|

≤ (1 + |x|)
ε

2(1 + |x|)
+

ε

2|y|
|y| = ε,

provando que xλyλ −→ xy no caso em que y 6= 0. No caso em que y = 0 basta considerar

as desigualdades |xλ − x| < 1 e |yλ − y| <
ε

1 + |x|
.

Sejam X um conjunto, (Yi)i∈I uma famı́lia de espaços topológicos e (fi)i∈I uma famı́lia
de funções fi : X −→ Yi para cada i ∈ I. Para cada i ∈ I e cada aberto Ai em Yi considere
o conjunto

f−1
i (Ai) = {x ∈ X ; fi(x) ∈ Ai}.

Chame de Φ a coleção dos subconjuntos de X que podem ser escritos como interseções
finitas de conjuntos da forma f−1

i (Ai).
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Proposição 1.37. Existe uma topologia τ em X que tem Φ como base, isto é, os elementos
de τ são uniões de elementos de Φ.

Demonstração. [9, Proposition 4.4]

Definição 1.38. A topologia τ da Proposição 1.37 é chamada de topologia gerada pela
famı́lia de funções (fi)i∈I .

Definição 1.39. Seja (Xα)α∈Γ uma coleção de conjuntos. O produto cartesiano genera-
lizado dos conjuntos Xα, α ∈ Γ, é definido como sendo o seguinte conjunto de funções:

∏

α∈Γ

Xα =

{
f : Γ −→

⋃

α∈Γ

Xα : f(α) ∈ Xα para cada α ∈ Γ

}
.

Denotando f(α) por xα para cada α ∈ Γ, podemos nos referir ao elemento f ∈
∏
α∈Γ

Xα

por (xα)α∈Γ. Fixando β ∈ Γ, a função

πβ :
∏

α∈Γ

Xα −→ Xβ , πβ((xα)α∈Γ) = xβ,

é chamada de projeção na β-ésima coordenada.

Se cadaXα for um espaço topológico, então a topologia em
∏
α∈Γ

Xα gerada pelas funções

(πα)α∈Γ é chamada de topologia produto.

Teorema 1.40. Seja (Xα)α∈Γ uma coleção de espaços topológicos. Uma rede (xλ)λ∈Λ no
produto cartesiano generalizado

∏
α∈Γ

Xα converge para x em relação à topologia produto se,

e somente se, πβ(xλ) −→ πβ(x) em Xβ para cada β ∈ Γ.

Demonstração. Veja [26, Theorem 11.9]

Definição 1.41. Um espaço topológico X é um espaço de Hausdorff se para todos x, y ∈
X, x 6= y, existem vizinhanças U de x e V de y tais que U ∩ V = ∅.

Definição 1.42. Um subconjunto K do espaço topológico X é compacto se para toda
coleção (Ai)i∈I de abertos em X tal que K ⊆

⋃
i∈I

Ai, existem n ∈ N e i1, . . . , in ∈ I tais

que K ⊆ (Ai1 ∪ · · · ∪ Ain), ou seja, se toda cobertura aberta de K admite subcobertura
finita.

Proposição 1.43. Sejam X, Y espaços topológicos e K ⊆ X.

i) Se X é compacto e K é fechado, então K é compacto.

ii) Se X é Hausdorff e K é compacto, então K é fechado.

iii) Se f : X −→ Y é cont́ınua e K é compacto em X, então f(K) é compacto em Y .

Demonstração. Veja [9, Proposition 4.22, Proposition 4.24 e Proposition 4.26].
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SejamX, Y espaços topológicos. Denota-se por C(X;Y ) o conjunto de todas as funções
cont́ınuas de X em Y . Quando Y = K escreve-se simplesmente C(X).

Proposição 1.44. Seja X um espaço topológico. Então:

i) C(X) é um espaço vetorial real se K = R e um espaço vetorial complexo se K = C

com as operações pontuais de funções:

(αf)(x) = α · f(x) e (f + g)(x) = f(x) + g(x),

para todos x ∈ X, α ∈ K e f, g ∈ C(X).

ii) Se X é compacto, então a função

‖ · ‖ : C(X) −→ R , ‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ X},

é uma norma em C(X).

iii) Se X é compacto, então C(X) é Banach.

Demonstração. Justificaremos apenas o item ii). O terceiro item da Proposição 1.43
garante que f(X) ⊂ K é compacto, e portanto limitado, para toda f ∈ C(X). Isso
garante que a função ‖ · ‖ : C(X) −→ R está bem definida. É claro que ‖0‖ = 0. Se
‖f‖ = 0, então |f(x)| = 0 para todo x ∈ X, e portanto f = 0. É imedidato que ‖f‖ ≥ 0
para toda f ∈ C(X). A desigualdade triangular

‖f + g‖ = sup{|f(x) + g(x)| : x ∈ X}

≤ sup{|f(x)| ; x ∈ X}+ sup{|g(x)| : x ∈ X} = ‖f‖+ ‖g‖.

Por fim, segue facilmente que ‖λf‖ = |λ| · ‖f‖. Para a demostração do item iii), veja [9,
Proposition 4.13 e Corollary 4.27].

Teorema 1.45. Se Xα é um espaço de Hausdorff para todo α ∈ Γ, então o produto
cartesiano generalizado

∏
α∈Γ

Xα munido com a topologia produto é também um espaço de

Hausdorff.

Demonstração. Veja [9, Proposition 4.10].

Teorema 1.46. (Teorema de Tychonoff) Se (Xα)α∈Γ é uma famı́lia de espaços topológicos
compactos, então o produto cartesiano generalizado

∏
α∈Γ

Xα é compacto na topologia pro-

duto.

Demonstração. Veja [9, Theorem 4.43].

Dado um espaço normado E, podemos considerar a topologia em E gerada pelos
funcionais ϕ ∈ E ′ de acordo com a Definição 1.38. Essa topologia é chamada de topologia
fraca em E e denotada por σ(E,E ′) ou ω. Quando uma rede (xλ)λ∈Γ em E converge para
x ∈ E na topologia fraca, escrevemos xλ

ω
−→ x.

Proposição 1.47. Seja E um espaço normado. Então:
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i) Funcionais lineares cont́ınuos são fracamente cont́ınuos, isto é, para todo ϕ ∈ E ′,
ϕ : (E, σ(E,E ′)) −→ K é cont́ınuo.

ii) Para cada x0 ∈ E, os conjuntos da forma

VJ,ε = {x ∈ E : |ϕj(x)− ϕj(x0)| < ε, para todo j ∈ J},

onde J é um conjunto finito, ε > 0 e ϕj ∈ E
′ para todo j ∈ J , formam uma base de

vizinhanças abertas de x0 para a topologia fraca.

iii) Sejam (xλ)λ∈Γ uma rede em E e x ∈ E. Então xλ
ω
−→ x se, e somente se, ϕ(xλ) −→

ϕ(x) em K para todo ϕ ∈ E ′.

iv) A topologia fraca σ(E,E ′) é de Hausdorff.

v) Sejam Z um espaço topológico e f : Z −→ (E, σ(E,E ′)) uma função. Então f é
cont́ınua se, e somente se, ϕ ◦ f : Z −→ K é cont́ınua para todo ϕ ∈ E ′.

Demonstração. Veja [3, Proposição 6.2.2].

Do item iii) da Proposição acima segue imediatamente que:

Corolário 1.48. Em um espaço normado E, se xn −→ x então xn
ω
−→ x.

Podemos considerar no dual E ′ de um espaço normado E a topologia fraca σ(E ′, E ′′),
que é a topologia gerada pelos elementos de E ′′. Mas em espaços duais podemos consi-
derar um outra topologia muito útil. Do Teorema 1.14 sabemos que para cada x ∈ E,
JE(x) : E

′ −→ K é um funcional linear cont́ınuo, e assim podemos considerar a topologia
em E ′ gerada, de acordo com a Definição 1.38, pelos elementos do conjunto

JE(E) = {JE(x) ∈ E
′′ : x ∈ E} ⊆ E ′′.

Essa topologia é chamada de topologia fraca-estrela em E ′ e denotada por σ(E ′, E) ou
ω∗. Quando uma rede (ϕλ)λ∈Γ em E ′ converge para ϕ ∈ E ′ na topologia fraca-estrela,

escrevemos ϕλ
ω∗

−−→ ϕ.

Proposição 1.49. Seja E um espaço normado. Então:

i) Para todo x ∈ E, JE(x) : (E
′, σ(E ′, E)) −→ K é cont́ınuo.

ii) Para cada ϕ0 ∈ E
′, os conjuntos da forma

WJ,ε = {ϕ ∈ E
′ : |ϕ(xj)− ϕ0(xj)| < ε, para todo j ∈ J},

onde J é um conjunto finito, ε > 0 e xj ∈ E para todo j ∈ J , formam uma base de
vizinhanças abertas de ϕ0 para a topologia fraca-estrela.

iii) Sejam (ϕλ)λ∈Γ uma rede em E ′ e ϕ ∈ E ′. Então ϕλ
ω∗

−−→ ϕ se, e somente se,
ϕλ(x) −→ ϕ(x) para todo x ∈ E.

iv) A topologia fraca-estrela σ(E ′, E) é de Hausdorff.
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v) Sejam Z um espaço topológico e f : Z −→ (E ′, σ(E ′, E)) uma função. Então f é
cont́ınua se, e somente se, JE(x) ◦ f : Z −→ K é cont́ınua para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [3, Proposição 6.2.2].

Teorema 1.50. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espaço normado E,
a bola unitária fechada BE′ = {ϕ ∈ E ′ : ‖ϕ‖ ≤ 1} é compacta na topologia fraca-estrela
σ(E ′, E) de E ′.

1.3 Medida

Terminamos este caṕıtulo intodutório com conceitos e resultados básicos de Teoria da
Medida e Integração.

Definição 1.51. Seja X um conjunto não vazio. Uma coleçãoM de subconjutos de X
é dita ser uma σ-álgebra em X seM tem as seguintes propriedades:

i) X ∈M.

ii) Se E ∈ M então E∁ ∈ M, onde E∁ é o complementar de E relativo ao conjunto X,
isto é, E∁ = X − E.

iii) Se {Ej}
∞
j=1 é uma coleção enumerável de subconjuntos deM, então

∞⋃
j=1

Ej ∈M.

SeM é uma σ-álgebra emX, então dizemos que o par (X,M) é um espaço mensurável,
e os elementos deM são chamados de conjuntos mensuráveis em X.

Teorema 1.52. Se F é uma coleção qualquer de subconjuntos de X, então existe uma
menor σ-álgebra σ(F) em X tal que F ⊂ σ(F).

Demonstração. Veja [22, Theorem 1.10].

A σ-álgebra σ(F) do teorema acima é chamada de σ-álgebra gerada por F .
Dado um espaço topológico (X, τ) qualquer podemos considerar, de acordo com o

Teorema 1.52, o espaço mensurável (X, σ(τ)). A σ-álgebra σ(τ) é conhecida como σ-
álgebra de Borel e seus elementos são chamados de conjuntos de Borel ou borelianos.

Definição 1.53. Seja (X,M) um espaço mensurável. Uma medida emM é uma função
µ :M−→ [0,∞] tal que:

i) µ(∅) = 0.

ii) Se {En}
∞
n=1 é uma coleção enumerável de subconjuntos disjuntos emM então

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

Para a teoria básica de funções mensuráveis e funções integráveis, veja [22] ou [9].
Enunciaremos a seguir algumas das propriedades básicas de integrais que serão úteis
neste trabalho.
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Proposição 1.54. Sejam µ uma medida em uma σ-álgebra de subconjuntos de X, f, g : X −→
K funções integráveis e α ∈ K.

1.

∫

X

fdµ+

∫

X

gdµ =

∫

X

(f + g)dµ.

2.

∫

X

αfdµ = α

∫

X

fdµ.

3.

∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f |dµ.

Demonstração. Veja [9, Proposition 2.21 e Proposition 2.22].

Definição 1.55. Seja (X,M) um espaço mensurável. Uma medida com sinal emM é
uma função µ :M−→ [−∞,∞] tal que:

i) µ(∅) = 0.

ii) µ assume no máximo um dos valores {−∞,∞}.

iii) Se {En}
∞
n=1 é uma coleção enumerável de subconjuntos disjuntos emM, então

µ

(
∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En).

Definição 1.56. Seja (X,M) um espaço mensurável. Dizemos que uma coleção {En}
∞
n=1

de elementos deM é uma partição de E se Ei ∩ Ej = ∅ sempre que i 6= j, e E =
∞⋃
n=1

En.

Uma medida complexa emM é uma função µ :M−→ C tal que

µ(E) =
∞∑

n=1

µ(En)

para toda partição {En}
∞
n=1 de E.

Note que, em particular, a série
∑∞

n=1 µ(En) é incondicionalmente convergente. De
fato, de [14, Theorem 1.3.5] sabemos que uma série definida em um espaço normado de
dimensão finita é incondicionalmente convergente se, e somente se, a série é absolutamente

convergente (isso também segue do Teorema 1.24). Dessa forma, temos que
∞∑
n=1

|µ(En)| <

∞. Isso permite definir a variação total da medida complexa µ:

Definição 1.57. Seja µ uma medida complexa em (X,M). Define-se a variação total |µ|
de µ por:

|µ|(E) = sup
∞∑

n=1

|µ(En)|,

onde o supremo é tomado sobre todas as partições {En}
∞
n=1 de E.

Teorema 1.58. A variação total |µ| de uma medida complexa µ em M é uma medida
(não-negativa) emM.
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Demonstração. Veja [22, Theorem 6.2].

Proposição 1.59. Seja µ uma medida complexa em (X,M).

i) |µ(E)| ≤ |µ|(E) para todo E ∈M

ii) Se f ∈ L1(µ), então

∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f |d|µ|.

Definição 1.60. Sejam (X, τ) um espaço topológico, µ uma medida de Borel sobre
(X, σ(τ)), isto é, uma medida definida nos borelianos de X, e E um boreliano de X.

i) µ é dita regular exterior em E se µ(E) = inf{µ(O) : O ⊃ E e O é aberto}.

ii) µ é dita regular interior em E se µ(E) = sup{µ(K);K ⊂ E e K é compacto}.

iii) Dizemos que µ é Borel regular se for regular exterior e regular interior em todos os
borelianos de X.

iv) Dizemos que µ é de Radon se for finita em todos os compactos, regular exterior em
todos os borelianos e regular interior em todos os abertos.

Uma medida complexa µ definida em uma σ-álgebra de BorelM é dita regular se sua
variação total |µ| for regular.

Dada uma medida com sinal µ sobre o espaço mensurável (X,M), um subconjunto
E ∈M é dito ser µ-positivo se µ(F ) ≥ 0 para todo F ∈M tal que F ⊂ E. Analogamente,
um subconjunto E ∈ M é dito ser µ-negativo se µ(F ) ≤ 0 para todo F ∈ M tal que
F ⊂ E.

Teorema 1.61. (Teorema da Decomposição de Hahn) Seja µ uma medida com sinal sobre
o espaço mensurável (X,M). Então existem um conjunto µ-positivo P e um conjunto
µ-negativo N tais que P ∪N = X e P ∩N = ∅.

Demonstração. Veja [9, Theorem 3.3].

O par (P,N) acima é chamado de decomposição de Hahn de X em relação a µ. Em
geral, tal decomposição não é única, no entanto, se (P1, N1) e (P2, N2) são decomposições
de Hahn de X em relação a µ, então:

µ(E ∩ P1) = µ(E ∩ P2) e µ(E ∩N1) = µ(E ∩N2) para todo E ∈M

Isso segue facilmente da igualdade elementar µ(E) = µ(E ∩ Pj) + µ(E ∩ Nj). De fato,
para todos E ∈ M, j = 1, 2, juntamente com a igualdade µ(P1 ∩ N2) = µ(P2 ∩ N1) = 0
temos que:

µ(E ∩ P1) = µ((E ∩ P1) ∩ P2) + µ((E ∩ P1) ∩N2)

= µ(E ∩ P1 ∩ P2) + µ(E ∩ P1 ∩N2)

= µ(E ∩ P1 ∩ P2)
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e

µ(E ∩ P2) = µ((E ∩ P2) ∩ P1) + µ((E ∩ P2) ∩N1)

= µ(E ∩ P2 ∩ P1) + µ(E ∩ P2 ∩N1)

= µ(E ∩ P2 ∩ P1).

Logo µ(E ∩ P2) = µ(E ∩ P1). De modo semelhante vemos que µ(E ∩ N1) = µ(E ∩ N2).
Com isso, podemos definir a variação positiva µ+ :M−→ [−∞,∞] e a variação negativa
µ− :M−→ [−∞,∞] da seguinte forma:

µ+(E) := µ(E ∩ P ) e µ−(E) := −µ(E ∩N).

É fácil verificar que µ+ e µ− são medidas positivas e µ = µ+ − µ−. Define-se a variação
total |µ| :M−→ [−∞,∞] de uma medida com sinal µ por

|µ| := µ+ + µ−.

Definição 1.62. Sejam (X, τ) um espaço topológico, µ uma medida de Borel com sinal
e ν uma medida de Borel complexa.

i) Dizemos que µ é medida de Radon com sinal se µ+ e µ− forem medidas de Radon.

ii) Dizemos que ν é medida de Radon complexa se as partes real e imaginária de ν forem
medidas de Radon com sinal.

iii) M(X) := {µ :M−→ C : µ medida de Radon complexa}.

Proposição 1.63. Se µ é uma medida de Borel complexa, então µ é medida de Radon
complexa se, e somente se, |µ| é de Radon. Mais ainda, M(X) é um espaço vetorial no
qual ‖µ‖ := |µ|(X) é uma norma.

Demonstração. Veja [9, Proposition 7.16].
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Caṕıtulo 2

O Produto Tensorial Algébrico

Neste caṕıtulo fazemos a construção algébrica do produto tensorial de espaços vetoriais,
com ênfase na relação estreita com a teoria de operadores multilineares, e provamos vários
resultados que serão utilizados nos caṕıtulos seguintes, quando trataremos dos produtos
tensoriais topológicos.

2.1 A construção

Definição 2.1. Sejam X1, . . . , Xn, Z espaços vetoriais sobre o corpo K = R ou C. O
operador A : X1 × · · · × Xn −→ Z é dito n-linear se for linear em cada uma de suas
coordenadas, isto é,

A(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn) = αA(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn) + A(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn),

para quaisquer 1 ≤ j ≤ n, x′j, x
′′
j ∈ Xj e α ∈ K.

Exemplo 2.2. Sejam X1, . . . , Xn e Z espaços vetoriais, ϕ1 ∈ X∗
1 , . . . , ϕn−1 ∈ X∗

n−1 e
T : Xn −→ Z um operador linear. Vejamos que o operador A : X1 × · · · × Xn −→ Z

definido por

A(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1)T (xn),

é um operador n-linear.
De fato, para quaisquer x′j, x

′′
j ∈ Xj, com j = 1, . . . , n− 1, e α ∈ K, tem-se

A(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn−1, xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕj(αx

′
j + x′′j ) · · ·ϕn−1(xn−1)T (xn)

= αϕ1(x1) · · ·ϕj(x
′
j) · · ·ϕn−1(xn−1)T (xn) + ϕ1(x1) · · ·ϕj(x

′′
j ) · · ·ϕn−1(xn−1)T (xn)

= αA(x1, . . . , x
′
j, . . . , xn−1, xn) + A(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn−1, xn),

o que prova a linearidade de A nas primeiras (n− 1)-coordenadas. A linearidade de A na
n-ésima coordenada é análoga, bastando usar a linearidade de T .

Dados ϕn ∈ X
∗
n e y ∈ Z, é fácil ver que o operador

T : Xn −→ Z , T (xn) = ϕn(xn)y,
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é linear. Então, de acordo com Exemplo 2.2, o operador A : X1×· · ·×Xn −→ Z definido
por

A(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1)ϕn(xn)y,

é n-linear. Em particular, quando Z = K e y = 1, conclúımos que o operador A : X1 ×
· · · ×Xn → K definido por A(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) é um operador n-linear.

Exemplo 2.3. Sejam p1, . . . , pn, q ≥ 1 tais que
1

p1
+ · · ·+

1

pn
≥

1

q
. Considere os espaços

ℓp1 , . . . , ℓpn , ℓq. Vejamos que o operador A : ℓp1 × · · · × ℓpn → ℓq definido por

A
(
(xj,1)

∞
j=1, . . . , (xj,n)

∞
j=1

)
= (xj,1 · · · xj,n)

∞
j=1

é um operador n-linear.
Sejam (xj,1)

∞
j=1 ∈ ℓp1 , . . . , (xj,n)

∞
j=1 ∈ ℓpn . Segue do Teorema 1.2 que a sequência

(xj,1 · · · xj,n)
∞
j=1 é um elemento de ℓq, e então o operador A está bem definido. Por sim-

plicidade, e sem perda de generalidade, vejamos que o operador A é linear na primeira
coordenada. Dados (xj,1)

∞
j=1, (x

′
j,1)

∞
j=1 ∈ ℓp1 e α ∈ K,

A (α(xj,1)
∞
j=1 + (x′j,1)

∞
j=1, (xj,2)

∞
j=1, . . . , (xj,n)

∞
j=1

)

= A
(
(αxj,1 + x′j,1)

∞
j=1, (xj,2)

∞
j=1, . . . , (xj,n)

∞
j=1

)

=
(
(αxj,1 + x′j,1)xj,2 · · · xj,n

)∞
j=1

=
(
αxj,1xj,2 · · · xj,n + x′j,1xj,2 · · · xj,n

)∞
j=1

= (αxj,1xj,2 · · · xj,n)
∞
j=1 +

(
x′j,1xj,2 · · · xj,n

)∞
j=1

= α (xj,1xj,2 · · · xj,n)
∞
j=1 +

(
x′j,1xj,2 · · · xj,n

)∞
j=1

= αA
(
(xj,1)

∞
j=1, (xj,2)

∞
j=1, . . . , (xj,n)

∞
j=1

)
+ A

(
(x′j,1)

∞
j=1, (xj,2)

∞
j=1, . . . , (xj,n)

∞
j=1

)
.

Denotamos por L(X1, . . . , Xn;Z) o conjunto dos operadores n-lineares de X1 × · · · ×
Xn em Z, e quando Z = K escrevemos simplesmente L(X1, . . . , Xn). Os elementos de
L(X1, . . . , Xn) são muitas vezes chamados de formas multilineares. Em particular, quando
n = 1, L(X1;Z) é o conjunto dos operadores lineares de X1 em Z.

Definição 2.4. Sejam A,B ∈ L(X1, . . . , Xn;Z) e α ∈ K. Definimos, de forma natural,
as seguintes operações em L(X1, . . . , Xn;Z):

(A+B)(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) + B(x1, . . . , xn) e

(αA)(x1, . . . , xn) = αA(x1, . . . , xn).

Proposição 2.5. Dados X1, . . . , Xn e Z espaços vetoriais, o conjunto L(X1, . . . , Xn;Z),
munido das operações definidas em 2.4, é um espaço vetorial.

Demonstração. Sejam A,B,C ∈ L(X1, . . . , Xn;Z) e β ∈ K. Como Z é um espaço vetorial,
a adição em Z é comutativa, e então

(A+B)(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) + B(x1, . . . , xn) = B(x1, . . . , xn) + A(x1, . . . , xn)

= (B + A)(x1, . . . , xn),
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mostrando que vale a comutatividade em L(X1, . . . , Xn;Z). Definindo

P : X1 × · · · ×Xn −→ Z , P (x1, . . . , xn) = 0,

é imedidato que P é um operador n-linear e

(A+ P )(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) + P (x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn)

para todos xj ∈ Xj, j = 1, . . . , n, ou seja, P é o elemento neutro da adição em L(X1, . . . , Xn;Z).
Dado o escalar 1 ∈ K,

(1A)(x1, . . . , xn) = 1A(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn),

pois A(x1, . . . , xn) ∈ Z. Vejamos que βA + B é um operador n-linear: para quaisquer
x′j, x

′′
j ∈ Xj com j = 1, . . . , n e α ∈ K,

((βA) +B) (x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn)

= (βA)(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn) + B(x1, . . . , αx

′
j + x′′j , . . . , xn)

= βA(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn) + B(x1, . . . , αx

′
j + x′′j , . . . , xn)

= β
(
αA(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn) + A(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn)

)
+ αB(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn)

+B(x1, . . . , x
′′
j , . . . , xn)

= αβA(x1, . . . , x
′
j, . . . , xn) + βA(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn) + αB(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn)

+B(x1, . . . , x
′′
j , . . . , xn)

= α(βA)(x1, . . . , x
′
j, . . . , xn) + (βA)(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn) + αB(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn)

+B(x1, . . . , x
′′
j , . . . , xn)

= α
(
(βA)(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn) + B(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn)

)
+ (βA)(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn)

+B(x1, . . . , x
′′
j , . . . , xn)

= α ((βA) + B) (x1, . . . , x
′
j, . . . , xn) + ((βA) + B) (x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn).

Isso mostra que o conjunto L(X1, . . . , Xn;Z) é fechado para a adição e para a multiplicação
por escalar. Para a associatividade, usaremos a associatividade em Z:

((A+B) + C) (x1, . . . , xn) = (A+B)(x1, . . . , xn) + C(x1, . . . , xn)

= (A(x1, . . . , xn) + B(x1, . . . , xn)) + C(x1, . . . , xn)

= A(x1, . . . , xn) + (B(x1, . . . , xn) + C(x1, . . . , xn))

= A(x1, . . . , xn) + (B + C)(x1, . . . , xn)

= (A+ (B + C)) (x1, . . . , xn).

Vimos que βA é um operador n-linear para todo β ∈ K, em particular o operador −1A é
n-linear. Assim;

(A+ (−1A)) (x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) + (−1A)(x1, . . . , xn)

= A(x1, . . . , xn) + (−1)A(x1, . . . , xn)

= A(x1, . . . , xn)− A(x1, . . . , xn) = 0,

então todo elemento em L(X1, . . . , Xn;Z) possui um inverso aditivo.
A distributividade segue de forma análoga ao que foi feito usando a distributividade

do espaço vetorial Z.
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Definição 2.6. Sejam X1, . . . , Xn, Z espaços vetoriais, ϕ1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕn ∈ X

∗
n e y ∈ Z.

No Exemplo 2.2 vimos que o operador

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y : X1 × · · · ×Xn −→ Z,

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)y

é n-linear. Operadores em L(X1, . . . , Xn;Z) que são combinações lineares de operadores
deste tipo são chamados de operadores n-lineares de tipo finito. É claro que o conjunto
formado pelos operadores de tipo finito é um subespaço vetorial de L(X1, . . . , Xn;Z), que
será denotado por Lf (X1, . . . , Xn;Z), isto é,

Lf (X1, . . . , Xn;Z) = span{ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y : n ∈ N, ϕ1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕn ∈ X

∗
n e y ∈ Z}.

Vejamos que operadores multilineares em espaços vetoriais de dimensão finita são
todos de tipo finito.

Proposição 2.7. Sejam X1, . . . , Xn e Z espaços vetoriais. Se X1, . . . , Xn têm dimensão
finita, então L(X1, . . . , Xn;Z) = Lf (X1, . . . , Xn;Z).

Demonstração. Sejam k1, . . . , kn ∈ N, β1 = {e11, . . . , e
1
k1
} base de X1, β2 = {e21, . . . , e

2
k2
}

base de X2, . . . , βn = {en1 , . . . , e
n
kn
} base de Xn. Considere os operadores

ϕ1
1, . . . , ϕ

1
k1
: X1 −→ K, ϕ1

1

(
k1∑

j=1

λ1je
1
j

)
:= λ11, . . . , ϕ

1
k1

(
k1∑

j=1

λ1je
1
j

)
:= λ1k1 ,

ϕ2
1, . . . , ϕ

2
k2
: X2 −→ K, ϕ2

1

(
k2∑

j=1

λ2je
2
j

)
:= λ21, . . . , ϕ

2
k2

(
k2∑

j=1

λ2je
2
j

)
:= λ2k2 ,

...

ϕn1 , . . . , ϕ
n
kn
: Xn −→ K, ϕn1

(
kn∑

j=1

λnj e
n
j

)
:= λn1 , . . . , ϕ

n
kn

(
kn∑

j=1

λnj e
n
j

)
:= λnkn .

É fácil ver que ϕjij ∈ X
∗
j para todos j = 1, . . . , n e ij = 1, . . . , kj. DadosA ∈ L(X1, . . . , Xn;Z)

e x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, temos

A(x1, x2, . . . , xn) = A

(
k1∑

j1=1

λ1j1e
1
j1
,

k2∑

j2=1

λ2j2e
2
j2
, . . . ,

kn∑

jn=1

λnjne
n
jn

)

=

k1∑

j1=1

k2∑

j2=1

· · ·
kn∑

jn=1

λ1j1λ
2
j2
· · ·λnjnA

(
e1j1 , e

2
j2
, . . . , enjn

)

=

k1∑

j1=1

k2∑

j2=1

· · ·
kn∑

jn=1

ϕ1
j1
(x1)ϕ

2
j2
(x2) · · ·ϕ

n
jn
(xn)A

(
e1j1 , e

2
j2
, . . . , enjn

)
.
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Escrevendo A
(
e1j1 , e

2
j2
, . . . , enjn

)
:= bj1,j2,...,jn , segue que

A(x1, x2, . . . , xn) =

k1∑

j1=1

k2∑

j2=1

· · ·
kn∑

jn=1

ϕ1
j1
(x1)ϕ

2
j2
(x2) · · ·ϕ

n
jn
(xn)bj1,j2,...,jn

=

k1∑

j1=1

k2∑

j2=1

· · ·
kn∑

jn=1

(
ϕ1
j1
⊗ ϕ2

j2
⊗ · · · ⊗ ϕnjn ⊗ bj1,j2,...,jn

)
(x1, x2, . . . , xn),

provando que A =
k1∑
j1=1

k2∑
j2=1

· · ·
kn∑
jn=1

(
ϕ1
j1
⊗ ϕ2

j2
⊗ · · · ⊗ ϕnjn ⊗ bj1,j2,...,jn

)
, donde segue que

A ∈ Lf (X1, . . . , Xn;Z).

Proposição 2.8. Sejam X1, . . . , Xn e Z espaços vetoriais. Para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈
Xn, o operador

x1 ⊗ · · · ⊗ xn : L(X1, . . . , Xn) −→ K , x1 ⊗ · · · ⊗ xn(A) = A(x1, . . . , xn),

é um funcional linear, isto é, x1 ⊗ · · · ⊗ xn ∈ L(X1, . . . , Xn)
∗.

Demonstração. Sejam A,B ∈ L(X1, . . . , Xn) e α ∈ K. Vimos na Proposição 2.5 que
L(X1, . . . , Xn) é um espaço vetorial, então A+ αB ∈ L(X1, . . . , Xn) e

x1 ⊗ · · · ⊗ xn(A+ αB) = (A+ αB)(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) + αB(x1, . . . , xn).

Agora estamos prontos para a definição do produto tensorial de espaços vetoriais.

Definição 2.9. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais sobre o corpo K. Define-se o produto
tensorial de X1, . . . , Xn por

X1 ⊗ · · · ⊗Xn := span{x1 ⊗ · · · ⊗ xn ; x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn}.

Assim, por definição, X1 ⊗ · · · ⊗ Xn é um subespaço vetorial de L(X1, . . . , Xn)
∗. Os

elementos de X1 ⊗ · · · ⊗Xn são chamados de tensores. Tensores da forma x1 ⊗ · · · ⊗ xn
são ditos tensores elementares.

Sendo assim, todo tensor u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn tem uma representação da forma

u =
m∑

i=1

λi(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n), (2.1)

onde m ∈ N, xi1 ∈ X1, . . . , x
i
n ∈ Xn, e λi ∈ K. Mais ainda, para toda forma n-linear

A ∈ L(X1, . . . , Xn), tem-se

u(A) =

(
m∑

i=1

λi(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

)
(A) =

m∑

i=1

λi(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)(A) =

m∑

i=1

λiA(x
i
1, . . . , x

i
n).

O operador multilinear a ser introduzido no resultado a seguir desempenhará um papel
central em nosso estudo.
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Proposição 2.10. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais. O operador

σn : X1 × · · · ×Xn −→ X1 ⊗ · · · ⊗Xn , σn(x1, . . . , xn) = x1 ⊗ · · · ⊗ xn,

é n-linear, chamado de operador n-linear canônico.

Demonstração. Para todosA ∈ L(X1, . . . , Xn), α ∈ K, j = 1, . . . , n e x1 ∈ X1, . . . , x
′
j, x

′′
j ∈

Xj, . . . , xn ∈ Xn,

σn(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . ,xn)(A) = x1 ⊗ · · · ⊗ (αx′j + x′′j )⊗ · · · ⊗ xn(A)

= A(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn)

= αA(x1, . . . , x
′
j, . . . , xn) + A(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn)

= α(x1 ⊗ · · · ⊗ x
′
j ⊗ · · · ⊗ xn)(A) + x1 ⊗ · · · ⊗ x

′′
j ⊗ · · · ⊗ xn(A)

= ασn(x1, . . . , x
′
j, . . . , xn)(A) + σn(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn)(A)

=
(
ασn(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn) + σn(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn)

)
(A),

o que prova que

σn(x1, . . . , αx
′
j + x′′j , . . . , xn) = ασn(x1, . . . , x

′
j, . . . , xn) + σn(x1, . . . , x

′′
j , . . . , xn).

Da proposição acima segue imediatamente que:

Corolário 2.11. Para todos j = 1, . . . , n e x1 ∈ X1, . . . , x
′
j, x

′′
j ∈ Xj, . . . , xn ∈ Xn, vale

que:

i) x1 ⊗ · · · ⊗ (x′j + x′′j )⊗ · · · ⊗ xn = x1 ⊗ · · · ⊗ x
′
j ⊗ · · · ⊗ xn + x1 ⊗ · · · ⊗ x

′′
j ⊗ · · · ⊗ xn.

ii) λ(x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn) = (λx1) ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xn = x1 ⊗ (λx2) ⊗ · · · ⊗ xn = · · · =
x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ (λxn).

Do item (ii) do corolário acima segue que a representação do tensor u obtido na
equação (2.1) pode sempre ser reescrita na forma

u =
m∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n,

onde m ∈ N, yi1 ∈ X1, . . . , y
i
n ∈ Xn.

A proposição abaixo mostra como conjuntos linearmente independentes e bases podem
ser transferidas dos espaços componentes para o produto tensorial.

Proposição 2.12. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais sobre o corpo K.

i) Sejam E1, . . . , En subconjuntos linearmente independentes de X1, . . . , Xn, respectiva-
mente. Então {x1 ⊗ · · · ⊗ xn : x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En} é subconjunto linearmente
independente de X1 ⊗ · · · ⊗Xn.
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ii) Se {eij : i ∈ Bj} é base de Xj para cada j = 1, 2, . . . , n, então

C = {ei11 ⊗ · · · ⊗ e
in
n : (i1, . . . , in) ∈ B1 × · · · ×Bn}

é uma base para X1 ⊗ · · · ⊗Xn.

Demonstração. i) Suponha que u =
m∑
i=1

λi(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n) = 0, onde xi1 ∈ E1, . . . , x

i
n ∈ En.

Dados ϕ1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕn ∈ X

∗
n, considere a forma n-linear

A : X1 × · · · ×Xn −→ K , A(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn).

Temos u(A) = 0 e dáı

ϕn

(
m∑

i=1

λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n

)
=

m∑

i=1

λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

=
m∑

i=1

λiA(x
i
1, . . . , x

i
n) = u(A) = 0,

para cada ϕn ∈ X
∗
n. Aplicando o Lema 1.4 conclúımos que

m∑
i=1

λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n

= 0, e da independência linear de En segue que λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1) = 0 para cada

i = 1, . . . ,m. Portanto,

0 =
m∑

i=1

λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1) = ϕn−1

(
m∑

i=1

λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−2(x

i
n−2)x

i
n−1

)

para cada ϕn−1 ∈ X∗
n−1. Uma nova aplicação do Lema 1.4 nos permite concluir que

m∑
i=1

λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−2(x

i
n−2) x

i
n−1 = 0. O fato de En−1 ser linearmente independente garante

que λiϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−2(x

i
n−2) = 0 para cada i = 1, . . . ,m. Prosseguindo dessa forma,

obtemos que λiϕ1(x
i
1) = 0 para cada i = 1, . . . ,m, e dáı

0 =
m∑

i=1

λiϕ1(x
i
1) = ϕ1

(
m∑

i=1

λix
i
1

)

para cada ϕ1 ∈ X∗
1 . Uma última aplicação do Lema 1.4 implica que

m∑
i=1

λix
i
1 = 0. A

independência linear de E1 garante que λi = 0 para cada i = 1, . . . ,m.
ii) O item i) nos garante que C é um conjunto linearmente independente, ou seja,

para provar ii) basta mostrar que C é um gerador do espaço X1 ⊗ · · · ⊗ Xn. Dado

u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn, considere
m∑
k=1

xk1 ⊗ · · · ⊗ x
k
n uma representação de u. Como xk1 ∈ X1

para cada k = 1, . . . ,m, existem mk
1 ∈ N, α1

1,k, . . . , α
mk

1

1,k ∈ K e i11,k, . . . , i
1
mk

1
,k
∈ B1 tais que

xk1 =

mk
1∑

p=1

α
p
1,ke

i1
p,k

1 .
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De forma similar, como xk2 ∈ X2 para cada k = 1, . . . ,m, existem mk
2 ∈ N, α1

2,k, . . . , α
mk

2

2,k ∈
K e i21,k, . . . , i

2
mk

2
,k
∈ B2 tais que

xk2 =

mk
2∑

p=1

α
p
2,k · e

i2
p,k

2 .

...

De forma similar, como xkn ∈ Xn para cada k = 1, . . . ,m, existemmk
n ∈ N, α1

n,k, . . . , α
mk

n

n,k ∈
K e in1,k, . . . , i

n
mk

n,k
∈ Bn tais que

xkn =

mk
n∑

p=1

α
p
n,ke

in
p,k
n .

Uma aplicação do Corolário 2.11 revela que

u =
m∑

k=1






mk
1∑

p=1

α
p
1,ke

i1
p,k

1


⊗




mk
2∑

p=1

α
p
2,ke

i2
p,k

2


⊗ · · · ⊗




mk
n∑

p=1

α
p
n,ke

in
p,k
n






=
m∑

k=1




mk
1∑

p1=1

mk
2∑

p2=1

· · ·

mk
n∑

pn=1

α
p1
1,kα

p2
2,k · · ·α

pn
n,k

(
e
i1
p1,k

1 ⊗ e
i2
p2,k

2 ⊗ · · · ⊗ e
in
pn,k
n

)
 ,

o que comprova que u possui uma representação que é combinação linear dos elementos
do conjunto C.

Imediatamente do item (ii) da proposição anterior segue o seguinte.

Corolário 2.13. Se X1, . . . , Xn são espaços vetoriais de dimensão finita, então

dim(X1 ⊗ · · · ⊗Xn) = dim(X1) · · · dim(Xn).

Lema 2.14. Sejam Y1, . . . , Yn, X1, . . . , Xn, Z,W espaços vetoriais, A ∈ L(X1, . . . , Xn;Z),
T1 ∈ L(Y1;X1), . . . , Tn ∈ L(Yn;Xn) e T ∈ L(Z;W ). Então o operador

T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn) : Y1 × · · · × Yn → W

definido por

T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn)(y1, . . . , yn) = T (A(T1(y1), . . . , Tn(yn))) ,

para todos y1 ∈ Y1, . . . , yn ∈ Yn, é n-linear.

A situação está ilustrada no diagrama abaixo:

Y1

T1

��

× Y2

T2

��

× · · · × Yn

Tn

��

T◦A◦(T1,...,Tn)

&&
X1 × X2 × · · · × Xn

A // Z
T //W
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Demonstração. Para todos 1 ≤ j ≤ n, y1 ∈ Y1, . . . , y
′
j, y

′′
j ∈ Yj, . . . , yn ∈ Yn, α ∈ K,

T◦A ◦ (T1, . . . , Tn)(y1, . . . , αy
′
j + y′′j , . . . , yn)

= T
(
A(T1(y1), . . . , Tj(αy

′
j + y′′j ), . . . , Tn(yn))

)

= T
(
A(T1(y1), . . . , αTj(y

′
j) + Tj(y

′′
j ), . . . , Tn(yn))

)

= T
(
αA(T1(y1), . . . , Tj(y

′
j), . . . , Tn(yn)) + A(T1(y1), . . . , Tj(y

′′
j ), . . . , Tn(yn))

)

= αT
(
A(T1(y1), . . . , Tj(y

′
j), . . . , Tn(yn))

)
+ T

(
A(T1(y1), . . . , Tj(y

′′
j ), . . . , Tn(yn))

)

= α(T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn))(y1, . . . , y
′
j, . . . , yn) + T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn)(y1, . . . , y

′′
j , . . . , yn).

Definição 2.15. Seja E um subespaço do espaço vetorial X. Define-se o operador in-
clusão IE,X : E → X por IE,X(x) = x.

É claro que o operador inclusão é linear e injetor. Quando E = X, escrevemos
simplesmente IX para representar o operador identidade, ao invés de IX,X . Os seguintes
casos particulares do Lema 2.14 serão úteis:

Corolário 2.16. Nas condições do Lema 2.14, temos que:

i) Se W = Z e T = IZ, então A ◦ (T1, . . . , Tn) é um operador n-linear.

ii) Se Yj = Xj e Tj = IXj
para todo j = 1, . . . , n, então T ◦ A é um operador n-linear.

Sejam X1, . . . , Xn, Z espaços vetoriais, E1 subespaço de X1, . . ., En subespaço de
Xn. Se A ∈ L(X1, . . . , Xn;Z) então, pelo Corolário 2.16, A ◦ (IE1,X1

, . . . , IEn,Xn
) ∈

L(E1, . . . , En;Z). Note que o operador A ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

) é a restrição do opera-
dor n-linear A ao produto cartesiano dos subespaços E1, . . . , En.

Lema 2.17. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais, E1 subespaço de X1, . . ., En subespaço
de Xn. Se A ∈ Lf (E1, . . . , En) então existe B ∈ Lf (X1, . . . , Xn) tal que B ◦ (IE1,X1

, . . . ,

IEn,Xn
) = A.

Demonstração. Para todos y1 ∈ E1, . . . , yn ∈ En,

A(y1, . . . , yn) =
m∑

i=1

αiϕ
i
1 ⊗ · · · ⊗ ϕ

i
n(y1, . . . , yn) =

m∑

i=1

αiϕ
i
1(y1) · · ·ϕ

i
n(yn),

onde m ∈ N, ϕi1 ∈ E∗
1 , . . . , ϕ

i
n ∈ E∗

n e αi ∈ K para cada i = 1, . . . ,m. Pelo Lema 1.5,
para cada j = 1, . . . , n, existe um subespaço Gj do espaço Xj tal que Xj = Ej ⊕ Gj. A
unicidade da representação na soma direta nos permite considerar os seguintes funcionais
lineares (1 ≤ j ≤ n):

ϕ̃ij : Xj −→ K , ϕ̃ij(xj) := ϕij(ej) onde xj = ej + gj com ej ∈ Ej e gj ∈ Gj.

Então o operador B =
m∑
i=1

αiϕ̃
i
1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̃

i
n é de tipo finito definido sobre X1 × · · · ×Xn,

e para concluir a demonstração basta mostrar que B ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

) = A. De fato,
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para todos y1 ∈ E1, . . . , yn ∈ En,

A(y1, . . . , yn) =
m∑

i=1

αiϕ
i
1(y1) · · ·ϕ

i
n(yn)

=
m∑

i=1

αiϕ̃
i
1(y1) · · · ϕ̃

i
n(yn)

=
m∑

i=1

αiϕ̃
i
1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̃

i
n(y1, . . . , yn)

= B ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

)(y1, . . . , yn).

Proposição 2.18. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais, E1 subespaço de X1, . . ., En sub-
espaço de Xn com E1, . . . , En subespaços de dimensão finita. Para todo A ∈ L(X1, . . . , Xn),
existe B ∈ Lf (X1, . . . , Xn) tal que as restrições B ◦ (IE1,X1

, . . . , IEn,Xn
) e A ◦ (IE1,X1

, . . . ,

IEn,Xn
) coincidem.

Demonstração. Seja A ∈ L(X1, . . . , Xn). Pelo Corolário 2.16, o operador A ◦ (IE1,X1
, . . . ,

IEn,Xn
) é n-linear. Como os espaços E1, . . . , En têm dimensão finita, segue da Pro-

posição 2.7 que L(E1, . . . , En) = Lf (E1, . . . , En). Portanto A ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

) ∈
Lf (E1, . . . , En) e então, pelo Lema 2.17, existe B ∈ Lf (X1, . . . , Xn) tal que

B ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

) = A ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

).

O resultado a seguir ajuda muito a suavizar o problema causado pela falta de unicidade
na representação de um tensor. Muito do que fizemos até agora foi para preparar sua
demonstração.

Proposição 2.19. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais, u ∈ X1⊗· · ·⊗Xn e
m∑
i=1

xi1⊗· · ·⊗x
i
n

uma representação de u. São equivalentes:

i) u = 0.

ii)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j .

iii)
m∑
i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j , j 6= 1.

iv)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j , j 6= 2.

...

n+2)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j , j 6= n.
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Demonstração. Vimos no Exemplo 2.2 que o operador

A : X1 × · · · ×Xn −→ K , A(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn),

é n-linear para todos ϕj ∈ X
∗
j . Suponha u = 0. Então

0 = u(A) =
m∑

i=1

A(xi1, . . . , x
i
n) =

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n),

para todos ϕj ∈ X
∗
j , o que prova i) =⇒ ii).

Suponha que
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j . Neste caso,

0 =
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = ϕ1

(
m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

)
,

e pelo Lema 1.4 segue que
m∑
i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j , j 6= 1, provando

ii) =⇒ iii).

Suponha agora que
m∑
i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j , j 6= 1. Então,

ϕ2

(
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n)

)
= ϕ1

(
m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

)
= 0,

para todos ϕj ∈ X∗
j . Uma segunda aplicação do Lema 1.4 nos permite concluir que

m∑
i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

∗
j , j 6= 2, o que prova iii) =⇒ iv).

Neste ponto está claro que as implicações iv) =⇒ v) , . . . , n+1) =⇒ n+2) seguem de
forma análoga. Resta provar a implicação n+2) =⇒ i). Para isso, seja A ∈ L(X1, . . . , Xn).
Considere os subespaços E1 = span{x11, x

2
1, . . . , x

m
1 }, . . . , En = span{x1n, x

2
n, . . . , x

m
n }. Da

Proposição 2.18 existe um operador B ∈ Lf (X1, . . . , Xn), digamos B =
r∑
j=1

αjϕ
j
1⊗· · ·⊗ϕ

j
n,

onde ϕj1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕ

j
n ∈ X

∗
n e αj ∈ K, tal que

B ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

) = A ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

).

Assim,

u(A) =
m∑

i=1

A(xi1, . . . , x
i
n) =

m∑

i=1

B(xi1, . . . , x
i
n) =

m∑

i=1

r∑

j=1

αjϕ
j
1 ⊗ · · · ⊗ ϕ

j
n(x

i
1, . . . , x

i
n).

Por n+2) segue que

u(A) =
m∑

i=1

r∑

j=1

αjϕ
j
1(x

i
1) · · ·ϕ

j
n(x

i
n)

=
r∑

j=1

αjϕ
j
n

(
m∑

i=1

ϕ
j
1(x

i
1) · · ·ϕ

j
n−1(x

i
n−1)x

i
n

)

=
r∑

j=1

αjϕ
j
n(0) = 0,
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portanto u = 0.

Para o caso de espaços normados precisaremos de um refinamento da proposição an-
terior.

Definição 2.20. Seja X um espaço vetorial. Dizemos que um subconjunto S de X∗ é
separante se para todo x ∈ X tem-se: ϕ(x) = 0 para todo ϕ ∈ S se, e somente se, x = 0,
ou equivalentemente, para todos x, y ∈ X, x 6= y, existe ϕ ∈ S tal que ϕ(x) 6= ϕ(y).

Corolário 2.21. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais, u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn e
m∑
i=1

xi1 ⊗

· · · ⊗ xin uma representação de u. Se S1 é um subconjunto separante de X∗
1 , . . . , Sn é um

subconjunto separante de X∗
n, então são equivalentes:

i) u = 0.

ii)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ Sj.

iii)
m∑
i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ Sj, j 6= 1.

iv)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ Sj, j 6= 2.

...

n+2)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n = 0 para todos ϕj ∈ Sj, j 6= n.

Demonstração. Faremos a demonstração de uma forma mais resumida. Se u = 0, pela

Proposição 2.19 temos
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X∗

j . Em particular,

m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ Sj.

Se
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ Sj, então

0 =
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = ϕ1

(
m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

)
.

Como S1 é conjunto separante segue que
∑m

i=1 x
i
1ϕ2(x

i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈

Sj, j 6= 1.

Supondo que
m∑
i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ Sj, j 6= 1, temos

ϕ2

(
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n)

)
= ϕ1

(
m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

)
= 0

para todos ϕj ∈ Sj. Como S2 é conjunto separante segue que
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n)

= 0 para todos ϕj ∈ Sj, j 6= 2.
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As demais implicações, exceto a última, seguem de forma análoga. Para provar a

última implicação, suponha que
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n = 0 para todos ϕj ∈ Sj, j 6= n.

Para todo ψn ∈ X
∗
n, temos

ϕn−1

(
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−2(x

i
n−2)x

i
n−1ψn(x

i
n)

)
= ψn

(
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n

)
= 0

para todo ϕn−1 ∈ Sn−1. Dáı,
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−2(x

i
n−2)x

i
n−1ψn(x

i
n) = 0 para todo ψn ∈ X

∗
n,

pois Sn−1 é separante. Novamente, para todo ψn−1 ∈ X
∗
n−1 temos

ϕn−2

(
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−3(x

i
n−3)x

i
n−2ψn−1(x

i
n−1)ψn(x

i
n)

)

= ψn−1

(
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−2(x

i
n−2)x

i
n−1ψn(x

i
n)

)
= 0

para todo ϕn−2 ∈ Sn−2. Dáı,
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−3(x

i
n−3)x

i
n−2ψn−1(x

i
n−1)ψn(x

i
n) = 0 para

todos ψn−1 ∈ X
∗
n−1, ψn ∈ X

∗
n pois Sn−2 é separante. Prosseguindo dessa forma, obtemos

m∑

i=1

xi1ψ2(x
i
2) · · ·ψn(x

i
n) = 0

para todos ψ2 ∈ X
∗
2 , . . . , ψn ∈ X

∗
n, e o resultado segue pela Proposição 2.19.

Agora estamos em condições de provar o resultado desejado para espaços normados.

Corolário 2.22. Sejam X1, . . . , Xn espaços normados, u ∈ X1⊗· · ·⊗Xn e
m∑
i=1

xi1⊗· · ·⊗x
i
n

uma representação de u. São equivalentes:

i) u = 0.

ii)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

′
j.

iii)
m∑
i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

′

j, j 6= 1.

iv)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1)x

i
2ϕ3(x

i
3) · · ·ϕn(x

i
n) = 0 para todos ϕj ∈ X

′

j, j 6= 2.

...

n+2)
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn−1(x

i
n−1)x

i
n = 0 para todos ϕj ∈ X

′

j, j 6= n.

Demonstração. Vejamos que, para cada j = 1, . . . , n, o conjunto X
′

j é separante para X
∗
j .

De fato, pelo Teorema de Hahn-Banach (veja Corolário 1.12), para todo xj ∈ Xj tem-se

‖xj‖ = sup{|ϕj(xj)| : ϕj ∈ X
′

j e ‖ϕj‖ ≤ 1}.
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Dáı, ϕj(xj) = 0 para todo ϕ ∈ X
′

j implica que ‖xj‖ = 0, e então xj = 0. Logo X
′

j é um
subconjunto separante de X∗

j . O resultado segue do Corolário 2.21 .

Lema 2.23. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais, E1 subespaço de X1, . . . , En subespaço

de Xn, u ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En e
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n uma representação de u. O operador

τ : E1 ⊗ · · · ⊗ En −→ X1 ⊗ · · · ⊗Xn

dado por

τ(u) = τ

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
=

m∑

i=1

IE1,X1
(xi1)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn

(xin),

está bem definido, é linear e injetor. Em particular, τ(E1 ⊗ · · · ⊗ En) é subespaço de
X1 ⊗ · · · ⊗Xn isomorfo a E1 ⊗ · · · ⊗ En.

Demonstração. Vejamos que τ está bem definido no sentido de que independe da repre-

sentação do tensor. Para isso, sejam
m∑
i=1

xi1⊗ · · · ⊗ x
i
n e

p∑
j=1

y
j
1⊗ · · · ⊗ y

j
n representações de

u em E1 ⊗ · · · ⊗ En, ou seja,

m∑

i=1

B(xi1, . . . , x
i
n) =

p∑

j=1

B(yj1, . . . , y
j
n)

para toda forma n-linear B ∈ L(E1, . . . , En). Para cada forma A ∈ L(X1, . . . , Xn), segue
do Corolario 2.16 que A ◦ (IE1,X1

, . . . , IEn,Xn
) ∈ L(E1, . . . , En), e então

τ

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
(A) =

m∑

i=1

A
(
IE1,X1

(xi1), . . . , IEn,Xn
(xin)

)

=
m∑

i=1

A ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

)(xi1, . . . , x
i
n)

=

p∑

j=1

A ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

)(yj1, . . . , y
j
n)

=

p∑

j=1

A
(
IE1,X1

(yj1), . . . , IEn,Xn
(yjn)

)

= τ

(
p∑

j=1

y
j
1 ⊗ · · · ⊗ y

j
n

)
(A).

Agora segue imediatamente da definição de τ que se u ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En, então τ(u) ∈
X1 ⊗ · · · ⊗Xn.
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Vejamos que τ é linear. Dados
m∑
i=1

xi1⊗ · · · ⊗ x
i
n e

p∑
j=1

y
j
1 ⊗ · · · ⊗ y

j
n representações de u

e w em E1 ⊗ · · · ⊗ En, respectivamente, e α ∈ K, temos

τ(u+ αw) = τ

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n + α

(
p∑

j=1

y
j
1 ⊗ · · · ⊗ y

j
n

))

= τ

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n +

p∑

j=1

(αyj1)⊗ y
j
2 ⊗ · · · ⊗ y

j
n

)

=
m∑

i=1

IE1,X1
(xi1)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn

(xin) +

p∑

j=1

IE1,X1
(αyj1)⊗ IE2,X2

(yj2)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn
(yjn)

=
m∑

i=1

IE1,X1
(xi1)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn

(xin) +

p∑

j=1

(αIE1,X1
(yj1))⊗ IE2,X2

(yj2)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn
(yjn)

=
m∑

i=1

IE1,X1
(xi1)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn

(xin) + α

(
p∑

j=1

IE1,X1
(yj1)⊗ IE2,X2

(yj2)⊗ · · · ⊗ IEn,Xn
(yjn)

)

= τ(u) + ατ(w).

Para provar que este operador é injetivo, suponha que τ(u) = 0 ∈ X1⊗ · · ·⊗Xn. Seja
m∑
i=1

xi1⊗ · · ·⊗x
i
n uma representação de u em E1⊗ · · ·⊗En. Considere os subespaços F1 =

span{x11, x
2
1, . . . , x

m
1 }, . . . , Fn = span{x1n, x

2
n, . . . , x

m
n }. Para cada forma A ∈ L(E1, . . . ,

En), pela Proposição 2.18 existe uma forma de tipo finito B ∈ Lf (E1, . . . , En) tal que

B ◦ (IF1,E1
, . . . , IFn,En

) = A ◦ (IF1,E1
, . . . , IFn,En

).

Isso implica, pelo Lema 2.17, que existe um operador de tipo finito C ∈ Lf (X1, . . . , Xn)
tal que

C ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

) = B.

Segue que

u(A) =
m∑

i=1

A(xi1, . . . , x
i
n) =

m∑

i=1

B(xi1, . . . , x
i
n)

=
m∑

i=1

C ◦ (IE1,X1
, . . . , IEn,Xn

)(xi1, . . . , x
i
n)

=
m∑

i=1

C
(
IE1,X1

(xi1), . . . , IEn,Xn
(xin)

)

= τ(u)(C) = 0,

o que implica que u(A) = 0 para toda forma A ∈ L(E1, . . . , En), ou seja, u = 0.

Usamos a seguir a notação usual de soma direta de um número finito de subespaços
vetoriais de um espaço vetorial.
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Proposição 2.24. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais Suponha que m ∈ N e que para
cada 1 ≤ k ≤ n existam subespaços Fk1 , Fk2 , . . . , Fkm de Xk tais que Xk = Fk1 ⊕ Fk2 ⊕
· · · ⊕ Fkm. Então

X1 ⊗ · · · ⊗Xk ⊗ · · · ⊗Xn =
m⊕

i=1

τi (X1 ⊗ · · · ⊗ Fki ⊗ · · · ⊗Xn) ,

onde τi : X1 ⊗ · · · ⊗ Fki ⊗ · · · ⊗ Xn −→ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn, para cada i = 1, · · · ,m, são os
operadores definidos como no Lema 2.23.

Demonstração. Sejam u ∈ X1⊗ . . .⊗Xn e
p∑
j=1

x
j
1⊗ · · · ⊗ x

j
k ⊗ · · · ⊗ x

j
n uma representação

de u. Por hipótese, para cada xjk existem x
j
k1
∈ Fk1 , . . . , x

j
km
∈ Fkm tais que xjk =

m∑
l=1

x
j
kl
.

Então

u =

p∑

j=1

x
j
1 ⊗ · · · ⊗ x

j
k ⊗ · · · ⊗ x

j
n =

p∑

j=1

x
j
1 ⊗ · · · ⊗

(
m∑

l=1

x
j
kl

)
⊗ · · · ⊗ xjn

=

p∑

j=1

m∑

l=1

x
j
1 ⊗ · · · ⊗ x

j
kl
⊗ · · · ⊗ xjn =

m∑

l=1

p∑

j=1

x
j
1 ⊗ · · · ⊗ x

j
kl
⊗ · · · ⊗ xjn

=
m∑

l=1

p∑

j=1

IX1
(xj1)⊗ · · · ⊗ IFkl

,Xk
(xjkl)⊗ · · · ⊗ IXn

(xjn)

=
m∑

l=1

τl

(
p∑

j=1

x
j
1 ⊗ · · · ⊗ x

j
kl
⊗ · · · ⊗ xjn

)
.

Sejam agora l ∈ {1, · · · ,m} e

v ∈ τl (X1 ⊗ · · · ⊗ Fkl ⊗ · · · ⊗Xn)
⋂




m∑

i=1

i 6=l

τi (X1 ⊗ · · · ⊗ Fki ⊗ · · · ⊗Xn)




.

O tensor v pode então ser escrito de duas formas:

v = τl

(
rl∑

j=1

x
j
1,l ⊗ · · · ⊗ x

j
k,l ⊗ · · · ⊗ x

j
n,l

)
=

m∑

i=1

i 6=l

τi

(
ri∑

j=1

x
j
1,i ⊗ · · · ⊗ x

j
k,i ⊗ · · · ⊗ x

j
n,i

)
.

Aplicando os operadores τ1, . . . , τm obtemos as seguintes duas representações para v em
X1 ⊗ · · · ⊗Xn:

v =

rl∑

j=1

x
j
1,l ⊗ · · · ⊗ x

j
k,l ⊗ · · · ⊗ x

j
n,l =

m∑

i=1

i 6=l

ri∑

j=1

x
j
1,i ⊗ · · · ⊗ x

j
k,i ⊗ · · · ⊗ x

j
n,i,
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donde segue que

0 =
m∑

i=1

i 6=l

ri∑

j=1

x
j
1,i ⊗ · · · ⊗ x

j
k,i ⊗ · · · ⊗ x

j
n,i +

rl∑

j=1

(−xj1,l)⊗ x
j
2,l ⊗ · · · ⊗ x

j
k,l ⊗ · · · ⊗ x

j
n,l.

Aplicando a Proposição 2.19 obtemos

0 =
m∑

i=1

i 6=l

ri∑

j=1

ϕ1(x
j
1,i) · · ·ϕk−1(x

j
k−1,i) · x

j
k,i · ϕk+1(x

j
k+1,i) · · ·ϕn(x

j
n,i)+

rl∑

j=1

ϕ1(−x
j
1,l)ϕ2(x

j
2,l) · · ·ϕk−1(x

j
k−1,l) · x

j
k,l · ϕk+1(x

j
k+1,l) · · ·ϕn(x

j
n,l),

ou equivalentemente,

m∑

i=1

i 6=l

ri∑

j=1

ϕ1(x
j
1,i) · · ·ϕk−1(x

j
k−1,i) · x

j
k,i · ϕk+1(x

j
k+1,i) · · ·ϕn(x

j
n,i)

=

rl∑

j=1

ϕ1(x
j
1,l) · · ·ϕk−1(x

j
k−1,l) · x

j
k,l · ϕk+1(x

j
k+1,l) · · ·ϕn(x

j
n,l),

para todos os funcionais ϕ1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕk−1 ∈ X

∗
k−1, ϕk+1 ∈ X

∗
k+1, . . . , ϕn ∈ X

∗
n. Como,

por hipótese,

Fkl
⋂




m∑

i=1

i 6=l

Fki





= {0},

segue que

0 =

rl∑

j=1

ϕ1(x
j
1,l) · · ·ϕk−1(x

j
k−1,l) · x

j
k,l · ϕk+1(x

j
k+1,l) · · ·ϕn(x

j
n,l)

para todos funcionais ϕ1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕk−1 ∈ X

∗
k−1, ϕk+1 ∈ X

∗
k+1, . . . , ϕn ∈ X

∗
n. Mais uma

aplicação da Proposição 2.19 revela que 0 =
rl∑
j=1

x
j
1,l ⊗ · · · ⊗ x

j
k,l ⊗ · · · ⊗ x

j
n,l = u.

2.2 O teorema da linearização

Nesta seção veremos que o objetivo do produto tensorial é fazer uma ponte entre a álgebra
multilinear e a álgebra linear, no sentido de que a cada operador multilinear corresponde
um operador linear definido no produto tensorial, e vice-versa.

Teorema 2.25. Sejam X1, . . . , Xn e Z espaços vetoriais sobre o corpo K. Para cada
operador n-linear A : X1×· · ·×Xn −→ Z existe um único operador linear AL : X1⊗· · ·⊗
Xn −→ Z tal que A = AL ◦ σn, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:
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X1 × · · · ×Xn

σn
��

A // Z

X1 ⊗ · · · ⊗Xn

AL

::

Mais ainda, a correspondência A←→ AL é um isomorfismo entre os espaços vetoriais
L(X1, . . . , Xn;Z) e L(X1 ⊗ · · · ⊗Xn;Z).

O operador linear AL é chamado de linearização do operador n-linear A.

Demonstração. Seja A ∈ L(X1, . . . , Xn;Z). Vejamos que o operador AL : X1 ⊗ · · · ⊗
Xn −→ Z dado por

AL

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
=

m∑

i=1

A(xi1, . . . , x
i
n),

está bem definido. Para isso suponha que
m1∑
i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n =

m2∑
i=m1+1

(−yi1)⊗ y
i
2 ⊗ · · · ⊗ y

i
n

em X1 ⊗ · · · ⊗Xn. Neste caso,

0 =

m1∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n −

m2∑

i=m1+1

(−yi1)⊗ y
i
2 ⊗ · · · ⊗ y

i
n

=

m1∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n +

m2∑

i=m1+1

yi1 ⊗ y
i
2 ⊗ · · · ⊗ y

i
n

=

m2∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n.

Pelo Corolário 2.16 sabemos que ϕ◦A ∈ L(X1, . . . , Xn) para todo funcional linear ϕ ∈ Z
∗,

e portanto

ϕ

(
m2∑

i=1

A(yi1, . . . , y
i
n)

)
=

m2∑

i=1

ϕ
(
A(yi1, . . . , y

i
n)
)
=

m2∑

i=1

ϕ ◦ A(yi1, . . . , y
i
n)

=

m2∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n(ϕ ◦ A) =

(
m2∑

i=1

(yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n)

)
(ϕ ◦ A)

= 0,

para todo funcional linear ϕ ∈ Z∗. Segue pelo Lema 1.4 que
m2∑
i=1

A(yi1, . . . , y
i
n) = 0, e como

m2∑

i=1

A(yi1, . . . , y
i
n) =

m1∑

i=1

A(yi1, . . . , y
i
n) +

m2∑

i=m1+1

A(yi1, . . . , y
i
n)

=

m1∑

i=1

A(yi1, . . . , y
i
n)−

m2∑

i=m1+1

A(−yi1, y
i
2, . . . , y

i
n),
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temos
m1∑

i=1

A(yi1, . . . , y
i
n) =

m2∑

i=m1+1

A(−yi1, y
i
2, . . . , y

i
n),

provando que AL está bem definido. Provemos agora a linearidade de AL. Como todo
tensor é uma combinação linear de tensores elementares, basta verificar que AL é linear
nos tensores elementares. Para todos x1, y1 ∈ X1, . . . , xn, yn ∈ Xn e α ∈ K,

AL (x1 ⊗ · · · ⊗ xn + (αy1)⊗ y2 ⊗ · · · ⊗ yn) = A(x1, . . . , xn) + A(αy1, y2, . . . , yn)

= A(x1, . . . , xn) + αA(y1, . . . , yn)

= AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) + αAL(y1 ⊗ · · · ⊗ yn).

Para verificar a igualdade A = AL ◦ σn, note que, para todo (x1, . . . , xn) ∈ X1× · · · ×Xn,

(AL ◦ σn)(x1, . . . , xn) = AL(σn(x1, . . . , xn))

= AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

= A(x1, . . . , xn).

Para comprovar a unicidade de AL, suponha que B ∈ L(X1⊗ · · ·⊗Xn;Z) é um operador
linear tal que A = B ◦ σn. Pelo que acabamos de provar,

AL ◦ σn = A = B ◦ σn.

Assim, para cada
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn,

B

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
=

m∑

i=1

B(xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n) =

m∑

i=1

B(σn(x
i
1, . . . , x

i
n))

=
m∑

i=1

(B ◦ σn)(x
i
1, . . . , x

i
n) =

m∑

i=1

(AL ◦ σn)(x
i
1, . . . , x

i
n)

=
m∑

i=1

AL(σn(x
i
1, . . . , x

i
n)) =

m∑

i=1

AL(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

= AL

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
.

Por último, mostraremos que a correspondência A←→ AL é linear e sobrejetora (note que
a injetividade segue diretamente da unicidade da linearização). SejamA,B ∈ L(X1, . . . , Xn;Z)
e α ∈ K. Para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn

((AL + αBL) ◦ σn) (x1, . . . , xn) = (AL + αBL)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

= AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) + αBL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

= A(x1, . . . , xn) + αB(x1, . . . , xn)

= (A+ αB)(x1, . . . , xn),
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o que prova que (AL + αBL) ◦ σn = A + αB. Pela unicidade da linearização segue
que AL + αBL = (A + αB)L, o que estabelece a linearidade da correspondência. Dado
B ∈ L(X1 ⊗ · · · ⊗Xn;Z), considere o operador

A : X1 × · · · ×Xn −→ Z , A(x1, . . . , xn) = B(x1 ⊗ · · · ⊗ xn).

Note que A = B ◦ σn, e então pelo Corolário 2.16 sabemos que A é um operador n-linear.
Novamente pela unicidade da linearização temos B = AL, e disso segue a sobrejetividade.

Tomando Z como sendo o corpo dos escalares no teorema acima, obtemos:

Corolário 2.26. L(X1, . . . , Xn) é isomorfo a (X1 ⊗ · · · ⊗Xn)
∗.

Exemplo 2.27. Veremos neste exemplo que a linearizacão do operador n-linear canônico
σn : X1 × · · · ×Xn −→ X1 ⊗ · · · ⊗Xn é o operador identidade no produto tensorial, isto
é, (σn)L = IX1⊗···⊗Xn

.
De fato, pelo Teorema 2.25 existe um único operador linear (σn)L : X1⊗ · · · ⊗Xn −→

X1 ⊗ · · · ⊗ Xn tal que σn = (σn)L ◦ σn. Mas é imediato que σn = IX1⊗···⊗Xn
◦ σn, onde

IX1⊗···⊗Xn
: X1⊗· · ·⊗Xn −→ X1⊗· · ·⊗Xn é o operador identidade, portanto a unicidade

de (σn)L implica que IX1⊗···⊗Xn
= (σn)L.

Como primeira consequência do teorema de linearização provaremos a existência do
produto tensorial de operadores lineares.

Corolário 2.28. Sejam X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn espaços vetoriais. Dados T1 ∈ L(X1;Y1),
. . . , Tn ∈ L(Xn;Yn), existe um único operador linear T1 ⊗ · · · ⊗ Tn : X1 ⊗ · · · ⊗ Xn −→
Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn tal que

T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

Demonstração. Defina o operador A : X1 × · · · ×Xn −→ Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn por

A(x1, . . . , xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn).

Segue, da linearidade de T1, . . . Tn e do Corolario 2.11, que A é um operador n-linear.
Pelo Teorema 2.25 existe um único operador linear AL : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn
tal que

AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = A(x1, . . . , xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Chame AL = T1 ⊗ · · · ⊗ Tn.

Teorema 2.29. (Unicidade do Produto Tensorial). Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais.
Suponha que existam um espaço vetorial W e um operador n-linear B : X1×· · ·×Xn −→
W com a seguinte propriedade: para cada espaço vetorial Z e cada operador n-linear
A : X1× · · · ×Xn −→ Z existe um único operador linear L : W −→ Z tal que A = L ◦B.
Então existe um isomorfismo Ψ: X1 ⊗ · · · ⊗ Xn −→ W tal que Ψ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
B(x1, . . . , xn) para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

39



O diagrama ilustra a situação:

W
L

$$
X1 × · · · ×Xn

B

II

σn
��

A
// Z

Ψ

00

X1 ⊗ · · · ⊗Xn

Demonstração. Como o operador B : X1 × · · · × Xn −→ W é n-linear, o Teorema 2.25
garante que existe um único operador linear BL ∈ L(X1⊗· · ·⊗Xn;W ) tal que B = BL◦σn.
Por hipótese, como os operadores B e σn são n-lineares, existem únicos operadores lineares
LB : W −→ W e Lσn : W −→ X1⊗ · · · ⊗Xn tais que B = LB ◦B e σn = Lσn ◦B. Assim,

B = BL ◦ σn
σn = Lσn ◦B

}
=⇒ σn = (Lσn ◦BL) ◦ σn

σn = IX1⊗···⊗Xn
◦ σn

}
=⇒ Lσn ◦BL = IX1⊗···⊗Xn

.

Como B = IW ◦B, segue da unicidade de LB que IW = LB, e então

B = BL ◦ σn
σn = Lσn ◦B

}
=⇒ B = (BL ◦ Lσn) ◦B

B = LB ◦B

}
=⇒ BL ◦ Lσn = LB = IW .

Portanto BL : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ W é um operador linear e bijetor.

2.3 A associatividade

Como dito na introdução, os objetivos centrais desta dissertação é provar a associatividade
dos produtos tensoriais projetivo e injetivo, a serem introduzidos nos próximos caṕıtulos.
É claro que uma porção dessas demonstrações envolve o aspecto algébrico do produto
tensorial. O objetivo desta seção é deixar essa parte algébrica pronta para ser usada nos
caṕıtulos seguintes.

Teorema 2.30. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais e n1, . . . , nt ∈ N tais que 1 ≤ n1 <

n2 < · · · < nt < n. Então existe um único isomorfismo algébrico

T : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ (X1 ⊗ · · · ⊗Xn1
)⊗ (Xn1+1 ⊗ · · · ⊗Xn2

)⊗ · · · ⊗ (Xnt+1 ⊗ · · · ⊗Xn)

tal que

T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.
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Demonstração. Considere o operador

A : X1 × · · · ×Xn −→ (X1 ⊗ · · · ⊗Xn1
)⊗ (Xn1+1 ⊗ · · · ⊗Xn2

)⊗ · · · ⊗ (Xnt+1 ⊗ · · · ⊗Xn)

definido por

A(x1, . . . , xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn).

Segue do Corolario 2.11 que A é um operador n-linear, e pelo Teorema 2.25 podemos
considerar a sua linearização

AL : X1⊗ · · ·⊗Xn −→ (X1⊗ · · ·⊗Xn1
)⊗ (Xn1+1⊗ · · ·⊗Xn2

)⊗ · · ·⊗ (Xnt+1⊗ · · ·⊗Xn).

Já sabemos que AL é um operador linear entre os espaços que queremos, e também que
AL satisfaz a igualdade desejada para os tensores elementares. Basta mostrar que AL é

um isomorfismo. Para provar que AL é injetora, suponha que AL

(
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
= 0.

Dados ϕ1 ∈ X
∗
1 , . . . , ϕn ∈ X

∗
n, definimos os seguintes operadores:

ψ1 : X1 × · · · ×Xn1
−→ K , ψ1(x1, . . . , xn1

) = ϕ1(x1) · · ·ϕn1
(xn1

),

ψ2 : Xn1+1 × · · · ×Xn2
−→ K , ψ2(xn1+1, . . . , xn2

) = ϕn1+1(xn1+1) · · ·ϕn2
(xn2

),

...

ψt : Xnt−1+1 × · · · ×Xnt
−→ K , ψt(xnt−1+1, . . . , xnt

) = ϕnt−1+1(xnt−1+1) · · ·ϕnt
(xnt

)

ψt+1 : Xnt+1 × · · · ×Xn −→ K , ψt+1(xnt+1, . . . , xn) = ϕnt+1(xnt+1) · · ·ϕn(xn).

Já sabemos que todos essas são formas n-lineares de tipo finito. Considere suas linea-
rizações (ψ1)L, . . . , (ψt+1)L de acordo com o Teorema 2.25. Como (ψ1)L ∈ (X1 ⊗ · · · ⊗
Xn1

)∗, . . . , (ψt+1)L ∈ (Xnt+1 ⊗ · · · ⊗Xn)
∗, e

AL

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
=

m∑

i=1

(xi1⊗· · ·⊗x
i
n1
)⊗(xin1+1⊗· · ·⊗x

i
n2
)⊗· · ·⊗(xint+1⊗· · ·⊗x

i
n) = 0,

segue da Proposição 2.19 que

0 =
m∑

i=1

(ψ1)L(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
)(ψ2)L(x

i
n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n2
) · · · (ψt+1)L(x

i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

=
m∑

i=1

ψ1(x
i
1, . . . , x

i
n1
)ψ2(x

i
n1+1, . . . , x

i
n2
) · · ·ψt+1(x

i
nt+1, . . . , x

i
n)

=
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn1

(xin1
)ϕn1+1(x

i
n1+1) · · ·ϕn2

(xin2
) · · ·ϕnt+1(x

i
nt+1) · · ·ϕn(x

i
n)

=
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

para todos funcionais ϕ1 ∈ X∗
1 , . . . , ϕn ∈ X∗

n. Aplicando novamente a Proposição 2.19
segue que

m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n = 0,
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provando que AL é injetora. Para provar que AL é sobrejetora, note que um tensor
elementar qualquer em (X1⊗ · · · ⊗Xn1

)⊗ (Xn1+1⊗ · · · ⊗Xn2
)⊗ · · · ⊗ (Xnt+1⊗ · · · ⊗Xn)

tem a forma
(

m1∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n1

)
⊗

(
m2∑

i=1

xin1+1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n2

)
⊗ · · · ⊗

(
mt+1∑

i=1

xint+1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
,

que é igual a

m1∑

i1=1

m2∑

i2=1

· · ·

mt+1∑

it+1=1

(
xi11 ⊗ · · · ⊗ x

i1
n1

)
⊗
(
xi2n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i2
n2

)
⊗ · · · ⊗

(
x
it+1

nt+1 ⊗ · · · ⊗ x
it+1

n

)

=

m1∑

i1=1

m2∑

i2=1

· · ·

mt+1∑

it+1=1

A
(
xi11 , . . . , x

i1
n1
, xi2n1+1, . . . , x

i2
n2
, . . . , x

it+1

nt+1, . . . , x
it+1

n

)

=

m1∑

i1=1

m2∑

i2=1

· · ·

mt+1∑

it+1=1

AL

(
xi11 ⊗ · · · ⊗ x

i1
n1
⊗ xi2n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i2
n2
⊗ · · · ⊗ xit+1

nt+1 ⊗ · · · ⊗ x
it+1

n

)

= AL




m1∑

i1=1

m2∑

i2=1

· · ·

mt+1∑

it+1=1

xi11 ⊗ · · · ⊗ x
i1
n1
⊗ xi2n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i2
n2
⊗ · · · ⊗ xit+1

nt+1 ⊗ · · · ⊗ x
it+1

n


 .

Isso prova que a imagem de AL contém os tensores elementares. Como esses tensores
geram todo o produto tensorial e AL é linear, segue que AL é sobrejetora.

Enunciamos a seguir a forma particular do teorema acima para o produto tensorial
de um espaço vetorial por ele mesmo. Dados um espaço vetorial X e n ∈ N, usamos a
seguinte notação: ⊗

n

X = X ⊗ · · · ⊗X︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

Corolário 2.31. Sejam X um espaço vetorial e n, n1, . . . , nt+1 ∈ N tais que 0 = n0 <

1 ≤ n1 < n2 < · · · < nt < nt+1 = n. Então existe um isomorfismo

T :
⊗

n

X −→
t+1⊗

i=1


 ⊗

ni−ni−1

X




tal que

T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
t+1⊗

i=1

(
xni−1+1 ⊗ · · · ⊗ xni

)

para todos x1, . . . , xn ∈ X.

42



Caṕıtulo 3

O Produto Tensorial Projetivo

Dados espaços normados X1, . . . , Xn, podemos considerar a possibilidade de normar o
espaço vetorial X1 ⊗ · · · ⊗ Xn. Tendo em vista a correspondência entre operadores
n-lineares e operadores lineares no produto tensorial, é natural buscar uma norma no
produto tensorial que associe operadores multilineares cont́ınuos a operadores lineares
cont́ınuos. Estudaremos esta norma e a sua associatividade neste caṕıtulo.

3.1 A norma projetiva

Começamos com uma recordação rápida da teoria básica dos operadores multilineares
cont́ınuos.

Sejam X1, . . . , Xn e Z espaços vetoriais sobre o corpo K. Se X1, . . . , Xn são espaços
normados então X1 × · · · ×Xn também é espaço normado com as normas usuais, e se Z
também for normado, então podemos considerar os operadores n-lineares de X1×· · ·×Xn

em Z que são cont́ınuos. Neste caṕıtulo, a menos que se diga o contrário, os espaços
X1, . . . , Xn, Z serão normados.

Proposição 3.1. As seguintes afirmações são equivalentes para um operador n-linear
A ∈ L(X1, . . . , Xn;Z):

i) A é cont́ınuo.

ii) A é cont́ınuo na origem.

iii) Existe c ≥ 0 tal que ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ c · ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈
Xn.

iv) ‖A‖ := sup{‖A(x1, . . . , xn)‖ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

} <∞.

Demonstração. Veja [24, Proposição 2.7].

O conjunto de todos os operadores n-lineares cont́ınuos de X1 × · · · ×Xn em Z será
denotado por L(X1, . . . , Xn;Z). No caso em que n = 1 e Z = K, denotaremos L(X1;K)
simplesmente por X ′

1, espaço este que é chamado de dual topológico de X1 e os elementos
de X ′

1 são chamados de funcionais lineares cont́ınuos.
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Exemplo 3.2. Sejam ϕ1 ∈ X
′

1, . . . , ϕn ∈ X
′

n e y ∈ Z. Vejamos que o operador n-linear
ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y é cont́ınuo e, além disso, ‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y‖ = ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ · ‖y‖.

De acordo com o exemplo 2.2 o operador ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y, definido em 2.6, é um
operador n-linear. Mais ainda,

‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y‖ = sup{‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y(x1, . . . , xn)‖ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}

= sup{‖ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)y‖ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}

= sup{|ϕ1(x1)| · · · |ϕn(xn)|‖y‖ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}.

Aplicando a Proposição 1.25 temos

‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y‖ =

(
n∏

j=1

sup{|ϕj(xj)| : xj ∈ BXj
}

)
‖y‖ = ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ · ‖y‖.

Proposição 3.3. Seja A ∈ L(X1, . . . , Xn;Z). Então:

i) ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

ii) ‖A‖ = inf{c ≥ 0 : ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ c · ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈
Xn}.

Demonstração. Veja [24, Proposição 2.8].

Proposição 3.4. Sejam X1, . . . , Xn e Z espaços normados.

i) L(X1, . . . , Xn;Z) é um subespaço vetorial de L(X1, . . . , Xn ;Z).

ii) A função A 7−→ ‖A‖ é uma norma em L(X1, . . . , Xn;Z).

iii) Se Z é um espaço de Banach, então L(X1, . . . , Xn;Z), com a norma do item ii),
também é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [24, Proposição 2.10 e Proposição 2.11].

Proposição 3.5. Sejam Y1, . . . , Yn, X1, . . . , Xn, Z,W espaços normados, A ∈ L(X1, . . . ,

Xn;Z), T1 ∈ L(Y1;X1), . . . , Tn ∈ L(Yn;Xn) e T ∈ L(Z;W ). Então o operador

T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn) : Y1 × · · · × Yn → W

definido por

T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn)(y1, . . . , yn) = T (A(T1(y1), . . . , Tn(yn))) ,

para todos y1 ∈ Y1, . . . , yn ∈ Yn, é n-linear, cont́ınuo e

‖T ◦ A ◦ (T1, . . . , Tn)‖ ≤ ‖T‖ · ‖A‖ · ‖T1‖ · · · ‖Tn‖.

Demonstração. Veja [10, Lema 2.1.6].
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Definimos a seguir a norma projetiva no produto tensorial de espaços normados. As
demonstrações relativas à norma projetiva que apresentamos a seguir são detalhamentos
das demonstrações que aparecem em [23] para o caso n = 2. Normalmente, no caso geral
os resultados são apresentados sem demonstrações.

Definição 3.6. Define-se a função π : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ R por

π(u) = inf

{
m∑

i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ : m ∈ N e u =

m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

}
.

Observação 3.7. Quando for necessário especificar o domı́nio da função π, escreveremos
πX1,...,Xn

(u) ou π(u;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) no lugar de π(u).

Proposição 3.8. A função π é uma norma em X1 ⊗ · · · ⊗ Xn e π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) =
‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

Demonstração. Considere u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn. Vejamos que π(λu) = |λ|π(u) para todo
λ ∈ K. Isto é óbvio quando λ = 0 pois π(0) = 0. Façamos o caso em que λ 6= 0. Se
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n é uma representação de u, então é claro que

m∑
i=1

(λxi1) ⊗ x
i
2 ⊗ · · · ⊗ x

i
n é

uma representação de λu. Segue da Definição 3.6 que

|λ|−1 · π(λu) ≤ |λ|−1 ·
m∑

i=1

‖λxi1‖ · ‖x
i
2‖ · · · ‖x

i
n‖ =

m∑

i=1

‖xi1‖ · ‖x
i
2‖ · · · ‖x

i
n‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações de u segue que |λ|−1π(λu) ≤ π(u), e
então π(λu) ≤ |λ|π(u). Aplicando essa desigualdade para o escalar λ−1, temos

π(u) = π
(
λ−1λu

)
≤ |λ−1|π(λu) = |λ|−1π(λu),

donde segue que |λ|π(u) ≤ π(λu). Logo |λ|π(u) = π(λu) para todo λ ∈ K.
Provaremos agora que π satisfaz a desigualdade triangular. Sejam u, v ∈ X1⊗· · ·⊗Xn

e ε > 0. Da Definição 3.6 existem representações
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n e

k∑
i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n dos

vetores u e v, respectivamente, tais que

m∑

i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ ≤ π(u) +

ε

2
e

k∑

i=1

‖yi1‖ · · · ‖y
i
n‖ ≤ π(v) +

ε

2
.

É claro que
m∑
i=1

xi1⊗ · · ·⊗x
i
n+

k∑
i=1

yi1⊗ · · ·⊗ y
i
n é uma representação do vetor u+ v, e disso

decorre que

π(u+ v) ≤
m∑

i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖+

k∑

i=1

‖yi1‖ · · · ‖y
i
n‖ ≤ π(u) + π(v) + ε

para todo ε > 0. Fazendo ε −→ 0+ segue que π(u+ v) ≤ π(u) + π(v).
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Suponha que π(u) = 0. Então para todo ε > 0 existe uma representação de u tal que
m∑
i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ ≤ ε. Dáı, para todos ϕ1 ∈ X

′

1, . . . , ϕn ∈ X
′

n,

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

i=1

|ϕ1(x
i
1)| · · · |ϕn(x

i
n)| ≤

m∑

i=1

‖ϕ1‖ · ‖x
i
1‖ · · · ‖ϕn‖ · ‖x

i
n‖

= ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ ·
m∑

i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ ≤ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ε.

Tomando mais uma vez o limite ε −→ 0+ obtemos que

∣∣∣∣
m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣ = 0, ou seja,

m∑
i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) = 0. Do Corolário 2.22 segue que u = 0.

Por fim, mostraremos que π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ‖x1‖ · · · ‖xn‖. A desigualdade π(x1 ⊗
· · · ⊗ xn) ≤ ‖x1‖ · · · ‖xn‖ segue diretamente da Definição 3.6. É claro que a igualdade
é válida se algum xj = 0. Supondo todos xj 6= 0, pelo Teorema de Hahn-Banach na
forma do Corolário 1.11 podemos tomar funcionais ϕ1 ∈ BX

′

1

, . . . , ϕn ∈ BX
′

n
tais que

ϕ1(x1) = ‖x1‖, . . . , ϕn(xn) = ‖xn‖. Considere o operador

A : X1 × · · · ×Xn −→ K , A(y1, . . . , yn) = ϕ1(y1) · · ·ϕn(yn),

que é n-linear pois A = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn. Sejam u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn e
m∑
i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n uma

representação de u. Como a linearização AL de A é um funcional linear em X1⊗· · ·⊗Xn,
temos

|AL(u)| =

∣∣∣∣∣AL

(
m∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n

)∣∣∣∣∣ ≤
m∑

i=1

∣∣AL(yi1 ⊗ · · · ⊗ yin)
∣∣

≤
m∑

i=1

|ϕ1(y
i
1) · · ·ϕn(y

i
n)| ≤ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ ·

m∑

i=1

‖yi1‖ · · · ‖y
i
n‖

≤
m∑

i=1

‖yi1‖ · · · ‖y
i
n‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações de u segue que |AL(u)| ≤ π(u) para todo
u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn. Em particular,

‖x1‖ · · · ‖xn‖ = A(x1, . . . , xn) = AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) ≤ π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn).

Denota-se por X1 ⊗π · · · ⊗π Xn o produto tensorial X1 ⊗ · · · ⊗Xn munido da norma
π. Nesse sentido, pela Proposição 1.15 pode-se considerar um completamento de X1 ⊗π
· · ·⊗πXn, o qual será denotado por X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn. O espaço de Banach X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn

é chamado de produto tensorial projetivo de X1, . . . , Xn. Na Seção 3.4 trataremos da
questão da necessidade de se tomar um completamento.
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Exemplo 3.9. Vejamos que o operador n-linear canônico

σn : X1 × · · · ×Xn −→ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn

é cont́ınuo e ‖σn‖ = 1. De fato, para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn temos que

π (σn(x1, . . . , xn);X1 ⊗ · · · ⊗Xn) = π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) = ‖x1‖ · · · ‖xn‖.

A igualdade ‖σn‖ = 1 segue do item iv) da Proposição 3.1, ou do item ii) da Proposição
3.3.

Definição 3.10. Sejam X1, . . . , Xn espaços vetoriais. Se A1, . . . , An são subconjuntos de
X1, . . . , Xn, respectivamente, definimos o conjunto

A1 ⊗ · · · ⊗ An := {x1 ⊗ · · · ⊗ xn : x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An}.

Proposição 3.11. BX1
⊗ · · · ⊗BXn

⊆ BX1⊗π ···⊗πXn
.

Demonstração. Para todos x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

,

π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ‖x1‖ · · · ‖xn‖ ≤ 1.

Definição 3.12. Sejam X um espaço vetorial e S um subconjunto de X. A interseção de
todos os subconjuntos convexos de X que contêm S é chamada de envoltória convexa de
S e denotada por co(S). Quando X é um espaço vetorial normado podemos considerar o
fecho da envoltória convexa de S que será denotado por co(S).

É fácil verificar que a interseção de famı́lias arbitrárias de conjuntos convexos é um
conjunto convexo, portanto a envoltória convexa de qualquer subconjunto de um espaço
vetorial é um conjunto convexo. As seguintes fórmulas para calcular a envoltória convexa
são muito úteis.

Proposição 3.13. Sejam X um espaço vetorial e S ⊆ X. Então

co(S) =

{
n∑

i=1

λixi : x1, . . . , xn ∈ S, n ∈ N, λ1, . . . , λn ≥ 0 e
n∑

i=1

λi = 1

}
.

Demonstração. Ver [24, Proposição 3.8].

Corolário 3.14. Sejam X um espaço vetorial e S ⊆ X com 0 ∈ S. Então

co(S) =

{
n∑

i=1

λixi ; x1, . . . , xn ∈ S, n ∈ N, λ1, . . . , λn ≥ 0 e
n∑

i=1

λi ≤ 1

}
.

Demonstração. Ver [24, Corolário 3.9].

Lema 3.15. Sejam X, Y espaços vetoriais, S ⊆ X e T : X −→ Y um operador linear.
Então T (co(S)) = co (T (S)).
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Demonstração. Pela Proposição 3.13 temos

T (co(S)) = T

({
n∑

i=1

λixi : x1, . . . , xn ∈ S, n ∈ N, λ1, . . . , λn ≥ 0 e
n∑

i=1

λi = 1

})

=

{
n∑

i=1

λiT (xi) : T (x1), . . . , T (xn) ∈ T (S), n ∈ N, λ1, . . . , λn ≥ 0 e
n∑

i=1

λi = 1

}

= co(T (S)).

Proposição 3.16. A bola unitária fechada em X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn é a envoltória convexa
fechada do conjunto BX1

⊗ · · · ⊗BXn
.

Demonstração. Primeiro provaremos que

BX1⊗π ···⊗πXn
= co(BX1

⊗ · · · ⊗BXn
). (3.1)

Suponha que u seja um elemento da bola unitária aberta de X1⊗π · · ·⊗πXn. Então, pela

definição de norma projetiva, existe uma representação, digamos
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n, de u

tal que
m∑

i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ < 1.

Para todo 1 ≤ i ≤ m considere

yi1 =

{
‖xi1‖

−1xi1 , se xi1 6= 0
0 , se xi1 = 0

, . . . , yin =

{
‖xin‖

−1xin , se xin 6= 0
0 , se xin = 0

.

Dessa forma temos xi1 = ‖x
i
1‖y

i
1, . . . , x

i
n = ‖xin‖y

i
n para todo i, e então

u =
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n =

m∑

i=1

(‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖)y

i
1 ⊗ · · · ⊗ y

i
n,

com yi1 ∈ BX1
, . . . , yin ∈ BXn

, ‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ ≥ 0 e

m∑
i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖ < 1. Como 0 pertence

ao conjunto BX1
⊗ · · · ⊗ BXn

, pelo Corolário 3.14 segue que u ∈ co(BX1
⊗ · · · ⊗ BXn

).
Tomando os fechos obtemos BX1⊗π ···⊗πXn

⊆ co(BX1
⊗ · · · ⊗ BXn

). Por outro lado, a
Proposição 3.11 garante a validade da implicação

BX1
⊗ · · · ⊗BXn

⊆ BX1⊗π ···⊗πXn
=⇒ co(BX1

⊗ · · · ⊗BXn
) ⊆ BX1⊗π ···⊗πXn

,

pois a bola unitária fechada é um conjunto convexo e fechado, e disso segue a igualdade
(3.1). Chamemos de ζ a imersão isométrica linear (com imagem densa) do espaço normado
X1 ⊗π · · · ⊗π Xn em seu completamento (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn). Pela Proposição 1.18 e pela
Observação 1.17, temos

BX1⊗̂π ···⊗̂πXn
= Bζ(X1⊗π ···⊗πXn)

X1⊗̂π ···⊗̂πXn
= ζ (BX1⊗π ···⊗πXn

)
X1⊗̂π ···⊗̂πXn

.
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Aplicando a igualdade (3.1) e o Lema 1.19 obtemos

BX1⊗̂π ···⊗̂πXn
= ζ (co(BX1

⊗ · · · ⊗BXn
))
X1⊗̂π ···⊗̂πXn

= ζ (co(BX1
⊗ · · · ⊗BXn

))
X1⊗̂π ···⊗̂πXn

.

Por fim, do Lema 3.15 segue que

BX1⊗̂π ···⊗̂πXn
= co(ζ (BX1

⊗ · · · ⊗BXn
))
X1⊗̂π ···⊗̂πXn

= coX1⊗̂π ···⊗̂πXn(ζ (BX1
⊗ · · · ⊗BXn

)),

como queŕıamos demonstrar.

3.2 O teorema da linearização

Mostraremos a seguir que, conforme o desejado, a linearização de um operador multilinear
cont́ınuo é um operador linear cont́ınuo em relação à norma projetiva.

Teorema 3.17. Sejam X1, . . . , Xn, Z espaços normados, Z um espaço de Banach e
A : X1 × · · · × Xn −→ Z um operador n-linear cont́ınuo. Então existe um único ope-
rador linear cont́ınuo AL : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn −→ Z tal que ‖A‖ = ‖AL‖ e A = AL ◦ σn, isto
é, o diagrama abaixo é comutativo:

X1 × · · · ×Xn

σn
��

A // Z

X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn

AL

::

Mais ainda, a correspondência A ←→ AL é um isomorfismo isométrico entre o espaço
de Banach L(X1, . . . , Xn;Z) dos operadores n-lineares cont́ınuos e o espaço de Banach
L(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn;Z) dos operadores lineares cont́ınuos.

Continuamos chamando o operador linear AL de linearização do operador multilinear
A.

Demonstração. Pelo Teorema 2.25 existe um único operador linear T : X1⊗· · ·⊗Xn −→ Z

tal que A = T ◦ σn. Vejamos que T é cont́ınuo com a norma projetiva em X1 ⊗ · · · ⊗Xn.

Dados u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn e
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n uma representação de u, temos

‖T (u)‖ =

∥∥∥∥∥T
(

m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

A
(
xi1, . . . , x

i
n

)
∥∥∥∥∥ ≤

m∑

i=1

‖A
(
xi1, . . . , x

i
n

)
‖

≤ ‖A‖ ·
m∑

i=1

‖xi1‖ · · · ‖x
i
n‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações de u segue que ‖T (u)‖ ≤ ‖A‖π(u),
provando que T é cont́ınuo e ‖T‖ ≤ ‖A‖. Como os operadores T e σn são cont́ınuos, com
‖σn‖ = 1, da Proposição 3.5 temos

‖A‖ = ‖T ◦ σn‖ ≤ ‖T‖ · ‖σn‖ = ‖T‖,
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donde segue que ‖A‖ = ‖T‖. Pelo Teorema 1.21 existe uma única extensão linear cont́ınua
AL : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn −→ Z do operador linear cont́ınuo T e, além disso, ‖AL‖ = ‖T‖.
Como AL é extensão de T e A = T ◦ σn, segue que A = AL ◦ σn. Sejam α ∈ K e A,B ∈
L(X1, . . . , Xn;Z), segue do que acabamos de mostrar que existem únicos AL, BL, (αB)L,
(A+B)L ∈ L(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn;Z) tais que

A = AL ◦ σn , B = BL ◦ σn , αB = (αB)L ◦ σn e A+B = (A+B)L ◦ σn.

Assim,

A = AL ◦ σn e B = BL ◦ σn implicam que A+B = (AL +BL) ◦ σn,

e então (AL +BL) = (A+B)L. Também

B = BL ◦ σn implica que αB = (αBL) ◦ σn,

e então αBL = (αB)L. Isso mostra que a correspondência A ←→ AL é linear. Para
concluir a demostração resta checar a sobrejetividade. Dado T ∈ L(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn;Z),
defina B : X1 × · · · ×Xn −→ Z por

B(x1, . . . , xn) = T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = T ◦ σn(x1, . . . , xn).

Pelo Corolário 2.16, B é um operador n-linear, a continuidade de B segue da continuidade
dos operadores T e σn pela Proposição 3.5. Portanto, pela unicidade da linearização,
BL = T .

Corolário 3.18. Seja Z um espaço de Banach. Se T ∈ L(X1 ⊗ · · · ⊗Xn;Z), então

‖T‖ = sup{‖T (u)‖ : u ∈ BX1
⊗ · · · ⊗BXn

}.

Demonstração. Pelo Teorema 3.17, existe um operador A ∈ L(X1, . . . , Xn;Z) tal que
AL = T . Então A = T ◦ σn e

‖T‖ = ‖AL‖ = ‖A‖ = sup{‖A(x1, . . . , xn)‖ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}

= sup{‖T (x1 ⊗ . . .⊗ xn)‖ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}

= sup{‖T (u)‖ : u ∈ BX1
⊗ · · · ⊗BXn

}.

Corolário 3.19. Sejam X1, . . . , Xn espaços normados e A ∈ L(X1, . . . , Xn). Então:

i) Os espaços de Banach (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)
′ e L(X1, . . . , Xn) são isomorfos isometrica-

mente.

ii) Se u ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn, então u(A) = AL(u).

iii) Se u ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn, então

π(u) = sup{|u(A)| : A ∈ L(X1, . . . , Xn) e ‖A‖ ≤ 1}.
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Demonstração. O item i) segue de imediato do Teorema 3.17 tomando Z = K. Para os

outros itens, seja
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ xin uma representação de u. Pelo item i) existe AL ∈

(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)
′ tal que A = AL ◦ σn, e então

u(A) =
m∑

i=1

A(x1, . . . , xn) =
m∑

i=1

AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = AL

(
m∑

i=1

x1 ⊗ · · · ⊗ xn

)
= AL(u).

Como ‖A‖ = ‖AL‖, segue que

{|u(A)|;A ∈ L(X1, . . . , Xn) e ‖A‖ ≤ 1}={|AL(u)|;AL ∈ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)
′ e ‖AL‖ ≤ 1}.

Como u ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn, o Teorema 1.10 garante que

{|ϕ(u)| : ϕ ∈ (X1⊗π· · ·⊗πXn)
′, ‖ϕ‖ ≤ 1}={|AL(u)| : AL ∈ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)

′, ‖AL‖ ≤ 1}.

De fato, para cada ϕ ∈ (X1 ⊗π · · · ⊗π Xn)
′ existe ϕ̃ ∈ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)

′ extensão de ϕ
com ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖, e para cada AL ∈ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)

′ a sua restrição, (AL)|X1⊗π ···⊗πXn
, é

cont́ınua com ‖AL‖ ≥ ‖(AL)|X1⊗π ···⊗πXn
‖. Por fim, aplicando o Corolário 1.12 conclúımos

que

π(u) = sup{|ϕ(u)| : ϕ ∈ (X1 ⊗π · · · ⊗π Xn)
′ e ‖ϕ‖ ≤ 1}

= sup{|AL(u)| : AL ∈ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)
′ e ‖AL‖ ≤ 1}

= sup{|u(A)| : A ∈ L(X1, . . . , Xn) e ‖A‖ ≤ 1}.

Conclúımos esta seção provando a existência do produto tensorial projetivo de opera-
dores lineares cont́ınuos.

Proposição 3.20. Sejam T1 ∈ L(X1;Y1), . . . , Tn ∈ L(Xn;Yn). Então existe um único
operador linear cont́ınuo

T1 ⊗π · · · ⊗π Tn : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn −→ Y1⊗̂π · · · ⊗̂πYn

tal que
T1 ⊗π · · · ⊗π Tn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Além disso, ‖T1 ⊗π · · · ⊗π Tn‖ = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖.

Demonstração. Defina

A : X1 × · · · ×Xn −→ Y1⊗̂π · · · ⊗̂πYn , A(x1, . . . , xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn).

É claro que A está bem definido e, da linearidade de T1, . . . Tn e do Corolario 2.11 segue
que A é um operador n-linear. Temos pela Proposição 3.8 que

π (A(x1, . . . , xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn) = π (T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn)

= ‖T1(x1)‖ · · · ‖Tn(xn)‖,
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e então da Proposição 1.25 segue que

‖T1‖ · · · ‖Tn‖ =
n∏

j=1

sup{‖Tj(xj)‖ : xj ∈ Xj e ‖xj‖ ≤ 1}

= sup{‖T1(x1)‖ · · · ‖Tn(xn)‖ : xj ∈ Xj e ‖xj‖ ≤ 1}

= sup{π (A(x1, . . . , xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn) : xj ∈ Xj e ‖xj‖ ≤ 1}

= ‖A‖.

Assim, A é um operador n-linear cont́ınuo e ‖A‖ = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖. Pelo Teorema 3.17
existe um único operador linear cont́ınuo

AL : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn −→ Y1⊗̂π · · · ⊗̂πYn

tal que

AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = A(x1, . . . , xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn e ‖AL‖ = ‖A‖ = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖.

3.3 A associatividade

Cumprimos nesta seção um dos objetivos principais da dissertação, que é exibir uma de-
monstração detalhada da associatividade do produto tensorial projetivo. Como dissemos
na introdução, apesar desse resultado ser muito utilizado, não encontramos na literatura
nenhuma demonstração completa e detalhada.

Além de tudo que fizemos antes, precisamos de alguns resultados preparatórios. Começa-
mos com um teorema de extensão de operadores multilineares ao fecho.

Teorema 3.21. Sejam E1, . . . , En espaços normados, F espaço de Banach e G1 subespaço
de E1,. . . , Gn subespaço de En. Para todo operador A ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) existe um único

operador Ã ∈ L(G1, . . . , Gn;F ) que estende A e ‖Ã‖ = ‖A‖.

Demonstração. Veja [10, Teorema 3.1.9].

Também não encontramos demonstração do caso geral do resultado a seguir, por isso
apresentamos a demonstração em detalhes. O caso n = 2 encontra-se enunciado em [6,
Proposition 3.9(2)].

Proposição 3.22. Sejam X1, . . . , Xn espaços normados, E1 subespaço denso em X1, . . . ,

En subespaço denso em Xn. Então E1⊗ · · · ⊗En é subespaço denso em X1⊗π · · · ⊗π Xn.
Além disso, π(u;E1 ⊗ · · · ⊗ En) = π(u;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) para todo u ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En.

Demonstração. Pelo Lema 2.23, E1⊗ · · · ⊗En é um subespaço vetorial de X1⊗ · · · ⊗Xn.

Sejam v ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn e
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n uma representação de u. Considere

k = max{‖xlj‖ : 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ m}. (3.2)
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Dado ε > 0, segue pela hipótese de densidade que existem zlj ∈ Ej, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ l ≤ m,
tais que

‖xlj−z
l
j‖ < min

{
ε,

ε

mnkn−1
,

ε

mnkn−2(ε+ k)
, . . . ,

ε

mnk(ε+ k)n−2
,

ε

mn(ε+ k)n−1

}
(3.3)

Note que, para tais j e l,

‖zlj‖ = ‖z
l
j − x

l
j + xlj‖ ≤ ‖z

l
j − x

l
j‖+ ‖x

l
j‖ < ε+ k. (3.4)

Então,
m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En ⊆ X1 ⊗ · · · ⊗Xn

e

π

(
v −

m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n

)

= π

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n −

m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n

)

= π

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n −

m∑

i=1

zi1 ⊗ x
i
2 ⊗ · · · ⊗ x

i
n

+
m∑

i=1

zi1 ⊗ x
i
2 ⊗ · · · ⊗ x

i
n −

m∑

i=1

zi1 ⊗ z
i
2 ⊗ x

i
3 ⊗ · · · ⊗ x

i
n

+
m∑

i=1

zi1 ⊗ z
i
2 ⊗ x

i
3 ⊗ · · · ⊗ x

i
n −

m∑

i=1

zi1 ⊗ z
i
2 ⊗ z

i
3 ⊗ x

i
4 ⊗ · · · ⊗ x

i
n

...

+
m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n−1 ⊗ x

i
n −

m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n

)
.

Aplicando o Corolário 2.11, temos

π

(
v −

m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n

)
= π

(
m∑

i=1

(xi1 − z
i
1)⊗ x

i
2 ⊗ · · · ⊗ x

i
n

+
m∑

i=1

zi1 ⊗ (xi2 − z
i
2)⊗ x

i
3 ⊗ · · · ⊗ x

i
n

+
m∑

i=1

zi1 ⊗ z
i
2 ⊗ (xi3 − z

i
3)⊗ x

i
4 ⊗ · · · ⊗ x

i
n

...

+
m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n−1 ⊗ (xin − z

i
n)

)
,
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e agora segue da desigualdade triangular e da Proposição 3.8 que

π

(
v −

m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n

)
≤

m∑

i=1

‖xi1 − z
i
1‖‖x

i
2‖ · · · ‖x

i
n‖

+
m∑

i=1

‖zi1‖‖x
i
2 − z

i
2‖‖x

i
3‖ · · · ‖x

i
n‖

+
m∑

i=1

‖zi1‖‖z
i
2‖‖x

i
3 − z

i
3‖‖x

i
4‖ · · · ‖x

i
n‖

...

+
m∑

i=1

‖zi1‖ · · · ‖z
i
n−1‖‖x

i
n − z

i
n‖.

Substituindo os valores das equações (3.2), (3.3) e (3.4), obtemos

π

(
v −

m∑

i=1

zi1 ⊗ · · · ⊗ z
i
n

)
<

m∑

i=1

ε

mnkn−1
kn−1

+
m∑

i=1

(ε+ k)
ε

mnkn−2(ε+ k)
kn−2

+
m∑

i=1

(ε+ k)2
ε

mnkn−3(ε+ k)2
kn−3

...

+
m∑

i=1

(ε+ k)n−1 ε

mn(ε+ k)n−1
= ε.

Isso prova que E1⊗· · ·⊗En é subespaço denso em X1⊗π · · ·⊗πXn. Seja u ∈ E1⊗· · ·⊗En.
Pelo Teorema 3.21 temos que

{|u(B)| : B ∈ L(E1, . . . , En) e ‖B‖ ≤ 1} = {|u(A)| : A ∈ L(X1, . . . , Xn) e ‖A‖ ≤ 1}

e então usando o Corolário 3.19 temos

π (u;E1 ⊗ · · · ⊗ En) = sup {|u(B)| : B ∈ L(E1, . . . , En) e ‖B‖ ≤ 1}

= sup {|u(A)| : A ∈ L(X1, . . . , Xn) e ‖A‖ ≤ 1}

= π (u;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) .

Provaremos agora a associatividade do produto tensorial projetivo.

Teorema 3.23. Sejam n1, . . . , nt, n ∈ N tais que 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nt < n. Então
existe um único isomorfismo isométrico

T : X1⊗π· · ·⊗πXn → (X1⊗π· · ·⊗πXn1
)⊗π(Xn1+1⊗π· · ·⊗πXn2

)⊗π· · ·⊗π(Xnt+1⊗π· · ·⊗πXn)
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tal que

T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, e um único isomorfismo isométrico

T̂ : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn −→ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn1
)⊗̂π · · · ⊗̂π(Xnt+1⊗̂π · · · ⊗̂πXn)

que estende T .

Demonstração. Considere o operador n-linear

A : X1 × · · · ×Xn → (X1 ⊗ · · · ⊗Xn1
)⊗ (Xn1+1 ⊗ · · · ⊗Xn2

)⊗ · · · ⊗ (Xnt+1 ⊗ · · · ⊗Xn)

definido por

A(x1, . . . , xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn).

Vimos no Teorema 2.30 que sua linearização algébrica

T : X1⊗π· · ·⊗πXn → (X1⊗π· · ·⊗πXn1
)⊗π(Xn1+1⊗π· · ·⊗πXn2

)⊗π· · ·⊗π(Xnt+1⊗π· · ·⊗πXn)

é um isomorfismo algébrico tal que

T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Vejamos que A é um operador cont́ınuo. Para isso,
chame

Z0 = (X1 ⊗π · · · ⊗π Xn1
), . . . , Zt = (Xnt+1 ⊗π · · · ⊗π Xn).

Então

‖A‖ = sup {π ((x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn);Z0 ⊗ · · · ⊗ Zt) :

x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}

= sup {π (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
;Z0) · · · π (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn;Zt) :

x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}

= sup {‖x1‖ · · · ‖xn‖ ; x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

} = 1,

provando que A é um operador n-linear cont́ınuo. Como visto na demonstração do Te-
orema 3.17, T é um operador linear cont́ınuo e ‖T‖ = ‖A‖ = 1. Disso segue que, para
todo u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn

π(T (u)) ≤ ‖T‖π(u) = π(u).

Como T é um isomorfismo algébrico, seu inverso T−1 está bem definido e é linear. Do
Teorema 2.25 existe um operador n-linear

B : (X1⊗π · · ·⊗πXn1
)×(Xn1+1⊗π · · ·⊗πXn2

)×· · ·×(Xnt+1⊗π · · ·⊗πXn) −→ X1⊗π · · ·⊗πXn
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tal que BL = T−1. Provaremos agora que B é um operador cont́ınuo. Para isso sejam

u0 ∈ Z0, . . . , ut ∈ Zt e
m0∑
i0=1

xi01 ⊗ · · · ⊗ xi0n1
, . . . ,

mt∑
it=1

xitnt+1 ⊗ · · · ⊗ xitn representações de

u0, . . . , ut, respectivamente. Temos

π (B(u0, . . . , ut)) = π

(
B

(
m0∑

i0=1

xi01 ⊗ · · · ⊗ x
i0
n1
, . . . ,

mt∑

it=1

xitnt+1 ⊗ · · · ⊗ x
it
n

))

= π

(
m0∑

i0=1

· · ·
mt∑

it=1

B
(
xi01 ⊗ · · · ⊗ x

i0
n1
, . . . , xitnt+1 ⊗ · · · ⊗ x

it
n

)
)

= π

(
m0∑

i0=1

· · ·
mt∑

it=1

BL

(
(xi01 ⊗ · · · ⊗ x

i0
n1
)⊗ · · · ⊗ (xitnt+1 ⊗ · · · ⊗ x

it
n )
)
)

= π

(
m0∑

i0=1

· · ·
mt∑

it=1

T−1
(
(xi01 ⊗ · · · ⊗ x

i0
n1
)⊗ · · · ⊗ (xitnt+1 ⊗ · · · ⊗ x

it
n )
)
)

= π

(
m0∑

i0=1

· · ·
mt∑

it=1

xi01 ⊗ · · · ⊗ x
i0
n1
⊗ · · · ⊗ xitnt+1 ⊗ · · · ⊗ x

it
n

)

≤
m0∑

i0=1

· · ·
mt∑

it=1

‖xi01 ‖ · · · ‖x
i0
n1
‖ · · · ‖xitnt+1‖ · · · ‖x

it
n‖

=

(
m0∑

i0=1

‖xi01 ‖ · · · ‖x
i0
n1
‖

)
· · ·

(
mt∑

it=1

‖xitnt+1‖ · · · ‖x
it
n‖

)
.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações de u0, . . . , ut obtemos

π(B(u0, . . . , ut)) ≤ ‖u0‖ · · · ‖ut‖,

e então B é um operador n-linear cont́ınuo com ‖B‖ ≤ 1. Logo, BL = T−1 é um operador
linear cont́ınuo. Assim, para todo u ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn,

π(u) = π(T−1(T (u))) ≤ ‖T−1‖π(T (u)) = ‖BL‖π(T (u)) = ‖B‖π(T (u)) ≤ π(T (u)),

provando que T é um isomorfismo isométrico e completando a demonstração da primeira
afirmação.

Para a segunda parte, sabemos pela Proposição 3.22 que o espaço

(X1 ⊗π · · · ⊗π Xn1
)⊗π · · · ⊗π (Xnt+1 ⊗π · · · ⊗π Xn)

é denso em
(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn1

)⊗π · · · ⊗π (Xnt+1⊗̂π · · · ⊗̂πXn),

e portanto denso em

(X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn1
)⊗̂π · · · ⊗̂π(Xnt+1⊗̂π · · · ⊗̂πXn).

Identificando um espaço com o subespaço do seu completamento com o qual ele é isomorfo
isometricamente, podemos considerar o operador linear cont́ınuo T tomando valores no
completamento do seu contradomı́nio, isto é,

T : X1 ⊗π · · · ⊗π Xn −→ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn1
)⊗̂π · · · ⊗̂π(Xnt+1⊗̂π · · · ⊗̂πXn).
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Pelo item i) do Teorema 1.21, o isomorfismo isométrico T admite uma única extensão ao

completamento do seu domı́nio, a qual chamamos de T̂ :

T̂ : X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn −→ (X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn1
)⊗̂π · · · ⊗̂π(Xnt+1⊗̂π · · · ⊗̂πXn),

que é linear, cont́ınua e isometria (e portanto injetora). Do item ii) do Teorema 1.21

segue que T̂ é sobrejetora, e portanto uma bijeção. Pelo Corolário 1.9, o operador T̂ é
um isomorfismo. Além disso,

T̂ (x1⊗· · ·⊗xn) = T (x1⊗· · ·⊗xn) = (x1⊗· · ·⊗xn1
)⊗(xn1+1⊗· · ·⊗xn2

)⊗· · ·⊗(xnt+1⊗· · ·⊗xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

3.4 Incompletude

Assim que definimos o produto tensorial munido da norma projetiva, introduzimos a
notação X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn para o seu completamento. Cabe a pergunta: será que o espaço
normado X1⊗π · · · ⊗πXn nunca é completo? Por um lado, não é dif́ıcil provar que se
no máximo um dos espaços X1, . . . , Xn têm dimensão infinita, então X1⊗π · · · ⊗πXn é
completo. O motivo de sempre considerarmos o completamento é que este é o único caso
em que há completude, ou seja, se pelo menos dois dos espaços envolvidos têm dimensão
infinita, então X1⊗π · · · ⊗πXn é incompleto. O problema é que este último fato é de
dif́ıcil demonstração e muito dif́ıcil de ser encontrado na literatura. Na verdade, não
conseguimos localizar nenhuma demonstração detalhada deste fato. Por isso, um dos
objetivos desta dissertação é apresentar uma demonstração detalhada deste fato, o que é
feito no resultado a seguir.

Teorema 3.24. Sejam X1, . . . , Xn espaços de Banach, com pelo menos dois deles de
dimensão infinita. Então o espaço normado X1 ⊗π · · · ⊗π Xn é incompleto.

Demonstração. Por simplicidade, suponha que os espaços X1 e X2 tenham dimensão
infinita. O caso mais geral segue de forma análoga, apenas com algumas alterações (na
verdade complicações) na notação. Como X1 tem dimensão infinita, existe uma sequência
(wm1 )

∞
m=1 em X1 tal que o conjunto {wm1 : m ∈ N} é linearmente independente. Considere

o seguinte subespaço fechado de X1:

E = span{wm1 ; m ∈ N}.

Então E tem dimensão infinita e é um espaço de Banach, pois é um subespaço fechado
contido no espaço de Banach X1. Mais ainda, pela Proposição 1.22 sabemos que E é
separável. Pelo Teorema 1.23 existem uma sequência (xm1 )

∞
m=1 em E e uma sequência

(ϕr1)
∞
r=1 em E ′ tais que ϕr1(x

m
1 ) = δm,r para todos r,m ∈ N. Pelo Teorema 1.10, para cada

funcional linear cont́ınuo ϕr1 existe um funcional linear cont́ınuo ϕ̃r1 em X ′
1 que é extensão

de ϕr1, então ϕ̃
r
1(x

m
1 ) = ϕr1(x

m
1 ) = δm,r para quaisquer m, r ∈ N. Por outro lado, como X2

também tem dimensão infinita, existe uma sequência (xm2 )
∞
m=1 em X2 tal que o conjunto
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{xm2 : m ∈ N} é linearmente independente. Tome 0 6= xj ∈ Xj para cada 3 ≤ j ≤ n e
observe que xm1 , x

m
2 6= 0 para todo m ∈ N. Como o espaço X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn é Banach e

∞∑

m=1

π

(
1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn

)

=
∞∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
π (xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn)

=
∞∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
‖xm1 ‖ · ‖x

m
2 ‖ · ‖x3‖ · · · ‖xn‖

=
∞∑

m=1

‖x3‖ · · · ‖xn‖

2m

=

(
n∏

j=3

‖xj‖

)
·

∞∑

m=1

1

2m
< +∞,

pelo Teorema 1.24 a série
∞∑
m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn é convergente para

um vetor u em X1⊗̂π · · · ⊗̂πXn. Suponha que o espaço X1 ⊗π · · · ⊗π Xn seja completo.
Neste caso u ∈ X1 ⊗π · · · ⊗π Xn e podemos tomar uma representação

u =
k∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n com k ∈ N, yi1 ∈ X1, . . . , y

i
n ∈ Xn.

Segue do Corolário 1.11 que, para cada 3 ≤ j ≤ n, existe ϕj ∈ X
′
j tal que ϕj(xj) = ‖xj‖.

Como cada xj é não-nulo,

P :=
n∏

j=3

ϕj(xj) =
n∏

j=3

‖xj‖ 6= 0.

Considere o operador

T : X ′
1 −→ X2 , T (ϕ1) :=

k∑

i=1

n∏

j=3

ϕ1(y
i
1)ϕj(y

i
j)y

i
2.

Para todos α ∈ K e ϕ′
1, ϕ1 ∈ X

′
1,

T (αϕ1 + ϕ′
1) =

k∑

i=1

n∏

j=3

(αϕ1 + ϕ′
1) (y

i
1)ϕj(y

i
j)y

i
2 =

k∑

i=1

(
αϕ1(y

i
1) + ϕ′

1(y
i
1)
) n∏

j=3

ϕj(y
i
j)y

i
2

=
k∑

i=1

αϕ1(y
i
1)

n∏

j=3

ϕj(y
i
j)y

i
2 +

k∑

i=1

ϕ′
1(y

i
1)

n∏

j=3

ϕj(y
i
j)y

i
2

= α

k∑

i=1

n∏

j=3

ϕ1(y
i
1)ϕj(y

i
j)y

i
2 +

k∑

i=1

n∏

j=3

ϕ′
1(y

i
1)ϕj(y

i
j)y

i
2

= αT (ϕ1) + T (ϕ′
1),
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provando que T é um operador linear.
Por um lado, observe que T (X ′

1) ⊆ span{y12, . . . , y
k
2}, então T (X

′
1) é um subespaço de

X2 de dimensão finita, e portanto não existem infinitos vetores linearmente independentes
em T (X ′

1).
Por outro lado, note que dados ϕ1 ∈ X

′
1 e ϕ2 ∈ X

′
2 o operador

Aϕ1,ϕ2
: X1 × · · · ×Xn −→ K , Aϕ1,ϕ2

(z1, . . . , zn) = ϕ1(z1) · · ·ϕn(zn),

é n-linear e cont́ınuo pelo Exemplo 2.2. Podemos então considerar sua linearização
(Aϕ1,ϕ2

)L. Segue que

ϕ2 (T (ϕ1)) = ϕ2

(
k∑

i=1

n∏

j=3

ϕ1(y
i
1)ϕj(y

i
j)y

i
2

)
=

k∑

i=1

n∏

j=1

ϕj(y
i
j) =

k∑

i=1

Aϕ1,ϕ2
(yi1, . . . , y

i
n)

=
k∑

i=1

(Aϕ1,ϕ2
)L(y

i
1 ⊗ · · · ⊗ y

i
n) = (Aϕ1,ϕ2

)L

(
k∑

i=1

yi1 ⊗ · · · ⊗ y
i
n

)
= (Aϕ1,ϕ2

)L(u)

= (Aϕ1,ϕ2
)L

(
∞∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn

)

= (Aϕ1,ϕ2
)L

(
lim
s→∞

s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn

)

= lim
s→∞

(Aϕ1,ϕ2
)L

(
s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn

)

= lim
s→∞

s∑

m=1

(Aϕ1,ϕ2
)L

(
1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
xm1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn

)

= lim
s→∞

s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖

(Aϕ1,ϕ2
)L (x

m
1 ⊗ x

m
2 ⊗ x3 ⊗ · · · ⊗ xn)

= lim
s→∞

s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
Aϕ1,ϕ2

(xm1 , x
m
2 , x3, . . . , xn)

= lim
s→∞

s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
ϕ1(x

m
1 )ϕ2(x

m
2 )

n∏

j=3

ϕj(xj)

= lim
s→∞

ϕ2

(
s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
ϕ1(x

m
1 )x

m
2 P

)

= ϕ2

(
lim
s→∞

s∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
ϕ1(x

m
1 )x

m
2 P

)
,

para todo funcional linear cont́ınuo ϕ2 ∈ X
′
2. Pelo Corolário 1.11 temos

T (ϕ1) =
∞∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
ϕ1(x

m
1 )x

m
2 P.

59



Agora aplicando o operador T nos termos da sequência (ϕ̃r1)
∞
r=1 obtida no ińıcio da de-

monstração, temos

T (ϕ̃r1) =
∞∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
ϕ̃r1(x

m
1 )x

m
2 P =

∞∑

m=1

1

2m‖xm1 ‖ · ‖x
m
2 ‖
δm,rx

m
2 P

=
1

2r‖xr1‖ · ‖x
r
2‖
δr,rx

r
2P =

1

2r‖xr1‖ · ‖x
r
2‖
xr2P,

ou, equivalentemente,

T

(
2r‖xr1‖ · ‖x

r
2‖

P
ϕ̃r1

)
= xr2

para todo r ∈ N. Portanto T (X ′
1) contém o conjunto linearmente independente {xm2 :

m ∈ N}. Isso é uma contradição pois vimos acima que T (X ′
1) têm dimensão finita. Logo

o espaço X1 ⊗π · · · ⊗π Xn é incompleto.
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Caṕıtulo 4

O Produto Tensorial Injetivo

A norma projetiva estudada no caṕıtulo anterior está, por sua própria definição, muito
atrelada às normas dos espaços envolvidos, e portanto às topologias geradas pelas normas.
Estudaremos neste caṕıtulo uma outra norma no produto tensorial, chamada de norma
injetiva, que está mais associada às topologias fracas dos espaços. Em termos de utilidade
no estudo de operadors multilineares, as duas normas são igualmente importantes e lar-
gamente aplicadas. Mais uma vez, o resultado principal do caṕıtulo é a demonstração da
associatividade do produto tensorial injetivo, resultado este também que não é facilmente
encontrado na literatura.

4.1 A norma injetiva

Assim como no Caṕıtulo 3, neste caṕıtulo, a menos que se diga o contrário, os espaços
considerados serão sempre espaços normados.

Lema 4.1. O operador

θ : X1 × · · · ×Xn −→ L(X
′
1, . . . , X

′
n),

dado por

θ(x1, . . . , xn)(ϕ1, . . . , ϕn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn),

está bem definido, é n-linear cont́ınuo e

‖θ(x1, . . . , xn)‖ = ‖x1‖ · · · ‖xn‖

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Em particular, ‖θ‖ = 1.

Demonstração. Omitiremos a demonstração de que θ(x1, . . . , xn) é um operador n-linear.
Chamando

c := sup{|θ(x1, . . . , xn)(ϕ1, . . . , ϕn)| : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n
},
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temos

c = sup{|ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)| : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n
}

= sup{|ϕ1(x1)| · · · |ϕn(xn)| : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n
}

=
n∏

j=1

sup{|ϕj(xj)| : ϕj ∈ BX′

j
}

= ‖x1‖ · · · ‖xn‖,

onde a penúltima igualdade segue da Proposição 1.25 e a última do Corolário 1.12. Isso
prova que θ(x1, . . . , xn) ∈ L(X

′
1, . . . , X

′
n) e ‖θ(x1, . . . , xn)‖ = ‖x1‖ · · · ‖xn‖, donde se-

guem todas as afirmações.

Definição 4.2. Considere o operador θ do Lema 4.1 e sua linearização

θL : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ L(X
′
1, . . . , X

′
n),

de acordo com o Teorema 2.25. A norma injetiva é definida por

ε : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ R , ε(u) = ‖θL(u)‖.

Observação 4.3. Quando necessário para evitar ambiguidades, escreveremos εX1,...,Xn
(u)

ou ε(u ; X1 ⊗ · · · ⊗Xn) para especificar o domı́nio da função ε.

Proposição 4.4. A função ε é uma norma em X1 ⊗ · · · ⊗Xn.

Demonstração. Sejam u, v ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn e α ∈ K. É claro que ε(u) = ‖θL(u)‖ ≥ 0.
Para a desigualdade triangular, veja que

ε(u+ v) = ‖θL(u+ v)‖ = ‖θL(u) + θL(v)‖ ≤ ‖θL(u)‖+ ‖θL(v)‖ = ε(u) + ε(v).

Também tem-se

ε(αu) = ‖θL(αu)‖ = ‖αθL(u)‖ = |α| · ‖θL(u)‖ = |α|ε(u).

Para finalizar a demonstração, provemos que o operador linear θL é injetor. Suponha que

θL(u) = 0. Se
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n é uma representação de u, então

θL(u) = θL

(
m∑

i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n

)
=

m∑

i=1

θL(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n) =

m∑

i=1

θ(xi1, . . . , x
i
n),

e portanto

θL(u)(ϕ1, . . . , ϕn) =

(
m∑

i=1

θ(xi1, . . . , x
i
n)

)
(ϕ1, . . . , ϕn) =

m∑

i=1

θ(xi1, . . . , x
i
n)(ϕ1, . . . , ϕn)

=
m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n) (4.1)

para todos ϕ1 ∈ X
′
1, . . . , ϕn ∈ X

′
n. Segue do Corolário 2.22 que u = 0, o que prova que θL

é injetor. Dáı,

ε(u) = 0⇐⇒ ‖θL(u)‖ = 0⇐⇒ θL(u) = 0⇐⇒ u = 0,

o que completa a demonstração.
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Denota-se por X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn o produto tensorial X1 ⊗ · · · ⊗Xn munido da norma
injetiva ε. Nesse sentido, pela Proposição 1.15 pode-se considerar um completamento de
X1⊗ε · · ·⊗εXn, o qual denota-se por X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn. O espaço de Banach X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn

chama-se produto tensorial injetivo dos espaços X1, . . . , Xn.
Provaremos a seguir fórmulas alternativas para o cálculo da norma injetiva, bem como

propriedades iniciais desta norma.

Proposição 4.5. Sejam u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn e v ∈ X ′
1 ⊗ · · · ⊗X

′
n. Então:

i) Para toda representação u =
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n,

ε(u) = sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n

}
.

ii) Para toda representação u =
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n e todo t ∈ {1, . . . , n},

ε(u) = sup





∥∥∥∥∥∥∥

m∑

i=1

n∏

j=1

j 6=t

ϕj(x
i
j)x

i
t

∥∥∥∥∥∥∥
: ϕj ∈ BX′

j




.

iii) Para toda representação v =
m∑
i=1

ϕi1 ⊗ · · · ⊗ ϕ
i
n,

ε(v) = sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕi1(x1) · · ·ϕ
i
n(xn)

∣∣∣∣∣ : x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈ BXn

}
.

iv) ε(u) ≤ π(u) para todo u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn.

v) ε(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.

Demonstração. Para uma representação qualquer
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n do tensor u ∈ X1 ⊗

· · · ⊗Xn,

ε(u) = ‖θL(u)‖ = sup{|θL(u)(ϕ1, . . . , ϕn)| : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n
}.

Segue da igualdade (4.1) que

ε(u) = sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n

}

= sup

{∣∣∣∣∣ϕ1

(
m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

)∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϕn ∈ BX′

n

}
,
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e dáı, pela Proposição 1.26,

ε(u) = sup
ϕ2∈BX′

2
,...,ϕn∈BX′

n

sup

{∣∣∣∣∣ϕ1

(
m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

)∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BX′

1

}

= sup
ϕ2∈BX′

2
,...,ϕn∈BX′

n

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

∥∥∥∥∥

= sup

{∥∥∥∥∥

m∑

i=1

xi1ϕ2(x
i
2) · · ·ϕn(x

i
n)

∥∥∥∥∥ : ϕ2 ∈ BX′

2
, . . . , ϕn ∈ BX′

n

}
.

Com isso provamos o item i) e o caso em que t = 1 no item ii). Os outros casos do item
ii) seguem de forma análoga.

Provemos agora o item iii). Para isso usaremos o item i) e, por simplicidade, faremos
para v ∈ X ′

1 ⊗X
′
2. Usaremos várias vezes o fato de que podemos trocar a ordem em que

os supremos são tomados (veja a Proposição 1.26). Temos então:

ε(v) = sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ψ1(ϕ
i
1)ψ2(ϕ

i
2)

∣∣∣∣∣ : ψ1 ∈ BX′′

1
, ψ2 ∈ BX′′

2

}

= sup
ψ2∈BX′′

2

sup
ψ1∈BX′′

1

∣∣∣∣∣ψ1

(
m∑

i=1

ϕi1ψ2(ϕ
i
2)

)∣∣∣∣∣ = sup
ψ2∈BX′′

2

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

ϕi1ψ2(ϕ
i
2)

∥∥∥∥∥ .

Como
m∑
i=1

ϕi1ψ2(ϕ
i
2) é um funcional linear cont́ınuo em X ′

1,

ε(v) = sup
ψ2∈BX′′

2

sup
x1∈BX1

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕi1(x1)ψ2(ϕ
i
2)

∣∣∣∣∣

= sup
x1∈BX1

sup
ψ2∈BX′′

2

∣∣∣∣∣ψ2

(
m∑

i=1

ϕi1(x1)ϕ
i
2

)∣∣∣∣∣ = sup
x1∈BX1

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

ϕi1(x1)ϕ
i
2

∥∥∥∥∥ .

E como
m∑
i=1

ϕi1(x1)ϕ
i
2 é um funcional linear cont́ınuo em X ′

2,

ε(v) = sup
x1∈BX1

sup
x2∈BX2

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕi1(x1)ϕ
i
2(x2)

∣∣∣∣∣

= sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕi1(x1)ϕ
i
2(x2)

∣∣∣∣∣ : x1 ∈ BX1
e x2 ∈ BX2

}
,

o que prova iii).
iv) Considerando o operador n-linear cont́ınuo θ do Lema 4.1, pelo Teorema 3.17

sabemos que sua linearização

θL : X1 ⊗π · · · ⊗π Xn −→ L(X
′
1, . . . , X

′
n)
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é um operador linear cont́ınuo e ‖θL‖ = ‖θ‖ = 1. Então,

ε(u) = ‖θL(u)‖ ≤ ‖θL‖π(u) = π(u).

v) Para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn,

ε(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ‖θL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)‖ = ‖θ(x1, . . . , xn)‖ = ‖x1‖ · · · ‖xn‖.

Vejamos, como consequência do iv) da Proposição 4.5, que L(X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn;Z) ⊆
L(X1⊗π · · ·⊗πXn;Z). De fato, para todos ϕ ∈ L(X1⊗ε · · ·⊗εXn;Z) e u ∈ X1⊗· · ·⊗Xn,

‖ϕ(u)‖ ≤ ‖ϕ‖εε(u) ≤ ‖ϕ‖επ(u).

Exemplo 4.6. Vejamos que o operador n-linear canônico

σn : X1 × · · · ×Xn −→ X1 ⊗ · · · ⊗Xn,

é cont́ınuo em relação á norma injetiva em X1 ⊗ · · · ⊗ Xn. De fato, para todos x1 ∈
X1, . . . , xn ∈ Xn,

εX1,...,Xn
(σn(x1, . . . , xn)) = εX1,...,Xn

(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ‖x1‖ · · · ‖xn‖,

o que prova que σn é um operador n-linear cont́ınuo e, mais ainda, ‖σn‖ε = 1.

Proposição 4.7. Sejam ϕ1 ∈ X ′
1, . . . , ϕn ∈ X ′

n. A linearização algébrica do operador
n-linear cont́ınuo ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn,

(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ K,

é cont́ınua em relação à norma injetiva em X1 ⊗ · · · ⊗Xn, e, mais ainda,

‖(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L‖ε = ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖.

Demonstração. Sejam u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn e
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ xin uma representação de u.

Então,

|(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L(u)| =

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ = |θL(u)(ϕ1, . . . , ϕn)|

≤ ‖θL(u)‖ · ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ = ε(u)‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖.

Isso prova que o operador linear (ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L é cont́ınuo em relação à norma injetiva
e ‖(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L‖ε ≤ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖. O que acabamos de provar, juntamente com o
Exemplo 4.6, nos diz que os operadores do seguinte diagrama comutativo são cont́ınuos:

X1 × · · · ×Xn

σn
��

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn // K

X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn

(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L

88
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Por outro lado, usando a Proposição 3.5 e, mais uma vez, o Exemplo 4.6,

‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ = ‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn‖ = ‖(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L ◦ σn‖

≤ ‖(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L‖ε‖σn‖ε = ‖(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn)L‖ε,

e a igualdade desejada segue.

Assim como na norma projetiva, podemos considerar o produto tensorial injetivo de
operadores lineares cont́ınuos:

Proposição 4.8. Sejam T1 ∈ L(X1;Y1), . . . , Tn ∈ L(Xn;Yn). Então existe um único
operador linear cont́ınuo

T1 ⊗ε · · · ⊗ε Tn : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ Y1⊗̂ε · · · ⊗̂εYn,

tal que
T1 ⊗ε · · · ⊗ε Tn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Além disso, ‖T1 ⊗ε · · · ⊗ε Tn‖ε = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖.

Demonstração. Pelo Corolário 2.28 existe um único operador linear

T1 ⊗ · · · ⊗ Tn : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn,

tal que T1⊗· · ·⊗Tn(x1⊗· · ·⊗xn) = T1(x1)⊗· · ·⊗Tn(xn) para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.
Vejamos que este operador é cont́ınuo munindo os dois lados com a norma injetiva, isto
é, que o operador

T1 ⊗ · · · ⊗ Tn : X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn −→ Y1 ⊗ε · · · ⊗ε Yn

é cont́ınuo. Para isso sejam u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn e
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n uma representação de

u. Então,

ε (T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(u);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn)

=ε

(
m∑

i=1

T1(x
i
1)⊗ · · · ⊗ Tn(x

i
n);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn

)

=sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1

(
T1(x

i
1)
)
⊗ · · · ⊗ ϕn

(
Tn(x

i
n)
)
∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BY ′

1
, . . . , ϕn ∈ BY ′

n

}

=sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

T ∗
1 (ϕ1)(x

i
1)⊗ · · · ⊗ T

∗
n(ϕn)(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BY ′

1
, . . . , ϕn ∈ BY ′

n

}

=‖T ∗
1 ‖ · · · ‖T

∗
n‖ · sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

T ∗
1 (ϕ1)

‖T ∗
1 ‖

(xi1)⊗ · · · ⊗
T ∗
n(ϕn)

‖T ∗
n‖

(xin)

∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BY ′

1
, . . . , ϕn ∈ BY ′

n

}

onde T ∗
1 , . . . , T

∗
n são os operadores adjuntos de T1, . . . , Tn, respectivamente. Como ‖T ∗

j ‖ =
‖Tj‖,

T ∗
j (ϕj)

‖T ∗
j ‖
∈ X ′

j e

∥∥∥∥
T ∗
j (ϕj)

‖T ∗
j ‖

∥∥∥∥ =
‖T ∗

j (ϕj)‖

‖T ∗
j ‖

≤
‖T ∗

j ‖‖ϕj‖

‖T ∗
j ‖

= ‖ϕj‖ ≤ 1

66



para todo 1 ≤ j ≤ n, temos

ε(T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(u);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn)

≤ ‖T ∗
1 ‖ · · · ‖T

∗
n‖ · sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ψ1(x
i
1)⊗ · · · ⊗ ψn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ψ1 ∈ BX′

1
, . . . , ψn ∈ BX′

n

}

= ‖T1‖ · · · ‖Tn‖ε (u;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) .

Por outro lado, da definição de supremo, para todo α > 0 podemos tomar x1 ∈ BX1
, . . . , xn ∈

BXn
tais que ‖Tj(xj)‖ ≥ (1− α)‖Tj‖ para todo 1 ≤ j ≤ n. Então, de

ε (x1 ⊗ · · · ⊗ xn;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) = ‖x1‖ · · · ‖xn‖ ≤ 1

segue que

ε (T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn) = ε (T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn)

= ‖T1(x1)‖ · · · ‖Tn(xn)‖

≥ (1− α)n‖T1‖ · · · ‖Tn‖.

Fazendo α→ 0 obtemos

ε (T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn) ≥ ‖T1‖ · · · ‖Tn‖,

e então

‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn‖ε = sup{ε (T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(u) : Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn) ; u ∈ BX1⊗···⊗Xn
}

≥ ε (T1 ⊗ · · · ⊗ Tn(x1 ⊗ · · · ⊗ xn);Y1 ⊗ · · · ⊗ Yn)

≥ ‖T1‖ · · · ‖Tn‖,

donde conclúımos que ‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn‖ε = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖. Pelo Teorema 1.21 existe uma
única extensão linear cont́ınua

T1 ⊗ε · · · ⊗ε Tn : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ Y1⊗̂ε · · · ⊗̂εYn

do operador T1 ⊗ · · · ⊗ Tn que preserva a sua norma.

Veremos a seguir que a norma injetiva respeita subespaços (e por isso ela é chamada
de norma injetiva), fato este que não vale na norma projetiva. O fato da norma projetiva
não respeitar subespaços pode ser encontrado, por exemplo, em [6, 3.9].

Proposição 4.9. Sejam E1, . . . , En subespaços dos espaços normados X1 . . . , Xn, res-
pectivamente. Então E1 ⊗ε · · · ⊗ε En é isomorfo isometricamente a um subespaço de
X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn.

Demonstração. Consideremos o operador linear e injetor

τ : E1 ⊗ · · · ⊗ En −→ X1 ⊗ · · · ⊗Xn

do Lema 2.23. Tomando a norma injetiva no domı́nio e no contradomı́nio, o operador

τ : E1 ⊗ε · · · ⊗ε En → X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn

é ainda linear e injetor. Basta provar que εE1,...,En
(u) = εX1,...,Xn

(τ(u)) para todo u ∈

E1⊗ε · · ·⊗εEn. Para isso seja u =
m∑
i=1

xi1⊗· · ·⊗x
i
n ∈ E1⊗· · ·⊗En. Para todo 1 ≤ j ≤ n,

temos:
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• Se ϕj ∈ BE′

j
então, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ϕ̃j ∈ X

′
j tal que ϕj(xj) =

ϕ̃j(xj) para todo xj ∈ Ej e ‖ϕj‖ = ‖ϕ̃j‖, e portanto ϕj ∈ BX′

j
;

• Se ψj ∈ BX′

j
então ψj|Ej

∈ BE′

j
, ψj(xj) = ψj|Ej

(xj) para todo xj ∈ Ej e ‖ψj|Ej
‖ ≤

‖ψj‖.

Portanto,
{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ϕ1 ∈ BE′

1
, . . . , ϕn ∈ BE′

n

}
=

=

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ψ1(x
i
1) · · ·ψn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ψ1 ∈ BX′

1
, . . . , ψn ∈ BX′

n

}
,

donde segue que εE1,...,En
(u) = εX1,...,Xn

(τ(u)) e completa a demonstração.

Corolário 4.10. Sejam E1, . . . , En subespaços fechados dos espaços normados X1 . . . , Xn,
respectivamente. Então E1⊗̂ε · · · ⊗̂εEn é isomorfo isometricamente a um subespaço fe-
chado de X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn.

Demonstração. Vimos na Proposição 4.9 que o operador

τ : E1 ⊗ε · · · ⊗ε En → X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn

é uma imersão isométrica linear. Pelo Teorema 1.21 existe uma única extensão linear
cont́ınua de τ ,

τ̃ : E1⊗̂ε · · · ⊗̂εEn −→ X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn,

que também é imersão isométrica linear. Como E1⊗̂ε · · · ⊗̂εEn é um espaço de Banach
e τ̃ é uma imersão isométrica linear, sua imagem τ̃(E1⊗̂ε · · · ⊗̂εEn) ⊆ X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn é
também um espaço de Banach, e portanto fechado em X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn.

4.2 Formas integrais e o teorema da linearização

Vimos que os operadores multilineares cont́ınuos estão em correspondência biuńıvoca com
os operadores lineares que são cont́ınuos em relação à norma projetiva. O que se pode
dizer dos operadores multilineares cujas linearizações são cont́ınuas em relação à norma
injetiva? Veremos nesta seção que as formas multilineares cujas linearizações são cont́ınuas
em relação à norma injetiva são exatamente as formas integrais, a serem introduzidos em
breve.

Dados X1, . . . , Xn espaços normados, podemos considerar a topologia fraca-estrela
no dual de cada um desses espaços, ou seja, (X ′

1, ω
∗), . . . , (X ′

n, ω
∗). Considere as bolas

BX′

1
, . . . , BX′

n
como subespaços de (X ′

1, ω
∗), . . . , (X ′

n, ω
∗) de acordo com a Definição 1.30,

respectivamente. Assim, o conjunto BX′

1
× · · · × BX′

n
é um espaço topológico munido da

topologia produto. Combinando os Teoremas 1.45, 1.50 e 1.46 conclúımos que este espaço
topológico é compacto e Hausdorff. Podemos então considerar, pela Proposição 1.44, o
espaço normado C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
), o qual, de acordo com o resultado a seguir, contém

uma cópia isométrica do produto tensorial injetivo.
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Lema 4.11. O espaço X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn é isomorfo isometricamente a um subespaço de
C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
).

Demonstração. Vejamos que o operador

A : X1 × · · · ×Xn −→ C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
),

definido por
A(x1, . . . , xn)(ϕ1, . . . , ϕn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn),

está bem definido, isto é, que a função A(x1, . . . , xn) : BX′

1
× · · · ×BX′

n
−→ K é cont́ınua

na topologia produto das topologias fraca-estrela. Para isso, seja (ψλ1 , . . . , ψ
λ
n)λ∈Λ uma

rede em BX′

1
× · · · × BX′

n
que converge para (ψ1, . . . , ψn). Pelo Teorema 1.40 temos

ψλ1
ω∗

−−→ ψ1, . . . , ψ
λ
n

ω∗

−−→ ψn. Para cada 1 ≤ j ≤ n, vimos na Proposição 1.49 que a função

JXj
(xj) : (X

′
j, ω

∗) −→ K , JXj
(xj)(ϕj) = ϕj(xj),

é cont́ınua, portanto sua restrição (JXj
(xj))∣∣∣∣BX′

j

: (BX′

j
, ω∗) −→ K também é cont́ınua.

Escrevendo σj(xj) = (JXj
(xj))∣∣∣∣BX′

j

segue que σj(xj)(ψ
λ
j )

ω∗

−−→ σj(xj)(ψj). Dáı, usando a

Proposição 1.36,

lim
λ
A(x1, . . . , xn)(ψ

λ
1 , . . . , ψ

λ
n)

= lim
λ

(
ψλ1 (x1) · · ·ψ

λ
n(xn)

)
=
(
lim
λ
ψλ1 (x1)

)
· · ·
(
lim
λ
ψλn(xn)

)

=
(
lim
λ
σ1(x1)(ψ

λ
1 )
)
· · ·
(
lim
λ
σn(xn)(ψ

λ
n)
)
= σ1(x1)(ψ1) · · · σn(xn)(ψn)

= ψ1(x1) · · ·ψn(xn) = A(x1, . . . , xn)(ψ1, . . . , ψn).

Uma vez bem definido, é imediato que A é n-linear. Considere sua linearização

AL : X1 ⊗ · · · ⊗Xn −→ C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
).

Para todo u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xn, de acordo com a norma definida em C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
),

‖AL(u)‖ = sup{|AL(u)(ϕ1, . . . , ϕn)| : (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ BX′

1
× · · · ×BX′

n
}.

Para qualquer representação
m∑
i=1

xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n de u,

‖AL(u)‖ = sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

A(xi1, . . . , x
i
n)(ϕ1, . . . , ϕn)

∣∣∣∣∣ : (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ BX′

1
× · · · ×BX′

n

}

= sup

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1) · · ·ϕn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ BX′

1
× · · · ×BX′

n

}

= ε(u).

Assim, AL : X1⊗ε · · ·⊗εXn −→ C(BX′

1
×· · ·×BX′

n
) é um operador linear cont́ınuo, além

disso, AL é uma isometria. Como BX′

1
×· · ·×BX′

n
é compacto, segue pela Proposição 1.44

que C(BX′

1
× · · · × BX′

n
) é um espaço de Banach, e portanto, de acordo com o Teorema

1.21, a extensão de AL ao produto tensorial injetivo é também uma isometria.
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Teorema 4.12. (Teorema da Representação de Riesz) Seja K um espaço topológico com-
pacto de Hausdorff. Para cada funcional ϕ ∈ C(K;K)′ existe uma medida µ0 ∈M(K;K)
tal que

ϕ(f) =

∫

K

fdµ0 para toda f ∈ C(K;K).

Mais ainda, a correspondência ϕ ∈ C(K;K)′ −→ µ0 ∈ M(K;K) é um isomorfismo
isométrico.

Demonstração. Veja [6, Apêndice B] ou [9, Corollary 7.18].

Definição 4.13. Sejam X1 . . . , Xn espaços normados e A ∈ L(X1, . . . , Xn). Dizemos que
A é uma forma n-linear integral se existe uma medida µ ∈ M(BX′

1
× · · · × BX′

n
;K) tal

que

A(x1, . . . , xn) =

∫

BX′

1
×···×BX′

n

ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)dµ(ϕ1, . . . , ϕn) (4.2)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Neste caso a norma integral de A é definida por

‖A‖I = inf{‖µ‖ : µ ∈M(BX′

1
× · · · ×BX′

n
;K) e µ satisfaz (4.2)}.

Provamos agora o teorema principal desta seção.

Teorema 4.14. Sejam X1 . . . , Xn espaços normados e A ∈ L(X1, . . . , Xn). Então a
linearização AL : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ K da forma A é cont́ınua se, e somente se, A é
integral. Mais ainda, ‖A‖I = ‖AL‖.

Demonstração. Considere i : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ C(BX′

1
×· · ·×BX′

n
) a imersão isométrica

linear do Lema 4.11, que é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Podemos
considerar sua inversa i−1 : i

(
X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn

)
−→ X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn. Suponha que a forma

A seja integral. Neste caso existe uma medida µ0 ∈M(BX′

1
× · · · ×BX′

n
;K) tal que

A(x1, . . . , xn) =

∫

BX′

1
×···×BX′

n

ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)dµ0(ϕ1, . . . , ϕn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Pelo Teorema 4.12 existe um funcional ψ ∈ C(BX′

1
×

· · · × BX′

n
)′ de modo que

ψ(f) =

∫

BX′

1
×···×BX′

n

f(ϕ1, . . . , ϕn)dµ0(ϕ1, . . . , ϕn)

para toda f ∈ C(BX′

1
×· · ·×BX′

n
) e ‖ψ‖ = ‖µ0‖. Em particular, dados x1 ∈ X1, . . . , xn ∈

Xn, tomando a função f = i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) temos

ψ(i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)) =

∫

BX′

1
×···×BX′

n

i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)(ϕ1, . . . , ϕn)dµ0(ϕ1, . . . , ϕn)

=

∫

BX′

1
×···×BX′

n

ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)dµ0(ϕ1, . . . , ϕn)

= A(x1, . . . , xn) = AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn).
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Isso prova que
ψ ◦ i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Segue da unicidade da linearização de A que ψ◦i = AL.
Portanto AL é um funcional cont́ınuo e

‖AL‖ = ‖ψ ◦ i‖ ≤ ‖ψ‖ · ‖i‖ = ‖ψ‖ = ‖µ0‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as medidas µ0 das representações integrais de A obtemos
‖AL‖ ≤ ‖A‖I .

Reciprocamente, suponha que o funcional AL : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ K seja cont́ınuo.
Neste caso, AL ◦ i

−1 é um funcional linear cont́ınuo em i(X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn), e pelo Teorema
de Hanh-Banach podemos tomar extensão ϕ ∈ C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
)′ de AL ◦ i

−1 tal que

‖ϕ‖ = ‖AL ◦ i
−1‖ ≤ ‖AL‖ · ‖i

−1‖ = ‖AL‖.

Por outro lado,

‖AL‖ = ‖AL ◦ i
−1 ◦ i‖ ≤ ‖AL ◦ i

−1‖ · ‖i‖ = ‖AL ◦ i
−1‖ = ‖ϕ‖,

e portanto ‖ϕ‖ = ‖AL‖. Pelo Teorema 4.12 existe uma medida µ1 ∈M(BX′

1
×· · ·×BX′

n
;K)

tal que ‖µ1‖ = ‖ϕ‖ = ‖AL‖ e

ϕ(f) =

∫

BX′

1
×···×BX′

n

f(ϕ1, . . . , ϕn)dµ1(ϕ1, . . . , ϕn),

para toda f ∈ C(BX′

1
× · · · ×BX′

n
). Então

A(x1, . . . , xn) = AL(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = AL ◦ i
−1 (i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn))

= ϕ (i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn))

=

∫

BX′

1
×···×BX′

n

i(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)(ϕ1, . . . , ϕn)dµ1(ϕ1, . . . , ϕn)

=

∫

BX′

1
×···×BX′

n

ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)dµ1(ϕ1, . . . , ϕn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, o que prova que A é integral e ‖A‖I ≤ ‖µ1‖ = ‖AL‖ e
completa a demonstração.

Corolário 4.15. Sejam X1 . . . , Xn espaços normados.

i) O conjunto LI(X1, . . . , Xn) das formas n-lineares integrais é subespaço vetorial de
L(X1, . . . , Xn).

ii) A função ‖ · ‖I é uma norma em LI(X1, . . . , Xn).

iii) Os espaços LI(X1, . . . , Xn) e (X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn)
′ são isomorfos isometricamente.

iv) LI(X1, . . . , Xn) é um espaço de Banach.
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Demonstração. O teorema nos diz que a correspondência

A ∈ LI(X1, . . . , Xn)←→ AL ∈ (X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn)
′

é biuńıvoca. Como a correspondência A 7→ AL é linear, o item i) é imediato e o item
ii) segue das propriedades de norma de (X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn)

′ e da igualdade ‖A‖I = ‖AL‖.
Essa mesma igualdade implica iii) e o item iv) segue do fato de que espaço normado que
é isomorfo a espaço de Banach também é espaço de Banach.

4.3 A associatividade

Atingiremos nesta seção o último objetivo desta dissertação, que é apresentar uma de-
monstração detalhada da associatividade do produto tensorial injetivo, resultado este que,
também, não encontramos demonstrado na literatura.

Lema 4.16. Sejam E1, . . . , En subespaços densos de X1, . . . , Xn, respectivamente. Então
E1 ⊗ · · · ⊗ En é subespaço denso em X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn.

Demonstração. Seja u ∈ X1 ⊗ · · · ⊗ Xn. Dado δ > 0, existe v ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En tal que
π(u−v) < δ pois vimos na Proposição 3.22 que E1⊗· · ·⊗En é denso em X1⊗π · · ·⊗πXn.
Pelo item iv) da Proposição 4.5 segue que ε(u − v) ≤ π(u − v) < δ, o que prova que
E1 ⊗ · · · ⊗ En é denso em X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn.

Teorema 4.17. Sejam n1, . . . , nt, n ∈ N tais que 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nt < n. Então
existe um único isomorfismo isométrico

T : X1⊗ε· · ·⊗εXn −→ (X1⊗ε· · ·⊗εXn1
)⊗ε(Xn1+1⊗ε· · ·⊗εXn2

)⊗ε· · ·⊗ε(Xnt+1⊗ε· · ·⊗εXn)

tal que

T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn, e um único isomorfismo isométrico

T̂ : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ (X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn1
)⊗̂ε · · · ⊗̂ε(Xnt+1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn)

que estende T .

Demonstração. Pelo Teorema 2.30 existe um único isomorfismo algébrico

T : X1⊗ε· · ·⊗εXn −→ (X1⊗ε· · ·⊗εXn1
)⊗ε(Xn1+1⊗ε· · ·⊗εXn2

)⊗ε· · ·⊗ε(Xnt+1⊗ε· · ·⊗εXn)

tal que

T (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (x1 ⊗ · · · ⊗ xn1
)⊗ (xn1+1 ⊗ · · · ⊗ xn2

)⊗ · · · ⊗ (xnt+1 ⊗ · · · ⊗ xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn. Então sua inversa T−1 está bem definida e é linear.

Sejam u ∈ X1⊗ε · · ·⊗εXn e
m∑
i=1

xi1⊗· · ·⊗x
i
n uma representação de u. Dados os funcionais
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ϑ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϑn ∈ BX′

n
, considere os operadores n-lineares de tipo finito:

ψ1 : X1 × · · · ×Xn1
→ K , ψ1(x1, . . . , xn1

) = ϑ1(x1) · · ·ϑn1
(xn1

),

ψ2 : Xn1+1 × · · · ×Xn2
→ K , ψ2(xn1+1, . . . , xn2

) = ϑn1+1(xn1+1) · · ·ϑn2
(xn2

),

...

ψt : Xnt−1+1 × · · · ×Xnt
→ K , ψt(xnt−1+1, . . . , xnt

) = ϑnt−1+1(xnt−1+1) · · ·ϑnt
(xnt

)

ψt+1 : Xnt+1 × · · · ×Xn → K , ψt+1(xnt+1, . . . , xn) = ϑnt+1(xnt+1) · · ·ϑn(xn).

Pela Proposição 4.7, a linearização (ψj)L de cada ψj é cont́ınuo em relação à norma
injetiva e ‖(ψj)L‖ε ≤ 1. Assim, para todos ϑ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϑn ∈ BX′

n
existem funcionais

(ψ1)L ∈ B(X1⊗ε···⊗εXn1
)′ , . . . , (ψt+1)L ∈ B(Xnt+1⊗ε···⊗εXn)′ tais que

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϑ1(x
i
1) · · ·ϑn(x

i
n)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϑ1(x
i
1) · · ·ϑn1

(xin1
)ϑn1+1(x

i
n1+1) · · ·ϑn2

(xin2
) · · ·ϑnt+1(x

i
nt+1) · · ·ϑn(x

i
n)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ψ1(x
i
1, . . . , x

i
n1
)ψ2(x

i
n1+1, . . . , x

i
n2
) · · ·ψt+1(x

i
nt+1, . . . , x

i
n)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

(ψ1)L(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
)(ψ2)L(x

i
n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n2
) · · · (ψt+1)L(x

i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

∣∣∣∣∣ .

Isso mostra que o conjunto

E :=

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϑ1(x
i
1) · · ·ϑn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ϑ1 ∈ BX′

1
, . . . , ϑn ∈ BX′

n

}

está contido em

F =

{∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ψ1(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
) · · ·ψt+1(x

i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

∣∣∣∣∣ : ψ1 ∈ BZ1
, . . . , ψt+1 ∈ BZt+1

}
,

onde Z1 = (X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn1
)′, . . . , Zt+1 = (Xnt+1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn)

′. De

T (u) =
m∑

i=1

T (xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n) =

m∑

i=1

(xi1 ⊗ · · · ⊗ x
i
n1
)⊗ · · · ⊗ (xint+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n), (4.3)

segue que
ε(T (u)) = supF ≥ supE = ε(u).

Por outro lado, segue de (4.3) e da definição da norma injetiva que, dado δ > 0 existem
funcionais ϕ1 ∈ B(X1⊗ε···⊗εXn1

)′ , ϕ2 ∈ B(Xn1+1⊗ε···⊗εXn2
)′ , . . . , ϕt+1 ∈ B(Xnt+1⊗ε···⊗εXn)′ tais

que

ε(T (u)) ≤

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
)ϕ2(x

i
n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n2
) · · ·ϕt+1(x

i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

∣∣∣∣∣+ δ.

(4.4)
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Para esses funcionais ϕj, 1 ≤ j ≤ t + 1, existem, pelo Teorema 4.14, formas integrais
A1 ∈ LI(X1, . . . , Xn1

;K), . . . , At+1 ∈ LI(Xnt+1, . . . , Xn;K) tais que (Aj)L = ϕj. Em
particular,

ϕ1(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
) = (A1)L(x

i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
) = A1(x

i
1, . . . , x

i
n1
),

ϕ2(x
i
n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n2
) = (A2)L(x

i
n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n2
) = A2(x

i
n1+1, . . . , x

i
n2
),

...

ϕt+1(x
i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n) = (At+1)L(x

i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n) = At+1(x

i
nt+1, . . . , x

i
n).

Pela definição de formas integrais, existem medidas µ1 ∈ M(BX′

1
× · · · × BX′

n1
;K), µ2 ∈

M(BX′

n1+1
× · · · ×BX′

n2
;K), . . . , µt+1 ∈M(BX′

nt+1
× · · · ×BX′

n
;K) tais que

A1(x
i
1, . . . , x

i
n1
) =

∫

BX′

1
×···×BX′

n1

θ1(x
i
1) · · · θn1

(xin1
)dµ1(θ1, . . . , θn1

),

A2(x
i
n1+1, . . . , x

i
n2
) =

∫

BX′

n1+1
×···×BX′

n2

θn1+1(x
i
n1+1) · · · θn2

(xin2
)dµ2(θn1+1, . . . , θn2

),

...

At+1(x
i
nt+1, . . . , x

i
n) =

∫

BX′

nt+1
×···×BX′

n

θnt+1(x
i
nt+1) · · · θn(x

i
n)dµt+1(θnt+1, . . . , θn),

e ‖µj‖ ≤ ‖(Aj)L‖ + δ para todos xi1 ∈ X1, . . . , x
i
n ∈ Xn. Portanto ‖µj‖ ≤ 1 + δ para

cada 1 ≤ j ≤ t + 1. Retomando a desigualdade (4.4), considerando as notações B1 :=
BX′

1
× · · · × BX′

n1
, . . . , Bt+1 := BX′

nt+1
× · · · × BX′

n
, e usando as propriedades básicas de

integrais, temos

ε(T (u)) ≤

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

ϕ1(x
i
1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n1
)ϕ2(x

i
n1+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n2
) · · ·ϕt+1(x

i
nt+1 ⊗ · · · ⊗ x

i
n)

∣∣∣∣∣+ δ

=

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

A1(x
i
1, . . . , x

i
n1
)A2(x

i
n1+1, . . . , x

i
n2
) · · ·At+1(x

i
nt+1, . . . , x

i
n)

∣∣∣∣∣+ δ

=

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

(∫

B1

θ1(x
i
1) · · · θn1

(xin1
)dµ1

)(∫

B2

θn1+1(x
i
n1+1) · · · θn2

(xin2
)dµ2

)
· · ·

(∫

Bt+1

θnt+1(x
i
nt+1) · · · θn(x

i
n)dµt+1

)∣∣∣∣+ δ

=

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

∫

B1

(∫

B2

θn1+1(x
i
n1+1) · · · θn2

(xin2
)dµ2

)
· · ·

(∫

Bt+1

θnt+1(x
i
nt+1) · · · θn(x

i
n)dµt+1

)
θ1(x

i
1) · · · θn1

(xin1
)dµ1

∣∣∣∣+ δ

=

∣∣∣∣∣

∫

B1

m∑

i=1

(∫

B2

θn1+1(x
i
n1+1) · · · θn2

(xin2
)dµ2

)
· · ·
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(∫

Bt+1

θnt+1(x
i
nt+1) · · · θn(x

i
n)dµt+1

)
θ1(x

i
1) · · · θn1

(xin1
)dµ1

∣∣∣∣+ δ.

No caso real, isto é, K = R, segue da Proposição 1.54 que

ε(T (u)) ≤

∫

B1

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

(∫

B2

θn1+1(x
i
n1+1) · · · θn2

(xin2
)dµ2

)
· · ·

(∫

Bt+1

θnt+1(x
i
nt+1) · · · θn(x

i
n)dµt+1

)
θ1(x

i
1) · · · θn1

(xin1
)

∣∣∣∣ dµ1 + δ

...

≤

∫

B1

∫

B2

· · ·

∫

Bt+1

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

θ1(x
i
1) · · · θn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ dµt+1 · · · dµ2dµ1 + δ

≤

∫

B1

∫

B2

· · ·

∫

Bt+1

ε(u)dµt+1 · · · dµ2dµ1 + δ

= ε(u)µt+1(Bt+1) · · ·µ2(B2)µ1(B1) + δ

≤ ε(u)|µt+1|(Bt+1) · · · |µ2|(B2)|µ1|(B1) + δ

= ε(u)‖µt+1‖ · · · ‖µ2‖ · ‖µ1‖+ δ

≤ ε(u)(1 + δ)t+1 + δ.

No caso complexo, isto é, K = C, segue da Proposição 1.59 e do Teorema 1.58 que

ε(T (u)) ≤

∫

B1

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

(∫

B2

θn1+1(x
i
n1+1) · · · θn2

(xin2
)dµ2

)
· · ·

(∫

Bt+1

θnt+1(x
i
nt+1) · · · θn(x

i
n)dµt+1

)
θ1(x

i
1) · · · θn1

(xin1
)

∣∣∣∣ d|µ1|+ δ

...

≤

∫

B1

∫

B2

· · ·

∫

Bt+1

∣∣∣∣∣

m∑

i=1

θ1(x
i
1) · · · θn(x

i
n)

∣∣∣∣∣ d|µt+1| · · · d|µ2|d|µ1|+ δ

≤

∫

B1

∫

B2

· · ·

∫

Bt+1

ε(u)d|µt+1| · · · d|µ2|d|µ1|+ δ

= ε(u)|µt+1|(Bt+1) · · · |µ2|(B2)|µ1|(B1) + δ

= ε(u)‖µt+1‖ · · · ‖µ2‖ · ‖µ1‖+ δ

≤ ε(u)(1 + δ)t+1 + δ.

Em ambos os casos, fazendo δ → 0 obtemos ε(T (u)) ≤ ε(u). Mostramos até aqui que o
operador

T : X1⊗ε· · ·⊗εXn −→ (X1⊗ε· · ·⊗εXn1
)⊗ε(Xn1+1⊗ε· · ·⊗εXn2

)⊗ε· · ·⊗ε(Xnt+1⊗ε· · ·⊗εXn)

é um isomorfismo isométrico. Pelo Lema 4.16, o espaço

(X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn1
)⊗ε (Xn1+1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn2

)⊗ε · · · ⊗ε (Xnt+1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn)
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é denso em
(X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn1

)⊗ε · · · ⊗ε (Xnt+1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn),

e portanto denso em

(X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn1
)⊗̂ε · · · ⊗̂ε(Xnt+1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn).

Consideremos T tomando valores no completamento, isto é,

T : X1 ⊗ε · · · ⊗ε Xn −→ (X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn1
)⊗̂ε · · · ⊗̂ε(Xnt+1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn).

Pelo item i) do Teorema 1.21 existe uma única extensão de T ,

T̂ : X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn −→ (X1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn1
)⊗̂ε · · · ⊗̂ε(Xnt+1⊗̂ε · · · ⊗̂εXn),

que é linear, cont́ınua e isometria (logo injetora). Do item ii) do Teorema 1.21 segue

que T̂ é sobrejetora, e portanto uma bijeção. Pelo Corolário 1.9, o operador T̂ é um
isomorfismo. Além disso,

T̂ (x1⊗· · ·⊗xn) = T (x1⊗· · ·⊗xn) = (x1⊗· · ·⊗xn1
)⊗(xn1+1⊗· · ·⊗xn2

)⊗· · ·⊗(xnt+1⊗· · ·⊗xn)

para todos x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn.
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[21] Nogueira, D. F. - Espaços de sequências vetoriais e ideais de operadores, Dis-
sertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, 2016.

[22] Rudin, W. - Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York , 3a edição, 1987.

[23] Ryan, R. A. - Introduction to Tensor Products of Banach Spaces, London; New
York, Springer, 2002. https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2018.03.070

[24] Silva, A. R. - Linearização de aplicações multilineares cont́ınuas entre espaços de
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