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Santiago, A. S. Associatividade nos produtos tensoriais projetivo e injetivo. 2020. 78 p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Dados os espacos normados X1, ..., X, reais ou complexos, estudamos neste trabalho al-
gumas propriedades do produto tensorial projetivo X1 ®; - - - ®,X,, e do produto tensorial
injetivo X;®; - - - ®.X,. Os objetivos principais sdo enunciar e demonstrar com detalhes
os seguintes resultados: (i) O produto tensorial projetivo é associativo; (ii) Se pelo me-
nos dois espacos normados X,..., X, tém dimensao infinita, entao o produto tensorial
X; ® -+ ® X, munido com a norma projetiva é um espago normado incompleto; (iii) O
produto tensorial injetivo é associativo. Para atingir esses objetivos, fazemos a construgao
algébrica do produto tensorial, estudamos as normas projetiva e injetiva e provamos os
teoremas de linearizagao em cada um desses casos.

Palavras-chave: Espacos de Banach, norma injetiva, norma projetiva, associatividade.
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Santiago, A. S. Associativity in the projective and injective tensor produtcs. 2020. 78 p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Given the normed spaces X7, ..., X, real or complex, in this work we study some proper-
ties of the projective tensor product X,®, - ®,X, and of the injective tensor product
X1®, -+ ®.X,. The main purposes are to state and to provide detailed proofs of the fol-
lowing results: (i) The projective tensor product is associative; (ii) If at least two of the
normed spaces X1, ..., X, are infinite dimensional, then the tensor product X; ®---® X,
endowed with the projective norm is incomplete; (iii) The injective tensor product is asso-
ciative. To prove these results, the algebraic tensor product is constructed, the projective
and injective norms are studied and linearization theorems for each of these cases are
proved.

Keywords: Banach spaces, injective norm, projective norm, associativity.
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Introducao

Este trabalho insere-se na grande drea de Analise Funcional, subarea da Teoria dos
Espacos de Banach. Nesta area, nao apenas operadores lineares sao estudados, e entre os
operadores nao lineares mais importantes estao os operadores multilineares, os polinomios
homogéneos e as fungoes holomorfas (veja, por exemplo, os livros cléssicos [8, 19, 20]).

E claro que muito da teoria linear se perde no caso nao linear. Uma tentativa de
minimizar essa perda é buscar um processo de linearizacao, que significa associar a um
operador nao linear um outro operador linear cujas propriedades, que podem ser estudadas
com o auxilio da teoria linear, fornegcam informagoes sobre o operador nao linear original.
Muitas técnicas de linearizacao foram desenvolvidas com sucesso, e neste trabalho estamos
interessados na linearizacao de operadores multilineares.

No caso multilinear, da Algebra veio a técnica de linearizar operadores multilineares
por meio do produto tensorial. Mais especificamente, se X1,...,X,,,Y sao espacos ve-
toriais, entao todo operador n-linear A: X; x --- x X,, — Y admite uma linearizacao
definida no produto tensorial X; ® --- ® X,, a valores Y, que é um operador linear que
carrega muitas das caracteristicas de A.

Na Anélise, consideramos operadores multilineares continuos entre espacos normados
e espacos de Banach, e para isso devemos definir uma norma no espaco vetorial X; ®---®
X, e estudar a continuidade da linearizacao de um operador multilinear continuo. Ha
muitas maneiras de se fazer isso, cada uma delas com suas caracteristicas e finalidades.
Trabalhamos nesta dissertagao com a norma projetiva 7 e com a norma injetiva e, que sao
as mais importantes, tanto do ponto de vista historico como no que concerne as aplicacoes.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar demonstracoes completas e detalhadas
de tres resultados, a saber:

(i) O completamento do produto tensorial munido da norma projetiva, denotado por
X ®y - @.X, e chamado de produto tensorial projetivo, é associativo;

(ii) Se pelo menos dois espacos normados X, ..., X, tém dimensao infinita, entdo o
produto tensorial X; ® --- ® X,, munido com a norma projetiva é um espaco normado
incompleto;

(iii) O completamento do produto tensorial munido da norma injetiva, denotado por
X1®. - ®.X,, e chamado de produto tensorial injetivo, é associativo.

Esses tres resultados sao conhecidos e largamente utilizados em pesquisa, mencionamos
apenas alguns artigos nos quais eles sao usados: [4, 7, 12, 13, 16, 25]. A questao é
que, mesmo sendo muito utilizados, é muito dificil encontrar demonstragoes completas
e detalhadas na literatura, por serem tais demonstracoes longas, técnicas e trabalhosas.
Para agregar mais interesse ainda, mencionamos que associatividade nao se verifica em
produtos tensoriais topoldgicos em geral. Por exemplo, nao vale a associatividade em



produtos tensoriais de espagos vetoriais topolégicos (veja [11]) e nao vale a associatividade
em produtos tensoriais projetivos simétricos de espagos de de Banach (veja [2, 25]). Por
tudo isso acreditamos que a apresentagao de demonstragoes completas e detalhadas desses
trés resultados pode ser uma boa contribuicao para a literatura na area.

Descreveremos a seguir como o trabalho estd estruturado.

No Capitulo 1 fazemos uma breve introdugao aos conceitos basicos necessarios para
entender as definigoes e as demonstracoes que se seguem ao longo deste trabalho, nos se-
guintes temas: espacos de Banach, operadores continuos, extensao de operadores, espagos
topoldgicos, topologia fraca, topologia fraca-estrela, medidas e integrais. Em geral, para a
teoria bésica de espagos de Banach e operadores lineares nos referimos a [3], para produtos
tensoriais nos referimos a [6, 23], e para a teoria dos operadores multilineares continuos
nos referimos a [10, 19].

No Capitulo 2, considerando os espagos vetoriais Xi,..., X, Z e os respectivos su-
bespacos E1, ..., E, de Xi,..., X, faremos a construgao do produto tensorial (algébrico)
dos espacos vetoriais Xi,...,X,, que sera denotado por X; ® --- ® X,,. Vemos nesse

capitulo que o produto tensorial X; ® - - - ® X, é, em particular, um subespaco vetorial do
dual algébrico do espago das formas multilineares definidas sobre o produto cartesiano dos
espagos Xi,..., X, que tomam valores no corpo de escalares, em particular, os elemen-
tos do produto tensorial sao funcionais lineares. Preparando o terreno para os capitulos
seguintes, provamos neste capitulo a associatividade do produto tensorial algébrico. Para
isso, é necessario abordar o chamado Teorema da Lineariza¢ao, que permite associar cada
operador multilinear A a um tunico operador linear Ay, o qual nos referimos por linea-
rizacao de A e cujo dominio é o produto tensorial. Essa associacao é feita de maneira que
o espaco dos operadores multilineares de X; x -+ x X, em Z ¢ isomorfo ao espaco dos
operadores lineares de X; ® --- ® X,, em Z.

No Capitulo 3 estudamos a norma projetiva = no produto tensorial de espagos nor-
mados Xy,...,X,. Agora que o produto tensorial é um espago normado, denotado por
X1 ®y - ®r X, podemos considerar um completamento X®, - <§>an, o qual chama-
mos de produto tensorial projetivo. Considere Z um espaco normado. Provamos algumas
propriedades da norma projetiva até chegar no Teorema da Lineariza¢ao para o produto
tensorial projetivo, que permite associar cada operador multilinear continuo A a um tnico
operador linear continuo A; de modo que o espaco dos operadores n-lineares continuos
de X7 X --- x X,, em Z é isometricamente isomorfo ao espaco dos operadores lineares de
X,®, @, X, em Z por meio da correspondéncia A «+— Ay. De posse do teorema da
linearizacao, provamos dois dos resultados centrais da dissertacao: a associatividade no
produto tensorial projetivo e a incompletude de X;®; - - ®,X,, quando pelo menos dois
desses espacos tém dimensao infinita.

No Capitulo 4 estudamos a outra norma central na teoria dos produtos tensoriais de
espacos de Banach: a norma injetiva €. Denotamos o produto tensorial munido da norma
injetiva por X; ®, - -- ®. X,, e seu completamento por X;&, - - - ®.X,, 0 qual é chamado
de produto tensorial injetivo. Veremos que, ao contrario da norma projetiva, o produto
tensorial de subespacos E; ®. --- ®. F, ¢é isomorfo isometricamente a um subespaco
do produto tensorial X; ®. --- ®. X,, além disso, se os subespacos Fi,..., E, forem
fechados entdo F1Q. - ®.F, é isomorfo isometricamente a um subespaco fechado de
X1®, -+ ®.X,. Por serem normas diferentes e nem sempre equivalentes, a continuidade



da linearizacao de um operador multilinear continuo em relacao a norma injetiva nao é
equivalente a continuidade na norma projetiva. Segue disso que devemos ter um teorema
de linearizacao diferente para a norma injetiva. Definiremos formas multilineares integrais
e provaremos que a linearizagao de um operador multilinear é continua em relacao a norma
injetiva se, e somente se, o operador € integral. Este teorema de linearizagao, que depende
fortemente do Teorema de Riesz para representacao de funcionais lineares continuos em
espacos de fungoes continuas, é a chave para a demonstracao do ultimo resultado central
da dissertagao, que ¢é a associatividade do produto tensorial injetivo.

Ariel dos Santos Santiago
Uberlandia-MG, 27 de fevereiro de 2020.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos classicos e resultados bésicos da Analise Funcio-
nal, Algebra Linear, Topologia Geral e Teoria da Medida, que podem ser encontrados em
3, 5,9, 18, 21, 22, 24, 26|, que serao utilizados ao longo da dissertagao. Por nao serem
0 objeto central de estudo, muitos resultados serao apresentados sem demonstracoes, e
referéncias serao fornecidas. Termos e simbolos nao definidos podem ser encontrados em

3, 23).

1.1 Espacos normados

Sempre que considerarmos um espago vetorial, digamos X, o corpo de escalares serd deno-
tado por K e representara o corpo dos ntimeros reais ou o corpo dos niimeros complexos.
O simbolo X* representara o espaco dos funcionais lineares definidos em X.

Definicao 1.1. Para cada nimero real p > 1, define-se
l, = {(:cj);’ozl . x; € K para todo j € Ne Z|:1:j]p < oo}.
j=1
Dados (75)32,, (y;)32, € £, e a € K, as operagoes
()52 + ()51 = (25 + ;)52 e alr)iZ, = (ax;)i2,
tornam o conjunto ¢, um espaco vetorial.

Teorema 1.2. (Desigualdade de Hélder Generalizada) Dados q,py,...,p, > 1 tais que

1 1 1
- < —+---4 —, tem-se
q D1 Pn
1 1 1
[e’e] q oo P1 oo Pn
(Z ‘xj,l e xj7n‘Q) S (Z ‘-I'j,l‘pl) e (Z |x]7n pn) ,

j=1 J=1 J=1
sempre que (2;1)3% € Lpys - (Tjn)321 € by,
Demonstracao. Veja [1, Proposi¢ao 2.1.6]. ]



Teorema 1.3. Seja V' um espago vetorial sobre K e seja C um conjunto linearmente
independente em V. Entao existe uma base B de V' contendo C.

Demonstracao. Veja [5, Teorema 2.8.1]. ]

Lema 1.4. Sejam X um espaco vetorial e v € X. Se p(x) = 0 para todo funcional
p e X", entao x = 0.

Demonstragao. Seja x € X tal que p(z) = 0 para todo funcional ¢ € X*. Suponha que
x # 0. Como o conjunto {x} é linearmente independente, pelo Teorema 1.3, existe uma
base B de X tal que {z} C B. Digamos que B = {z} U {z,}acs. Assim, todo elemento
em X pode ser escrito de maneira tnica na forma

Bz + Zﬂlw, , onde o conjunto I C J é finito ,{f;}ic; CKe g € K.

i€l

A unicidade da representagao acima garante a boa definicao do operador p: X — K

dado por
¢ (ﬁx +> ﬁm) = B.

Dados Sz + > fix; e 0x + > f;x; em X e A € K, temos

el iel’
0 (5;5 + ) B+ A (9:,: +) 995)) = (555 +) B+ Mz + ) )\Himi>
el iel’ el iel!
ieIul’
= B+
= (5:)3 + Z 6,-:1@) + Ay (993 + Z 92-931-) ,
i€l el’

provando que o operador ¢ ¢é linear. Por hipétese, ¢(x) = 0. Por outro lado, a definigao
de ¢ nos fornece p(x) = ¢(lx) = 1. Essa contradigao prova que x = 0. O

Lema 1.5. Sejam V um espaco vetorial e S um subespago de V. Entdo existe um su-

bespago G de V tal que V=S ® G, isto éV ={x+y:x€ S,y G} e SNG ={0}.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.3 existem uma base B para o subespago S e uma base

B’ para o espaco vetorial V tais que B C B’. Considere o conjunto P = B — B ¢

chame de G o subespaco vetorial de V' gerado por P. Para todo u € V existem n € N,
n

escalares ay, ..., q, e vetores xy,...,x, € B tais que u = Y a;x;. Como B =P UB e
i=1

PNB = (), podemos escrever {1,...,n} = {k1,..., kntU{j1,...,Jp} onde xy,, ..., x5, € P

e xj,...,r;, €B. Assim,

n m p
U = E ;T = E Oy Thy T g ;. Tj,,

5



eentao V =G+ 5. Seu e GNSY, entao

u:Zaixi—i-Zﬁjyj ,onde z; € B e y; € P.

i=1 j=1

Isso implica que
m n
> ami— ) By =0.
i=1 j=1

Como o conjunto {x1,...,Zm,Y1,--.,Yn} € linearmente independente, pois estd contido
na base B, segue que «; = 0 para todo 1 < i < m, e portanto u = 0. O

Definicao 1.6. Uma norma sobre o espaco vetorial £ é uma funcao
| llg: E— R, z+— ||z]g,

que satisfaz as seguintes condigoes:

i) [|z||g > 0 para todo = € E;

ii) ||z||g = 0 se, e somente se, z = 0;

iii) |[Az||g = |A| - |||l para todo escalar A e para todo x € F;

)
)
)
)

iv) ||z +yllg < |lz||g + ||y||g para todos z,y € E (desigualdade triangular).
Neste caso, o par (F, || - ||g) é chamado de espaco vetorial normado, ou simplesmente
espago normado. Quando nao houver perigo de ambiguidade, escreveremos || - || no lugar

de || - || . Denotamos a bola unitaria fechada em E por B := {z € E : ||z|| < 1}. E bem
conhecido que a expressao

d(z,y) =z -yl 2,y € E,
define uma norma em FE, chamada de métrica induzida pela norma.

Definicao 1.7. Um espago normado E é chamado de espaco de Banach quando for
completo na métrica induzida pela norma.

Teorema 1.8. Sejam E e F' espa¢os normados sobre K e T': E — F linear. As sequintes
condigoes sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T é continuo na origem.

(F) T == sup {|T(2)[| - =€ Eellz] <1} < oo,

6



(9) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < Cl|z|| para todo x € E.
Demonstracao. Veja [3, Teorema 2.1.1]. O]

A correspondéncia T' — ||T'|| define uma norma no espago vetorial L(E; F') dos ope-
radores continuos de E em F' e ||T(x)|| < ||T] - ||z| para todo z € E. A demonstragao
pode ser encontrada em [15, Segao 2.7].

Corolario 1.9. Seja T: E — F um operador linear bijetor entre espagos normados.
Entao T ¢ um isomorfismo se, e somente se, existem constantes Cy,Cy > 0 tais que
Cilz|| < ||IT(x)|| < Csl|z|| para todo x € E.

Demonstragao. Veja [3, Corolario 2.1.2]. O

Teorema 1.10. (Teorema de Hahn-Banach) Seja G um subespago de um espago normado
E eyp: G— K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear continuo
¢: E — K cuja restricao a G coincide com ¢ e ||| = ||¢]|

Demonstracao. Veja [3, Corolério 3.1.3]. ]

Corolario 1.11. Seja E um espa¢o normado. Para todo xg € E, xy # 0, existe um
funcional linear ¢ € E' tal que ||p| =1 e p(zo) = ||z0].

Demonstracao. Veja [3, Coroldrio 3.1.4]. O]
Corolédrio 1.12. Seja E um espago normado, E # {0} e x € E. Entao

2] = sup{le(z)| : ¢ € E" e [lpl| < 1} = max{|p(x)| : ¢ € E' e ||| = 1}.
Demonstragao. Veja [3, Corolario 3.1.5]. O

Por ser muito simples, o resultado a seguir serd apresentado sem demonstragao e sem
referéncia.

Proposicao 1.13. Sejam (E, ||-||g) um espago normado, F um espago vetorial e T: F —
E um isomorfismo algébrico. Entao a expressao

|zllr = |T(2) ||z, para todo x € F,
¢ uma norma em F.
Teorema 1.14. Para todo espaco normado E, o operador
Jg: E— E" | Jg(z)(¢) = p(x) para todos = € Ee ¢ € E',
¢ uma isometria linear, chamada de mergulho canonico de E em E".
Demonstragao. Veja [3, Proposicao 4.3.1]. O

Proposigao 1.15. Para todo espago normado E, existe um espago de Banach E que
contém uma copia isométrica de E que € densa em E.

Demonstracao. Veja [3, Proposicao 4.3.3]. ]



Observacao 1.16. O espaco E da proposi¢ao acima é chamado de completamento do
espago normado E. Quando necessario podemos escrever (F,() onde (: F — E é uma

imersao isométrica cuja imagem é densa em F, ou seja, ((F) = E.

Observagao 1.17. Do fato de ¢ ser uma isometria, segue imediatamente que By(g) =
((Bp).

Algumas vezes serd util denotar o fecho de um subconjunto A de um espagco topolégico

X por A%, Por densidade e continuidade, a igualdade da observacao acima se estende a
bola unitaria fechada do completamento:

Proposicao 1.18. Sejam E um espaco normado e (E, ¢) um completamento de E. Entao

E

Bp = By

Demonstracao. Veja [24, Proposigao 3.11]. ]

LemaA1.19. Sejam (E, ¢) um completamento do espago normado E e A C E. Entao
—5Y ——F

(A7) =¢(4) .

Demonstragao. Veja [24, Lema 3.13]. O

Observacgao 1.20. Sejam (E,C) um completamento do espago normado F e A C F.
Temos entao ((A) C E e, por ¢ ser uma isometria linear, as vezes se recorre a um abuso
de notagao para escrever A C E. Nesse caso a Proposi¢ao 1.18 e o Lema 1.19 garantem

5 ——gFE
que Bg = Br e (AE)
Teorema 1.21. Sejam E um espago normado, F' um espaco de Banach, G um subespaco
de E eT: G — F um operador linear continuo. Entdo:

—B )
= A", respectivamente.

i) Eziste uma tunica extensao linear continua de T ao fecho de G. A norma da extensdo
cotncide com a norma de T’ e se T € isometria, entao a extensao também é.

ii) Se E € completo, G € denso em E, T(G) € denso em F eT ¢é isomorfismo topoldgico
sobre sua imagem, entao a extensao de T ao fecho de G € sobrejetora.

Demonstragao. Para mostrar i), considere o operador T: G —s F definido por

T(x):= lim T(x,) onde (x,)22; C G ez = lim z,.

n—00 n—oo

Vejamos que T esté bem definido. Para isso, precisamos que a sequéncia (T'(x,))3%; seja

convergente em I e que seu limite independa da sequéncia tomada, isto é, se (y,,)5>, € G

ex = lim y, entdo lim T'(z,) = lim T(y,). Como a sequéncia (x,)> , é de Cauchy por
n—oo n—oo n—oo

ser convergente, de
1T (k) = T(x)l| = [IT(zx — 2) || < (|7 - [lox — 22]| para todos k1 €N,

segue que a sequéncia (7'(z,))5, é de Cauchy, e portanto convergente pois F' é um espago
de Banach. Se (y,)5, é uma sequéncia em G tal que z = lim y,,, temos
n—oo

1T (2n) = T ()l = Tz = yu) | < NITI|- 20 = ynll para todo n € N.
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Tomando o limite em n — oo segue que lim T'(x,) = lim T'(y,), o que prova a boa
n—oo n—oo

definicao do operador T'.

Sejam o € K e (2,)0%, (yn)22, C G tais que y = lim y, e z = lim z,,. Assim,
n—oo n—oo

(T + )2, € G, lim (2, + oy) = 2 + ay. Da definicao de T segue que
n—oo

T(x+ay) = nlgg(} Ty + ay) = lim (T(z,) + T (yn)) = T(z) + aT(y),

n—o0

provando que T é um operador linear. Além disso, segue da continuidade da norma e da
linearidade do operador T' que

IT(@)]| = || Him T(z)

= Jim [|T(x,)]| < lim |7l = 7] Tim [l = 7] - ]

(1.1)

Como isso vale para todo x € E, segue que T é continuo. Para verificar a unicidade,
suponha que J: G — F seja um operador linear continuo cuja restricdo ao subespaco
G concida com o operador linear T', ou seja, J é uma extensao linear continua de 1" ao
fecho de G. Neste caso, da continuidade de J segue que

J(z)=1J ( lim mn> = lim J(z,) = lim T(z,) = T(x),

n—oo n—0o0 n—oo

donde segue a unicidade da extensao. Para a igualdade de normas, note que da equagao
(1.1) segue a desigualdade ||T'|| < ||T’||. Por outro lado,

IT@E) = I1T(=) < |71l - ||zl para todo = € G.

Isso implica que ||T|| < ||T||, e portanto |T|| = ||T||. Para finalizar a demonstracao do
item 7), supondo que 7" seja uma isometria, temos

IT(@)]| = || Him T(e)

— Tim [ T()| = lim [lal] = |J2])
n—o0 n—00

provando que a extensao T também é uma isometria.

Dadas as condigoes do item i), tome y € F. Como T'(G) é denso em F, existe uma
sequéncia (y,)>, C T(G) tal que y, — y. Como o operador T: G — T(G) é um
isomorfismo topoldgico, para cada y, existe um unico z, € G tal que T'(z,) = y,. Para
todos m,n € N,

120 = @l = 177" 0 T2 — )| < T N7 (@n) = T(@a)l = 1T Nyn — Y-

Fazendo m,n — oo segue que (x,)°, € G é de Cauchy, e portanto convergente no

espago completo E, digamos x, — x. Entao

y = lim y, = lim T(z,) = T(z),
n—oo

n—o0

o que finaliza a demonstragao. O



Relembre que um espago normado E que contém um subconjunto enumeravel e denso
em F ¢ dito separdvel. Enunciamos a seguir uma caracterizacao que sera util. Para um
subconjunto A do espagco vetorial E, por [A] denotamos o subespago vetorial de E gerado
por A.

Proposicao 1.22. Um espaco normado E ¢ separdvel se, e somente se, existe um sub-
conjunto enumerdvel A C E tal que [A] € denso em E.

Demonstragao. Veja [3, Lema 1.6.3] O

Os dois teoremas enunciados a seguir serao utilizados no estudo da incompletude do
produto tensorial projetivo.

Teorema 1.23. Se E é um espaco de Banach de dimensdo infinita e separdvel, entao
existem uma sequéncia ()50, em E e uma sequéncia (,)52, em E' tais que @, (T,,) =
Omn para quaisquer m,n € N, onde d,,,, € o delta de Kronecker.

Demonstragao. Veja [18, Theorem 1.f.4] O

[e.9]
Relembre que uma série ) z,, em um espago normado E é: (i) absolutamente con-
n=1

o
vergente se a série numérica Y ||z,|| é convergente; (ii) incondicionalmente convergente

n=1
oo
se, para toda bijecdo 0: N — N, a série ) 2,(n) é convergente em F.
n=1

Teorema 1.24. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um espaco normado E:

(a) Toda série absolutamente convergente em E € incondicionalmente convergente.

(b) Toda série absolutamente convergente em E € convergente.

(¢) E é um espago de Banach.

Demonstracao. Veja [3, Proposi¢ao 10.1.4] ]
Finalizamos a se¢ao com dois resultados bésicos de Andlise na Reta.

Proposigao 1.25. Sejam A, B conjuntos de niumeros reais mao-negativos. Definimos
A-B={z-y;x € A e ye€ B}. Se A e B forem limitados, entio A- B ¢é limitado e

sup(A-B) =sup A-sup B, inf(A- B) =inf A-inf B.

Demonstracao. Veja [17]. O
Proposigao 1.26. Sejam A e B conjuntos nao vazios e f: A x B — R uma fungao.
Entao

supsup f(z,y) = supsup f(z,y).

z€A yeB yEB z€A
Demonstragao. Veja [21, Lema 2.4.10] O
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1.2 Espacos topolégicos e redes

Nesta secao veremos conceitos e resultados béasicos de Topologia Geral e de topologias
fracas em espacos normados.

Definicao 1.27. Uma topologia em um conjunto X é uma colecao 7 de subconjuntos de
X, cujos elementos sao chamados de conjuntos abertos na topologia 7, satisfazendo as
seguintes propriedades:

i) X e () pertencem a 7.

n
ii) SeneNe A, ..., A, €T, entdo mAjET.

J=1

iii) Se {A;}icsr é uma colecao de elementos de 7, entao U A, eT.
iel

Neste caso, dizemos que o par (X,7) é um espaco topoldgico, e quando nao houver
perigo de ambiguidade escrevemos X no lugar de (X, 7).

Um subconjunto F' de X é chamado de conjunto fechado se seu complementar for
aberto, isto é,se [“=X — F € 7.

Um exemplo simples de espago topoldgico é o par (K, 7) onde 7 := {A C K : para todo x €
A existe r > 0 de modo que B(x,r) :={y € K: |y —z| <r} C A}.

Definicao 1.28. Uma wizinhan¢a de um elemento x do espaco topolégico X é qualquer
subconjunto U de X que contém um aberto V' contendo z, isto é, existe um aberto V' tal
que x € V C U. A colecao U, de todas as vizinhancas de = é chamada de sistema de
vizinhancas de x.

Definigao 1.29. Uma base do espago topoldgico (X, 7) é uma subcolegdo B de 7 tal que
todo conjunto aberto pode ser escrito como uma uniao de elementos de B.

Definigao 1.30. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e Z C X. A colegao
77, ={BNZ : Bert}

¢ uma topologia em Z, chamada topologia relativa ou topologia em Z induzida por . Com
esta topologia, dizemos que Z é um subespago topologico de X.

Definicao 1.31. Uma fungao f: X —— Y entre espagos topolégicos é continua se
Y A):={r e X ; f(x) € A} é aberto em X para todo aberto A em Y.

E facil ver que se f: X — Y ¢é uma funcao continua entre espagos topoldgicos e
Z C X, entao a restricao de f a Z, f|z: Z — Y, é também uma funcao continua. Para
isso basta notar que (f|z)"'(A4) = f~'(A) N Z para todo aberto A em Y.

Definigao 1.32. Um conjunto dirigido é um par (A, <) em que < é uma diregdo no
conjunto A, isto é, é uma relacao em A tal que:

i) A < X para todo A € A.
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11) Se )\1, )\2, )\3 S A, )\1 S )\2 € )\2 S )\3, entao )\1 S )\3.
iii) Para todos A, A2 € A existe A\3 € A tal que A\; < Az e Ay < A3.

Definigao 1.33. Uma rede em um conjunto X é uma func¢ao P: A — X, onde A é um
conjunto dirigido. Usualmente se denota P(\) por x,, e neste caso nos referimos a rede

por (xA)AeA-

Definigao 1.34. Dizemos que uma rede (z))xep no espago topolégico X converge para
x € X, e neste caso escrevemos r), — x, se para cada vizinhanca V de x existe \g € A
tal que z) € V para todo A > .

s

Teorema 1.35. Sejam X,Y espacgos topologicos e v € X. Uma funcao f: X — Y ¢é
continua se, e somente se, f(z)) — f(z) em Y para toda rede (x\)ren em X tal que
Ty — &.

Demonstrag¢ao. Veja [26, Theorem 11.8] O

Proposicao 1.36. Sejam (xy)aea € (Yr)aea redes no espago topoldgico (K, |- |) tais que
Ty —> x eyy —> y. Entdo a rede (x\yx)aea converge para xy.

Demonstracao. Seja € > 0 e suponha que y # 0. Das hipéteses de convergéncia, existem
A1, A2, Az € A tais que

|z)y — 2| < 1 para todo A > Ay,

|z) — 2| < = para todo A > A,
2ly]
£
—y| < =—=———~ para todo A > As.

Dai, para todo A > Ay, |y — |z| < |zyn— 2| < 1eentdo |z, < 1+4]|z|. Do terceiro axioma
de conjunto dirigido, existe Ay € A tal que Ay > Ay e Ay > Ay, € 0 mesmo axioma nos
fornece A\g € A tal que A\g > Ay e A\g > A3. Do segundo axioma segue que se A > \g, entao
A >\ para i =1,2,3. Assim, para todo A > Ag,

lzayxy —2y| = |zayxn — 2y + 20y — 2yl = [2a(yn —y) + (22 — 2)y|
< za(yn — )+ [(@ea — 2)yl = |2l - lyn — yl + [2a — 2] - |y]
£ £
< (14 ]z)) + ly| = ¢,
2(1+z[) 2|y

provando que z)y, — xy no caso em que y # 0. No caso em que y = 0 basta considerar
O

as desigualdades |z) —z| < 1le|yy —y| < .
1+ |z

Sejam X um conjunto, (Y;);c; uma familia de espagos topoldgicos e (f;)ic; uma familia
de fungoes f;: X — Y; para cada i € I. Para cada i € I e cada aberto A; em Y; considere
o conjunto

YA ={z e X ; filv) € A}

Chame de ® a colecao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como intersecoes
finitas de conjuntos da forma f;*(A4;).
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Proposicao 1.37. Existe uma topologia 7 em X que tem ® como base, isto €, os elementos
de T sao unioes de elementos de .

Demonstragao. [9, Proposition 4.4] O

Definicao 1.38. A topologia 7 da Proposicao 1.37 é chamada de topologia gerada pela
familia de func¢oes (f;)ier-

Defini¢ao 1.39. Seja (X, )aer uma colegao de conjuntos. O produto cartesiano genera-
lizado dos conjuntos X,, a € I'; é definido como sendo o seguinte conjunto de fungoes:

HXa:{f:F—> UXa:f(a)EXaparacadaaeF}.

acl’ acl’
Denotando f(a) por x, para cada a € I', podemos nos referir ao elemento f € [] X,

ael
por (Z4)aer. Fixando g € I', a fungao

g HXa — Xﬁ ) Wﬁ((xa)ael—‘) = T,
acl’

¢é chamada de projecdao na B-ésima coordenada.

Se cada X, for um espago topoldgico, entao a topologia em [] X, gerada pelas fungoes
acl’
(Ta)aer € chamada de topologia produto.

Teorema 1.40. Seja (X, )aer uma colegao de espagos topoldgicos. Uma rede (z))xep N0
produto cartesiano generalizado [] X, converge para x em relagdo a topologia produto se,

acl’
e somente se, mg(xy) — mz(x) em Xz para cada B €T

Demonstracao. Veja [26, Theorem 11.9] ]

Definicao 1.41. Um espaco topoldgico X é um espaco de Hausdorff se para todos x,y €
X,z # y, existem vizinhancas U de z e V de y tais que U NV = 0.

Definicao 1.42. Um subconjunto K do espaco topoldgico X é compacto se para toda
colecao (A;)ier de abertos em X tal que K C |J A;, existem n € N e iy,...,4, € I tais
i€l

que K C (A;, U---UA; ), ou seja, se toda cobertura aberta de K admite subcobertura
finita.
Proposicao 1.43. Sejam X,Y espacos topologicos e K C X.

i) Se X é compacto e K € fechado, entao K €é compacto.

ii) Se X é Hausdorff e K é compacto, entio K € fechado.

iii) Se f: X — Y € continua e K é compacto em X, entio f(K) é compacto em Y.

Demonstracao. Veja [9, Proposition 4.22, Proposition 4.24 e Proposition 4.26]. ]
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Sejam X, Y espagos topoldgicos. Denota-se por C'(X;Y') o conjunto de todas as fungoes
continuas de X em Y. Quando Y = K escreve-se simplesmente C'(X).

Proposicao 1.44. Seja X um espaco topologico. Entao:

i) C(X) € um espago vetorial real se K =R e um espago vetorial complezo se K = C
com as operagoes pontuais de fungoes:

(af)(@) =a- f(z) e (f +9)(x) = f(z) + g(x),
para todos v € X, a € K e f,g € C(X).
ii) Se X é compacto, entio a funcao
[-[I: C(X) — R, [|f]| = sup{[f(2)] : =€ X},
¢ uma norma em C(X).
ii) Se X € compacto, entao C(X) é Banach.

Demonstragao. Justificaremos apenas o item iz). O terceiro item da Proposigao 1.43
garante que f(X) C K é compacto, e portanto limitado, para toda f € C(X). Isso
garante que a funcio | - ||: C(X) — R estd bem definida. E claro que ||[0]] = 0. Se
I£]l = 0, entéo |f(z)| = 0 para todo z € X, e portanto f = 0. E imedidato que ||f|| >0
para toda f € C(X). A desigualdade triangular

1 + gl = sup{[f(z) + g(z)| - x € X}
<sup{[f(z)] ; v € X} +sup{lg(z)| : x € X} = [[f[| +[|g]].

Por fim, segue facilmente que || Af|| = |A| - || f]|. Para a demostracao do item i), veja [9,
Proposition 4.13 e Corollary 4.27]. O

Teorema 1.45. Se X, é um espaco de Hausdorff para todo o € T', entao o produto
cartesiano generalizado [] X, munido com a topologia produto é também um espago de

a€el’
Hausdorff.
Demonstracao. Veja [9, Proposition 4.10]. ]

Teorema 1.46. (Teorema de Tychonoff) Se (X, )aer € uma familia de espagos topoldgicos

compactos, entio o produto cartesiano generalizado [[ X, € compacto na topologia pro-
ael
duto.

Demonstragao. Veja [9, Theorem 4.43]. O

Dado um espaco normado FE, podemos considerar a topologia em E gerada pelos
funcionais ¢ € E’ de acordo com a Defini¢ao 1.38. Essa topologia é chamada de topologia
fraca em E e denotada por o(E, E') ou w. Quando uma rede () er em E converge para
z € E na topologia fraca, escrevemos x, — .

Proposicao 1.47. Seja E um espago normado. Entdo:
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i) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, isto é, para todo ¢ € E',
¢: (E,0(E,E") — K ¢é continuo.

ii) Para cada xy € E, 0s conjuntos da forma
Vie=A{x € E:pj(x) —pj(zo)| <e, para todo j € J},

onde J € um conjunto finito, € > 0 e p; € E' para todo j € J, formam uma base de
vizinhangas abertas de xq para a topologia fraca.

iii) Sejam (xy)xer uma rede em E e x € E. Entdo x5 — x se, e somente se, o(z)) —
o(z) em K para todo ¢ € E'.

iv) A topologia fraca o(E, E") é de Hausdorff.

v) Sejam Z um espago topoldgico e f: Z — (E,o(E,E")) uma fungdo. Entao f €
continua se, e somente se, po f: Z — K € continua para todo ¢ € E'.

Demonstragao. Veja [3, Proposicao 6.2.2]. O
Do item iii) da Proposigao acima segue imediatamente que:
Corolério 1.48. Em um espaco normado E, se ©,, — = entio =, — .

Podemos considerar no dual £’ de um espago normado E a topologia fraca o(E’, E"),
que é a topologia gerada pelos elementos de E”. Mas em espacos duais podemos consi-
derar um outra topologia muito 1til. Do Teorema 1.14 sabemos que para cada z € F,
Je(z): E' — K é um funcional linear continuo, e assim podemos considerar a topologia
em FE’ gerada, de acordo com a Definicao 1.38, pelos elementos do conjunto

Jp(E) = {Jp(z) € B -2 € B} C E".

Essa topologia é chamada de topologia fraca-estrela em E’ e denotada por o(E', F) ou
w*. Quando uma rede (p))rer em E’ converge para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela,

eSCIeVemos Q) — .
Proposicao 1.49. Seja E um espago normado. Entdo:
i) Para todo x € E, Jg(x): (E',0(E',E)) — K € continuo.
ii) Para cada g € E', 0s conjuntos da forma
Wy.={p € E :|o(x;) —polz;)| <&, para todo j € J},

onde J € um conjunto finito, ¢ > 0 e x; € E para todo j € J, formam uma base de
vizinhangas abertas de oo para a topologia fraca-estrela.

ii1) Sejam (@a)aer uma rede em E' e ¢ € E'. Entao @) AN © se, e somente se,
ox(x) — p(x) para todo x € E.

iv) A topologia fraca-estrela o(E', E) € de Hausdorff.
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v) Sejam Z um espago topolégico e f: Z — (E',o(E', E)) uma fun¢io. Entio f €
continua se, e somente se, Jp(x)o f: Z — K € continua para todo x € E.

Demonstracao. Veja [3, Proposi¢ao 6.2.2]. ]

Teorema 1.50. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espago normado F,
a bola unitdria fechada B = {p € E' : ||¢|| < 1} é compacta na topologia fraca-estrela
o(E',E) de E'.

1.3 Medida

Terminamos este capitulo intodutério com conceitos e resultados bésicos de Teoria da
Medida e Integracao.

Definigao 1.51. Seja X um conjunto nao vazio. Uma colecao M de subconjutos de X
¢é dita ser uma o-dalgebra em X se M tem as seguintes propriedades:

i) X e M.
ii) Se F € M entao E® € M, onde EF é o complementar de E relativo ao conjunto X,
isto 6, B = X — E.

o0
iii) Se {F};}32, ¢ uma colegio enumerdvel de subconjuntos de M, entao |J E; € M.
j=1

Se M é uma o-élgebra em X, entao dizemos que o par (X, M) é um espag¢o mensurdvel,
e os elementos de M sao chamados de conjuntos mensurdveis em X.

Teorema 1.52. Se F ¢ uma cole¢ao qualquer de subconjuntos de X, entao existe uma
menor o-dlgebra o(F) em X tal que F C o(F).

Demonstragao. Veja [22, Theorem 1.10]. O

A o-élgebra o(F) do teorema acima é chamada de o-dlgebra gerada por F.

Dado um espago topoldgico (X, 7) qualquer podemos considerar, de acordo com o
Teorema 1.52, o espago mensuravel (X,o(7)). A o-dlgebra o(7) é conhecida como o-
algebra de Borel e seus elementos sao chamados de conjuntos de Borel ou borelianos.

Definigao 1.53. Seja (X, M) um espa¢o mensurdavel. Uma medida em M é uma fungao
w: M — [0, 00] tal que:

i) (@) = 0.
ii) Se {E,}22; é uma colegao enumerdvel de subconjuntos disjuntos em M entao

Para a teoria bésica de fungdes mensuraveis e funcoes integraveis, veja [22] ou [9].
Enunciaremos a seguir algumas das propriedades basicas de integrais que serao uteis
neste trabalho.
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Proposicao 1.54. Sejam p uma medida em uma o-dlgebra de subconjuntos de X, f,g: X —
K funcoes integrdveis e a € K.

1. /dequ/ngu:/X(fnLg)du-

2 /Xafdp:a/xfdu.
/deu‘ S/leldu-

Demonstragao. Veja [9, Proposition 2.21 e Proposition 2.22]. ]

3.

Definigao 1.55. Seja (X, M) um espaco mensuravel. Uma medida com sinal em M é
uma funcdo p: M — [—00, 00| tal que:

i) u(0) =0.
ii) p assume no méaximo um dos valores {—o00, 0o}

iii) Se {£,}7>, é uma colecao enumerdvel de subconjuntos disjuntos em M, entao
(G5) = S

Definigao 1.56. Seja (X, M) um espago mensuravel. Dizemos que uma colec¢ao { £, }>
de elementos de M ¢ uma partigao de E se E; N E; = () sempre que i # j, ¢ E = |J E,.

n=1

Uma medida complera em M é uma funcao u: M — C tal que
E) = u(E,)
n=1

para toda particao {F,}5°, de E.

. s . fe'e) . . .

Note que, em particular, a série Y >~ u(E,) é incondicionalmente convergente. De
fato, de [14, Theorem 1.3.5] sabemos que uma série definida em um espago normado de
dimensao finita é incondicionalmente convergente se, e somente se, a série é absolutamente

o0
convergente (isso também segue do Teorema 1.24). Dessa forma, temos que Y, |u(E,)| <
n=1

00. Isso permite definir a variagao total da medida complexa p:

Definigao 1.57. Seja p uma medida complexa em (X, M). Define-se a variacao total |p|
de p por:

() = sup 3 [u(B,)

onde o supremo é tomado sobre todas as parti¢oes {E,}22, de E.

Teorema 1.58. A variacao total || de uma medida complexa pn em M € uma medida
(nao-negativa) em M.
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Demonstracao. Veja [22, Theorem 6.2]. ]
Proposicao 1.59. Seja 1 uma medida compleza em (X, M).

1) [(E)| < [ul(E) para todo E € M

/X fdu‘ < /X m

Definigao 1.60. Sejam (X,7) um espago topoldgico, p uma medida de Borel sobre
(X,0(7)), isto é, uma medida definida nos borelianos de X, e E um boreliano de X.

i) Se f € L'(u), entao

i) p é dita regular exterior em E se u(E) = inf{u(O) : O D E e O é aberto}.
ii) p é dita regular interior em E se pu(FE) = sup{u(K); K C E e K é compacto}.

iii) Dizemos que p é Borel reqular se for regular exterior e regular interior em todos os
borelianos de X.

iv) Dizemos que p é de Radon se for finita em todos os compactos, regular exterior em
todos os borelianos e regular interior em todos os abertos.

Uma medida complexa p definida em uma o-algebra de Borel M é dita reqular se sua
variacao total |p| for regular.

Dada uma medida com sinal u sobre o espago mensuravel (X, M), um subconjunto
E € M édito ser p-positivo se u(F') > 0 para todo F' € M tal que F' C E. Analogamente,
um subconjunto £ € M ¢é dito ser p-negativo se u(F) < 0 para todo F' € M tal que
FcCkFk.

Teorema 1.61. (Teorema da Decomposigao de Hahn) Seja p uma medida com sinal sobre
o espag¢o mensurdvel (X, M). Entdo existem um conjunto p-positivo P e um conjunto
p-negativo N tais que PUN =X e PN N = ().

Demonstracao. Veja [9, Theorem 3.3]. ]

O par (P, N) acima é chamado de decomposi¢cio de Hahn de X em relacdo a p. Em
geral, tal decomposi¢ao ndo é unica, no entanto, se (P, N1) e (P, N2) sdo decomposigoes
de Hahn de X em relacao a p, entao:

w(ENP)=pwENPR)epuENN;)=pu(ENN,) para todo £ € M

Isso segue facilmente da igualdade elementar p(E) = pu(E N P;) + w(E N N;). De fato,
para todos £ € M, j = 1,2, juntamente com a igualdade pu(P; N Ny) = u(P,NNy) =0
temos que:

w(ENP) =p((ENP)NE)+ p((ENP)NN,)

12
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n(ENPy)

n((ENF) NP+ p((ENP) NN

Logo w(E N Py) = u(E N Py). De modo semelhante vemos que u(E N Ny) = p(E N Ny).
Com isso, podemos definir a variacao positiva ut: M — [—o00, 20| e a variagdo negativa
w: M — [—00, 00| da seguinte forma:

pH(E)=pu(ENP) e p (E):=—u(ENN).

E facil verificar que put e p~ sao medidas positivas e = put — p~. Define-se a variagao
total |u|: M — [—00, 00] de uma medida com sinal p por

| == p"

Definigao 1.62. Sejam (X, 7) um espago topoldgico, p uma medida de Borel com sinal
e v uma medida de Borel complexa.

i) Dizemos que p é medida de Radon com sinal se p+ e p~ forem medidas de Radon.

ii) Dizemos que v é medida de Radon compleza se as partes real e imaginaria de v forem
medidas de Radon com sinal.

iii) M(X):={p: M — C: p medida de Radon complexa}.

Proposicao 1.63. Se i é uma medida de Borel complexa, entdo j é medida de Radon
complexa se, e somente se, |u| é de Radon. Mais ainda, M(X) € um espago vetorial no
qual ||p|| == |u|(X) € uma norma.

Demonstragao. Veja [9, Proposition 7.16]. ]
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Capitulo 2

O Produto Tensorial Algébrico

Neste capitulo fazemos a construcao algébrica do produto tensorial de espacos vetoriais,
com énfase na relagao estreita com a teoria de operadores multilineares, e provamos varios
resultados que serao utilizados nos capitulos seguintes, quando trataremos dos produtos
tensoriais topologicos.

2.1 A construcao

Definicao 2.1. Sejam Xi,..., X, Z espacos vetoriais sobre o corpo K = R ou C. O
operador A: X; x --- x X,, — Z é dito n-linear se for linear em cada uma de suas
coordenadas, isto é,

Ay, .o + 25, wy) = @Ay, 2, w) F A2 2,

Lale XjeaekK

para quaisquer 1 < j < n, x;,

Exemplo 2.2. Sejam Xi,...,X,, e Z espacos vetoriais, 1 € X{,...,¢,-1 € X | e
T: X, — Z um operador linear. Vejamos que o operador A: X; X --- X X,, — Z
definido por

A($1a S 7$n) = <P1($1) e ¢n—1($n—1)T($n)a
é um operador n-linear.

De fato, para quaisquer a:;,x;’ € Xj,comj=1,...,n—1 eackK, tem-se

Ay, . oyan + 2, w1, @) = o1(w) @y +2)) - o1 (Tn-1) T (20)
= api(z1) - @i(a) - P (@n1) T (wn) + @1(21) - 05 (25) - - Pnr(@n—1) T ()

= aA(zy,..., 2 T, ) + ATy, 2 T, T,

/
7o g

o que prova a linearidade de A nas primeiras (n — 1)-coordenadas. A linearidade de A na
n-ésima coordenada é analoga, bastando usar a linearidade de T'.

Dados ¢, € X ey € Z, é facil ver que o operador
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é linear. Entao, de acordo com Exemplo 2.2, o operador A: X; x --- x X,, — Z definido
por

Ay, mn) = 01(21) - Pn 1 (Tn-1)Pn(T0)Y,

é n-linear. Em particular, quando Z = K e y = 1, concluimos que o operador A: X; X
-+ x X, = K definido por A(z1,...,z,) = p1(z1) - - ©n(x,) é um operador n-linear.

1 1
Exemplo 2.3. Sejam py,...,p,,q > 1 tais que — + --- + — > —. Considere os espacos

1 n q
Cpy.o by, Ly Vejamos que o operador A: £, x --- x ¥, — {, definido por

A ((xj,l);ih S (xjn)(;il) = ()1 '%}n)?il

¢ um operador n-linear.

Sejam (7;1)52; € Lpy, ..., (Tjn)52; € Lp,. Segue do Teorema 1.2 que a sequéncia
(Tj1° - 2jn)52, € um elemento de £, e entdo o operador A estd bem definido. Por sim-
plicidade, e sem perda de generalidade, vejamos que o operador A é linear na primeira
coordenada. Dados (1), (2),)52; € p, e a € K,

A (xj,l);‘il + (xg‘,l)go'ila (mj72)?il7 ) (%n);il)
= A ((omjn +251)520, (252)520, - (250)52)
= ((a:z:jJ + x}l):cj,Q . 'xj,n);il = (Oé.Tijj,Q i+ 'T‘/j’lxjg X 'xj,n);;
= (azjixj2 Tjn) oy + (21250 - -xm);il
= (T Tjn) o) + (T2 '%,n);;
=aA ((%’,1)?117 (%'72)}”;1, cee (%n)?il) + A ((11331)5‘;17 ('rj:Z)_?i17 cee (xjn)]oil) :
Denotamos por L(Xj,...,X,;Z) o conjunto dos operadores n-lineares de X; x - - X
X, em Z, e quando Z = K escrevemos simplesmente L(Xj,...,X,). Os elementos de
L(Xy,...,X,) sdo muitas vezes chamados de formas multilineares. Em particular, quando

n =1, L(X;;Z) é o conjunto dos operadores lineares de X; em Z.

Definicao 2.4. Sejam A, B € L(Xy,...,X,;Z) e a € K. Definimos, de forma natural,
as seguintes operagoes em L(X7q,..., X,;Z):

(A+ B)(x1,...,2n) = Az, ..., 2n) + B(z1,...,x,) e
(@A) (21, ..., 2) = @A(T1, ..., 2p).

Proposicao 2.5. Dados X, ..., X, e Z espagos vetoriais, o conjunto L(Xq,..., Xn; Z),
munido das operacgoes definidas em 2.4, ¢ um espaco vetorial.

Demonstracao. Sejam A, B,C € L(Xy,...,X,;Z)ef € K. Como Z é um espago vetorial,
a adicao em Z é comutativa, e entao

(A+ B)(x1,...,2p) = Alxy, ..., 20) + B(x1, ... xn) = B(xy, ..., xn) + Az, .., 24)
=(B+A)(xy,...,z,),
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mostrando que vale a comutatividade em L(X7,...,X,;Z). Definindo
P Xyx--xX,—Z, Plxy,...,2,) =0,
¢ imedidato que P ¢é um operador n-linear e
(A+ P)(x1,...,20) = A(x1, ..., x0) + Play, ..., 20) = A2y, ..., 2y)

paratodosz; € X;,j =1,...,n, ouseja, P é o elemento neutro da adigdo em L(Xy,..., X,; 2).
Dado o escalar 1 € K,

(LA)(xy, ... xn) = 1A(21, ..., 2pn) = A1, ..., Ty),
pois A(xy,...,x,) € Z. Vejamos que fA + B é um operador n-linear: para quaisquer
vl € Xjeomj=1,....neack
((BA) +B> <x177ax;+x;/77xn>
= (BA) (21, ..., 02 +af,. .. xn) + By, .., ax) + 25, ..., 1,)
= BA(xy, ... ax + ol w,) + B, oxl 42, )
= B (QA(wy, .. 2 ) + Ay, a2l a)) aB(ay, 1 wy)

]7
+ B(wy, .2, wy)

= afA(xy,. .. o), wn) + BA(xy, 2, x) FaB(a, .2, 1)
+ B(wy, .2, wy)

= a(BA) (w1, .., 2, ) + (BA) (w1, .2, a) FaB(x, .2, )
+ B(wy, .2, 2y)

:a((ﬁA)(ml,...,xg-,...,xn)—i—B(xl,...,:c;-,...,xn)) + (BA) (21,2, )
+ B(x1, ..., 2%, . .. 1)

Vg
=a((BA) + B) (x1,..., 25, ..., x,) + ((BA) + B) (x1,..., 25, ..., 1)
Isso mostra que o conjunto L(X7, ..., X,; Z) é fechado para a adigao e para a multiplicagao

por escalar. Para a associatividade, usaremos a associatividade em Z:

(A+B)+C)(x1,...,2n) = (A+ B)(21,...,2) + C(21,...,2)
= (A(z1,...,2n) + B(xy, ..., 20)) + Cx1, ..., 2p)
= A(xy,...,20) + (B(xy, ..., x0) + C(21, ..., 2))
= A(zy,...,x,) + (B+C)(21,...,2,)
=(A+(B+0))(z1,...,2,).

Vimos que A é um operador n-linear para todo 3 € K, em particular o operador —1A4 é
n-linear. Assim;

(A+ (—14) (x1,...,x,) = A(x1, ...y x) + (—1A) (21, . .., 2p)
Az, .. xn) + (1) A2y, ..y 2y)
= A(x,...,2,) — A(z1,...,2,) =0,

entao todo elemento em L(Xy,..., X,;Z) possui um inverso aditivo.
A distributividade segue de forma andloga ao que foi feito usando a distributividade
do espago vetorial Z. O
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Definicao 2.6. Sejam Xi,...,X,,, Z espacos vetoriais, v1 € X{,...,po, € X} ey € Z.
No Exemplo 2.2 vimos que o operador

PO @@y X1 X - X Xy — Z,

é n-linear. Operadores em L(Xy,...,X,;Z) que sdo combinagoes lineares de operadores
deste tipo sdo chamados de operadores n-lineares de tipo finito. E claro que o conjunto
formado pelos operadores de tipo finito é um subespago vetorial de L(X1,..., X,; Z), que
serd denotado por Ly(Xy,...,X,;Z), isto é,

Li(Xy,..., Xp; Z) =span{p1 @ - - @, @y : neN,py € X{,...,p, € X; ey € Z}.

Vejamos que operadores multilineares em espacos vetoriais de dimensao finita sao
todos de tipo finito.

Proposicao 2.7. Sejam X1,..., X, e Z espagos vetoriais. Se X,..., X, tém dimensao
finita, entao L(Xy,..., X, Z) = Li(Xy,..., Xy Z).

Demonstragao. Sejam ky,... . k, € N, B1 = {ef,..., e, } base de Xy, 0, = {ef,....€},}
base de Xs,...,8, = {e],... ¢} } base de X,,. Considere os operadores

k’l kl
1,...,90,11: X, — K, o (Z)@e}) = )&,...,gp}el (ZA}@%) = )\,1“,
j=1

1
j=1
k‘Q k?2

Ol on Xo — K, 4} (Z A?e?) =M, 0h (Z A?e?) =\,
j=1 j=1

Oy Xy — K, o} (Z A?e?) =M, o (Z A?e?) = A7 .

j=1 j=1

Efécilverquego{j € Xjparatodosj=1,...,nei;=1,...,k;. Dados A € L(Xy,...,X,;Z)
exrs € Xq,...,x, € X, temos

Alzy, @a, ..., (Z Ale h,Z)\jZ ... Z X! e ]n)

Jji=1 J2=1 Jn=1
k1 ko

_ L. 1 14\2 n 1 2 n
=> > Z%l%z XA (el el en)
j1=1jo=1 jn=1
k1 ko

kn,
= Z Z e Z gojl-l (xl)goi(aa) _ go?n(xn)A (e}l, e?z, . ,e?n) .

a=lje=1  jan=1
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1 2 n — K. . .
Escrevendo A (ejl, €y ,ejn) = 0}, jo,...jn» SEGUE quUE

k1 ko

k'n
Ay, @, m) = DY o > 0h (@)@, (@) ) (@0)bjy o

Jj1=1j2=1 Jn=1
k1 ko kn

- Z Z o Z (90]1.1 ® @32'2 Q- ® 9092 ® bjlaj27---7jn) (xlax% . 71771)7

Jji=1j2=1 Jn=1
kl k2 kn 1

provando que A = Y- 3° - 35 (0L @ ® - © % @by, donde segue que
Jj1=172=1 Jn=1

A€ Li(Xy,...,Xn; 2). O

Proposicao 2.8. Sejam X1,...,X, e Z espacos vetoriais. Para todos x1 € X4,...,x, €
X,, o operador

Q- Quxy,: L(Xy,...,X,) =K, 110 - ®@x,(4) = A(xq, ..., 2,),
¢ um funcional linear, isto €, 11 ® - @ x, € L(X1,...,X,)".

Demonstragao. Sejam A, B € L(Xy,...,X,) e a« € K. Vimos na Proposi¢ao 2.5 que
L(Xy,...,X,) é um espaco vetorial, entao A+ aB € L(Xy,..., X,) e

1 ® Qe (A+aB)=(A+aB)(xy,...,x,) = Az, ..., x,) + aB(z1,...,T,).

Agora estamos prontos para a definicao do produto tensorial de espagos vetoriais.

Definicao 2.9. Sejam X7,..., X, espagos vetoriais sobre o corpo K. Define-se o produto
tensorial de Xy, ..., X, por

Xi® @ X, :=span{z1 ® -+ @z, ; 1 € X1,...,2, € X, }.

Assim, por defini¢do, X; ® -+ ® X,, é um subespago vetorial de L(Xi,...,X,)*. Os
elementos de X; ® - -- ® X,, sao chamados de tensores. Tensores da forma 1 ® --- ® x,,
sao ditos tensores elementares.

Sendo assim, todo tensor u € X; ® --- ® X,, tem uma representagao da forma

u=> A@®--- @), (2.1)
=1
onde m € N, z{ € Xy,...,2!, € X,,, e \; € K. Mais ainda, para toda forma n-linear
Ae L(Xy,...,X,), tem-se
)= (a0 ) () = 3 @) = Y hAlh
=1 =1 =1

O operador multilinear a ser introduzido no resultado a seguir desempenhara um papel
central em nosso estudo.
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Proposicao 2.10. Sejam X1,...,X, espacos vetoriais. O operador
On: X1 XXX, — X1®--®X,, opn(T1,...,T,) =21 Q-+ Ry,
¢ n-linear, chamado de operador n-linear canonico.

Demonstragdo. Paratodos A € L(Xy,...,X,),a €K, j=1,...,nex; € Xy,...,2},2] €
Xj ...,LL’nEXn,

an(wl,...,ax;—l—:z:;»',...,xn)(A) :xl®---®(aa:;+;1:;«’)®---®$n(/l)
= A(zy, ..., 02+ 2, ... x)
= Az, .2 x) F AT, T 2

:Oé(x1®---®x;®~--®mn)(/l)—l—x1®---®x;’®~--®xn(A)

/ 1
= a0y (1, Ty Tn)(A) F o, 2], T (A)
/ "
= (aan(xl, e Ty ) +0n(x1,...,xj,...,a:n)) (A),
0 que prova que
/ " o / "
On(T1, . ax + 25, ) = aoy (T, T ) (T, T T).
]
Da proposicao acima segue imediatamente que:
Coroldrio 2.11. Para todos j = 1,...,n exy € Xy,..., 2,27 € Xj,...,z, € X, vale

que:

i) x1®...®(x;+l“/j/)®...®xn:gjl®...®x‘/j®...®ajn+x1®...®l’;’®...®xn'

W) N2ty Q@1 ®@ - Qwp) = (A1) Q19 Q- Qay, =110 (M2) @ Quy = -+ =
TR Ty ® - @ (Axy).

Do item (i7) do coroldrio acima segue que a representagao do tensor u obtido na
equagao (2.1) pode sempre ser reescrita na forma

u=) $h® Dy,
i=1

ondem e N, ¢yt € Xq,...,y, € X,.
A proposicao abaixo mostra como conjuntos linearmente independentes e bases podem
ser transferidas dos espacos componentes para o produto tensorial.

Proposicao 2.12. Sejam X4,..., X, espacos vetoriais sobre o corpo K.
i) Sejam Ey, ..., E, subconjuntos linearmente independentes de Xy, ..., X, respectiva-
mente. Entio {r1 ® --- @ x, : 11 € Ey,...,x, € E,} € subconjunto linearmente

independente de X1 ® -+ ® X,,.
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i) Se {e;'- 1 € Bj} € base de X para cada j =1,2,...,n, entao
C={e"®@ - ®@en:(iy,...,i,) € By x -+~ x By}
€ uma base para X1 ® -+ ® X,,.

Demonstragao. i) Suponha que u = Z Ni(#t ®---®2xt)=0,onde z} € Fy,...,2! € E,.
Dados ¢1 € X7, ..., ¢, € X, COﬂSldere a forma n-linear

A Xy x - x X, — K, Alxy,...,x,) = @1(x1) - pn(Tn).
Temos u(A) =0 e dai

Pn (Z X1 (a}) -+ pnor (@) 1)5€i> = Z)\igol(xﬁ)---gon(w;)

para cada ¢, € X. Aplicando o Lema 1.4 concluimos que > Ny (zt) -+ - @1 (2% )z!,
i=1

= 0, e da independéncia linear de E,, segue que A\ (z})- - pn_1(2'_;) = 0 para cada

1 =1,...,m. Portanto,

0= Nigr(z}) -+ n1(wh 1) = Pu (Z Xipr (@) -+ <Pn—2($fz_2)93fz_1)
i=1 i=1

para cada ¢,—1 € X ;. Uma nova aplicagado do Lema 1.4 nos permite concluir que
m
doXipr(ah) - pna(al_y) xt_; = 0. O fato de E,_; ser linearmente independente garante
i=1

(;ue N1 (x8) -+~ _o(x! ) = 0 para cada i = 1,...,m. Prosseguindo dessa forma,
obtemos que \;p1(2%) =0 para cada i = 1,...,m, e daf

0=> Xpi(r}) = @ (Z )\19311>
=1 1=1

m
para cada ¢; € X;. Uma udltima aplicagdo do Lema 1.4 implica que Y Az} = 0. A
i=1
independéncia linear de E; garante que \; = 0 para cadai=1,...,m.
i1) O item i) nos garante que C' é um conjunto linearmente independente, ou seja,
para provar ii) basta mostrar que C' é um gerador do espago X; ® --- ® X,,. Dado
m
u€ X ® - ®X,, considere Y 2% ® -+ ® z¥ uma representagao de u. Como =t € X,
k=1
k
para cada k = 1,...,m, existem m} € N, ag ;... ,af,i €eKeijy,... 7%’;@ € B, tais que

k
k Eml: p i k
J— D,
xl — a17kel .
p=1
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k
De forma similar, como x4 € X, para cada k = 1,...,m, existem m§ e N, ol , ... k€

Keit,,... 7i$n§,k € B, tais que

k
k §m2: P i k
— p,
:CQ — 0427]C * 62 .
p=1

De forma similar, como z* € X, paracadak =1,...,m, existem mF e N, al, ... «a
Kefy,... sl i € B,, tais que

my,

ko _ Pk
= a,, pen
p=1

Uma aplicacao do Corolario 2.11 revela que

m ml m]2C
-2
= o? e ® of erk aP e
= Lk 2662 nkEn’
k=1 =1 —1

m m1 m2 "
n Plk PQk anvk
E EE E:aleQk' nk:( Qe @ - Qen > ’

k=1 \p1=1p2=1 pn=1

0 que comprova que u possui uma representacao que é combinagao linear dos elementos
do conjunto C. O

Imediatamente do item (ii) da proposi¢ao anterior segue o seguinte.

Corolario 2.13. Se Xi,..., X, sdo espacgos vetoriais de dimensao finita, entao
dim(X; ® -+ ® X,,) = dim(Xy) - - - dim(X,,).

Lema 2.14. Sejam Yy, ..., Y,, Xq,..., Xy, Z, W espagos vetoriais, A € L(Xq,...,Xn; Z),
T € L(Y1; Xq),...,T, € L(Y,; X)) eT € L(Z;W). Entao o operador

ToAo(Ty,....,T,): Y1 X xY, =W
definido por
TOAO (Tla"an)(yl;'--ayn) :T(A(Tl(yl);aTn(yn)>>7

para todos y, € Y1, ..., Yy, € Yy,, € n-linear.

A situacao estd ilustrada no diagrama abaixo:

Y1 x Yy x---x Y,

ToAo(Th,....,Ty)
T Ts Tn

X X Xog X oo x X, —2 77— T 2w
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Demonstragao. Para todos 1 <j<n,y1 € Y1,...,y5,y; €Yj,...,yn €Yy, a €K,

ToAo (TI,...,Tn)(yl,...,ay; —i—y;',...,yn)
=T (A(Ty(n), - Ty +4), -, Tulyn))

=T (A(Ty(), - &T5(y5) + Ti(y5), - - -, Tulyn)))

=T (AT (y1), -, T (W), - Tulyn)) + AT (1), - Ti(Y)), - Talyn))

= aT (A(Ti(1), - Ti(Y5) - Talyn))) +T(A(Tl(yl),---,Tj(y}’),---7Tn(yn)))
=a(ToAo(Ty,..., n))(yl,...,y],...,yn)+Tvo(Tl,...,Tn)(%,...,y;-',...,yn).

]

Definicao 2.15. Seja E' um subespago do espago vetorial X. Define-se o operador in-
clusao Ig x: E — X por Ig x(x) = x.

E claro que o operador inclusao é linear e injetor. Quando E = X, escrevemos
simplesmente [x para representar o operador identidade, ao invés de Ix x. Os seguintes
casos particulares do Lema 2.14 serao tuteis:

Corolario 2.16. Nas condicoes do Lema 2.14, temos que:
i) SeW =27 eT =1y, entao Ao (T4,...,T,) é um operador n-linear.
i) SeY; = X; eT; = Ix, para todo j =1,...,n, entdo T o A é um operador n-linear.

Sejam Xi,...,X,,Z espacos vetoriais, F; subespaco de X, ..., E, subespaco de
X,. Se A € L(Xy,...,X,; Z) entao, pelo Corolario 2.16, Ao (Ig, x,,.--,1g, x,) €
L(E:,...,E,; Z). Note que o operador Ao (Ig, x,,--.,1g, x,) é a restrigdo do opera-
dor n-linear A ao produto cartesiano dos subespacos E1, ..., E,.

Lema 2.17. Sejam X4, ..., X, espacos vetoriais, F1 subespaco de X1, ..., E, subespaco
de X,,. Se Ae Li(Ey,...,E,) entao existe B € Ly(Xy,...,X,) tal que Bo (Ig, x,, ...,

Demonstracao. Para todos y; € Ey,...,y, € E,,
AW, n) = Y i, @ - @k (Y1, ) = Y i (1) - 9l (Un),
i=1 i=1

onde m € N, ¢! € Ef,...,p! € Ef e a; € K para cada i = 1,...,m. Pelo Lema 1.5,
para cada j = 1,...,n, existe um subespago G; do espago X; tal que X; = E; ® G;. A
unicidade da representacao na soma direta nos permite considerar os seguintes funcionais
lineares (1 < j < n):

g X; — K, @l(x;) = ¢l(e;) onde z; = e; + g; com ¢; € Ej e g; € Gy

Entao o operador B = Y o;¢% ® - -+ ® @, é de tipo finito definido sobre X; x - -+ x X,,,
i=1
e para concluir a demonstracao basta mostrar que B o (Ig, x,,...,1g, x,) = A. De fato,
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para todos y; € Ey,...,y, € E,,

AW, um) = Y i (1) - - @b (yn)
=1

@ (y1) - 2o (yn)

[
NE

1

-
I

Oézﬁ@@%%(yhayn)

[
NE

I
SviTE
o) [l

(IEl,XU e ,IEan)(yl, Ce ,yn>.
]

Proposicao 2.18. Sejam X1,..., X, espacos vetoriais, E; subespaco de X1, ..., E, sub-
espago de X, com Fy, ..., E, subespacos de dimensdo finita. Para todo A € L(X,...,X,),
eviste B € L¢(Xy,...,X,) tal que as restricoes Bo (Ig, x,,---,1p, x,) e Ao (Ig x1,---»
Ig, x,) coincidem.

Demonstragao. Seja A € L(Xy,...,X,). Pelo Corolario 2.16, o operador Ao (Ig, x,,-- -,
Ig, x,) ¢ n-linear. Como os espagos Fi,...,E, tém dimensdo finita, segue da Pro-
posicao 2.7 que L(Ey,...,E,) = L¢(E,,...,E,). Portanto Ao (Ig, x,,...,1g, x,) €
L¢(E,...,E,) e entdo, pelo Lema 2.17, existe B € L¢(Xy,...,X,) tal que

Bo (IEl,le---alEn,Xn) = AO (IEl,X17"'7IEn7Xn>'
O

O resultado a seguir ajuda muito a suavizar o problema causado pela falta de unicidade
na representacao de um tensor. Muito do que fizemos até agora foi para preparar sua
demonstragao.

Proposigao 2.19. Sejam X1, ..., X,, espacos vetoriais, u € X ®---®@X, ¢ > 1/®- - -Qz’,
i=1
uma representacao de w. Sao equivalentes:
i) u=0.
i) Y o1(x}) - - on(x}) = 0 para todos ¢; € X;.
i=1
iii) Y wipa(xh) - - - on(],) = 0 para todos @; € X7, j # 1.
i=1

w) 3 e1(h)whps(as) - - pn(z,) = 0 para todos ¢; € X7, j # 2.
i=1

n+2) > e1(xh) - onoa(w], )zl = 0 para todos @; € X7, j #n.
=1

29



Demonstracao. Vimos no Exemplo 2.2 que o operador
A Xy x - x X, — K, Alxy,...,x,) = o1(x1) - - on(xn),

é n-linear para todos ¢; € X7. Suponha u = 0. Entao
0=u(A) =Y Az}, ....x) =Y wi(a}) - pnlal),
i=1 i=1

para todos ¢; € X7, o que prova i) == ii).

Suponha que Y @1 () - - - on(a],) = 0 para todos ¢; € X. Neste caso,
i=1

0= Z p1(21) - - onlah) = @1 (Z 2o (ah) - - %(fﬂ%)) 7

e pelo Lema 1.4 segue que Y 25 @a(25) - - - on(2},) = 0 para todos ¢; € X7, j # 1, provando
i=1

i) = ).
Suponha agora que Y 2} @a(xh) - - - on(x},) = 0 para todos ; € X7, j # 1. Entéo,
i=1
P2 (Z p1(2h)zpps(as) - - Sﬁn(l’i)) =¥ (Z Typa(ay) - %(%)) =0,
i=1 =1

para todos ¢; € X7. Uma segunda aplicagao do Lema 1.4 nos permite concluir que

; o1 (x])whp3(xy) - - - pn(z),) = 0 para todos @; € X7, j # 2, 0 que prova iii) = iv).

Neste ponto estd claro que as implicagoes iv) = v) ,..., n+1) = n+2) seguem de
forma andloga. Resta provar a implicagao n+2) = i). Paraisso, seja A € L(Xy,...,X,).
Considere os subespacos E; = span{z},22,..., 27"}, ..., E, = span{z} 22, ..., 2™}. Da

T

Proposigao 2.18 existe um operador B € L¢(X;,...,X,), digamos B = Z oqgo{@- Q)

j=1
onde @] € X7,..., ¢l € X} e a; €K, tal que
Bo (IEl,XU' .. ,[Ean> = AO (IE'l,XU' .. ,[Ean>.
Assim,
=1 i=1 i=1 j=1

Por n+2) segue que
u(A) = a;el(al) - gh(al)
i=1 j=1
=Y ) (Z Pl () 902_1(563;_1):62)
j=1 i=1
= a;0)(0) =0,
j=1
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portanto u = 0. OJ

Para o caso de espacos normados precisaremos de um refinamento da proposi¢ao an-
terior.

Definicao 2.20. Seja X um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto S de X* é
separante se para todo x € X tem-se: p(z) = 0 para todo ¢ € S se, e somente se, x = 0,
ou equivalentemente, para todos x,y € X,z # y, existe ¢ € S tal que p(z) # ¢(y).

Corolario 2.21. Sejam X,,..., X, espacos vetoriais, u € X; ® -+ @ X, e > 2! ®

=1
-~ @ xr uma representacao de u. Se Sy € um subconjunto separante de X7, ...,S, € um
subconjunto separante de X, entao sao equivalentes:
i) u=0.

i) 32 ¢1(a1) - oalah) = 0 para todos g; € S
=1

i) 3 w1pa(x3) - - pn(y) = 0 para todos ¢; € 55,5 # 1.
i=1

w) Y o1(x))whps(ah) - - - on(al,) = 0 para todos ¢; € S, j # 2.

=1

n+2) > o1(x}) - ppor1(al_ )zt = 0 para todos ¢; € S;,j # n.
=1

Demonstracao. Faremos a demonstracao de uma forma mais resumida. Se u = 0, pela

Proposicao 2.19 temos Y g1 (x})--- @n(2},) = 0 para todos ¢; € X7. Em particular,
i=1

S oi(ah) - pn(al) = 0 para todos p; € S;.

i=1

Se > () -+ pn(xh) = 0 para todos ¢; € S;, entao
i=1

0= Z pr(@)) - pnlal) = o1 (Z Tioa(7h) - %(%)) -

Como S; é conjunto separante segue que > " x4 po(zh) - @n(2) = 0 para todos p; €
Sjaj 7é L.
Supondo que Y ztpa(h) - - - pn(2l) = 0 para todos ¢; € S, 7 # 1, temos
=1

)

02 (Z o1 () whps(h) - --%(%)) = ¢ (Z 2y o (ah) - --%(%)) =

para todos ¢, € S;. Como Ss é conjunto separante segue que > 1 (%) zhpz(2h) - - - on(xh)
i=1

= 0 para todos p; € S;,j # 2.
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As demais implicagoes, exceto a ultima, seguem de forma andloga. Para provar a
m
tltima implicagao, suponha que Y @1(x}) - - - @n_1(2_;)x!, = 0 para todos ¢; € S;,j # n.
i=1
Para todo v, € X, temos

-1 (Z@l(l’ll)@nZ( )Ty ¥n(2 ) Un (Z% 1) pna ()T ) =0

para todo ¢p,_1 € S,_1. Dai, > @1(z}) - pn_a(z! )z _11,(2%) = 0 para todo 1, € X,
i=1
pois S,,_1 € separante. Novamente, para todo 1,1 € X_; temos

-2 (Z pr(h) - Qpn—3(a7iz—3)xiz—277/}n—l(xiz—l)iﬁn(xfz))
i=1
= Pn (Z 901(3”3) T ‘Pn2<$;2)x;1wn($;)> =0

i=1
para todo ¢,_o € S,_5. Dali, Z o1(28) - pn_z(2t )l o1 (2t )n(x) = 0 para
todos ¥,—1 € X1, ¢, € X p01s Sn_g é separante. Prosseguindo dessa forma, obtemos

> wita(ay) - u(ay) = 0

i=1
para todos ¥y € X3, ..., 9, € X, e o resultado segue pela Proposigao 2.19. O

Agora estamos em condigoes de provar o resultado desejado para espagos normados.

Corolario 2.22. Sejam X, ..., X, espagos normados, u € X;®---@X, ¢ >, 1'®---®x!,
i=1

uma representagao de u. Sao equivalentes:

i) u=0.

i) 32 p1(1) - ou(x;,) = 0 para todos ¢; € Xj.
i=1

i) 32 aipa(at) -+~ oaleh) = 0 para todos ¢, € X j #1.
i=1

w) > o1 (ah)xbps(xh) - - pu(2h) = 0 para todos ¢, € X]/-,j £ 2.
i=1

n+2) 3 p1(h) - na(@,y)a, = 0 para todos ¢; € Xj,j # n.
i=1

Demonstrag¢ao. Vejamos que, para cada 7 = 1,...,n, o conjunto X; é separante para X7.
De fato, pelo Teorema de Hahn-Banach (veja Coroldrio 1.12), para todo z; € X; tem-se

;1 = suple; (25)| - @5 € Xj e [lgyll < 1}
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Dai, @;(z;) = 0 para todo ¢ € X, implica que [|z;]| = 0, e entdao z; = 0. Logo X é um
subconjunto separante de X;. O resultado segue do Coroldrio 2.21 . O]

Lema 2.23. Sejam X4,...,X, espacos vetoriais, F, subespaco de X1,..., E, subespaco
de Xp, u€ By ®---QFE, e > 2t ®---®x' uma representagio de u. O operador
=1

T-E® - QFE, —X10---®X,
dado por
T(u) =7 (Z 7@ ®x;> =D I (@) ® - ® In, x, (1)),
i=1 i=1

estd bem definido, € linear e injetor. Em particular, 7(F1 ® -+ ® E,) é subespago de
X1 ®---® X, isomorfo a 1 ®---® E,.

Demonstragcao. Vejamos que 7 estd bem definido no sentido de que independe da repre-
m p

sentagao do tensor. Para isso, sejam Y zi ®---@x! e Y y{ ® -+ ®yJ representagoes de
i=1 j=1
uem F; ®---® F,, ou seja,
m . . p . .
ZB(wi,...,x;) = ZB@J{»---’%)
i=1 j=1

para toda forma n-linear B € L(Ey, ..., E,). Para cada forma A € L(X;,...,X,), segue
do Corolario 2.16 que Ao (Ig, x,---,1E, x,) € L(Ey, ..., E,), e entao

. (zxa ®~--®x;) )= S A (o) I 1)
=1 =1
=> Ao(Ip.x,, - In,.x) (@, ... )
=1
p . .
= ZAO (IEl,XU e ,[Ean)(y{, e 7y£1,)
j=1

p
= Z A (IEl,Xl (y{)7 e 7IEn7Xn (yﬁl>)

j=1
p . .

=7 (Zy{ ®-~®y$> (A).
j=1

Agora segue imediatamente da definicao de 7 que se u € F; ® -+ ® E,, entao 7(u) €
X® @ X,
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Vejamos que 7 é linear. Dados > 2! ® --- @z e Y. y] ®--- @yl representagoes de u
i=1 j=1
ewem F; ®---® E,, respectivamente, e a € K, temos

m p
oo osten (St o)
j=1

=1

m p
:7'(in®~-~®xfl+2(ay{)®y§®~-®yﬂ)

i=1 =1

p
= Ipx, (1) @ @ In, x, (@h) + Y In, x, (ay]) ® I, x,(13) © - - @ I, x, ()

i=1 j=1

p
= e x (@)@ @ Ig, x,(zh) + > (e, x, () @ 15, x,(13) © - ® I, x, ()

i=1 j=1

p
= Ipx (@)@ ®Ip, x,(zh) + o (Z Ipx: (Y1) @ Iy xo () ® -+ @ ]En,Xn(yf{)>

= 7(u) + ar(w).

Para provar que este operador é injetivo, suponha que 7(u) =0 € X; ® -+ - ® X,,. Seja

m
Yl ®- - ®a! uma representagao de u em F ® - - - ® E,,. Considere os subespagos F; =

i=1

span{zi,z? ..., 27}, ..., F, = span{zl 22 ... 2™}. Para cada forma A € L(F,...,

E,), pela Proposicao 2.18 existe uma forma de tipo finito B € L;(E\,. .., E,) tal que
Bo (IFl,EU Ce 7[Fn,En> =Ao (IFLEU e 7[Fn,En)'

Isso implica, pelo Lema 2.17, que existe um operador de tipo finito C' € L;(X7,...,X,)

tal que
C o ([El,Xla s 7IEn7Xn) = B.
Segue que
u(A) = A(z},...,2h)=> B(ai,...,z)
i=1 =1
= ZCO (]Eth?’ . '7IEnaXn)<I‘Zi7 R ,ZE;)
i=1
= Z C ([E17X1 (xll)a s 7[En,Xn (Q?;))
i=1
=7(u)(C) =0,
o que implica que u(A) = 0 para toda forma A € L(Fy, ..., E,), ou seja, u = 0. ]

Usamos a seguir a notagao usual de soma direta de um nimero finito de subespagos

vetoriais de um espago vetorial.
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Proposicao 2.24. Sejam Xi,...,X, espacos vetoriais Suponha que m € N e que para
cada 1 < k < n existam subespagos Fy,, Fy,, ..., Fy, de Xy tais que Xy = Fy,, & Fy, ®
<@ Fy,,. Entao

X1®"'®Xk:®"'®Xn:®Ti(Xl®"'®Fk‘i®"'®Xn)y

onde;: X1 Q- QF, @---®X, — X;®---®X,, para cada t = 1,--- ,m, sao 0s
operadores definidos como no Lema 2.23.

p . . .
Demonstragdo. Sejamu € X1 ®...0 X, e Y. 21 ®---Q@x, ®--- @ x), uma representagao

j=1
de u. Por hipdtese, para cada 1‘{: existem xil € Fy,y. .. ,x{cm € Iy, tais que xfe = zxil
Entao
p ) ) p m
W= M@ - Rne---=> e -®<Zx;l)® ®
j=1 j=1 =1
>N 0o 0= > e -0, -
Jj=11=1 =1 j=1
:ZZIXl(le)@)"'®]Fkl7Xk(‘r€cl>®'”®[Xn(x¥1)
=1 j=1
:Z Zg;{@...@xil@...@xqﬂl )
=1 7=1
Sejam agora [ € {1,--- ,m} e

veEn(X1® - QF, ®- - Zn X0 QF 8 - 0X,)
z;él

O tensor v pode entao ser escrito de duas formas:
=7 (inl(@ ®xkl® ) ZTZ (lez ®xf“®®mi”)
j=1
1;&[

Aplicando os operadores 74, ..., T, obtemos as seguintes duas representacoes para v em
X1®0 QX

1
_ j j i j P e
U_E:xl,l®”'®xk,l®"'®xn,l_E §:$1,1®"'®5Ek,@'® @ Ty, 4
i 1 1
iz 7
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donde segue que

m T T

0= > o, ® @2, @ Qul;+) (~0])0uh @ - Qul,© O,
i=1 j=1 j=1
i#l

Aplicando a Proposicao 2.19 obtemos

0= Z Z 901(%']1@) e SOk—l@i—Lz‘) : x?m : ¢k+1<xi+u) T @n(ﬁfm)"‘
i=1 j=1
i#l

Tl
Z 901(_x{,l)902<x]2,l) e Wk—l(x?g—u) ) 'r?al : 90k+1<xi+1,z) e @n(xib,z)a
j=1
ou equivalentemente,

m T
Z Z pr(ay,) @k—l(xifl,i) : x?m : 90k+1<$?g+1,i) ()
i=1 j=1

i#l

Tl
= Z Qpl(x{,l) T Sok—l(xi‘fl,l) : $g€,l : ¢k+1(${c+1,l) T ‘Pn(xi,l)a
j=1

para todos os funcionais ¢; € X7,...,0p—1 € X{_, 0611 € X;,..., 0, € X;. Como,
por hipdtese,

szﬂ Zsz :{0}7

i

segue que

T

0= Z 901(75{,1) T Sokfl(zfi—u) ' xi,z : 90k+1(75i+1,z) T @n(xi,z)

j=1
para todos funcionais p1 € X7,..., 01 € X;_, 0641 € X;1,...,0n € X;. Mais uma
aplicacao da Proposicao 2.19 revela que 0 = i le'yl X ® xiyl R ® q:fl’l = u. O

j=1

2.2 O teorema da linearizacao

Nesta secao veremos que o objetivo do produto tensorial é fazer uma ponte entre a algebra
multilinear e a algebra linear, no sentido de que a cada operador multilinear corresponde
um operador linear definido no produto tensorial, e vice-versa.

Teorema 2.25. Sejam Xi,...,X, e Z espacos vetoriais sobre o corpo K. Para cada
operador n-linear A: X1 X -+ x X,, — Z existe um unico operador linear Ar,: X1® - ®
X, — Z tal que A = Ay, o g, isto €, o sequinte diagrama € comutativo:
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Xy x e x X, Z
Jn£ /
Ay
X1®---®X,

Majis ainda, a correspondéncia A <— A € um isomorfismo entre os espacos vetoriais
L(Xy,...., X, Z) e L(X1 @ ®@ Xp; Z).

O operador linear Ay, é chamado de lineariza¢cao do operador n-linear A.

Demonstracao. Seja A € L(Xy,...,X,;Z). Vejamos que o operador A;: X1 ® -+ ®
X, — Z dado por

AL<Zx1® ) ZAZ‘l,..., z,)

mi . m2 . . .
estd bem definido. Para isso suponha que Y i ®@ - ®@y: = > (—y) Qs -y’
i=1 i=m1+1
em X; ®---® X,. Neste caso,
ml . . m2 . . .
0= 4oy — Y (-1eke -y,
=1 i=m+1

mi m2
=Y o0yt Y Yehe oy
i i=mi+1
ma2
:Zyi®-"®y;-
i=1

Pelo Corolério 2.16 sabemos que po A € L(Xq,...,X,) para todo funcional linear p € Z*,
e portanto

" (ZA(yi,'-wyi;)) =Y e (AW uh) = Yo AWl 4h)
=1 =1 =1

—Zyl @y (poA) = (Z(y’i@--@yf;))(wofl)

i=1

:(:]7

para todo funcional linear ¢ € Z*. Segue pelo Lema 1.4 que > A(y:,...,y:) =0, e como
i=1

STAWL Y =) AW Y+ D AW
=1 =1

i=mi1+1

mi m2
:ZA(yi,,y;)— Z A(_yiayéa'-->y;)a
i=1

i=mi+1
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temos
mi m2
STAWL -y = D A=Y,
i=1 i=mi+1

provando que Ay estd bem definido. Provemos agora a linearidade de A;. Como todo
tensor é uma combinacao linear de tensores elementares, basta verificar que Ay é linear
nos tensores elementares. Para todos x1,y1 € X1,..., 20, yn € X,, e a € K|

A (1@ @2 + () @ Y2 ®@ - Q) = A1, .., 2n) + AlQY1, Y2, - - -, Yn)
= A(zq,...,x,) + @CA(y1, .-, Yn)

Para verificar a igualdade A = Ay, o 0, note que, para todo (z1,...,x,) € X3 X+ - x X,

(Apoon)(xy,...,x,) = Ap(on(z1, ..., T0))
=AL(z1® - @ xy)
= A(x1,...,2,).

Para comprovar a unicidade de Ay, suponha que B € L(X; ®---® X,,; Z) é um operador
linear tal que A = B o g,. Pelo que acabamos de provar,

Apoo,=A=Boo,.

Assim, para cada Y 2i @ @2, € X1 Q- ® X,

i=1

B (Zmﬁ@@x%) = ZB(le ®---®1) = ZB(an(xﬁ,...,x;))
i=1 i=1 i=1

m m

= Z(B (@) O'n)(ilj"i, e 7'1':1) = Z(AL o O-n)(xlb s 71";1)

Por dltimo, mostraremos que a correspondéncia A «— Ay, é linear e sobrejetora (note que
a injetividade segue diretamente da unicidade da linearizagao). Sejam A, B € L( Xy, ..., X,; Z)
e a € K. Para todos z; € Xq,...,2, € X,

(AL +aBpr)oo,) (x1,..., ) = (AL + aBr) (11 ® - - ® x,)
:AL(ZUI®"‘®$n)+aBL($1®"‘®3?n)
= A(xq,...,2,) + aB(xq,...,2,)
=(A+aB)(zy,...,z,),
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o que prova que (A; + aBp) oo, = A+ aB. Pela unicidade da linearizacao segue
que A; + aBp, = (A+ aB), o que estabelece a linearidade da correspondéncia. Dado
BeL(X;®- - ® X,;Z), considere o operador

A:X1X"‘XXH—>Z, A(xl,,xn):B(xl(X)@xn)

Note que A = Boag,, e entao pelo Corolario 2.16 sabemos que A é um operador n-linear.
Novamente pela unicidade da linearizacao temos B = Ay, e disso segue a sobrejetividade.
m

Tomando Z como sendo o corpo dos escalares no teorema acima, obtemos:
Corolario 2.26. L(X,...,X,,) € isomorfo a (X1 ® - - ® X,,)*.

Exemplo 2.27. Veremos neste exemplo que a linearizacao do operador n-linear canonico
Op: X1 X+ xX, — X;®---® X, é o operador identidade no produto tensorial, isto
é, (Un)L == ]X1®-~®Xn-

De fato, pelo Teorema 2.25 existe um unico operador linear (o,)r: X1 ®---® X,, —
X; ® - ® X, tal que 0, = (0,)1 © 0,. Mas é imediato que 0, = Ix,5..gx, © 0pn, onde
Ix,g-0x,: X1® - ®X, — X;®---®X, é ooperador identidade, portanto a unicidade
de (0,,)r implica que Ix,o..0x, = (0n)L-

Como primeira consequéncia do teorema de linearizacao provaremos a existéncia do
produto tensorial de operadores lineares.

Coroldrio 2.28. Sejam Xi,...,X,,Y1,...,Y, espacos vetoriais. Dados Ty € L(X;;Y1),
T, € L(X,;Y,), existe um unico operador linear Ty @ -+- @ T,: X1 @ - @ X,, —
Yi®---®Y, tal que

T1®"'®Tn($1®'”®$n):Tl(x1)®"'®Tn(l’n)
para todos x1 € Xq,...,x, € X,,.

Demonstracao. Defina o operador A: X; x---x X,, — Y1 ®---®Y,, por
Az, .. xn) =T (21) @ - @ Ty (xy).

Segue, da linearidade de T7,...7T,, e do Corolario 2.11, que A é um operador n-linear.
Pelo Teorema 2.25 existe um unico operador linear Ar: X1 ® - ® X, — V1 ®---®Y,
tal que

A1 ® - Q@y) = Az, ... ) = Th(21) @ -+ @ Ty(xy)

para todos 1 € X4,...,x, € X,,. Chame A, =T'/ ® ---®T,. O

Teorema 2.29. (Unicidade do Produto Tensorial). Sejam X1, ..., X,, espacos vetoriais.
Suponha que existam um espago vetorial W e um operador n-linear B: X X -+ x X, —
W' com a sequinte propriedade: para cada espago vetorial Z e cada operador n-linear
A: Xy x -+ x X,, — Z existe um unico operador linear L: W — Z tal que A = Lo B.
Entao eziste um isomorfismo ¥: X1 ® --- @ X,, — W tal que V(z1 ®@ -+ ® ) =
B(x1,...,x,) para todos x1 € Xq,...,x, € X,,.
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O diagrama ilustra a situagao:

w
L
v B
Xp x - x X, A
' A
an<
Demonstracao. Como o operador B: Xy x -+ x X, — W ¢é n-linear, o Teorema 2.25

garante que existe um unico operador linear By, € L(X;®---®X,,; W) tal que B = Bpoo,.
Por hipotese, como os operadores B e o,, sao n-lineares, existem tinicos operadores lineares
Lg:W —Wel, W-—X;® - -®X,taisque B=LgoBeo,=L, oB. Assim,

B = Bpoo,

Op = LO’n O B } = On = (LUn © BL) O 0n
0,

I — Lan o B = ]X1®-~~®Xn-
n - X10--@Xn o 0-77/

Como B = Iy o B, segue da unicidade de Lg que Iy = Lp, e entao

B = BLOUn} = B = (BLOLUn)OB

on = L, oB B — LpoB } — BrolL,, =Lg=1Iw.

Portanto Br: X; ® --- ® X,, — W é um operador linear e bijetor. O]

2.3 A associatividade

Como dito na introdugao, os objetivos centrais desta dissertagao é provar a associatividade
dos produtos tensoriais projetivo e injetivo, a serem introduzidos nos préximos capitulos.
E claro que uma porcao dessas demonstracoes envolve o aspecto algébrico do produto
tensorial. O objetivo desta secao é deixar essa parte algébrica pronta para ser usada nos
capitulos seguintes.

Teorema 2.30. Sejam Xi,...,X, espacos vetoriais e ny,...,n; € N tais que 1 < ny <
Ny < --- < ng <n. Entao existe um unico isomorfismo algébrico

T: X© 90Xy = (X190 ®Xn)@(Xnn© - @Xp,)®- - @ (Xp 1 ®--- @ Xy)
tal que

T ®  ®Tp) =(T1® @ Tpy) ® (T 41 Q@ Tpy) @+ @ (Tpp1 ® -+ @ Ty,
para todos x1 € Xq,...,x, € X,,.
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Demonstracao. Considere o operador
ArXixxX, —= (X0 0X,)0(Xp11® - ®0X,,) Q0 Q@ (Xpi1 @+ @ X,,)
definido por

Ay, o) = (1@ QL ) @ (Tpyr1 @ @ Typy) @ -+ @ (Tpyr1 @ -+ + @ Tyy).

Segue do Corolario 2.11 que A é um operador n-linear, e pelo Teorema 2.25 podemos
considerar a sua linearizacao

AL;X1®...®Xn_>(X1®...®Xn1)®(an+1®...®Xn2)®...®(Xm+1®...®Xn)_

J& sabemos que A é um operador linear entre os espacgos que queremos, e também que
Aj, satisfaz a igualdade desejada para os tensores elementares. Basta mostrar que Ay, é

m
um isomorfismo. Para provar que Ay, é injetora, suponha que Ay, (Z Q- | =0.
i=1

Dados ¢ € X7, ..., 0, € X}, definimos os seguintes operadores:

wl: Xl XX Xn1 — K ) wl(-%l)"'axnl) = @1(.’13'1)"'%0”1(33711),

¢2: Xn1+1 XX Xng — K ) @Z)Q(xm-l-lv <o 7$n2) = me-l-l(xnl-‘rl) e me(xnz)?
wt: Xnt—1+1 X X Xnt — K 3 wt(xnt—1+17 s 7xnt) = Spnt—l'f‘l(xnt—l"!‘l) T Py (xnt)
Yy Xy X - x X, — K, ¢t+1(xm+1= e wrn) = Qpnt-I—l(xnt—i-l) T @n(xn)

Ja sabemos que todos essas sao formas n-lineares de tipo finito. Considere suas linea-
rizagoes (Y1)r, ..., (Y1) de acordo com o Teorema 2.25. Como (¢1)p € (X1 ® -+ ®
Xn1)*7 SRR (wt—&-l)L S (Xnt-i-l K& Xn)*7 €

A (Z e ® x@) = (@@ @), )8(x), @ - -0),)® - -®(rh, @ - -®x),) =0,
=1 i=1

segue da Proposicao 2.19 que

0=> (W)@} @ - @b )W) r(ahy 1 ® -+ @ b))+ (Ves1) (2] 11 @ -+ @ )
= Zzﬁl(le? s 7m;1)1/}2(x%1+17 s 7‘%%2) U ¢t+1(xf@t+1’ s 71::L)

=Y or(@) O ()P (T 1) Py () - P (Thy10) -+ ()

para todos funcionais ¢, € X7,...,¢, € X. Aplicando novamente a Proposicao 2.19
segue que



provando que Ay é injetora. Para provar que A; é sobrejetora, note que um tensor

elementar qualquer em (X7 ® - ® X, ) @ (X, 11 Q@ @ Xp,) @@ (X1 @ - @ X,,)
tem a forma

me+1

ma
Zmi@)"'@xle ® Zx;1+1®"'®xfzz R ® int_‘rl@...@xi‘ ’
] i=1 i=1

que ¢ igual a

mi1  Mmo me+1
g g .. E i1 .. i1 i2 . 41 Tt41
(‘Tl ® ®xn1)®( n1+1® " ® n2)® ®< m—l—l® QT )

i1=112=1 it+1:1

mi m2 mi4+1

12 12 Tt41 T4l

—E E E A(xl,... NP i DU TP il )

i1=110=1 tp41=1

mi m2 mi41

:ZZ Z AL<$§1®' ®$7;111®xn1+1®"‘®$i§2®"‘®$Zttﬁ1®'”®xif“>

i1=1140=1 tt41=1
mi1 ma me+1

DY e @, ® BT ® B © - @k

i1=lip=1  dgp1=1

A% i L ¢ .
Isso prova que a imagem de Ay contém os tensores elementares. Como esses tensores
geram todo o produto tensorial e Ay é linear, segue que Ay, é sobrejetora. O

Enunciamos a seguir a forma particular do teorema acima para o produto tensorial
de um espaco vetorial por ele mesmo. Dados um espago vetorial X e n € N, usamos a
seguinte notagao:

®X X® 2 X.

n Vezes

Corolario 2.31. Sejam X um espaco vetorial e n,ny,...,ng1 € N tais que 0 = ng <
1<ny <ng <--- <ng <ngyp =n. Entao existe um isomorfismo
t+1
r@x - ® ® x
n i=1 MN;—MNg—1

tal que

t+1

T(ZE1®®ZE”) :®(l’ni71+1®”'®xni)

i=1

para todos xq,...,x, € X.
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Capitulo 3

O Produto Tensorial Projetivo

Dados espacos normados X7,...,X,, podemos considerar a possibilidade de normar o
espaco vetorial X; ® --- ® X,,. Tendo em vista a correspondéncia entre operadores
n-lineares e operadores lineares no produto tensorial, é natural buscar uma norma no
produto tensorial que associe operadores multilineares continuos a operadores lineares
continuos. Estudaremos esta norma e a sua associatividade neste capitulo.

3.1 A norma projetiva

Comecamos com uma recordagao rapida da teoria béasica dos operadores multilineares
continuos.

Sejam Xq,..., X, e Z espacos vetoriais sobre o corpo K. Se Xi,..., X, sao espacos
normados entao X; x --- x X,, também ¢é espaco normado com as normas usuais, e se
também for normado, entao podemos considerar os operadores n-lineares de X; x - - - x X,
em Z que sao continuos. Neste capitulo, a menos que se diga o contrario, os espagos
Xi,...,X,, Z serao normados.

Proposicao 3.1. As seguintes afirmagoes sao equivalentes para um operador n-linear
Ae L(Xy,..., X Z):

i) A é continuo.
ii) A é continuo na origem.

iii) Exziste ¢ > 0 tal que ||A(z1, ..., x,)|| < c-|lz1] - ||zal| para todos 1 € Xy, ..., 2, €
X

i) ||A|| :=sup{||A(z1,...,2,)|| : 1 € Bx,,..., 2, € Bx, } < 0.
Demonstracao. Veja [24, Proposi¢ao 2.7]. ]

O conjunto de todos os operadores n-lineares continuos de X; x --- x X,, em Z sera
denotado por £(X,..., X,;Z). No caso em que n = 1 e Z = K, denotaremos £(X7; K)
simplesmente por X7, espago este que é chamado de dual topoldgico de X e os elementos
de X/ sao chamados de funcionais lineares continuos.
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Exemplo 3.2. Sejam ¢; € Xi, ceypp € X; ey € Z. Vejamos que o operador n-linear

V1R ® @, ®y é continuo e, além disso, ||[¢1 ® -+ @ @, Y| = |1l - leall - [|yll-
De acordo com o exemplo 2.2 o operador ¢; ® --- ® ¢, ® y, definido em 2.6, é um
operador n-linear. Mais ainda,

o1 ® - @ 0n @yl =sup{llp1 @ - ®@ Y @Y(z1,...,20)|| * 71 € Bx,,..., 7, € Bx, }
= sup{|lp1(z1) - on(za)yll © 21 € Bxy, ..., 20 € Bx, }
= sup{|p1(z1)| - [on(@n)|llyll : 21 € Bx,,...,2n € Bx, }.

Aplicando a Proposicao 1.25 temos

lpr® -+ ® oo @yl = <Hsup{!<pj($j)! FRTES ij}> Iyl = lleall- -~ llpnll - llyll-

j=1

Proposicao 3.3. Seja A € L(Xy,...,X,; Z). Entao:

i) [|A(xy, . x| S AN 2] - - ||eal| para todos 1 € Xy, ... 2, € X,,.
ii) ||Al] = inf{c > 0 : ||A(xy,...,20)|| < ¢ ||| -+ - ||zn]| para todos 1 € X,... 2, €
X, }.
Demonstragao. Veja [24, Proposicao 2.8]. O
Proposicao 3.4. Sejam X1,...,X, e Z espacos normados.

i) L(Xq,...,X,; Z) € um subespago vetorial de L(Xq,..., X, ;Z).
ii) A funcio A ||A|| € uma norma em L(Xy,...,Xp; Z).

iii) Se Z € um espago de Banach, entio L(X1,...,X,;Z), com a norma do item ii),
também € um espaco de Banach.

Demonstracao. Veja [24, Proposi¢ao 2.10 e Proposigao 2.11]. O

Proposicao 3.5. Sejam Yy, ..., Y,, Xq,..., X, Z,W espacos normados, A € L(Xq,...,
X Z), Ty € LY1;X1),..., T, € L(Y,; X,) eT € L(Z;W). Entao o operador

ToAo(Ty,....,T,): Y1 x--xY, =W
definido por
ToAo(Ty,....,To)W1, - yn) = T (A(Ti(11), -, Tnlyn)))
para todos y, € Y1,...,y, € Yy, € n-linear, continuo e
[T0 Ao (Tn,...., Tl < TN - [[AN - Tl - - 1T )
Demonstragao. Veja [10, Lema 2.1.6]. O
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Definimos a seguir a norma projetiva no produto tensorial de espagos normados. As
demonstragoes relativas a norma projetiva que apresentamos a seguir sao detalhamentos
das demonstragoes que aparecem em [23] para o caso n = 2. Normalmente, no caso geral
os resultados sao apresentados sem demonstragoes.

Definicao 3.6. Define-se a funcao 7: X; ® --- ® X,, — R por

:inf{Zngu---Hx;H : meNeu:Zﬂ@.--@x@}.
=1

=1

Observagao 3.7. Quando for necessario especificar o dominio da fungao 7, escreveremos
T, x,(u) ou m(u; X1 @ -+ - ® X,,) no lugar de m(u).

Proposicao 3.8. A fun¢io m é uma norma em X; ® --- @ X, en(r1 ® -+ @ 1) =
|z1]| -« - [|znl| para todos xy € Xy, ..., x, € X,.

Demonstragao. Considere u € X; ® --- ® X,,. Vejamos que m(Au) = |A|7(u) para todo
A € K. Isto é ébvio quando A = 0 pois 7(0) = 0. Fagamos o caso em que A\ # 0. Se
S 2l ®--- @zl é uma representagiao de u, entdao é claro que > (\r}) @ zh @ - @ at &
: i=1

uma representacao de A\u. Segue da Definicao 3.6 que

m m
MmO < D sl gl il = Sl b .
i=1 =1

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de u segue que [N\ 'm(A\u) < 7(u), e
entao 7(Au) < [Mm(u). Aplicando essa desigualdade para o escalar A™!, temos

m(u) =7 (A ) < (A Hr(Aw) = (AT (D),

donde segue que |A|7(u) < w(Au). Logo |A|m(u) = 7w(Au) para todo \ € K.
Provaremos agora que 7 satisfaz a desigualdade triangular. Sejam u,v € X1 ®---® X,
k

m

e € > 0. Da Defini¢ao 3.6 existem representagoes » 2! @ ---®@ah e Y Yy} ® - @y, dos
i=1 i=1

vetores u e v, respectivamente, tais que

= i i €
il bl < wu)+ 5 e E il llyill < 7w(v) + 7
i=1

E claro que > 2}/ ®---®@z! + >yl ®---®y" é uma representagao do vetor u+ v, e disso
i=1 i=1
decorre que

m(u+wv) ZH%H H%H+ZH@AH Nyl < w(u) + 7(v) + 2

para todo € > 0. Fazendo ¢ — 07 segue que 7(u + v) < 7w(u) + 7(v).
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Suponha que 7m(u) = 0. Entao para todo € > 0 existe uma representacao de u tal que

m . ’ /
STl - - |l2]] < e. Dai, para todos ¢ € Xy, ..., ¢, € X,
i=1

m

Z@l(lﬂi)‘

i=1

Z - loon(2 Z loall - Nzl == linll -l
=1 =1

= [leall -~ llepnll Z il 2l < Hlepall -~ llenlle-

Tomando mais uma vez o limite ¢ — 0" obtemos que |>_ ¢1(2%) - - - @n(z!)| = 0, ou seja,
i=1

ST or(xh) - pn(xl) = 0. Do Coroldrio 2.22 segue que u = 0.

i=1
Por fim, mostraremos que 7(z1 ® -+ ® x,) = ||z1]| - ||zn]|. A desigualdade m(z; ®

@ xy) < ||z - ||zn|| segue diretamente da Definigao 3.6. E claro que a igualdade
¢ valida se algum z; = 0. Supondo todos z; # 0, pelo Teorema de Hahn-Banach na
forma do Corolario 1.11 podemos tomar funcionais ¢; € BX{’ ..., ¢n € By tais que
o1(z1) = [|z1]], - -, ¢n(zy) = [|zn]]. Considere o operador

Ar Xy x Xy — K Ay, yn) = e1(y) -~ @n(yn),

que é n-linear pois A =p; ®--- @ ¢,. Sejamu € X; ®---® X, e Z Y ® - ® vy, uma

representacao de u. Como a linearizacao Ay, de A é um funcional hnear em X1 ®---®X,,
temos

[Ar(u)] =

Ar <Zyi®~~®yg)

<Y Ao 0
=1

() < llall - loall - > il Iyl
i=1

IN

il -

Z |
Tomando o infimo sobre todas as representacoes de u segue que |Ap(u)| < m(u) para todo
ue X ®- - ®X,. Em particular,

||| -+ f|znll = Az, . yzn) = A1 @ - Q) <72 @ -+ - @ Ty).

]

Denota-se por X; ®; - -+ ®, X,, o produto tensorial X; ® --- ® X,, munido da norma

7. Nesse sentido, pela Proposicao 1.15 pode-se considerar um completamento de X; ®;

-+ ®y X,, 0 qual serd denotado por Xi®, @, X,. O espaco de Banach Xi®, -8, X,

é chamado de produto tensorial projetivo de Xi,...,X,. Na Secao 3.4 trataremos da
questao da necessidade de se tomar um completamento.
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Exemplo 3.9. Vejamos que o operador n-linear canonico
On: X1 X+ X X, — X1 Qp -+ Xy
é continuo e ||o,|| = 1. De fato, para todos z; € Xi,...,x, € X,, temos que

T(on(T1, . 2,); X1 QX)) =7(11 @ Qap; X1 @ - @ X)) = |z -+ ||l wall-

A igualdade ||oy,|| = 1 segue do item iv) da Proposi¢ao 3.1, ou do item ii) da Proposigao
3.3.

Definicao 3.10. Sejam X, ..., X,, espagos vetoriais. Se Ay, ..., A, sao subconjuntos de
Xq,...,X,, respectivamente, definimos o conjunto

A®-- A, ={n® -Qx, : 11 € A,...,x, € A}
Proposigao 3.11. By, ® - ® Bx, C Bx,0,-0.X,-
Demonstracao. Para todos = € By,,...,z, € Bx,,
(@1 @ @an) = [z -l < 1.
O

Definigao 3.12. Sejam X um espago vetorial e S um subconjunto de X. A intersegao de
todos os subconjuntos convexos de X que contém S é chamada de envoltoria conveza de
S e denotada por co(S). Quando X é um espago vetorial normado podemos considerar o
fecho da envoltéria convexa de S que serd denotado por ¢o(S).

E facil verificar que a intersecdo de familias arbitrdrias de conjuntos convexos ¢ um
conjunto convexo, portanto a envoltoria convexa de qualquer subconjunto de um espaco
vetorial é um conjunto convexo. As seguintes férmulas para calcular a envoltéria convexa
sao muito tuteis.

Proposicao 3.13. Sejam X um espago vetorial e S C X. Entao

co(S) = {Z)sz DT, €SnEN AL N, >0e Z)‘izl}'
i=1 =1

Demonstragao. Ver [24, Proposicao 3.8]. ]
Corolario 3.14. Sejam X um espaco vetorial e S C X com 0 € S. Entao
co(S) = {Z)\le ;X €8nEN AL N, >0e Z)‘i < 1}.
i=1 =1
Demonstragao. Ver [24, Corolario 3.9]. O

Lema 3.15. Sejam X,Y espacos vetoriais, S C X eT: X — Y um operador linear.
Entao T (co(S)) = co (T(9)).
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.13 temos

T(co(S))zT({Z)\ix’i: T, €S meN A, ... N, >0e Z)\i: })
i=1

= {Zw(@) : T(x1), ..., T(x,) €T(S),n €N N, ... A, >0e Y N = 1}
=1 ]

= co(T(S)).

Proposicao 3.16. A bola unitdria fechada em X,®. -8, X, ¢ a envoltéria convera
fechada do conjunto Bx, ® --- ® Byx,,.

Demonstracao. Primeiro provaremos que
BX1®TF"'®7TX7L = E(BAXVI ® o ® an) (31>

Suponha que u seja um elemento da bola unitaria aberta de X; ®, - - - ®, X,,. Entao, pela

definigdo de norma projetiva, existe uma representagao, digamos » ! ® --- ®@ x', de u
i=1

tal que
m
Dol fla) < 1
i=1

Para todo 1 <7 < m considere

i il Ttey o se 27 #£0 i _ [l se a4, #0
= 0 . se ai=0 T 0 . se xt =0
Dessa forma temos x} = ||zi||y, ..., 2! = ||z! ||y} para todo i, e entao
m m
u=> @r@-ou = (] lahne oy,
i=1 i=1
. . . . m . .
com y; € Bx,,...,y, € Bx,, |71+l ]l = 0 e 30 [l -+ [l [| < 1. Como O pertence
=1

ao conjunto By, ® --- ® By, , pelo Corolario 3.14isegue que u € co(Bx, ® -+ ® Byx,).
Tomando os fechos obtemos Bx,g,..¢,x, C ¢o(Bx, ® --- ® By,). Por outro lado, a
Proposicao 3.11 garante a validade da implicacao

BX1 R ® BXn g BX1®W-~'®an — @(BX1 R ® BXn) g BX1®7T...®#X”7

pois a bola unitaria fechada é um conjunto convexo e fechado, e disso segue a igualdade
(3.1). Chamemos de ¢ a imersao isométrica linear (com imagem densa) do espa¢o normado
Xi ®r -+ @ X,, em seu completamento (X1<§>7T e @WX,L). Pela Proposicao 1.18 e pela
Observacao 1.17, temos

Xl@ﬂ'“'@ﬁxn

BXI@#"’@an = BC(X1®7\'®7\'XTL) - C(BX1®7T®7TX’H.)

Xl@ﬂ'”@ﬂXn
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Aplicando a igualdade (3.1) e o Lema 1.19 obtemos

Xl@w"'@an

=~ X ®7r®7rxn
By3,.-5,x, = ¢ (co(Bx, ® -+ ® Bx,)) = ((co(Bx, ® -~ ® Bx,)) :

Por fim, do Lema 3.15 segue que

Xl@ﬂ"“@ﬂ'Xn

Byx,a..a.x, = co(C (Bx, ® - © Bx,)) = o188 Xn (¢ (By, ® - ® By,)),

como queriamos demonstrar. O

3.2 O teorema da linearizacao

Mostraremos a seguir que, conforme o desejado, a linearizacao de um operador multilinear
continuo é um operador linear continuo em relagao a norma projetiva.

Teorema 3.17. Sejam Xi,...,X,,Z espacos normados, Z um espaco de Banach e
A: Xy x - x X, — Z um operador n-linear continuo. FEntao existe um wunico ope-
rador linear continuo Ap: X1®y, -+ ®@.X,, — Z tal que ||Al| = ||AL|| e A= AL ooy, isto

¢, o diagrama abaizo é comutativo:

Xy x---x X,

7

~ ~ L
X1®7T e ®7an

Mais ainda, a correspondéncia A <— Ayp € um isomorfismo isométrico entre o espaco
de Banach L(X,...,X,;Z) dos operadores n-lineares continuos e o espago de Banach
L(X1®y -+ ®,Xp; Z) dos operadores lineares continuos.

Continuamos chamando o operador linear A, de lineariza¢do do operador multilinear

A.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.25 existe um tnico operador linear 7: X 1®---®X,, — 72
tal que A =T oo,. Vejamos que T é continuo com a norma projetiva em X; ® - -- ® X,,.
m

Dados u € X1 ®---® X,, e Y 2} ® -+ ® 2!, uma representacgao de u, temos
i=1

(o)

m
< Al D N2l flas -
i=1

m

ZA(xll,,x;)

i=1

1T ()l =

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de u segue que [|T(u)|| < [|A||7w(u),
provando que 7' ¢ continuo e ||T'|| < ||A]|. Como os operadores T e o,, sao continuos, com
|low|| = 1, da Proposicao 3.5 temos

[A[F = 1T o onll < |IT[| - llowll = Tl
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donde segue que || A|| = ||T'||. Pelo Teorema 1.21 existe uma tnica extensao linear continua
Ap: X @y -+ ®:X,, — Z do operador linear continuo T e, além disso, || AL| = ||T|.
Como Ay, é extensao de T'e A =T o 0, segue que A = Ay o0,. Sejama € Ke A, B €
L(X1,...,Xn; Z), segue do que acabamos de mostrar que existem dnicos Ay, By, (aB)y,
(A+B)L € L(X1®r -+ ®:X,; Z) tais que

A=Apo0,, B=Bpoo,, aB=(aB)Loo, e A+ B=(A+ B)poo0,.
Assim,
A=Apo0, e B=DBpoo, implicam que A+ B = (AL + Bp) ooy,
e entdo (Ar + Br) = (A+ B)p. Também
B = Bj oo, implica que aB = (aBy) ooy,

e entdo aBy = (aB)g. Isso mostra que a correspondéncia A «— Ay é linear. Para
concluir a demostragao resta checar a sobrejetividade. Dado T' € L(X1®, -+ ®,Xp; Z),
defina B: X7 x --- x X,, — Z por

B(zy,...,z,) =T(x1 ® - Q@x,) =T oo,(x1,...,1,).

Pelo Corolario 2.16, B é um operador n-linear, a continuidade de B segue da continuidade
dos operadores T' e o, pela Proposicao 3.5. Portanto, pela unicidade da linearizacao,
B, =T. O

Corolario 3.18. Seja Z um espago de Banach. SeT € L(X1 ® -+ ® X,,; Z), entdo
17| = sup{[|T'(u)|| : v € Bx, ®--- ® Bx, }.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.17, existe um operador A € L(X7,...,X,;Z) tal que
Ar=T. Entao A=Too, e

1T} = 1ALl = [ All = sup{[|A(z1, ..., 2n) || : 21 € By, -, 20 € Bx, }
=sup{||T(z; ®...®x,)| : 1 € Bx,,...,x, € Bx, }
— sup{||T(w)]| - u € By, ® - © By, }.

Corolédrio 3.19. Sejam X3, ..., X, espacos normados e A € L(X1,...,X,,). Entdo:

i) Os espagos de Banach (X1<§)7T e (X\)WX,@)’ e L(X1,...,X,) sao isomorfos isometrica-
mente.

i) Seu € Xy Q- @p X, entio u(A) = Ar(u).
iii) Seu € X ®y -+ @ X, entdo

m(u) = sup{|u(A)| : A€ L(Xy,...,X,) e ||A]] < 1}.
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Demonstracao. O item ) segue de imediato do Teorema 3.17 tomando Z = K. Para os

outros itens, seja Yz} ® -+ ® x! uma representagdo de u. Pelo item i) existe Ay €
i=1
(X1®; - ®:X,) tal que A= Aj 00, e entdo

m m

i=1 i=1

Como ||A]| = ||AL||, segue que

{lu(A); A € L(X1,.... Xa) e A < 1} ={|AL(u)|; AL € (X1~ 2 X0) e [|AL]] < 1.
Como u € X1 ®; -+ ®r X,, 0 Teorema 1.10 garante que

{le()]: ¢ € (1@ -@:X), ol < 1 ={|A(u)] : Ap € (X1 @y -+~ B2 X), | ALl < 1.

De fato, para cada ¢ € (X; ®, -+ ®, X,,)" existe p € (X1<§>7r e QA@WX”)’ extensao de ¢
com H&H = ng”v € para cada AL € (X1®7T T ®7TX71)/ a Sua reStrigaO7 (AL>|X1®‘IF"'®WX7L7 é
continua com ||Az|| > [[(AL)|x,@,@. X, ||- Por fim, aplicando o Corolario 1.12 concluimos
que

m(u) = sup{|p(u)| : p € (X1 ®@r - @ Xp) e [l < 1}
= sup{|AL(u)] : Ar € (Xi®r -+ @ Xn) € AL < 1}
—supf{[u(A)] : A€ L(Xy, ... X)) e ||A] < 1.

]

Concluimos esta secao provando a existéncia do produto tensorial projetivo de opera-
dores lineares continuos.

Proposigao 3.20. Sejam Ty € L(X;Y1),...,T, € L(X,;Y,). Entdo existe um tinico
operador linear continuo

T1®7T".®7FTH:X1®7T.'.®7TXH—>}/1®7T..'®7TYH

tal que
T, ®ﬂ"'®an($1®"'®$n) :Tl(x1)®"'®Tn($n)

para todos 1 € X1,...,x, € X,,. Além disso, |T1 @y -+ @, T,|| = T4 - - | T0l-
Demonstracao. Defina
A: X1 X oo X Xn —>}/1®7r®7ryn , A(.’]Z’l,...,xn) :T1($1)®®Tn<$n)

E claro que A estd bem definido e, da linearidade de T7,...T,, e do Corolario 2.11 segue
que A é um operador n-linear. Temos pela Proposicao 3.8 que

= [ Ta(@)l - - 1 Tn (),
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e entao da Proposicao 1.25 segue que

I3 ATl = T T sun{lITs ()l < 25 € X e Jlayll <1}
j=1

= sup{I Tl 25 € X; e ] < 1)
= sup{ﬂ (A(xb s 7~Tn);Y1 KR Yn) c Ly € Xj e ||I]|| < 1}
= [|A]l.

Assim, A é um operador n-linear continuo e ||A| = ||T1]|---||7,.]]. Pelo Teorema 3.17
existe um 1nico operador linear continuo

AL: X1®7r"'®7an — Y1®7r®7ryn

tal que
A1 ®@ - Q@y) = Az, ..., xn) = Th(21) @ - @ Ty(xy)

para todos x1 € Xy,...,z, € X,, e [|ALl| = [|A|l = |11l - - - [| 7% ]]- O

3.3 A associatividade

Cumprimos nesta secao um dos objetivos principais da dissertacao, que ¢ exibir uma de-
monstracao detalhada da associatividade do produto tensorial projetivo. Como dissemos
na introducao, apesar desse resultado ser muito utilizado, nao encontramos na literatura
nenhuma demonstracao completa e detalhada.

Além de tudo que fizemos antes, precisamos de alguns resultados preparatorios. Comega-
mos com um teorema de extensao de operadores multilineares ao fecho.

Teorema 3.21. Sejam Fy, ..., E, espacos normados, F' espaco de Banach e Gy subespaco
de Ey,. .., G, subespaco de E,. Para todo operador A € L(G1,...,Gy; F) existe um tinico
operador A € L(G,...,Gn; F) que estende A e || Al = ||A]|.

Demonstracao. Veja [10, Teorema 3.1.9]. O]

Também nao encontramos demonstracao do caso geral do resultado a seguir, por isso
apresentamos a demonstracao em detalhes. O caso n = 2 encontra-se enunciado em [6,
Proposition 3.9(2)].

Proposicao 3.22. Sejam Xi,..., X, espacos normados, Fy subespaco denso em Xy, ...,
E,, subespaco denso em X,,. Entio E1 ®---® E, € subespaco denso em X1 Q-+ Qp X,,.
Além disso, m(u; 1 @ -+ Q@ Eyp) =m(u; X1 ® -+ - ® X,,) para todou € By @ -+ ® E,.

Demonstracao. Pelo Lema 2.23, F; ® - - - ® E, é um subespaco vetorial de X; ® -+ - ® X,,.

Sejam v € X| @+ @ X, e Dt ® -+ ®@ 2! uma representacao de u. Considere
i—1

k=max{[|z}]| : 1 <j <n,1 <1< m}. (3.2)
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Dado € > 0, segue pela hipétese de densidade que existem zé- €l;,1<7<n1<1<m,

tais que

9 9 9

L :
|2 — z;|| < min {e,

Note que, para tais j e [,

1511 = 1125 — 2 + ajll < |25 — a5l + gl < e+ k.
Entao, -

Y Ae0aeBe @B, CX® - ®X,
o =1

+Y AR @, - A404ere-- e
=1

=1

+) ARAR® @1, - ARAVARLE B,

i1 i=1
+Zzi®~-®z;_1®xﬁl—2z}'®-~®zﬁl>.
i1 i=1

Aplicando o Corolério 2.11, temos

w(v—Zzi@---@z,’;) :w(Z(xﬁ—zi)@m;@---@x;
=1 )

+Zzi®---®zi_1®(x;—z:;>>,

=1

23

£
mnkn=t" mnkn=2(e + k)" mnk(e + k)2 mn(e + k)

} (3.3)

(3.4)



e agora segue da desigualdade triangular e da Proposicao 3.8 que
m m
™ (v— >4 ®---®z;> <Dl =l -l
i=1 i=1
m
+ D Az = gl s
i=1

m
+ > lzllllzllllal — 23zl -1l
i=1

m
+ Mzl Izl = 23l
=1

Substituindo os valores das equagoes (3.2), (3.3) e (3.4), obtemos

= i i - € n—
W(U—Zzl®"'®zn><ZWk 1
=1 i=1
g

n—2
+Z (e+K) mnk" 2(€+k)k

" g
k‘ kn—3
z:: e mnk"=3(e + k)?

- n—1 €
+ Z(e + k) mn(e k)T €.

i=1

Isso prova que £ ®---® E,, é subespaco denso em X ®,---®, X,. Sejau € F1®---QF,.
Pelo Teorema 3.21 temos que

{lu(B)|: B € L(Ey,...,E,) e|B] <1} ={|u(A)|: A€ L(X;,...,X,) e [|A4|| <1}
e entao usando o Coroldrio 3.19 temos

m(u; By ® - @ E,) =sup{|u(B)|: B€ L(EF,...,E,) e|B| <1}
=sup{|u(A)|: A e L(Xy,...,X,) e ||A|| <1}
=1(u; X1 - ®X,).

Provaremos agora a associatividade do produto tensorial projetivo.

Teorema 3.23. Sejam nq,...,ny,n € N tais que 1 < ny < ng < --- < ny < n. Entao
existe um unico isomorfismo isométrico

T X1®7r' : ®7an — (X1®7r' : '®Tan1>®ﬂ'(Xn1+1®7r' : '®77Xn2)®7r' : '®7r(Xm+1®7r' : ®TI'XTL)
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tal que

T1Q - Qxp) =(1Q QZn,) ® (Tn41Q QTpy) @+ R (L1 ® -+ @ Tyy)
para todos x1 € X1,...,x, € X,, € um unico isomorfismo isométrico

T: Xi®r - O Xy — (Xl®7r e @me)®7r e ®7T(Xnt+l®7r e @A@an)
que estende T.
Demonstracdo. Considere o operador n-linear
A X X x Xy =2 (X110 ®X,) Q0 (Xp1® - @Xp,) Q- @ (Xps1 @ ®X,,)
definido por
Ay, o) = (1@ @y ) @ (Tpy11 @ R Typy) @ -+ @ (Tpyr1 @ -+ + @ Tyy).

Vimos no Teorema 2.30 que sua linearizacao algébrica
T: X1®r - QuXp = (X1®r @ X, )@ (X 1@ - - Xy ) O+ O (K41 - R X)
¢ um isomorfismo algébrico tal que

T1Q - Qxp) =(1Q QTn,) ® (Tn41 Q- QTpy) @+ @ (L1 ® -+ @ Ty,

para todos z; € Xy,...,z, € X,. Vejamos que A é um operador continuo. Para isso,
chame
Zy = (Xl ®Tr"'®7an1)>"'7Zt = (Xnt+1 ®7r®7an)

Entao

Al =sup{m (21 ® @ Tp,) @ @ (Tp, 1 @+ QL) Zg R -+ R Zy) :
x1 € Bx,,...,x, € By, }
=sup{m (1 Q@+ @ Tpy; Z0) T (Tpys1 @ - X3 Zy)
xr1 € Bx,,...,xy, € Bx, }
=sup {||z1]| - - ||zn]| ; *1 € Bx,, ..., 2 € Bx, } =1,

provando que A é um operador n-linear continuo. Como visto na demonstracao do Te-
orema 3.17, T" é um operador linear continuo e ||T'|| = ||A|| = 1. Disso segue que, para
todoue X7 ®---® X,

m(T(w) < [[T]|w(u) = 7 (u).

Como T é um isomorfismo algébrico, seu inverso 7! estd bem definido e é linear. Do
Teorema 2.25 existe um operador n-linear

B: <X1®7r' : '®7an1) X(Xn1+1®7r' : '®7an2> X 'X(Xnt+1®7r' : ®7an> — X1®7r' : ®7an
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tal que By, = T~!. Provaremos agora que B é um operador continuo. Para isso sejam

mo . .
ug € Zo,...up € Zye yoa @@l Z zlt .| ® -+ ® i representagdes de
io=1 ir=1
Ug, - - . , Uz, Tespectivamente. Temos
mo
_ () it
7 (B(ug,...,u)) =m | B E TP ® T, ... E xmﬂ ® x
7:0:1 Zt 1
mo me
_ i 10 it
= g g B(a:1®---®a:m,..., m+1® ®xn)
i0=1 =1

mo

=7 Z...ZBL((xlio®...®xi?1)®...®(5[;2€t+1®...®xi§))>

i0=1 =1

mo me
— Z...ZT‘l((x§0®---®x?1)®"'®(nt+1® Y 2)))

i0=1 =1

mo me
=T e e e ®xm+l®“'®$3>

i0=1 it=1
mo me
o R W | R [N [ ey Ry Py
jo=1 =1
mo
= (Z [E [ o) ) (Z Il - HﬂfH) :
io=1 ir=1
Tomando o infimo sobre todas as representagoes de ug, . .., u; obtemos

m(B(u, - - ur)) < Juoll -+ - ],

e entao B é um operador n-linear continuo com ||B]| < 1. Logo, By = T~! é um operador
linear continuo. Assim, para todo u € X; ®; - -+ ®, X,,,

m(u) = 7T~ (T(u)) < |T7H|m(T(w) = | Bellm(T(w)) = | B 7 (T (w) < 7(T(w)),
provando que 7' é um isomorfismo isométrico e completando a demonstragao da primeira

afirmacao.
Para a segunda parte, sabemos pela Proposicao 3.22 que o espaco

(Xl ®7r"’®7an1)®7r"'®7r (Xnt—‘,-l ®7r®7an)

¢é denso em
<X1®7r e ®7an1) ®71' Tt ®7‘r (Xnt+1®7r Tt ®77Xn)7

e portanto denso em
(Xl®7r e ®7an1)®7r e ®7T(Xnt+1®ﬂ e ®WXTL)

Identificando um espaco com o subespacgo do seu completamento com o qual ele é isomorfo
isometricamente, podemos considerar o operador linear continuo 7" tomando valores no
completamento do seu contradominio, isto é,

T Xl ®7r e ®Tl' Xn — (X1®7r e ®7TXTL]_>®7T Tt ®W<Xnt+1®7r T ®TI'X’I'L)
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Pelo item ¢) do Teorema 1.21, o isomorfismo isométrico 7" admite uma tnica extensao ao
completamento do seu dominio, a qual chamamos de T"

,Z/:: Xl®7r e ®7an — <X1®7T e ®7TX7L1)®TF Ut ®W<Xnt+l®7r e ®7an);

que é hnear continua e isometria (e portanto injetora). Do item i) do Teorema 1.21
segue que T ¢ sobrejetora, e portanto uma bijecao. Pelo Corolario 1.9, o operador T ¢
um isomorfismo. Além disso,

f(aa@- Q) = T(21Q: Q) = (11Q QL )R (Tp, 11 + R, )R + R (L, 1R - - QL)

para todos xy € Xq,...,x, € X,,. O

3.4 Incompletude

Assim que definimos o produto tensorial munido da norma projetiva, introduzimos a
notacio X1®y - - - ®,X, para o seu completamento. Cabe a pergunta: serd que o espaco
normado X1®; ---®,;X, nunca é completo? Por um lado, nao é dificil provar que se
no maximo um dos espagos Xi,..., X, tém dimensao infinita, entao X;®, - - ®,X, é
completo. O motivo de sempre considerarmos o completamento é que este é o tnico caso
em que ha completude, ou seja, se pelo menos dois dos espacos envolvidos tém dimensao
infinita, entdao X;®,---®,X, ¢é incompleto. O problema é que este tultimo fato é de
dificil demonstracao e muito dificil de ser encontrado na literatura. Na verdade, nao
conseguimos localizar nenhuma demonstracao detalhada deste fato. Por isso, um dos
objetivos desta dissertacao é apresentar uma demonstracao detalhada deste fato, o que é
feito no resultado a seguir.

Teorema 3.24. Sejam Xi,...,X, espacos de Banach, com pelo menos dois deles de
dimensao infinita. Entao o espaco normado X ® -+ K, X,, € incompleto.

Demonstragcao. Por simplicidade, suponha que os espagos X; e Xy tenham dimensao
infinita. O caso mais geral segue de forma andloga, apenas com algumas alteragoes (na
verdade complicagoes) na notagao. Como X; tem dimensao infinita, existe uma sequéncia
(wi)e°_, em X; tal que o conjunto {w}* : m € N} é linearmente independente. Considere
o seguinte subespago fechado de Xj:

E = span{w}* ; m € N}.

Entao E tem dimensao infinita e é um espaco de Banach, pois é um subespaco fechado
contido no espaco de Banach X;. Mais ainda, pela Proposicao 1.22 sabemos que F é
separdvel. Pelo Teorema 1.23 existem uma sequéncia (z7")3_; em E e uma sequéncia
(p1)e2, em E' tais que ¢} (z7*) = 0, para todos r,m € N. Pelo Teorema 1.10, para cada
funcional linear continuo ¢} existe um funcional linear continuo @] em X| que é extensao
de ¢, entdo @i (27") = ¢i(27") = 6, para quaisquer m,r € N. Por outro lado, como X5
também tem dimensao infinita, existe uma sequéncia (z45)%°_; em X, tal que o conjunto
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{z5" : m € N} é linearmente independente. Tome 0 # z; € X; paracada 3 < j < ne
observe que z7*, 25" # 0 para todo m € N. Como o espago X1®; ---®,X,, é Banach e

> 1
Z (Qmel || ) ||$2 || ! ?

m=1
1

2| H 3N

Mg

TRy Rr3R - ®xy)

HmsH |rL"nH

;

Ell—[ II%II) Z o < 00,

pelo Teorema 1.24 a série Z — —
= 27| -l

um vetor v em X ®; - - ®,X,. Suponha que o espaco X; @y --- ®r X, seja completo.
Neste caso u € X;| ®;, -+ ®, X,, e podemos tomar uma representagao

' @y ®r3® -+ - @, € convergente para

k
“:Z%@”‘@yzCOmkGN,yieXl,...,yfleXn.

i=1

Segue do Coroldrio 1.11 que, para cada 3 < j < n, existe ¢; € X tal que p;(x;) = ||lz;]|.
Como cada z; ¢ nao-nulo,

P:=1]wilx) =[] ll=l #0.
=3 =3

Considere o operador

T:X| — X, , =D | EXCAEAOAL

i=1 j7=3
Para todos a € K e ¢}, 1 € X7,

kK n k n

T(apr + @) = > [ (eer + &) wh)es s = D (e wh) + i (wh) [ [ i Wik
i—1 j=3 i—1 j=3
= aeiwi) [Teswiws + > wi) [T ei(w)vs
i=1 Jj=3 i=1 Jj=3
kK n
=a Y [eweiwvs + Z H O (s (v
=1 j=3 =1 j=3

= aT (1) +T(#)),
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provando que 7' é um operador linear.
Por um lado, observe que T(X/) C span{ys,...,y5}, entdao T(X]) é um subespaco de
X5 de dimensao finita, e portanto nao existem infinitos vetores linearmente independentes

em T(X7).
Por outro lado, note que dados ¢ € X/ e ¢35 € X}, 0 operador

Xy x e x Xy, — K Ag (21,000, 20) = @1(21) - 0n(2n),

$1,p2

A

é n-linear e continuo pelo Exemplo 2.2. Podemos entao considerar sua linearizagao
(A, p0)L- Segue que

k
2 (T (ZH% yi)e;i (yh)y ) ZH% (v}) ZAmm(yi,---,yZ)

=1 j=3 =1 j=1

k
= Z(Acpm&&)L(yi Q- y:z) = 901 902 (Z Q- ® y;) = (A9017¢2)L(u)
i=1

- 1
= (Ap1p2) T L @25 @y ® - @ Ty
e ZQ’“H% g™ 2

m=1

- 1
= (Ap, o) | lim — — I ATy QT3Q - @ Ty
o Hoomzzl 2l -l T

) - 1
= Jim (A5,0.)1 (; el gl © ®x3®"'®$">
zlimi(A )L L ' RTy QT3Q - Q Ty,
A, 2 Aeen)e \ o g

- 1
= | A m m .
SEEOZ 2m||xrlnH . Hxén”( 901,902>L (xl ®$2 ®~1'3 X R x )

- }LTOZ 2m||x71n|| [z ||A4Ply4p2(x1 LTy T3,y )
n
=l Z )11
s 3 o g ) L i)

: . 1 m m
s <Z PR AR P)

1
lim — o1 (2)zy P |,
(HOOZ 2l - Jlag] VT2

para todo funcional linear continuo ¢y € XJj. Pelo Coroldrio 1.11 temos

> 1
T(p1) = — — 1 (27" )y P.
,; 2m ||| - [|lzs | b
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Agora aplicando o operador T' nos termos da sequéncia (¢7)2; obtida no inicio da de-
monstragao, temos

(7)) = mp — Sl P
(%) mzzmnw ey @) sznx Tl o
1 1
—(5Mx P=— =z P
Tl Tl = T el

ou, equivalentemente,

2|2 - N5l .

para todo r € N. Portanto 7'(X7) contém o conjunto linearmente independente {z}"
m € N}. Isso é uma contradi¢do pois vimos acima que 7'(X]) tém dimensao finita. Logo
0 espaco X1 ®;, -+ ®r X, é incompleto. O
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Capitulo 4

O Produto Tensorial Injetivo

A norma projetiva estudada no capitulo anterior esta, por sua propria definicao, muito
atrelada as normas dos espacos envolvidos, e portanto as topologias geradas pelas normas.
Estudaremos neste capitulo uma outra norma no produto tensorial, chamada de norma
injetiva, que estd mais associada as topologias fracas dos espagos. Em termos de utilidade
no estudo de operadors multilineares, as duas normas sao igualmente importantes e lar-
gamente aplicadas. Mais uma vez, o resultado principal do capitulo é a demonstragao da
associatividade do produto tensorial injetivo, resultado este também que nao ¢é facilmente
encontrado na literatura.

4.1 A norma injetiva

Assim como no Capitulo 3, neste capitulo, a menos que se diga o contrario, os espagos
considerados serao sempre espagos normados.

Lema 4.1. O operador
0: X1 x--xX, — L(X],..., X)),

dado por
0(x1,. s 20) (1, s n) = @1(T1) - PnlTn),

esta bem definido, € n-linear continuo e
10(@ 1, szl = (o]l - [[n]]
para todos 1 € X1, ...,x, € X,,. Em particular, ||0|| = 1.

Demonstragao. Omitiremos a demonstragao de que 0(z1, ..., z,) é um operador n-linear.
Chamando

= Sup{|6(‘r17'"wxn)(gplw'w@n” N NS BX{?;SDH € BX,’,}?
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temos

¢ = sup{|g1(z1) - - on(wn)| 01 € Bxy, ... on € Bxy }
= sup{|e1(z1)] -+ lon(zn)] 1 1 € Bxi, ... on € Bx: }

= [[swpdles ()] : ¢; € Bx:}
j=1

= [lzall - - llzall,

onde a pentultima igualdade segue da Proposicao 1.25 e a ultima do Corolario 1.12. Isso
prova que 0(xq,...,x,) € L(X],..., X)) e [|[0(x1,..., z,)|] = ||z1] - ||znl|, donde se-
guem todas as afirmacoes. O]

Definicao 4.2. Considere o operador  do Lema 4.1 e sua linearizacao
0 X1® - ®X, — L(X],..., X)),
de acordo com o Teorema 2.25. A norma injetiva é definida por
e Xi®-- X, — R, e(u)=|0L(u)].

Observagao 4.3. Quando necessario para evitar ambiguidades, escreveremos ex,  x, (u)
oue(u; X;®- - ® X,) para especificar o dominio da fungao e.

Proposicao 4.4. A funcao € é uma norma em X1 ® - -- @ X,,.

Demonstracdo. Sejam u,v € X; @ -+ ® X,, e o € K. E claro que e(u) = ||0L(w)]| > 0.
Para a desigualdade triangular, veja que

e(u+v) = 0L(u+v)| = [|0r(u) + 0L(0)[| < [|0L(w)]| + 10L(v)]| = e(u) + £(v).
Também tem-se
e(au) = [|0r(av)[| = [|adr(w)]| = |af - |0L(w)] = |ale(u).

Para finalizar a demonstragao, provemos que o operador linear #;, é injetor. Suponha que
m

Or(u) =0. Se >z} ®--- ®z! é uma representagao de u, entao
i=1

=1 i=1 i

e portanto

Or(uw)(p1, ..., 0n) = (

SDICICIRNNEY (4.)

para todos ¢ € X7{,...,p, € X/. Segue do Corolario 2.22 que u = 0, o que prova que 6,
¢ injetor. Dal,
eu) =0 <= [|0L(v)]| =0 <= 0(u) =0 <= u =0,

o que completa a demonstracao. O
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Denota-se por X; ®, --- ®. X,, o produto tensorial X; ® --- ® X,, munido da norma
injetiva €. Nesse sentido, pela Proposicao 1.15 pode-se considerar um completamento de
X1 ®. - ®. X,, o qual denota-se por X1®. - ®.X,. O espaco de Banach Xi®, -+ ®. X,
chama-se produto tensorial injetivo dos espacgos Xi, ..., X,.

Provaremos a seguir férmulas alternativas para o calculo da norma injetiva, bem como
propriedades iniciais desta norma.

Proposicao 4.5. Sejamu e X1 ® - @ X, eve X|®---® X],. Entdo:

i) Para toda representagio u =Y 1t @ -+ @',
i=1

2301(1311)9071(%) L1 € Bxy, .00 € BX;}-
i=1

e(u) = sup {

m
i) Para toda representa¢io u= > ' ®@--- @', e todot € {1,...,n},
i=1

m n

e(u) =sup | [ wil@))zi]| = @5 € By
=1 j=1

J#t

iii) Para toda representa¢do v =) goi X tp;,
i=1

:xleBxl,...,xnean}.

mhm{Z%wm%m>

i) e(u) < m(u) para todou € X1 @ --- @ X,.

v) e(xy ® - @xy) = ||x1|| -+ - |20 para todos 1 € Xy,...,x, € Xp.

m

Demonstragao. Para uma representacao qualquer >zt ® --- ® 2° do tensor u € X; ®
i=1

...®Xm
e(u) = [|0r(uw)[| = sup{|Or(u) (@1, ... pn)| : 1 € Bxy, ..., pn € Bxy }.

Segue da igualdade (4.1) que

SOIEBX{77907LEBX;L}

dwﬂw{Z%%%wMQ

= Sup{ ©1 (Z 2y o (ah) - - SDn(fCi))

3901€BX17---790n€BX;L},
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e dai, pela Proposicao 1.26,

S EBX{}

1 (Z oo (h) - %(%))

> wiea(as) - pnlal)

=1

e(u) = sup sup {

QOQGBXQ,...,(PW.GBX;L

= sup
SOQGBX%"’”(F'”EBX;L

:sup{

Com isso provamos o item 7) e o caso em que ¢ = 1 no item 7). Os outros casos do item
i1) seguem de forma andloga.

Provemos agora o item 4ii). Para isso usaremos o item ) e, por simplicidade, faremos
para v € X| ® X). Usaremos vérias vezes o fato de que podemos trocar a ordem em que
os supremos sao tomados (veja a Proposi¢ao 1.26). Temos entao:

IQOQEBxé,...,(,OnEBX;L}.

> wipa(ay) - oul))
i=1

11 € Bxy, s € Bxg}

e(v) = sup { Z D1 (1) 2(5)

y (Z wwz(@é))‘ = sup || iha(ph)
i=1

= sup sup :
ilJQEBXé/ ¢1€BX£/ ’lZJQGBXé/ i—1
m . .
Como ) ¢'1a(ph) é um funcional linear continuo em X7,
i=1
m
_ i i
e(w)= sup sup |y @i(r)¥a(eh)
’lﬁQEBXé/ 331€BX1 i—1
m m
_ i i\l — i i
= sup sup |da | Do @i(@)eh || = sup (1D ei(en)eh
$1€BX1 lﬁzEBXé/ i=1 .IlEBXl i=1
m . .
E como Y ¢! (z1)ph é um funcional linear continuo em X},
i=1

Z%Oli(fl)%(@)
Z%(%)sﬁé(b)

=1

e(v) = sup sup
LBlGBXl ZB2€BX2

= sup {
0 que prova iii).
iv) Considerando o operador n-linear continuo 6 do Lema 4.1, pelo Teorema 3.17
sabemos que sua linearizacao

25(]1€BX165L’2€BX2},

HLX1®7T®7TXTL—>£<X{7JX’;L)
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é um operador linear continuo e ||| = ||#|| = 1. Entao,
e(u) = 10wl < [10L]l7(uw) = 7(w).
v) Para todos =7 € X1,...,x, € X,
e @ @xn) = 0L(r1 @ @wn)|| = [10(z, . wa)|| = [Jall - [l
0

Vejamos, como consequéncia do iv) da Proposigao 4.5, que L(X; ®. -+ ®. X,; Z) C
L(X Ry ®rX,; Z). De fato, para todos ¢ € L(X1® - R Xp; Z)eu € X1®--- X,

le(u)ll < llellee(u) < llellem(w).
Exemplo 4.6. Vejamos que o operador n-linear canonico
Op: X1 XXX, — X1®--®X,,

¢ continuo em relacao 4 norma injetiva em X; ® --- ® X,,. De fato, para todos z; €
Xl,...,l'n EXn,

Ex1, X (On(T1, - Tn)) = Exp,x, (21 @ - @ @) = [l -+ (|2,
0 que prova que o, é um operador n-linear continuo e, mais ainda, ||o,[|. = 1.

Proposicao 4.7. Sejam ¢ € X|,...,p, € X|. A linearizacao algébrica do operador
n-linear continuo 1 @ -+ X @y,

(1 ® @)L X1 ®---® X, — K,
é continua em rela¢ao a norma injetiva em X, ® --- ® X,,, e, mais ainda,

(1@ @@n)Llle = llerll - llenll-

Demonstragdo. Sejam u € X; ® --- ® X, e Y. 2! ® -+ ® ! uma representagao de wu.
i=1
Entao,

(o1 ® - @ @p)r(u)| = = 10L(u)(¢p1,-- -, @n)l

PILNCHRACS

< 6@l - Il -« llenll = e(@)llorll - - - llpnll

Isso prova que o operador linear (p; ® - -+ ® ¢,,) é continuo em rela¢do a norma injetiva
e [(p1 @ - @@u)rlle < gl llenll- O que acabamos de provar, juntamente com o
Exemplo 4.6, nos diz que os operadores do seguinte diagrama comutativo sao continuos:

X x-ox X, A8 O g

X1®€"‘®5Xn 7
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Por outro lado, usando a Proposicao 3.5 e, mais uma vez, o Exemplo 4.6,

[l -~ llenll = llpr @ - @ pull = (P21 @ - - - @ pn)1 0 o]
<1 @ -+ @ @n)rllellonlle = (1 @ - @ pn)Llle,

e a igualdade desejada segue. O

Assim como na norma projetiva, podemos considerar o produto tensorial injetivo de
operadores lineares continuos:

Proposigao 4.8. Sejam Ty € L(X;Y1),...,T, € L(X,;Y,). Entdo existe um inico
operador linear continuo

Tl ®6"'®5Tn: Xl(/g\)a"'(/g\)an —>}/1®5"'®6Ym

tal que
Ty ®8...®€Tn(x1®...®xn) :T1<x1>®...®Tn(xn)

para todos 1 € Xu,...,x, € X,,. Além disso, |Th @: -+ @ Tl = |1l - - - |1 T2]]-
Demonstracao. Pelo Corolario 2.28 existe um tunico operador linear

tal que N ®- - QT (11® - Qxy) = T1(21)®- - - QT (z,) paratodos x; € X,...,z, € X,.
Vejamos que este operador é continuo munindo os dois lados com a norma injetiva, isto
é, que o operador

T1®®TnX1®a®aXn—>}/1®a®5Yn

m

é continuo. Para isso sejam u € X; ® --- ® X,, e ) 2} ® --- ® 2}, uma representacao de
i=1

u. Entao,

5(T1®...®Tn(u);yl®...®yn)
=< (ZTl(wi)®-~-®Tn(mf;);Y1®---®Yn>
=1

=Sup{ > e (L) @ @, (Tn(fri;))| L1 € By, ..., pn € Bm}

=sup{ ZTl*(sol)(Ii) @ Tion)(),)| -

Ty Tilen),
: @ o ()|
Z:: HT H 171
onde Ty, ..., Ty sao os operadores adjuntos de Ty, ..., T, respectivamente. Como [|T7|| =

IT 1, * *
AL
I =

¢1 € Byy,. ”uSOnGBYA}

=770 - I3 - sup {

SOleBy,...,QOnEBYA}

*(QDJ)
|75 ]|

T*(SOJ)
D

€Xle = |lojll <1
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para todo 1 < 5 < n, temos
M@ T, (u);Y1®---®Y,)

<Yl - - (1T -sup{

Z¢1(I§)®®¢n($;) I¢1 € BX{,...,Qﬂn € Bxa}
=1

=Tl - Talle (s Xy © - - @ X))
Por outro lado, da definicao de supremo, para todo a > 0 podemos tomar x; € Bx,,..., 2, €
By, tais que ||T}(z;)|| > (1 — a)||T}|| para todo 1 < j < n. Entao, de
E(11® - Qry; X1 @ @ Xyp) = [z -+ flan]] <1
segue que
M@ T(11® - ®2,);YV1®---0Y,) =c(Ti(11) @ @ T, (2,); V1 ® - ®Y,)
= [Tzl - - (1T () |
> (1=a)"iaf - Tl
Fazendo o« — 0 obtemos
(i@ @11 ® @) Y1® - @Y,) 2 [|T1]| - [|Tall,
e entao
1TV ® - @Tplle =sup{e (11 @ -+ @ Tp(u) : V1 ®---®Y,) ; u € Bx,gox, }
>e(M®@ QT (1@ ®x,); Y1 ®---®Y,)
> |[Ta] - - Tl

donde concluimos que |77 ® -+ ® Tplle = [|T1]] -+ || T,||. Pelo Teorema 1.21 existe uma
unica extensao linear continua

Tl ®5"'®€Tn: X1®5"'®5Xn —>Y1®5®5Yn
do operador T} ® --- ® T,, que preserva a sua norma. O

Veremos a seguir que a norma injetiva respeita subespagos (e por isso ela é chamada
de norma injetiva), fato este que nao vale na norma projetiva. O fato da norma projetiva
nao respeitar subespagos pode ser encontrado, por exemplo, em [6, 3.9].

Proposicao 4.9. Sejam Fy,..., E, subespacos dos espacos normados X ..., X,, res-
pectivamente. FEntdo Fi ®. --- Q. E, € isomorfo isometricamente a um subespaco de
X1 ® - Qe X
Demonstracao. Consideremos o operador linear e injetor

T E®R--0F, —X1® 00X,
do Lema 2.23. Tomando a norma injetiva no dominio e no contradominio, o operador

T ®: @ E, > X1 ®: R X,
¢ ainda linear e injetor. Basta provar que €p, g, (u) = €x,.. x,(7(u)) para todo u €
Fi®.---®. F,. Paraisso seja u = ixﬁ@@x; €EF®---®FE,. Paratodol <j <n,

=1
temos:
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e Se p; € BE; entao, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢; € X} tal que ;(z;) =
¢j(x;) para todo x; € Ej e [|¢;]| = [4l], e portanto ¢; € Bx:;

® Se tp; € By entao ¥;|p; € Bpy, ¥;(x;) = j]5,(x;) para todo z; € Ej e [[¢]g, || <
145

Portanto,

Y eiah) - palay)

3901€BE;,-~790n€BE;1}=

Z y(}) - ()

ﬁ’lGBX@,anGBXg}a

donde segue que €g, g, (u) = €x,..x,(7(u)) e completa a demonstragao. O

77777

Corolario 4.10. Sejam E1, ..., E, subespacos fechados dos espacos normados X ..., X,,
respectivamente. FEntao F\®.---R.FE, € isomorfo isometricamente a um subespaco fe-
chado de X1®, -+ ®.X,,.

Demonstra¢ao. Vimos na Proposi¢ao 4.9 que o operador
T: E1®€"'®€En_>X1®s"'®eXn

é uma imersao isométrica linear. Pelo Teorema 1.21 existe uma unica extensao linear
continua de T,
f7:: E1®e"'®eEn ” X1®E"'®5Xm

que também é imersao isométrica linear. Como F®. ---®.F, é um espago de Banach
e T é uma imersao isométrica linear, sua imagem 7(F1®. - ®:.E,) C X1®. - ®.X,, é
também um espaco de Banach, e portanto fechado em X;®, - -- ®.X,,. O]

4.2 Formas integrais e o teorema da linearizacao

Vimos que os operadores multilineares continuos estao em correspondéncia biunivoca com
os operadores lineares que sao continuos em relacao a norma projetiva. O que se pode
dizer dos operadores multilineares cujas linearizagoes sao continuas em relacao a norma
injetiva? Veremos nesta segao que as formas multilineares cujas linearizagoes sao continuas
em relagao a norma injetiva sao exatamente as formas integrais, a serem introduzidos em
breve.

Dados Xi,..., X, espacos normados, podemos considerar a topologia fraca-estrela
no dual de cada um desses espagos, ou seja, (X,w*),..., (X!, w*). Considere as bolas
Bx, ..., Bx; como subespacos de (X1,w"),...,(X,w") de acordo com a Defini¢ao 1.30,
respectivamente. Assim, o conjunto By; X --- X Bx; é um espago topolégico munido da
topologia produto. Combinando os Teoremas 1.45, 1.50 e 1.46 concluimos que este espaco
topoldgico é compacto e Hausdorff. Podemos entao considerar, pela Proposicao 1.44, o
espago normado C(B x; XX B x1), 0 qual, de acordo com o resultado a seguir, contém
uma copia isométrica do produto tensorial injetivo.
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Lema 4.11. O espaco X1®, - ®.X, € isomorfo isometricamente a um subespaco de
C(Bxi X X BX%)

Demonstracao. Vejamos que o operador
A Xy X X Xy — C(Bxy X -+ X Bxy),

definido por

A(xlv s >$n)(‘:017 s a‘pn) = 901(3:1) T ¢n<xn)v
estd bem definido, isto é, que a fungao A(wry,...,2,): Bx; X --- X By, — K é continua
na topologia produto das topologias fraca-estrela. Para isso, seja (17, ...,9) ) \ea uma
rede em Byx; x -+ X By, que converge para (¢y,...,%,). Pelo Teorema 1.40 temos

7 AN Py, AN Y. Para cada 1 < j < n, vimos na Proposi¢ao 1.49 que a funcao
Ix; (7)) (Xj,w") — K, Jx, (25)(0;) = (),

¢ continua, portanto sua restricao (Jx, (xj))'B : (Bxy,w") — K também ¢ continua.

X!
J

Escrevendo oj(z;) = (JXj(wj))‘BX’, segue que o;(z;) (1)) N o;(x;)(1;). Dai, usando a
Proposicao 1.36,
liinA(azl, o))
= tim () (1) - ¥2()) = (@) - (Hm (o)
— (timor(e)@)) -+ (lmoa(@a) (@) = o1(@)(W) - onlwa) ()
=UP1(1) - Un(xy) = A(xy, . x0) (U1, .. ).
Uma vez bem definido, é imediato que A é n-linear. Considere sua linearizacao
Ap: X1 ® - ® Xy, — C(Bxy X -+ X Bxy).
Para todo u € X; ® - -+ ® X, de acordo com a norma definida em C(Bx; X - -+ x Bx),

[Az(w)[| = sup{|AL(u)(p1, ... n)| : (01, ., 0n) € Bx; x -+- X Bx, }.

m
Para qualquer representacao > ) ® --- ® !, de u,
i=1

[ AL ()] = sup { D Al @) (e on)

i=1

= sup { Z @1(%) s %(%)

i=1

(1., 0n) € By X"‘XBX,Q}

Z((,Ol,...7Q0n)EBX1X"'XBX;L}

= e(u).

Assim, A;p: X1 ®.---®. X,, — C(Bxg X - -+ X By ) ¢ um operador linear continuo, além
disso, Ay, ¢ uma isometria. Como By; X - -+ X By, ¢ compacto, segue pela Proposigao 1.44
que C(Bxi X -+ X Bx;) é um espaco de Banach, e portanto, de acordo com o Teorema
1.21, a extensao de Ay, ao produto tensorial injetivo é também uma isometria. O
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Teorema 4.12. (Teorema da Representacao de Riesz) Seja K um espago topolégico com-
pacto de Hausdorff. Para cada funcional ¢ € C(K;K)' existe uma medida py € M(K;K)
tal que

o(f) = /deu() para toda f € C(K;K).

Mais ainda, a correspondéncia ¢ € C(K;K) — po € M(K;K) € um isomorfismo
1sométrico.

Demonstragao. Veja [6, Apéndice B] ou [9, Corollary 7.18]. O

Definigao 4.13. Sejam X; ..., X,, espacos normados e A € L(X,...,X,). Dizemos que
A é uma forma n-linear integral se existe uma medida p € M(Bx; X --+ x Bx;;K) tal
que

Ay, .., Tp) = / o1(z1) (@) du(pr, ... pn) (4.2)
By x--xByy
para todos x; € Xq,...,x, € X,,. Neste caso a norma integral de A é definida por
|Allr = inf{{[u]| : p € M(Bx; X -++ X Bx;;K) e p satisfaz (4.2)}.
Provamos agora o teorema principal desta secao.

Teorema 4.14. Sejam X ..., X, espagos normados e A € L(Xy,...,X,). Entio a
linearizacao Ap: X1®. -+ ®.X, — K da forma A € continua se, e somente se, A €
integral. Mais ainda, ||A||; = ||AL]|-

Demonstracao. Considere i : Xi®, - ®.X,, — C(BX{ X -+ X Bx:) aimersao isométrica
linear do Lema 4.11, que é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Podemos
considerar sua inversa i~ ': i (X1<§8 e @EX,L) — X1®. - - @ X Suponha que a forma
A seja integral. Neste caso existe uma medida pg € M(Bx; X - -+ X Bxz; K) tal que

A(mla cee 7xn) - / 901<x1) e Son(l.n)d:u()(@l? s 790?1)
BXiXXBX’;L

para todos 1 € X4,...,x, € X,,. Pelo Teorema 4.12 existe um funcional ¢ € O(Bxg X
-++ X Bx;)" de modo que

w(f)z/B o flp1, s on)duo(ers - on)

para toda f € C(Bx; X+ x Bx; ) e [[¢b]| = [|uol|. Em particular, dados z; € Xy, ..., 2, €
X, tomando a fungao f =i(x; ® --- ® x,,) temos

Y(i(r1 ® - @ wy,)) = / (21 @ @ xy) (1, -, 0n)dpo(P1, - -, Pn)
BX/ ><---><BX4L

= / e1(x1) - on(@n)dpo(pr, - - - on)
By ><~--><BX41

= A(zy,...,x,) = A1 ® - @ ).
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Isso prova que
¢Oi($1®...®$n) :AL($1®'”®$n)

para todos z; € X4,..., 2z, € X,,. Segue da unicidade da linearizacao de A que o1 = Ay.
Portanto A; é um funcional continuo e

[ALI = Ny o dll < 1l - Il = 11 = lloll-

Tomando o infimo sobre todas as medidas po das representacoes integrais de A obtemos
[ALI < [[Allz- .

Reciprocamente, suponha que o funcional Ap: X1®, - ®.X,, — K seja continuo.
Neste caso, Az 0i~! é um funcional linear continuo em i(X;®. - - - ®.X,,), e pelo Teorema
de Hanh-Banach podemos tomar extensao ¢ € C(Bx; X --- x Bx;) de Apoi™! tal que

ol = [ A o i™ | < [JALI - i) = [IAL]-
Por outro lado,
IALI = |Ap 0 a7 odl < JAp o™ - [li]] = [|AL 07" = llee],

e portanto ||| = ||AL[|. Pelo Teorema 4.12 existe uma medida 11 € M(Bx; X+ - X Bx1; K)
tal que [|a ]l = [lel = [[ALll e

Sp(f)_/ f(gpla"‘790”)d:ul(()017”'790n>7
BXiX'“XBX;L

para toda f € C(Bx; x --- X Bx;). Entao

Ay, . xp) = A1 @ Q) = Apoi M (i(11 ® - @)
=iz ©--- @)

:/ (11 @ @) (01, on)dpr (01, Pn)
BX/><~-~><BX41

:/ ©1(71) -+ (@n)dpa (@1, - - -, on)
BX’ X”’XBX/
1 n

para todos z; € Xq,...,x, € X, o que prova que A ¢é integral e ||A|; < ||l = ||AL| e
completa a demonstracao. O]
Corolario 4.15. Sejam X ..., X, espacos normados.
i) O conjunto Li(Xy,...,X,) das formas n-lineares integrais é subespago vetorial de
L(X1,..., Xy).
ii) A fungao || - ||; € uma norma em L;(Xy,...,X,).
iii) Os espacos Li(Xy,..., X,) e (X1®. - ®.X,)" sdo isomorfos isometricamente.

i) Li(Xq,...,X,) € um espago de Banach.
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Demonstracao. O teorema nos diz que a correspondéncia
AcLi(Xy,..., X)) ¢ Ap € (X1®. - ®.X,,)

é biunivoca. Como a correspondéncia A — Ay é linear, o item ¢) é imediato e o item
ii) segue das propriedades de norma de (X1®. ---®.X,) e da igualdade ||A||; = ||AL]|.
Essa mesma igualdade implica 7i7) e o item iv) segue do fato de que espago normado que
¢é isomorfo a espaco de Banach também é espaco de Banach. n

4.3 A associatividade

Atingiremos nesta secao o ultimo objetivo desta dissertacao, que é apresentar uma de-
monstragao detalhada da associatividade do produto tensorial injetivo, resultado este que,
também, nao encontramos demonstrado na literatura.

Lema 4.16. Sejam E\, ..., E, subespacos densos de X, ..., X,, respectivamente. Entao
F®- - ® E, € subespaco denso em X; @ -+ ®. X,,.

Demonstracao. Seja u € X1 ® --- ® X,. Dado d > 0, existe v € B} ® --- ® E, tal que
m(u—wv) < 0 pois vimos na Proposi¢ao 3.22 que E1 ® - --® E,, é denso em X; ®, -+ - @, X,,.
Pelo item iv) da Proposi¢ao 4.5 segue que £(u — v) < w(u — v) < J§, 0 que prova que
Fi® - -®FE, édensoem X| ®, - ®. X,. O

Teorema 4.17. Sejam nq,...,ny,n € N tais que 1 < nqy < ng < -++ < ny < n. Entao
existe um unico isomorfismo isométrico

T: X1®: @ X, — (X1®e @ X, ) Q0 (X 41®e - @ Xy )R+ R (X 41 Qe - ®:X5)
tal que

T1®  @%) = (T1® @ Tpy) ® (T 11 @+ D Tpy) @+ @ (Tpp11 @ -+ @ Ty)
para todos x1 € X1,...,x, € X,, € um unico isomorfismo isométrico

T Xi®: 8 Xy — (Xa@: B X )®e+ Be(Kyy 1182 -+ B Xy)

que estende T'.
Demonstragao. Pelo Teorema 2.30 existe um unico isomorfismo algébrico
T: X1®e @ Xy — (X1®e @ X )@ (X 11 @+ @ Xy ) Qe+ @ (X 11 Qe+ ®: X))
tal que

T1® Q%) = (T1® @ Tpy) @ (Tpy 11 @+ R Tpy) @+ @ (T 11 @ -+ - @ Ty)

para todos 1 € X1,...,2, € X,. Entdo sua inversa T~! estd bem definida e ¢é linear.

m
Sejamu € X;®.---®.X,, e Y 2} ®---®z!, uma representacao de u. Dados os funcionais
i=1
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vy € Bxy, ...,V € Bx;, considere os operadores n-lineares de tipo finito:

1/}12 X1 X e X an —- K s 77@1(1‘17...,1'”1) = 191([E1) "'19711(1‘711)7

¢21 anJrl X e X Xn2 — K , wg(xnlﬂ, . 71:712) = 19n1+1(37n1+1> s 1971,2(3;%2)7

wt: Xnt71+1 X X Xnt —- K y ¢t(Int71+1, v 7x77»t) = ﬁntfl‘f‘l(xntfl'i‘l) e ﬁnt(‘rnt>
Verr: Xngpr X X Xy 2> K0 Q1 (@it -+, 20) = Ot (@) -+ On ().

Pela Proposigao 4.7, a linearizacdo (v;); de cada 1; é continuo em relacdo a norma

injetiva e ||(¢)r]l: < 1. Assim, para todos ¥, € Bxy,...,¥, € By, existem funcionais
(,l/}l)L E B(X1®e"'®aXn1)/7 et (¢t+1>L E B(Xnt+1®a"'®5Xn)/ tais que
> () - On(al)
i=1
= Z ) (le) Uy (37;1)19711-%1(37;14-1) U, (5522) o .ﬂnt'f'l(xizt—i-l) T ﬁn(x;)
i=1
= Zd}l(xlh s 7$21)¢2($21+17 s 717?12) te '1/}t+1(xfmt+1? s 737;1)
i=1
=D @)@ @ @) (o) p(wh 1y ® - @ ah,) - () (Th g ® - © )]
i=1

Isso mostra que o conjunto

;:{ 3

Y () Onlal,)

3191€BX{7---71971€BX;L}

estd contido em

F= { Zwl@i®"'®I;1)"'¢t+l($it+1®"'®$f¢>
i=1
onde Z; = (X1 ®: -+ ®c Xn, )y Zipr = (Xpyi1 @2 -+ @ X,)'. De

i=1 =1

:¢1 € BZ17"‘7¢t+1 € BZt+1}7

segue que
e(T(u)) =sup F > sup E = e(u).

Por outro lado, segue de (4.3) e da defini¢do da norma injetiva que, dado § > 0 existem

funcionais ¢1 € B(x;0.0.X,,)s P2 € BXu, 11000 Xny)s -+ Pi41 € Bxp,1100-0.X,) tais
que

e(T(w) <D (@i @ @b )oalal 1 @ @al,) - pra(ah, @ @ k)| +6.
=1
(4.4)
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Para esses funcionais ¢;, 1 < j < t + 1, existem, pelo Teorema 4.14, formas integrais
A € Li(Xq,..., Xu; K)o, A € Li(Xaq1, -0, X K) tais que (A)), = ¢;. Em

particular,
pr(#y @@, ) = (A)p(] @ - @ay,) = Az, .., 7)),
S02('%:11-1-1 - ® :L.Zw) = <A2)L(x:ll+l Q- ® x:m) = AQ(xan-‘rb e 71‘22)7

gpt‘f‘l(x;ilt-i-l ® T ® x:z) - (At‘i‘l)L(xilt-‘rl ® e ® ajzl) = At+1(xf7,t+17 R 7'2::1)

Pela definicdo de formas integrais, existem medidas p; € M(Bx; x --- x B X K), pa €
M(BX;L1+1 X - X BX;ZQ;K), /A< M(BX;%+1 X -+ x Bx;K) tais que

Ai(al,... 2h) = / O1(2) - -+ Op (2, )dpa (61, - . ., 00, ),
BX£><---><BX411

A2(‘r;1+17 s 7xfmg) = / 0n1+1(x77;11+1> T 9712 (Iig)d:u?(em-l-la R 70712)7
BX%HXWXBX%
At+1(xfzt+1a L) = / 9nz+1(1’;t+1) w0 () dpesr (Ot - - ),
BX;Lt+1 ><~~-><BX4L

e |l < |I(Aj)L]l + 6 para todos 2% € Xi,...,2% € X,,. Portanto ||u;|| < 1+ 4 para
cada 1 < 7 < t+ 1. Retomando a desigualdade (4.4), considerando as notagoes By :=
Bxy X -+ % BX;H, ey By = BX;%+1 X -+ X By, e usando as propriedades bésicas de
integrais, temos

+0

e(T) <D @@l @@l )ea(a, 1 @ @) (e, ® - @)
=1

m
= ZAl(a:i, o VAo (@l s ah)) o A (gl e 2h)| 40
i=1

oS (/ (el )i ) ([ D) il ) -

=1

( [ tnatan en<x;>dut+1)
By

S [ ([ tnatoty e bunletin) -
i=1 Y B1 \J B2

( /B Buar (1) 0n<x;>dut+l) bu(a) - - O, (21 Ypiy
t+1

m

/ Z (/ 97114—1(‘7"511—0—1) o 9n2 (xYT:LQ)dM2> o
By j—1 \J/ B2
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+ 0.

( [t 9n<x;>dut+1) 0u(a) - O, (. )i
Bit1

No caso real, isto é, K = R, segue da Proposicao 1.54 que

m

«r) < [ >

i=1

( /B entH(w;tH)---en<x;>dut+1) bu(a) - O, ()
t+1

( 9n1+1(x§11+1) T enz@i@)d/@) T
Bs

dpy + 0

m

PR

=1

/ e / e(u)dppsy - - dpeduy + 6
1 JBg Bii1

Y1 (Biy1) - - pa(Ba)pa (Br) + 6
Nives1|(Begr) - - - [p2|(B2) | pa| (B1) + 0
5u)||ﬂt+1|! g2l - [ ]] + 6

)(1 _'_5>t+1 +(5

dptgyr -+ - dpadpy + 0

Or(x1) - On(a,)

A A
m\m\

No caso complexo, isto é, K = C, segue da Proposicao 1.59 e do Teorema 1.58 que

m

3 ( a2 1) O, <x;2>duz) .
Bs

=1

“(r(w) < |

B

( /B ent+1<xzt+l>---en@;)dm) 02(a) - B, ()
141

|- / > 6ah) - bula)
Biy1 | =1
/ / / Wl -+ dlpaldlin] + 8
Bii1

e(uw)|posr|(Biga) - - - [pa|(B2)|pa|(Br) + 0
e(w) || ppgall - - - [lpal| - [ paa]] +6
e(u)(1+6)"*" +4.

dlpr| + 9

dlpusa] - dlpz|d|pa] 40

IN

IN

IA

Em ambos os casos, fazendo 6 — 0 obtemos £(7T'(u)) < e(u). Mostramos até aqui que o
operador

T: X1®a' : '®8Xn — (X1®a' : '®£Xn1)®£(Xn1+1®a' : '®£Xn2)®a' : '®5<Xnt+1®a' : ®8Xn)
¢ um isomorfismo isométrico. Pelo Lema 4.16, o espago

(Xl ®z—: e ®e an) ®€ (Xn1+1 ®€ e ®€ Xng) ®€ e ®s (Xnt+1 ®5 T ®z—: Xn)
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é denso em

(Xl(/g\)s e ®€Xn1) ®E e ®s (XntJrl@e e ®5Xn)7

e portanto denso em
(X1®e++ ®e X )®e -+ Be( Xy 118 - - O Xin).
Consideremos T" tomando valores no completamento, isto é,
T: X1 @ @ Xn — (X1®c -+ 0 X, )®c -+ Be(Xny11®c - - ©: X).
Pelo item i) do Teorema 1.21 existe uma tnica extensao de T,
T X180 8:Xy — (X18: 8: X )Be -+ Be( X1 ®: -+ ©:X0),

que é linear, continua e isometria (logo injetora). Do item ii) do Teorema 1.21 segue
que T é sobrejetora, e portanto uma bijecao. Pelo Corolario 1.9, o operador 7' é um
isomorfismo. Além disso,

T(21® - Rxy,) = T(11Q - -Qxy,) = (11 Ry, )R (T, 41R + - Ry, )R+ R( Ty, 1R + - RTy, )

para todos x1 € Xq,...,x, € X,,. O
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