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Introducao

Dada uma aplicacdo F : R" — R", de classe C!, cuja derivada DF (z) : R" — R™ & um isomorfismo
para todo x € R", segue do Teorema da Funcao Inversa que F' é um difeomorfismo local. Poder-se-ia
perguntar se, nestas condigoes, F' é um difeomorfismo global de R" sobre sua imagem F'(R")? Em toda
generalidade, a resposta é negativa como mostra a exponencial complexa F'(x,y) = (€® cosy, e* seny)
que é um difeomorfismo local, de classe C'°°, nédo injetivo e portanto ndo é um difeomorfismo global.
Tal exemplo ilustra a necessidade de se considerar condigoes adicionais para que um difeomorfismo
local F' seja um difeomorfismo global na sua imagem. Note que, dado o carater local do conceito de
derivadas, basta que tais condicoes garantam a injetividade global de F'.

Este problema de estabelecer condicbes suficientes para que um difeomorfismo local F': R™ — R"
seja um difeomorfismo global remonta o inicio do século XX com o trabalho de Hadamard [12], veja
também [23], dizendo que F' é um difeomorfismo global (sobrejetivo) se, e somente se, F' é uma
aplicacao propria. Desde entdo, matematicos de diversas areas tém buscado diferentes condigoes,
umas mais simples, outras mais complicadas, que garantam a bijetividade de F', ou em muitos casos,
somente sua injetividade global. Neste contexto, se destaca a famosa conjectura proposta por Keller,
em 1939 [18], que ficou conhecida como:

Conjectura Jacobiana. Se F': K" — K", K = R ou C, é uma aplica¢ao polinomial tal que det JF(x)
€ constante ndao nulo, entao F € bijetiva.

O célebre exemplo de Pinchuk [22] mostrou que um difeomorfismo local polinomial de R™ nao
é necessariamente bijetivo, portanto a condi¢do do Jacobiano det JF(x) ser constante nao nulo é
essencial quando K = R. Mesmo sendo atacada por virios matematicos das mais variadas areas,
tais como &lgebra, geometria, geometria algébrica e até mesmo equagoes diferenciais, a Conjectura
Jacobiana permanece em aberto para todo n > 2. Excelentes referéncias gerais sobre este problema
sao [1] e [7].

Por outro lado, avangos importantes foram obtidos ao longo de todos esses anos. Por exemplo, em
[25] foi provado que a Conjectura Jacobiana é verdadeira para todo n > 2 para aplicagbes polinomiais
de grau menor ou igual a 2. Além disto, um resultado de redugao de grande relevancia foi apresentado
por Bass, Conell e Wright em [1]. Tal resultado garante que é suficiente atacar a Conjectura Jacobiana
no caso das aplicacoes polinomiais do tipo I + H : K* — K", onde H sdo as aplicacbes polinomiais
homogéneas de grau 3.

Neste sentido, Hubbers em [13] estabeleceu a bijetividade de tais aplicagdes I + H no caso n = 4.
Para isto, primeiramente, ele classificou essas aplicacoes em oito casos e em seguida aplicou um critério
algébrico de invertibilidade baseado em bases de Grébner para concluir a bijetividade das mesmas.
No Capitulo 3 sera apresentada as aplicagoes presentes em tal classificagao.

Dada uma aplicacao continua F' : K" — K", com K = R ou C, um ponto y do contradominio é
dito proprio se possui uma vizinhanca U tal que F 71(0 ) é compacto. Do contrario, dizemos que y é
um ponto nao préprio de F. Denotamos por Sg o conjunto de todos os pontos nao proprios de F.
No caso de F' ser uma aplicagao polinomial ou semi-algébrica segue, da geometria algébrica, que Sg
é um conjunto semi-algébrico e portanto possui uma estratificacao em subvariedades analiticas. Isto
induz uma nocao de dimensao em Sr dada pela maior dimensao entre os extratos de Sp. Uma outra
conjectura diretamente relacionada & Conjectura Jacobiana é a seguinte:

Conjectura Jacobiana real de Jelonek. Seja F': R™ — R™ um difeomorfismo local polinomial. Se
codim(SF) > 2 entao F € bijetiva.

Jelonek enunciou esta conjectura em [14] onde mostrou também que a veracidade da mesma implica
na veracidade da Conjectura Jacobiana no caso K = C.
Seja F' = (f1,..., fn) : R" — R"™ um difeomorfismo local de classe C", r > 1. Dada {i1,...,ix}
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uma k—combinacao do conjunto {1,...,n}, desde que (fi,..., fi,) : R" — R* é uma submersao,
veremos no Capitulo 2 que tal aplicacao induz em seu dominio R"™ uma folheagdo de codimensao k e
classe C", que denotaremos por F;, ;. Com esta notacao, podemos enunciar a seguinte versao fraca
da Conjectura Jacobiana real de Jelonek provada em [21].

Teorema 1. Seja F' = (f1,..., fn) : R" = R" um difeomorfismo local polinomial tal que para cada
(n—2)-combinagao {i1,...,in—2} de {1,...,n}, cada folha de F;
codim(SF) > 2 entao F € bijetiva.

Lin_o € homeomorfa a um plano. Se

O principal objetivo desta monografia é fazer um estudo das folheacGes induzidas pelas 8 aplicacoes
do tipo I + H, para n = 4, apresentadas na classificagdo obtida por Hubbers em [13|. A ideia é estudar
a viabilidade de apresentar uma prova alternativa para a bijetividade de tais aplicagoes utilizando
o argumento topolégico do Teorema 1. Como seré apresentado no Capitulo 4, em cinco das oito
aplicagoes de Hubbers é possivel concluir com certa facilidade a bijetividade por este método. Porém,
apesar de termos conseguido avancar em alguns exemplos, para as outras trés aplicagoes ainda é preciso
aprofundar nossa analise para ter sucesso na aplicacao deste argumento topologico.



1 Conjectura Jacobiana

1.1 Caso complexo

Dada uma aplicagao diferenciavel F': C* — C", denotamos sua matriz Jacobiana em z € C™ por

JF(z).
Teorema 2. Se F': C" — C" € uma aplicagao polinomial invertivel, entao det(JF') = cte € C*.

Demonstragao. Se G é a inversa de F' temos
G(F(z)) = =.
Derivando esta igualdade, pela regra da cadeia, obtemos:
JG(F(2)).JF(z) = I,

donde det(JG(F(z2)).JF(z)) = det(JG(F(z))).det(JF(z)) = det I,, = 1. Desde que det(JG(F(z))) e

det(JF(z)) sao polindmios nas varaveis (zi,...,2z,) = 2, pelo grau do produto de polinémios conclui-
mos que tais polindmios sao constantes, isto é, que det(JF) = cte € C*. O

Note que no caso complexo a Conjectura Jacobiana propoe se a reciproca do teorema acima seria
verdadeira, ou seja:

Conjectura Jacobiana. Se F': C" — C" € uma aplicagao polinomial tal que det JF(z) é constante
nao nulo, entao F € bijetiva.

Apesar de ser um problema em aberto para n > 2, varios avangos foram feitos desde que esta
conjectura foi enunciada pela primeira vez em 1939, uma delas é que basta mostrar a injetividade.

Teorema 3 (Bialynicki-Birula e M. Rosenlicht 1962 [2]). Se F': K" — K", onde K =R ou C, é uma
aplicacao polinomial injetiva, entdo F € bijetiva.

Outro importante avanco é que a conjectura se verifica quando o grau de F' é menor ou igual a
dois.

Teorema 4 (Wang 1980 [25]). Se F = (Fi,...,F,) : C" — C" € uma aplicagao polinomial tal que
det JF = cte € C* e grau(F;) < 2, para todo i =1,...,n, entao F ¢é bijetiva.

Demonstragao. Pelo Teorema 3 é suficiente mostrar a injetividade de F'. Suponha, por absurdo, que
existam a # b em C" tais que F(a) = F(b). Definindo G(z) := F(z + a) — F(a), tomando ¢ = b —a
temos que ¢ # 0 e G(c) = 0. Da equagao

JG(z) =JF(z+a)

segue que det G = k € C*. Desde que grau(G) < 2 e G(0) =0 temos G = G1 + G, onde G; é a parte
homogénea de GG de grau i. Assim, dado t € C tem-se que

G(tc) = Gy(tc) + Ga(te) = tGy(c) + t*Ga(c),
a qual derivando obtem-se para todo t € C:
Gh(e) + 24Gia(c) = %G(tc) — JG(te) # 0

Mas substituindo ¢t = 1/2 obtemos G(c) # 0. Tal contradi¢ao mostra que F' ¢é injetiva. O



A principio este resultado pode parecer uma versao deveras particular da Conjectura Jacobiana.
No entanto o seguinte resultado mostra, em particular, que é suficiente provar esta conjectura para
aplicagoes polinomiais de grau menor ou igual a trés.

Teorema 5 (Bass et al 1982 [1]). Basta mostrar a Conjectura Jacobiana para aplicagées polinomiais
F.:C"— C" da forma F =1+ H, onde I é a identidade e H é homogénea de grau trés, para todo
n > 2.

Em seguida este resultado foi refinado por:

Teorema 6 (Druzkowski 1983 [6]). Basta mostrar a Conjectura Jacobiana para aplicagoes polinomiais
F:C" — C" cubicas lineares, isto €, da forma

3 3
n n

F(zi,...020) =21+ Elezj R = ECjan ,
j=1 j=1

onde c;; € C, para todo n > 2.

A fim de enunciar um importante critério de invertibilidade, introduziremos algumas notagoes.

Seja F' = (F,...,F,): C" — C" uma aplicagao polinomial, isto é, com F; € C[z]. Introduza n novas
variaveis ws, . .., w,, e considere o ideal A de C[z,w] = Clz1,..., 2y, w1,...,w,] gerado pelos elementos
wy — F1(2),...,w, — F,(2). Escolha uma ordem monomial tal que qualquer produto de poténcias em
wi, ..., W, Sseja menor que qualquer produto de poténcias em zi,..., 2,.

Teorema 7 (Essen 1990 [8]). Seja G a base de Grébner reduzida do ideal A. Entao F é invertivel se,
e somente se, G = {z1 — G1(w),...,zn, — Gp(w)} com G; € Clw]. Além disto, se F' é invertivel entao
sua inversa € G = (G1,...,Gp).

Como ja mencionado na introdugao, Hubbers em [13] apresentou uma classificacao para as aplica-
¢oes do tipo I + H, quando n = 4, obtendo somente oito casos a serem analisados. A partir disto, ele
aplica o critério de invertibilidade enunciado acima para concluir a bijetividade destas oito aplicagoes

(cf [13, p. 25]).

1.2 Conjectura Jacobiana real de Jelonek

Em 2002, Jelonek provou em [14] que: se F': R" — R"™, n > 3, é um difeomorfismo local polinomial
e codim(SF) > 3, entdao F' é um difeomorfismo global. Por outro lado, no exemplo de Pinchuck, dado
em [22], que é um difeomorfismo local polinomial nao injetivo do plano, temos que codim(Sg) = 1.
Estes fatos motivaram Jelonek a estabelecer, em [14], a seguinte:

Conjectura Jacobiana real de Jelonek. Seja F': R™ — R™ um difeornorfismo local polinomial. Se
codim(SF) > 2 entao F' € bijetiva.

Outro fato, provado por Jelonek em [14], que ilustra a relevincia de sua conjectura, é que uma
resposta afirmativa para ela implica na solucao da Conjectura Jacobiana.

Neste trabalho pretende-se aplicar um resultado que consiste numa versao fraca da Conjectura
Jacobiana real de Jelonek (cf. Teorema 15) para estudar a bijetividade das oito aplicagoes F': c*—ct
da forma I + H obtidas na classificagdo de Hubbers. Antes de enunciar este teorema, sera introduzido
a seguir algumas nocoes sobre folheagoes.



2 Nocoes de folheacao

2.1 Submersées e folheacoes

Iniciamos com alguns resultados da teoria classica de calculo avancado, os quais retiramos das
referéncias: [19] e [20].

Teorema 8 (Teorema da Fungao Inversa). Sejam f: U — R™, de classe C", (r > 1) no aberto U C
R™ e f'(a) : R™ — R™ um isomorfismo. (Equivalentemente: o determinante jacobiano detJ f(a) =

Ofi
det(ag]; (a)> diferente de zero). Entao f é um difeomorfismo de um aberto V contendo a sobre um
J

aberto W contendo f(a). Além disso, f~': W — V € de classe C" e sua derivada no ponto f(a) é

[f ()"

Uma aplicacao diferenciavel f : U — R", definida em um aberto U C R™, chama-se uma submersao
quando, para todo z € U, se sua derivada f'(r) : R™ — R™ é uma transformacao linear sobrejetiva.
Note que neste caso é necessario que m > n.

Um funcional linear é sobrejetivo ou nulo. Portanto uma funcao diferenciavel f : U — R é uma
submersao se, e somente se, f'(z) # 0 ou, equivalentemente, </ f(z) # 0, para todo = € U.

Se pensarmos na decomposicio em soma direta do tipo R™1t" = R™ @ R", basta tomarmos uma
particao {1,...,m+n} =ITUJ, onde I = {iy,...,im} e J = {j1,...,7Jn}. Assim sendo, é facil ver
que R™ C R™*" j& que o mesmo é o subespaco gerado pelos vetores {e;,,...,e; }, para {ej,--..e}
temos o subespaco R™ € R™"". Evidentemente, cada vetor € R™" se escreve de modo tnico como
z=ax+1y,onde z € R™ e y € R". Assim, dada f : U C R™™™ — R"™ diferenciével em a € U tal
que f'(a) é sobrejetora podemos reordenar, se necessario, as coordenadas de modo que as n tltimas
colunas da matriz Jacobiana de f em a sejam linearmente independentes, de forma que, no enunciado
a seguir, nao ha perda de generalidade.

Teorema 9 (Forma local das submersoes). Seja f: U — R"™ uma aplicagao de classe C", (r > 1) no
aberto U C R™™. Se num ponto p = (a,b) € U, a matriz

{ ofi
0y,

(p)] (i,j=1,...,n)

¢ invertivel entio existem abertos Z > p em R™" V. > a em R™, W > ¢ = f(p) em R" e um
difeomorfismo h: V. x W — Z, de classe C", tal que f o h(z,w) = w para todo (x,w) € V. x W.

Demonstragao. Seja ¢ : U — R™ x R™ a aplicagao de classe C" definida por ¢(x,y) = (z, f(z,y)). A
matriz jacobiana de ¢ tem a forma
I 0
o=l 3]

onde I é a matriz identidade m x m e a matriz n X n

Ofi
y;

B =B(p) = [ (p)}

é, no ponto p = (a,b), invertivel.
Pelo Teorema da Fungado Inversa, ¢ é um difeomorfismo de um aberto Z > p sobre um aberto
de R™ x R", o qual podemos supor da forma V x W, onde V.C R™ e W C R", com a € V e

¢ = f(a,b) € W. Como o difeomorfismo ¢ deixa fixa a primeira coordenada entao seu inverso h tem
a mesma propriedade e assim h: V x W — Z é da forma h(x,w) = (x, ha(z,w)).
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Entao, para qualquer (z,w) € V x W, tem-se

(x’w) = go(h(x,w)) = go(x,hg(x,w))
= (2, f(z, he(z,w))) = (z, f(h(z, w))).

Logo, f(h(x,w)) = w para qualquer (z,y) € V x W. O

O teorema acima nos diz que, dada uma submersao f, é possivel tomar novas coordenadas em
torno de cada ponto de seu dominio de modo que f seja localmente uma projecao sobre as n ultimas
coordenadas.

A seguir introduzimos o conceito de folheacdes em R™" e na sequéncia mostramos como submer-
soes de R™1" em R™ induzem folheagdes em R™T™. Tais nogdes foram obtidas do texto [4].

Rm—i—n

Defini¢cao 1. Uma folheagao de classe C" e dimensao m em , € um conjunto de cartas F =

{(Ui, ¢i) bien, onde A é um conjunto de indices, satisfazendo:

(i) {Us}iea € uma familia de conjuntos abertos em R™™ cuja unido cobre R™ ",

(ii) Se (Us, ;) € F entio o;(U;) = Vi x Vi C R™ x R", onde Vi e Vi sdo discos abertos de R™ e
de R™ respectivamente.

(iii) Se (Ui, i), (U;, ;) € F sio tais que U; NU; # O entdo a mudanga de coordenadas pj o ;" :
0i(UiNU;) = ¢;(U;NU;) € de classe C" e da forma:

h(z,y) = (hi(z,y), ha(y)), (z,y) € R™ x R"

isto €, @; ogp;l(a:,y) = (h1(z,y), h2(y)). Dizemos também que R™™ ¢ folheada por F, ou ainda
que F € uma estrutura folheada de dimensio m e classe C" sobre R™T™.

Teorema 10. Se f : R™™" — R™ ¢ uma submersio de classe C", r > 1, entdo f induz uma folheagao
em R™™ de classe C" e dimensdo m.

Demonstragao. Como f : R™" — R™ é uma submersio de classe C". Pela forma local das submersoes,
dados p € R™" e ¢ = f(p) € R™ existem abertos U em R™™ Vi em R™, V5 em R" tais que
p € U, q € V5 e um difeomorfismo h : Vi x Vo — U tal que foh(z,y) =y, V(z,y) € V} x V4. Definindo
¢ =h"':U — Vi x Vs e tomando F = {(Uy,¢p)}perm+n temos (i), (i4) e (iii) da Definicio 1. De
fato, (i) e (ii) s@o Obvios pela construgao de F.

Assim, falta verificar a condicao (i7i). Dados (Us, i), (Uj,¢;) € F tais que U; N U; # 0, queremos
mostrar que ¢; o gpi_l(w,y) = (l(z,y),9(y)), ou seja, que a segunda fungao coordenada de ;o gpi_l SO
depende de y. Note que:

fo (p;l(x,y) = my(x,y) =y, para todo (z,y) € p;i(U; NUj) (2.1)
fog; (x,y) = m(x,y) =y, para todo (z,y) € ¢;(U; N Uj)

Assim, para todo (z,y) € ¢;(U; N Uj), temos
y="rfow; (z,y)=fop; opjop; (z,y) =mlp;oe; )(z,y).
O que mostra que a segunda funcao coordenada g de ¢; ogpi_l depende somente de y, de fato, g(z,y) =

g(y) = y. Além disto, por construgao, ¢; o gp{l é de classe C".
]

A seguir apresentamos alguns exemplos ilustrando este resultado:
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Exemplo 1. Seja f : R? = R a funcio de classe C™ dada por f(z,y) = (wQ —1)e Y, o campo vetorial
gradiente é: <7 f(x,y) = (2ze ¥, —(z® — 1)e™Y), € fdcil notar que este é um campo de vetores nio
nulo, logo f € uma submersdo. As retas x = —1 e x = 1 sdo curvas de nivel zero de f, as curvas de
nivel ¢ < 0 se encontram na faiza —1 < x < 1, esta faiza esta decomposta por uma familia de curvas
assintotando as retas x = —1 e x = 1, as curvas de nivel ¢ > 0 encontram-se no complemento da faiza
—1 < x <1, assim esta submersdo [ define uma folheacdo no plano como na figura abaizo.

RN /8

Figura 2.1: Folheagao definida por submersao, exemplo 1

Exemplo 2. Seja f : R® = R a submersio definida por f(x1,xo,x3) = a(r?)e®, onde r = \/ 22+ 23
ea:R =R éuma fungio C™ tal que a(1) =0, a(0) =1 e set > 0 entio o/ (t) < 0.

As folhas de F no interior do cilindro sélido C' = {(x1, 2, x3) | 3423 = 1} sdo todas homeomorfas
a R? e podem ser parametrizadas por (x1,z2) € D? — (x1, x2,log(c/a(r?)), sendo ¢ > 0. O bordo de
C, 0C = {(x1,x9,23) | 23+ 235 = 1} € também uma folha. Fora de C as folhas sio todas homeomorfas
a cilindros.

Figura 2.2: Folheacao definida por submersao, exemplo 2

2.2 Folheacoes e injetividade global

Sejam F' = (f1,...,fn) : R" — R" um difeomorfismo local de classe C" e {ij,ia...,i;} uma
k-combinagao do conjunto {1,...,n}. Desde que (f;,..., fi,) : R" — R* ¢ uma submerséo, pelo
Teorema 10, segue que tal aplicagao induz em seu dominio R uma folheagao de codimensao k e classe
C", que denotaremos por Fj, .

Nosso préoximo objetivo é apresentar a versao fraca da Conjectura Jacobiana real de Jelonek pro-
vada em [21], que sera usada para estudar a bijetividade das aplicagdes obtidas na classificagao de
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Hubbers. Antes porém, discorreremos sucintamente sobre a relacdo entre folheagoes e a injetividade
de difeomorfismos locais. Comegaremos esta discussao em dimensoes mais baixas para culminar no
caso n-dimensional que consiste na versao fraca citada acima.

Dado F = (fi, f2) : R* — R? um difeomorfismo local as folhas das folheacdes F 1 e Fy, sao linhas
cujos fins sdo sempre no infinito, pela teoria de folheagdes (veja classificagao feita por Kaplan em
[17]); neste caso, se a folheagao nao for trivial, ocorre um fenémeno chamado componente de Reeb,
0 que equivale & existéncia de uma semi-componente de Reeb (scR). Na Figura 2.3 ilustra-se uma
semi-componente de Reeb (em pontilhado) e indicamos [9] para uma defini¢ao rigorosa deste conceito.

Figura 2.3: Semi-componente de Reeb (scR) em um folheacdo do R?

Em 1995 [10], Gutierrez estabelece a seguinte relagdo entre a (nao) injetividade de F e suas
folheacoes coordenadas:

Teorema 11. Dado F = (f1, f2) : R? — R? um difeomorfismo local de classe C1, se F nio for
injetivo, entao tanto Fy, quanto Fy, possuem scR.

Portanto, para se estabelecer a injetividade global de F', basta encontrar condi¢oes sob as quais
F, quanto Fy, nao possua scR. A fim de apresentar um exemplo de uma tal condicao, denotaremos
por Spec(F') o espectro da aplicagdo F' que consiste no conjunto dos autovalores (complexos) da
matriz jacobiana JF'(z), quando z varia em todo dominio de F'. Em [10], Gutierrez mostrou que se
Spec(F) N [0,00) = @ entao tanto Fp quanto Fy, nao possuem scR e do Teorema 11 segue que F
é injetora. Posteriormente este resultado foi refinado por Gutierrez em conjunto com parceiros nos
trabalhos [5] e [9] culminando no seguinte resultado:

Teorema 12 (Fernandes, Gutierrez e Rabanal [9]). Seja F = (f1, f2) : R? — R? uma aplicagio
diferencidvel (ndo necessariamente de classe C*). Se Spec(F) N [0,€) = @, para algum € > 0, entéo
F ¢ globalmente injetiva.

Gutierrez e Maquera [11] introduziram a nogao de semi-componente de Reeb (scR) para uma
folheacdo bidimensional em R?® que, a grosso modo, consiste na existéncia de uma folha cilindrica
(possivelmente com varias “pernas”) delimitando uma folheagdo de Reeb (ver Figura 2.4 para uma
visualizagdo geométrica e [11| para uma definigao rigorosa). Gutierrez e Maquera mostraram que as
folheagoes coordenadas nao possuem scR sempre que Spec(F') N (—¢,e) = &, para algum ¢ > 0, ou
seja:

Teorema 13. Dado um difeomorfismo local F = (f1, fa, f3) : R?® — R3 de classe C?. Se Spec(F) N
(—e,e) = @, para algum € > 0, entdo Fy, nao possui scRy, para todo i = 1,2,3. Em particular, todas
as folhas Fy, sao difeomorfas a R2.

Porém, em R? néo é verdade que a nio existéncia de scR em F +, implique na injetividade global
de F, isto &, com estes termos sabemos que o Teorema 11 nio é valido em R3. Com efeito, no
exemplo Braun e Venato-Santos [3| apresentaram a aplicacio F = (f1, fo, f3) : R® — R? definida
por F(zy,x2,x3) = (13 — €™ cosxg,x3 — e”! sinxy, 23). Desde que det DF(z) = * e F(0,0,0) =
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Figura 2.4: Semi-componente de Reeb (scR) em um folheacio do R3

F(0,27,0) temos que F' é um difeomorfismo local suave nao injetivo. Além disto, dado ¢ € {1,2,3}
qualquer nivel de f; pode ser descrito como um grafico de uma funcéo de R? em R e portanto ¢ conexo
e homeomorfo a R?, donde a folheacio F; é trivial e, em particular, ndo contém scR’s.

Na realidade, dado um difeomorfismo local F = (fi, fo, f3) : R® — R3, de classe C?, entdo é um
problema em aberto saber se a condi¢ao Spec(F') N (—e,e) = &, para algum ¢ > 0, é suficiente para
garantir a injetividade global de F'. Para dimensbes maiores, Smyth e Xavier em [24] provaram a
existéncia de numeros naturais n e aplicagoes polinomiais F' : R™ — R™ néo injetoras satisfazendo
Spec(F) N [0,00) = @.

Por outro lado, Gutierrez e Maquera [11] mostraram que a hipotese espectral é efetiva como
condi¢ao adicional na Conjectura Jacobiana real de Jelonek:

Teorema 14 (Gutierrez e Maquera [11]). Seja F : R® — R3 um difeomorfismo local polinomial tal
que Spec(F) N [0,e) = &, para algum € > 0. Se codim(SF) > 2 entdo F € bijetiva.

Neste trabalho estamos interessados em estudar a viabilidade de aplicar a seguinte versao fraca da
Conjectura Jacobiana real de Jelonek provada por Maquera e Venato-Santos em [21], para estabelecer
a bijetividade das aplicagoes de Hubbers.

Teorema 15 (Maquera e Venato-Santos [21]). Seja F' = (f1,...,fn) : R — R" um difeomor-
fismo local polinomial. Entao, cada folha de F;, ; _, € homeomorfa a um plano, para cada (n —
2)-combinagao {i1,...,in—2} de{l,...,n} e codim(Sg) > 2 se, e somente se, F' € bijetiva.

A fim de se contornar a necessidade de se estudar o conjunto Sg de pontos nao préprios, o que
iremos aplicar é uma consequéncia do Teorema acima relacionada a Conjectura Jacobiana (complexa).
Seja F': C" — C" tal que F(z) = (Fi(2), -+ ,F,(2)) onde z = (21, ,2n), 2 € C, YVi=1,--- n.
Conside a aplicacdo Fi : R*™ — R?" associada a F do seguinte modo:

Fr(2) = (f1(2), -, fan(2))
= (Re(Fl(g))v 7R€(Fn(2))7lm(F1(2))7"' 7Im(Fn(2)))

onde z = ('Ila"' sy Ly Y1, - ,yn)a T +Zyl = Zi, Vi = 1, > 1.
Com esta notagao temos a seguinte consequéncia do teorema acima provada em [21]:

Corolario 16 (Maquera e Venato-Santos [21|). Dada F : C" — C" wma aplicagdo polinomial com
det JF(z) =1 e Fg : R*™ — R*" associada a F. Entdo as folhas de Fi,..i,, , sio homeomorfas a
planos para toda (i1, ,i2n—1), (2n — 2) — combinagao de {1,--- ,2n} se, e somente se, F' € bijetora.

Demonstragao. Suponha para toda (i1, - ,i2,—1), (2n —2) — combinacao de {1,--- ,2n}, as folhas de
Fiyvig,_» S80 homeomorfas a planos. Em [15] e [16], Jelonek mostrou que o conjunto Sr, de pontos
nao proprios de F, é vazio ou tem codim S = 1. Em qualquer destes casos, segue que para a aplicagao
associada Fr temos codim Sg, > 2. Portanto, do Teorema 15, F' é bijetora.

Por outro lado, se F & bijetora, em particular, Fg é um homeomorfismo de R?” em R?". Dada uma
(2n — 2) — combinacao (i1, -+ ,i9,—1) de {1, -+ ,2n}, seja {a,b} = {1,...,n}\ {i1,...,in—2}. Agora
note que as folhas de F;,. ; _, sdo dadas por F~'(L) onde

L= {Cha cee ,CaflyR,CaJrla cee 7Cb—17R7 Cht1y--- 7cin_2}7
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e Ciy,...,Ci,_, SA0 constantes reais. Sendo L homeomorfa a um plano e F~! um homeomorfismo,

segue que as folhas de F;, ; , sao homeomorfas a planos. O

Nosso objetivo é estudar a viabilidade de aplicar este Corolario a fim de apresentar uma demonstra-
céo alternativa para a bijetividade das aplicacdes F': C* — C* da forma I + H obtidas na classificacio
de Hubbers, as quais apresentaremos na préxima secao. Para isto, tomaremos cada aplicacao asso-
ciada Fg : R® — R® e temos que mostrar que as folhas das 28 folheacoes F;,. ;, sao homeomorfas a
planos. Como jé foi observado acima, Hubbers conclui a bijetividade das aplicagoes obtidas em sua
classificagao aplicando a caracterizacao via bases de Grobner dada pelo Teorema 7. Portanto, pelo
Corolario 16, temos a comodidade de saber de antemao que tais folhas sdo homeomorfas a planos,
sendo assim o nosso objetivo é descrever uma maneira de confirmar este fato topoléogico.



3 Classificacdao de Hubbers

Como foi mencionado na Introdugao, Bass, Conell e Wright garantem em [1] que é suficiente atacar
a Conjectura Jacobiana nos casos de aplicagdes polinomiais do tipo I + H : K" — K" com jacobiano
constante, onde H sao as aplicacoes polinomiais homogéneas de grau 3. A seguir, apresentamos a
classificacao das aplicagoes I + H : K" — K" para n = 4 feita por Hubbers em [13].

Nesse intuito, comecaremos definindo a forma mais geral de uma funcao do tipo I+ H discriminando
os termos da parte homogénea em ordem lexicografica.

Definigao 2. A forma mais geral de uma func¢do polinomial da forma F =1+ H, onde H € cubica
homogénea, em dimensio quatro, (F : K* — K*) é:

T Hl(X)
T2 HQ(X)
FX)=I+HX)= +
) =1+0E) = | 2|+ 52
Ty H4(X)
onde, para cada u, com 1 <u < 4, H, € da forma:
Hy(X) = auxd +bya?xy + cuaias + dyziay + 1223 + fu1ToTy + gur12374 +

2 - 2 . 2 3 2 2 2
hyz125 + 1y 2125 + JuT1T] + ko5 + L2523 + myx5T4 + nyxox3 +

2 3 2 2 3
0uT2T3T4 + PuZ2Ty + quT3 + TyT3%4 + Sy 23Ty + Ly
e K € um corpo com caracteristica zero.

Como uma consequéncia do Lema 6.2.11 de [7], temos que F satisfazer a hipotese da conjectura
Jacobina é equivalente & matriz Jacobiana JH da parte homogénea de F' ser nilpotente, j& que F' é
ctibica homogénea.

Entao Hubbers supds que F' satisfizesse a hipotese da conjectura Jacobiana e portanto que JH é
nilpotente. Com isso ele fez uma analise para as possibilidades do posto de JH que pode ser zero,
um, dois ou trés, de acordo com a forma de Jordan. Assim, obteve sistemas de equagbes para cada
caso onde os coeficientes da parte homogénea sao as incognitas.

Resolvendo esses sistemas, Hubbers obteve os coeficientes da parte homogénea e pode entao classifi-
car a forma geral das fungoes polinomiais de dimensao quatro que satisfazem a hipotese da Conjectura
Jacobiana. Aqui vamos nos limitar a enunciar a classificagao final.

Teorema 17 (Classificagao). Seja FF = X + H : K* — K* uma funcdo polinomial cibica homogénea
em dimensao 4 tal que det(JH) = 1. Entdo existe T € GL4(K) tal que T FT ¢ de uma das formas
a Sequir:

1) T3 ’
3 2 2 2
Tq — 427 — bgx]xTe — c4x1x3 — €415 — f1x1T203
2 3 2 2 3
— hyz125 — kaxy — lyx5x3 — naTox3 — quT3

X
To — lx?’ - h2x1$2 - qu?’

2) 3 1 3 3 ,
T3

2 2 3
T4 — 723 — haT123 — Q43
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T

3)

T3

T4

T
Z2

4)

T3
T4
L1

T2

5) 3

T4

T

T2
6) 3

T4

z1

)
7) 3
T4

il
L2
3

8)

T4

2 2 1
16(]401 _ 7“4 1‘11‘% — 57“41‘1.%’3.%’4
Tox3 — 3
lx?’ — clx%m + 3cix129 1862
To— 371 h 2
3 2 7“4(14x§ _ " 22xy
Ty T T 166,
4 3 37° 22z
2 _ quad — 2r, 2
2 " r1r3 — 3c1x173%4 + 9123 — quTy 1
a2
—_ .%'11'3 + 401

[e— _xl ;
3
2 fax
— Rh349
— T1T2 — €3T1T9

3
2
— eqT1x5 — kaxh

3
2
2 4 ilezxd — toxd
13237y
Ls T4 — jox123 + S3w073 + i3 2
B gxl + 132122 | 2 S_sxgxi |
' — J3T12T] — =
: 2ﬁ9€1962364 —13X123%T4 — J3 2
— T1T2 — —
13

3
2
— S$3x3Ty — t3xy

3
- lﬂ?? — Jow1xy — tawy o — bk — macles
€ 90190% — §3T1T2T4 — J3T1Ty
T 50 3
— p3xaxy — 3Ty

)
— -z
2 2
— e3z 125 — k3 2 _ o — g
e 2 f T1X2X3 — h41‘11‘3
- 1‘%.%’3 — €471y 3— 4

- 714.%'21'% — 4T3

2 2 3 2 2,2
— xxl— €3r1x5 + g Toxs — k3xy + muxrsxs + giroT4
T2 3 2 2 2 2

3
e X4 — /{?4.%'2
1 23— 2y s — 94122
— T1T3 — €4T1T9 Py

i 2
my o "
- —241'2.%'3 — MyTyT4
9z
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4 Analise das folheacoes

4.1 Resultados prévios

Nesta secao, iremos estudar a viabilidade de se aplicar o Corolario 16 para obter a bijetividade
das aplicacoes da classificacgdo de Hubbers, descritas no Teorema 17. Vamos comegar com alguns
resultados que serao usados para este fim.

Lema 18. Se F : R" — R é uma fung¢dao continua entio seu grdfico gr(F) é homeomorfo a R", ou
n

seja, gr(F) = R™.

4

Demonstracao. Seja © = (x1,---,z,) € R"™ O grafico da F' é o conjunto de todos os “pares”
coordenados da forma (x, F(z)) € R"™™. E claro que (z,F(z)) pode ser escrito também como
(1, ,zpn, fr(x), -+, fm(z)), onde as f;, i =1,--- ,m sdo as fungdes coordenadas de F'.

Assim, o homeomorfismo em questao é dado por h: R" — gr(F) que leva cada ponto z de R" em
(z, F(x)). Mostremos que h ¢ de fato um homeomorfismo.

Seja j =1,--- ,n+ m e hj as fungdes coordenadas de h. As n primeiras sao projegoes e por isso
continuas; as m ultimas sao as fungoes coordenadas da F e portanto continuas. Logo, h é continua.

Temos que h™1 : gr(F) — R", é a funcdo que leva (z, F(z)) em x. Tal funcio é continua pois é a
restricao da projecdo w1 : R — R" ao grafico de F. O

Lema 19. Se f : A - X e g: B — Y sdao homeomorfismos entio (f, g) : Ax B — X XY € um
homeomorfismo. Em particular, se A é homeomorfo a X e B é homeomorfo a'Y entdo o produto
cartesiano A x B é homeomorfo a X x Y.

Demonstragao. Vamos denotar h = (f,g9) : Ax B — X x Y. Temos h continua pois suas fungoes
coordenadas sio continuas por hipotese. E facil ver que h é bijetora e portanto possui inversa h™! que
¢ dada por h™! = (f -1 g_l). Como f e g sdo homeomorfismos entéo as funcdes coordenadas de h™*
sdo continuas, logo k™! é continua. U

Como ja mencionado, a ideia é usar o Corolario 16 considerando as aplicagoes de Hubbers de
C* em C* e estudar as folheacoes bidimensionais induzidas pela aplicacdo associada Fr de R® em
R® sob a luz dos lemas acima. De fato, por este corolario basta mostrar que cada folha de tais
folheacoes é homeomorfa a um plano. Antes de comecgar este procedimento, iremos realizar o estudo
das folheacdes de uma aplicacio de Hubbers tomada de R* em R*. Veremos que neste caso nio ¢ tio
complicado estudar as folheagoes, porém tal processo nao seria suficiente para concluir a bijetividade
destas aplicagoes.

Um caso em dimens3o 4

Abordaremos um caso mais simples que consiste no estudo das folheagoes de dimensao dois asso-
ciadas a aplicacao 1) do Teorema 17 pensada como aplicacao de R* em R*, em seguida seré observado
porque esta anéalise é insuficiente para concluir a bijetividade da aplicagao.

Seja F = (Fy, Fy, F3, Fy) : R* = R* dada por:

P =
F, =
F3 = 3
F _ _ 3 b 2 . 2 _ 2
4 = X4 a4q 4 T1T2 C4T1T3 €4T1T9 f4m1m2x3

2 3 2 2 3
— hyzi25 — kazy — lyx503 — NaT2x3 — quTy.

17
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Entao, as folheagoes que temos que estudar sao Fia, Fi3, Fi4, Fo3, Fou € F34. E facil ver que as
folheagoes Fio, Fi3, Fa3 sao todas por planos, tais folheagoes sao representadas respectivamente por:

{(Dl,D2,5E3,IE4); (,173,274) € R2}a {(D1,$2,D3,$4); ('I2ax4) S R2} € {(fEl,DQ,D3,IE4); (xl,le) S R2}

Assim resta analisarmos as demais folheacoes. Para Fi4, temos:

r1 = D1
By =Dy 3 2 2 2
S Ty — aqx] — bgxixe — cqxiT3 — eqx1x5 — far122%3 -
Fy=D,

2 3 2 2 3
— hqwi23 — kawy — l425203 — nazox3 — quay = Dy

Isolando x4 e substituindo x; = D1, segue:

ry = g(w2,73)
= a4D? 4+ byDixy + cyDixs + esDya3 + fiDizoxs
+ h4D1.%'§ + /{?41'% + l4.%'%.%’3 + 7”L4.%'21‘§ + (M.%'% + Dy.

Desde que x4 = x4(x2,x3) é uma funcdo nas variaveis zo e x3, podemos expressar as folhas da
folheagao Fi4 por {(D1,z2,x3, x4(x2,23)); (x2,23) € IR{Q}. Ou seja, as folhas de Fi4 sdo homeomorfas
ao grafico da funcdo continua z4: R> — R e portanto, pelo Lema 18, segue que as folhas de Fiy
sdo homeomorfas a R%. O caso das folheacoes Faoy € Fiq sdo analogos ao que foi feito, e assim tais
folheacoes sao por planos.

Observacio 1. E interessante salientar que tal andlise nao seria suficiente para concluir a bijetividade
de F, via Teorema 15, pois faltaria verificar a hipdtese sobre o conjunto de pontos nao proprios:
codim(SF) > 2.

4.2 Folheacdes em R®

A observagdo acima mostra a necessidade de se considerar o Corolario 16 para estudar a bijetividade
das aplicacdes de Hubbers, ou seja, a imposicao de se tomar F de C* em C* e fazer a analise, deveras
mais complicada, das 28 folheacoes bidimensionais induzidas pela Fi: R® — R® associada.

Para isso, vamos dividir as aplica¢ées da classificacdo de Hubbers em dois grupos:

1. Aplicagoes onde a variavel da parte identidade nao aparece na parte homogénea, sao elas: 1),

2), 4), 6) e 7);

2. Aplicagoes onde a varidvel da parte identidade também aparece na parte homogénea, sdo as
restantes: 3), 5) e 8).

Um exemplo do grupo 2 é a segunda fungao coordenada da aplicac¢ao 5), onde a variavel xo aparece
na parte homogénea:

1
3, . 2 2 2, 3.9 3
Xo —=I] +i3T1X2X4 — Jox1X] — Jox1X] + S3XoTy + i5r3x] — toxy . (4.1)
~~ 3
I ~\~

H

Observagao 2. Inspecionando a func¢do coordenada acima motamos que xo € linear em todas suas
ocorréncias na parte homogénea. Estendendo a inspe¢io para as aplicagoes 3), 5) e 8) é possivel
concluir que a situagdo no caso especifico (4.1) nao € particular, ou seja, em todos os casos de tais
aplicagoes, o termo da parte identidade que aparece na parte homogénea € linear. Este fato facilita o
processo de isolar a varidvel em questao.
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Essa divisao é importante pois nas aplicagbes do primeiro grupo nao é dificil perceber que basta
isolar a varidvel da parte identidade e a expressao buscada vem de forma natural. No exemplo em
dimensao 4 acima, vimos o que estamos buscando de modo geral quando falamos em encontrar uma
expressao para uma variavel. A seguir veremos por meio de exemplos casos de dimensdo 8 para
observar o que acontece nas aplicacoes do grupo 1 e do grupo 2.

4.2.1 Aplicagdes 1), 2), 4), 6) e 7)

Vamos estudar a mesma aplicagdo 1) abordada acima mas para F' vista como uma aplicacao
complexa, ou seja, F' = (Fy, Fy, F3, Fy) : C* — C*. Porém agora, faremos a analise das folheacoes
para a aplicacio real associada Fi : R® — R® recaindo assim nas hipoteses do Corolario 16. Temos
que a aplicacao F' neste caso é dada por:

o= =z,
F = 2z,
F3 = =z,
F _ 3 b 2 2 2
4 = 24— Q421 — 042129 — C4Z1 23 — €42129 — f421222’3

2 3 2 2 3
— hyz123 — kazy — lyz523 — Nu2za23 — qa23.

Seja z; = x; +iy; para i = 1,--- , 4. Separando parte real e imaginaria das F;’s, obtemos que a
FRr associada é dada por:

F = 1,

Fy, = 9,

F3 = s,

Fy = z4—as(a} — 3w1y) — ba(za(a? — 4F) — 2219192) — calas(z] — yi) — 22191y3)
—eq(21(23 — ¥3) — 2z01192) — fa(@1(zax3 — yoys) — y1(T2ys + T392))

—hy(z1(23 — ¥3) — 223y1y3) — ka(@3 — 322y3) — la(z3(23 — y3) — 27210y3)
—ny(w2 (23 — y5) — 23y2y3) — qa(x§ — 3x393),

F5 =,

Fs = o,

Fr = ys,

Fy = ya—as(Bziyr — i) — ba((af — y7)ya + 2:12941) — cal(2] — yi)ys + 2x12391)
—ea(y1 (x5 — y3) + 20122y2) — falyr(waws — yoys) + x1(22y3 + w3y2))
—ha(y1 (23 — 13) + 2z123y3) — ka(325y2 — y3) — la((25 — ¥3)ys + 2zaw3y2)
—na(y2(23 — y3) + 22223y3) — qu(373ys — v3).

Para Fgr temos 28 folheacdes para estudar. E facil ver que a folheacdo Fiasser € por planos pois
ficaremos com apenas x4 e y4 livres e todas as outras variaveis ficariam constantes. Analisemos uma
das folheagoes que tém Fy ou Fg (mas nao Fy e Fg simultaneamente) em sua combinagao pois as outras
seguirao de modo analogo. Uma folheacao desse tipo é Fia3456, que nos da o seguinte sistema:



Fy =D
Fy = Dy
F3=Ds
Fy= Dy
F5=Ds
Fs = Ds
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D1 =T
Dy = 29
D3 = x3
_ 3 2 2 9 9 9
Dy = x4 — ag(z] — 3z1y7) — ba(z2(a] — y7) — 2219192) — ca(z3(x] — y7)
& — 2219193) — ea(w1 (23 — ¥3) — 2x2y1y2) — fa(z1 (2223 — yoys) — vi(v2ys

+ a3y2)) — haa1 (23 — y3) — 2w3y1y3) — ka(ah — 3w2y3) — la(ws(a3 — v3)
— 2a9yays) — na(w2 (w3 — Y3) — 2w3yays) — qa(wi — 3w3y3)

Ds =y

[ Ds = 42

Perceba que F; depende de todas as variaveis com excecao de y4 e, nessa folheagdo em particular,
temos x1, T2, T3, Y1 € yo constantes, ficando entao y3 e y4 livres. Portanto podemos reescrever
Fy = D4 de modo que:

z4(ys) = 9(y3)

+ a4(D? — 3Dy D2) + by(Do(D? — D2) — 2D, D5Dg) + c4(D3(D? — D2) — 2D Dsys3)
+ ea(D1 (D3 — D§) — 2D3D5Dg) + f4(D1(D2Ds — Deys) — Ds(Days + D3 D))

+ hy(D1(D3 — y2) — 2D3Dsys) + ka(D3 — 3Dy DE) + 14(D3(D3 — D2) — 2D3Dgys3)

(
+ n4(Do(D3 — y3) — 2D3Dgys) + qu(D3 — 3D3y3) + Da.

Portanto, tais folhas sao descritas por:

{(D1, D2, D3, 24(y3), Ds, Dg, y3, ya) € R% (ys,ys) € R?} = gr(g) x R,

e aplicando-se os lemas 18 e 19, concluimos que estas folhas sdo homeomorfas a R?. Como queriamos

mostrar.

Perceba que temos 8 varidveis de modo geral: x1, xo, 3, T4, Y1, Y2, Y3 € y4. Porém estamos
escolhendo folheacGes que tém Fy ou Fy, entdo, das 6 fungdes coordenadas que tomamos na combina-
¢ao, 5 delas sdo projegoes, assim ficamos com apenas 3 variaveis: x4 (ou y4) e outras duas. Desde que
x4 (ou y4) nao aparecem na parte homogénea, sempre conseguimos isolé-las em fun¢ao de uma das
duas variaveis ou de ambas. De toda forma, os lemas 18 e 19 garantem o homeomorfismo das folhas

com R2.

No caso de folheacGes onde temos Fy e Fg simultaneamente, tais como Fia3478, um estudo anélogo
ao feito acima nos mostra que:

T4 =

Yo =

ay(D} — 3D1y7) + ba(D2(DF — y7) — 2D1y1y2) + ca(Ds (D7 — i) — 2D1 Dsyr)

+ eq(D1 (D3 — y3) — 2Day1y2) + f4(D1(D2D3 — Dsya) — y1(Dayz + D2 Ds))

+ ha(D1(D3 — D3) — 2D3Dsy1) + ka(D3 — 3Day3) + 1a(D3(D3 — y3) — 2D2 Dsys)
+ ny(Do(D3 — D2) — 2D3Dsys) + q4(Ds — 3D3D?) + Dy,

as(3D3y1 — y3) + ba((D? — y3)yo + 2D1 Doyy) + ca(Ds(D? — y3) + 2D1 D3yy)

+ es(y1(D3 — y3) + 2D1Days) + fa(y1(D2D3 — Dsys) + Di(Dsys + Do Ds))

+ ha((D3 — D)y +2D1D3Ds) + ka(3D3y2 — y3) + 1a(Ds(D3 — y3) + 2D2Dsys)
+ ny((D3 — D3)ys + 2D2D3Ds) + q4(3D3 D5 — D3) + Dg.
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Ou seja, x4 € Y4 s80 escritas em funcgao de y; e ys. Logo, as folhas dessa folheacdo s@o expressas
por {(Dy, Dy, D3, x4(y1,y2),y1,y2, Ds, ya(y1,2)) € R®; (y1,52) € R?} e, novamente, o Lema 18 nos
garante que as folhas sdo homeomorfas a planos. Analogamente, mostra-se que todas as folheagoes
bidimensionais associadas a Fy e Fg, simultaneamente, sao por planos.

O grande facilitador no caso das aplicagbes do grupo 1 é que a variavel da identidade nao aparece
na parte homogénea e assim podemos escrever x; = D; — H;, onde H; é a parte homogénea da fungao
coordenada F; e nao depende de z; (idem para y; = D; — H;). Restando somente verificar quais
variaveis aparecem na parte homogénea para aplicar os lemas 18 e 19 conforme necessario.

4.2.2 Aplicacdes 3), 5) e 8)

Nessas aplicacoes nao contamos com facilidade em isolar as variaveis da identidade como tinhamos
nas aplicagbes do grupo 1. A seguir, apresentamos uma tentativa de andlise das folheagbes associadas
a aplicacao 5).

Conforme a Observacao 2, sabemos que as variaveis da identidade, que aparecem na parte homo-
génea, sao sempre lineares. Como também ja foi mostrado na Secao 4.1 e na Observagao 1, devemos
analisar as folheagbes das aplicagoes dentro das condigoes do Corolario 16. Entao primeiramente
queremos saber quem sao as variaveis lineares na Fgr associada, que no caso da aplicagao 5) é dada
por:

=z,

Fy = a9 —to(x] — 3z4y3) + 45(x3(2F — vi) — 224y3y4) + s3(za(2] — y3) — 224y2y4) — jol(z1 (2] — y3)
—2x4y1y1) + i3(21 (2224 — yoya) — Y1 (w2ys + zay2)) — (2 — 32197)/3,

F3 = w3 —ts(x] — 3a4y3) — s3(ws(af — u3) — 22aysys) — (s3(w2(a] — v3) — 224y2v4)) /i3 — js (w1 (2]

—y3) — 2x49194) — i3(21 (2324 — Y3y4) — y1 (w394 + 24y3)) — (283(x1 (2224 — Yy2ya) — y1(T2ys
+x4y2))) /i3 + 2219192 — x2(2] — U7),

Fy = a4,
Fs =y,
B 9 3\ 2 2 9 9 9 - 2 9
Fo = yo—ta(3xiys —yy) +i3(y3(xl — yi) + 2x324y4) + s3(y2(xf — i) + 2x0w4y4) — Jo(yi(x] — yi)
+22124y4) + i3(y1 (224 — Yoys) + T1(@2ys + 2ay0)) — (323y1 — 33) /3,
Fr = ys—t3(3adys — vi) — ss(ys(z] — y3) + 2x37aya) — (85(v2(2] — yi) + 2222434)) /35 — j3(y1 (2]

—y31) + 22124y4) — i3(y1 (2374 — Y3ya) + 21(23ys + T4Y3)) — (253(y1 (w274 — Yoys) + 21 (v2y4
+14y2))) /i3 — (5'3% - y%)yg — 2z179Y1,
Fg = yu.

Vemos que Fy, Fy, F5 e Fg sao projegoes; Fo, F3, Fg e Fr sdo fungdes com a parte homogénea
nao nula onde as variaveis xo, 3, Y2 € y3 aparecem de maneira linear, e as demais, x1, 4, Y1 € Y4
estdo presentes de forma nao linear.

Vamos dividir as folheagoes da aplicacao 5) em trés sub-casos:

5.1) Somente variaveis lineares: para isso, escolheremos Fj, Fy, F5 e Fg simultaneamente;
5.2) Duas variaveis nao lineares: escolheremos 2 fungoes dentre Fy, Fy, F5 e Fy;
5.3) Apenas uma variavel nao linear: escolheremos 3 fungoes dentre Fy, Fy, F5 e Fg.

Perceba que nao é possivel ter mais que duas varidveis nao lineares visto que isso caracteriza retirar
3 fungoes e ficarfamos com apenas 5 para escolher 6 na combinagao, impossivel. No primeiro e no
segundo caso temos 6 folheagoes cada e 16 no terceiro, totalizando as 28 folheagbes dessa aplicacao.
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Exemplo caso 5.1)

Tomemos a folheagao Fiszqss que é um exemplo de folheagao do primeiro caso, entao temos o
sistema:

=Dy, Fy=Dy F3=Ds3
Fy=Dy, Fy=Ds, Fy=Dg

Isto significa que as variaveis z1, x4, Y1 € Y4 s@0 constantes nas fungoes Fy e F3 (que tém parte
homogénea nao nula) portanto substituindo essas variaveis por suas respectivas constantes, o sistema
acima se reescreve COmo:

i2((D3 — D3)xs — 2D4Dgys) + i3(D1(Dyxs — Dey2) — Ds(Days + Dex2)) + s3((D3 — DE)ao
—2D4Dgys) + 13 — (D3 — 3D4DE)ty — (D1 (D3 — DE) — 2D4D5Dg)jo + (3D1 D2 — D3)/3 = Dy

—i3(D1(Dyxs — Dgys) — Ds(Days + Dgx3)) — s3((D? — D2)as — 2Dy Dgys) — (2s3(D1 (Dyzy  {4-2)

—Dgy2) — D5(Dyyz + Dex2)))/is — (s3((Df — D§)az — 2D4Dgys)) /i3 + 2D1 D5y + 3 — (D}
—D3)xy — (D} — 3D4Dg)ts — (D1(Di — D§) — 2D4D5Dg)j3 = Ds

Visto que as varidveis nao lineares sao todas constantes nessa folheagao entao esse é um sistema
linear nas variaveis xa, x3, y2 € y3. Como temos as quatro variaveis nas duas equagoes do sistema,
vamos escolher duas delas para reescrever em funcao das outras duas variaveis independentes. Por
exemplo, escrever zo e x3 em fungdo de y» e y3, no intuito de aplicar o Lema 18 para concluir que as
folhas sio homeomorfas a R2.

A solugao zo = g1(y2,y3) e T3 = g2(y2,y3) citada é dada por:

. M;(y2,y3) (4.3)
(3D?DZ — 6D1D4D5Dg + 3D3D2)i3 — 3’
M.
vy 2(y2, ¥3) (4.4)

((3D}D} — 6D1D4yD5Dg + 3D3D2)i3 — 3)i3

onde M;, com i = 1,2, sdo os numeradores de cada expressao que omitiremos por serem bastante
extensos e no momento queremos focar nos denominadores. Note que podemos aplicar o Lema 18
para concluir que as folhas sdo homeomorfas a R? sempre que os denominadores destas expressoes
sdo nao nulos. Mas fica a questao do que fazer quando tais denominadores se anulam, por exemplo,
o que ocorre com as folhas associadas a Dy = 0, Dy = D5 = i3 = 17 Uma resposta 6bvia é que as
representagoes dadas por (4.3) ndo poderiam ser usadas para concluir que as folhas sdo homeomorfas
a planos.

Uma alternativa é tomar outras variaveis livres. De fato, como (4.2) é um sistema linear com duas
equagoes e 4 incognitas (ze, =3, ya € y3), é possivel escolher arbitrariamente duas delas para servirem
de variaveis livres. Fizemos este estudo e obtivemos as outras 5 possibilidades:

i) x9 e g livres:

y o Nl(CCQ,,I,?,)
? (3D2DZ — 6D, D4 D5 Dg + 3D2D2)i2’
No(z2, 73)
Ys =

(3D2D2 — 6Dy D4D5Dg + 3D2D2)it”
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ii) zg e yy livres:

A Py (2,y2)
5 (3D1D3 — 3D4D5D2 + 3D, D2Dg — 3D3D5)i3 — 6D4Dgi2’
_ Py (w2,12)
Y3

(3D1D} — 3D4D5D?% + 3D1D3Dg — 3D} D5)i3 — 6Dy Dgi3”
iii) @9 e ys livres:
r3 = Ql(.%'g, yg)/(((?)Dng — 3D4D5D§ + 3D1D2D6 — 3D2D5)Z§ — 6D4D6i§)83
+(3D1D5DE + (3D3Dy — 3D4D2)Dg — 3D1 D3 D5)i3 + (—3D1 Dg — 3D4D5)i3),

Yo = QQ(Z’Q, yg)/(((?)Dng — 3D4D5D§ + 3D1D2D6 — 3D2D5)13 — 6D4D6)$3
+(3D1DsDE + (3D3Dy — 3D4D2)Dg — 3D1 D3 D5)i3 + (—3D1 Dg — 3Dy D5 )i3).

iv) x3 e yo livres:

o = R1 (.%'3, yg)/(((?)Dng — 3D4D5D§ + 3D1D2D6 — 3D2D5)i3 — 6D4D6)83
+(3D1DsDE + (3D3Dy — 3D4D2)Dg — 3D1 D3 D5)i3 + (—3D1 Dg — 3D4Ds)i3),

ys = Ro(z3,92)/((3D1D§ — 3D4DsD2 + 3D, D3Dg — 3D3D5)i3 — 6D4Dgi3)s3
+(3D1DsDE + (3D3Dy — 3D4D2)Dg — 3D1 D3 D5)is + (—3D1 Dg — 3D4D5)i3).

v) x3 e ys livres:

T9 = Sl($3, yg)/(((?‘)Dng - 3D4D5D§ + 3D1D2D6 - 3D2D5)23 - 6D4D6)S§
+((6D1DsD2 + (6D? Dy — 6D4D2)Dg — 6D D3D5)is 4 (—6D1 D — 6D4D5)i3)s3
+((3D1D? + 3D3)Dg — 3Dy D2 — 3D3DyDs)is — 6D Dsi3),

y2 = Sa(ws,y3)/((3D1D§ — 3D4D5Df + 3D1 D3 Dg — 3DiDs)is — 6D4Dg)s3
(6D D5 D2 + (6D3Dy — 6D4D2)Dg — 6Dy D3 D5)i% + (—6D1Dg — 6D4Ds)i3)s3
(3D1D? + 3D3})Dg — 3Dy D2 — 3D3DyDs)is — 6Dy D5i2).

£ X

_l’_

Note que em cada caso o denominador das duas expressoes coincidem ou um é o outro multiplicado
por i%, que é nao nulo por estar no denominador da terceira fungao coordenada da aplicacdo 5).
Elegendo um denominador em cada caso e igualando a zero, obtemos um sistema com seis equacoes
nas incognitas Dy, Dy, Ds, Dg, i3 e s3. Ao solicitar sua solucdo, obtivemos a seguinte resposta do
software Maxima:

“If algsys cannot find a solution, an empty list | | is returned”,

onde algsys é o comando do Maxima para resolucao de um sistema de equagoes em determinadas
variaveis.

Isto nos leva a concluir que independente das constantes D;’s e dos parametros i3 e s3 da aplicacao
5), poderemos encontrar uma representacao da respectiva folha da folheagao Fia3458 de tal forma que
o denominador nao se anule e portanto aplicar o Lema 18 para concluir que a mesma é homeomorfa
a um plano.

Tal estudo precisa ser realizado nas outras cinco folheagdes do caso 5.1). Porém, vamos analisar
exemplos dos casos 5.2) e 5.3).
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Exemplo caso 5.2)

Vejamos uma folheacao do segundo caso. Seja Fiossg7, temos que Fy = Dy, Fy = Dy ou seja, x1 e
x4 sao constantes nessa folheacdo. E o sistema resultante se reduz a

F5(Dy, x2, 23, Da,y1,y2,y3,Ya) = Do
F3(D1, 22,23, D4, Y1, Y2, Y3, Y4) = D3
Fs(D1, 72,23, D4, y1, 92,93, y4) = Ds
Fr(Dy, 2,23, Dy, y1, Y2, Y3, Y1) = De

Aqui cabe um pequeno abuso de notagao, escrevemos F;(Dy, 2,23, Dy, y1,Y2,Y3,y4) = D; onde
queremos denotar que as variaveis x1 e x4 foram substituidas pelas suas respectivas constantes.

Temos um sistema com 4 equacoes, 6 variaveis sendo duas delas nao lineares, a saber y; e yq,
entao vamos escolher tais variaveis como as varidveis independentes das folhas dessa folheagao o que
deixa x9, 3, Yo e y3 como varidveis dependentes cuja presenca é linear no sistema. Resolvendo
teremos expressoes x2(y1,Y4), T3(y1,y4), y2(y1,y4) € y3(y1,y4). E assim garantimos que as folhas das
folheagoes do segundo caso também sao homeomorfas a planos. A solug@o nesse caso é dada por:

xy = —((i3(15Dyt3 + 3D1j3) + (15D4s53 + 3Dyi3)ts + 3D1j2s3)yi + ((3D153 4+ 9Dyizj0)y?

+(12Dyisty + 12Dyjas3 + 12Dy4i3j3 + 6 Dyisga)y1ys + i3(—30D3ts — 18D D3js — 3D3)

+(—=30D3s3 — 18Dy Di3 + 9Dy)to + (—18D1 D3jy — 3Dy — D3)s3 + (3D — 9D} Dyi3)j2)y3
+((2Dygs3 + 4Dyiz)ys + (—12D3igty + (—12D3ja — 6D?Dy)s3 — 12D3i3j3 + (—3Dy

—4D3)i3)yy + (6Dy4 — 18Dy D3i3)jy — 6Dy Dss3 — 6 D4 Dgis — 3Dy Dsiz)ys + Dyizy;

—6D?Dyis + 3D1)y? — 3D4Dsisyy + i3(3D3t3 + 3Dy Dijs 4+ 3D3D3) + (3D3s3

+3D1 Djiz — 3D3)ty + (3D Djjo + (3D 4+ D3)D3?)s3 + (3D D3is — 3D1D3)js

+(=3D1 D3s3 — 3D3i3ja + (3D1 Dy + DY) Dyiz — 3Dy — D3)/3,

x5 = ((i3s3(15Dyt3 + 3D1j3) + 3Dyists + (15D45% + 6D1izs3)te + 3D1jas3 )y 4+ 12D4j253

+(i3(12Dyt3 + 6Dy j3) + (24Dyizss + 6Dyi3)ts + (12D4i3j3 4+ 12D1i352)s3) Y193
+((9D4i3ty + 3Dy 53 + 9Dy js + 9D1i3j2)y; + s3(i3(—30Djts — 18Dy Dijs — 3Ds)
—18D3Dyizjo) +i3(—18Dy Dits — 9D?Dyj3) + i3(—9Dytz — 3D1j3) + 18Dyigjass

+(—30D3s5 — 36Dy D3izs3 — 9D?Dyi2)ty + (—18D1 D3js — 3Dy — D3)s3 — 3D3i249)y3

+((2D45% 4 8Dyizs3 + 6Dygidjo)ys + (i3(—12Djts — 18Dy Dijz — 3D3)

+(—24D3igs3 — 18Dy D3i3)ty 4+ (—12D3jy — 6D Dy)s2 + (—12D3i2j3 — 36D1 Disjo

+(—6Dy — 8D3)i3)s3 — 6Dy4i3j3 — 18D Dyi2jo)y1 — 6Dy Dss3 + (—6D4Dgi3 — 6D Dsi3)ss
—3D1 Dgi3)ys + (2Dyizss + 5D1i2)y; + (—=3D3i2ty — 3D1 D252 + (—6D3isjo
—12D3?Dyi3)s3 — 3D3i3j3 — 9D D3i2js + (—3Dy — 10D3)i2)y? + (—6D4Dsizs3
—3DyDgi — 6D1D5i2)y1 + s3(i3(3D3ts + 3Dy D}js + 3D3D3) + 6D Disjy
+(6D1 Dy + 2D7})Dyis) + i3(3D1 Djts + 3D3 D3 j3 + 3D1 D3 Dy) + i3(3Dits
+3D1D3j3 4+ 3D3 + 3D?Dy + DY) + (3D3s3 + 6D, Djigss + 3D D3i3 )ty

+(3D1D}js + (3Dy + D3)D3)s3 + 3D3 D3i2j2) /313,
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—((3i2t3 4 3s3to)y] + (3ista + 3jass + 3i2j3)y1yi + (3izjoy? + i2(—30D3t3 — 12Dy Dyjs3)
+(=30D3s3 — 12D Dyiz + 3)ty — 12D1 Dyjoss — 3D¥isjo)ys + (s3y5 4+ (—18D3isty +
(—18D3j> — 3D7)s3 — 18D3i3js + (3 — 18 D1 Dyis)jo)yr — 3Dss3 — 3Dgi3)y3 + (isy!
+(—=6D1Dys3 — 9D3izjo — 6D%i3)y? — 3Dsiszyy + i3(15D4ts + 12Dy D3js + 6 D3 Dy)
+(15D%s3 4+ 12Dy D3iz — 9D3)ty + (12D D3jo + (6Dy 4 2D3)Dy)s3 + 3D3 Dss3
+(3D1Dy + D1)ig)ys + (—Djss — 4Dy Dyis + 1)y} + (3Djists + (3D} j2 + 3D D})ss
+(9D} Diz — 6D1Dy)ja + 3D{i3j3 + (6D1 Diiz — 3D3)ja + (3Dy + 4DY) Dyiz — 3D7)y
+3D3Dgi3 + 3D, Dy Dsis — 3Ds) /3,

((3i3s3t3 + 3s3ta)y; + (3its + Gizssta + 3jas3 + 3i5j353)y1y] + ((3i5ta + 6izjass
+3i353)ys + s3(i3(—30D3t3 — 12Dy Dyj3) — 6D%isjs) + i3(—12D1 Dyt3 — 3D3?j3) — 3ist3
+(—30D7s3 — 24D Dyigsy — 3D7i3)ts — 12D1 Dajas3 )y} + ((s3 + 3i352)y?
+(i3(—18D2t5 — 18D, Dyjs) + (—36D%i3s5 — 18D, Dyid)ts + (—18D2%js — 3D2)s>
+(—18Dji3js — 36Dy Dyisjjz)s3 — 3i3js — 9D7i3j2)yr — 3Dss3 — 3Dgi3s3)y]

+(2i383y] + (=9D3i3ty — 6D Dys3 + (—18D%isjy — 12D%i3)s3 — 9D¥i3 j3

—18D1 D4i2j2)y? + (—6Dsisss — 3Dgil)y1 + s3(i3(15D4ts + 12D1 D3js + 6D3Dy)
+18D2D%isjs + (6D1 Dy + 2D1)iz) + i3(12Dy Dits + 9D? D3js 4+ 3Dy D3) + i2(9D3t3
+6D1Dyj3) 4 (15D} s + 24Dy D3isss + 9D3D3i2)ty 4+ (12D, D3js + (6Dy + 2D3)Dy)s3
+6D3 Dyisjo)ys + i3y} + (—Dis3 — 8Dy Dyigss — 3Djisj — 10DJi3)y} — 3Dsi3y;
+(i3(3D%ts + 6D1 D3js + 3D3Dy) + (6Dtigss + 6Dy D3id)ty + (3D1jy + 3DID3)s3
+(3Dji%j3 + 12Dy D}izja + (6 Dy + 8D3) Dyig)s3 +i3(3D3j3 + 6Dy Dy + 5D7)
+9D3?D3i342)y1 + 3D3Dss2 4 (3D3 Dgis + 6Dy Dy Dsiz)ss + 3Dy Dy Dgiy

+(3Ds + 3D3D5)i3)/(3i3).

Neste caso, nao ha problemas de denominador nulo e portanto a representacao acima nos permite

concluir, pelo Lema 18, que cada folha da folheagao Fi23467 ¢ homeomorfa a um plano.

Apesar de nao apresentarmos aqui os resultados, as 5 outras folheagoes deste caso foram analisadas

e observamos que o mesmo padrao ocorre em todos estes sub-casos. Portanto o Lema 18 se aplica
para cada folha destas folheagoes para concluir que sdo todas homeomorfas a planos.

Exemplo caso 5.3)

Para as folheagoes do caso 3, com apenas uma variavel nao linear, faremos o mesmo procedimento.

Tomemos como exemplo a folheagao Fi23456, temos:

Fy=21=D
F4:IE4:D4.
Fs =y = Ds

Entao o sistema se reduz a:

F5(D1, 22,23, D4, D5, y2,y3,Yys) = Do
F3(D1, 29,23, D4, D5, y2,y3,y1) = Ds.
Fs(D1, 2,23, Dy, Ds, y2,y3,y4) = Dg
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Para nao tornar o sistema nao linear vamos escolher y, como variédvel independente e escolheremos
mais uma dentre as variaveis lineares, digamos y3. Resolvendo o sistema acima para obter as expressoes

$2(y37 y4)7 x3(y37 y4) € yQ(y37 y4)7 teremos:

_ My (y3,y4)
3s3y; + 3D5i3y4 — 3D483 —3D1Dyig — 3
s — M>(ys, ya) (4.6)
3i3s3y3 + 3Dsi3ys — 3D%i%s3 — 3D Dyt — 3i3’ ’
M3 (ys,
Yo 3(Y3,Y4) (4.7)

- 333y§ + 3Ds5igys — 3D383 —3D1Dyig — 3’

Novamente teremos problemas para o caso de algum destes denominadores se anular. Analogamente
ao que foi feito no Exemplo do caso 5.1), mantendo sempre y4 como variavel livre obtemos os outros
trés casos de pares de variaveis livres:

1) xo e y4 livres:

- Ni(z2,y4) Yy = No(2,y4) _ N3(z2,y4)
6D4i3ys 6Dsys 6D4i3ys
i) x3 e yq livres:
vy = Pi(x3,ya4) Yy = Py (x3,y4)
(6D483 + 3D1i3)y4 + 3D4D5i3 ’ (6D483 + 3D1i3)y4 + 3D4D5i3 ’
- P3(x3,y4)
((6D483 + 3D1’i3)y4 + 3D4D5’L'3)’L§ '
iii) yo e ygq livres:
Q1(y2,v4) Q2(y2,y4)  Q3(y2,94)

T2 = S5 oo 3= o) Y3 = S5 95 oS00
2 2 2,2 2,27 2,2 2.2
3y; — 3D3 Jisyy — 3Dyi3 Jisyy — 3Djis3
Note que em cada caso o denominador das trés expressoes coincidem ou um é o produto de outro
por ig, que é nao nulo por estar no denominador da terceira fungao coordenada da aplicagdo 5).
Elegendo um denominador em cada caso e igualando a zero, obtemos um sistema com 4 equagoes nas
incognitas Dy, D4, Ds i3,s3 ¢ y4. Novamente o Maxima deu como resposta:

“If algsys cannot find a solution, an empty list | | is returned”.

Todavia, diferente do Exemplo do caso 5.1), aqui a variavel livre y4 esta sempre presente nos deno-
minadores e portanto seria necesséirio avancar nas interpretagoes. De fato, quando estamos analisando
uma folha especifica pensamos nos parametros Dy, Dy, Ds i3, s3 fixados e na variavel y4 variando a
vontade no conjunto R.

Analisemos uma destas situagoes: digamos que Dy # 0, entdo poderiamos tomar a situacao i)
acima em que s e y4 sao livres. Neste caso, teremos problema no espaco definido por y4 = 0, ou seja,
usando a representagao i) para y4 < 0 e y4 > 0 obtemos duas partes homeomorfas a planos de uma
mesma folha. Desde que, pelo comentario apos Corolario 16, sabemos de anteméao que estas folhas sao
homeomorfas a planos, acreditamos que estas duas componentes devem se colar através de uma curva
no espago y4 = 0 formando assim a folha correspondente que seria uma superficie homeomorfa a um
plano. Tal curva poderia ser, por exemplo, obtida aplicando-se y4 = 0 na representacao dada pelas
equagoes (4.5), (4.6) e (4.7), note que como D; = 0 teriamos o denominador igual a -3 e sendo y3 a
Gnica variavel livre, teremos definida realmente uma curva algébrica no espago y4 = 0. Pela resposta
do Maxima tal artificio sempre poderia ser realizado. Mas, até entdo, nao conseguimos um argumento
convincente de que as duas componentes realmente se colam nesta curva, formando assim uma tnica
superficie homeomorfa a um plano.



5 Conclusado

O objetivo central desta monografia era estudar a viabilidade de se obter uma prova alternativa
para a bijetividade das aplicagoes da classificacao de Hubbers, utilizando o argumento topologico
descrito no Corolério 16.

Conforme vimos na Segao 4, nas aplicagoes 1),2),4),6) e 7) da classificagdo de Hubbers, obti-
vemos os resultados esperados de forma direta devido a simplicidade dessas aplicacoes. Nas demais
aplicagoes, a analise ficou mais trabalhosa pois tivemos que separar em mais casos e analisar sistemas
de denominadores que podem se anular. Além disto, em alguns exemplos relacionados a aplicacao
5), mais especificamente nos casos 5.1) e 5.2), conseguimos mostrar que os denominadores em ques-
tdo nunca se anulam simultaneamente o que nos permitiu concluir que as folhas sdo homeomorfas a
planos. Contudo, no caso 5.3) nos deparamos com uma situagdo que ainda nao conseguimos anali-
sar. Acredita-se que se esta barreira fosse rompida, conseguiriamos analisar também as folheagoes da
aplicagdo 3), que tém comportamento anédlogo & aplicagdo 5). A partir dai passarfamos a analisar as
folheagoes de 8), onde pode aparecer fendmenos ainda mais complexos.

Este trabalho ilustrou que implementar o Corolario 16 no estudo da Conjectura Jacobiana (com-
plexa) nao constitui uma tarefa facil, pois mesmo num caso de dimensao “baixa’, a saber dimensao
4, em que as aplicagoes sao dadas explicitamente e ainda utilizando certo esforco computacional, até
o momento nao foi possivel analisar completamente as folheagoes das aplicacbes na classificagao de
Hubbers. De fato, de um total de 224 folheacGes, tivemos sucesso total nas 140 associadas as aplica-
goes 1), 2), 4), 6) e 7). Para a aplicagao 5 concluimos as 6 folheagoes do sub-caso 5.2) e acreditamos
ser possivel analisar as 6 do sub-caso 5.1). Restando as 16 do sub-caso 5.3). Admitindo que o caso
3) é analogo e conseguiriamos analisar mais 12 folheagoes, tudo indica que faltariam 224 — 164 = 60
folheacoes. Porém, o mais importante é que, se a andlise fosse aprofundada a ponto de romper a
barreira descrita no paragrafo anterior, teriamos dado um grande passo para conquistar a maioria das
60 restantes.
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