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Resumo

O presente trabalho traz a solucao analitica e computacional para as ban-
das de energia de um solido pela aproximacao Tight Binding. Apos uma breve
introducao com os principais conceitos de estado sélido, sao desenvolvidos os
calculos da relacao de dispersao para a folha de grafeno infinita. O pacote
PythTB em linguagem Python € utilizado para plotar e discutir as principais
caracteristicas das bandas de energia do grafeno. Em seguida, sao apresen-
tadas e discutidas as nanofitas de grafeno de borda zigzag e armchair, cujas
propriedades mais relevantes sao obtidas a partir do grafico das bandas de
energia. Por fim, € apresentada mais uma modificacao de uma superficie de

grafeno, uma nanofita com direcao arbitraria.

Palavras-chave: Tight Binding. Grafeno. Nanofitas.
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Abstract

The present work presents the analytical and computational solution to the
energy bands of a solid by the Tight Binding approximation. After a brief intro-
duction to the basic solid state concepts, the dispersion relation calculations
for the infinite graphene sheet are developed. The PythTB package is used to
plot and discuss the main characteristics of graphene energy bands. Next, the
zigzag and armchair edge graphene nanoribbons are presented and discussed,
and their most relevant properties are obtained from the energy band relation.
Finally, another modification of a graphene surface is presented: an arbitrary

nanoribbon.

Key-words: Tight Binding. Graphene. Nanoribbons.
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1 Introducao

Um sistema fisico € geralmente descrito a partir de equacoes diferenciais
ordinarias ou parciais. Na mecanica quantica, por exemplo, o principio de in-
certeza e a dualidade onda particula culminaram na descricao probabilistica
pela Equacao de Schrodinger, uma equacao diferencial parcial de segunda
ordem [1]. Contudo, grande parte das equacoes de interesse nao possuem
solucao analitica ou sao demasiado complicadas. Por isso, desde sempre os
fisicos buscam aproximacdes que permitam solucionar casos especificos ou
obter propriedades do sistema de interesse. Um exemplo € a aproximacao de
pequenas oscilacoes para o estudo do movimento de um péndulo simples.

Em mecanica quantica, uma aproximacao bastante comum € a discretiza-
cao da hamiltoniana a partir de uma base de funcoes, tornando um problema
de equacoes diferenciais em um problema de autovalores para as autoener-
gias. Nessa abordagem, ¢ comum que termos de pouca contribuicao sejam
tratados como perturbacoes, de modo que a hamiltoniana do problema ganha
a forma H' = H + \V, onde \ € um parametro pequeno e V um potencial cuja
contribuicao € suficientemente pequena.

Nesse sentido, o método Tight Binding surgiu como ferramenta teérica vi-
sando solucionar as bandas de redes de materiais cuja interacao entre cada
atomo e suas vizinhancas € pequena a ponto de poder ser tratada como per-
turbacao, porém grande demais para ser ignorada. A hamiltoniana € discre-
tizada a partir de uma base de funcoes (para sélidos, em especifico, utiliza-se
funcodes de Bloch) e os parametros de interacao sao adicionados como pertur-
bacoes para posteriormente resolver o problema de autovalores. [2]

Nos ultimos anos, surgiram também varias ferramentas computacionais
cujos algoritmos sao baseados no método Tight Binding € que permitem ob-
ter propriedades interessantes de solidos a partir de codigos simples e rapi-
dos. Uma dessas ferramentas € o PythTB, em linguagem Python, que permite
construir e resolver as bandas de energia de sistemas de diferentes dimensoées
como cristais e fitas. [3]

Um dos sistemas para o qual € possivel aplicar o Tight Binding obtendo
bons resultados € o modelo da folha de grafeno, um filme monocristalino de

poucos atomos de espessura e propriedades extraordinarias que renderam o



Prémio Nobel aos fisicos Andre Geim e Konstantin Novoselov em 2010. Com
uma estrutura formada por atomos de carbono dispostos nos vértices de hexa-
gonos, o grafeno € um material fino, resistente, bom condutor de eletricidade e
de calor, com grande potencial de aplicacao tecnologica e de grande interesse
cientifico desde sua descoberta. [4]

Assim, a escolha do grafeno como objeto de estudo no presente trabalho
deu-se devido ao seu potencial tecnologico e, claro, a beleza da solucao de
um problema com tantas propriedades surpreendentes. O desenvolvimento
do problema da folha infinita de grafeno e de suas estruturas modificadas,
como as nanofitas, visam apresentar os principais conceitos necessarios para
trabalhar a aproximacao Tight Binding, assim como as ferramentas computa-
cionais mais basicas do PythTB.

O texto foi confeccionado de forma didatica, com figuras e exemplos, co6-
digos e calculos detalhados, de modo que possa ser utilizado como material
de consulta pelos proximos alunos a ingressarem nesse grupo de pesquisa.
A literatura disponivel sobre tais temas em geral pressupdoe conhecimentos
avancados de fisica, o que pode se mostrar uma dificuldade a mais para os

estudantes iniciantes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Gerais

O presente trabalho visa compreender e reproduzir a solucao do problema
do grafeno com diferentes modificacoes de sua estrutura a partir da aplicacao
das técnicas de Tight Binding e a producao de um texto simples e completo a
ser utilizado por outros alunos do curso como material de consulta.

1.1.2 Especificos

e Aprender o formalismo da solucao das bandas de energia;
e Aprender a programar em Python Tight Binding (PythTB);

e Reproduzir os resultados formais e computacionais do problema do gra-

feno com aproximacao Tight Binding;



e Resolver formal e computacionalmente o problema do grafeno com modi-
ficacoées em sua estrutura, como adicao de interacdées com vizinhos e as

nanofitas do tipo zigzag, armchair ou de borda arbitraria;

e Produzir um material acessivel aos graduandos;

1.2 Metodologia

A metodologia empregada foi de pesquisa exploratoria através de livros,
para aprender ferramentas de estado solido, e de artigos, para aprender sobre
o grafeno e a solucao dos problemas envolvendo folhas ou recortes de folhas de
grafeno. Também foi desenvolvido o estudo e aplicacao dos codigos de PythTB
para casos mais simples e posteriormente para os problemas em estudo.

Dentre os artigos e livros lidos, foram utilizados os que mais se adequavam
a proposta do trabalho, quase todos em inglés. Terminada a fase de estudos,
foi desenvolvida uma pesquisa descritiva, produzindo um texto que apresenta

de forma minuciosa o assunto estudado.



2 Referencial Teorico

2.1 A ascensao do Grafeno

O primeiro alétropo tridimensional de carbono utilizado pelo homem foi o
grafite, descoberto no século XVI em uma mina perto de Borrowdale em Cum-
bria, na Inglaterra. Na época, pouco se sabia sobre a estrutura molecular no
material, e acreditavam se tratar de algum tipo de chumbo. Apenas no século
XVIII um farmacéutico chamado Carl W. Scheele descobriu que o grafite era
formado por atomos de carbono. O nome grafite veio com o quimico Abraham
Gottlob Werner em 1789. Hoje sabe-se que o grafite pode ser visto como um
empilhamento de folhas de grafeno unidas pela interacdo de Van der Waals.

Ainda em 1947, a estrutura das bandas de energia e das zonas de Brillouin
para o grafeno foram estudadas teoricamente e computacionalmente por Wal-
lace [5]. Sendo proximo ao grafite, era considerado um semicondutor com
energia zero de ativacao e a condutividade elétrica foi tratada a partir do con-
ceito de caminho livre.

As tentativas de sintetizar uma folha de grafeno se estenderam por déca-
das. Na década de 60, por exemplo, filmes cristalinos finos do material foram
sintetizados a partir da pirolise do metano em cristais quentes de niquel. Os
filmes formados continham grandes regioes capazes de gerar padroes de difra-
cao de elétrons similares a cristais puros de grafeno, possibilitando o estudo
desse ultimo [6]. Na década de 70, experiéncias com superficies de cristal de
SiC produziram camadas de grafite por evaporacao do silicio a partir de trata-
mento térmico [7].

Parentes proximos do grafeno, os fulerenos foram previstos teoricamente
em 1970 por Eiji Ozawa e descobertos experimentalmente em 1985 por Ro-
bert Curl, Harold Kroto e Richard Smalley [8]. Fulerenos, como o C%, sido
formados substituindo alguns hexagonos por pentagonos numa folha de gra-
feno, resultando no formato esférico. Os nanotubos de carbono, por sua vez,
apareceram pela primeira vez em uma publicacao de 1952 por cientistas so-
viéticos [9], mas apenas ganharam destaque com a publicacao de 1991 de
Sumio lijima [10].

Por muito tempo os cientistas nao acreditaram que um dia se descobriria

um cristal bidimensional, em especial devido ao famoso Teorema de Mermin-
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Wagner, que dizia que devido a flutuacoes térmicas um cristal 2D derreteria a
qualquer temperatura diferente de zero, de modo que o grafeno era visto mais
como um exemplo tedrico, ndo como um material que um dia seria de fato
sintetizado. [11]

Os trabalhos de Geim em 2004 com grafeno marcaram o inicio de uma nova
fase dos estudos em fisica da matéria condensada. Pela primeira vez haviam
isolado uma folha de grafeno. O artigo no qual a descoberta foi relatada, que
lhes renderia muito prestigio, explora ainda a dependéncia das propriedades
de uma camada unica de atomos de carbono em disposi¢cao hexagonal com a
varicao do potencial elétrico, tais como a condutividade e a resistividade do
material. Dados os bons resultados obtidos e a importancia do controle das
propriedades eletronicas a partir do potencial elétrico para a eletronica, Geim
e Novoseloov receberam o prémio Nobel da Fisica em 2010. [4]

Desde entao, os trabalhos com grafeno se estenderam a varias areas, em
especial a eletronica, com o estudo de transistores [12] e ultracapacitores ba-
seados em grafeno [13].

Ha duas maneiras de se produzir grafeno. A primeira, presente na pu-
blicacao de Walt de Heer e Claire Berger de 2004, utiliza-se da exposicao de
um cristal de SiC' hexagonal crescido epitaxialmente a temperaturas de 1300°C
para evaporar o Si da superficie, deixando restar uma camada de atomos de
carbono que apoés o resfriamento forma uma ou duas camadas de grafeno.
Suas desvantagens sao que a primeira camada esta ligada fortemente ao subs-
trato, de modo que suas caracteristicas se misturam com as do SiC. [14]

A segunda € por exfoliacao mecanica de uma massa de grafite sobre um
substrato. A técnica € repetida varias vezes, obtendo, na maioria das vezes,
pilhas de folhas de grafeno. Eventualmente, obtém-se uma folha tnica de gra-
feno. E um método mais simples e com bons resultados. Esfola-se um pedaco
de cristal de grafite puro em uma superficie adesiva e com o auxilio de outra
fita adesiva retira-se parte das camadas mais externas. Por fim, adiciona-se
um substrato de SiO, e retira-se a superficie adesiva, restando uma ou algu-
mas folhas de grafeno. [15]

O interesse em desvendar suas propriedades opticas levou a trabalhos so-
bre a influéncia da constante de estrutura fina (o parametro que descreve o
acoplamento entre os elétrons relativisticos e a luz) sobre a opacidade da folha

de grafeno em suspensao [16], e ao estudo e confeccao de moduladores 6pticos
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de alto desempenho compostos por uma dupla camada de grafeno. As dimen-
soes reduzidas e o baixo custo energético foram as vantagens apresentadas
pelo grafeno quando comparado a fotonica de silicio [17].

Enquanto alguns estudos se debrucavam sobre as propriedades de trans-
porte quantico das folhas de grafeno [14], outros focavam no aproveitamento
pratico de suas propriedades de condutividade elétrica a partir da incorpora-
cao de camadas homogéneas de grafeno sobre matrizes diversas, como poli-
meros [18].

Ainda hoje o grafeno € um campo rico de pesquisa. Novas propriedades
sao compreendidas ou aplicadas todos os dias. Alguns exemplos de trabalhos
recentes sobre as propriedads do grafeno sao o estudo da supercondutividade
nao convencional intrinseca que aparece em reticulos resultantes do empi-
lhamento de duas folhas de grafeno torcidas por um pequeno angulo [19] e a
observacao experimental de interferéncia do tipo Fabry-Pérot nas bordas de

uma regiao de sobreposicao de uma bicamada de grafeno. [20]

2.2 O Método Tight Binding

Os primeiros trabalhos tratando de orbitais atomicos datam de 1928 por
Robert Mulliken, mesmo ano no qual B. N. Finklestein e G. E. Horowitz pro-
puseram a aproximacao LCAO (linear combination of atomic orbitals ou combi-
nacao linear de orbitais atdmicos) para sistemas de moléculas. [21]

Ainda nesse ano, F. Bloch foi responsavel pela versao para so6lidos da LCAO
[2]. Esse € considerado o nascimento do método tight binding. Contudo, o de-
senvolvimento formal do tight binding com parametros para potenciais perio-
dicos como conhecido atualmente deve-se a John Clarke Slater e George Fred
Koster em 1954. [22]

No modelo Tight Binding, considera-se que o cristal ¢ formado por atomos
fracamente interagentes e que seus elétrons da ultima camada estao forte-
mente ligados ao atomo de origem. Contudo, em cristais reais a pequenez
das distancias interatomicas pode tornar tal abordagem inutil, uma vez que
a proximidade dos atomos faz com que os elétrons de um sintam a presenca
dos elétrons dos demais. [23]

No caso especifico do grafeno a interacao dos atomos com a vizinhanca €

pequena o suficiente para que a abordagem Tight Binding possua bons resul-



tados. O equilibrio entre um fator de sobreposicao dos orbitais que € grande o
suficiente para permitir correcoes de vizinhancas proximas mas pequeno em
demasio para inviabilizar a suposicao de interacao fraca permitem obter mui-
tas propriedades do grafeno com calculos simples. [23]

No presente trabalho, em particular, a ferramenta computacional empre-
gada para o calculo das bandas por tight binding € o pacote PythTB ou Python
tight binding que permite visualizar as bandas de energia apenas inserindo a
construcao da base do material e seus parametros.|[3]

Sua principal vantagem € o baixo custo computacional e os bons resulta-
dos para varios materiais de grande interesse como os alétropos do grafite e
outros materiais baseados em carbono. A desvantagem € que para cristais que
descumpram a exigéncia de fraca interacao com a vizinhanca, o método pode

ser inviavel.



3 Aproximacao Tight Binding aplicada ao grafeno

3.1 O Grafeno

O carbono € um atomo com 6 protons, 6 elétrons e N néutrons, onde N
pode ser 6 ou 7 resultando em isotopos estaveis ou 8 resultando no isétopo
radioativo C'* utilizado para datacao histoérica. Sua configuracio eletronica é
15225%2p2.[24]

Como o orbital 2p € mais energético que o orbital 2s € energeticamente
favoravel que na ultima camada dois elétrons estejam no orbital 2s e dois
no orbital 2p. Contudo, no estado excitado (por exemplo, devido a uma ligacao
). 1202). 12p,) € [2p.). A
sobreposicao de |2s) e n|2p;) leva ao estado de hibridizacao sp". [24]

covalente)

No caso do grafeno, como se trata de um al6tropo do grafite, a hibridizacao
¢ da forma sp?, com a superposicao de dois orbitais 2p € o 2s resultando em

trés estados quanticos possiveis separados por angulos de 120°:

sp) = —=(I2s) — v2I2p,))

1 Ve V6 V2
5p) = 7(\ ) + —f|zpm> + —f|zpy>) (1)
) = (= 129 = Fl2wn) + lom)).

Os atomos de carbono no grafeno possuem ligacdes o duplas e simples
alternadas no anel benzénico, que deveriam resultar em distancias atomicas
carbono-carbono de 0.135nm e 0.147nm respectivamente. Contudo, a sobre-
posicao das duas possibilidades resulta em uma medida real da separacao
carbono-carbono de 0.142nm. Os trés elétrons que formam a estrutura planar
a partir de ligacoes covalentes do tipo ¢ possuem pouca importancia na carac-
terizacao eletronica do material. O quarto elétron, de carater semi-livre ocupa
o orbital 2p, ou orbital 7 e € o responsavel por determinar as propriedades

eletronicas do grafeno. [24]

3.2 Estrutura cristalina

Um cristal € definido como uma estrutura constituida do arranjo periédico

de atomos. Assim, as ferramentas matematicas para estudar um modelo cris-



talino também apresentam propriedades periodicas, a comecar pela propria
rede direta definida como um conjunto de pontos obtidos pela combinacao
linear de vetores linearmente independentes que compoéem a célula unitaria.

A rede mais a unidade periédica define a estrutura periédica. [25]

o o o ( J ** ** ** **
e o o o ** ** ** **
+ T =
® o o o e
e o o o i"z* ** 1"3* i"z*
Rede Estrutura

periodica

Figura 1: Um exemplo de rede quadrada.

A célula unitaria € a unidade elementar que constitui a estrutura, de modo
que sua repeticao cobre completamente o espaco, e sua escolha nao € unica.
Uma célula unitaria primitiva contém exatamente um ponto da rede. Uma
cé€lula unitaria de Wigner-Seitz € construida tomando os planos perpendicula-
res a bissetriz dos vetores que ligam um determinado ponto da rede aos seus
primeiros vizinhos

As vezes ainda € interessante definir uma célula unitaria convencional,
que nao € por definicao uma célula unitaria, podendo conter mais de um ponto
da rede, mas que pode ser mais pratica para a resolucao do problema. Um

exemplo com as trés c€lulas unitarias descritas pode ser visto na Figura 2.

Figura 2: Em a tem-se a c€lula primitiva para a rede triangular; em b uma
c€lula convencional e em c a c€lula de Wigner-Seitz.

Escolhida uma c€lula unitaria, a localizacao dos objetos em relacao a célula
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€ descrita por uma base. A base € expressa em termos dos vetores da célula
unitaria. De posse dos conceitos de rede, cé€lula unitaria e base podemos

finalmente descrever um cristal.

Um exemplo simples € mostrado na Figura 3.

Figura 3: A esquerda tem-se uma estrutura periédica em uma rede quadrada
e a direita a c€lula unitaria correspondente.

)
)

A posicao de todos os atomos da estrutura € dada pela base mais a rede.

A base desse exemplo € dada por

>~ QL

S
|
//
l\ZiI QY
|y

O objeto de interesse desse trabalho, o grafeno, pode ter sua rede descrita
como a sobreposicao de duas sub-redes triangulares, denominadas geral-
mente por A e B, como mostra a Figura 4. A sub-rede B €, por convencao,
a que possui os primeiros vizinhos nas direcoes norte, sudeste e sudoeste,

ao passo em que os atomos na sub-rede A possuem primeiros vizinhos a sul,

nordeste e noroeste.
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Figura 4: As duas sub-redes triangulares, uma em cinza (sub-rede A) e outra
em preto (sub-rede B).

Porém, elas nao geram cé€lulas unitarias interessantes de se trabalhar, de

modo que escolhe-se uma célula unitaria convencional em formato de parale-
logramo que contém dois atomos, um de cada sub-rede.

Figura 5: A direita a rede formada por paralelogramos. A esquerda, a célula
unitaria com dois atomos.

Os vetores dessa c€lula unitaria sao dados em coordenadas cartesianas por

a1 = (a,0) 3)
= (55).

A base, por sua vez, € formada por dois atomos com posicoes relativas aos
vetores da célula unitaria dadas por

- 11
i- (33
33 4)
- a \/§a
7 - (2.3
2° 2
A area do paralelogramo € obtida utilizando que a separacao entre os ato-

mos de carbono € de a, = 0, 142nm como sendo A = 0,052nm?, de onde tem-se

11



que a densidade de atomos por célula unitaria é n = 2/A = 38, 2nm 2.

Alguns resultados importantes em estruturas cristalinas siao mais facil-
mente estudados na rede reciproca. Um vetor G forma a rede reciproca se e
80 se para cada ponto k da rede reciproca, k+ G preserva ondas da forma e,

isto é, se e sO se

ei(k+@)zn _ eika:n' (5)

Essa condicao € equivalente a dizer que o ponto GG pertence ao espaco reci-

proco se e sO se para todo R pertencente a rede direta,
eiG.R - 1.

A partir dessa relacao tem-se que se R= n1dy + Noly € G = mll;l +m252, entao

os b; podem ser determinados usando que
d;.b; = 2105 (6)

A relacao (6) fornece quatro equacoes para quatro incognitas (cada vetor b;
possui duas componentes por estar determinado num espaco bidimensional)
e, portanto, possui solucao unica. No caso de um sistema em trés dimensoes,
o processo € analogo e a equacao (6) permanece verdadeira.

O correspondente reciproco da célula unitaria é a zona de Brillouin, im-
portante na descricao do espectro de excitacao das ondas. Assim como no
caso da célula unitaria da rede direta, a zona de Brillouin também pode ser
obtida pela construcao de Wigner-Seitz. A partir dos primeiros vizinhos, tal
construcao origina a primeira zona de Brillouin, a partir dos segundos vizi-
nhos a segunda zona e assim sucessivamente. Contudo, a primeira zona de
Brillouin ja € suficiente para incluir os diferentes valores para o momento do
cristal. A passagem da rede direta para a rede reciproca equivale a passar do
espaco das posicoes para os espaco dos momentos.

Para o grafeno, usualmente constréi-se a primeira zona de Brillouin pela
técnica de Wigner Seitz. Primeiro, pela relacao (6) encontra-se os vetores da

rede reciproca b, = (b1, Yo1) € by = (2, Yo2)-
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61.[)1 = aTp = 2T

7 (27r —27r>
. 3 1=\ 7=
Gy.by = 2%1 + \[aybl =0 a’v3a
2 2
61.62 = ATpy = 0 . b_‘ 0 At
. 3 27 ( ’ )
ly.by = %-%2 + \/;aybz =27 V3a

Posteriormente, toma-se a mediatriz dos vetores que ligam cada atomo aos
primeiros vizinhos, formando a célula de Wigner-Seitz na rede reciproca, con-

forme a Figura 6.

Figura 6: A esquerda, os vetores da rede reciproca. A direita, a primeira zona
de Brillouin.

3.3 Relacao de Dispersao

Para estudar a relacao de dispersao, parte-se da aproximacao Tight Bin-
ding, que possui relacao proxima com a abordagem de combinacao linear de
orbitais atomicos (LCAO). No caso do grafeno os orbitais eletronicos nao se so-
brepdoem muito aos orbitais dos atomos adjacentes, de modo que os elétrons
estao, de certa forma, localizados. Dai vem o termo Tight Binding, pois, os
elétrons estao "amarrados proximos aos atomos"(tight bonded to the atoms).
[26]

A propriedade de localidade implica que a probabilidade de encontrar um
elétron de um determinado atomo no atomo adjacente € pequena. Fisica-
mente, isso significa que a interacao pode ser tratada como uma perturbacao.
Matematicamente, significa que € possivel descrever a funcao de onda do elé-
tron (V) como combinacao linear de funcdes de Bloch (®) que por sua vez
podem ser tratadas como combinacao linear de funcoées de Wannier localiza-
das (¢).

13



Em outras palavras, cada uma das N funcoes de Bloch que formam a base

pode ser escrita da forma

(k. 7) = J_Zaﬁj R, )ei*Fid (7)

onde R sao os vetores da rede no espaco direto, N € o numero de células
unitarias e ¢;(7— R; ;) sdo as funcdes de Wannier. A funcao de onda do elétron

como combinacéao linear das funcées de Bloch fica
v;(k,7) = Zcﬂ k) (k, 7). 8)

Para encontrar as autoenergias, parte-se da equacao de Schrodinger apli-

cada a funcao de onda (8).
H|Vy) = Ep|Vy) (9

Aplicando (V| a esquerda, obtém-se que

)7 (, 7) [ H ;. (k)@ (k, 7)) = >[5, (k) (, 7)| Bi | (B) @i (k, 7))]

=1 =

:
P
Nl

Como a energia € escalar, pode-se tira-la do produto interno e isola-la:

> (5 (k) @ (k. 7) Heja(k) @ (k, 7))]
B, =51

>l (k) D7k, Pes (k) ik, ?)]

=1

Os elementos da matriz H podem ser escritos na base das func¢des de Bloch

como
Hij = (i (k)| H|2;(k, 7))

= S S [ g By, Ry,

R,R

(10)
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e o produto das funcoes de Bloch, forma a matriz de subreposicao (Overlap

Matrix) cujos termos sao dados por:

Siy = (@K, 7)|@;(k, )

3 . . (11)
—NZe”kRR/¢ R)p;(F — R)dr,
R,R’
de modo que a equacao para a energia fica
> i (k)e; (k) Hi ]
L (12)
> l6(R)e;(k)Si)

i?j

Minimizando a energia em funcao dos coeficientes conjugados c;(k), obtém-

S€E. OF
L=0
dc; (k)
Z%(E)Hmch(E)Cj(/z)sz’,j - ch(%)cj(E)Hi,chj(E)Si,j (13)

Substituindo a equacao (12) na (13), obtém-se a equacao secular

S IHi5(F) = By (e (F) = 0. (14

A solucao de tal equacao € obtida resolvendo

det(H — E,S) = 0. (15)

3.3.1 Relacao de dispersao do grafeno com primeiros vizinhos

Para o tratamento do grafeno, inicia-se fazendo uma aproximacao por um
conjunto de funcoes de onda baseada na superposicao de funcoes de onda
para atomos isolados. [26]

No grafeno ha dois atomos na célula unitaria, de modo que as somas apre-
sentadas até aqui sdo apenas sobre os indices 1 e 2. Assim, a funcao de Bloch

assume a forma
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U, =cP ( ) + ca®o(k ,F); (16)
onde

( F) \/—Z¢j i,] zER:J (17)

A equacao para o determinante fica

H, H S S
11 12 . Ek 11 12 —0 (18)
H21 HQQ 521 522

Resta, entao, encontrar os elementos das matrizes H e S. Como os atomos
1 e 2 da cé€lula unitaria sao equivalentes, € claro que H;; = Hy = ¢. Como
todo orbital esta inteiramente sobre si mesmo, o fator de sobreposicao fica
S11 = Sy = 1. Como as matrizes sao hermitianas, H,» = H;, € S1» = 5;,. Para os

termos fora da diagonal,

1 ik.(R—R' (= D N
Hyp = N;};ek'm R>/¢i (7 — R)He; (7 — R)dr (19)

A integral resulta em uma constante chamada constante de hopping.

/ OF(F — RYHo;(F — R)dF.

Assim, obtém-se que

Hyy = _'YOf(E)7 (20)

onde f(k) é o fator de estrutura dado por

R,R’ J

Analogamente, para S;; tem-se
1 zk: R R’ - -
512 = qb r— R)d’f’ (22)
R R
Novamente a integral resulta em uma constante, a constante de overlap,
o= [ 617 Ryoy (7~ Rodr
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e Sy, € dado por s f (k).

Substituindo tais expressoes na equacao (18), obtém-se

e — By —0f (k) = Exsof (k) | _ .
—0f* (k) — Exsof*(k) €— Ej
Denotando |f(k)[> = g(k), chega-se a solucao
€— k)so £ — Sp€ k
B, = Y09(k)so £ (Y0 — s0€)4/ 9( )' 23)

1 — s2g(k)

Mas ainda falta avaliar o fator de estrutura.

Figura 7: Vetores do atomo 1 até seus primeiros vizinhos.

O vetor §; na expressao (21) liga o atomo aos seus primeiros vizinhos. Em

coordenadas cartesianas, tomando |J;| = a,

51 = (O,Cl)
6o = (acos(r/6),asen(n/6)) (24)
d3 = (—acos(m/6),asen(r/6)).

Denotando k = ki + k,y, tem-se que

f(E) — ei];.(;l _|_ 61:];.52 + 6“;'63

| | (25)
etaky + 2€zaky/2 COS(\/gaka/Q)'

Substituindo esse resultado na equacao (23), obtém-se
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€ — 7050(1 + 4 cos?(v/3k,a/2) + 4 cos(V/3k,a/2) cos(k,a/2))
1 — s3(1 + 4 cos?(v/3k,a/2) + 4 cos(v/3kqa/2) cos(k,a/2))

(Yo — S0€) \/(1 + 4 cos?(v/3k,a/2) + 4 cos(v/3k,a/2) cos(k,a/2))
= 1 — s2(1 + 4 cos?(v/3k,a/2) + 4 cos(v/3k.a/2) cos(k,a/2))

E essa € a relacao de dispersao para o grafeno com aproximacao de primei-
ros vizinhos. Inserindo o valor de a = a. = 0, 142 nm e os parametros tabelados
de ¢ = 0, 59 = 0,065 € 79 = —2,74 do artigo [27], obtém-se duas superficies
em funcao de k, e k, que podem ser plotadas em qualquer software de grafico

tridimensional. Utilizando o software Geogebra, tem-se a seguinte Figura:

Figura 8: Grafico da relacao de dispersao.

O grafico da relacao de dispersao do grafeno possui uma peculiaridade rara
em cristais bidimensionais: o cone de Dirac, isto €, uma regiao na qual as
bandas de conducao e valéncia se encontram nos chamados pontos de Dirac
em torno dos quais a relacao de dispersao se torna linear e o grafico se parece
com um cone.

Uma forma simples de perceber a relacao linear € expandindo em série de
Taylor a relacao de dispersao em torno do ponto K. Tomando a expressao (23)
e substituindo € = 0, e deixando apenas os termos de menor ordem em f (E),
obtém-se:

By = 270\ |f(R)]2. (26)
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A série de Taylor em K +q, para ¢ = (¢.,q,) pequeno, €

FE+) = f(K)+qVik)

= (qu; gy)-(—sen(v/3ak, /2)V/3aei®k/? jaeitky + 2eikv/2co5(v/3ak, [2)),
(27)

de modo que substituindo o valor do vetor tem-se que

3
|E| ~ 5%a|(ﬂ- (28)

Cone de Dirac

Figura 9: Detalhe do cone de Dirac.

Os niveis de energia de E(E) > 0 correspondem a banda de conducao ao
passo em que os niveis de E(E) < 0 correspondem a banda de valéncia. A
existéncia de pontos nos quais as duas bandas se encontram faz do grafeno

um semi-condutor de gap zero.

3.3.2 Relacao de dispersao do grafeno com segundos vizinhos

Para a aproximacao com segundos vizinhos, o processo € analogo.
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S/

Figura 10: Segundos vizinhos. Perceba que os vetores tracejados correspon-
dem a vizinhos que ja foram contados considerando os vetores

solidos.

Como os segundos vizinhos de cada atomo sao atomos equivalentes da

mesma sub-rede, os termos cruzados Hi, € S;» sdo os mesmos do caso dos

primeiros vizinhos. Assim, basta calcular os termos Hyyr € Syy-.

1 G-y [ B LBy e
Hy = D e ¢ (7 — R)Hoy(F — R)drF (29)

R,R”

A integral resulta na segunda constante de hopping.

Assim,

onde h(k) é uma funcao dada por

h(E) _ Z ez’lZ.(ﬁf ) _ Zeiﬁ.&.

R,R" j

Analogamente, para Sy tem-se

1 Tty [ i Bya (e By
Su=+ D e ¢ (7 — R)¢y (F — R)dF.

R,R"

(30)

(31)

(32)

A integral resulta em outra constante, uma segunda constante de overlap,
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Sﬁi/@w—ﬁ@ﬁuéMF

-

e Sy € dado por sih(k).

Substituindo tais expressoes na equacao (18), obtém-se

¢ — By, — nh(k) — Eysih(k) —0f (k) = Exsof (k)

. B B} . |=0 (33)
—0f*(k) — Exsof*(k) €= Ey —mih(k) — Egsih(k)

Denotando |f(k)[> = g(k) e |h(k)|? = (k) a solucdo adiquire a forma

(e = VIR ) (1 + 51 V/IR)) + 09(R)so
(1+50v/I8)) " — sg(k)
iKLmlxm%ogW+% 90 (€ = 1V ) |
(14 50T s3gk) |

Para simplificar o resultado, separa-se os casos £, € E_, obtendo

g, = e~ nVUk) + 7V g(k)
T 1+ s (k) — so/g(k)

By =

(34)

_ e—nVIE) = Vg(k)

1+ s1/U(k) + sor\/g(k)
Resta calcular h(k). Pela Figura 10, considerando o médulo |§;| = b, os

vetores ficam
51 - <b7 0)
5y = (bcos(n/3),bsen(n/3)) (35)
93 = (—bcos(m/3),bsen(n/3)).
Tomando k = ki + k,y, obtém-se que
h ]; — iE.51 + iE.52+ iE.(Sg

(k) e e e (36)

eibkz + 26i\/§bky/2 COS(bk:E/2)7

possibilitando determinar a solucao explicita. Plotando a nova relacao de dis-
persao, devido aos parametros de correcao serem muito pequenos, as superfi-
cies obtidas mantém uma forma muito semelhante ao caso com correcoes de

primeiros vizinhos, resultando na Figura 11.
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Figura 11: Relacao de dispersao com correcao de segundos vizinhos.

3.3.3 Relacao de dispersao do grafeno com terceiros vizinhos

Os terceiros vizinhos de cada atomos pertencem a outra sub-rede, de modo
que os termos Hy;, Hyy, S11 € Sipy permanecem os mesmos, restando calcular

as correcoes Hiy e Siy.

Figura 12: Terceiros vizinhos.

Para o termo H;», tem-se que

1 ’L'_‘ D_ D * /= g —_ g —_
Hiy =+ }; eih-(F=R) /@ (7 — R)H ;s (7 — R)dF (37)

A integral resulta na terceira constante de hopping,

== [ 61~ ByHo, (7 - Ry
de modo que Hyy = —op(k), onde p(k) é uma funcao dada por
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p(E) _ Z eilg.(ﬁf " _ Ze”;é; (38)

e (77— R)dF. (39)

W
S
|
| —
Q@
ol
=
|
—
%
?1
?Ui

O resultado é novamente da forma Sy = szp(E), onde s, € o valor da inte-

gral.Substituindo S;» € Hi» na equacao (18), obtém-se

¢ — B, — nh(k) — Esih(k) F(E) (=0 — Egso) — p(k)(y2 + Eyss)
F(k) (=0 — Egso) — p*(k) (12 + Eys2) ¢ — By — y1h(k) — Ejsih(k)

Denotando |p(k)|> = ¢(k) a solucdo ganha a forma

B - lom (k) (1 + s1y/U(k) + (0V/g(k) +72+/a(k)) 80\/9 ) +s21/q(k))
(1 + s14/1(k))? = (s0v/g(k) + s2¢/4(

n [(1+ s14/1(k))(v0v/ 9(k) +72+/q(k)) + (s04/g(k) + 82\/61(1{5))(6 - N l(k‘))]'
(1+ s13/U(k))? = (son/g(k) + s23/q(k))?

Para calcular p(E), toma-se por base a Figura 12, considerando o modulo

dos vetores |J;| = c.

0 = (—csen(mw/6), —ccos(m/6))
5y = (—csen(w/6), ccos(r/6)) (40)
53 = (0, C).

E como k = k& + kyy, segue que

p(E> — eiE.61 + 6“;'52 _|_ eiE.53

= %y 1 2eRu/2cos(c\/3k, /2),

(41)

resultado a partir do qual pode-se obter a solucao explicita e um grafico de

dispersao semelhante ao obtido para as aproximacoes anteriores.
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3.4 Python Tight Binding

Para plotar a estrutura de bandas pelo PythTB, inicialmente determina-se
uma célula unitaria para o cristal como feito na secao 3.2.

Para criar um modelo Tight Binding, inicia-se inserindo os pacotes reque-
ridos no cabecalho, definindo os vetores da rede em funcao das coordenadas
cartesianas e a base dos orbitais em funcao dos vetores da rede. Considere
primeiro um modelo unidimensional com um orbital centralizado na célula

unitaria.

—@ d @ @ @ o
a

Figura 13: Rede cristalina unidimensional.

Entao, os vetores da rede e a base dos orbitais seriam dados respectiva-

mente por

lat = [[a]l]
orb = [[a/2]].

Com os vetores definidos, cria-se o modelo a partir do comando
modelo = tb_model («a, [, lat, orb, per = 7)

onde o € o numero de direcoes periodicas, § € o numero de vetores da rede
direta, lat chama a rede definida anteriormente, orb chama a base dos orbi-
tais e v € o conjunto de vetores da rede que serao tomados como periodicos.
Com o modelo criado, adiciona-se parametros € um caminho para calcular a
estrutura de bandas.

Um dos parametros mais comuns € a energia de hopping, ou seja, a energia
necessaria para a particula pular de um lugar para o outro na rede. E também
conhecida como energia de interacao entre primeiros, segundos ou terceiros

vizinhos, e € adicionada pelo comando
modelo.set_hop (t, i, J, R),

onde ¢ € o valor da energia de hopping entre o i-€simo orbital da cé€lula unitaria

localizada na origem o j-€simo orbital da célula que esta na posicao R em

24



relacao a célula da origem.
Quando tal energia € definida dentro de um mesmo orbital, passa a se

chamar energia on-site e a ser definida pelo comando
modelo.set_onsite (Ey,Es,--- ,E,)

onde E; € o valor da energia para o i-ésimo orbital. Para definir um caminho €
possivel escolher manualmente os pontos que serao utilizados em funcao das

coordenadas da rede a partir do comando

path: [p17p27 T 7pn7p1:|
(k_vec, k_dist, k_node) = modelo.k_path (path, nk)

onde p; € a posicao do i-ésimo ponto e nk € o numero de pontos a serem
tomados ao longo desse caminho, ou pode-se substituir path pelos comandos
full ou fulle, no caso unidimensional, que definem um caminho simétrico
percorrendo toda a zona de Brillouin automaticamente. Feito isso, calcula-se

as bandas pelo comando
evals = modelo.solve_all (k_vec).

Por fim, basta definir os parametros da imagem e gerar as bandas. Para

esse primeiro exemplo, utilizando a = 1 o cédigo final fica

Chamando os pacotes necessarios:
from pythtb import =

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Definindo a=1 nos vetores da rede:
lat = [[1.0]]

orb = [[0.5]]

Criando o modelo:

modelo = tb_model (1, 1, lat, orb)
Adicionando energia de hopping:
modelo.set_hop (1.0, 0, 0, [1])
Criando o caminho:

(k_vec, k_dist, k_node) = modelo.k_path("fullc", 100)
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Resolvendo para as bandas de energia:
evals = modelo.solve_all (k_vec)
Gerando a imagem:

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot (k_dist,evals[0])
ax.set_title("Exemplo unidimensional™")
ax.set_xlabel ("k")

ax.set_ylabel ("Banda de energia")
ax.set_xticks (k_node)
ax.set_xlim(k_node[0],k_node[-1])
fig.tight_layout ()
fig.savefig("modelo.pdf")

A estrutura de bandas obtida pode ser vista na Figura 14.

20 Exemplo unidimensional

15¢

1.0}

Banda de energia
o
o

0 ™
k

Figura 14: Estrutura de bandas para o exemplo unidimensional.

Para o grafeno, utiliza-se a mesma estrutura definida ao final da secao 3.2.

Assim, os vetores de rede e da base sao dados por

lat=[[1.0,0.0],[0.5,np.sqrt (3.0)/2.0]]
orb=[[1./3.,1./3.1,[2./3.,2./3.11.

Os parametros de hopping a serem utilizados sao vy, = —2.74, 3 = —0.07 e
72 = —0.015, conforme os dados do artigo [27]. A relacao de primeiros, segun-
dos e terceiros vizinhos é a mesma da secao 3.3.

O caminhos altamente simétrico geralmente escolhido para o caso do gra-

feno € o da Figura 15 que engloba um dos orbitais da célula unitaria e passa
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pela mediatriz do vetor que liga os dois atomos. Tal caminho contém 3 pontos

importantes do espaco reciproco, nomeados de I', K e M.

Figura 15: Escolha de caminho para o grafeno.

Assim, o caminho é definido como

path=[[0.,0.],[2./3.,1./3.1,[.5,.51,10.,0.1]
label=(r'I'" ,vr"K’', ' M’", r'T'")
(k_vec,k_dist, k_node)=my_model.k_path(path,121).

Os pontos nomeados encontram-se destacados na Figura 16, assim como
a regiao englobada pelo caminho escolhido. Os pontos K e K’ sdao particular-
mente importantes por se tratarem dos pontos de Dirac, isto é, dos pontos
nos quais a banda de conducao e a banda de valéncia se encontram. Na folha
infinita de grafeno ha infinitos desses pontos, como visto no grafico de disper-
sao 8, os quais sao obtidos a partir de K e K’ com os deslocamentos possiveis

pelos vetores da rede reciproca.

Figura 16: Pontos de destaque na rede reciproca.

O codigo final para a folha de grafeno com até terceiros vizinhos tem a

forma a seguir.

Chamando os pacotes necessarios:

from _ future_ import print_function
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from pythtb import =

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

Definindo os vetores da rede:

lat=[[1.0,0.0],[0.5,np.sgrt (3.0)/2.0]]
orb=[[1./3.,1./3.1,12./3.,2./3.11

Criando o modelo (perceba que o modelo apresentado é para uma folha infi-
nita, portanto, 2 direcoes periodicas em 2 dimensoes) :
grafeno=tb_model (2,2, 1lat, orb)

Como tem-se mais que uma energia de hopping, € melhor adiciona-las como
parametros e posteriomente chama-las apos definir a posicdo dos primeiros,
segundos e terceiros vizinhos:

delta=0.0

tl=-2.74

t2=-0.07

£3=-0.015

grafeno.set_onsite([-delta,deltal])
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grafeno.set_hop (-t3,
grafeno.set_hop(-t3, 1, 0, [1, 11)

Adicionando o caminho definido anteriormente:
path=[[0.,0.]1,[2./3.,1./3.1,1[.5,.51,10.,0.1]
label=(r'I" ,v"K’', v"M'", r'I'")
(k_vec,k_dist,k_node)=grafeno.k_path (path,121)
Resolvendo para as bandas de energia:

evals = modelo.solve_all (k_vec)
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E, por fim, gerando a imagem (perceba que como ha duas bandas de
energia de interesse € preciso pedir para plotar cada uma pelo comando
"ax.plot(k_dist,evals[’banda’])":

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot (k_dist,evals[0])

ax.plot (k_dist,evals[1l])

ax.set_xticks (k_node)

ax.set_xlim(k_node[0],k _node[-1])

ax.set_title("Estrutura de bandas do grafeno")
ax.set_xlabel ("k")

ax.set_ylabel ("Bandas de energia")

fig.tight_layout ()

fig.savefig("grafeno.pdf")

As bandas de energia obtidas para a aproximacao de primeiros, segundos

e terceiros vizinhos € apresentada nas Figuras 17, 18 e 19.

10 Estrutura de bandas do grafeno

Bandas de energia
o

k

Figura 17: Bandas de energia do grafeno com aproximacao de primeiros vizi-
nhos.
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Estrutura de bandas do grafeno

Bandas de energia
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Figura 18: Bandas de energia do grafeno com aproximacao de primeiros e
segundos vizinhos.

Estrutura de bandas do grafeno

Bandas de energia
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k

Figura 19: Bandas de energia do grafeno com aproximacao de primeiros, se-
gundos e terceiros vizinhos.

Os graficos das bandas de energia mostram o cruzamento das bandas de
valéncia e conducao, situacao caracteristica de materiais metalicos, como ja

havia sido observado no grafico da relacao de dispersao da secao 3.3.

3.5 Estruturas modificadas de grafeno

A principal aplicacao da programacao em PythTB € para as estruturas de
grafeno modificadas, para as quais um calculo analitico das bandas de ener-
gia como o realizado para a folha infinita de grafeno na secao 3.3 nem sempre
€ possivel.

Um grupo de estruturas nas quais a aproximacao Tight Binding funci-
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ona bem € o conjunto das estruturas derivadas do grafeno. Nesse sentido,
destacam-se as nanofitas de grafeno, especialmente importantes para enten-
der as propriedades de nanotubos de grafeno, por exemplo.

O nome nanofitas de grafeno € dado a faixas de uma folha de grafeno com
largura finita e comprimento infinito.

Contrastando com o comportamento natural do grafeno semimetalico, os
efeitos de borda sao responsaveis pela presenca de gaps em nanofitas mais
estreitas do que 10nm. As duas nanofitas mais comumente estudadas sao as
chamadas Zigzag e as denominadas Armchair, ou, braco de cadeira. Faixas
do tipo Zigzag possuem estados de borda localizados, o que nao ocorre com as

faixas do tipo Armchair. [28]

3.5.1 Nanofita Zigzag

Para construir uma nanofita do tipo Zigzag, basta cortar o plano infinito
de grafeno na direcao de algum dos vetores da rede direta. Obtém-se, assim,

uma borda como a da Figura 20.

Figura 20: Em destaque, uma direcao com borda zigzag.

Para cortar a folha infinita, utiliza-se o comando
corte=modelo.cut_piece (N, v,glue_edgs=False),

onde N € relativo a largura da faixa (mais precisamente quantas linhas zigzag
serao deixadas no corte final) e v € a direcao de qual dos vetores da base sera
a direcao do corte (se for o primeiro vetor da base, v = 0, e se for o segundo

vetor, v = 1).
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Para computar a estrutura de bandas apos o corte, o novo comando para o

caminho no espaco reciproco e para a solucao das bandas €

(k_vec,k_dist, k_node)=corte.k_path(’fullc’,100)

evals=corte.solve_all (k_vec).

Cortando na direcao do primeiro vetor e plotando o grafico das bandas de

energia para diferentes valores de N obtém-se as figuras a seguir.

Bandas de energia para nanofita zigzag

Bandas de energia

Figura 21: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita zigzag com N =
5.

Bandas de energia para nanofita zigzag

Bandas de energia

Figura 22: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita zigzag com N =
10.
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Bandas de energia para nanofita zigzag

Bandas de energia

Figura 23: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita zigzag com N =
15.

E interessante notar que independentemente do niimero de linhas inclui-
das no calculo, o ponto k£ = 7 da rede reciproca possui degenerescéncia, de
modo que a banda de valéncia superior e a banda de conducao inferior as
demais sao degeneradas na vizinhanca de k£ = .

Indo além, € possivel perceber que a area de degenerescéncia cresce com
a largura da faixa, e a configuracao da nanofita zigzag ¢ da forma metalica.
Como o problema com aproximacao tight binding da nanofita zigzag nao pos-
sui solucdo analitica [29], a relacao de dispersao oferecida numericamente por
softwares como o PythTB sao uma das formas mais praticas de obter informa-

¢coes sobre as suas principais propriedades.

3.5.2 Nanofita Armchair

As nanofitas do tipo armchair sao particularmente interessantes porque ao
perder a periodicidade em uma das direcoes, sua largura torna-se determi-
nante para as propriedades de condutividade, podendo gerar nanofitas meta-
licas ou semimetalicas apenas alterando a largura da faixa. Seu espectro de
energia pode ser obtido cortando uma folha de grafeno na direcao da bissetriz

entre os dois vetores da rede direta, conforme a Figura 24.
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Figura 24: Em destaque, uma direcao com borda armchair.

Para construir um vetor que varra a direcao desejada, € necessario cons-

truir uma nova célula. Utiliza-se, entao o comando
supercelula=grafeno.make_supercell ([[1, 0], [1, 1]1),

que deve ser inserido antes de fazer o corte da nanofita. Determinada a super-
célula, o indice do corte referente a direcao levara em conta os novos vetores
e nao mais os vetores da rede direta.

Plotando as bandas de energia para diferentes valores de N obtém-se as

figuras a seguir.

Bandas de energia para nanofita armchair

Bandas de energia
o
L

Figura 25: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita armchair com
N =5.
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s Bandas de energia para nanofita armchair

Bandas de energia

Figura 26: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita armchair com
N =6.

Bandas de energia para nanofita armchair

Bandas de energia

Figura 27: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita armchair com
N =38.

8 Bandas de energia para nanofita armchair

Bandas de energia
o
T

Figura 28: Aproximacao com primeiros vizinhos para nanofita armchair com
N =15.
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E interessante observar que no caso de borda armchair ha dois compor-
tamentos possiveis a depender do numero de camadas. Se N = 3m + 2, o
comportamento € metalico, ao passo em que se N =3m ou N = 3m + 1 o com-
portamento € de semicondutor.

Ao contrario do que ocorre com a nanofita do tipo zigzag, a armchair possui
uma solucao analitica que permite entender esse comportamento de poder ser
ou nao metalica [30]. De maneira analoga a secao 3.3, comeca-se por definir

a funcao de Bloch

Wy = Clq)l(lga )+ Cz@z(lga ), (42)
onde
. 1 I
q)j(l{?, F) = \/—lelqu(F— Ri’j)ezk'Rz’J. (43)

Supondo a direcao y ortogonal a borda, pode-se inserir as condicoes de

contorno para uma faixa com largura de N linhas na funcéao ¢; como

$1(y(0)) = ¢2(y(0)) =0
o1(y(N +1)) = ga(y(N + 1)) = 0.

Como a unica direcao periodica € a direcao do eixo x, € razoavel supor que

(44)

k =k, e ¢; = ¢j(y). Usando um ansatz periédico ¢ = sen(g,y) e impondo as

condicoes de contorno, obtém-se:

M) o 45

sen(¢,y) =0 = qy< 5

onde p=1,2,3,---. Assim,

2pm

¢ = sen <my> )

Como y = \/§ab/ 2, com b natural com 1 < b < N, a funcao de Bloch fica

2pm

N N
1 - 1 2pm 4
Uy, =1 — E sen| ———— | e 4 cp—— E sen| ————1, |et=2.
PN S <<N n 1>¢§ay1> "N ((N n 1)\/§ay2)

Considerando que S;; e S;; sdo termos pequenos o suficiente para serem

36



negligenciados, a equacao para o determinante fica

Hy H 10
S R —0. (46)

Tomando os elementos H;; = Hy, = ¢, resta calcular os termos cruzados
devido a interacao com primeiros vizinhos. Os vetores que determinam a po-

sicao dos primeiros vizinhos da c€lula unitaria estao representados na Figura
29.

X

Figura 29: Primeiros vizinhos para nanofita armchair.

Calculando H;,, obtém-se

1 o, 2pm 2pm / S
tha = Nze N vrove) S vy vee”) ] @)
9,

onde os vetores J; sao

5 (_a \/§a(N+1)>

2

fa V3a(N+1) V3a
01 = <§, 1 ~ ) (48)
fa V3a(N+1) V3a
on (j Lo )
Assim, podemos definir uma funcao f(k) como
f(k) = Zeikxiéﬂ' sen( 20 y1> Sen( 2pm y2>
5 (N +1)/(3)a (N +1)/(3)a o)

— pihea  gikea/29 0o P
e +e N11)
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de modo que His = —of (E), onde —v, € o valor da integral. O determinante

entao fica

€ — Ey —”Yof(lg)
0 f (k) e— B

Resolvendo para Ej, obtém-se

= 0. (50)

E: =e+y\/1+4cos?(pr/(N + 1)) + 4cos(k,a/2) cos(pr/(N + 1)).

Como € = 0, se k, = 0 tem-se que

E. =e+~v|1+2cos(pr/(N +1))|. (51)

A energia sera nula nos pontos em que o cosseno for —1/2, o que ocorre
quando
pT 27 3p

As solucoes inteiras sao precisamente N = 3m — 1 para m inteiro tal que

p = 2m, em concordancia com os graficos das bandas de energia.

3.5.3 Nanofitas de borda arbitraria

Uma ultima aplicacao interessante dos codigos PythTB € o estudo de es-
truturas com direc¢ées arbitrarias, isto €, recortes de fitas de grafeno que nao
possuem borda zigzag nem armchair.

As condicoes de contorno podem tornar tais problemas nao solucionaveis
analiticamente, como visto no caso da nanofita com borda zigzag. Assim, o
grafico com a solucdo numeérica para as bandas de energia € uma boa opcao
para entender as propriedades do material.

Para gerar as bandas de energia de um recorte em outras direcoes, basta
aplicar o comando para gerar uma supercélula com as direcoes desejadas an-

tes de aplicar o comando de corte.
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Bandas de energia para superficie arbitraria

Bandas de energia

Figura 30: Bandas de energia para corte aleatorio.
A Figura 30 apresenta uma nanofita cuja supercélula possui coordenadas

[[1,0],[2,1]]. Pelo grafico € possivel perceber que se trata de uma faixa nao

metalica.
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4 Consideracoes finais

O trabalho desenvolvido possibilitou o conhecimento e desenvolvimento da
aproximacao Tight Binding e sua aplicacao para alguns problemas envolvendo
o grafeno. A solucdo das bandas de energia de solidos aplicada a descricao
das principais propriedades do grafeno e de suas nanoestruturas culminou
em resultados em acordo com a literatura.

Foi possivel reproduzir todos os resultados formais e computacionais de-
sejados com sucesso a partir de calculos analiticos e do pacote PythTB, resul-
tando na descricao do grafeno com primeiros, segundos e terceiros vizinhos e
das nanofitas zigzag, armchair e com bordas arbitrarias.

Espera-se que o trabalho possa ser utilizado por outros alunos como ma-
terial de consulta e venha a colaborar para o aprendizado dos proximos estu-

dantes a ingressarem no grupo de pesquisa.
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