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Resumo

Neste trabalho estudamos a taxa de decaimento dos autovalores de operadores integrais positi-
vos gerados por nicleos definidos na esfera unitaria S™ centrada na origem do espago euclidiano
R™ m > 2, que satistazem certas condicoes esféricas de suavidade, a saber, condicoes do
tipo Holder e condigoes de diferenciabilidade forte no sentido de Laplace-Beltrami.
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Abstract

We study decay rates for eigenvalues of positive integral operators generated by kernels defined
on the unit sphere S™ of the euclidean space R™*!, m > 2, satisfying certain spherical conditions
of smoothness, named Holder conditions and strong differentiability in the sense of Laplace-
Beltrami.
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Introducao

Seja S™ a esfera unitdria centrada na origem do espaco euclidiano R™*! m > 2, munida
da medida de Lebesgue induzida normalizada o,,. Consideremos o espaco de Hilbert L?(S™)
das fungoes complexas de quadrado integravel sobre S™ com produto interno usual (f, g)s e a
norma induzida || - ||2. Neste trabalho consideramos operadores integrais definidos por

Zr(f)=[| K(y)f(y)don(y), (1)
Sm
onde o niicleo K: S™ x §™ — C é um elemento de L?(S™ x S™). Neste caso, a equagao (1)
define um operador compacto sobre L*(S™). Se K é L3-positivo definido no sentido de que

|| K@) fG o) don) = 0. f e 1357,

entao L é autoadjunto e podemos aplicar o Teorema Espectral para operadores compactos e
autoadjuntos para escrever

L () =Y ML), fadafu, € LP(S™),

onde {\,(Zx)} é uma sequéncia de nimeros reais nao negativos (possivelmente finita) de-
crescente para 0 e {f,} é uma base (-, -)y-ortonormal de L*(S™). Os nimeros \, (L) sdo os
autovalores de L e a sequéncia {\,(Zx)} leva em consideragao as possiveis repeticoes geradas
pela multiplicidade algébrica de cada autovalor.

Nosso objetivo é estudar taxas de decaimento dos autovalores de operadores integrais gerados
por determinados tipos de nicleos esféricos. Pesquisas dessa natureza tiveram sua origem por
volta de 1912, quando H. Weyl [42] provou que se K € C* ([0, 1] x [0,1]), entao

lim n“é)\n(af;{) =0,

n—oo

onde C* ([0, 1] x [0,1]) denota o espago de Banach das funcoes cujas derivadas parciais de ordem
¢ sao continuas em [0,1] x [0,1]. Adicionando positividade definida ao nicleo K, Reade [34,
1983] e Ha [24, 1986] obtiveram uma melhor taxa de decaimento estabelecendo que

lim n‘T\, (L) = 0.

n—o0
No caso esférico, V. Menegatto, C. Oliveira e A. Peron [29, 2010] mostraram o seguinte resul-
tado: “Se K(-,y) € C/(S™), y € S™ e sup,cgm || K (-, y)lce(sm) < 00, entdo

lim n'+t™\, (L) < oo,

n—o0

onde C*(S™) denota a classe das fungdes continuas ¢ : S™ — C tendo a seguinte caracteristica,
po® 1 e CHP(U)), onde ® : U — R™ é um grdfico em S™.”

1



Ainda no contexto esférico, considerando o espaco W3 das funcoes r vezes diferencidveis no
sentido de Laplace-Beltrami, M. Castro e V. Menegatto [10, 2012] mostraram o seguinte: “
Seja K € um micleo L*-positivo definido em W5. Se Ly, € nuclear, entdo

lim n*2/m\, (L) =0,

n—oo

onde L, € o operador integral associado ao nicleo Ko, (v,y) = D, K(x,y), com Z;K(z,y)
sendo a r-ésima derivada de Laplace-Beltrami de K com relacdo a varidvel y.”

Em um outro artigo, Reade [35, 1983] considera niicleos que satisfazem uma condic¢do de
Holder de suavidade, isto €, nticleos simétricos para o qual existe uma constante C' independente
de x e y de modo que

|K(z,y) — K@,y )| <C(lz—2'"+ 1y =),
onde 0 < r < 1 é uma constante fixada. Reade mostrou que, se K satisfaz a desigualdade
acima e é positivo definido, entao
lim n't"\, (L) < 0.

n—oo
Algum tempo depois, Kiihn [26, 1987] generalizou este resultado da seguinte forma: “Para
todo 0 < r < oo e cada nicleo positivo definido K € €™°(M), onde M ¢é uma variedade C*,
compacta e m-dimensional, entdo
lim n™/™ N, (L) < oo,

n—oo
onde €"°(M) = {K : M x M — C: K(-,y) € ¢" (M), para caday € M}, €"(M) = {f :
M — C: existe ge €"(R™) com f=g|u} e €"(R™) ={f :R"™ = C: || fller@m) < o00}.”

Neste trabalho estudamos problemas similares aos citados anteriormente, em um contexto
esférico conforme realizado por T. Jordao, V. Menegatto e X. Sun, em [25, 2014]. Precisamente,
usamos duas condigoes de suavidade para os nicleos, veja equagoes (3.4) e (4.8). Ao estabelecer
essas condigoes, introduzimos novas ferramentas: médulos de suavidade e K-funcionais. Essas
ferramentas ja foram bastante utilizadas em Teoria da Aproximagao, mas os autores de [25] s@o
pioneiros em utilizéd-las na obtencao de taxas de decaimento de autovalores.

O trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos resultados classicos e consolidados que sao utilizados no tra-
balho, alguns ja adaptados ao contexto esférico.

No Capitulo 2, introduzimos a nocao usual de diferenciabilidade de fungoes definidas em
esferas e conceitos como os de homogeneidade e harmonicidade de fung¢oes. Introduzimos ainda
alguns espacos de polinomios, em especial os espagos de harmonicos esféricos e suas propri-
edades. Prosseguimos com o estudo de funcoes de quadrado integravel e de suas expansoes
de Fourier. Ainda apresentamos propriedades dos polinomios de Legendre, introduzimos os
nicleos de reproducao dos espagos de harmonicos esféricos e enunciamos e provamos a conhe-
cida Férmula da Adicao.

No Capitulo 3, mostramos a existéncia de sistemas fundamentais na esfera e introduzimos os
operadores proje¢ao, convolucao, translagao e diferenca esféricas. Por fim, definimos a derivada
forte de Laplace-Beltrami e provamos algumas de suas propriedades.

No Capitulo 4, deduzimos algumas propriedades do médulo de suavidade esférico, dentre elas
sua equivaléncia com o K-funcional correspondente. Analisamos o decaimento dos autovalores
de operadores integrais associados a nicleos L2-positivos definidos satisfazendo as condicoes
relacionadas a suavidade citadas anteriormente.

Angelina Carrijo de Oliveira
Uberlandia-MG@G, 24 de fevereiro de 2015.



Capitulo 1

Preliminares

Comecamos lembrando alguns conceitos e resultados béasicos sobre Topologia, Teoria da
Medida e Analise Funcional. Esses resultados serao utilizados nos capitulos subsequentes. Uma
discussao mais abrangente desses resultados, incluindo demonstragoes e aplicagoes dos mesmos,
pode ser encontrada em vdrias referéncias, dentre elas [8, 20, 22, 23, 27, 32, 43].

Denotamos por S™ a esfera unitdria centrada na origem do espaco euclidiano R™*!, m > 2,
munida da medida de Lebesgue induzida normalizada o,,, por X e Y espagos vetoriais e C'(X)
o conjunto das fungoes continuas no espago X.

1.1 Topologia e Teoria da Medida

Para sequéncias numéricas, usamos os seguintes conceitos para tratar da ordem de con-
Vergeéncia.

Defini¢ao 1.1.1 Dadas duas sequéncias de nimeros reais {xx} e {yx}, escrevemos xy = O(yx)
quando
||

lim — < oo,
k=00 |y
e escrevemos Ty = o(yx) quando
T
lim M = 0.
Proposicao 1.1.2 Nas condi¢oes da Definicio 1.1.1, para que xp = O(yg) € necessdrio e

suficiente que exista uma constante ¢ > 0 tal que |xy| < c|yk|, para k suficientemente grande.

O préximo lema estd demonstrado em [2]. Por completude optamos por colocar sua de-
monstragao.

Lema 1.1.3 Seja {c,} uma sequéncia de nimeros reais positivos decrescente para 0. Se existem
inteiros positivos [, m e r tais que

C
— > 1.1
nra n = ny, ( )

Clnym <
para algum ng € N, entdao
n 2 ny,

para algum C' > 0 e algum ny.



Demonstragao. Sejam [, m e r como no enunciado. A inequagdo (1.1) implica que

T
e n > Ing.

Cpm <

Defina C = CI" e escolha N no conjunto {ing,Iing+1,...}. Como cym < C1N™" e a sequéncia
{cn} ¢é decrescente, entao

GG N7\
CNm+1 (Nm)r/m - (Nm + 1)r/m Nm ’

indutivamente,

Ol Nm+] r/m -
myi < . =1L2,...,(N+1)"=N" -1
CNm4j > (Nm—i-j)r/m ( Nm™ ) y J ) 4y 7( + ) )

contudo, como

(N+1)™—N"—1<N™ KH%)m—l} < (2™ —1)N™,

isso mostra que
N™ 43

< 2™,
Nmo

Assim,

2" ,
CNm—I—J_( 1 j=12,....,(N+1)"=N"™—1.

N™ 4 ])r/m
Portanto, a desigualdade desejada segue com C' = C12" eny = N™. W

Relembramos os espagos LP e algumas de suas propriedades.

Definigao 1.1.4 Sejam (X, ) um espaco de medida e 1 < p < oo. Definimos

(X, p):={f: X = C: f € p-mensurdvel e ||f|, < oo},

£l = (/|f W du(e ) Cl<p<oo

[1f lsupess = supess,ex{|f ()]}

onde

O conjunto LP(X, pu), 1 < p < oo, torna-se um espago vetorial quando identificamos quais-
quer duas fungoes f e g de LP(X,u) que coincidam p-quase sempre (p-q.s.) e, nesse caso,
escrevemos f = g j-q.s..

Teorema 1.1.5 Para p > 1, valem as sequintes propriedades:
i) O espago (LP(X, ), || - |l,) € um espago de Banach;

i) L*(X, ) € um espago de Hilbert com produto interno dado por

f. 9 —/f d@ du(e),  f.g € L3(X. ).



Teorema 1.1.6 (Teorema de Fubini). Sejam (X, pu) e (Y,v) espacos com medidas o-finitas.
Se f € LMX xY,u xv), entao f, € L'(Y,v) para quase todo x € X, fy € LYX,u) para
quase todo y € Y, as fungoes definidas quase sempre g(x) = [ fodv e h(y) = [ f¥du estdo,
respectivamente, em LY(X, ) e LY(Y,v) e

/fdpxu /foydu )]du /{/f:z:ydu] ().

Teorema 1.1.7 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(X,pn) ege LY X, pn), 1 <p<oo,q
o expoente conjugado de p. Entao, f,g € L*(X, ) e

gl < 17 1pllglly

Teorema 1.1.8 (Desigualdade de Minkowsky para Integrais). Sejam (X, u) e (Y,v) espagos
com medidas o-finitas e f uma fungdo (p X v)-mensurdvel sobre X X Y.

i) Se f>0el<p<oo, entio

UX (/Yf(“”?/)d”(y)) dpa(a ] /Uf:cypdu )} "),

ii) Sel <p<oo, f(-,y) € LP(X,u) p-gq.s. e a funcioy — ||f(-,y)|, € v-integrdvel, entdo
f(z,) € LMY ,v) v-q.s., a funcio x — [ f(x,y)dv(y) pertence a LP(X,u) e

) séwmmmm»

Teorema 1.1.9 Sejam (X, p) um espago de medida e LT (X, 1) o espago de todas as fungoes
mensurdveis de X em [0,00]. Se f € LT(X,p), entdo [, fdu =0 se, e somente se, f = 0
[-(.S..

Teorema 1.1.10 (Convergéncia Dominada). Seja {f,} uma sequéncia em L*(X, ) que satis-

faz:
i) imy, oo fro = f p-q.8.;
i) Eziste uma funcao g € LY(X, ) tal que |fn| < g p-gq.s., n € N.
Entao, f € LY(X,u) e
[ f@aua) =t [ fuo) dute)
X nmeo Jx
Denotamos por O,, o conjunto das transformacoes ortogonais sobre R™*1. A acao de um

elemento p de O,, sobre x € R™! serd denotada por px. As propriedades basicas dos elementos
de O,, sao listadas no lema abaixo.

Lema 1.1.11 Valem as sequintes propriedades:
i) Se p€ O, ex,y € R™ entio px - py = -y;

ii) Op age transitivamente sobre S™, isto €, se w € S™ e p € Oy, entao existe T € S™ tal
que pT = W.



Teorema 1.1.12 Seja p € O,,. Se f € L'(S™,0,,), entao fop € LY(S™, 0,,) e vale a férmula
flpw)dop(w) = [ flw)doy(w).
sm sm
Se f,g € L*(S™, 0,,), entdo
. f(pw)g(pw) dom (w) = ) fw)g(w) dom(w).
Teorema 1.1.13 Seja f € L'(S™,0,). Se [q. [(w)g(w)doy(w) = 0, g € C(S™), entio
f=0.
A préxima definigao é retirada de [4, p.210].

Definigao 1.1.14 Sejam (X, u) um espago de medida, 1 < p < 0o e u um peso positivo, isto
€, uma fung¢ao p-mensurdvel positiva pi-q.s.. Definimos o espago de Lebesque com peso LP (1),
como sendo o espago das fungdes f que sao p-mensurdveis em X, tais que fu € LP(X,p).
Escrevemos,

1/p
T 1=||fu\|p=(/x \f\pupdu> Cl<peoco

1/ 2oy = 1fullsupesssupess x{| ful}-

O proximo teorema fornece uma versao de Stein pra o Teorema de Interpolacao de Riesz-
Thorin, e pode ser encontrado em [4, Teorema 3.6, p.213] e [38, Teorema 2, p.485].

Teorema 1.1.15 Sejam (R, i) e (S,v) espagos de medidas o-finitas e T um operador linear
definido nas funcoes p-simples em R e tomando valores nas func¢oes v-mensurdvel em S. Supo-
nha que u;, v; sGo pesos positivos em R e S, respectivamente, e que 1 < p;,q; < oo, (i =0,1).
Suponha,

”(Tf)Ul Di» (Z = 07 1)

para toda funcao f p-simples. Seja 0 < 0 <1 e defina
I 1-6 0 1 1-6 0

Y

b Do b1 q qo q1

_ ., 1-0,0 _ 160
u=uy U, UV=uv 0.

Entao, se p < oo, o operador T" tem uma unica extensao para um operador linear limitado de
LP em LI que satisfaz
(T f)olly < My™" MY\ full,,  f € L.

1.2 Analise Funcional

O produto interno no espaco X serd denotado por (z,y)y, z,y € X e a norma proveniente
é definida por || - ||x = +/(:, ) x. Nesta segdo, H denota um espaco de Hilbert.

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se X ¢é um espago com produto interno
(,)x, entdo
[z, y)x] < llzlxlyllx,  2yeX.



Teorema 1.2.2 (Desigualdade de Bessel). Se H é um espaco de Hilbert e {xo}aca € um
subconjunto ortonormal de H, entao

S Iy za)ul < llyllz, ye

acA

Lembramos que o somatorio acima representa de fato a soma de uma série, ou seja, os
elementos desta soma podem ser nao nulos apenas em um conjunto enumeréavel de indices. O
mesmo se aplica a outros somatorios do texto. Este resultado pode ser melhorado quando o
conjunto em questao ¢ uma base ortonormal do espaco.

Teorema 1.2.3 (Identidade de Parseval). Se H é um espago de Hilbert e {xs}aca € uma base
ortonormal de H, entao

Y= Z(yaxa>7{$aa ) € H>

aEA

lyllz, = [y za)ul’, yeH.

acA

Além disso, se {c,} € uma sequéncia de nimeros complezos tal que > - |c,|* < oo, entdo

T =) 7 Cula, € um elemento de H e ¢, = (x,Zq,)n. Definimos o nimero ¢, = (x, %4, )n
como sendo o coeficiente de Fourier de x em relagdo a base {z4}.

Recordamos agora alguns resultados sobre transformacoes lineares. Uma abordagem mais
detalhada sobre este assunto pode ser encontrada em [32]. Sejam X e Y espagos vetoriais
normados. O espaco L£(X,Y) de todas as transformacoes lineares de X em Y é um espago
normado com a norma

1Tl exyy = sup{IT(2)[ly : = € X, [[oflx = 1}.

Denotamos por B(X,Y) o espago das transformagoes lineares limitadas (ou continuas).
Quando X =Y, escrevemos L(X,Y) = L(X) e B(X,Y) = B(X) e chamamos seus elementos
de operadores lineares.

Teorema 1.2.4 Sejam X um espaco vetorial normado e Y um espaco de Banach. FEntao,
B(X,Y) é um espaco de Banach.

Por simplicidade, denotamos ||| := ||T'||z(x,y). No caso em que X é um espaco de Hilbert
eY é R ou C, o teorema anterior pode ser melhorado pelo Teorema da Representacao de Riesz,
ver em [7], que garante a existéncia de um elemento y = y(7T') € X tal que

T(x)={(z,y)x, =€X,

para cada T € L(X,Y). Logo L(X,Y) é isomorfo a X quando Y é igual a R ou C.

Uma importante classe de transformacgoes segue do seguinte teorema.

Teorema 1.2.5 Sejam Hy e Hay espagos de Hilbert. Se T € L(Hy, Hs), entao existe uma unica
transformagcao linear T* € L(Hz, H1) tal que

(T(x), Y1, = (&, T*(y))n,, =€ Hi, y€EHo.

A transformagao T* é denominada transformacdao adjunta de T'. Um operador T é autoad-
junto quando T = T™.



Definigao 1.2.6 Seja X um espago de Banach. Um operador T € B(X) é compacto se a
imagem de cada sequéncia limitada de X possui uma subsequéncia convergente. Denotamos o
espago dos operadores compactos por By(X).

Definigao 1.2.7 Seja H um espago de Hilbert. Um operador T € B(H) € positivo quando
(T(x),2)% >0, zeH.

Se T € B(H) é positivo, escrevemos T' > 0. Se 11,1y € B(H), escrevemos T} > T; para
indicar que T} — Ty > 0. Se T' € B(H), entao T*T > 0, uma vez que

(T"T(x), 2)n = (T(2), T(x)n = IT(@)[l} >0, z€H.

Além disso, T*T é autoadjunto. O préximo resultado apresenta este fato de forma mais
geral.

Teorema 1.2.8 Sejam H um espago de Hilbert complexo e T € B(H). Se T € positivo, entao
T € autoadjunto.

Outra importante caracteristica dos operadores positivos é dada a seguir. Mais detalhes
podem ser encontrados em [18].

Teorema 1.2.9 (Lema da Raiz n-ésima). Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H). Se T ¢
positivo e n € um inteiro maior que 0, entdo existe um unico operador positivo S em B(H) tal
que S" =T.

O operador S descrito acima é usualmente denotado por /T ou TV/" e chamado de raiz
n-ésima de T. Se T € B(H), definimos |T'| := v/T*T. Observe que |T| = T quando este é
autoadjunto e positivo.

Corolério 1.2.10 Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H). Se T'(x) =D 07 \{, Tn)uTn,
x € H, onde {x,} € um subconjunto ortonormal de H e {\,} uma sequéncia limitada de
nimeros reais ndo negativos, entio T > 0 e T'I(z) = S°7, )\i/]@,xn)fﬂxn, reH, j=
1,2,

Teorema 1.2.11 Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H). FEntao, T € compacto se, e
somente se, |T'| é compacto.

No caso de operadores compactos sobre espacos de Hilbert, o resultado mais basico é o
teorema seguinte.

Teorema 1.2.12 (Hilbert-Schmidt). Seja T' € By(H). Se T' é autoadjunto, entdo existem um
subcongunto ortonormal {x,} de H e {\,(T)} C R tais que

T(e) = 3 AT, 2)mn, @ € H,

com | A (T)| > | Xo(T)| > -+ >0 elim, 00 A\p(T) = 0.

No teorema anterior, quando {z,} é uma base, o simbolo \,(T") representa os autovalores
do operador T e a sequéncia {\,(T)} leva em consideracao possiveis repeti¢oes geradas pela
multiplicidade algébrica de tais autovalores.



Corolario 1.2.13 Nas condicoes do Teorema de Hilbert-Schmadt:
i) SeT >0, entao \,(T) >0, n=1,2,...;
ii) Se H € separdvel, entio {x,} é uma base ortonormal de H.

Se T' é um operador compacto sobre um espago de Hilbert, ji sabemos que |T'| é autoadjunto,
compacto e positivo. Logo, o Teorema de Hilbert-Schmidt é aplicavel para este operador.

Outra classe de operadores que utilizamos é a classe formada pelos operadores nucleares
descritos a seguir, que podem ser vistos com mais detalhes em [18].

Definigao 1.2.14 Sejam H um espaco de Hilbert e {x4}aca uma base ortonormal de H. Se
T € B(H), o trago de T € definido por

tr(T) =Y (T*T(xa), 7o)y -

acA

Pode-se provar que o trago de um operador independe da escolha da base de H, ver [9, p.88].

Defini¢ao 1.2.15 Seja ‘H espago de Hilbert. Um operador T € Bo(H) € nuclear quando
tr(|T]) < co. O espago dos operadores nucleares € denotado por By (H).

Definigao 1.2.16 Considere um operador linear T : L*(X,p) — L*(X,p). Se existir uma
aplicacao K : X x X — C para a qual

WWFAMMWWM%fHWM,%XMWW

dizemos que T € um operador integral sobre L?(X,p). Neste caso, escrevemos T = Lk e
dizemos que K € o niucleo gerador deste operador ou que Ly € gerado por K.

Vejamos algumas propriedades destes operadores.
Teorema 1.2.17 Se K é um nicleo em L*(X x X, ju x u), entao Lx € compacto.
Lembramos que um niicleo K é hermitiano quando K (z,y) = K(y,z), 2,y € X.
Teorema 1.2.18 Seja K um nicleo hermitiano em L*(X X X, u X u). Suponha que toda base
ortonormal {ga taca de L*(X, 1) € tal que {pa@¢s}a.sea € base ortonormal de L*(X x X, puX p1).

Entdo, existe uma sequéncia {\,(ZLx)} C R e um conjunto ortonormal {¢,} de L*(X,pn) tais
que

n=1

com convergéncia em L*(X x X, u x ).

Definigao 1.2.19 Dizemos que um nicleo K € L*(X x X, u x u) é L*-positivo definido se
| | K f@F @ dute) du) = 0. 1 € (.00
xJx

Em outras palavras, K é L?-positivo definido quando o operador integral gerado por K é
positivo. Neste caso, segue do Teorema 1.2.8 que Zx é autoadjunto.
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Observacao 1.2.20 O conceito de nicleo L2-positivo definido estd intimamente ligado ao
conceito usual de nicleo positivo definido. Lembramos que K: X x X — C é um ntcleo

positivo definido quando
n

Z C_Z‘CjK(l‘i, l‘j) Z O,

ij=1
para quaisquer n > 1, x1,...,x, € X e ¢1,...,¢, € C. Para nucleos continuos, as duas
propriedades sao equivalentes. Mais detalhes ver em [18, Teo. 2.15 e Teo. 2.17].

O préximo teorema é uma versao esférica de [11, Teorema 4.1].

Teorema 1.2.21 Seja K : 8™ x S™ — C continuo e L*-positivo definido com © € S™
K(x,x) integrdavel. Entdo, Lk € nuclear e

tr(ZLx) = K(z,z)doy,(x).
Sm
Teorema 1.2.22 (Teorema de Schwarz). Sejam U um aberto de R™ e f : U — C uma fungdo
duas vezes diferencidvel no ponto ¢ € U. Entado,
o0 f o0 f
(c) = (c),
c%viaxj &cjﬁxl

i,je{l,...,n}.

A seguir enunciamos a versao complexificada do Teorema da Aproximacao de Weierstrass.

Teorema 1.2.23 (Teorema da Aproximagao de Weierstrass.) Seja A uma dlgebra de fungoes
continuas a valores complexos sobre um conjunto compacto F'. Assuma que

i) A ¢ autoadjunto, isto ¢, se f € A entio f € A;
ii) A separa pontos sobre F, isto é, se x1,x9 € F, existe f € A tal que f(x1) # f(x2);
iii) A ndo se anula em pontos de F, isto €, se v € F, existe f € A tal que f(x) # 0.

Entao, o fecho uniforme de A é o espaco das funcoes continuas a valores complexos sobre
F. Em outras palavras, A é denso em C(F) quando este estd munido de sua topologia da
convergéncia uniforme.

O lema abaixo é um resultado classico de Anélise Funcional.

Lema 1.2.24 Seja M um subespaco vetorial de um espago de Hilbert H. Sdo equivalentes:
i) M é um subespago denso de H;

ii) O complemento ortogonal de M em H € trivial.
O préximo teorema pode ser encontrado em [39, p.175].
Teorema 1.2.25 Sejam X e Y espacos métricos. Uma aplicagao f com dominio D C X e

imagem R C'Y € fechada se, vale a sequinte implicacao: se {ar} C D, ar, — a e f(ar) — b,
entdo a € D e f(a) =b.



Capitulo 2

Analise esférica

Neste capitulo apresentamos alguns resultados basicos sobre andlise na esfera. Em todo o
trabalho consideramos S™ a esféra unitédria centrada na origem de R™"!, com m > 2, munida
da medida de Lebesgue induzida normalizada o,,. Utilizamos a seguinte notagao conveniente

/ do,, = 1.

Além disso, denotaremos por RJ'" := {z € R™*! : |z|| # 0}. Se # € Ry**!, escrevemos
x' = x/||z||. Se U é um conjunto aberto e r ¢ um inteiro ndo negativo, denotamos por C"(U)
o conjunto de todas as funcoes definidas em U que sao r vezes continuamente diferenciaveis.

Por simplicidade usamos a notagao LP(S™) := LP(S™,0,,), 1 < p < 0.

2.1 Polin6mios homogéneos

Nesta se¢ao vemos uma classe de polinomios muito importantes no decorrer do trabalho,
os polinomios homogéneos. Além disso, apresentamos algumas propriedades importantes do
operador de Laplace-Beltrami. Algumas demonstragoes sao ocultadas por serem muito técnicas,
e podem ser encontradas em [13, 30].

Definigao 2.1.1 Dado um multi-indice o € N* := {0,1,...}", definimos o operador diferen-
ctal D* por
ol o™ oo

D% .= = al=a1 4+ -+« r=(21,...,%,).
dx{t---0xom Ozt Qxon’ o] " (w1, )

Representamos por A o operador de Laplace em R™"! e por V o gradiente de uma funcao
diferenciavel em m + 1 varidveis. Em simbolos,

m+41
0? 0 0
A=S"75 _ .
P o3 ¢V ((9:/51’ ’ 0xm+1)

Definimos o operador de Laplace-Beltrami A como sendo a restricao do operador de Laplace
a esfera, isto é, A = Algm.

Definicao 2.1.2 Uma funcao f : R™ — R € dita ser homogénea de grau k quando
fx) =X\ f(z), A>0, zeR™?

O préximo resultado é conhecido e pode ser encontrado em [19, p. 437].

11
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Teorema 2.1.3 (Férmula de Euler para funcoes homogéneas). Seja f : R™ — R uma fungdo
diferencidvel e homogénea de grau k. Entao, x -V f(x) = kf(x), v € R,

Observagao 2.1.4 Se f ¢é uma funcdo homogénea de grau k e existe 0f/0z;, para algum
j €{1,...,n}, entao esta ultima é homogénea de grau k — 1, pois

of B f(Ax + hzj) — f(Ax)
ax]( ) - }lllir(l] h
o QA+ (W N)y]) = f(A)
= N/
ke e St (W Ng) = f(2)
= A (h}lf)nao h/\

k-1 Of

= A a—%(a:), )\>O, IGRgL+1.

Teorema 2.1.5 Se f,g € C*(S™), entdo

F)Bg(@) drn(w) = [ B()glew) dom(w)

Sm

Demonstracao. Ver em [30]. W

Vejamos uma caracterizagao alternativa para o conceito de homogeneidade.

Proposicao 2.1.6 Sejam F : R™* — C uma funcdo, [ sua restricao a S™ e k € Z. Entao,
sao equivalentes

i) F' é homogénea de grau k;
i) Fx) = |o]*f(2), z € Rg™
Demonstracao. Se F' é homogénea de grau k, entao
F(z) = F(|zll") = |2|*F(2") = [|2]|* f(«), 2 #0.

Se vale a igualdade, entao

FO) = s () =Ml () =P, A=0. o 20, W

[ Az]]

Lema 2.1.7 Se k € Z, entio A(||z||*) = k(k +m — 1)||=|/*2.

Demonstracao. Como

0 0 _ .
llall® = (@3 a2 )M = k], e {1 m 1),
J J
vemos que
0? 0
glell = g-(lelf )

Ox;
- (qu’f 2+x] o lel*?)
[l

||| + )Ilwl’“‘?], je{l,...,m+1}.
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Portanto,

Al = 2 llz]l*
7=1
m+1

= k) [l + (k = 2)al|**a?]
j=1
= k[m+1)ll=]*7* + (k = 2)[l«]*H ]
= k(k+m—1[|"* =
Notacao: Denotamos por Ay, o nimero k(k +m — 1).

Proposigao 2.1.8 Sejam F € C*(R™), f sua restrigio a S™ e k € Z. Se F é homogénea
de grau k, entao

AF(2) = Mell2 |72 £ (@) + [|l2|*2Af (2), 2 € RF

Demonstragao. Ver em [30]. W

2.2 Harmonicos esféricos

Os harmonicos esféricos (m+ 1)-dimensionais desempenham em S™, m > 2, o mesmo papel
que as funcoes seno e cosseno desempenham no estudo de funcoes periédicas no circulo S*.
Vamos indroduzir alguns espagos polinomiais e algumas de suas propriedades. Além disso,
vamos formalizar o conceito de harmonicos esféricos.

Definigao 2.2.1 Uma fungao f € C*(R™Y) € harménica quando A(f) = 0.

Denotamos por P(R™*1) o conjunto dos polinomios em m + 1 variaveis, P/(R™!) o sub-
conjunto de P(R™*!) formado pelos polinémios de grau menor ou igual a I, PF(R™") o sub-
conjunto de P(R™*1) formado pelos polindmios que sdo homogéneos de grau k e HE(R™ 1) o
subconjunto de PF(R™*1) formado pelos polinomios que sao harmonicos.

Notagao: Se X(R™*!) é um dos espagos definidos acima, escrevemos
X(S™) = {pls= 1 p € X(R™)}.
Vejamos uma condicao suficiente para que um polinomio homogéneo seja harmonico.

s

Lema 2.2.2 Seja p € PE(R™). Uma condicio suficiente para que p € HF(R™) ¢
/ p(W)g(w) doy,(w) =0, q& PF2R™M.

Demonstracao. Assuma que a condicao vale e seja ¢ € P,’f_Q(Rm“). Aplicando a Proposigao
2.1.8 temos

Ap(w)g(w) dom(w) = Agm /mp(w)q(w) dom(w) + Ap(w)G(w) do, (w)

gm
= /m Ap(w)g(w) do, (w).

Sm
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Analogamente, e lembrando o Teorema 2.1.5, obtemos
| i) don@) = [ p)iate) o
= [ P)DT) o) = M [ ) ()
— [ p)Aq(w) don o).
Além disso, || - [|2Ag € PF(R™1), pois

[tz |*Aq(te) = £*|||*t" 2 Ag(x) = t*]|2]*Ag(z), t > 0.

Assim, concluimos que

[ dvi@ donte) = | p)Aa(w) o) = [ ple) ol Aw) do(w) =0

Como ¢ é arbitrario, tomando ¢ = Ap e usando o Teorema 1.1.9, deduzimos que Ap = 0 7,,-q.s.
em S™. Como p € C®°(R™), entdo Ap = 0 em S™. Portanto, pela homogeneidade de p temos
que Ap = 0 em R™" ou seja, p € HF(R™L). W
Definigao 2.2.3 Um harmonico esférico de grau k e dimensao m + 1 € a restricao de um
polinomio de H¥(R™*1) a S™. Denotaremos o espago H*(S™) dos harménicos esféricos de
grau k e dimensao m + 1 por ™.

Vejamos que " estd contido no autoespago de A associado ao autovalor —Nem-
Teorema 2.2.4 Se p € J", entao Ap = —AkmD-
Demonstracao. Seja p € J". Entao Ap = 0. Assim, da Proposicao 2.1.8 temos

0= Ap = A\emp + Ap,

o que conclui a demonstracao. M

Teorema 2.2.5 Sel # k, entao
| s dont) =0, pesam, g A

Demonstracao. Sejam p € 4™ e q € I, | # k. Aplicando seguidamente os Teoremas
2.1.5 e 2.2.4, temos

Como [ # k, segue o resultado. M
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Queremos mostrar que qualquer polindmio sobre R™*! quando restrito a S™, pode ser
escrito como soma de harmoénicos esféricos. Para isso, definimos um produto interno em
Pr(R™1). Um polinémio p(x) de PF(R™!) pode ser escrito na forma

p(x) = Z aal‘a7 a’Oé GR; x:(xl,-..7xm+1)’
|a|=k

onde 2% := z{" -2, e |af = g + -+ + a1, O operador diferencial associado a p é o

operador p(D) dado por

8a1 aaerl
p(D) = Z an D, D% =

T
ok Oxy O,
Podemos definir o seguinte produto interno em Pr(R™ 1),

(p,a)e :=p(D)(q), p,q€ PER™™).

Se p tem a representagao acima e g(x) = Zm\:k bgx”, podemos usar a férmula

DO‘(ZL“B) — { 0, sea# fBe |Oz’ = |5\ :

al, sea=p0

onde a! := ay,41! ... aq!, para concluir que
(. @)k =p(D)(@) = Y Y anbsD(z”) = > alagbs.
lal=k |B|=k la|=k

Teorema 2.2.6 Cada p € PF(R™) possui uma tinica decomposicao na forma
!
p(z) = Z |z||¥pr_oi(x), =€ R™
=0

onde |l = |k/2] e px_o; € HF21(R™), j €{0,...,1}.

Demonstracao. Primeiro, observamos que, qualquer polindmio com grau de homogeneidade
menor que 2 é harmonico. Logo, consideremos os casos em que k > 2. Definimos o conjunto

By = |lz|PPr ™) = {llz)*q(2) : g € PRAR™)

Vamos provar que PF(R™H) = H¥(R™1) @ B". Sejam r(x) = ||x||*q(x) € B* e p € Pr(R™H1)
nao nulo. Entao,
m—+1 (92

r(D) = Z @Q(D) = Aq(D).
Pelo Teorema de Schwarz, obtemos

(r,p)e = Aq(D)p = q(D)Ap = q(D)Ap = (q, Ap)i—2.

Em particular, podemos concluir que (r,p)r = 0, r € B}* se, e somente se, (¢, Ap)r—2 = 0,
q € Py 2(R™1). Mas a tltima condigdo equivale a Ap = 0, isto é, p € H*(R™*!). Repetindo
a prova para k — 2, obtemos
B = |lz|*Py 2R = [lf* (K2 (R™) @ Bi,)
= PR © PR R,

O resultado segue por recorréncia. W
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Corolario 2.2.7 Se p € P*R™), entdao p|gm pode ser escrito como soma de harmonicos
esféricos de grau no mdzrimo k.

Corolario 2.2.8 P(S™) = [Ugen4"] -

Proposicao 2.2.9 Seja k um inteiro nao negativo. Entao,

m+’f):M.

Demonstracao. Claramente, a,im) ¢ igual a quantidade de monomios z®, com |a| = k. Va-

mos entao calcular essa quantidade. Para isso, consideramos h(t) = (1 —t)7}, |t| < 1, cuja
representagao em série de Taylor centrada na origem é h(t) = > p- t*. Usando tal expansio,
deduzimos que

m+1 fe’e)
[Ta-zp ™t =1+>" | D> o) t*, |zl <1
j=1 k=1 \|a|=k

Por outro lado, a expansdo de g(t) = (1 — )~V |t| < 1, é da forma

g(t)—1+i<m2—k)tk.

k=1

Comparando-se convenientemente as séries acima, vemos que a quantidade de monomios da
forma z® coincide com (m + k)!(k!m!))~1. W

Proposigao 2.2.10 Se B} € o conjunto introduzido na prova do Teorema 2.2.6, entdao
dimB}' = a,ﬁ”_”‘)z-

Demonstragdo. Seja 1 : PF?(R™*!) — B dada por ¢(p)(z) = ||z||*p, p € Py 2(R™1),

x € R™*1. Pela defini¢do de B} segue que 1 é sobrejetora. Por outro lado, se p,q € Pr—2?(R™*1)
e ||lz?p(z) = ||z||?q(z), + € R™L, claro que p(x) = q(x), z € R, Por continuidade, p = ¢ e

1 é injetora. Assim, 1) é um isomorfismo e segue o resultado. M

Proposigao 2.2.11 O operador ¢ : PF(R™) — PE(S™), definido por ¢(p) = plsm, € um
isomorfismo.

Demonstragao. Seja ¢ como no enunciado. Como ¢ ¢ linear e sobrejetora, basta provarmos
que ¢ é injetora. Entretanto, a injetividade segue da igualdade p(z) = ||z||*q(2’), x € Ry,
dada pela Proposicao 2.1.6, onde ¢ é a restricao de p a S™. N

Teorema 2.2.12 A dimensio d\™ de ™ ¢ dada por

(2k+m —1)(m+k —2)!

d(m) —
F El(m —1)! ’

a menos que m + k < 2.

Demonstracao. Combinando-se a decomposi¢ao em soma direta descrita na prova do Teo-
rema 2.2.6 e a Proposigao 2.2.10, obtemos imediatamente que dimH*(R™*1) = a,(cm) — a,(CT)Q. O

restante segue da Proposicao 2.2.9. W

O préximo teorema pode ser encontrado em [30, p.18].
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Teorema 2.2.13 Seja k inteiro nao negativo. Entao, d,(cmﬂ) = ZZ:O am.
Corolério 2.2.14 Seja k inteiro ndo negativo. Entdo, d,im) =O0(k™1), m>1.
Demonstracao. E fcil ver que

2k+m—-1)(m+k-2)! @Qk+m-1)(m—-1+Fk)---(k+1)

kl(m —1)! B (k+m—1)(m—1)!
Logo,
2k +m—1)(m+k—2)! 2k™ + It kM (D k)
kl(m —1)! C(ktm—1Dm -1 1+ (2D)](m— 1)

onde T é um polinémio em k e m, cuja maior poténcia de k é m — 1. Segue que
k )

" 24 (It e 2
el Lt (2 Dm Dl (m—1)

com k — oo, o que conclui a prova. W

Observacao 2.2.15 Do Corolario anterior, podemos escrever

d™ <2kt m> 1

2.3 [L[*(S™) e expansoes em séries de Fourier

Lembramos o espago de Hilbert L?(S™) o espago de todas as fungoes f : S™ — C tais que
Jom |f(2)]? dop(2) < 00, munido de seu produto interno usual

(frg)l2= | f@)g(@)don(z). f.geLXS™),

e da norma induzida, ||z||s = \/{f, f)2, f € L?(S™). Cada 4™, k € N, é um subespago
vetorial de L?(S™). Além disso, o Teorema 2.2.5 revela que S e J4™ sao (, )p-ortogonais
quando k # [.

O primeiro resultado desta segao mostra que qualquer fungao continua sobre S™ pode ser
aproximada, de forma uniforme, por polinomios de P(R™*!). Sempre assumimos que C(S™)
estd munido de sua norma do supremo || - || .

Lema 2.3.1 P(R™") € um subespago denso de C(S™).
Demonstragao. E uma consequéncia do Teorema da Aproximacao de Weierstrass. W

Em seguida veremos que toda funciao de L?(S™) pode ser aproximada por polinomios sobre
S™. na topologia de L?(S™).

Lema 2.3.2 P(R™) um subespago denso de L*(S™).

Demonstracao. E consequéncia imediata do fato de C'(S™) ser um subespaco denso de

L2(S™). =

Teorema 2.3.3 L*(S™) = [UkeN%m} = PrenIG".
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Demonstracao. Segue do Lema 2.3.2, Lema 1.2.24 e Corolario 2.2.8. W

O teorema anterior mostra que se {Y; : j =1,... ,d,(cm)} ¢ uma base ortonormal de ",
k=0,1,...,entao {Y;; :j=1,... ,dfgm), k =0,1,...} é um subconjunto ortonormal completo
de L*(S™). Logo, se f € L*(S™), existe uma expansao de Fourier associada

onde @i (f) = (f, Yi,)a, j € {1,...,d"™}, k=0,1,....

Notacao: No restante do trabalho, os conjuntos {Yy; : j = 1,... ,dém)} e{Y,;, : j =
1,..., d,im), k=0,1,...} representam bases ortonormais de 4™ e de L*(S™), respectivamente,
em relagao ao produto interno de L?(S™).

Teorema 2.3.4 Sejam f,g € L*(S™). Se

o

9= (Vs

k=0 j=1

entdo f = g 0,,-q.5..
Demonstracao. Nas condi¢oes do teorema, temos que ¢ ;(g) = ¢ ;(f), ou seja,

(f =g Ye)o=0, je{l,....d™}, k=01, ...

Portanto, a conclusao segue do Teorema 2.3.3 e do Lema 1.2.24. N

2.4 Nucleos de reproducao

O termo nucleo de reproducao geralmente refere-se a espacos de Hilbert construidos a partir
de fungoes positivas definidas ou afins. Utilizamos a idéia de ntcleo de reproducao para de-
monstrar, na préxima se¢ao, um importante resultado conhecido por Férmula da Adi¢ao. Para
mais detalhes sobre este assunto, veja [1].

Definicao 2.4.1 Seja H um espaco de Hilbert de funcoes com dominio U. Uma funcdo
¢:U xU — R € um nicleo de reproducao de H se:

i) Fizadoy € U, a fungio x € U — ¢(x,y) é um elemento de H,

ii) (Propriedade reprodutora) Fizado y € U, f(y) = (f,¢(-,y)), f € H, onde (-,-) denota o
produto interno de H.

Fixado k (e ainda m), vamos estudar algumas propriedades da fungao Fj : S™ x S™ — C

definida por
d(m)

Z Vi (w) Ve, (

Nosso objetivo é provar que Fj é um nucleo de reprodugao de 7.
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Lema 2.4.2 A funcao F}, independe da escolha da base ortonormal de 7€".

Demonstracao. Suponhamos que {7}, ... T d(m)} ¢ uma outra base ortonormal de J#".
s

Podemos escrever
alm

de' = E ai,ij,i7 CLi’j < C

=1

Note que, por esta iltima igualdade,

m)
dm dim dy
8jg = Ty Tegryo =Y i@y (Yos, Yewr)o = Y tijdugidiy = Y ity

i,i'=1 ii'=1 i=1

o que mostra que a matriz com entradas a, ; ¢ unitaria. Agora,

dm ™ fdm ;™
ZTIM Tk] T) = Z Za”Y]’” w) Zai/’jyk’il(ﬂ
i'=1
d](;n)
= Z i Gy 5 Vi (W)Y (T)
Grii'=1
i (g
= Y (Y | o)
ii'=1 \ j=1

Juntando as informacoes acima, obtemos

ZTM w)Tios (7 Zazm“ )Y (7 ZYM )Yii(r

ZZ—

e isso conclui a prova. W
Lema 2.4.3 Fy(pw, p7) = F(w,7), p € Op, w, 7 € S™.

Demonstracao. Provaremos que se p € O,,, entdao {Yy;o0pm :j =1,... ,d,(cm)}, com p,, :=
plsm, ¢ uma base ortonormal de J#™. Assim, o resultado seguird do lema anterior. Para k = 0,
nao hd o que mostrar. Assuma que k > 0 e fixe j € {1,... ,dgn)}. Pela definicao de J%" temos
que existe p € H¥(R™) tal que p|gm = Y ;. Como

plpz) = llpz|*p((p)) = llz|*p(pa’), = € RE™,

e p(p0) = 0, segue da Proposi¢io 2.1.6 que po p € PE(R™), p € O,,.
Agora, como A(po p) = Apop, p € O, vemos que po p € H*¥(R™ ). Como p aplica S™
sobre S™, segue que
(pop)lsm = (plsm) © pm = Yi © pm.

Logo, Y ;o pm € 4. A ortonormalidade de {Y;0p, :j=1,... ,dém)} ¢ consequéncia do
Teorema 1.1.12. N

No préximo resultado, utilizamos o simbolo “’ ”somente para distinguir os pontos. Também
usamos o simbolo “ - "para denotar o produto interno usual de R™+1,
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Lema 2.4.4 Sejam w,w’, 7,7 € S™. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
i) Existe p € Oy, tal que pw =w' e pT =17';
i) w-T=uw -7

Demonstracao. Se (i) é verdadeira, podemos usar a invariancia do produto escalar usual de
R™*! por O,,, Lema 1.1.11, para concluir que

WT:ppr:w/T/

Reciprocamente, suponha (ii) é verdadeira. Como O,, age transitivamente sobre S™, Lema
1.1.11, existe p; € O,, tal que pjw = w'. Logo,

o' =wor=pwopr =0 i
Da mesma forma, existe py € O,, tal que pow’ = W' e
W T =W T = pow’ s papiT =W papr
Tomando p = pyp; € O,, obtemos
pw=paprw = pow’ = W' e pT = popiT =T,
portanto vale (). W

Lema 2.4.5 Existe uma funcgdo i de uma varidvel tal que Fy(w,T) = pr(w - T), ou seja, Fy €
uma fungao de w - T.

Demonstragao. Basta provar que a fungao ¢, estd bem definida. Assuma que w -7 =w'- 7.
Segue do Lema 2.4.4 que existe p € O,, tal que pw = W’ e pr = 7’. Portanto, pelo Lema 2.4.3
temos

pr(w 7) = Fi(w,7) = Fi(pw, p7) = Fi(w', 7) = pp(w’ - '),

e o lema esta provado. WM

O préximo resultado garante a propriedade reprodutora de Fy,.

Lema 2.4.6 Seja p, € ™. Entao,

/ ) Filr, ) o (0) = dupi (7).

Demonstracgao. Pela definicao de Fj, e pela linearidade da integral temos

/ (@) F(7, ) dorm (w ZY,{J / ()Y (@) dorm (@ Zwa (o1, Yi,)2.
m Sm

Por outro lado, o Teorema 2.2.5 implica que

0, l#k
ZYk,J pl7Yk,J>2 = { pe(7), 1 ik :

Portanto,

/ ) Filr, ) do(w) = Gyepe(r). W

Corolario 2.4.7 A funcao Fj, € um nicleo de reprodugao de ™.
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2.5 Foérmula da Adicao

Nesta secao provamos a Formula da Adicao para harmonicos esféricos e deduzimos algumas
de suas consequéncias basicas. Este é um resultado insubstituivel na analise de varios problemas
de natureza esférica.

Teorema 2.5.1 Sejam 7 € S™, {, € HF(R™) e assuma que:

ii) Uy € uma fungao T-zonal, ou seja, se p € O, satisfaz pr = T, entdo l(pxr) = li(x),
z € Ry

Entao, 0y, é unicamente determinada por
o kpmy/. 1 m+1
Ce(x) = |[=|" B (2" - 7), = e RG™,
onde P é um polinomio em uma varidvel.

Demonstracao. Podemos tomar 7 = e, 11 = (0,...,0,1) sem perder a generalidade. De fato,
seja p € O, tal que p~'7 = e,,41 e considere a fungio ¢y o p. Assim, l(pemi1) = l(T) = 1
e, se p; € O,, é tal que premy1 = emy1, eNta0 PP1p 'T = pprme1 = pemy1 = T. Agora, segue
de (i1) que U (pp1x) = Le(pp1p~px) = Lp(px), € R™TL 0 que prova que ¢, o p satisfaz (i) e
(17) com T = ep11. No que segue, assumimos que 7 = e,,11. Expandindo ¢(z) em relagao a
T(my = (T1,...,2m), Obtemos

k
= e (Tm),
=0

onde r,_; € P}]f_j(]Rm), j=1,...,k Sejap € O, tal que pr = 7. Se p' = p|gm, onde
identificamos R™ como o subespago de R™*! ortogonal a e,,,1, entao p' € O,,_; e, por (i),

k

Z$m+17”k (T m)) Za:erlrk (@),

7=0

isto é, cada r_; ¢ invariante por p’ € O,,_1. Logo, cada rj_; é constante em Sm—1 (visto como
a intersecao de S™ com R™). Se x(,,) # 0, concluimos entao que

. €T .
_ k—j (m) _ k—j
Te—j (@) = [m) [|* 70— <—Hx< M) 1) [I*7 g,
m
onde cada c;_; é constante. Como cada r;_; ¢ um polinomio, segue que ¢;_; = 0se k —j ¢é
impar. Vejamos entao, o que ocorre quando k — 7 é par. Podemos escrever o Laplaciano na
forma

82 82 82
A=——+4+A A= "
ox2, 4 A a2, et 0x?
Como £}, € H¥(R™*H1), entdo
k
0=Ah(z) = Y A (@ i(@m))
j=0
k 62
= Z (Tk j(x(m))axg in+1 + Ty 1 A ( ( )>>
=0 m—+1
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Consequentemente,
k k
) o 5
Z T 1 AT (X)) = — Z 30 = Dri—j (@em) )25
j=0 j=0
k—2 '
= = G+ DU+ 2k joo(@m) g1,
j=0
e temos

A'ry_ (@) = =G+ 1)(J + 2)rr—j—2(Tm)).

Juntando as informacgoes anteriores,

—(G DG+ 2Dz 2o = G+ DG+ 27k ja(Tm)
= A j(T(m)-

Como 15— (T(m)) = cr—jl|T@m)||* 7, segue do Lema 2.1.7 que

~(G+ DG+ 2Dzl e = g Az F
= ik —5) [(k—3) +m = 2] |zl 72

Logo,
GG+ e go =i slk— (k=) +m—2], je{0....k=2}  (21)

Lembrando a condigdo (i) e usando a homogeneidade dos polindémios r_;, temos

k—1
L= 0(7) = 1o(Tm) + > k=i (Tam)) = 70(Tm))-
=0

Como 7 é constante, ¢y = ro = 1. Desta forma, usando a férmula (2.1), obtemos os valores de
ck—; para k — j par e maior que 0. Finalmente, para w € S™,

k
bi(w) = D Wl ke (@)
=0

k
- Z ,wiﬂ-lck—j (W% + -+ wfn)(kﬁ)/Q
j=0

k
7=0

onde t = w41, wi+---+w? =1—1t2 A soma >’ inclui apenas os j € {0,...,k} para os quais
k — j é par. Agora, dado x € R™"!, como ¢, é homogéneo de grau k > 0, segue da Proposicao
2.1.6 que

li(x) = [lo]|*le(a”) = |l=|"F" (2" 7). @ e R,

onde i
PPR(t) = o t! (1 —2)F2,
j=0

E isso conclui a prova. W
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Definicao 2.5.2 O polinomio P[* de grau k definido no teorema anterior é chamado de po-
linomio de Legendre de grau k e dimensao m + 1.

Observagao 2.5.3 E claro que P"(1) = 1. Mais ainda, se k é par, entdao k — j par implica
que j também ¢é par. Logo,

P(—t) = Z’ck,j(—t)j(l_(_t)2)(kfj)/2

k
— Z /Ck,jtj(l - t2>(kij)/2
=0

= P(t).
Analogamente, se k ¢ impar, entao PJ*(—t) = —P;"(t). Portanto,
P (—t) = (1) P (1).

Teorema 2.5.4 Vale a férmula Fy(w,7) = d\™ P™(w - 7).

Demonstracao. Pelo Lema 2.4.5, segue que Fy(1,7), 7 € S™, é constante. Logo,

aim

a Z/mYka )Y (@) do (W)

= /mZYM W)Y (W) doy, (W)

= Fk(T,T).

Agora, fixando 7 € S™, segue da defini¢ao que (d,(cm))*le(-, T) € 4. Além disso, essa fungao
satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.5.1. Portanto,

PMw-7) = —Fp(w, 1),

™

e isso prova o teorema. W

O préximo corolario é a Férmula da Adicao para harmonicos esféricos. Sua demonstracao
segue diretamente da definicao de F}, e do teorema anterior.

Corolario 2.5.5 (Férmula da Adigao). Vale a igualdade

ZY,” W)Y, (1) = d™ P (w-7), TweS™

Agumas consequéncias, mais utilizadas, da Formula da Adicao sao listadas a seguir.

Corolario 2.5.6 Seja k € N. Entdo, os coeficientes de P[" sao reais, isto €,
PMw-17)=PMw- 1), T,we S™.
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Demonstracao. Pela Férmula da Adicao,
4
P(w- )ZYM Wi(r) = Pl'(7-w) = Fl'(w-7). W
Corolario 2.5.7 Vale a igualdade
(m)
k
S Wi )P =d, wes™ keN.

Demonstracao. Pela demonstracao do Teorema 2.5.4 temos que F;"*(1) = 1. Portanto, para
qualquer w € S™ temos, pela Formula da Adicao, que

am
3 Wi @)? = d PP (w - w) = PR (1) = di. W

Corolario 2.5.8 Valem as estimativas —1 < PJ*(w-7) <1, w,7 € S™.

Demonstragao. Segue da Férmula da Adigao e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

2

[P (w-7)* = d(m ZYM YkJ = Z’ij Z‘ij

Assim, o resultado segue do Corolario 2.5.7. W



Capitulo 3

Operadores esféricos

Neste capitulo apresentamos alguns operadores esféricos, bem como algumas de suas pro-
priedades. Usaremos a letra X para representar C'(S™) ou LP(S™), 1 < p < oc.

3.1 Sistemas fundamentais em S™

Nesta se¢cao mostramos que a integral na formula reprodutora do Lema 2.4.6 pode ser escrita
como uma soma finita.

Definicao 3.1.1 Um conjunto {wl,...,wd(m)} C 8™ € chamado de sistema fundamental de
k
)

ordem k se o determinante da matriz de ordem dggm com entradas PJ"(w; - w;) € positivo.

No que segue, vamos provar a existéncia de sistemas fundamentais em S™.

Lema 3.1.2 Sejam h € {1,...,d,(§m)} e {p,(fh) :h = 1,...,d,(€m)} um conjunto linearmente
independente de J". Entao, existem pontos wy,...,w, em S™ para os quais o determinante

da matriz h x h com entradas p,ih) (w;) € positivo.

Demonstragao. Primeiro, escolhemos w; € S™ tal que p,(:)(wl) # 0. Como {pg),p,(f) }é
linearmente independente, o harmonico esférico de grau k£ e dimensao m + 1

1 2 2 1 m
() = p (w)p? @) = 7 (w)p (@), weS™
nao é identicamente nulo. Logo, existe wy € S™ tal que p(wy) # 0. Portanto,
det(py” (w;))2x2 # 0.

O resultado segue por inducao. W

Teorema 3.1.3 Para cada k € N, existe pelo menos um sistema fundamental de ordem k em
S

Demonstragao. Vamos aplicar o lema anterior para h = d;,m). Pela Férmula da Adicao segue
que

m 1 \
P (wi - wy) = 40 Zyk,h(wi)y}th(wj)a
ko h=1

e temos a seguinte igualdade de matrizes
1

(PG 5)) = s (Ven3)) o Qa0

25
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onde (-)T denota a matriz transposta. Assim,

det (Pl:n(wz . wj)) = (ﬁ) [det (Yk’h(wi))]z >0,

k
e isso prova o teorema. W
Teorema 3.1.4 Sejam {wy, ... ,wd<m)} C S™ um sistema fundamental de ordem k e p € JG™.
k

Entao,
aim

pw) =Y a;Pw;-w), a;€C, weS™
=1

Demonstracao. Os calculos feitos na demonstracao anterior mostram que o determinante da
matriz (Y} ,(w;)) é ndo nulo. Agora, pela Férmula da Adicao,

- — . m m
P (w; - w) zwzm(wm,h(%), je{l,....d™}y, wesm™
k h=1

Como o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear acima nao se anula, podemos
resolvé-lo e expressar Y}, como combinagao linear de P/ (w; - %), j € {1,... ,d,(cm)}. O mesmo
vale para um elemento genérico de 4. W

Corolario 3.1.5 Seja p € J4". Entao, exvistem constantes a; € C, j € {1,... ,dggm)}, tais que

am
/ P )p(r) dom(r) = 3 0P - ),
onde {wr, ... ,wd(m)} C 8™ € um sistema fundamental de ordem k.
k

Demonstracao. Segue do teorema anterior e do Lema 2.4.6. H

3.2 Projecao esférica

Nesta secao, apresentamos algumas propriedades bésicas do operador projecao de X sobre
6", cuja definicao é motivada pela propriedade reprodutora do ntcleo de reproducao e a
estreita relagao deste com os polindémios de Legendre (veja o Teorema 2.5.4).

Definicao 3.2.1 O operador projecao esférica é a aplicacao %, : X — X dada por
Y(f)w) = d,gm)/ PMw-7)f(1)doy, (1), keN, weSsS™ feX
O fato de % ser uma projecao segue dos seguintes resultados.

Proposicao 3.2.2 Sejam k € N e f € X. Entao, %,(f) € 4.
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Demonstracao. De fato, aplicando a Féormula da Adicao na definigao acima vemos que

BN = & [ P ) don(n

_ EYM ) [ V) do ()

dlm
= Zc;” Wij(w), wes™. N

Proposicao 3.2.3 Sejam k,l € N. Entao, %, o % = 6;.,%.

Demonstracao. Aplicando duas vezes a proposicao anterior obtemos, para todo f € X,

%(%(f)) = ch’] Yk]

d(m)

- ¥ ( [Ty donle) ) i,
dm gfm

= Y3 ([ i) o)) viy
J_ld;

= Ok Y g (/)Vey

. m

Teorema 3.2.4 Seja f € X. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) %(f)=0em X, keN;
i) f=0emX.

Demonstracao. Se f = 0 em X esta claro que %, (f) = 0 em X, k& € N. Reciprocamente,
suponhamos que % (f) = 0 em X, k € N. Consideramos primeiramente os casos X = C(S™)

e X = L*(S™). Fixamos k € N, j € {1,...,d,(€m)} e escolhemos um sistema fundamental
{wi, ... ,wd(m>} de ordem k em S™. Pelo Teorema 3.1.4, existem constantes a;; € C tais que
k
Vi j(w Zam wirw), weS™
Logo,
dm dm

/ Vi) f(w) dom(w Z i W) P (w; - w) do (w) =Y ap i Zh(f)(w;) = 0.

i=1

Como {Yy;:j=1,... ,dkm ,k € N} ¢ um subconjunto ortonormal completo de L*(S™), segue
que f =0em X. Se f € L'(S™)\ L*(S™), procedendo como antes encontramos

/ Yo () f (@) dom(w) = 0, je{l,....d"™}, keN.
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Para terminar a prova, pelo Teorema 1.1.13, basta mostrar que
fw)h(w)do,(w) =0, heC(S™).
Sm

Seja p € P(S™). Pelo Corolario 2.2.8, p pode ser escrito como combinagao linear de harménicos
esféricos. Logo,

o fw)p(w) dom(w) =0, peP(S™).

Se h € C(S™), segue do Teorema da Aproximagao de Weierstrass que existe uma sequéncia
{pn}neN C P(Sm) tal que

lim ||h — pulle = 0.

n—oo

Assim,

[ F@)h) o)

_|_

[ 1)t =p)) o)
< [ U@ p) )] donw)
< =l | 1@l do (o).

() do(e)

Tomando o limite quando n — co na ultima desigualdade obtemos

flw)h(w) dom(w) =0,
gm

o que prova o teorema. W

Proposigao 3.2.5 Seja k € N. Valem as sequintes propriedades:
i) DY) = OaYagr j € {1,...,d"™Y;
ii) 12N (@) < d | fllx. £ € X, we ™

iii) |Z(N)llx < &\ fllx, f€X.

Demonstragao. Se j € {1,... ,dl(m)}y

B = 4 [ ViR 7 don(r)

= 5k7lYk,j(w), we S™.

Isso prova (i). Para provar (ii), consideremos primeiramente os casos em que X = C'(S™) e
X = LY(S™). Se f € X, entao segue do Coroldrio 2.5.8 que

D@ < 4 /S 1B @ DI (0)] ()

< d"|fllx, wes™
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Para o caso em que X = LP(S™), 1 < p < oo, sejam f € X e ¢ o expoente conjugado de p.
Como PJ"(w - *) € LI(S™), w € S™, a Desigualdade de Hélder e, novamente, o Corolario 2.5.8
implicam que

|Z5(f) ()]

IN

Vel LA IO

AN PP (w -9l £ 1L
A fl,,  w e S™.

IA A

O item (i17) segue diretamente de (ii). W

3.3 Convolucao esférica

Introduzimos nesta se¢ao o conceito de convolucao para fungoes definidas em S™. Para um
estudo mais aprofundado sobre esse assunto sugerimos [21, 28, 40].

Consideremos o espago L™ := L'([—1,1],dw,(t)), onde dw,,(t) := (1 — t2)<m_%)dt, ver
[17], e onde definimos a norma

1
1K | ::/ K()| dwn(t), K € L™
~1

Definigao 3.3.1 Sejam f € LP(S™), 1 <p<oo e K € L'™. A convolugio esférica de f com
K ¢ a funcao K * f, dada por

(K * f)(w) := f(r)K(w-7)don, (7).
S'm
A convolucao esférica satisfaz a seguinte desigualdade.

Teorema 3.3.2 (Desigualdade de Young). Sejam f € X e K € L™. Entao,

1K fllx < K ml [ f]]x- (3.1)

Demonstracao. Ver [13, p.30]. W

Em particular, (3.1) mostra que K * f estd bem definida.

Proposicio 3.3.3 Sejam f,g € X e K € LY. Entdo,
[ s pg)in ) = [ F@)K ) dono)
Demonstragio. Usando o Teorema de Fubini obtemos
[ s prinae) = [ ([ Konsmdonn) o) don
= [ ([ K don(@)) dnie)
= [ O )7 do().

Lembremos agora o Teorema de Funk-Hecke, o qual relaciona integracao em S™ com inte-
gracao no intervalo [—1,1]. Sua demonstragao pode ser encontrada em [23, 31].
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Teorema 3.3.4 (Funk-Hecke). Sejam p € 6™ e K € L. Entao,
1
K(r-w)plw) don(w) =p(r) [ KOPPdon).
sm —1
Vejamos como se comporta a convolucao esférica sob a agao do operador projecao.
Proposicao 3.3.5 Sejam f € X e K € L*™. Entdo,
UK« [) = KRZ()), keN,

onde
R(k) = /_ ROLACEO!

Demonstracao. Usando a Férmula da Adi¢ao obtemos

Bk ) = A [P T« £)(r) don(7)
a\m

)
S w) /S Vs (K £)(7) dorm(7)

i=1

k

= Yy [ Ti) ([ ARG 9 don(s)) don(r), we s

j=1
Agora, segue dos Teoremas de Fubini e Funk-Hecke que,

) = Vi) [ 10 ([ KT don(n)) dou o)

Sm

am 1 B
— ;Yk,j(w) /Sm f() (/_IK(t)P,Z‘(t) dwm(t)> Y (<) dom(s)
am

= K(k)Y G,(f)Vijw), wes™

j=1
Logo, pela demonstracao da Proposicao 3.2.2, obtemos
(K * f)(w) = K(B)%(f)(w), weSs™

Isto conclui a prova. W

3.4 Translacao esférica

A translacio esférica foi introduzida por Rudin em seu famoso artigo [36], onde apenas o
caso tri-dimensional foi considerado. Mais tarde, este conceito foi explorado um pouco mais
em [5], visando a aplicagdo do mesmo no estudo de problemas de saturagao em esferas. Depois,
tal conceito reapareceu como um importante ingrediente na definicao de vérios moédulos de
suavidade para fungoes definidas em esferas [6].
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Definigao 3.4.1 Parat € (0,7), a translag¢do esférica port de f sobre S™ € definida por

1
S, = d S 3.2
A o G LG (32)
onde do(T) € o elemento de volume no anel R, == {7 € S™ : w- 7T = cost} e R,(t) € seu

volume total. A r-ésima translacao esférica € definida por
Sy =808 ref{23,...}.

A fungao S;(f) pode ser interpretada como a média de f sobre o anel R!. O préximo
resultado pode ser encontrada em [31].

Lema 3.4.2 Sejam t € (0,7) ew € S™. Entao,

/R p(r) do (1) = R (t) PP (coshp(w), p € ™.

Proposicao 3.4.3 Para cada t € (0,7), Si(f) € um operador linear definido em X. Além
disso, valem as sequintes propriedades:

i) Se f €X, entao limy_o || f — Si(f)|lx = 0;
i) Si(p) = P*(cost)p, p € ", k € N.

Demonstracao. Seja f € X. Para provar (i), escrevemos

1@ =S = | [ ()= 1) aotr
1

= Fo |, @ 1) o)
1

< o L ) = i@l o). wesm

t
W

No caso continuo a desigualdade acima implica que

1f = Se(f)lloe < sup sup [f(w) — f(7)]

weS™ TERY,

Se t — 0, entdo [|[w — 7|| = 0, o que implica que 7 — w. Assim, a continuidade de f garante
que limy_q || f — Si(f)]leo = 0. No caso LP(S™), 1 < p < oo, usamos o Teorema 1.1.8-(ii) para

obter
1

Rm@>L%HfC)—f@0Mdavy

Como a integral de uma funcao de L'(S™) é absolutamente continua, dado € > 0, existe § > 0
tal que

1f = Se(Hlly <

1f() = f(D)ll, <€ |R, <.
Portanto,
1f() = f(Dllp <€  Rn(t) <.

Logo, a condigao (i) segue. Se p € ", entao o Lema 3.4.2 implica que

S0 = /R p(r)do(r) = P'(cos pl), w € 5™

w

Isso prova o item (iz). W
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Proposigao 3.4.4 Sejam f € L*(S™), t € (0,7) e w € S™. Valem as sequintes igualdades:

i) Seja St :={r € S™: (w,T) =0} o equador em S™ relativo a w. Entao,

Si(f)(w) = . flwecost +usint) do,,—1(u).

Em particular, se fo(w) := 1, entao S¢(fo)(w) = 1.

i) Para g € LY™,
(0% [)(w) = /0 g(cos £)S,(F)(w)(sin t)™ " dt. (3.3)

Demonstragao. O primeiro item segue da mudanca de varidvel 7 +— wcost + usint. O
caso S;(fo)(w) = 1 para fo(w) := 1, segue do fato da medida o,,_; ser normalizada em S™~1.
Para o segundo item, escolhemos um sistema de coordenadas tal que w torna-se o pélo norte e
definimos novamente 7 = wcost + usint ([30]), para obter

@D = [ gl nfr) o)

— f(wcost + usin t)/ g(cost)(sint)™ t dt do,,_1(u)
St 0

= / g(cost) f(wcost +usint) do,, 1 (u) (sint)™ ' dt
0 St

_ /0 " gcos ) Su(f) () (sint)™ dt.

Isto conclui a demonstracao. W
A acgao da projecao esférica sobre a translacao esférica é dada pelo seguinte resultado.
Proposicao 3.4.5 Sejam f € X, t € (0,7) e k € N. Entdo,
%. 0 Sy = Pi*(cost)?.

Demonstragao. Sejam p € 4™, g € L'™. Aplicando o Teorema de Fubini e o Teorema de
Funk-Hecke, temos

g fo = [ (g D) donw)

- / (/mg(w'T)f(T) dam(r)) p(w) dom(w)

= [ ([ st ) done)) sy don (s
— /Sm ( g(cost) P (cost)(sint)™" 1dt) f(7) dom(7)

™

— g(cost) P (cost)(sint)™~ 1dt/ p(7) f(7) dop(T)

0 m

= ([ip)2 / g(cost)P™(cost)(sint)™ * dt.



Por outro lado, aplicando a equagao (3.3) e, novamente, o Teorema de Fubini, temos

g fos = [ (g% D) o)

= [ v ([ steosnisitnpsing e ) dono
= [Toteost) ([ sin@p) o)) ineyn

— [ steost) S, pafsint)™

Uma vez que a igualdade acima vale para qualquer g € L™, segue do Teorema 1.1.13 que

(Se(f);p)a = (f,p)2 " (cost),

e isso prova a férmula. W
Corolario 3.4.6 Sejam k € N et € (0,7). Entao,

Y. 0S5y = Sio%,..
Demonstragao. Segue da Proposicao 3.4.5 e do Teorema 3.4.3-(i7). W
Proposigao 3.4.7 Set,l € (0,7), entao

Sj0S;=S5;08.
Demonstragao. Seja f € X. A Proposicao 3.4.5 implica que

Di(Se0Si(f)) = B'(cost)Zi(Sif)
= P"(cost)P"(cos )% (f)
B (cos )% (Se(f))
Pe(Si 0 Si(f)).

Logo, o Teorema 3.2.4 garante que S;05;, =S;05,. N

O préximo corolario mostra que a translacao esférica é uma contragao.

Corolario 3.4.8 Seja f € X. Entao,

1S ()Ml < 11 f [l
Demonstragao. Para f € L!'(S™) temos pela Proposigao 3.4.5,

1S: (Pl < Sl D7) dom(7)

m
Zo(Se(1£1)
= "%

= [ 1) don(n
= |/

Por outro lado, segue direto da definicao que

||St(f>HSupess S ||f“supess'

1-
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Assim, usando o Teorema da Interpolacgao de Riesz-Thorin com pg =p1 =1, o = ¢ = © e

Uy = uy = vy = vy = 1, obtemos [|S(f)]

p < |fllpparal <p<oco. W
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Corolario 3.4.9 Sejam f € X e r um inteiro positivo. Entao,

1f = ST < 7llf = Se(Hllp, £ € (0,m).

Demonstracao. De fato, segue do corolario anterior que

1F=SEDle < 1F = Se(Hllp + 1Se(f = STy
< Nf = SOl +11F = ST
< rllf =Sl

o que conclui a demonstracao. M

3.5 Diferenca esférica

Introduzimos nesta secao a diferenca esférica que serd utilizada na definicao de diferencia-
bilidade que vamos abordar no decorrer do trabalho. Como no caso da translacao, a diferenca
esférica foi introduzida por Rudin em [36] e ressurgiu em [5] para os mesmos motivos citados
anteriormente.

Definigao 3.5.1 Parat € (0,7), definimos o operador diferenca esférica por
Ay =1- 5,
onde I : X — X € o operador identidade. A r-ésima diferenca esférica € definida por
Al = Ao AT re{2,3,...},
e identificamos A} = /.

Proposicao 3.5.2 Sejam r um inteiro positivo e t € (0, 7). Entao, o operador A} é linear e
valem as sequintes propriedades:

) 1AL < 21l £ € X
ii) Timy o [AL(F)lx = 0, f € X;

iii) Yo AT = (1 — P™(cost)) %, k=0,1,....

Demonstracao. Da linearidade da translagao esférica segue que o operador A} € linear. Agora,
segue do Corolario 3.4.8 que

[A(Hx = [1f = Se(Hllx < 1Fllx + 15 (Nllx < 2[ fllx, feX,

de modo que

1AL = 1ACATT (Dl < 207 (Nllx < - < 27 fllx, fEX

Logo, (i) estd provado. Segue do item (i) e da Proposi¢ao 3.4.3-(i) que

lin [[A7(H)llx <2 T [A(H]lx =0, feX.
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Assim, limy_¢ [|A}(f)|lx = 0, f € X, e provamos (i7). Para provar (iii), consideremos primeira-
mente o caso r = 1. A linearidade de %}, e a Proposicao 3.4.5 implicam que

%(At(f)) :%(f)_%<st(f)) = (1_PIT(COSt>>%(f>a Jex, te (Ovﬂ-): k=01,....
Portanto, para r > 1 temos

Z(AL(f) = ZA(ATH()
= (1= PF(cost)Z(A7(f))
= (1= P"(cost))"%(f), feX, k=0,1....

Isto conclui a prova. W

3.6 Derivada forte de Laplace-Beltrami

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de diferenciabilidade forte de Laplace-Beltrami e dedu-
zimos suas propriedades bésicas. Este conceito foi primeiramente utilizado em [41] e é citado
em [40, p.164]. O termo forte é utilizado para diferenciar este conceito (global) do conceito
pontual introduzido por Rudin em [36].

Definicao 3.6.1 Dizemos que uma funcao f € X € fortemente diferencidvel no sentido de
Laplace-Beltrami quando existir uma fungio 2(f) € X tal que

Ad(f)

lim || —————
1 —cost

lim —a9(n| =o. (3.4)

X

A funcao D(f) € chamada de primeira derivada forte de Laplace-Beltrami de f. Derivadas de
ordem superior sao definidas indutivamente por

D =PDo P, re{23, . ..},

e identificamos 9 = 9.

Notagao: Denotamos o conjunto das fungoes diferencidveis nesse sentido por W (S™), isto é,
Wg(S™) ={feX: 2"(f) e X}, re{l,2,...}.
Observamos que 0 € W¢(S™) e que 27(0) =0, r € {1,2,...}.

O préximo resultado pode ser encontrado em [23].

d
Lema 3.6.2 Se k=0,1,..., entio pridi (Nn /) P,

Proposicao 3.6.3 Sejam k € N e r um inteiro positivo. Valem as sequintes propriedades:
i) A" C Wg(S5™);

i) I"(p) =m™"A,,.p, p € I
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Demonstracao. Consideremos o caso r = 1. Se p € ", usando a Proposi¢ao 3.4.3-(ii)
obtemos

1 —cost m
|1 =P (cost)  Aem
1 —cost

Ay (P) )\k,m
- p
1 —cost m

H (1 =P (cost))p  Aem
= - p

X X

Ipllx, € (0,7).

Aplicando a Regra de L’Hospital e usando o Lema 3.6.2 encontramos

1—-pP" t Aem Ak
lim i (cost) = 25 Jim P13 (cost) = Zhm, (3.5)
t—0 1 —cost m  t=0 m
Logo,
A Aem
lim () _ b p|| =0.
t—0 || 1 — cost m g
Portanto, p € W¢(S™) e
>\k m
D (p) = —=p.
Suponhamos agora que o resultado é verdadeiro para r € {1,...,l — 1}. Usando a hipdtese de

inducao para r = [ — 1, segue que

A(F1 Moo\ Moo )T A
lim AT D) _ (dem pl| = (22 lim Aulp) 2(p)| -
t—0 1 —cost m . m t—=0 (|1 — cost X
Assim, usando a hipdtese de inducgao para r = 1, temos
A -1 !
lim (77 (p)) — Ao p|l =0.
t—0 1 —cost m .

Portanto, 271 (p) € W4(S™), o que implica que 2'(p) = 2(2'(p)) € X, ouseja, p € WL(S™).

Além disso,
1 )\k,m :
) =\—"]|p
m

Proposicao 3.6.4 Seja r um inteiro positivo. Entdo, o conjunto WE(S™) é um subespago
vetorial de X.

Isto conclui a prova. W

Demonstracao. Ja sabemos que 0 € W{(S™). Para provar a outra condi¢do de subespagco
vetorial consideremos primeiramente o caso r = 1. Sejam f,g € Wg(S™) e a € C. Usando a
linearidade de A; e a desigualdade triangular segue que

HAt(Oéerg) CA(S) Ai(g)

% Hl—cost

— (@2(f)+ 2(9)) - 2(f) 2(9)

1 —cost 1 —cost

ol

X X
Tomando o limite quando ¢ — 0, concluimos que Z(af+g) = aZ(f)+Z(g) e que, obviamente,
af +g € W¢(S™). Agora, suponhamos que o resultado vale para r € {1,2,...,1 — 1} e sejam

f,g € WLH(S™) e a € C. Entdo, procedendo como acima temos

HAA-@;_%:;JS”:Q)) - 2()+ 7)) < |a!\\%—@’<f> x
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Tomando o limite na desigualdade acima quando ¢ — 0, obtemos

A2 af +9))

1 —cost

lim
t—0

=0.
X

—(a2'(f) + 2'(9))

Portanto, Z'(af + g) = (a2'(f) + 2'(g)) e af +g € WL(S™). W
Corolario 3.6.5 Seja r um inteiro positivo. Entao, o operador 9" : Wg(S™) — X € linear.
Teorema 3.6.6 Seja r um inteiro positivo. Entdo, o conjunto Wg(S™) é denso em X.

Demonstracao. Isto segue das inclusoes |J,-, 7" C Wx(S™) C X e do fato do conjunto
Ui 76" ser fundamental em X. W

O espago Wg(S™) é usualmente chamado de espago de Sobolev. Uma maneira natural de
gerar uma topologia para este espaco é considerar a norma || - [|w; dada por

[ fllwz = [ fllx + 12" (llx, f€ Wg(S™).

Com essa norma, (Wg(S™), [ - |lw;y) é um espago de Banach, como veremos no fim dessa segao.
No caso em que X = LP(S™), 1 < p < oo, denotamos este espago por W (S™) e sua norma por
| - ||W;- A acgado do operador projecao sobre a derivada forte de Laplace-Beltrami é explicada a
seguir.

Teorema 3.6.7 Sejam f € W{(S™) e r um inteiro positivo. Entdio,

(o () - (22) min). ke

Demonstragao. Fixemos k& € N. No caso r = 1, usamos (3.5) para deduzir que, para w € S™
e f € WE(S™), temos

1 — P"(cost)
1 —cost

() w) = Z(2(]))(w)] -

P11 - (27| =t

t—0

Dado t € (0,m) segue da Proposigao 3.4.5 e da linearidade do operador projecao que

S D ai ) - )| = | PRI a0
- (22D o) ).
Por outro lado, a Proposicio 3.2.5-(ii) implica que
i |91 (=~ 20) )| < i =20 2 =0

Combinando as trés informacoes anteriores, concluimos que

(D) = ().

m
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Agora, suponhamos que o resultado vale para r € {1,...,l —1}. Assim,

WD) = BASNG)
= rga )

m
Akvm : l m
= | —=) %(f), [feWx(s™)
m
Isto conclui a demonstracao. W

Observagao 3.6.8 A expansao em série de Fourier da r-ésima derivada forte de Laplace-
Beltrami de f € X é dada por

()~ S EEEm =DV gy ),

mr
k=0

Teorema 3.6.9 Sejam f € X e r um inteiro positivo. Entdao, sao equivalentes
i) | e Wg(S™);
ii) Existe g € X tal que )
%(o) = (22) i), ke

m

Demonstracao. Se f € Wg(S™), entdo Z7(f) € X e segue do Teorema 3.6.7 que

w7 () - (22) e, ke

Assim, pelo Teorema 3.2.4, basta tomar g = 2"(f). A reciproca exige o uso de ferramentas
das quais nao dispomos neste texto, sua demonstracao pode ser encontrada em [33]. W

Teorema 3.6.10 Sejam r um inteiro positivo. Entdo, o operador 9" : Wg(S™) — X € fechado.
Demonstracao. Sejam f,g € X e {f,,}neny C Wg(S™) uma sequéncia tal que

lim || fn — fllx = lim [|Z"(f) — gllx = 0.

n—,oo n—oo

Usando a Proposicao 3.2.5-(i7) encontramos

() s - 1o

. 12:(Z"(fn)) = Zh(9) |l

= (2" (fa) - 9)llx
< d"2"(f.) —gllx, keN.

Como lim,, o |27 (fn) — gllx = 0, entao

lim (%m) Yilf) = H(g), keN.

n—oo

Por outro lado, como

124(fa) = Z(Dllx = 1Z(fo — Dlix < dS fu = fllx, k€N,
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e lim, o || fn — fllx = 0, vemos que lim,, o % (fn) = %(f), k € N. Segue que

(%m) G(f) = %ilg), keEN.

Portanto, segue do Teorema 3.6.9 que f € W{(S™) e, pelos Teoremas 3.6.7 e 3.2.4, obtemos
9" (f) = g. Portanto, o Teorema 1.2.25 garante que 2" é fechado. W

Teorema 3.6.11 Seja r um inteiro positivo. Entdo, o espagco (Wg(S™), | - [lwz) € completo.

Demonstracao. Seja {f,}neny uma sequéncia de Cauchy em Wg(S™). Entao dado € > 0,
existe V € N tal que

1 = Fillx + 127 (F0) = Z7(Udllx = o = fillwy <€, n.j = N.

Logo, {fu}nen € {Z7(fn) fnen sdo sequéncias de Cauchy em X. Como X é completo, existem
funcoes f, g € X tais que

lim [|f, — fllx = lim [[2"(f.) — glx = 0.
n—oo n—o0
Portanto, pelo teorema anterior temos que f € Wg(S™) e Z"(f) = g. Assim,
Tim £, = fllwy = lim || = flle + 127(5) = 27 (Dllx = 0,
o que prova o teorema. H

Teorema 3.6.12 Sejam f € L*(S™) e r um inteiro positivo. Se existir g € C*'(S™) tal que
f =9 om-qs., entao Z7(f) =m™"(—=A)g.

Demonstragao. Sejam g € C*"(S™) e f = g 0,,-q.8.. Definimos
Jn ::Z%(g), n=12,....
k=1

Como o espaco W4 (S™) contém todos os espagos S, segue que {g,} C W4 (S™). Além disso,
Vemos que ) )

Jim g, = gllo = lim [|(=A)"gn — (=A)"gll2 = 0.
Por outro lado,

n

SCAYH(g) = w0 S T (Flg)

k=1 k=1

3

Dessa forma, deduzimos que

lim [|2"(gn) —m ™" (—A)"g|]s = 0.

n—oo

Como 2" é um operador fechado, concluimos que g € W3 (S™) e 2"(g) "(—=A)"g. Final-

= mi
mente, podemos afirmar que 27(f) existe e 2"(f) = 2"(g) em L*(S™). N

Os proximos resultados relacionam a derivada forte de Laplace-Beltrami com a translacao
esférica.
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Teorema 3.6.13 Sejam f € WE(S™), r um inteiro positivo. Entdo, Si(f) € Wg(S™) e
7"(5(f)) = S(2"(f)), te(0,m).

Demonstracdo. E suficiente provar que S;(f) € Wi(S™) e que Z(S,(f)) = S,(2'(f)),
quando f € W¢(S™). Usamos a Proposicao 3.4.7 e a linearidade de S; para obter

Az<5t(f)) = St(f)_Sl<St(f))
Si(f) = Si(Si(f))
= S, (A), e (0,T).

Logo,
M) 59y = 2D g9
_— (% - .@1(f)) e (o,m).
Como f € W¢(S™), segue que
|| Au(Si(f) ! AL _
iy | 22— s )| < isieli| 2 - 20| <o
Portanto,
| Au(Si(f)) ! _
%g% 127 —S(Z°(f)) « =0.

Assim, Si(f) € Wx(S™) e 21(S(f)) = Su(2'(f)). W
Corolario 3.6.14 Sejam f € W{(S™), r um inteiro positivo. Entao,
Arst<f) = StAT(f>7 le (077()'

Demonstracao. Segue dos dois teoremas anteriores. W



Capitulo 4

Aproximacao na esfera

Neste capitulo apresentamos os dois teoremas principais que mostram as taxas desejadas de
decaimento para ntcleos esféricos satisfazendo certas condicoes de suavidade. Para apresentar
as demonstracoes de uma forma mais facil de ser seguida, primeiro introduzimos os concei-
tos necessarios, detalhando algumas propriedades e demonstramos alguns resultados técnicos
adicionais.

4.1 Moébdulo de suavidade e equivaléncias

Nesta secao introduzimos o médulo de suavidade esférico de uma fungao e deduzimos al-
gumas estimativas associadas. A deducao de tais propriedades passa pela equivaléncia entre o
médulo de suavidade e o K-funcional associado aos espagos W (S™).

Definigao 4.1.1 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo e r um inteiro positivo. O r-ésimo mddulo
de suavidade esférico de f € definido por

wr(f;7)p = sup [[A[fllp, 7€ (0,m).

o<t<r

A proposicao abaixo lista algumas propriedades basicas do médulo de suavidade.

Proposicao 4.1.2 Sejam f,g € LP(S™), 1 < p < oo e r wm inteiro positivo. Entdo, valem as
sequintes propriedades.

i) we(f;7)p — 0, 7—0;
ii) wy(f;7), € mondtono nao decrescente em (0, );
iii) we(f +g:7)p < wr(f57)p + we(g; 7)ps

i) se s € um inteiro positivo menor que T, entao
wr(f;m)p < 207wy (7).

Demonstracao. O item (i) segue diretamente da Proposi¢ao 3.5.2-(it).
O item (éi) é obvio, pois se 0 < 71 < 75 < 7, entao

sup [|ALf]l, < S I\Nf\lp

0<t<m1

Para o item (i77), como AJ(f + g) = A} f + Ajg, segue da Desigualdade Triangular que
1AL+l < NALf Il + [1AFglp-
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Logo,
sup [|AY(f+9)ll, < sup (A7, + 1AFglly)
0<t<t o<t<t

sup [|ALfll, + sup [|A7gll,-
o<t<r

o<t<r

Para provar (iv), tomamos 0 < s < r inteiro. Da Proposi¢ao 3.5.2-(i) segue que

1A Sl = AT (AU < 27 A -

Assim,

sup ”A;pr < 2"7% sup HAfpr
0<t<r 0<t<r

Isso termina a prova. W

A seguir definimos a melhor aproximagao de uma funcao f por harmomicos esféricos. Mais
detalhes e propriedades sobre este assunto podem ser encontrados em [13, 14].

Definigao 4.1.3 Seja f € LP(S™), 1 < p < 0o. Definimos a melhor aprozimacao de f por
harmonicos esféricos de grau menor ou igual a k, por

¢
Ei(f), = inf{||f—T|]p:TeEB%€m}, (=0,1,....

k=0

A melhor aproximacao Ey(f), existe, pois @izo 6™ tem dimensao finita [15]. A sequéncia
{Ei(f)p}22, decresce monotonicamente para zero, quando ¢ — co. Uma relagao entre o médulo
de suavidade e a melhor aproximacao é dada pelo teorema a seguir, cuja demonstragao pode
ser encontrada em [37].

Teorema 4.1.4 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo. Entao,

E(f), < cw, (f,ﬁ) , (=0,1,.... (4.1)
P

A seguir, introduzimos o K-funcional de uma fungao de LP(S™) relativo ao espago W (S™).
Assim como o médulo de suavidade esférico, o K-funcional fornece informacoes sobre a suavi-
dade de uma funcao.

Definigao 4.1.5 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo, r um inteiro positivo e 7 > 0. O K-funcional
de f relativo a W (S™) € definido por

Ko (f,7)p o= mb{(|f = gllp + 7" [[gllwy - g € W (S™)}-
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Vamos usar o simbolo “ ~” para nos referir a seguinte relagao:

A(z) = B(z),z € V& Jey,00>0: ¢ B(z) < A(x) < e B(x), z € V.

Queremos estabelecer esta relacao entre o modulo de suavidade e o K-funcional. Para isto,
precisamos de alguns resultados auxiliares que sao descritos a seguir. Definimos o operador
multiplicador n, : LP(S™) — LP(S™), 1 < p < 00, dependendo de uma fungao fixan € C'*[0, co)
que satisfaz as seguintes condigoes,

n(zr) =1, se x € [0,1]
0<n(x)<1, sexe(l,2)
n(xz) =0, se x € [2,00).



A agao do operador 7, é definida pela férmula

nef =Y nk/OZ(f), feLP(S™).

O operador multiplicador satisfaz as seguintes propriedades.

Lema 4.1.6 Seja f € LP(S™), 1 < p < oo. Entao,

i) nef € uma soma de harménicos esféricos de grau no mdximo 20 — 1;

i) sep € A", j <L, entdo ngp = p;

ii1) para ¢ =1,2,..., existe uma constante ¢ € R tal que
e fllp < cll fllps
i) para £ =1,2,..., existe uma constante ¢ € R tal que

1 = nefllp < cEe(f)y-

Demonstracao. (i) De fato, quando k > 2¢, temos n(k/¢) = 0.

(ii) Seja p; € A", j < L. De 3.2.5-(i) temos,

nep; =

> 0k/0)%(p;)

> nk/0)kp;
k=1

n(i/0)p;-

Como j </, entao n(j/¢)p; = pj, isto é, nep; = pj.

(iii) Segue do item (i) e da Proposicao 3.2.5-(iii), que

lnefllp =

IA

IN

IN

> nk/OZ(f)

20—1

> llnk/ OB,

20—-1

> nk/O 1%,

k=1

(20 — 1)dY™(| £,

p
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(iv) Dado € > 0, existe T € @izl 6™ tal que ||f —T||, < Ei(f), + €. Aplicando os itens (ii)

e (iii), temos

||f - Wf”p

VAN VAN VAN VAN

IN

Passando ao limite quando € tende a 0, obtemos || f — n.f|l, < (14 ¢)Ee(f),-

1f =Tl + 1T = nef
1f = Tllp + 0T = nefllp
1 =Tl + lne(T = F)lp
1f = Tllp +cllf =Tl
L+ )lf =Tl

(L+ ) (Ee(f)p +2)-
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Lema 4.1.7 Sejam f € LP(S™), g € W;(S™), 1 <p < oo er um inteiro positivo. Entao,

wr(f57)p <271 f = gllp + wrlg; )y

Demonstragao. Pelos itens (iii) e (iv) da Proposi¢ao 4.1.2, temos

wr (f7 T)p

Isto prova o lema. W

Lema 4.1.8 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo er um inteiro positivo. Entao,

Lema 4.1.9 Sejam f € W) (S™), 1 <p < oo er um inteiro positivo. Entao,

r < —-r T -
19 Dl < et 1801 € (05

Demonstragao. Ver [37, Lema 3.6].

<
<

wr(f=9+g:7)
wr(f = 97)p +wr(g;7)p
2L f = gllp + wr(g; 7)p-

™

wr(f;m)p < T |27 ()llps 7€ (0,7).

Demonstracao. Ver [37, Lema 3.8].

Lema 4.1.10 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo er um inteiro positivo. Entao,

Inefllp < 2" (ef)|lp, ¢ >0.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.6.3-(ii) e Proposicao 3.2.5-(iii) temos

lnefllp <

IN

IN

<

Zm nef)lly
k=
2¢—1 m"
7 (@)
_ k,m
k=1 > P
20—1
oSN )y
lm k‘ 1
o 207" ()
[ ]

O lema segue tomando ¢ = (m"/ /\im)%d,(cm)

O teorema a seguir mostra a equivaléncia entre o K-funcional e o médulo de suavidade

esférico.

Teorema 4.1.11 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo er um inteiro positivo. Entao,

Wr(f; T)P ~

K. (f, 7—)177

€ (0,m).

(4.2)
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Demonstragao. Seja g € W (S™). Pelo Lema 4.1.7 e Lema 4.1.9, temos

wr(fi7)p < 21 f = gllp +wi(g; T)p
< 2'|lf = gllp + a2 (9)]»
< 2'[[f =gllp +at"llgll, + 7|27 ()]
= 2'[[f = glly + atllgllw;
< o (If = gllp+7"lgllwz) -

Como o lado esquerdo nao depende de g € W] (S™), podemos tomar o infimo em relacao a
g € W;(S™) do lado direito. Assim temos,

Wr(f; T)p S CKr(fa T)p’

Para a outra desigualdade, como n,f € W (S™) temos,

KT(f? T)P

inf{[|f — gll, + 7"llgllwy : g € W, (S™)}
< N =nefllp + 7" e f lwy
= |f =nefllp +7" Unefllp + 12" e f)lp) -

Agora, pelo Lema 4.1.10, segue que

K.(f,m)p < Wf =nefllp +7" (| 2" e f)llp + 12" (e f)l)
= |f =nefllp + (o + DT 2" e ) -

Aplicando o Lema 4.1.6-(iv) e o Teorema 4.1.4, respectivamente, temos

K.(f,7)p < Bl f)p+(a+ 1)TT||-@T(Wf)||p

s
< aw (fi2g) +a+ 071 el
p

e tomando /¢ suficientemente grande de modo que 57 T < 7, podemos aplicar o Lema 4.1.8

{+m—1)
para obter

7T -7 '
K.(f. 1), < csw, (f;fjt—l) + et AL f],
p

= [ (f ?E%)ﬁ (m)% (f ;m),l |

Pela monotonicidade do mddulo de suavidade segue que K,.(f,7), < cw,(f;7),. W

Concluimos a se¢ao como o seguinte resultado enunciado em [25] e demonstrado em [12].

Lema 4.1.12 Sejam f € LP(S™), 1 < p < o0 e r um inteiro positivo. Entao, para ¢ suficien-
temente grande,

1f = nefllp + TTanfHW; ~ Ko (f,7)p, 7€ (0,m).
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4.2 Estimativas para os coeficientes de Fourier

Ja vimos que os coeficientes de Fourier da fungao f € LP(S™), 1 < p < oo, com relagao a
base {Vi;:j=12...,d™;k=0,1,...} de L*(S™), sio definidos por

Cj(f) = . F) Y, @) dom(y), G=1,2,....d"™; k=01,....

Nesta secao, apresentamos resultados que fornecem estimativas para a soma

(m)
d;"™

)= [ (NP k=0,1,....
j=1

Lema 4.2.1 Sejam f € LP(S™), 1 <p <2 eq o expoente conjugado de p. Entao,

00 1/q
{Z(d,i’“)><2-q>/2q[sk<f>]q/2} < a®)||flns (4.3)

k=1

onde a(p) € uma constante positiva dependendo de p (e m).

Demonstragao. Para p = ¢ = 2, temos que (4.3) é a identidade de Parseval

o d](;n)
SN (O = I£15.
k=0 j=1

Agora, note que, parap=1e g =00

S s HOP ] = D ai (e
j=1 Jj=1

- Z Y)Y () Ao (y)T s (f)

4™
= . f() Zam(f )Yej(y) dom(y)
dff” 1/2
= | 2P ) [ T@Yi) o).
onde
am ™ ~1/2
Yk(y)zl Ci,i(f) Z\Ek,j(f)IQ Yieji(y),

e assim Y;(y) é um elemento de J™ satisfazendo ||Yz[[; = 1. Portanto, Y = Y}, é parte de
uma base ortonormal de J™, {Y};} e assim, pelo Lema 2.5.7, satisfaz

a\m
Vi) < v, = d,
j=1
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e isso implica em

1/2
)
a\m

S| < 1)
j=1

Agora, consideremos o Teorema da Interpolacao de Riesz-Thorin. Chamando py = qo = 2

temos,
00 1/2 0 1/2
||s,i/2<f>u2=<Z<si/2<f>>2) =(Zsk<f>> = [ fl2,

k=1 k=1

e assim f = 3,16/2(f),v0 =1l,up=1e My=1. Para p; =1, ¢ = 00 temos,

m)—1/2 1/2
A s (1) < allf,

com a constante. Logo,

H) 28 () supess = sup{(di™)~2%()} < all 1,

e portanto f = s,lc/Q(f),vl = (d,(gm))*l/Q,ul =1e M, = 1. Tomando 0 = p% - %, note que

0 <6 <1,eainda T = I, onde I é o operador identidade. Logo, u = 1, v = (d,(cm))2 2 e
Mi=?M? = a e portanto,

2—q
1)o7 5, (F)lg < @l f]lp-

Concluimos assim que

- dm q/2y Y4 - 2 am a/2y\ /4
m Q;q -~ m =3 ~
Sy = S @ ()P = > @)= > a1
k=1 j=1 k=1 j=1
m)\ 222 1/2
= (@) 52 ()l
< al|flly

onde a(p) =a’. W

Lema 4.2.2 Sejam f € LP(S™), 1 < p <2 er um inteiro positivo. Entao,
se(Z"(nef)) = cse(nef)-

Demonstracao. Temos pela Proposic¢ao 3.6.3-(ii),

(m)
d"

si(@"(mef) = D [ees (2 ()

i=1
dg™ 2

= Y| T h )V ) dony)

j=1 175

aim )

= S| [ 07010 dowy

j=1
i

-y EE +ng — s neh)P
=1

_ E'(k+m—1)" s(nef).

mr

<
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Isso termina a prova. W

Teorema 4.2.3 Sejam f € LP(S™), 1 < p < 2 e q o expoente conjugado de p. Entao, para
cada 7 inteiro positivo fizado, existe uma constante c, tal que

o 1/q
{Z(dé”’))@—q)/?%mm{l,tk})rﬂsuf)]q/?} <gr(fit)y, te(Om).  (44)

k=1

Demonstragao. Da equivaléncia (4.2) e Lema 4.1.12, é suficiente provar que

00 1/q
{Z(d;m>><2-q>/2q<min{1, tk}msk(f)]q/?} < ¢ (ILf = nefllp + lnefllwy)

k=1

onde ¢, ¢ uma constante dependendo de p. Temos que

alm

si(f) = D [Gkg(f = nef) + g (nef))
Jj=1
aim™

IN

D22 [ (f = neh)E+ [ (ne)P]
j=1

(m) (m)
dk"l dkm

= 22 G (f — e+ 22 (G (nef)?
j=1 =1
= 225, (f — nef) + 2s(nef).

Escrevendo S, ,(f) para denotar o lado esquerdo de (4.4), temos

0o 1/q
Stra(f) <2 {Z(d;mb(“)ﬂ%mm{l, th}) [si(f — mf>1q/2}
k=1

00 1/‘1
+2{Z<d;m>><2—q>/2q<mm{1,tk})’“q[smf)]q/?} .

k=1

Denotamos por S; e Ss, respectivamente, os termos do lado direito da inequagao acima. Temos
que

- 1/q
1 <2 {Zu,&m’)(“)/%[sk(f - mf)]q/z} -

k=1

Aplicando o Lema 4.2.1 obtemos

S < QCpr - Wpr-
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Analogamente, e aplicando o Lema 4.2.2, estimamos S5,

00 1/q
» s 2{Z(d§em))(2qVQq(fk)rq[Sk(Wf)]q/Q}

k=1

v {
< gtr{
- Qtr{

Aplicando o Lema 4.2.1 novamente, obtemos

Sy <2671 D" (e f)lp < 2ept" |10 f [y

IA

1/q
(dlgm))(zfq)ﬂqqu [Sk (mf)]q/z }

Y q/2) 1/
(dlgm))(Q—q)/Qq {(k‘(k‘+m 1)) Sk(nﬁf):| }

mr

M 1 1

1/q
(d](cm))(z_q)mq[sk(@r(Uéf))]q/Q} .

b
Il

1

Portanto,
Stra(f) <26, [IILf = nefllp + " nef ]

e isso completa a demonstracao. WM

Lema 4.2.4 Sejam f € C*(S™). Entao,
1Se(f) = Fllp < B[ Afllp, ¢ € (0,7/2).
Demonstracao. Ver [16] ou [33, p. 53]. A
Lema 4.2.5 Seja f € LP(S™), 1 < p < oo. Entdo, eziste ¢ € R tal que
15:(f) = fllp < cwalf5t)p,  t€(0,7/2).

Demonstracao. Pelo Teorema 4.1.11, basta mostrar que existe ¢ € R tal que ||S:(f) — fl|, <
¢ K>(f,t)p. Para g em W(S™) ou em Wg gy (S™) temos pelo Lema 4.2.4 que

15:(9) = gllp < ct?| Agll,.

Pelo Corolario 3.4.8 e Teorema 3.6.12, temos

1S:(F) = fllo < 15:(f) = Sela)llp + [[Se(g) = gllp + I1F = gl
< 20F = gllp + [15:(9) — gl
< 2|f — glly + ct®[|Ag],
< 2llf =gl + emt*|2(g)ll,
< 2llf =gl + emt?|lglly + em [ 2(g)|l,
< 2llf = gllp + emllgllw;
< 20l = gllp + emllgllw;
< {If =gl + Ellgllwz}-

O resultado segue tomando o infimo sobre g em ambos os lados da desigualdade acima. W

Para provar a desigualdade inversa precisamos dos proximos trés lemas, cujas demonstracoes
podem ser encontradas em [3].
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2|2 +3)

Lema 4.2.6 Sejam f € LP(S™), 1 < p < oo er um inteiro positivo tal que r > 1
m _

Entao,
- 1 1
IAS (A < emax{ g s P € O,)

Lema 4.2.7 Sejam f € LP(S™), 1 < p < 0o e r um inteiro positivo suficientemente grande.
Entao,

IAS (Dl < ety max{ g5 5z bl € 0um)

onde €(r) = 0 quando r — 0.

Lema 4.2.8 Sejam r = 0,1,2 e g € LP(S™), 1 < p < oo, satisfazendo uma das sequintes
condicoes:

i) Arg € LP(S™), 1 < p < 00;
i) Arg € C(S™) para p = 0.
Entao, existem A, B,C € R tais que
1Si(9) — 9 — a(D)Agll, < CH|A%],, ¢ € (0,7/2)
com 0 < At? < a(t) < Bt%.

Lema 4.2.9 Sejam f € LP(S™), 1 < p < 0o e r um inteiro positivo suficientemente grande.
Entao, existe c € R tal que

CIAS; (Hlp < ellf = Si(H)l (4.5)

Demonstracao. O Lema 4.2.6 garante que

4" +3)

® ser > , entdao AST(f) e A2S7(f) estdo em LP(S™), 1 < p < oo;

m—1
G(LmT—HJ+3) 00 m . A3qQr 00 m : : A2 Qr
. ser>Tef€L (S™), entao A*Sy(f) € L>(S™), o que implica que A*S7(f)

¢ continua.

Pelo Lema 4.2.7, podemos escolher r > 2([ ] + 3)/(m — 1) tal que

IASE (Dl < 255l (46)

onde A e C sdo as constantes do Lema 4.2.8. Agora, tomando r > 4(| 2] +3)/(m — 1) + 7y,
segue do Lema 4.2.8 e da desigualdade triangular invertida que

laAST (Nl < 15687 (F) = St (Pl + CEIAST ()],
Em seguida, aplicando os Corolarios 3.4.8 e 3.6.14 e inequacao (4.6),

la(®)ASE ()1l

IN

1Se(£) = Fllp + CENAST (AST ()

Al .
< 11SiF) = Fllp + CF S NAST (Dl

N
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e pela desigualdade triangular
laASI (Dl < 1SF) ~ fllp + 251 = AT + AS{(7) — AS (P,
< SF) ~ fllp + 251 — AS{() + ASFT (S~ DDy
< S~ Fl+ ESIASI (D + 2SIAST TSP — D)

Pela da inequacao (4.6) e Corolario 3.4.9, obtemos

- A~ A
la@AST(Ny < 15:) = Fllo + ESHNASTD Ny + 551657 = D

JA < A
< NS) = Fllo + ESIAST DNl + 5571 18:0) = fllb-

Assim,

(82— 2) easile < (1+ 26m ) 150 - Sl

isto é, .
EIAST (Pl < callSe(f) = fllp:

o que conclui a demonstracao. M

Lema 4.2.10 Seja f € LP(S™), 1 < p < oo. Entdo, existe c € R tal que
wa(fit)p < cl|Se(f) = fllp, £ € (0,m).

Demonstracao. Seja g € LP(S™) satisfazendo as condigdes do Lema 4.2.8. Pela Proposicao
4.1.2-(iv), Lema 4.1.9 e Teorema 3.6.12, respectivamente, podemos escrever

wa(f5t)p 2w1(f351)p
at|2(f)lp
am™ ]| Agl,

1f = glly + et Agll,.

Tomando g = S7(f) com r um inteiro positivo suficientemente grande e aplicando o Corolério
3.4.9 e a inequagao (4.5), segue que

Wz(fS t)p

VAN VAN VAN VAN

< F = ST + 2t AST ()
< rllf = Si(Dllp + esllf = Sl
< callf = Se(f)lps

e isso prova o lema. W
Teorema 4.2.11 Seja f € LP(S™), 1 < p < oo. Entao,

1Se(f) = fllp = w2l fit)p, t€(0,m/2).
Demonstracao. Segue dos Lemas 4.2.5 ¢ 4.2.10. N

Corolario 4.2.12 Sejam f € LP(S™), 1 < p < 2, e q 0 expoente conjugado de p. Entao, existe
uma constante c, tal que

00 l/q
{Z(d;’m)(?—q)/zq(mmg,tk})%[sk(f)}qﬂ} < 1S(f) = fll, e (0,m/2).

k=1
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4.3 Resultados auxiliares

Nesta secao apresentamos algumas hipoteses basicas e resultados auxiliares que serao utili-
zados nas demonstragoes dos principais resultados deste trabalho.

Sejam K € L*(S™ x S™ 0,, X 0,) € 2 € S™ fixo. Denotamos K? : S™ — C por K*(-) =
K (-, z). Usamos o simbolo 2™°K para representar a acio da r-ésima derivada forte de Laplace-
Beltrami aplicada a primeira variavel.

Definigao 4.3.1 Dizemos que o nicleo K € L?(S™x S™, 0., X 0,,) pertence ao conjunto A(S™)
se possui uma expansio em L*(S™) da forma

(m)
E :E g Ve ()Y (y), E dj, E Q. < 0o,
k=0 j=1 k=0 j=1

e satisfaz as sequintes condigoes
(A) (Positividade) Os coeficientes da expansdo sGo nao negativos, isto €, ay; > 0.

(B) (Monotonicidade) Os coeficientes da expansao decrescem monotonicamente com relagdo
ak, isto €, apir; < gy, 1< <d, 1< <d™

Se K € A(S™), entdo o operador integral £ é positivo e tem operador raiz quadrada
Zk, ,, unicamente definido (Teorema 1.2.9) por

o d(m)

Kipo(z,y) = Zza Vi (2)Ye5(y)-

k=0 j5=1

Ambos, Zx e Lk, 1> 880 operadores positivos e autoadjuntos. O nucleo K do operador original
Zx pode ser recuperado a partir do niicleo K5 do operador raiz quadrada Zx, ,» bela relacao
integral,
Kijo(x,y)Kijo(w, ) dop(z) = K(w,y), y,weS™. (4.7)
SnL
Além disso para cada z € S™, os coeficientes de Fourier da fungao K* e K7 /o 580, respectiva-
mente,

(K = o Vies(2), j=1,2,....d", k=01,...,

Gg(Kipp) =t Yiy(2) j=12,....d", k=01,...,

o que implica em

1/2 ZQk]’Yk’] , ZESm, k:O,l,

Integrando ambos os lados da equacao acima, temos o seguinte resultado.

Lema 4.3.2 Seja K € A(S™). Entao,

/ sk(K7j2) dom(z Za;w, k=0,1,.



Demonstracao. De fato, temos

/msk(Kf/Q)dam(z) = / ZO‘MYM )I* dor, ()

Lema 4.3.3 Sejam K € A(S™) e r um inteiro positivo. Entao,
127 (K p)llz = 27 (K*(2)) = 270 (K(2,2)),  z€ 8™
Demonstracao. A acao da derivada forte sobre K7 /9 pode ser expressa por

00 d(m)

Kiw ~ 3 Dl M=

k=0 j=1

Disso temos

D" (K5 ),)|? = 2" ( 12)2" (K5 )5)

o d™ 4
172 (k(k+m — 1o ( l+m—1))
- Z Z a’ﬁ/j mr Yk 3(2)Ys JZ Z / Y,i(2)Yi,
k=0 j=1 1=0 i=1
am d(™
- k(k+m — 1)) > (l+m—1
- Z Z alla/jQ u mr V@ Yieg(2)Ya, Z Zal/2 )’ Yii(2)Yi
k=0 j=1 1=0 i=1

m” m"

- ZZZZ o2 oyl (k£ m = D) (I+m = D)oy ve, @ Vi

Como o conjunto dos harménicos esféricos forma uma base ortonormal de L*(S™), temos

127 (K5 )o)l5 = (27 (KT )), 77 (K o))

12 12 (k(E+m—=1)" (Il +m—1))" -
Sy Y Yl — 2 Ve Yia(2) (Vi Vi),
k=0 =0 j=1 i=1
. d(nL)
k(k+m—1
=3, B Oy e
k=0 j5=1
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Definigao 4.3.4 Dizemos que o nicleo K satisfaz a condi¢ao de (B, )-Holder se existirem

B €(0,2] e Be LYS™) tais que
|Se(K (y,))(x) = K(y, )| < By)t’, z,ye€ 8™, te(0,m)

(4.8)

A seguir, obtemos uma estimativa para ||S;(K7,,) — Kj /2H2, onde K satisfaz a condic¢ao de

(B, B)—Holder.
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Lema 4.3.5 Seja K € A(S™) um nicleo (B, 3)-Hélder. Entao,

/S IS(KTjs) — Kipll3 dom(2) < 2| Blt?, 2 € 8™, te(0,7).
Demonstracgao. Fixando z e ¢, vemos que

IS8T = Kiplp = [ (845000 = Kip@) don(v
= [ SiEus NSz w) dolv)
| Sl D W) Kiles) do(v)
[ S0 D@ K a0 2) o)

Sm

+ Kio(y, 2)K1/2(2,y) dop(y)
Sm

== [1+IQ+I3+I4.

Vamos estimar cada um dos termos do lado direito da expressao. Para Iy, temos

o= [ Sl )W) (K ) donly)

- /m (#(t) ; Koz, 2) da(x)) (% " Ki/s(z,w) da(w)) dom(y)

- (ﬁw) / e K00 0) do ) dom ),

Integrando e aplicando (4.7), obtemos

[ omdone) = [ [ Sl )W) Kl ) 0) dons) do)

_ /S ) (RJ@)Q /R | /R L Kl (5.0 0 2) ) o) dn)
_ /m R;(t) /R 1 K (z,w) do(w) do(z) do,(y)
1

R (t) Sy
- | L S ) ) o) do ).
Para I, temos

t
Y

=

t
Y

=N

(Ki2(s, 2)) () Kij2(2, y) dom(y)
1

m

Kl/g(x, Z) dJ(ﬂS)Kl/Q(Z, y) dam(y)

=

m m(t) RY
1
m(t) RY

Kijo(x, 2) Ky 2(2, y) do(x) dom(y).

=

m

I
|
P e U



Integrando e aplicando (4.7), encontramos

/mlgdam(z) = —/S Se(K2(5 2)) () Kij2(2,y) dom(y) dop(2)

/ Kipa(x, 2) Ky /9(2,y) dow(2) do(z) do,(y)
Ri Sm

= — K(z,y)do(z)do,(y).
Para I3, temos

Si(Kuy2(z:)) () Kry2(y, 2) dom(y)

Kijo(z,2) do(x) Ky 2y, 2) dow(y)

= — —_— K K
L @ L, K st 2y o) o)
e como anteriormente, segue que
| mdone) = [ = [ Sia( @Ky sl ) dons) do)

1
/mR (t)/R o Ki)o(2,2) K1 )2(y, 2) dop(2) do(z) dom, (y)

t
Y

1
_ /Sm 0 . K(y,z)do(z)do,(y)

_ / UK (5, )(y) don(y)

Finalmente, da mesma forma, obtemos

/m Iydo,(2) = /m o Kiy2(y, 2)K1)2(2,y) dop(z) dom(y)

= K(y,y) dom(y).
o

Assim, denotando I} = [, 1S (K7 ) — Kf/2||§ do,,(2), chegamos a

;o= L x,- — K(x o(z)do
Fo= g | SO~ Ke) dota) o

n / (K (y.y) — SUE (. )W) dow(y).

Portanto, como K satisfaz a condicao de (B, 5)—Holder, segue de (4.8), que

1
s o
' sm Bin(t) Jre

= / . Sy(B)(y)t? do(y) + / B(y)t” do,(y)

7 (1S:(B)ls + 11 Bl1)
7 (IBlh + || Bllh)
2t6||B||1’

B(x)t? do(z) don(y) + / B(y)t? do,,(y)

m

IA
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e isso completa a demonstracao. M

4.4 Decaimento de autovalores

Nesta se¢ao as demonstramos os resultados principais deste trabalho relacionados ao decai-
mento de autovalores.

Teorema 4.4.1 Sejam K € A(S™) e r um inteiro positivo tais que K* € W} (S™). Se o
operador integral gerado por 2°"°(K) € nuclear, entdo

M(Lx) =0m172/™) n = .

Demonstracao. Aplicando o Teorema 4.2.3 sobre a fungao K7 /o, COM P = q = 2, temos

- 1/2
{Z(min{l,tk})wsk([(@z)} < 01/2 P(Kijgit)e, t€(0,m), 2€8™

k=1
isto é,

(min{1, th}) si(K7p) < 1 [wo(Kipmit)s]”, te(0,m), 2€8™

NE

£
Il

1

Como K7, € W3 (S™), o Lema 4.1.9, garante a existéncia de uma constante ¢, > 0 tal que

Mg

(min{1,tk})* s (K7 js) < eot™ |27 (Ki )3, t € (0,7), z€ 8™
k=1

Integrando com relacao a z, ambos os lados da inequagao acima e usando o Teorema da Con-
vergéncia Dominada, encontramos

o

> -uin{t ) ([ K don(s)) <t [ 19705 Bdon(a), t€ 0

k=1
Agora, segue do Lema 4.3.3 e da hipdtese de nuclearidade que

f: (min{1, th})?> (/

=1

s(Kidonl)) < af [ PR 2)don ()

= c3t*, te(0,m).

m

Lembrando o Lema 4.3.2, vemos que

. i
Z(min{l,tk})% Zak,j <cst?, te(0,7).
k=1 j=1

Escrevendo ¢t = 1/n na inequagao acima, temos

(m)
d,"

Z(min{l, k/n})* Z ap; <cn T, n=1,2,....
k=1 j=1



o7

Todas as parcelas do somatorio do lado esquerdo da inequagao acima sao nao negativas. Des-
prezando os termos de indice k < n, obtemos a seguinte inequagao:

o i
ZZ@M <en ™, n=1,2,....
k=n j=1

Definindo ay, := min{ay,; : j = 1,2, ... ,d,(cm)}, k=0,1,..., obtemos

dtm ZOék < Zd,&m)&k <en ™, n=1,2,....
k=n k=n

mfl)

Usando a ordem de convergencia dim = O(n , para n — 00, chegamos a

o0
™! E ap <cn™ n=1,2,...,
k=n

para algum ¢4 > 0, isto é,

oo
n2r+m_1§ ap<cy n=1,2,....
k=n

A seguir, lembrando que a sequéncia {ay} é ndo negativa, observamos que

2n—1 [ee)
n¥rtmy, = p2rtm-1 g a, < pirtm-t g oap<cy n=12,....
k=n k=n

Retomando a notagao original dos autovalores de Z%, 1.2.18, e recordando que {\,(Zx)}
decresce para 0, temos que a, = A m+1)(Zx), n = 1,2,.... Logo,

nQ’”er)\d;mH)(XK) < C4y, N = 1, 2, e

Como dy"Y < 2nm < (2n)™, entao Agpym (Lx) < Ajmin (L), e segue que

Cy
A(Qn)m(gK) < o n=12....
Portanto, segue do Lema 1.1.3 que
c c
An(gf() S ng,«;m == nl+2r/m’ n:1,27....

para algum c > 0, isto é,
M(Lx) =0~/ n = o0

e isto prova o teorema. W

Teorema 4.4.2 Se Ly é um operador integral positivo induzido pelo nicleo K € A(S™) que
satisfaz a condigdo de (B, 3)-Hdlder, entdo

(L) =0~ P n— .
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Demonstracao. Aplicando a inequacao do Corolario 4.2.12 para a fungao K7 /o 10 €aso p =
qg=2er =2, obtemos

. 1/2
{Z(min{l,tk})%k( f/z)} PISUET ) = Kiplle, z€ 5™, te(0,7/2),

k=0
isto é,

o0

Z min{1, tk}) s, f/z) < c1|S( f/Q) 1/2”2, ze 8", te(0,7/2).
k=0

Integrando ambos os lados da inequacao acima com relacao a z e usando o Teorema da Con-
vergéncia Dominada, encontramos

S (min{1, tk})* / 51 (55 ) do(2) < / 15/(K?)5) — K ppl2do(2), ¢ € (0,7/2),

m

e aplicando o Lema 4.3.2, obtemos

o0

Z(min{17tk})4zak,j = Cl/ IS(KT)5) = Kipallz dom(2),  t € (0,7/2).

(m)
dk

k=0
Como K satisfaz a condigao de (B, )-Holder, o resultado do Lema 4.3.5 garante que

o d;ﬂm)

> (min{L tk})*Y " an; < 2| B[it?, e (0,7/2).

k=0 j=1
Escrevendo ¢ = 1/n na inequacao acima, temos

o0 ag™
> (min{L, k/n})* > ar; < 2a|[Blhin~, n=1,2,....
k=0 j=1

Como todas as parcelas do somatorio do lado esquerdo da inequacao acima sao nao negativas,
entao podemos desprezar os termos de indice k < n, para obter

o A"

Zz@k,j <2¢||B|in?, n=12....

k=n j=1
Escrevendo ¢y = 2¢4||B||1, vemos que

o

ZZak,j <emn P on=1,2,...,

k=n j=1

e definindo oy := min{oy,; : j =1,2,... ,d,gm)}, k=0,1,..., chegamos a
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mfl)

Usando a ordem de convergéncia dﬁlm) =0(n , para n — 0o, podemos escrever

oo
nm_IZak <esn P o n=1,2,...,
k=n
para algum c3 > 0, isto é,

o0
nmm’lg ap<ec3, n=12....
k=n

Agora, como {ay} é ndo negativa, observamos que

2n—1 00
ntma, = nftm-1 E an < nfrm-t E ap<ec3, n=12 ...
k=n k=n

Retomando a notagao original dos autovalores de Z, 1.2.18, e recordando que {\,(Zx)}
decresce para 0, temos que a, = A m+1)(Lx), n = 1,2,.... Logo,

n'BJ“m)\dngH)(fK) SCg, TL:1,2,....

Como dy"Y < 2nm < (2n)™, entao Agpym (Lx) < Ajmin (L), e segue que

C3

Anym (L) < perert 1,2,....
Portanto, segue do Lema 1.1.3 que
c c
Ml L) < non ~ piEe/m

para algum ¢ > 0, isto é,

e isso prova o teorema. W
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