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LAZARO, A. J. Sistemas quase-Anosov. 2018. - 80p. Dissertacao de Mestrado, Univer-
sidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Em 1970, Hirsch [10] conjecturou que dado um difeomorfismo f : M — M numa variedade
diferenciavel M, se N C M ¢é uma subvariedade compacta invariante com uma estrutura
hiperbdlica como um subconjunto de M, entao f restrito a N seria um difeomorfismo
Anosov. Neste trabalho sera apresentado um contra-exemplo para esta conjectura publi-
cado em 1976 por Franks e Robinson [8]. Em seguida serd apresentado um resultado de
Zeghib [30] mostrando que se (¢, M) é um sistema Anosov (fluxo ou difeomorfismo) com
a propriedade splitting, dada uma subvariedade fechada invariante N de M, entao (¢, N)
¢ um sistema Anosov transitivo.

Palavras-chave: Hiperbolicidade, sistemas Anosov, sistemas quase Anosov.
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LAZARO, A. J. Quasi-Anosov systems. 2018. - 80p. M. Sc. Dissertation, Federal
University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In 1970, Hirsch [10] conjectured that given a diffeomorphism f : M — M in a differentiable
manifold M, if N C M is a compact invariant submanifold with a hyperbolic structure as
a subset of M, then f restricted to N would be a Anosov diffeomorphism. In this work we
present a counterexample to this conjecture published in 1976 by Franks and Robinson
[8]. Next we present a result of Zeghib [30] showing that (¢, M) is an Anosov system
(flow or diffeomorphism) with splitting property, given a closed invariant submanifold N
of M, then (¢, N) is a transitive Anosov system.

Keywords: Hyperbolicity, Anosov systems, quasi Anosov systems.
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INTRODUCAO

Atualmente é conhecido que os sistemas Anosov desempenham um papel central na
teoria dos sistemas dinamicos. Estes sistemas representam o comportamento hiperbélico
global, e sua generalizacao natural, os sistemas parcialmente hiperbdlicos, sao hoje em
dia um topico de pesquisa bastante ativo. Dentre os varios problemas inseridos neste
contexto, a principal questao a ser tratada neste trabalho é: dado um sistema Anosov,
sob quais condi¢oes um subsistema seria também Anosov?

O histérico deste problema se inicia com Hirsch [10] que apresentou em 1970 a seguinte
pergunta mais geral: sejam M uma variedade fechada (compacta, suave, conexa e sem
bordo), f : M — M um difeomorfismo de classe C' e N uma subvariedade fechada de M
tal que N é um conjunto hiperbdlico para f, entao f|y é Anosov? R. Mané [17] carac-
terizou tais sistemas e os chamou de quase Anosov. Franks e Robinson [8] responderam
negativamente a pergunta de Hirsch com um exemplo de um difeomorfismo quase Anosov
f em uma variedade tridimensional que nao é Anosov (esta é a dimensao minima, porque
em variedades bidimensionais a resposta é positiva). Isso encerra a questao de Hirsch
como colocada acima.

Por outro lado, pode-se considerar a condi¢do mais forte de um sistema (M, ¢) ser
Anosov (onde, ¢ é fluxo ou difeomorfismo). Neste caso, o fibrado tangente, apresenta a
decomposigao,

TM = E*® E® @ E“,

onde E* (respectivamente E") é o subfibrado estavel (respectivamente instavel) e E¢ é
trivial no caso de difeomorfismos (dim(E£?) = 0) e é o fibrado tangente unidimensional no
caso de fluxos, tal que E® e E* sdo invariantes por D¢’ para qualquer t (t € Z ou t € R)
e existem constantes C' > 0 e 0 < A < 1 tais que para todo p € M vale

(D¢ (p)(v)] < CX|v], v € E*(p),¥ t >0,

D¢~ (p)(u)| < CN'Jul, w € E"(p),Y t > 0.



Dada N uma subvariedade compacta invariante de M. Por causa da hiperbolicidade
de M, poderia se esperar que a decomposi¢ao (de T'M) induza uma decomposi¢do em
T'N; ou seja,

TN = (E*NTN)® (E°NTN) & (E*NTN).

E facil ver que isto é equivalente ao subsistema (N, @) ser do tipo Anosov. Assim, a
pergunta (andloga a pergunta de Hirsch) pode ser formulada da seguinte forma: serd que
um subsistema de um sistema Anosov tem que ser Anosov? Em 1996, Zeghib [30] concluiu
que para sistemas Anosov classicos a resposta seria positiva.

Neste trabalho apresentamos parcialmente este resultado de Zeghib. Para isso, lem-
bramos que um sistema Anosov é dito splitting se sua estrutura de produto local é de fato
global no recobrimento universal.

Mais especificamente apresentaremos o seguinte teorema, ressaltando que o resultado
de Zeghib contempla o caso de fluxos geodésicos em variedades de curvatura negativa.

Teorema A. Sejam (M, ¢) um sistema Anosov splitting e N uma subvariedade inva-
riante fechada de classe C* (de dimensdo ndo trivial, isto €, 0 para difeomorfismos e 1
para fluros). Entao (N, ¢) € um sistema Anosov transitivo.

No Capitulo 1 introduzimos as definig¢oes e as propriedades bésicas que serao tuteis para
o desenvolvimento deste trabalho tais como: variedades diferenciaveis, grupo fundamental,
espacos de recobrimento, folheagoes e as nocoes basicas de sistemas dinamicos. Como estes
resultados sao classicos, quase todas as demonstragoes serao omitidas, porém, para aqueles
leitores que estao interessados em profundar sua leitura deixamos as referéncias em cada
secao.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos sistemas dinamicos com tempo discreto, em
geral a dinamica sera sempre um difeomorfismos. O objetivo principal deste capitulo é
demonstrar o Teorema 2.8.1, para o qual precisamos de defini¢gdes e propriedades impor-
tantes, tais como: conjuntos hiperbélicos, difeomorfismos Anosov, lema de sombreamento,
decomposicao espectral, nao ciclos e quase hiperbolicidade (isto fornece angulos alterna-
tivos para olhar a hiperbolicidade).

No Capitulo 3 damos um esbogo da prova do exemplo de Franks e Robinson (Teorema
3.2.1): Um difeomorfismo quase Anosov que nao é Anosov.

No Capitulo 4 apresentamos uma série de conceitos e resultados para fluxos (sistemas
dindmicos com tempo continuo), tais como conjuntos hiperbélicos, Teorema da variedade
estavel, decomposicao espectral e Axioma A de Smale. Por 1ltimo incluimos fluxos Anosov
e fluxos Anosov em recobrimento universal.

O Capitulo 5 dedicamos a prova do Teorema principal, para isso apresentamos al-
gumas propriedades de sistemas Anosov e subvariedades invariantes de sistemas Anosov.



Finalmente listamos 3 problemas que ainda sao abertos no estudo de difeomorfismos quase
Anosov.

Julian Lazaro Aguirre
Uberlandia-MG, 22 de Fevereiro de 2018.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos basicos, que serao necessarios nos capitulos
futuros. Na Secao 1.1, definimos as variedades topoldgicas e diferenciaveis, assim como
as variedades riemannianas e o espago tangente. Na Secao 1.2 introduzimos o conceito de
grupo fundamental, espagos de recobrimento e recobrimento universal. Secao 1.3 dedica-
se ao estudo da teoria basica de folheacoes, onde apresentamos o teorema de Frobenius e,
por tltimo, na Se¢ao 1.4, definimos os conceitos bésicos de sistemas dinamicos, tais como
conjunto limite, conjunto nao errante, etc.

As referéncias principais sao [4, 5, 15, 16, 29] e outras que serviram na complementagao
da teoria foram [1, 9, 25].

1.1 Variedades

Nesta se¢ao vamos ver as nogoes basicas de variedades topoldgicas, diferencidveis e
riemannianas. Para mais detalhes veja [5, 15].

Variedades topoloégicas

Definicao 1.1.1 Seja M um espaco topolégico. Um sistema de coordenadas ou carta local
em M é um par (U, ), onde ¢ : U — ¢(U) é um homeomorfismo de um subconjunto
aberto U C M sobre um aberto ¢(U) C R™.

Na definigdo acima, dizemos que m é a dimensdo de ¢ : U — (U). Para cada

p € U tem-se o(p) = (p1(p), p2(p), -, Pm(p)). Os nidmeros ¢; = pi(p), i = 1,2,...,m sio
chamados de coordenadas do ponto p € M no sistema .

Definicao 1.1.2 Um atlas de dimensao m sobre um espagco topolégico M é uma cole¢ao
A de sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ em M cuja uniao dos dominios U cobre

4



M. Os dominios U dos sistemas de coordenadas ¢ € A sao chamados de vizinhancas
coordenadas de A.

Defini¢ao 1.1.3 (Variedade topolégica) Um espaco topolégico M munido de um atlas
de dimensao m chama-se uma variedade topologica de dimensao m.

A definicao acima diz, essencialmente, que M é uma variedade topoldgica de dimensao
m se, e somente se, cada ponto de M tem uma vizinhanca homeomorfa a um aberto de

R™.

Definicao 1.1.4 Dados os sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ e ¢ : V — R™ no
espaco topoldgico, tais que UNV # (. O homeomorfismo o™ : o(UNV) — »(UNV)
é chamado mudanca de coordenadas.

Figura 1.1: Mudanca de coordenadas.

Variedades diferenciaveis

Definigao 1.1.5 Um atlas A sobre um espago topolégico M diz-se diferencidvel de classe
C" (r > 1) se todas as mudangas do coordenadas do atlas sao de classe C".

Sejam ¢, 1 € A. Denote por ®,, a mudanca de coordenadas. Como @,y = (®y,) ",
segue-se que os Dy, sao, de fato, difeomorfismos de classe C".

Seja A um atlas de dimensao m e classe C" num espago topologico M. Um sistema
de coordenadas ¢ : W — R™ em M diz-se admissivel relativamente ao atlas A se, para
todo sistema de coordenadas locais ¢ : U — R™, pertencente a A, com U NW # (), as
mudangas de coordenadas @4 e @4, sao de classe C". Em outras palavras, AU ¢ ¢ ainda
um atlas de classe C" em M.



Um atlas A, de dimensao m e classe C", sobre M, diz-se mdximo quando contém
todos os sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a A. Todo atlas
de classe C" em M pode ser ampliado, de modo tinico, até se tornar um atlas maximo de
classe C", basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 1.1.6 (Variedade diferenciavel) Uma variedade diferencidvel, de dimensao
m e classe C" é um par ordenado (M, .A), onde M é um espaco topolégico de Hausdorft,
com base enumeravel e A é um atlas maximo de dimensao m e classe C" sobre M.

Denotaremos sé por M a variedade diferenciavel em vez de (M, A).

Espaco Tangente.

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferencidvel o : (—e,€) — M é
chamado uma curva (diferenciavel) em M. Suponhamos que «(0) = p € M, e seja D o
conjunto de funcoes de M diferenciaveis em p. O wvetor tangente a curva a em t =0 é a
fungdo o’(0) : D — R dada por

d(foa
Jo)f = WDl pep
at — |,_,
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva « : (—¢, €) — M com
a(0) = p. O conjunto de vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M. Fixando
p € M, podemos ver que 7,M ¢ um espago vetorial.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m e seja
TM ={(p,v):pe M,veT,M}.

E possivel munir o conjunto TM de uma estrutura diferencigvel (de dimensao 2m); com tal
estrutura T'M é chamado fibrado tangente de M. Este é o espaco natural de se trabalhar
quando estamos tratando de questoes que envolvem posicoes e velocidades. Note que

T™ = U ({p} x T,M).

peEM

Variedades riemannianas

Definicao 1.1.7 Uma métrica riemanniana em uma variedade diferenciavel M ¢é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno g, = (, ), no
espaco tangente 1), M .

O comprimento ou norma do vetor tangente u € T,M ¢ definido da maneira 6bvia

ul = \/gp(u,u) = 1/ {u, u)p.

por



Definicao 1.1.8 (Variedade riemanniana) Uma variedade diferencidvel munida de
uma métrica Riemanniana chama-se variedade Riemanniana.

Proposicao 1.1.1 E possivel definir uma métrica riemanniana de classe C™' em qual-
quer variedade M de classe C".

1.2 Grupo fundamental e espacos de recobrimento

Nesta secao vamos introduzir nogoes sobre grupo fundamental e espacos de recobri-
mento. Para mais detalhes veja [4, 16].

Grupo fundamental

Seja X um espaco topologico. Definimos um caminho em X como sendo uma aplicacao
continua f : I — X, onde I = [0, 1]. Dedicaremos atengao especial aos caminhos fechados:

aqueles em que §(0) = £(1).

Defini¢ao 1.2.1 (Homotopia de caminhos) Dados «, 3 : I — X dois caminhos fe-
chados tais que a(0) = 2o = £(0) e a(l) = o = B(1). Uma homotopia com ponto base
xo é uma aplicagao continua H : I x I — X tal que (ver Figura 1.2)

{ H(s,0) =a(s), H(s,1) =B(s), Vsel,
=z, Vtel

H(0,t) = H(1,t)

Y

Figura 1.2: Homotopia de caminhos.

Neste caso dizemos que a e 8 sao homotopicos e denotamos por o = 3.
Seja xg € X fixado, denote por

Coo=1{a: I = X:a(0)=20=a(l)}.
E imediato da definicao acima que a homotopia é uma relacao de equivaléncia em C,,,

isto é, valem as seguintes propriedades:

o

° o= q,



e se a = 3, entao f = «,
e sea=[e =, entao a = 7.

Usamos a notagao [« para designar a classe de homotopia da curva o € Cy,, e m (X, )
para designar o conjunto das classes de homotopia de curvas fechadas o : I — X com
ponto base x.

Sejam « e [§ caminhos em X tais que a(1) = 3(0). Definimos o produto af por

[ a2t), se 0 <t <1/2,
aﬁ(s){ B2t—1), se1/2 <t < 1.

O caminho inverso de o : I — X é por definicdo o caminho o' : I — X dado por
a !(t) = a(1—t). O produto definido acima induz naturalmente uma estrutura de grupo
em (X, xy) com a seguinte operagao:

(X, o) X m (X, 20) —> m (X, 20)
([od, [8]) — [of].

Isto decorre do seguinte teorema.

Teorema 1.2.1 Sejam [o], [5], [7] € m1 (X, x0). Valem as sequintes propriedades:
(a) Sed X aef =03, entao aff = d/f.
(b) Sed’ = a, entdo o™ = (o).

1

(¢) aa™ = xy = caminho constante.

(d) zoa = axg = a.

(e) (aB)y = a(fv).

As propriedades (a) e (b) nos dizem que o produto e o inverso estdo bem definidos
em 71 (X, x9). As propriedades (c), (d) e (e) nos dizem que (X, zg) possui estrutura de
grupo com identidade [z¢] = e.

Defini¢ao 1.2.2 (Simplesmente conexo) Um espago topolégico X é simplesmente co-
nezxo se, X for conexo por caminhos e m (X, z) = {e}.

Esta definicao de ser simplesmente conexo independe do ponto base xy escolhido. Isto
encerra nossa pequena discussao sobre grupo fundamental.

8



Espacos de recobrimento

Sejam X e Y espacos topologicos.

Definicao 1.2.3 (Espago de recobrimento) Uma aplicacio 7 : X — X chama-se
aplicagao de recobrimento (ou, simplesmente, um recobrimento) quando para cada ponto
p € X existe um aberto U C X, tal que p € U e 7 1(U) = UUO‘ é uniao de abertos

«
U.,, dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica homeomorficamente sobre U por 7
(7|u,, : Uy — U é um homemorfismo para todo «). Ver figura 1.3.

Ua
M
Us
Ui
lw
M . U

Figura 1.3: Recobrimento.

Da defini¢ao anterior, cada aberto U desse tipo chama-se uma vizinhanc¢a distinguida. O

espago X chama-se um espaco de recobrimento de X e, para cada p € X, o conjunto

discreto 7! (p) chama-se a fibra sobre p. As vezes, X chama-se a base de recobrimento.
Uma aplicacdo de recobrimento 7 : X — X é um homeomorfismo local de X sobre X.

Definicao 1.2.4 (Levantamento de caminhos) Seja 7 : X — X um recobrimento e
a: I — X um caminho. Dizemos que & : I — X é um levantamento de o se mo & = av.

Analogamente, dado uma aplicacao continua f : Y — X, dizemos que f:YV — X é
um levantamento de f se mo f = f.

Teorema 1.2.2 (Levantamento de caminhos) Sejam 7 : (X, o) — (X, z0) um reco-
brimento e o : I — X um caminho tal que a(0) = . Entdo existe um unico caminho
a: I — X que levanta o e @(0) = Zg. O ponto Ty é chamado ponto base de a.

Definigao 1.2.5 (Recobrimento universal) Dizemos que 7 : X — X é um recobri-
mento universal de X se, m: X — X for um recobrimento e X for simplesmente conexo.
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Dois recobrimentos universais de um mesmo espago sao homeomorfismos, ou seja,
podemos sempre nos referir ao recobrimento universal sem restricao.

Dizemos que um espaco X é localmente simplesmente conero se a topologia de X
possui uma base constituida de abertos simplesmente conexos. Um resultado importante
na teoria dos recobrimentos é seguinte:

Teorema 1.2.3 Todo espaco conexo, localmente conexo por caminhos e localmente sim-
plesmente conexo possui um recobrimento universal.

Como nosso estudo baseia-se principalmente no casso onde M é uma variedade dife-
rencidvel fechada (compacta, conexa, suave e sem bordo), pelo Teorema 1.2.3, M possui
um recobrimento universal, que também denotamos por M.

Lema 1.2.1 M ¢ uma variedade diferencidvel de mesma classe de diferenciabilidade de
M.

Demonstragdo. Seja iy € M e m(Zg) = my, como 7w é um homeomorfismo local,
definimos uma carta de M em uma vizinhanca Ul de To como sendo (Ul, P = prom),
onde (Uy, ¢1) ¢ uma carta local de M em torno de 7(Zo).

Falta ver a diferenciabilidade, para isto, seja (Us, ¢2) outra carta ao rededor de 7(Z),
tal que Uy NU, # 0, e seja também (UZ, P2 = pg o) outra carta de M em torno de g tal
que, Uy N U, # 0, entdo uma mudanca de coordenadas em relacio a ¢y e B é da forma

h=@yop;' =pgomontop =0}

que por definicao de M é de classe C". |

1.3 Nocoes basicas da teoria das folheacoes

Nessa secao, veremos alguns resultados e definigoes a respeito de folheacoes numa
variedade. Para maiores detalhes veja [4].

Uma folheagao de dimensao n de uma variedade diferenciavel M de dimensao m (onde,
0 < n < m)é, a grosso modo, uma decomposi¢cdo de M em subvariedades conexas de
dimensao n chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como subconjuntos de
R™ =R" x R™™ com segunda coordenada constante.

Definicao 1.3.1 Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma folheagao de
classe C" e dimensao n de M, é um atlas maximo F de classe C" em M com as seguintes
propriedades:

(i) Se (U,p) € F entao p(U) = Uy x Uy C R" x R™™"  onde U; e U, sao discos abertos
em R" e de R™ ™" respectivamente.
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(ii) Se (U,¢) e (V,¢) € F sao tais que U NV # ) entdo a mudanga de coordenadas
Yo tipUNV)—y(UNV)éda seguinte forma,

oo, y) = (h(z,y), ha(y)).

Dizemos também que M ¢ folheada por F, ainda que F é uma estrutura folheada
de dimensao n e classe C" de M.

Yol

Vv

Figura 1.4: Aspecto local de uma variedade bidimensional folheada por uma folheacao
unidimensional.

Seja F uma folheacao de classe C" e de dimensao n, 0 < n < m de uma variedade M
de dimensao m. Consideremos uma carta local (U, ¢) de F tal que

o(U) =Uy x Uy CR" x R™™.

Os conjuntos da forma ¢! (U; x {c}), ¢ € Uy sdo chamados placas de U, ou ainda placas
de F. Fixado ¢ € Us, a aplicagio f = ¢ |y, x(e : U X {¢} — U é um mergulho de classe
C", portanto as placas sao subvariedades conexas de dimensao n e classe C" de M. Além
disto, se a e 3 sao placas em U entao aN B =0 ou a = .

Um caminho de placas de F é uma sequéncia aq, o, ..., ap de placas de F tal que
aj Najr # 0, para todo j € {1,2,...,k — 1}. Como M & recoberta pelas placas de F,
podemos definir em M a seguinte relacao de equivaléncia: p ~ ¢ se existe um caminho
de placas aq, as,...,ap com p € ay e ¢ € a. As classes de equivaléncia da relagao ~ sao
chamadas as folhas de F. O espago das folhas de F, M/F, é o espago quociente de M
pela relacao de equivaléncia ~, que identifica dois pontos de M se eles estao na mesma
folha de F.

Observacao 1.3.1 Da defini¢ao de folha, segue que uma folha de F é um subconjunto
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de M conexo por caminhos. Outro fato importante é que toda folha F' de F possui uma
estrutura de variedade C" de dimensao n naturalmente induzida pelas cartas de F.

Teorema de Frobenius.

Antes de enunciar o teorema vamos fixar algumas notagoes. Lembramos que um campo
de vetores de classe C" (r > 0) em M é uma aplicacao de classe C", X : M — T'M, tal
que mo X =identidade de M, onde 7 : TM — M é a projecao natural do fibrado tangente.

Sejam X e Y dois campos definidos num aberto U C R™. O colchete de Lie entre X
e Y é o campo de vetores [ X, Y] dado por

[X,Y](q) = DY (q).X(¢q) — DX(q).Y(q), ¢ € U.

Um campo de k-planos numa variedade M é uma aplicacao P que associa cada ponto
q € M um subespaco vetorial de dimensao k de T; M. Dizemos que um campo de k-planos
P em M é de classe C" se para todo g € M, existem k campos de vetores C", X1, ..., Xk,
definidos numa vizinhanga V' tais que para todo = € V, {X;(z), ..., Xx(z)} é uma base
de P(z). Um conceito equivalente a campos de k-planos é o de subfibrado, isto é, um
C"-subfibrado de dimensao k do fibrado T'M nada mais é que um campo de k-planos de
classe C" em M. Dado um campo de k-planos P em M, dizemos que o campo de vetores
X é tangente a P se X(q) € P(q) para todo ¢ no dominio de X.

Defini¢ao 1.3.2 Um campo de k-planos P de classe C" (r > 1) é chamado involutivo, se
dados X e Y campos de classe C' tangentes a P, entdo [X,Y] é tangente a P. Dizemos
que P é completamente integrdvel se existe uma folheacao F de dimensao k e classe C"
em M tal que TF = P, onde T F é o campo de planos tangentes a F.

Note que, toda folheacao F de dimensao k e classe C" (r > 1), definem um campo de
k-planos de classe C"~* em M. Logo, se M nao admite campos continuos de k-planos,
entao M nao tem folheagoes de dimensao k. Serda que dado um campo de k-planos P em
M, existe uma folheacdo F de dimensao k tal que, para todo ¢ € M, T,F = P(q)? A
resposta é dada pelo Teorema de Frobenius.

Teorema 1.3.1 (Frobenius) Seja P um campo de k-planos de classe C" (r > 1) defi-
nido em M. Entdio P é completamente integravel se, e somente se, € involutivo. Além
disto, se alguma destas condigoes se verificar, a folheacdo tangente a P ¢é unica.

1.4 Nocgoes basicas de sistemas dinamicos

O cenédrio para o estudo de sistemas dinamicos envolve um espago, tempo e uma
evolugao do tempo.
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1. Espacgo de fase. Este é um conjunto com alguma estrutura adicional, cujos ele-
mentos ou pontos representam possiveis estados do sistema. As estruturas mais
bésicas sao uma medida, uma topologia ou uma estrutura diferencial de dimensao
finita.

2. Tempo. O tempo pode ser discreto ou continuo e pode ser reversivel ou irreversivel,
isto é, parametrizado por um grupo ou um semigrupo. Novamente, é importante
que esse grupo (semi-grupo) nao seja muito grande.

No caso de tempo discreto, a acao é definida por iteracoes de um tnico gerador,
entao esse proprio aplicacao geralmente é referido como o sistema dinamico. No
caso de tempo continuo, o sistema dinamico é chamado de fluxo ou semi-fluzo,
respectivamente.

3. Evolucao do tempo. A lei de evolucao do tempo é representada pela acao do
tempo, dada pelo grupo ou semi-grupo G, no espaco de fase X, isto é, uma aplicagao
p:GxX =X, (9,7) = p(g,7) = ¢’(x) tal que

" =1d e p"% =™ oy, paratodo g1,9; € G.

Agora, vejamos alguns resultados com nosso espaco de fase um espaco topoldgico.
Seja X um espaco topolégico e f : X — X um homeomorfismo. A familia gerada por
homeomorfismo, é chamado de iteradas de f, e escrevemos como

f"=fofo---of, fOZid, f_n:(fn)_l.
—

n—vezes

Note que f" o f™ = f** para qualquer m,n € Z. Chamamos a familia {f"},cz um sis-
tema dinamico com tempo discreto, ou simplesmente chamamos a f um sistema dinamico.
Isto é, no caso de tempo discreto, um sistema dinamico é simplesmente uma aplicagao.
Mais detalhes sobre isto sera estudado no Capitulo 2.
Consideremos o caso do tempo continuo. A familia de aplicacoes ¢' : X — X para
teRtal que ¢ =Id e
P =dtog’, Vi seR

¢ chamado de fluro. Nés também dizemos que uma familia de mapas ¢' é um sistema
dinamico com tempo continuo ou simplesmente um sistema dinamico. Note que

¢to¢7t:¢7to¢t:¢0:1d

e assim, cada mapa ¢’ é inversivel e o inverso é dado por (¢')™' = ¢~*. Mais detalhes
sobre fluxos serd estudado no Capitulo 3.
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Note que podemos relacionar sistemas dinamicos com tempo discreto e sistemas dinamicos
com tempo continuo. Vejamos algumas relagoes.

Dado um fluxo ¢ : X — X, para cada T € R, a aplicacio f = ¢’ : X — X é um
sistema dinamico com tempo discreto. Note que, f é inversivel e que o inverso é dado por
fl=¢7T.

Dado um homeomorfismo f : X — X, também podemos construir um fluxo, chamado
o fluro suspensdo, o qual estudamos com mais detalhe no Capitulo 3.

Agora vejamos algumas nogoes sé para sistemas dinamicos com tempo discreto.

Orbita. Para qualquer = € X, o conjunto {f™()}nez é chamado de drbita de x sobre f,
e denotamos por O(z, f) ou simplesmente por O(z). Ver Figura 1.5.

7w
fl(w;\_/;/f(w)

Figura 1.5: Orbita.

Os conjuntos {f"(z)}o2, e {f" ()}, sdo chamados de drbita positiva e drbita ne-
gativa de z sobre f, e denotamos por O (x) e O~ (x), respetivamente.

Ponto periédico: Um ponto z € X é chamado periddico se existe n > 1 tal que
f"(x) = z. O menor inteiro n que satisfaz esta igualdade é chamado o periodo de z.

A orbita de um ponto periddico é chamado de drbita periddica. Pontos periddicos de
periodo 1 sao pontos fizos. Note que é facil ver que x € X é periddico se, e somente se,
O(x) consiste de niimero finito de pontos. Denotamos o conjunto de pontos periddicos de
f por Per(f) e o conjunto de pontos fixos de f por Fix(f).

Conjunto invariante: Um subconjunto A C X é chamado invariante sobre f, se
f(A) = A. Qualquer 6rbita é invariante.

w-limite: Um ponto y € X é chamado de w-ponto limite de x € X, se existe uma
subsequéncia n; — +oo de inteiros positivos tal que " (x) — y. O conjunto de w-pontos
limite de x é chamado de conjunto w-limite de x.

a-limite: Um ponto y € X é chamado de a-ponto limite de x € X, se existe uma sub-
sequéncia n; — 400 de inteiros positivos tal que f~"(z) — y. O conjunto de a-pontos
limite de x é chamado de conjunto a-limite de x.

Note que a(z) = w(z, f7!) e se x € Per(f), entdo a(z) = w(z) = O(x). Além disso,
se X é compacto, w(x) # 0.
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Conjunto limite: O conjunto

L(f) = |J wlx) Ual),

zeX

é chamado conjunto limite de f. Note que L(f) é invariante. Se X é compacto, entao
L(f) é diferente de vazio e compacto.

Conjunto nao errante: Um ponto x € X é chamado ndo errante sobre f, se para
qualquer vizinhanga V' de z em X, existe n > 1 tal que fM(V) NV # (. Em outras
palavras, para qualquer vizinhanca V' de z em X, existe alguma orbita que volta a V' pelo
menos duas vezes. Ver Figura 1.6. O conjunto de pontos nao errantes de f é chamado
conjunto nao errante de f, o qual denotamos por Q(f). Se X é compacto , entao Q(f) é
nao vazio, compacto e invariante.

%

Figura 1.6: Ponto nao errante x.

Conjunto recorrente por cadeias: Por uma e-cadeia de x a y, nos referimos a uma
sequéncia finita g, 1, ..., xx com xg = x e 1, = y tal que

d(f(7n), Tni1) < €

paran = 0,1,....k — 1. Um ponto x € X ¢ dito recorrente por cadeias de f se, para
qualquer € > 0, existe um e-cadeia de x a x, ou equivalentemente, se existe uma e-cadeia
periddica passando por x. O conjunto de pontos recorrentes por cadeias de f é chamado
de conjunto recorrente por cadeias de f, e denotamos por RC(f).

Se X é compacto, podemos mostrar que RC(f) é compacto, invariante e

Per(f) C L(f) C Q(f) € RC(f). (L1)

Dois pontos z,y € RC(f) sao ditos equivalentes por cadeia, denotado por = ~ y, se
para qualquer € > 0, existem uma e-cadeia de z a y e uma e-cadeia de y a x. Isto é uma
relacdo de equivaléncia em RC(f). Cada classe de equivaléncia é chamada uma classe de
cadeias de f. Cada classe de cadeias é compacta e f-invariante.
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A proposicao seguinte diz, essencialmente, que quando € — 0, e-cadeias periddicas
passando por um ponto de uma classe de cadeias é forcada a se reunir em torno de uma
classe de cadeias.

Proposicao 1.4.1 Seja C' uma classe de cadeias de f. Entdao para cada € > 0, existe
0 > 0 tal que para qualquer x € C, qualquer d-cadeia periddica passando por x estd contida
em uma e-vizinhan¢a B(C\€) de f.

Demonstragao. Suponhamos por contradicao, que existe ¢y > 0 tal que, para qualquer
n > 1, existe z; € C' e uma 1/n-cadeia periddica
n

n n
T, XYy T

tal que ), & B(C, €) para algum k,. Tomando uma subsequéncia se necessario, podemos
supor que x; — x, T, — y. Entdo x é equivalente por cadeia a y. Mas x € C ey ¢ C,
isto é uma contradicao. |
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CAPITULO 2

DIFEOMORFISMOS

Neste capitulo apresentaremos uma série de resultados e, salvo menc¢ao contraria nosso
espaco de fase envolvido sera uma variedade riemanniana compacta, conexa e suave, ou
simplesmente uma variedade fechada (compacta, conexa, suave e sem bordo), isto devido
a Proposicao 1.1.1.

Na Secao 2.1 vemos algumas definicoes e notacoes tais como conjunto isolado, ponto
fixo hiperbdlico, etc. Na Secao 2.2 damos a definigdo de um conjunto hiperbdlico (ela é a
ideia central da dinamica hiperbdlica) para difeomorfismos, estrutura de produto local e
algumas propriedades. Também damos o Teorema da variedade estavel para difeomorfis-
mos. Secao 2.3 dedica-se ao estudo introdutorio de difeomorfismos Anosov. Relacionamos
as folheacoes estaveis e instaveis com as variedades estaveis e instaveis, respectivamente.
Na Secao 2.4 introduzimos shadowing lemma de Bowen, também veremos importantes
aplicacoes deste resultado, por exemplo, Anosov closing lemma, relacao entre conjunto
isolado e conjunto hiperbdlico com estrutura de produto local, etc. Na Secao 2.5 defini-
mos Axioma A, enunciamos o Teorema da decomposicao espectral e provamos algumas
aplicagoes dela. Secao 2.6 dedica-se ao estudo introdutoério sobre ciclos e nao ciclos. Na
Secao 2.7 definimos o conjunto quase hiperbdlico e mostramos algumas se suas proprie-
dades importantes. E por tltimo na Se¢ao 2.8 definimos difeomorfismos quase Anosov e
mostramos o resultado principal deste capitulo, o Teorema 2.8.1.

As referéncias principais sao [7, 8, 14, 17, 23, 26, 28, 29] e outras que serviram na
complementagao da teoria foram [6, 9, 10, 12, 18, 21, 25].

2.1 Introducao

Nessa secao vamos lembrar a definicao classica de um difeomorfismo e alguns resulta-
dos. Note que os conceitos dados na Secao 1.3 sao validos também para difeomorfismos,
por exemplo, orbita, conjunto nao errante, etc.
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Definicao 2.1.1 Seja M uma variedade compacta. Um difeomorfismo f : M — M é
uma bijecao diferenciavel cuja inversa é também diferencidvel. Um difeomorfismo em que
ambas f e f~! sdo de classe C" (r > 1), dizemos que é um difeomorfismo de classe C".

Denotemos por Diff" (M) o conjunto de difeomorfismos de classe C" de M, dotado da
topologia C".

A métrica riemanniana no fibrado tangente 7'M induz uma métrica em M definindo
d(z,y), dado r > 0, denotemos,

d(z,A) = inf{d(z,y):ye A} e
B(A,r) = {xeM:d(x,A) <r}.

Vamos definir o conjunto isolado num espaco métrico compacto X e para f: X — X
um homeomorfismo.

Defini¢ao 2.1.2 (Conjunto isolado) Um conjunto compacto invariante A de f é iso-
lado se existe uma vizinhanca U de A em X tal que A C int(U) e

A=) ).

neL

Para finalizar esta secao, vejamos a definicao de um ponto fixo hiperbdlico. Seja E
um espaco de Banach de classe C* e f: U C E — E uma aplicacdo. Suponha que f nio
seja invertivel e nao sobrejetora. Seja p o ponto fixo de f e Df(p) a aplicagao derivada
no ponto p. O espectro de D f(p) s@o os nimeros complexos A para qual D f(p) — Al nao
¢ um isomorfismo,

spec(Df(p)) = {A € C: Df(p) — AI nao é um isomorfismo}.
Em dimensao finita o espectro de D f(p) sdo seus autovalores.
Definicao 2.1.3 Um ponto fixo p é chamado de hiperbdlico se
spec(Df(p)) N{a:|a] =1} =0.

Por um resultado da Teoria espectral existem subespagos E® e E* que correspondem
a parte do espectro dentro e fora do circulo unitario, respectivamente, e constantes 0 <
p<lel>1talque F= FE*& E",

spec(D f(p)

ge) C{a:af <p}, e spec(Df(p)lpn) C{a:af > A}.

Em espacos de dimensao finita, E° é gerado por autovetores correspondentes a autova-
lores de norma menor que 1, analogamente E* é gerado por autovetores correspondentes
a autovalores de norma maior que 1.
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Note que, Df(p)
disso, existe C' > 0 tal que

gs € Df(p)|g« sdo isomorfismos em E° e E*, respectivamente. Além

IDf"(p)

<Cu" e [IDf"(p)lell < CA™™.

ES

Os subespagos E° e E* sao chamados subespacgos estdveis e instdveis para o ponto fixo p,
respectivamente.

2.2 Conjuntos hiperbdlicos

Nesta secao recordamos a definicao de conjunto hiperbdlico para difeomorfismos, este
conceito é a ideia central da dinamica hiperbdlica, sua definicao é tradicionalmente dada
em termos das iteradas da diferencial em cada ponto do conjunto, de fato, ela nos diz,
que o espaco tangente dos pontos de um conjunto hiperbdlico se decompoe como soma
direta de dois subespacos, um dos quais contrai e outro expande vetores desse conjunto.

Defini¢ao 2.2.1 (Conjunto Hiperbdlico) Seja f : M — M um difeomorfismo defi-
nido numa variedade compacta M. Um subconjunto invariante A C M de f é dito
hiperbdlico se, para cada ponto x € A tem-se:

(i) O espago tangente T, M se decompde em uma soma direta de E°(z) e E*(x), isto é,
T.M = B*(z) & E"(),
onde E°(x) e E*(x) varia continuamente para x € A.
(ii)) A decomposicao é D f-invariante, isto é,
Df(x)(E*(x)) = E°(f(2)) e Df(x)(E"(x)) = E“(f(x))-
(iii) Existem constantes C' > 1 e 0 < A < 1 independentes de x tais que para todo n > 0,
|Df"(z)(v)| < CA"|v|, para todo v € E*(x),
|IDf"(x)(v)] < CA\"|v|, para todo v € E*(z).

Observagao 2.2.1 Na Defini¢ao 2.2.1 (conjunto hiperbdlico) item (i), dizer que os su-
bespagos E*(x) e E*(x) varia continuamente para x € A, significa que dado uma sequéncia
x, € A tal que z,, — x, temos que E*(z,) - E*(x) e E*(z,) — E°(x), quando n — oo.

De fato, podemos extrair uma subsequéncia z,, de z, tal que dim(E*(z,,)) = j para
algum j. Seja {vl,v?,...,v]} uma base ortonormal de E*(z,,) e {vJ™" v/ .. vl} uma

base ortonormal de E*“(z,,). Podemos supor (se for necessirio, podemos tomar uma
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subsequéncia) que v, — v e portanto {v',v?, ...,v7} e {v/T! v/T2 .. 0"} sdo conjuntos
ortonormais de T, M. Seja E = (v',v?,...,v7) e F = (/71 072 4™). Note que, esco-
lhendo v, € E*(xy,), |vx| =1 tal que v, — v e fixando m > 0 temos que

[Df™ (@)(w)| = Jim [Df™ (2, )(w)] < CA™

Isto mostra que £ C E°(z). Analogamente, F' C E*(z). Em particular E N F = {0}
e portanto £ = E°(x) e FF = E“(x). Provamos que que qualquer subespaco limite de
E*(z,) e de E"(x,) necessariamente sao E°(x) e E*(z).

Exemplo 2.2.1 Se A ¢ hiperbdlico e u € E*, v € E* entao para n > 0, temos
DF ()| = 5Aul e D) = SA
u — ul e v — vl.
- C e

Em particular, para todo v # 0, sup |D f"(v)| = oc.
nez

De fato, note que dado u € E?,
-n n -n -n 1 —-n
[ul = [DfHDF (W) < CAMIDF(w)l = |DF" ()] = ZA™"|ul.

Por outro lado, como A < 1, entao A™" > 1, para todo n € N e, assim, A™" — oo. Logo
para 0 # u € E?,

1
00 = sup ZA™"|u| < sup [Df7" (u)].

Andlogo para 0 # v € E*. Portanto, para todo v # 0, sup |D f"(v)| = oo.
nez

Para x € A, denote Df(z)(v) = Df(v). Na seguinte proposi¢do veremos a caracte-
rizacao de F° e E“.

Proposigao 2.2.1 Seja A C M um conjunto hiperbolico de f com a decomposi¢ao Ty M =
E* @ E". Para qualquer x € A, E°(x) € caracterizado por

E*(x) ={veT,M:|Df"v)] — 0, quando n — 400}, (2.1)
e E"(z) € caracterizado por

E'(x)={veT,M:|Df"(v)] = 0, quando n — +oo}. (2.2)
Demonstracao. Seja A(zx) = {v € T,M : |Df"(v)] — 0, quando n — +oo}. Para
qualquer x € A, queremos mostrar que F°(z) C A(z). Seja v € E°(z), entao por (iii)
temos,

[Df*(v)] < CA*|ul.
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Como 0 < A < 1, fazendo n — +oo segue-se que A" — 0. Dai, |Df"(v)| — 0. Logo
v € A(x), mostrando que E*(z) C A(z).
Vejamos que A(zx) C E®(xz). Suponhamos que existe v € A(z) tal que v ¢ E°(z),
entao v # 0. Logo
[Df"(v)] = o0

quando n — +o00. Contradizendo a definigao de A(x). Logo A(x) C E*(z). Portanto,
E*(z) = A(x). Analogamente, mostra-se a caracterizacao de E*(z). |

Apresentamos agora o enunciado do Teorema da Variedade Estavel e Instavel. A prova
pode ser visto em [14], Theorem 6.4.9, pagina 267.

Teorema 2.2.1 (Variedade Estavel e Instavel) Seja A um conjunto hiperbdlico, entao
para cada p € A existem variedades locais de classe C" mergulhadas WE(p) e WX (p) tan-
gentes aos subfibrados estdveis e instdveis respectivamente e que satisfazem

d(f"(x), ["(y)) < XN'd(z,y), z,y € Wi(p),
d(f™"(z), f"(y) < XN'd(z,y), ©,y € W(p),
onde 0 < \ < 1.

Definimos as variedades estavel e instavel de p € A como

Wep) = |J £ W (") e Wh(p) = AW (p)))-

neN neN

Para p € M e f € Diff"(M) as variedades estavel e instdvel sao dados por,

We(p) ={y € M :d(f"(p), ["(y)) = 0, quando n — +oo} e
W*(p) ={y € M :d(f"(p), f"(y)) — 0, quando n — —oc},

respectivamente, onde d(-,-) é a métrica riemanniana em M e dado € > 0, as variedades
estavel local e instavel local sao caracterizados também por

Wi(p) = {y € M : d(f"(p), f"(y)) < €, para todo n > 0} e
We(p) = {y € M : d(f"(p). f"(y)) < e, para todo n < 0},

respectivamente.
A continuacgao definimos a estrutura de produto local de um conjunto hiperbdlico.

Estrutura de produto local. Dados z,y € A. Dizemos que um conjunto hiperbélico
A de f, tém estrutura de produto local, se existe § > 0 tal que se d(x,y) < I, entao
W (x) N WX(y) é um tnico ponto em A denotado por [z,y] para ¢ > 0 suficientemente
pequeno.
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2.3 Difeomorfismos Anosov

Estudaremos os difeomorfismos Anosov, os quais sao globalmente hiperbdlicos e possui
uma dinamica rica, sao paradigmas do comportamento hiperbdlico.

Definicao 2.3.1 (Difeomorfismos Anosov) Um difeomorfismo f em M é Anosov se
M ¢é hiperbdlico para f.

A aplicacao fa : R? = R? induzida por

= ( 2 1 )
11
é um exemplo classico de difeomorfismo Anosov.

Como det(A) = 1 e as entradas da matriz A sdo inteiros, temos que A(Z?) = Z*.
Temos em coordenadas, fa(u,v) = (2u 4+ v,u + v). Definimos a rela¢do de equivaléncia
em R? por: (u,v) ~ (u/,v") se (u—u',v —2") € Z* Dai, fa(u,v) ~ fa(u',v"). Assim,
existe um difeomorfismo f 1:T? =R?*/Z* — T?, que faz o diagrama abaixo comutar

R2 fa R2

T2 — T2
fa
Aqui 7 : R? — T? é a projecdo natural.

Proposicao 2.3.1 fA € Anosov.

Demonstragao. Basta mostrar que f4 é um difeomorfismo Anosov. Note que 7 é
difeomorfismo local (pois 7 é aplicagao projegao). Como as derivadas da matriz associada
a fa diferem apenas por isomorfismos, entao vamos calcular os autovalores de A. Temos

_3+Vh 3=V
2 2

Au

Logo, 0 < As <1 < A,. Seja Ef o auto-espagos associados a A, (o = s,u). Para qualquer
z € R?, temos,
E] =2+ Ej, o0=s,u.

Como R? = E; @ EY, temos T,R? = B E", V 2z € R? e
Dfa(z)(E7) = falz+ Ef) = fa(2) + fa(E7)

fa(z) + E§ = E7, )
. TR? = FE°*@® E" é invariante.
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Para finalizar, fixe v € EJ. Entao v] = z+v{ para algum vg € EJ e ||[v7]|, = ||vg ||, onde
| - ||. é alguma norma em 7,R?. Além disso,

Dfa(2)(v) = fa(z +v5) = fa(2) + fa(v]) = fa(2) + Ag - 05,

Logo,
1D fa(2) (WD)l 1a = AollvG Il = Aol[o7]]--

Provando que E* contrai e K expande. [ |

Os difeomorfismos Anosov estao sempre acompanhados de duas folheagoes, chamadas
de folheagoes estaveis e instaveis. Na Secao 1.3 estudamos nocoes sobre folheacgoes que
sao muito importante para entender os difeomorfismos Anosov.

Considere uma folheacao F de classe C" de dimensao n de uma variedade M de
dimensao m. Em cada ponto x € M, o espaco tangente da folha passando por z é um
subespaco do espaco tangente T, M. Eles definem um C"-subfibrado de T'M de dimensao
n, chamado fibrado tangente de F e denotado por TF.

Temos a decomposicao do fibrado tangente TM para um f difeomorfismo Anosov
numa variedade compacta M, TM = E®* & E". Enunciamos o seguinte teorema, o qual
associa as folheagoes com difeomorfismos Anosov. Uma prova formal pode ser encontrado
em [11].

Teorema 2.3.1 E? € integrdvel, onde 0 = s, u.

Assim, pelo Teorema 2.3.1, E* e E* da definicao de difeomorfismo Anosov f sao
integréveis e definem folheagoes F*° (folheagao estavel tangente a E°) e F* (folheagao
instdvel tangente a E") respectivamente (uma demonstracao pode ser vista em [14]).
Denotemos por F°(x) (¢ = s,u) uma folha passando por x.

Pela D f-invariancia do fibrado E° e a unicidade da folheacao tangente a E°, temos
que as folheagoes F7 sao invariantes pelo difeomorfismo f, ou seja, f(F7(z)) = F7(f(x)).

As folheagoes F* e F* sao caracterizados por:

Fx)={ye M :d(f"(x), f"(y)) — 0, quando n — oo}

FUx)={y e M :d(f"(x), f"(y)) = 0, quando n — —o0}.

Da caracterizacao acima, notamos que as folheacoes estaveis e instaveis na verdade
sao as variedades estaveis e instaveis, respectivamente, que definimos na Secao 2.3, ou
seja, F(x) = W (x), 0 = s, u.
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2.4 Lema de sombreamento

Nesta secao introduzimos shadowing lemma de Bowen e também veremos importantes
aplicacoes deste resultado, por exemplo, Anosov closing lemma, etc.

Seja f : X — X um homeomorfismo definido em um espago métrico (X, d). Fixado
d > 0, uma sequéncia {z, },ez em X é chamado uma §-pseudo drbita de f se, para todo
n € Z (Ver Figura 2.1),
d(f(xn), Tni1) < 0.

Figura 2.1: Uma d-pseudo orbita.

Seja € > 0. Dizemos que um ponto y € X e-sombrea a pseudo-érbita {z, },cz se, para
todo n € Z (Ver Figura 2.2),
d(f"(y), x,) < e.

/& f/“ f"'(y).e/

f(y) 1
Aly) —

Z2

Figura 2.2: Pseudo érbita e-sombreada.

Na sequéncia enunciamos o lema de sombreamento, a prova pode-se ver em [23] The-
orem 3.1, pagina 413. Aqui, salvo mencao contraria nosso f : M — M vai ser um
difeomorfismos de classe C*.

Teorema 2.4.1 (Shadowing lemma) Seja A C M um conjunto hiperbélico de f. Entao
eziste €g > 0 e dg > 0 tais que toda dy-pseudo orbita em A pode ser eg-sombreado por um
ponto y € M. Além disso, para qualquer 0 < € < €y, existe 0 < & < 0y tal que toda
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d-pseudo-orbita em A € e-sombreado por um tunico pontoy € M. FE se A tém estrutura de
produto local, entao y € A.

Observacao 2.4.1 Dado qualquer 6 > 0, existe n > 0 tal que para qualquer n-pseudo
érbita {z, ez com d(yn, x,) < 1, entao {y, tnez é uma J-pseudo drbita.

De fato, como {x, }nez é n-pseudo drbita para f, entdo para todo n € Z,

d(f(zn), Tny1) <.

Tome 0 < n < 6/3. Usando a continuidade uniforme de f, entao para todo n € Z, temos,

d(f(yn)a yn+1) d(f(yn)v f(xn» + d(f(xn)’ yn+1)
N+ d(f(xn), Tns1) + d(Tni1, Ynir)

n+n+n<o.

INIA A

Portanto {y, }nez é uma d-pseudo érbita para f.

Portanto, pela Observacao 2.4.1 temos que a “perturbacao” de uma pseudo orbita é
ainda, uma pseudo 6rbita. Assim uma pseudo 6rbita {x,},ecz no shadowing lemma na
verdade nao precisa estar em A. O seguinte teorema d& esta ligeira melhora.

Teorema 2.4.2 Seja A C M um conjunto hiperbdlico de f. Para qualquer € > 0, existe
n > 0 tal que toda n-pseudo drbita na n-vizinhanga de A é e-sombreada por um ponto.

Demonstragao. Para qualquer € > 0, pelo shadowing lemma, existe um ¢ > 0 tal que
toda d-pseudo drbita em A é e¢/2-sombreado por um ponto. Tome 0 < 1 < €/2, entdo
pela Observacao 2.4.1, qualquer n-pseudo 6rbita {z,}n,ez com d(y,,z,) < n implica que
{Yn }nez é uma d-pseudo 6rbita, ou seja, para todo n € Z,

d(f(yn>v yn-i—l) < 0.

Agora tome {z, },ez uma n-pseudo érbita na n-vizinhanca de A. Para cada n € Z, tome
yn € A tal que d(yn, x,) < n. Entdo {y,}nez é d-pseudo érbita em A e é €/2-sombreado
por um ponto z, isto é,

. €
d(f (Z)ayn> < 5
Logo,
d(f"(2),7n) < d(f"(2),yn) + d(Yn, Tn)
€ € €
< = Syt
S 5 +n < 5 + 5 €
Portanto {x, },ez é e-sombreado por z. [ |
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Outra aplicacao importante do shadowing lemma ¢é localizar 6rbitas periddicas, isto
é, Anosov closing lemma, o qual diz que, perto de uma “pseudo érbita periédica” em um
conjunto hiperbdlico, existe uma dérbita periddica.

Uma pseudo 6rbita {x, },ez € dita periddica se existe m > 0 tal que x,, = x,,,, para
todo n € Z.

Teorema 2.4.3 (Anosov closing lemma) Seja A C M um congunto hiperbélico de f.
Para qualquer ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que toda d-pseudo orbita periodica em A € e-
sombreado por um ponto periodico.

Demonstragao. Sejam ¢y > 0 e §y > 0 como no shadowing lemma. Tome 0 < € < €.
Entao pelo shadowing lemma existe 0 < § < dg tal que toda d-pseudo érbita em A pode
ser e-sombreado por um unico ponto.

Seja {xy, tnez uma d-pseudo drbita periédica em A, tal que para algum m > 0, z, =
Tpim, Para todo n € Z. Entao {z, }nez é e-sombreada por um ponto p, isto é,

d(f"(p),zn) <€, ¥n€Z.

Note que,
d(fn+m(p)7xn+m) < €, Vn €.

Como x,, = Tp1m, temos

d(f"(f"(p)), xn) <€ Vn €.

Ou seja {x, }nez também é e-sombreado por um ponto f™(p). Logo pela unicidade, temos
que f™(p) = p, assim p é periddico. [ |

Como consequéncia dos Teoremas 2.4.2 e 2.4.3, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.4.4 Seja A C M um conjunto hiperbdlico de f. Para qualquer € > 0, existe
n > 0 tal que toda n-pseudo orbita periddica na n-vizinhancga de A € e-sombreado por um
ponto periodico.

O seguinte resultado de fato é um coroldrio do Anosov closing lemma. Na verdade,
também é conhecido como Anosov closing lemma

Teorema 2.4.5 Seja f : M — M wum difeomorfismo de classe C* em uma variedade
compacta M.

(a) Se RC(f) € hiperbdlico, entao RC(f) = Per(f).

(b) Se L(f) € hiperbdlico, entao L(f) = Per(f).
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Demonstracao. (a) Como Per(f) C RC(f), basta mostrar que RC(f) C Per(f). Seja
x € RC(f). Para qualquer € > 0, seja > 0 a constante garantida pelo Teorema 2.4.4.
Pela Proposicao 1.4.1, existe 0 > 0 tal que qualquer d-cadeia periddica Py através de x
estd contido na n-vizinhanga de RC(f). Suponha que § < 1. Pelo Teorema 2.4.4, Ps é

e-sombreado por um ponto periédico p de f. Assim, d(z,p) < e. Portanto x € Per(f).

(b) Basta provar que L(f) C Per(f). Para isso, é suficiente provar que w(z) C Per(f)
para todo x € M. Seja y € w(x). Dado € > 0, para ¢/2 tome 1 > 0 como no Teorema
2.4.4. Suponhamos que 1 < €. Existem ni,no suficientemente grandes com n; < ns tal
que f™"(x), f*(z) € B(y,n/2) e o arco da érbita de f™(x) a f™(z) estd inteiramente
dentro de n-vizinhanga de w(x). Entao

fr@), [ (@), o M ()

é n-cadeia periédica na n-vizinhanga de w(x) passando por B(y,n/2). Pelo Teorema 2.4.4,
é €/2-sombreado por um ponto periédico p de f. Assim

d(y,p) < d(y, f™(z)) +d(f"(p), f"(x))

n o€
< 5 + 5 < €.
Logo y € Per(f). Portanto L(f) = Per(f). |

Outra aplicagao importante do Shadowing lemma é mostrar que se A tem estrutura
de produto local, entao A é isolado.

Proposicao 2.4.1 Um conjunto hiperbolico A € isolado se, e somente se, A tem estrutura
de produto local.

Demonstragao. Suponhamos que A é isolado, ou seja, existe uma vizinhanca U de A
satisfazendo

A=) ).

neL

Seja € > 0 tal que d(z, A) < € para todo € U. Tome ¢ > 0 suficientemente pequeno tal
que d(z,y) < ¢ implica que W (x) N W (y) = [z,y] é um ponto, seja z este ponto. Note
que se x,y € A, para j > 0, temos (A < 1),

d(f7(2),A) <d(f/(2), f(z)) < Nd(z,2) < Ve <,

d(f77(2),N) <d(f(2), f7(x)) < Nd(z,7) < Ne <e.

Portanto, f"(z) € U para todo n € Z, segue-se que z € A.
Reciprocamente, suponha que A tem estrutura de produto local. Dados € > 0, tome
n > 0 como no Teorema 2.4.2; tal que toda n-pseudo 6rbita na n-vizinhancga de A, denotado
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por U, é unicamente e-sombreado. Seja

ze () ),

entdo f"(z) € U para todo n € Z. Seja x, = f"(z), note que d(f(z,),Tns1) = 0 < 7.
Logo {x, }nez é uma n-pseudo 6rbita em U e é e-sombreado por y € A. Mas, note que

d(f"(z),xz,) =0 <k,

ou seja, z também é sombreado por {x,},cz. Portanto, pela unicidade, z = y € A. A
outra inclusao é trivial. |

Definimos os conjuntos estaveis e instaveis para um subconjunto compacto invariante
A C M respectivamente por

W9(A) ={x e M:d(f"(z),A) — 0, quando n — +oo},
W A)={x e M:d(f"(z),\) - 0, quando n — —o0}.

Proposicao 2.4.2 Valem as sequintes propriedades:

(a) Para qualquer v € M, temos que lim d(f"(z),w(zx)) =0.

n—+oo

(b) x € W*(A) se, e somente se, w(z) C A.
Demonstracao. (a) Suponhamos que a igualdade nao é verdade. Entao existe ¢y > 0
e uma subsequéncia n; — +oo tal que d(f"(x),w(z)) > € para todo i. Tomando

subsequéncia n,;,, temos f"(x) — y ¢ w(x). Mas, por definicdo de w(z), temos que
y € w(z). Contradigao.

(b) Suponha que w(z) C A, temos
d(f"(x), A) < d(f"(2),w(x)) + d(w(z), A).

Fazendo, n — 400 na desigualdade acima e usando item (a), temos que, d(f"(x), A) — 0.
Logo = € W?*(A).

Reciprocamente, suponha que z € W*(A), entao d(f"(z),A) — 0, quando n — +o0.
Devemos mostrar que w(z) C A. Seja y € w(z), entdo existe uma sequéncia (n;);en com
n; — +oo e f"(x) — y, quando i — +o00. Temos,

d(y, A) < d(y, f"(x)) +d(f"(x), A).

Fazendo, i — 400 na desigualdade acima, temos que, d(y, A) = 0. Como A é compacto,
segue que y € A. Portanto, w(z) C A. [
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Analogamente para «o(z). Em conclusao da Proposigao 2.4.2; temos que:

WHA) ={x € M :w(xz) C A},
W*A)={x e M:alx) C A}

Outra importante aplicacao do Shadowing lemma é o seguinte teorema para um con-
junto hiperbdlico isolado.

Teorema 2.4.6 Seja A C M um conjunto hiperbolico isolado de f. Entao

W) = Jwr@),  wr) =)

zEA TEA

Demonstragao. Provemos para W*(A). Basta provar que

wH(A) c | w(a),

TzEA

a outra inclusao é imediata. Seja y € W¥(A). Dado n > 0, entao existe N > 0 tal que
d(f?(y),A) < n/2 para todo j > N. Tome x; € A tal que d(f?(y),z;) < n/2 para todo
j > N. Pela continuidade uniforme de f, para todo j > N temos,

d(f(x;), 1) < d(f (@), f77 () + A7 (), 2540) <

N3

N
* o =
Por outro lado, seja x; = fj’N(xN) € A para todo 5 < N. Dai

d(f(xj>7xj+1> = d(fjiNJrl(xN)a fj7N+1<xN)) =0< m, v] < N.

Tome 0 < n < 0. Entdo {z;}jez é uma é-pseudo drbita em A e assim, pelo Shadowing
lemma, é e-sombreado por um tnico ponto x € A. Isto implica que O(z) C B(A,¢). E
claro que para todo j > N,

d(f (y), F(2)) < d(f(y),x;) + d(z;, () <

(N

+ €.

Como a orbita futura de y fica perto da orbita futura de z, entao pelo Teorema da
variedade estével, temos que y € W?(z). Portanto

we () c [ W ().

zEA

A prova de W*(A) é andloga. [ |
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2.5 Decomposicao espectral e Axioma A

Nessa secao vamos estudar difeomorfismos Axioma A e o Teorema da Decomposicao
Espectral de Smale.

Axioma A: Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C' e M uma variedade
compacta. Dizemos que f é Azioma A se o conjunto nao errante (f) é hiperbdlico e o

conjunto de pontos periddicos é denso em Q(f), ou seja, Per(f) = Q(f).

Exemplo 2.5.1 Se RC(f) é hiperbdlico, entao f satisfaz Axioma A.

De fato, de Per(f) C L(f) C Q(f) € RC(f) e do item (a) do Teorema 2.4.5, temos
que Per(f) = RC(f) = L(f) = Q(f). Assim Q(f) ¢ hiperbdlico e Per(f) = Q(f).

Agora, enunciamos o Teorema da Decomposicdo Espectral, o nome do teorema foi in-
troduzido por Smale (1967) e foi mantido apesar do teorema nao se referir ao espectro
de nada. Neste teorema uma caracteristica marcante seria a “finitude”, ou seja a decom-
posicao de Q(f) em unido finita de conjuntos. A prova pode-se ver em [23], Theorem 5.4,
pagina 420.

Teorema 2.5.1 (Teorema da Decomposicao Espectral) Suponha que f : M — M
satisfaz Azioma A. Entdo o conjunto nao-errante QU(f) se decompde de maneira unica
como uma uniao finita e disjunta

Qf) =N UAy- - UAy,

onde cada N\; € fechado, invariante indecomponivel e cada f : A; — A; € topologicamente
transitivo. Além disso, cada A; tem uma estrutura de produto local.

Corolario 2.5.2 Suponhamos que f satisfaz Azioma A, entdo Per(f) € isolado.

Demonstragao. Pelo Teorema da decomposicao espectral temos que

Per(f) = Al UA2 UAk,

onde, cada A; é isolado. Basta provar que A = A; U Ay é isolado, assim por indugao
segue-se que A; U Ay ---U Ay é isolado, isto prova o corolario. Como A; e A sao isolados,
entdo existem vizinhangas Uy de A; e Uy de Ag tais que Ay C int(U7), Ay C int(Us),

A1 = m fn(Ul) (§ A2 = ﬂ fn(UQ)

neL nez

Note que
A C int(Up) Uint(Us) C int(Uy U Us).
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Tomando V' = U; U Uy, temos que A C int(V) e

A=) W)U f'WU2) = () (TLUT) = (] F(V).

ne”L neL ne”L ne”

Portanto A é isolado. [ |

O seguinte resultado é puramente topolégico, indicaremos o resultado em um espaco
métrico compacto X.

Teorema 2.5.3 Seja f: X — X um homeomorfismo e sejam Ay, Ao, ..., Ay, uma familia
finita disjunta de conjuntos compactos invariantes de f com L(f) C AU Ay U--- U Ay.
Entao

Demonstragao. Tome uma vizinhanca compacta U; de A; em X tal que, para qualquer
i # 7,

A segunda igualdade acima, significa que um ponto em U; nao pode saltar positivamente
em U; em um passo. Comutando ¢ e j7 d& o caso negativo.

k
Sejax € X. Como w(x) C L(f), existe ny > 1 tal que para todon > ng, f"(z) € U Ui.
=1

1=

Para ser mais preciso, suponhamos que ™ (x) € U;. Como f(U;) NU; = 0, temos que

ot (z) € Uy. Indutivamente, f"(x) € U, para todo n > ng. Entdo w(z) € U;. Assim
k

w(z) C Ay, provando que x € W*(A;). Logo, X C U W*(A;), a outra inclusao é trivial.
i=1
Portanto,

k
X = Jw ).
i=1
De forma analoga para W*. [ |

No seguinte teorema, vamos fortalecer um pouco mais o resultado acima.

Teorema 2.5.4 Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C*. Se L(f) € hiperbdlico,
entao
M = wiz) = ) W)
()

z€L z€L(f)

Demonstracao. Como L(f) é hiperbdlico, pelo item (b) do Teorema 2.4.5, L(f) =
Per(f). Logo pelo Corolério 2.5.2, L(f) é isolado. Note que pelo Teorema 2.5.3,

M = W*(L(f)) = W*(L(f)).
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Portanto, pelo Teorema 2.4.6,

M= | W@)= ] W)

z€L(f) zeL(f)

Isto prova este teorema. [ |
Observagao 2.5.1 Seja L(f) um conjunto hiperbélico. Entao dado qualquer x € L(f),

do Teorema 2.5.4, segue-se que

T.(W*(x)) = E°(x) e To(W"(x)) = E*(z).

2.6 Nao ciclos

Seja X um espaco métrico compacto e f : X — X um homeomorfismo. Sejam
A1, Ao, ..., Ay conjuntos disjuntos, compactos e invariantes de f. Escreva

A=ANUAU--- Ay

Defina A; < A; se,
WH(A) NW?2(A;) — A #0.

Essencialmente, A; < A; significa que existe x € X fora de A que vai de A; a A;. Note
que, quando ¢ # j, W*(A;) N W?*(A;) # 0 implica automaticamente que A; < A;, mas
nao quando ¢ = j. Podemos ver que, < nao é uma relacao de equivaléncia.
Defini¢ao 2.6.1 Dizemos que A;,, A;,, ..., A;,, forma um ciclo de {A;} se,

A’il <<A12 << tte << Alm <<A’L'1'

Definigao 2.6.2 Dizemos que {A;} satisfaz a condi¢do de nao-ciclo, ou simplesmente
nao-ciclo, se nenhum subconjunto de {A;} forma um ciclo.

Lema 2.6.1 Seja x € RC(f) — L(f). Suponha que v € W?*(A;) para algum i. Entdo
existe z € W*(A;) tal que z € RC(f) — L(f).

Demonstragao. Tome uma vizinhanca compacta U de A; tal que
r¢U, UNA =0, f(UNA =0, Vi#j.
Para qualquer n > 1, existe uma 1/n-cadeia periédica
Cn = {xg, 27, ... 2] }
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tal que zj — x. Seja xl, o ponto em C,, mais préximo de A;. Como x € W?*(A;), tomando
n
uma subsequéncia se necessario, assumimos que

d(zl JA;) — 0, n— +o0.

Qan?

Entao existe m,, > 1 para n suficientemente grande tal que

To Ty (15 Ty 4, —1 € E(T),
mas,
Toy v, & t(U).
Entao,
2=y i € B(f(U),1/n) —int(U).

Como x, — A;, temos que m, — +o0o. Além disso, se n é grande, entao
BUF(U), 1/n) N A; =0, Vi# ]

Seja z um ponto limite de {2"}. Entao z € RC(f) — L(f). Falta provar que z € W*(A;).

n
an+mp—1

contando para tras estao contidos em U e desde que 2" — 2z e m,, — 400, segue que
f7%(2) € U para todo k > 1. Assim, a(z) C A;, provando que z € W*(A;). Ver Figura
2.3.

Como os m,, primeiros pontos 1/n-cadeia periédica C,, estao iniciando com x

Figura 2.3: Prova do Lema 2.6.1.

Teorema 2.6.1 Seja f: X — X um homeomorfismo e seja L(f) = Ay UAy U -+ U Ay,
onde \; sdo conguntos compactos, disjuntos e invariantes de f. Se {A;} nao tem ciclos,

entdo L(f) = RC(f).
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Demonstragao.  Suponhamos por contradi¢ao que existe by € RC(f) — L(f). Pelo
Teorema 2.5.3, existe i; tal que by € W*(A;;). Pelo Lema 2.6.1, existe by € W*(A;,) tal
que by € RC(f) — L(f). Pelo Teorema 2.5.3, existe iy tal que by € W?¥(A;,). Logo, como
i1 # g e W' (A;) NW3(A;,) # 0, temos que A;; < A;,. Indutivamente, como A; sao
finitos, temos um ciclo. Contradicao. ]

2.7 Quase-hiperbolicidade

Vejamos algumas propriedades importantes de conjuntos quase hiperbdlicos. Isto,
fornece angulos alternativos para olhar a hiperbolicidade.
Para x € M e f € Diff"(M), denote

B*(zx) ={veT,M:|Df"(x)(v)| é limitado para n > 0},

B'(x) ={veT,M:|Df"(x)(v)| é limitado para n < 0}.
Note que B®(x) e B"(z) sao subespagos lineares de T,M e D f-invariantes.

Defini¢ao 2.7.1 (Quase hiperbdlico) Um conjunto compacto invariante A C M de f
é chamado quase hiperbolico se qualquer vetor nao nulo de Th M tem uma orbita ilimitada,
isto é, se

B*(z) N B*(z) = {0} para todo = € A.

Proposicao 2.7.1 A ¢é quase hiperbdlico para f se, e somente, se existe N € Z* tal que
para qualquer 0 # v € TAM, existe —N < m < N tal que |Df™(v)| > 2|v|.

Demonstragao. Suponha que A é quase hiperbdlico para f. Para qualquer v € Ty M
com |v| = 1, existe m(v) = m € Z tal que |Df™(v)| > 2. Pela compacidade da esfera
unitaria do fibrado ThM, existe N € ZT tal que para qualquer 0 # v € ThM, existe
—N <m < N tal que |[Df™(v)| > 2Jv|.

Reciprocamente, suponhamos que para qualquer 0 # v € TA M, existe —N < m < N
tal que |Df™(v)| > 2|v| (na verdade aqui, nem sequer precisamos do nimero N). Entao

existe moy tal que
|Df72(v)] > 2[Df™(v)| > 2°[v].

Geralmente, para qualquer k € Z*, existe m;, tal que
|Df™ (v)| > 2FJo].

Fazendo k — 400, temos que |Df™* (v)| — 400. Assim, a D f-érbita de v é ilimitada.
Portanto f é quase hiperbdlico. [ |

Seja A quase hiperbdlico para f, e seja N € Z* dado como na Proposicao 2.7.1.
Chamamos 0 # u € TAM por N-rightmaz se |u| > |Df"(u)| para todo —N < n < 0.
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Analogamente, chamamos 0 # u € T\M por N-leftmaz se |u| > |Df"(u)| para todo
0<n<N\.

Assim, dentro de 2N + 1 iteragoes consecutivas de qualquer 0 # u € Ty M, deve haver
um N-rightmaz ou um N-leftmaz.

Proposigao 2.7.2 Seja A quase hiperbolico para f. Para qualquer 0 # v € TAM, se
Tf'(v) € um N-leftmaz e T f?(v) é um N-rightmaz na mesma orbita de v # 0, entdo
1< 7.

Demonstragao. Suponhamos por contradicao que j < i, entao existe j < k < i tal que

| D f*(v)| assume o maximo em todo intervalo [j — N, i+ N], contradizendo a Proposicao
2.7.1. n

Seja A quase hiperbdlico para f. Denote
A=2"YN =\ min{|Df"(v)|:veThM, Jv]=1, 0<n < N})2

onde N ¢é dado como na Proposicao 2.7.1.

Proposigao 2.7.3 Sejam A quase hiperbolico para f e N, X e C' como definidos acima.
Seuw € ThM é um N-rightmaz, entao para qualquer i > 0 e qualquer n > 0,

[Df*™ (u)| = CTIAT DS (u)]-
Analogamente, se u € TAM ¢ um N-leftmaz, entdo para qualquer i > 0 e qualquer n > 0,
[DfT 7" (w)] =2 CTIAT DT ().

Demonstragao. Seja u € ThaM um N-rightmax. Pelas Proposigoes 2.7.1 e 2.7.2, existe
0 < my < N tal que Df™ (u) é um N-rightmax e |Df™ (u)| > 2|u|. Analogamente,
existe 0 < my < N tal que Df™ ™2 (v) é um N-rightmax e |Df™*72(v)| > 2%v].
Assim, indutivamente da origem a um numero inteiro positivo k tal que

mi+me+---+mp<n<m;+mo+---+my+ N.
Entao,

| D fratmettme ()| min{ | D f*(v)| v € TaM, |v]| =1, 0 <n < N}
0_1/2>\_N2k|U’ _ C—l/ZA—N)\—Nk‘u|

0—1/2/\—N)\—m1—m2—~~~—mk |’LL|

Cfl/2>\fN)\fn+N’u‘.

[Df™(u)]

AVAR AVARRAVARN AV

Logo, temos que para n > 0,
[Df™ ()] = C72A " ul.
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Assim, para qualquer i > 0, com a ajuda do N-rightmax mais préximo de D f*(u), temos

[Df" ()| = [DF(Df(w)] = CTPAT DS (u)]
> C”l)\’i’”\u|
> C'A"|DfY(u)|, ¥n>0.
A prova é andloga para N-leftmax. [ |

Seja A quase hiperbdlico para f e N dado como na Proposicao 2.7.1. Denote

H* = {veTh\M — {0} : {|Df"(v)|};>_, tem s6 N-leftmax},

H" = {veThaM —{0}:{|Df"(v)|}o>_, tem s6 N-rightmax},
HY = {veTaM —{0}:{|Df"(v)|}>>_., tem N-leftmax e N-rightmax}.

Note que os conjuntos H", H* e HY sao D f-invariante e constituem uma decomposicao
de TyM — {0}. Isto é, (as normas dos) vetores de Ty M — {0} tém trés tipos de compor-
tamento em iteragoes conforme descrito no resultado a seguir:

Corolario 2.7.1 Seja A quase hiperbolico para f, e N,A e C determinados como na
Proposicao 2.7.3. Entao:

(a) Para qualquer v € H®, |Df"(v)| < CX"|v| para todo n > 0.
(b) Para qualquer v e H*, |Df™"(v)] < CAX"|v| para todo n > 0.

(c) Para qualquer v € HY, existe um inteiro iy tal que para qualquer i > ig e qualquer
n >0,
[Df"(v)] = CTIATDf(v)).

Além disso, existe um inteiro jo tal que para qualquer j < jo en >0,

[DF"(v)] = CTIAT DS ().

Demonstragao. Para qualquer v € H", existe um inteiro i > 0 tal que T'f “(v) é
N-rightmax. Pela Proposicao 2.7.3, para qualquer n > 0,

[Df"(v)] = C7IAT" ).
Como H" é D f-invariante, temos
v = [Df(Df"(v)] = CTIATDF T (v)],

entao, |Df"(v)] < CA*|v|. Isto prova o item (b). Os itens (a) e (¢) provam-se analoga-
mente. |
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Teorema 2.7.2 Seja A quase hiperbdlico para f e sejam A e C' dado como na Proposi¢ao
2.7.3. Entao
|IDf"(v)| < CA"|v|, Vve B (z), x€ A, n>0,

|IDf " (v)| < CA\"|v|, YveB“z), v€A, n>0.
Demonstragao. Para v = 0, as desigualdades acima sao validas. Entao basta provar
que B*—{0} C H? e o resultado segue-se do item (a) do Coroldrio 2.7.1. Seja 0 # v € B?,

entao pela Proposicao 2.7.3 nao pode existir N-rightmax. Portanto 0 # v € B® é N-
leftmax. Anélogo para B“. ]

Note que, pelo item (a) do Corolério 2.7.1, H® C B*. Assim, H* C B*—{0}. Anélogo
para H". Logo, temos

B*— {0} = H®, B"—{0}=H"

Isso d& uma caracterizacao da hiperbolicidade:

Teorema 2.7.3 Um conjunto compacto invariante A para f € hiperbdlico se, e somente,
se B*(x) ® B*(x) = T, M para qualquer x € A.

Demonstragao. Suponha que A seja hiperbdlico para f. Entao Pela Proposicao 2.2.1,
E* = B’ e E" = B". Logo, B*(x) ® B"(x) = T, M para qualquer = € A.
Reciprocamente, suponhamos que B*(z) ® B“(z) = T, M para qualquer x € A. Como
A é compacto e B*(z)NB"(x) = {0} para qualquer x € A, temos que A é quase hiperbdlico
para f. Logo a conclusao segue-se do Teorema 2.7.2. |

Seja A quase hiperbdlico para f. Para i =0,1,...,dim(M), seja
A" = A(N) = {z € A: B*(z) ® B*(x) = T,M, dim(B*(z)) =i}.

Podemos provar que A’ é f-invariante e compacto. Como A é quase hiperbélico para
f, pelo Teorema 2.7.2, A’ é hiperbélico para f de indice i. Note que,

A'NA =0, seij.

Seja
dim(M)

A= ] AL
i=0
Pode-se mostrar que, A é f-hiperbdlico.

Para conjuntos hiperbdlicos o nimero inteiro dim(£*) é chamado de indice de f.
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Teorema 2.7.4 Seja A quase hiperbdlico para f. Para qualquer x € A, w(x) € hiperbdlico
de indice dim(B*(x)) com tazas de contra¢io (C,\) dadas como na Proposi¢cdo 2.7.3.
Analogamente, o(x) € hiperbdlico de indice dim(M) — dim(B*(x)) com as mesmas tazas

(C,\).

Demonstracao. Sejam z € A e y € w(z). Tome um subespago F'(z) de E(x) tal que
F(z)® B*(z) =T, M.

Como B*(z) — {0} = H*(z) e H*(z) U H*(c) U H"(z) é decomposi¢ao de T, M — {0},
para qualquer v € F(x) com |v| = 1, existe um inteiro positivo ig = ig(v) tal que Df"(v)
¢ um N-rightmax. Pela Proposi¢ao 2.7.1, existe iy = i1(v) com ig < i3 < 75+ N tal
que Df"(v) é um N-rightmax estrito no sentido de que |Df" (v)| > |Df™(v)| para todo
in — N <n <i; — 1. Entao existe uma vizinhanca U de v na esfera unitéria de F'(x)
tal que Df%(w) é um N-rightmax para todo w € U. Pela compacidade da esfera existe
um inteiro positivo mg tal que para todo v € F(z) com |v| = 1, existe m = m(v) com
0 <m < myg tal que Df™(v) é um N-rightmax. Pela Proposigao 2.7.3,

[Df*"(v)] = CTIATDf (v))]
para qualquer v € F'(x), i > mg, e n > 0. Por outro lado, pelo Teorema 2.7.2,
[Df" ()] < CAM[Df(v)]

para todo v € B*(x),i € Zen > 0.

Seja f™(x) — y, quando k — oo para alguma sequéncia ny — +oo tal que D f™*(B*(x))
e Df"(F(x)) tendem a dois subespagos G*(y) e G*(y) de T,,M, respectivamente. Para
qualquer w € G*(y), existe uma sequéncia wy € D f™(B*(x)) com wy — w. Como

[ Df™ (wi)| < CX|wg
para qualquer £ > 1 e n > 0, fixando n e fazendo k — oo, temos
|IDf"(w)] < CXN'|wl|, YV w e G*(y), n>0.

Assim, G*(y) C B*(y).
Analogamente, para qualquer w € G*(y), existe uma sequéncia wy € D f™ (F(z)) com
wy — w. Fixe j > 0. Considere esses n; na sequéncia com ny — j > mg. Entao

wi| = CTIATD [ (wy)].

Fazendo k — oo,
jw| > CTINT[Df T (w)], Y w € G'(y).
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Ver Figura 2.4. Como j > 0 é arbitrario, temos G“(y) C B"(y). Logo, contando di-
mensoes,

B*(y)  B(y) = T, M.

Isto prova que w(x) é f-hiperbdlico de indice dim(B®(x)) com taxa de contragao (C,\).
A prova de a(x) é andlogo.

fnk -J (JI) fnk (J?)

Figura 2.4: Prova do Teorema 2.7.4.

Teorema 2.7.5 Se A € quase hiperbdlico para f, entdo f restrito ao L(f|p) € hiperbdlico.

Demonstracao. Uma vez que as constantes (C, \) determinadas logo antes da Pro-
posi¢ao 2.7.3 sao independentes de w(z), = € A, as desigualdades valem também para o
fecho, ou seja, para w(x). Entao o resultado segue do Teorema 2.7.4. [ |

Teorema 2.7.6 Se A ¢é quase hiperbdlico para f, entao f restrito ao RC(f|p) € hi-
perbolico.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.7.5, L(f|5) estd contido em A. Se provarmos que
nio existe um ciclo entre os {A’} em relacio a f|,, entdo pelo Teorema 2.6.1, A contém
RC(f|a) e L(f|an) = RC(f|a), provando o Teorema 2.7.6.

Suponhamos que existe um ciclo, digamos
x; € WU(AF flA) N W (AR flA) = A, i=1,2,....m,
onde, A*m+1 = AM Pelo Teorema 2.7.4,
dim(B*(z;)) = kiy1, dim(B*(z;)) = dim(M) — k;,
para todo i = 1,2, ...,m. Assim,
dim(B*(z;)) + dim(B“(x;51)) = kix1 + dim(M) — k; .y = dim(M)
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para cada ¢. Logo, para cada ¢
dim(B*(2:)) + dim(B(z:)) > dim(B*(z)) + dim(B"(zi31)) = dim(M).  (2.3)
Por outro lado, como A é quase hiperbdlico,
B*(x;) N B*(x;) = {0},

para cada ¢. Em particular, para cada 7, temos

dim(B*(z;)) 4+ dim(B*(x;)) < dim(M). (2.4)
Assim, de (2.3) e (2.4), para cada i, temos,

dim(B*(z;)) + dim(B"(x;)) = dim(M).

Logo, para cada 1,
B*(z;) & B“(z;) = T, M.

Assim, z; € A. Contradigao. Isto prova que nao existe um ciclo entre os {A*} em relagao

a f|A |

2.8 Difeomorfismos quase Anosov

Nesta secao provamos um dos principais resultados deste capitulo, o Teorema 2.8.1.
Vale ressaltar que esta prova que apresentamos aqui ¢ uma adaptacao feita por Lan Wen
em [29]. Aqui, M é uma variedade fechada (compacta, conexa, suave e sem bordo).

Definicao 2.8.1 Um difeomorfismo f em M é quase Anosov se M é um conjunto quase
hiperbdlico para f.

Ou seja, dizemos que f é quase Anosov, se para qualquer vetor 0 # v € T'M o conjunto
{|Df"(v)| : n € Z} é ilimitado.

Exemplo 2.8.1 Se f é Anosov, entao f é quase Anosov.

De fato, como f é Anosov, entao pelo Teorema 2.7.3, temos que, B*(x) N B*(z) = {0}
para todo x € M. Portanto, f é quase Anosov.

Serd que f quase Anosov implica Anosov? Se dim(M) = 2, entao qualquer difeo-
morfismo quase Anosov é Anosov, como veremos no Teorema 2.8.2. Se M é um espago
euclidiano e f é um isomorfismo linear a resposta também é afirmativa, como veremos
no Teorema 2.8.3. Mas isto em geral nao ¢é verdade, como veremos no Capitulo 3. Agora
enunciamos e provamos o seguinte resultado:
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Teorema 2.8.1 Seja f € Diff"(M). Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) f € quase Anosov.

(b) f satisfaz Azioma A e para todo x € M,

T,(W*(x)) N T(W*(z)) = {0}.

Demonstracao. (b) = (a) Suponha que f satisfaz Axioma A, entdo pelo Teorema
2.5.4,
L,(W*(x)) = B*(x) e T,(W(z)) = B*(z).

Como T, (W?(z)) N T, (W*(z)) = {0} para todo = € M,
B*(z) N B*(z) = {0} Vz € M.
Portanto f é quase Anosov.

(a) = (b) Suponhamos que f seja quase Anosov, entao pelo Teorema 2.7.6, RC(f) é
hiperbdlico, entao pelo Exemplo 2.5.1, f satisfaz Axioma A. Por outro lado, como f é
quase Anosov, entao B*(x) N B*(x) = {0} para todo x € M, usando o Teorema 2.5.4,

T,(W*(2)) N T,(W"(z)) = {0} Va € M.

Teorema 2.8.2 Seja dim(M) = 2. Se f € quase Anosov, entao f é Anosov.

Demonstragao. Como f é quase Anosov, entao
Bé(z)N B*(z) = {0}, Vax € M.

Por outro lado, como dim(M) = 2, entdao dim(B*(z)) = 1 = dim(B“(z)). De fato,
suponhamos que dim(B*(z)) = 0, entao dim(B*(z)) = dim(M), assim, existe um vetor
nao nulo de TM (fibrado tangente de M) que tem uma érbita limitada, mas isto é uma
contradicdo uma vez que f é quase Anosov. Portanto, dim(B*(z)) = 1 = dim(B"(x)).
Logo,

dim(B*(z)) + dim(B"(x)) = dim(M),

e como dim(7, M) = dim(M), temos que
Bi(z)® B*(z) =T, M, ¥ x € M.
Entao, pelo Teorema 2.7.3, f é Anosov. |

Agora, seja E um espago euclideano e A : E — E um isomorfismo linear.
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Teorema 2.8.3 As condicoes sequintes sao equivalentes:
(a) A é Anosov.

(b) A € quase Anosov.
Demonstracdo. (a) = (b) E obvio.

(b) = (a) Suponhamos que A nao seja Anosov. Entao A tem um autovalor A tal que
|A| = 1. Se A é real, ent@o para qualquer autovetor v temos |A"(v)| = |v| para todo n € Z.
Se A nao é real, entdo A tem um plano invariante P tal que A|p é conjugado linearmente
a uma rotagao. em ambos casos, existe v # 0 o qual tem uma 6rbita limitada. Logo, A
nao é quase Anosov. Contradicao. [ |

Comentarios:

1. Vale ressaltar que o Teorema 2.8.1 s6 é uma parte do Theorem A provado por
Mané em [17].

2. Seja N C M um conjunto hiperbdlico de f. Se f: M — M tem uma érbita densa
em M, entdo f|y é Anosov, ver Theorem 7 em [10].

3. Se N é uma variedade hiperbélica para f € Diff' (M), entdo f|y é Anosov se, e
somente se, NV ¢ isolado, ver Corollary 2 em [17].

4. Lembrando, que f satisfaz a propriedade de shadowing se para todo € > 0, existe
d > 0 tal que para qualquer 0-pseudo 6rbita {x,},cz, existe um ponto y € M tal
que d(f"(y),z,) < € para todo n € Z. Sakai [24] prova que todo difeomorfismo
quase Anosov com a propredade de shadowing é Anosov.
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CAPITULO 3

EXEMPLO DE FRANKS E ROBINSON

Neste Capitulo veremos um esboco do exemplo de Franks e Robinson (FR) de um
difeomorfismo quase Anosov que nao é Anosov, para mais detalhes veja [8]. Sabemos pelo
Exemplo 2.8.1, que se f é um difeomorfismo Anosov, entao f é quase Anosov. A pergunta
natural (de fato formulada por M. Hirsch [10]) é se f é quase Anosov entao f é Anosov,
ou seja, f|y é Anosov, onde N C M é hiperbdlico para f?

3.1 Ideia geral da construcao do exemplo de FR

Seja fa: R* = R? a aplicacdo induzida por

0 1 0
A=10 0 1
1 =6 5

Como det(A) = 1 e as entradas da matriz sdo inteiras, temos A(Z*) = Z*. Portanto,
podemos definir uma relacdo de equivaléncia em R® como no exemplo de difeomorfismo
Anosov. Os autovalores A, Ay e A3 da matriz A, sdo todos reais e tais que 0 < A\ < 1 e
A2, A3 > 1. Entao como na Proposicao 2.3.1, podemos mostrar que f'A T =R*/7° — T°
é um difeomorfismo Anosov.

Lembrando, um poc¢o é um ponto fixo atrator ou uma orbita periédica atratora e uma
fonte é um ponto fixo repulsor ou uma orbita peridédica repulsora.

Dado o difeomorfismo Anosov f 4 1o toro T2, podemos construir a transformacdo DA
(Derivada Anosov) semelhante como é construido em [14], pagina 537 (também veja [23],
pagina 332). A transformagao DA produz uma deformagao apropriada de fA no toro 7°
em torno de seu respectivo ponto fixo.
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Eles consideram um automorfismo linear hiperbdlico (difeomorfismo Anosov f4) de um
toro 77 (de dimensao 3) com apenas um ponto fixo, e seu inverso em outro toro 75 (de di-
mensao 3). Assim, produzem deformagoes apropriadas em cada toro (DA-difeomorfismos)
em torno de seus respectivos pontos fixos. Em seguida, cortam vizinhancas adequados
que continham esses pontos fixos, e cola-os cuidadosamente (ver Figura 3.1) ao longo
da fronteira das vizinhancas para que as folheagoes estaveis e instaveis se cruzem quase-
transversalmente. Este é um difeomorfismo quase Anosov na soma conexa de 17 e T5 e,
portanto, T1#7T5 (soma conexa) é um conjunto hiperbélico invariante compacto de algum
difeomorfismo e este difeomorfismo nao é Anosov. Vejamos este comentario:

Seja p um ponto fixo e deforme f 4 na vizinhanca de p para obter um DA-difeomorfismo
fiem T°. Seja fy = f;* um difeomorfismo em 7°. Entdo, existe um conjunto repulsor
A5 e uma folheacao instavel de dimensao um para As,.

Agora, tome uma vizinhanga V' de p em cada um dos toros e depois faga uma cirur-
gia para conecta-los. Ajustando assim, existe uma intersecao quase transversal com a
folheacao estavel de

A= () (T =V).

n>0

Note, que A; é um conjunto atrator hiperbélico de codimensao um (Veja Lema 3.2.1).

15 T4

Figura 3.1: Visualizacao do exemplo do FR.

De fato os toros T; e T estdo morando em R?, a Figura 3.1 é s6 uma representacio
da construgao do exemplo.

3.2 Esboco do exemplo de FR

Seja M = T1#T5 a soma conexa de toros 17 e Ty de dimensao 3 (ver Figura 3.1).
Teorema 3.2.1 FEuxiste um difeomorfismo f em M quase Anosov, que nao é Anosov.
Para ver o esboco da prova do Teorema 3.2.1, precisamos de alguns resultados. Primei-

ramente vamos construir DA-difeomorfismo em 77 com certas propriedades de linearidade
perto da fonte. Isto é dado no seguinte lema.
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Lema 3.2.1 Ezxiste um difeomorfismo f1 : Ty — 11 que deiza uma folheagcao F unidi-
mensional invariante e satisfaz o sequinte:

(a) Eziste um pontop € Ty que é fonte para f1 e uma vizinhanga V' de p com coordenadas
locais 1, X2, x3 que sao C'° exceto em p e tal que

(b) Seq, fi(q) € V, entdo x;(f1(q)) = 2zi(q).
(¢c) As folhas da folheagcio F, x2(q), x3(q), restritas a V' sao constantes.

(d) O conjunto
A= () (T =),

n>0

€ compacto invariante e hiperbolico, cujas variedades estdveis sao as folhas da fo-
lheagao F restritas a Ty — {p}.

Agora, usamos o DA-difeomorfismo f; : T} — T} construido no Lema 3.2.1. Seja F
a folheacao estdvel de f; (de dimensdo 1). Considere fy : To — Ty com a folheagao F'
de dimensdo 1 (fo = f;'). Seja U um conjunto aberto em T e y1, s, y3 coordenadas
locais andlogos a V' e as coordenadas locais x1, T9, 73 em Ty, mas tal que F' é dada por
coordenadas constantes y;(q) e y2(q). Defina | |y em V e | | em U por

3 3
lali =D _wi(@)? e 1d15=)_uld)*.
=1 i=1

Sejam Dy ={z €V :|z|; <1/8} e Dy ={z€ U : |z]o < 1/8}. Vamos conectar Ty — D; e
T5 — Dy ao longo da fronteira de uma vizinhanca de tal modo que cole para formar uma
nova variedade M difeomorfa a T1#7T5. Sejam

A ={2€eV:1/8< |21 <8} e Ay={2€U:1/8<|z] <8}.
Definamos o difeomorfismo colagem ¢ : Ay — A; por

Y1,Y2, Y3
91, Y2, y3) = (3—>

em x; coordenadas. Assim, g envia o circulo de raio r para um circulo de raio 1/r em Ay,
entao a fronteira externa de A, é levada para a fronteira interna de A; e vice-versa. Note
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que
gofy'(2) = fiog(2),
pelo item (b) do Lema 3.2.1,

95 (2)) = 9(1/20gny ) = 292828 00y (g(2)).

3
>y
=1

Dizemos que 2z, ~ z3 se z1 = g(22) (é facil ver que ~ é uma relagao de equivaléncia) e
defina M = (T) — D1)U(Ty — Ds)/ ~. Entao M é uma variedade de classe C*° e definimos
um difeomorfismo fy: M — M por

. fl(Z) SGZGTl—Dl,
folz) = { f;1(2) sez €Ty — Ds.

Vejamos se fy estd bem definido. Note que se z € (T1 — D) N (To — Dy) = Aj U Ay/ ~ e
se z é uma classe de equivaléncia de ¢ € Ay e ¢’ € A;, entao

go ' (q) = fi(9(q) = fi(d),

assim f, '(q) ~ f1(¢'), e portanto f, estd bem definido.
Considere o anel A = A;UA,/ ~ e use as coordenadas x1, x2, 3 que sao de A;. Entao
se

3
|2 = |2 = ) il2)?,
i=1

temos que A = {z:1/8 < |z| < 8}.

Existem duas folheacoes F e F' unidimensionais em A, com a restricao de F em T}
e F' em T,. A folheacao F consiste em linhas retas nas x; coordenadas, mas a folheacao
F' é um poco mais complicada.

Como existem tangéncias entre F e F', queremos modificar f, e usamos JF' para
eliminar essas tangéncias. Lembrando, em topologia dizemos que dois lacos ou aplicagoes
f,9: X — Y sao isotopicos se podemos passar de f para g através de uma série de etapas
intermediarias, por meio de uma deformacao do espaco ambiente.

Lema 3.2.2 FEuxiste uma isotopia h; de classe C°° de A tal que:
(a) hp=1id : A — A.
(b) hi(z) = z para todo t e para todo z na vizinhanga limitada de A.

(c) se B={z¢€ A:1/4 < |z| <4} entdo as folheagoes F e hy(F') ndo sio tangentes
em nenhuma parte de B.
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(d) se z, fo(z) € B entao hi(fo(2)) = fo(hi(2)), para 0 <t < 1.

(e) |he(z)] = |2| para z € A, 0 <t < 1.

A existéncia desta isotopia nos permite concluir uma construcao de um difeomorfismo
quase Anosov.

Vejamos a prova do Teorema 3.2.1. Defina o difeomorfismo f : M — M por f(z) =
fo(z)se 2 ¢ Aese z€ A por

B fo(2), |z| > 1/2,
f(z) = { hio foohTl(2), |2| < 2.

Aqui h; é estendido como identidade fora de A. Vejamos se f esta bem definida. Note
que por (d) de Lema 3.2.2, temos h; o fo = fyo hy em B, assim fo(2) = hy o fyo hy'(2)
se 1/2 < |z| < 2. Assim o difeomorfismo f estd bem definido.

Vejamos que f é quase Anosov. Se A; e Ay sdo conjuntos hiperbdlicos, compactos e
invariantes em 77 e T (pensado como subconjuntos de M) respectivamente, entdao dado
0#£veT,McomzeA;,i=1,2, temos

sup [ D f"(v)| = oo,
nez
pois, isto segue da hiperbolicidade (veja Exemplo 2.2.1).

Por outro lado, se z ¢ A;, i = 1,2 ent@o a 6rbita de z sob f intercepta o conjunto
C={z¢€ A:1<|z| <2}, assim é suficiente verificar vetores tangentes nos pontos do
conjunto C'.

Observamos que as partes das variedades estaveis de A; que se encontram em C sao
precisamente as folhas da folheacao F restritas a C'. Assim, se 0 # v € T,M e z € C,
entao se v nao for tangente a F, segue que

lim [Df"(v)| = lim |Df{'(v)| = occ.
n—oo n—oo

Também as partes das variedades instaveis de Ay que se encontram em C' sao as folhas
da folheagao hi(F’). Isto ocorre, desde que

fMNr—p, =h10 faohitn-p,

e as variedades estdveis de f, sdo as folhas de F’, entdo como h; conjuga fy e f !, ele
leva as variedades estaveis de f, para as de f~'. Assim, se 0 £ v € T.M, z € C e v ndo
é tangente a hy(F'), segue que

lim |[Df™"(v)| = oc.

n—oo

47



Portanto, qualquer vetor tangente no ponto de C' nao é tangente pelo menos a uma das
folheagoes F' e hi(F"), daf o difeomorfismo f é quase Anosov.

Vejamos que f nao é Anosov. Note que a decomposicao hiperbdlica dos conjuntos
hiperbélicos compactos A; e A sao de diferentes dimensoes estéveis (a dimensao da va-
riedade estavel é 2 na fonte e um no pogo) e, portanto, nao sao restriges de uma tnica
decomposicao hiperbdlica em todo M. Portanto f nao é um difeomorfismo Anosov.
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CAPITULO 4

FLUXO®S

Neste capitulo fazemos um estudo sobre sistemas dinamicos com tempo continuo e
na Secao 4.6 veremos que é possivel relaciona-los com sistemas dinamicos com tempo
discreto, mediante fluxo suspensao, ou seja, vamos construir o fluxo suspensao dado por
um difeomorfismo.

Na Secao 4.1 vamos estudar fluxos e algumas de suas propriedades. Secao 4.2, dedica-
se ao estudo de algumas propriedades importantes em sistemas dinamicos com tempo
continuo, por exemplo, érbitas, conjunto invariante, nao errante, w-limite, topologica-
mente transitivo, etc. Na Secao 4.3 definimos uma das ideias centrais da dinamica hi-
perbdlica, ou seja a definicao do conjunto hiperbdlico para fluxos, também veremos o
Teorema da variedade estavel e A\-Lema para fluxos. Na Secao 4.4 estudamos a estrutura
de produto local de um conjunto hiperbdlico. Na Segao 4.5 estendemos a definicao de
Axioma A do Capitulo 2 para fluxos e também damos o Teorema da decomposicao espec-
tral para fluxos. Secao 4.6 dedica-se ao estudo de fluxos Anosov e mostramos que o fluxo
suspensao de um difeomorfismo Anosov é um fluxo Anosov. E por iltimo na Secao 4.7
estudamos fluxos Anosov no recobrimento universal e definimos o splitting.

As referéncias principais sao [2, 14, 18, 20, 23, 26, 28] e outras que serviram na com-
plementagao da teoria foram [7, 12, 19, 22].

4.1 Nocoes basicas sobre fluxos

O estudo de fluxos aparece no estudo de equacgoes diferenciais, as quais estao associadas
a campos vectoriais.

Lembrando, uma das defini¢oes cléassicas de teoria da grupos, uma ag¢ao do grupo G
sobre uma variedade M é uma aplicagao ¢ : G x M — M tal que:

e o(e,p) = p, para todo p € M, onde e é o elemento neutro do grupo G.
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e ©(g,¢0(h,p)) = w(gh,p), para todo g, h € G e para todo p € M.

Agora, mudamos nosso estudo para o caso do grupo G = R, dos ntiimeros reais, atuando
sobre uma variedade M, que por simplicidade, assumiremos compacta na maioria das
vezes. Assim, estamos estudando um grupo de difeomorfismos de 1-parametro, ¢ : R —
Diff* (M) com ¢° : M — M a identidade e ¢' o0 ¢° = ¢, onde ¢(t,p) = ¢'(p). Vamos
chamar este conjunto, ou ¢ = (¢");cr, simplesmente um fluxo.

Um fluxo ¢' : M — M define (ou gera) um campo de vetores tangentes em M; ou
seja, para cada x € M, defina X (z) € T,,(M) por

%wmwzxm. (4.1)
Assim, X (z) é um vetor tangente em x em T, M e ¢'(x) é a solucao da equacao diferencial
ordindria (4.1) com a condicdo inicial ¢"(z) = z. Entdo, a drbita (de ¢) que passa por
x, t — ¢'(z) coincide com a solucdo da equacao diferencial ordindria auténoma (ou seja,
X (x) nao depende de t), de primeira ordem (4.1). Note que,

d

dt_ _d _dst _ t
500 = gotn) = Gols +ha)| = o) =X(w)

Reciprocamente, dada uma equacao diferencial ordinaria, métodos simples reduzem
para o caso autéonomo de primeira ordem e, assim, obtém-se a situagdo em (4.1) com
X (z) dada. Os teoremas fundamentais da unicidade e existéncia das equagoes diferenciais
ordindrias (para mais detalhes ver [27]) produzem uma solugdo ¢'(z) tal que ¢°(z) = z,
pelo menos localmente, isto é, para [t| < e. Além disso, essas solugoes locais podem
ser definidas em R, e frequentemente, isso leva a um fluxo em M. Certamente, se M é
compacta, cada campo de vetores tangentes (de fato, suave) define unicamente um fluxo
dessa maneira. No caso em que M nao seja compacta, pode-se alterar o campo vetorial
por um fator escalar para obter um que defina um fluxo global.

Consideraremos aqui apenas o caso em que ¢' : M — M esta definido para todo ¢, ou
uma acao de R em M, isto é, um fluxo.

Denotaremos o fluxo por ¢ = (¢')icr. Seja r > 0 inteiro. Dizemos que um fluxo ¢ de
classe C" se ¢' é de classe C".

Para cada t € R, a aplicacao ¢' : M — M ¢é um difeomorfismo de classe C". Ver
Proposigao 1.3 pagina 8 em [20].

Para encerrar esta segao, note que para o grupo G = Z, o homeomorfismo (ou di-

feomorfismo) ¢ aplicado de M em M gera um sistema dinamico (com tempo discreto)
¢:7Zx M — M dado por

o(m,z) =" (x), x € M, m € Z.
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4.2 Definicoes e propriedades
Nessa secao veremos as definicoes e propriedades classicas para fluxos.

Definicao 4.2.1 (()rbita) Dado p € M, definimos a drbita de p pelo fluxo ¢, por,

O(p) ={¢'(p) : t € R}.

Uma drbita positiva de p pelo fluxo ¢ é definida por, Ot (p) = {¢'(p) : t > 0} e,
analogamente, definimos a érbita negativa de p pelo fluxo ¢, por O~ (p) = {¢'(p) : t < 0}.

Uma orbita fechada é uma orbita que é um conjunto fechado. Uma drbita periddica de
¢ é a o6rbita de algum p € M para o qual existe um minimo ¢ > 0 (chamado de periodo)
tal que ¢'(p) = p. Nesse caso, dizemos que p é um ponto periddico. Se ¢'(p) = p para
todo t € R, dizemos que p é um ponto fixro. Uma Orbita fechada é peridédica ou um ponto
fixo.

Proposigao 4.2.1 Dados p,q € M, p # q, entao O(p) N O(q) =0 ou O(p) = O(q).

Demonstragao. Suponhamos que O(p) N O(q) # 0. Logo, seja r € O(p) N O(q), entao
existem t1,t, € R tais que ¢" (p) =7 e ¢™(q) = r. Considere a € O(q), entdo existe s € R
tal que a = ¢°(q). Note que

B ) = 66 () = 07 (r) = 667 () = 0°(a) = a.

Logo, a € O(p) e, portanto, O(q) C O(p). Analogamente temos, O(p) C O(q). Portanto,
O(p) = O(q). u

Defini¢ao 4.2.2 (Conjunto invariante) Dizemos que A C M é um conjunto invari-
ante de ¢, se ¢'(A) = A, para todo t € R.

Proposicao 4.2.2 Se A C M ¢ um conjunto invariante, entio A é invariante.

Demonstragdo.  Afirmamos que se a € A, entdo ¢'(a) € A para todo t € R. De
fato, fixado t € R e considerando a € A, tomemos b = ¢'(a). Seja U uma vizinhanca
de b. Como ¢' ¢ um difeomorfismo, temos que ¢~*(U) é uma vizinhanga de a. Assim,
¢~ (U)NA # 0, em particular ¢ *(U)NA # (). Logo existe p € ¢ (U)NA. Dai ¢'(p) € U
e como A é invariante, temos ¢'(p) € A. Logo, U N A # (). Portanto, como U é uma
vizinhanca arbitréria de b, segue que ¢'(a) € A pra todo t € R.

Dado t € R, seja a € A, pela afirmacio acima, temos que ¢~ *(a) € A, assim, a € ¢'(A).
Logo, A C ¢'(A). Como ¢'(a) € A, para qualquer a € A e para todo t € R (pela afirmacao
acima), segue que ¢'(A) C A para todo t € R. Portanto ¢'(A) = A paratodot € R. W

Agora definimos conjuntos w-limite e a-limite. Intuitivamente, a-limite é onde a 6rbita
“nasce”e w-limite é onde ela “morre”.
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Definigao 4.2.3 (w-limite e a-limite) Dado p € M, definimos seu conjunto w-limite,

wip) ={y € M : lim ¢'(p) =y, para alguma sequéncia t, — +oo},

n—-+0o00

e analogamente, o conjunto a-limite é definido por
a(p)={y € M: lim ¢™(p) =y, para alguma sequéncia t,, — —oo}.
n——+o00

Proposicao 4.2.3 Sejam ¢ um fluxo de classe C" e M wuma variedade compacta. Dado
p € M, temos

(a) w(p) € ndo vazio, fechado, invariante e conezxo.
(b) Se g € O(p), entdo w(q) = w(p).
Demonstragao. Ver Proposigao 1.4, pagina 17 em [20]. [ |

Note que, se p € M é um ponto fixo para o fluxo ¢, entao, w(p) = p = a(p). Se a
érbita de p é periddica, entao w(p) = a(p) = O(p).

Defini¢ao 4.2.4 (Conjunto nao errante) Dizemos que p € M é um ponto nao-errante
de ¢ se, para qualquer vizinhanca U de p e para todo ntimero real T > 0, existe t > T' tal
que ¢'(U) NU # 0. Denote por £2(¢) o conjunto de pontos nao-errantes de ¢.

Os pontos sobre uma érbita fechada, assim como os conjuntos w-limite e a-limite,
estao contidos em Q(¢). E como M é uma variedade compacta, entao pelo item (a) da
Proposicao 4.2.3, temos que w(p) # 0 e, assim, Q(¢) # (.

Proposicao 4.2.4 Q(¢) é um conjunto compacto e invariante.

Demonstragao. Provemos que Q(¢) é um conjunto compacto. Como M é compacta,
basta provar que 2(¢) é fechado. De fato, seja p € M\ (¢). Entdo existe uma vizinhanga
aberta U de p e existe T > 0 tal que

SUYNU =0, Vt>T. (4.2)

Note que U N Q(¢) = 0, pois se, U N Q(p) # 0, entdo existe ¢ € U N Q(¢). Observe que
U também é uma vizinhanga de ¢ e como ¢ € €(¢), entao para esse mesmo 7' > 0, existe
t; > T tal que

P (U)NU #0,

contradizendo (4.2). Logo, U C M \ Q(¢). Assim M \ Q(¢) é um conjunto aberto.
Portanto 2(¢) é fechado.

Provemos que €2(¢) é invariante. Como na prova da Proposi¢ao 4.2.2, basta provar a
seguinte afirmacdo: se p € Q(¢), entdo ¢'(p) € Q(¢), para todo t € R.
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De fato, seja p € 2(¢) e considere ¢t € R fixo. Seja V uma vizinhanca de ¢'(p). Como
¢' é um difeomorfismo, temos que U = ¢~ *(V) é uma vizinhanca de p. Por outro lado,
como p € Q(¢) e para T > 0, existe t; > T tal que

S (U)NU £ 0.

Note que, V = ¢'(U), logo temos que, ¢"* (V) NV # () para algum ¢; > T. Portanto
¢'(p) € Qo) para todo t € R. -

A seguir definimos conjuntos topologicamente transitivo e transitivo, os quais na ver-
dade sao equivalentes.

Definigao 4.2.5 (Topologicamente transitivo) Um conjunto compacto invariante A C
M é topologicamente transitivo, se dados conjuntos U,V abertos em A, existe ¢t > 0 tal

que ¢'(U)NV # 0.

Definicao 4.2.6 (Transitivo) Um conjunto compacto invariante A C M ¢é transitivo se
A = w(p), para algum p € A.

Na seguinte proposicao vemos que os conjuntos definidos em 4.2.5 e 4.2.6 sao equiva-
lentes.

Proposigao 4.2.5 (Birkhoff) Seja A um conjunto compacto invariante de um fluzo ¢
de classe C*. Entdo as sequintes condicoes sio equivalentes:

(a) A € transitivo.

(b) A € topologicamente transitivo.

(c) Existe p € A tal que O(p) = A.

Demonstracao. (a) = (b) Sejam U,V conjuntos abertos em A. Seja p € A tal que

w(p) = A, entdao w(p) NU # D e w(p) NV # (. Logo existem ¢ € w(p)NU er € w(p)NV.
Como ¢q € w(p), entdo existe uma sequéncia (t,)neny com t, — +oo e ¢ (p) — q,

quando n — +o0. Seja U, uma vizinhanca de ¢ e 7' > 0. Entao existe ng € N tal que

¢ (p) € Uye t,>T, ¥n>ng (4.3)

De (4.3), tomemos z = ¢'o(p) € U,.

Analogamente, como r € w(p), entdo existe uma sequéncia (t;)reny com tp — 400 €
@™ (p) — r, quando k — +0o. Seja V, uma vizinhanca de r e 7" > 0. Entao existe ky € N
tal que

P (p) €U e t,>T, Vk> k. (4.4)

De (4.4), tome y = ¢o(p) € V.
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Suponhamos que tg, > t,,. Entao, t = ty, —t,, > 0. Como z € U,, temos que
¢'(z) € ¢'(U,). Por outro lado,

¢'(x) = ¢~ (z) = @Momo (¢ (p)) = ¢ (p) = .

Assim, ¢'(x) € V;. Logo, existe t > 0 tal que ¢'(U,) NV, # 0. Finalmente, como U, C U
e V, C V, temos que existe t > 0 tal ¢'(U) NV # ().

(b) = (c¢) Sejam B,, uma base enumeravel da topologia induzida em A. Defina
V., ={peA:¢'(p) € B,, para algum t > 0}.

Afirmamos que V,, é um conjunto aberto e denso em A para todo n € N.

Provemos que V,, é aberto em A. Basta provar que A\ V,, é fechado em A. Dado
n € N, seja x, € A\ V, tal que x, — = quando n — 4o00. Como z,, € A\ V,, entao
¢'(z,) ¢ B, para todo t > 0. Logo, pela continuidade do fluxo, ¢'(x) ¢ B, para todo
t > 0. Portanto xz € A\ V,,. Assim, A\ V,, é fechado em A.

Provemos que V,, é denso em A. Seja U um conjunto aberto em A. Como A é
topologicamente transitivo e V,, é conjunto aberto em A, entao existe ¢t > 0 tal que

P(U)NV, #0.

Assim, existe p € ¢'(U) NV,. Logo, existe u € U tal que p = ¢'(u) e como p € V,,, entdo
existe to > 0 tal que ¢ (p) € B,. Logo,

9" (p) = ¢" " (u),

onde tg+t > 0 e daf temos que u € V,,. Portanto, V,, N U # (), ou seja, V;, é um conjunto
denso em A.
Pelo Teorema de Baire,

oA
n=1

é nao vazio (de fato denso em A). Seja U um conjunto aberto em A e como B é denso
em A, entao existe ng € N tal que B,, C U.

Tome p € B, entao para todo n € N, existe t,, > 0 tal que ¢ (p) € B,. Entao para
ne € N, temos que ¢ (p) € B,,. Logo,

¢ (p) € Bn, NO(p) C UNO(p).

Portanto, O(p) = A.

(¢) = (a) Provemos que A = w(p) para algum p € A. Seja ¢ € w(p), entdo existe uma
sequéncia (t,)nen tal que ¢ (p) — q e t,, — 400, quando n — +oo. Como ¢ (p) € O(p),
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entdo ¢ € O(p) = A. Logo, w(p) C A.
Seja ¢ € A = O(p), entdo existe uma sequéncia (t,)neny com ¢ (p) € O(p) tal que
¢ (p) — q e t, — +oo, quando n — +0o. Segue-se que q € w(p). Logo, A Cw(p). M

Defini¢ao 4.2.7 (Isolado) Um conjunto compacto invariante A C M de um fluxo ¢ é
isolado, se existe um conjunto aberto U D A, chamado um bloco de isolamento, tal que

A=(¢'U).

teR

Na definicao acima, se U pode ser escolhido de forma que ¢'(U) C U, para todo t > 0,
dizemos que o conjunto isolado A é um conjunto atraente. Analogamente, dizemos para
um fluxo reverso (ou seja, U pode ser escolhido de forma que ¢ *(U) C U, para todo
t>0), A éum conjunto repelente.

Definicao 4.2.8 (Atrator) Um atrator ¢ um conjunto atraente transitivo.

Um repulsor é um atrator para seu fluxo reverso. Atratores e repulsores sao conjun-
tos compactos e invariantes pelo fluxo. Para maiores detalhes sobre as propriedades de
atratores veja [2, 13, 19].

Lema 4.2.1 Se A € um atrator, entao existe um conjunto aberto V' satisfazendo:

(a) ACV CU, onde U € bloco de isolamento de A.

(b) (¢'(V) = A.

t>0

(c) ¢'(V) C V para todo t > 0.
Demonstragao. Ver Lemma 1.6 em [13]. [

Proposicao 4.2.6 Se A C M € um conjunto atrator e um conjunto repulsor de um fluzo
¢ de classe C', entdo A = M.

Demonstragao. Suponhamos que A é um conjunto atrator e um conjunto repulsor de
um fluxo ¢. Entdo existem vizinhangas V; e V, satisfazendo ¢'(V;) C Vi, ¢~ " (Vo) C Vs
para todo t > 0,

A= Vi) e A=[)o"(Va) (4.5)

t>0 >0

Defina U; = int(V}) e Uy = int(V3). Como int(¢' (V1)) C int(V}) e ¢ é um difeomorfismo,
temos que ¢'(U;) C U; (isto também segue do item (c¢) do Lema 4.2.1). Analogamente,
¢ (Us) C Uy. Como U, é aberto, pelo item (a) do Lema 4.2.1, temos que A C Us. Pela
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primeira igualdade de (4.5), existe t, > 0 tal que ¢"(V}) C A, assim ¢"(V}) C Us. Como
int(V}) C Vi, temos que ¢"(U;) C ¢"(V}). Logo,

¢t2(U1) C ¢t2(‘/1) cUy,=U, C ¢_t2(U2) C Us,
assim, temos que
U, C Us.

Analogamente, como U; é aberto, pelo item (a) do Lema 4.2.1, temos que A C U;. Pela
segunda igualdade de (4.5), existe t; > 0 tal que ¢ " (V5) C A, assim ¢ " (V5) C U.
Como int(Va) C Vs, temos que ¢~ 2(Usy) C ¢~ (Va). Daf segue-se que U, C ¢"(Uy) C Uy,
provando

Uy, C Us.

Assim, U; = Us,.
Como ¢~ (Uy) C Uy e Uy = Uy, temos que, ¢~ (U;) C Uy, logo Uy C ¢'(Uy) = ¢'(U;) C
U;. Portanto,
o'(U) =Uy, Vt>0. (4.6)

Analogamente, temos ¢~ *(Us) = Uy para todo t > 0. Agora, usando (4.6), temos que,

Uy =[6'(U) c ¢! (V) = A

t>0 t>0

Assim, Uy C A e como A C Uy, temos que A = U;. Como A é compacto, por hipotese,
concluimos que A é aberto e fechado. Como M é conexo e A nao é vazio, obtemos que

A= M. |

4.3 Conjuntos hiperbdlicos para fluxos

Nesta se¢ao, damos a definicao de um conjunto hiperbdlico, enunciamos o Teorema da
Variedade Estavel, \-Lema e definimos a classe homoclinica.

Definicao 4.3.1 (Conjunto hiperbélico) Um conjunto compacto e invariante A C M
de um fluxo ¢ é dito hiperbdlico se:

(i) Para todo p € A, o fibrado tangente de M se decompde na forma

T,M = E*(p) & E°(p) & E"(p).

(ii) A decomposicio é D¢'-invariante, isto é, D¢'(p)(E°(p)) = E’(¢'(p)), para o =

S, ¢, u.

(iii) Ossubespagos E°(p), E*(p) variam continuamente com p e existem constantes C' > 0
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e 0 < A <1 tais que para todo t > 0,

|D¢' (p)(v)]
D¢~ (p)(v)]

CXvl, v € E*(p),
CX\'|v|, v e E*(p).

Figura 4.1: Decomposicao hiperbdlica: E° contrai e E* expande.

Definicao 4.3.2 Os conjuntos

W*(p)={yeM : d(¢'(p),4'(y)) = 0,quando t — +o0}

W (p) ={y e M : d(¢'(p),¢'(y)) — 0,quando t — —oo}

sao chamados de variedades estavel e instavel fortes do ponto p para o fluxo ¢, respecti-
vamente.

Enunciamos o Teorema da Variedade Estdvel para Fluzos, a prova pode ser vista em
[14], Theorem 17.4.3 pagina 545 ou em [12], Theorem 4.1 pagina 39.

Teorema 4.3.1 (Teorema da variedade estavel para fluxos) Sejam ¢ um fluzo de
classe C" em M e A um conjunto hiperbolico para ¢. FEntao existe n > 0 tal que para
cada p € A existem dois discos de classe C" mergulhados Wy*(p) e W *(p), chamados de
variedade estdvel forte local e variedade instavel forte local de p, os quais sao tangentes a
E*(p) e E*(p), respetivamente (veja Figura 4.2).

As variedades estavel e instavel forte de p para o fluxo ¢ podem ser obtidos da seguinte
forma:

W (p) = Jo (W (@' () e W™(p)=Jo' W (67" (p)).

t>0 >0
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WSS (p)

W, (p) E*(p)
D

\\A /y
E"(p)

\Wﬁ“(p)

Figura 4.2: Variedades estaveis e instaveis.

O Teorema da Variedade Estavel para Fluxos assegura que se A é um conjunto hi-
perbélico de ¢, entao existem subvariedades W*(p), W*“(p), W*(p), W*(p) de M tangente
em p para os subespacos E°(p), E“(p), E*(p) © E®(p), E(p) ® E*(p) para todo p € A res-
petivamente.

Chamamos W?(p) (respetivamente W*(p)) de variedade estdvel fraca ou simplesmente
estdvel (respectivamente instdvel fraca) de ¢ em p. Estas variedades possuem a seguinte
caracterizacao dinamica:

W (p) = [JW*(¢'(p) e

teR

W (p) = |J W (¢ (p)).

teR

Além disso, dado n > 0, temos a variedade estavel forte local, instavel forte local,
estavel local e instavel local

W2 (p) = {y € W*(p) : d(¢'(p),¢'(y)) < n para t > 0},

Wy(p) ={y € W™(p) = d(¢'(p), ¢'(y)) <n parat <0},
Wy (p) ={y e W*(p) : d(¢'(p),¢'(y)) <n parat >0},

Wi(p) ={y € W"(p) : d(¢'(p),¢'(y)) <1 parat <0}

respectivamente. Por razoes andlogas as presentadas na Secao 2.3, aqui também as vari-
edades estaveis, estaveis forte, instaveis e estaveis fortes constituem folhas de folheagoes
homonimas.
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Dado um subconjunto compacto invariante A C M, definimos os conjuntos estével e
instavel por

W*(A) ={x € M :d(¢'(x),A) = 0, quando t — +oo} = {x € M : w(z) C A} e

W) ={z € M :d(¢'(x),A) = 0, quando t = —occ} = {z € M : a(x) C A}

respectivamente.

Proposigao 4.3.1 Seja A C M um conjunto compacto invariante para ¢. A é um con-
Junto atraente se, e somente se,

(a) W;(A) € uma vizinhanga aberta de A,

(b) A é W"-invariante, ou seja, W*(A) = A.

Demonstragao. Suponhamos que A é um conjunto atraente. Seja z € A, como A é
invariante, entdo ¢'(z) € A para todo t € R. Assim, d(¢'(x),A) — 0, quando t — +o0.
Assim, x € W?¥(A). Portanto A C W?¥(A). Analogamente, A C W*(A).

Como M e A sdo compactos, entao podemos tomar uma vizinhanga aberta V' = W (A)
de A, para algum n > 0. Isto prova item (a). Para provar item (b), s6 precisamos provar
que W*(A) C A. De fato, seja x € W*(A), entdo a(x) € A e como A é um conjunto
atraente, entdo x € A. Portanto, W*(A) C A.

Reciprocamente, suponhamos que um conjunto compacto invariante A satisfaz os itens
(a) e (b), queremos provar que A é um conjunto atraente. Do item (a), tome V =
int(W;(A)) = W7 (A), logo temos que A C Ve ¢'(V) C V para todo t > 0. Do item (b),
em particular, temos que

A=TWHA) = [ We(A) = [) ¢ (WE(A)).

s<0 s<0
Fazendo, t = —s > 0, temos que
A= (Wy(a) =(e'(V).
t>0 >0
Assim, A é um conjunto atraente. [ |

Da Proposicao 4.3.1, para provar que um conjunto compacto A C M é um conjunto
atraente, basta provar que W*(A) C A, pois como A é invariante entdo é obvio que
A C W?(A), onde 0 = s, u. Daf podemos escolher 17 > 0 tal que W (A) é uma vizinhanca
aberta de A. Assim temos os itens (a) e (b) da proposi¢ao acima.

Por outro lado, a variedade estavel através de um ponto x no atrator é determinada
unicamente pelo comportamento futuro. Assim, os pontos no W?*(x) ficam muito préximos
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do atrator no tempo futuro. Mas isso nao significa “soltar fora’pontos de W?* para se
tornar membro do atrator.

Analogamente a Proposi¢ao 4.3.1, podemos mostrar que um conjunto atraente A é
equivalente as duas propriedades mais fortes

(a) W7 (A) é uma vizinhanca aberta de A,
(b) A é W* -invariante, isto é, W*(A) = A.

Pois, se z € A, W*(x) C A. Isto é vélido também para W*(z) como A é ¢-invariante.
Justificando podemos dizer que A (atrator) é menos fractal, pelo menos em um sentido
topologico, do que os conjuntos hiperbdlicos gerais.

Apresentamos o Lema de inclinag¢ao ou A-Lema, o qual é um resultado muito impor-
tante para provar transversalidade sob iteragoes. A prova pode-se encontrar em [20] Lema
7.1, pdgina 90 ou em [14] Proposition 6.2.23, pagina 257.

Lema 4.3.1 (A-Lema) Seja p um ponto fizo de um fluzo ¢ de classe C", com variedades
estdvel e instdvel locais W, (p), W,'(p). Seja D" um disco mergulhado em W' (p) que € uma
vizinhanga de p em W (p) e V uma vizinhanca deste disco em M. Seja z € W (p) e D
um disco transversal a W;(p) em z com a mesma dimensdo de D". Seja D' a componente
coneza de ¢'(D) NV que contém ¢'(z), para todo t > 0. Entdo, dado € > 0, existe T > 0
tal que para todo t > T o disco D' estd e-prézimo de V na C"-topologia.

W (p)
A

Figura 4.3: A\-Lema.

Para encerrar esta sec¢ao, definamos a classe homoclinica. Uma érbita fechada O de ¢
é hiperbolica se for hiperbdlica como um conjunto invariante compacto.

60



Defini¢ao 4.3.3 Se O = O(p) é uma 6rbita periédica hiperbélica de ¢, dizemos que
q € M é um ponto homoclinico associado a O se ¢ € W*(O) N W*(O).

Se, além disso, ¢ é um ponto de interseccao transversal entre essas variedades, entao
dizemos que g é um ponto transversal homoclinico associado a @. Denotamos por W?*(p) rh
W*(p) o conjunto de pontos transversais homoclinicos associados a p.

Definicao 4.3.4 A classe homoclinica H(O) associada a O (ou p) é dada por

H(p) = Ws(p) th Wu(p).

Um conjunto invariante compacto é uma classe homoclinica se for igual a H(p). Isto
segue do Teorema de Birkhoff-Smale: cada classe homoclinica é um conjunto transitivo
com Orbitas periddicas densas.

4.4 Estrutura de produto local

Definigao 4.4.1 Seja A um conjunto hiperbdlico invariante para um fluxo ¢. Dizemos
que A tem uma estrutura de produto local se existem € e 1) positivos tais que se y,z € A, e
d(y,z) < e, entao W (y) N W;"(z) contém exatamente um ponto [y, z| que pertence a A.

Seja A um conjunto hiperbdlico invariante para ¢. A continuidade das variedades
estavel e instavel forte para pontos de A implica que existe um 79 > 0 tal que para
qualquer 0 < n < 7o, existe € = €(n) > 0 para o qual W, (y) N W,;*(2) é um tnico ponto
para qualquer y,z € A, com d(y, z) < €, isto é, a interse¢ao ¢ diferente de vazio e um
unico ponto. Assim, se A é um conjunto hiperbélico com estrutura de produto local e
d(y,z) < €, entdo Wy (y) N W;(2) = {z} C A. Mais precisamente temos o seguinte
resultado:

Proposigao 4.4.1 Seja A com estrutura de produto local. Dado x € A, para n > 0
suficientemente pequeno, a vizinhang¢a U, de x em A € homeomorfa a (W, (x) N A) x
(Wy*(z) N A). Um homeomorfismo € dado pela aplicagao

(W2(x) N A) x (W@)NA) — U,
(y,2) — ly, 2] =W (y) NnWH(z),

onde [y, z| € um unico ponto.

Demonstracao. Note que W, (y) N W, "(2) # 0, isto segue da estrutura de produto
local.

Seja p € W (y) N W *(2), provemos que p é tnico. De fato, suponhamos que existe
p € W, (y) NW;"(2), devemos mostrar que p = p’. Temos que, p,p’ € W, (y), entao para
t >0,

d(¢'(p), o' (y)) <n e d(@'(p), ¢'(y) <n.
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Logo, para t > 0, temos d(¢'(p'), ¢'(p)) < 2. Assim, p’ € W3, (p). Analogamente, como
p, 0’ € W;"(y), temos que para t < 0,

d(¢'(p'), ¢ (p)) < 2n,
logo, p' € Wy (p). Portanto, p' € W5, (p) N W5 (p) = {p}. Dai, segue-se que p=yp'. M

Na Proposigao 4.4.1, U, é uma vizinhanga de z em A, contendo a bola B(z,e) N A
e podemos olhar a aplica¢do | | como uma imagem topolégica de Anosov: em vez das
folheagoes suplementares estaveis e instaveis, temos as duas laminagoes de A: W*(x) N A
e W (z) N A.
4.5 Decomposicao espectral e Axioma A para fluxos

Aqui, vamos estender a definicao de Azioma A e o Teorema da decomposicao espectral
da Secao 2.4 para fluxos numa variedade compacta sem bordo M.

Axioma A: Um fluxro ¢ é Azioma A, se o conjunto nao errante S)(¢) € hiperbdlico e
Q(¢) € o fecho do conjunto das orbitas fechadas.

Agora enunciamos o Teorema da decomposicao espectral para fluxos.

Teorema 4.5.1 (Decomposigao espectral) Se o fluro ¢ satisfaz Axioma A, entdo o
conjunto nao-errante (@) se decompde de maneira Unica numa uniao finita e disjunta

Q¢) = A1 UAy- - UAy,

onde cada A; é fechado, invariante e cada ¢' : A; — A; € topologicamente transitivo. Além
disso, cada A; tem uma estrutura de produto local.

No teorema acima cada A; é uma classe homoclinica de ¢. Enunciamos e provamos os
seguintes corolarios do Teorema da decomposicao espectral.

Corolario 4.5.2 Temos que

onde, W*(A;) = {x € M : ¢'(x) = N\;, quandot — +oo}.

Demonstragao. Como W?*(A;) C M para qualquer i = 1, ..., k, temos que
k
U WS(AZ) C M.
i=1
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Reciprocamente, dado qualquer z € M, ¢'(z) — Q(¢), quando t — oco. Isto ocorre
simplesmente pelas desigualdades (1.1) (para fluxos). Dai

¢'(x) = Qd) = AU Ay U Ay,

Logo existe i € {1, ..., k} tal que ¢'(x) — A;. Assim z € W*(A;) para algum i € {1,..., k}.
Portanto

k
M c [ Jwe().
i=1
Isto prova o corolario. [ |

Como A; séo disjuntos para todo ¢ = 1,..., k, segue que W*(A;) U--- U W?*(A) sdo
disjuntos.

Corolario 4.5.3 Seja ¢ Azxioma A em uma variedade compacta M, entdo
(a) ¢ tem uma drbita densa se, e somente se, Q(p) = M.

(b) ¢ tem atrator e repulsor.

Demonstracao. (a) Como (¢) C M, basta provar que M C Q(¢). Seja x € M com
O(x) densa em M. Dado y € M, temos que y € O(x), em particular y € w(z) C Q(¢).
Logo, M C Q(¢) (Note que aqui, ndo precisa que ¢ seja Axioma A).

Reciprocamente, suponha que (¢) = M, como ¢ é Axioma A pelo Teorema da
decomposicao espectral, M deve ser um dos conjuntos A;, ¢ = 1, ..., k, desde que esses
conjuntos sao disjuntos e M conexa.

(b) Pelo Corolério 4.5.2, M é uniao disjunta de W*(A;), para i = 1,...,k. Entao pelo
Teorema de Baire, existe ig € {1,...,k} com A = A;, tal que int(W?*(A)) # 0. Provemos
que A é um atrator para ¢. Como A é uma classe homoclinica, ou seja, A = H(O)
(associado a érbita de = € A), para toda orbita periddica O = O(x) C A. Escolha
um conjunto aberto U C W?*(A). Pela densidade das érbitas peridédicas em A e pela
continuidade de variedade estavel de A, temos que

W (O)NU # .

Agora, seja ¢ € W*(O) e seja V uma vizinhanga arbitraria em ¢ de M. Pelo Lema de
inclinagao (A-Lema), temos que V N U # () e assim, W*(A) NV # (). Isto implica que
W (O)NV # 0, desde que A = H(O). Por outro lado, W*(O) NV # 0, desde que
q € W*(O) e V uma vizinhanca de ¢ em M. Resumindo, temos

WHO)NV £0 e W O)NV 0,
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para alguma vizinhanga V' de ¢ em M. Logo pelo A-Lema ¢ € Q(¢), consequentemente
W*(O) C Qo) e assim W*(O) C A, segue que A é um conjunto atraente. Como A
é um conjunto transitivo, obtemos que A é um conjunto atrator. Aplicando o mesmo
argumento para ¢ ', obtemos que ¢ tem repulsor. |

Definicao 4.5.1 Dizemos que um conjunto compacto invariante A é indecomponivel se
A nao pode ser decomposta em uma uniao disjunta de conjuntos invariantes compactos.

Exemplo 4.5.1 Conjuntos transitivos sao indecomponiveis.

De fato isto segue-se claramente do item (a) do Coroldrio 4.5.3.

4.6 Fluxos Anosov

A seguir definimos um fluxo Anosov. No Capitulo 2 apresentamos no contexto dos
sistemas dinamicos com tempo discreto e neste capitulo nas secoes anteriores estamos
vendo sistemas dinamicos com tempo continuo. A razao das duas teorias serem tao
semelhantes é que é possivel relacionar sistemas de um tipo com sistemas de outro tipo,
por meio da construcao de fluro suspensdo, que apresentamos como um exemplo de um
fluxo Anosov.

Defini¢ao 4.6.1 (Fluxo Anosov) Um fluxo ¢, definido sobre M, é dito Anosov, se a
variedade toda é um conjunto hiperbédlico para ¢.

Exemplo 4.6.1 Um fluxo Anosov é Axioma A.
Exemplo 4.6.2 Todo fluxo que satisfaz Axioma A e transitividade é um fluxo Anosov.

De fato, como o fluxo ¢ é transitivo, entao pelo item (a) de Corolario 4.5.3, temos que
M = Q(¢). Por outro lado, como o fluxo ¢ é Axioma A, temos que M é hiperbdlico, logo
¢ é Anosov.

Outro exemplo importante de um fluxo Anosov é o fluxo suspensao de um difeomor-
fismo Anosov. Vamos construir o fluxo suspensao dado pelo difeomorfismo f : M — M
da maneira seguinte:

Em R x M identificamos (s + 1, x) com (s, f(z)). Isso produz a variedade M7 definida
por

MI =R x M/(s+1,z) ~ (s, f()).

Assim para obter os pontos de M7 basta tomar 0 < s < 1. Se f é de classe C", entao M/
é uma variedade que tem estrutura C".
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Agora, considere a equacao diferencial em R x M definida por

2 =0,

s =1
Esta equacao diferencial induz um fluxo ¢ em R x M definido por ¢'(s,z) = (s + t,7) e
que por sua vez induz um fluxo ¢; em M/ definido por Ph(s,x) = (s +t,x) ~ (s, f(x)).

Note que o conjunto 3 = {0} x M forma uma segao transversal global, para o qual a
aplicacao de Poincaré F': ¥ — X é dada por

F(0,2) = ¢'(0,2) = (1,7) = (0, f(2)).

Logo f é uma aplicacao de Poincaré sobre a segao transversal global {0} x M C M ! para
o fluxo ¢;. Para ver a métrica (ou norma) definido em M/ veja [3] pdgina 186. Isso
encerra nossa discussao sobre a construcao do fluxo suspensao. Para mais detalhes ver
péaginas 173 e 298 em [23].

Figura 4.4: Fluxo suspensao.

Na seguinte proposicao, vemos uma relacao entre difeomorfismo Anosov e fluxos Ano-
sov. A prova de proposicao.

Proposigao 4.6.1 Se f ¢ um difeomorfismo Anosov em uma variedade M, entdo o fluxo
suspensao ¢y € um fluro Anosov.

Demonstragao. Denote por TM = E°* ® E" a decomposicao continua associada a f.
Para (0,z) € {0} x M defina,

E*(0,2) = E*(z) e E“(0,z)= E"(x),
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(usamos aqui a identificacao ébvia T'({0} x M) = T M) e quando (¢, x) € [0,1] x M, defina
B(t,2) = DOY(0,2)(B*(x)) e B(t,x) = D0, 2)(E"())
Desta maneira temos a decomposicao continua,
T™M' = E* @ E% @ E“.

Agora provemos que E* tem propriedade contrativa. Note que por definicao, E’S(tg, x) =
DQZS?O(O, x)(E*(x)). Assim, tomando inversa temos,

ngJZtO (to, x)(ES(tO, x)) = E*(x).
Fixe t > 0, entao

D¢l (to, =) (E*(to, x)) = D" (ty, x)(E* to,fv))~
D@ (0,2)[ D" (to, 2) (B* (2, o))]
= D¢ (0,2)(E5(0,x)).

Com esta ultima expressao vale para qualquer ¢ > 0, podemos assumir que to = 0, isto
é, (to,x) € {0} x M. Sejat = [t] +r, onde r € [0,1) e [-] denota a parte inteira. Em
{0} x M por construgao temos que gzﬁgf] = fI1. Como

#4(0,2) = (0, 2) = ¢} (6(0,2)) = ¢ (1 (2)),

entao
D¢s(0, ) = Dy (f(w)) D (),
Logo,

D50, 2)(v)] < [ DEH(fH DD ) (v)] < CAJol, v € B°(0,2), Vo € M.

Analogamente para E". Portanto, ¢ ¢ ¢ um fluxo Anosov em M I [ ]

Observacao 4.6.1 Note que a aplicacio retorno de ¢/ em {0} x M ~ M é f. Logo se
¢5 ¢ um fluxo Anosov em M ! entdo f é um difeomorfismo Anosov em M.

4.7 Fluxos Anosov em recobrimento universal

Nesta secao vamos definir novo fluxo em M a partir do fluxo em M, ou seja, vamos
estudar o levantamento de um fluxo Anosov no recobrimento universal M de M e isto
sera feito através de pull-back.
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Seja M uma variedade diferencidavel. O espago vetorial dos campos vetoriais dife-
renciaveis em M serd denotado por X(M). Note que, dado um vetor tangente v € T,M,
sempre podemos estendé-lo um campo diferencidvel X € X(M).

Definicao 4.7.1 (Pull-back) Sejam M e N variedades diferencidveis e F': M — N um
difeomorfismo local. Definamos a aplicagao pull-back F* : X(N) — X(M) por

(F7Y), = dFEéJ)(YF(p))
para qualquer p € M.

Dado um fluxo Anosov ¢ sobre M, vamos definir um novo fluxo ¢ sobre M. Sabemos
que M é uma variedade diferenciavel e como a projecao de recobrimento

T M — M

é um difeomorfismo local, entao basta considerar o pull-back do campo de vetores X
associado a ¢. Assim, obtemos o campo de vetores em M, por,

X(5) = (7" X)) = D (Xnp), B € M. (4.7)

Da equagao (4.7), observamos que, localmente as érbitas dos campos X e X sao
conjugadas, logo as érbitas de X estdo definidas em toda a reta real e definem um fluxo
¢ em M. A aplicacio de recobrimento 7 leva trajetérias de ¢' em trajetérias de ¢,
preservando o tempo t € R.

Proposigao 4.7.1 O fluzo o definido em M é Anosov.

Demonstracdo. Para definir a decomposicao do fibrado tangente TM de M, seja
T € M fixo e

Temos o seguinte diagrama,

Seja U uma vizinhanca distinguida do recobrimento universal e considere & € U. Do
diagrama acima temos que ¢'(7(2)) = m(¢'(Z)). Logo nesta vizinhanca, temos

D¢ (n(z)) - Dn(z) = D(¢'(7)) - D' (2).
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E note que,

Logo,

D¢ (n (7)) - Dr(7)(E°(7)) = D¢!(m())(E*(w (%))
= Dr(¢(1)) - Do'(2)(E*(%)).

Ou seja, na vizinhanca U, a derivada D¢ (7 (#)) difere da derivada D¢!(Z) por isomor-
fismo. Assim, localmente possuem o mesmo comportamento exponencial. Fazemos ana-
logamente para E}j

No entanto, dado qualquer ponto Z; € {gz;t(i) : t € R} sempre podemos cobrir o
pedaco da oOrbita ligando z a x; por uma quantidade finita de vizinhancas distinguidas
Uy, Us,...,U,. Aplicando o mesmo raciocinio acima para cada U;, concluimos que de fato
¢ é um fluxo Anosov sobre M. |

Definigao 4.7.2 (Splitting) Dizemos que (M, ¢) é splitting se sua estrutura de produto
local é global no recobrimento universal M.

Ou seja, um fluxo Anosov ¢ em M é splitting se qualquer folha estavel intersecta cada
folha instavel forte num tinico ponto, no recobrimento universal M.
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CAPITULO 5

PROVA DO TEOREMA A

Neste capitulo provaremos o Teorema A, para o qual vamos introduzir algumas pro-
priedades de sistemas quase Anosov e subvariedades invariantes de sistemas Anosov. A
referéncia principal é o artigo de A. Zeghib [30]. Aqui, M é uma variedade fechada (com-
pacto, conexo, suave e sem bordo). Entao, enunciamos o teorema.

Teorema A (Zeghib). Sejam (M,$) um sistema Anosov que € splitting e N uma
subvariedade invariante fechada de classe C' (de dimensdo ndo trivial, isto é, 0 para
difeomorfismos e 1 para fluxos). Entdo (N, ¢) € um sistema Anosov transitivo.

No Teorema acima, ¢ pode ser um difeomorfismo ou um fluxo. Assim, a fim de simpli-
ficar notagdes como vimos na Segao 4.6 (ver Proposi¢ao 4.6.1), sem perda de generalidade,
iremos restringir ao caso de fluxos, uma vez que podemos associar ao difeomorfismo, seu
fluxo de suspensao e em vista do Teorema A, o splitting dos difeomorfismos correspon-
dem ao splitting de fluxos. Lembrando, que um sistema Anosov é dito de splitting, se sua
estrutura de produto local é global no recobrimento universal.

5.1 Sistemas quase Anosov

Seja N uma subvariedade fechada de M. Uma definicao alternativa de sistemas quase
Anosov é a seguinte:

Defini¢ao 5.1.1 (N,¢) é quase Anosov se ele pode ser incorporado em um sistema
(M, @), para o qual N C M é um conjunto hiperbdlico para ¢.

A seguinte proposigao (ver [17]), é uma propriedade importante, de sistemas quase
Anosov. De fato, na Secao 3.6 do Capitulo 2, provamos para o caso de difeomorfismos
(ver Teorema 2.8.1).
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Proposicao 5.1.1 Sistemas quase Anosov sio Azxioma A.

Pelo Teorema da decomposicao espectral, o conjunto nao errante 2(¢) tem a decom-
posicao espectral numa uniao disjunta, Q(¢) = AjUAU- - -UAy, onde cada A; é invariante,
fechado, transitivo, isolado e

onde, W*(A;) = {z € N : d(¢'(z),A;) — 0, quando t — +oo}. Agora vejamos um
resultado o qual é um ingrediente muito importante para finalizar a prova do Teorema A.

Proposicao 5.1.2 (N, ¢) € sistema Anosov transitivo se, e somente se, para algum A;,
temos W*(A;) = N.

Demonstragao. Suponhamos que (NN, ¢) seja um sistema Anosov transitivo. Como ¢
¢ Axioma A e tem uma érbita densa, entao pelo item (a) do Corolario 4.5.3, (¢) = N.
Por outro lado, desde que N é indecomponivel (ver Exemplo 4.5.1), entao pelo Corolério
4.5.2 (do Teorema da decomposicao espectral) existe algum A; tal que N = W?*(A;).
Reciprocamente, note que se (¢) = Ay UAy U--- U Ay como no Teorema da decom-
posicao espectral, entao contraria nosso hipétese. Logo, a decomposicao espectral se reduz
a um unico elemento, ou seja para algum A;, temos que Q(¢) = A;. Assim, pelo item
(b) do Corolério 4.5.3, A; é ao mesmo tempo um conjunto atrator e repulsor, entao pela
Proposicao 4.2.6 temos, A; = N. Logo, como Q(¢) = A;, segue-se que N é hiperbdlico.
Além disso, pelo Teorema da decomposigao espectral, (A;, ¢) é transitivo. Portanto (N, ¢)
é sistema Anosov transitivo.
[ |

5.2 Subvariedades invariantes de sistemas Anosov

Dado um fluxo Anosov (M, ¢), denote por (M, ¢) o fluxo Anosov de levantamento ao
recobrimento universal (ver Segao 4.7) e  : M — M a projecao natural. Seja Q° = M JW*
o espaco de folhas estaveis de (M ,&), que assumimos ser um espaco de Hausdorff e
7 M — Q° a projecdo associada.

Observagao 5.2.1 Para qualquer z € M, a restricio de 7° ao We(z) é localmente
homeomorfo a um subconjunto aberto de @°.

Para qualquer subconjunto X C M e z € X, denotemos por
We(z, X) =W?(x)N X,

onde, W*(z) é a folha estavel de x com respeito ao fluxo (M, é) Analogamente, denota-
mos para variedades instavel, instavel forte e estavel forte.
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e-abertos

Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X subconjunto qualquer. Dado € > 0, dizemos
que Y é e-aberto, se Y contém sua e-vizinhanga, ou seja, se

diy,Y)<e=yeY.

Neste caso, o complemento de Y também é e-aberto (ver figura 5.1).

Figura 5.1: e-aberto.

Definicao 5.2.1 Dizemos que Y é e-conexo se nao contiver um subconjunto préprio e-
aberto.

A seguinte proposicao relaciona e-conexo com e-cadeias.

Proposigao 5.2.1 A definicao acima € equivalente a dizer que Y ¢é e-conexo por cadeias,
isto €, se x,y €Y, entao existem pontos de Y, xo = x,x1,...,%, =Yy, com

d(x;, xi01) <€, para 0<i<n.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que Y nao é e-conexo, isto é, que existem
subconjuntos Y] e Y5 de Y que sao e-abertos tal que para todo y; € Y] e 4o € Y5, temos
que d(y1,y2) > €. De fato, suponhamos que d(y,y2) < €. Como d(y1,Y2) < d(y1,y2) para
todo ys € Y5, entao temos

d(y1,Y2) < e =y € Y5,

o que é uma contradicao. Portanto Y é e-conexo.

Reciprocamente, suponhamos que Y é e-conexo. Sejam x,y € Y, tome § = ¢/2. Entao
para todo z € Y, temos B(z,8) C Y (onde, B(z,6) é a bola fechada centrada em z de
raio 0). Seja d(x,y) = d.

Se d < €, entdao tomando zg = x e x1 = y, temos que d(xg, 1) < €.

Se d > ¢, entao existe n € N tal que nd < d < (n+ 1)§. Como zy = = € Y, temos
B(rg,0) C Y, entdo existe z; € B(xg,d) tal que d(x1,y) = d — §. Logo,

d(x(],$1) < 0 < e
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Como d(z1,Y) < d(z1,70) < €, entdo 71 € Y. Analogamente, como B(x;,d) C Y, entdo
existe zo € B(wy,0) tal que d(wy,y) = d — 20. Logo,

d(zy,m9) < <e.

Assim, indutivamente, temos que existe x, 1 € B(z,_2,0) € Y tal que d(z,_2,y) =
d — (n —2)d. Logo,
d(l’nfg,il?n,l) S 0 < e.

Tomando y = x,,,
d(xp_1,2,) =d(xp_1,y) =d—(n—1)0 < 2§ =e.
Portanto Y é e-conexo por cadeias. [ |

Portanto, temos que qualquer X é decomposto em e-componentes conexas que sao
e-abertos.

Subvariedades invariantes conexas

Seja N uma subvariedade invariante de classe C* em M e N uma componente conexa
de 771(N). Seja A um atrator de (N, @) e

A=7"YA)NN.

Note que A (a priori) nao é localmente conexo. Como A pode ser decomposto em e-
componentes conexas que sao e-abertos, entao escolhemos Ay e-componente conexa de

A.

Proposicao 5.2.2 Temos,
(a) Ay € invariante por ¢ e W*.

(b) Ay € um atrator de (N, ).

Demonstragao. (a) Afirmamos que se a € Ay, entiio ¢'(a) € Ay para todo t € R.

Por contradicao, suponha que exista to € R, tal que qgto ¢ Ao e, como 7 (a aplicagao
recobrimento) leva trajetérias de &t em trajetérias de ¢ preservando o tempo, temos
que ¢"(m(a)) € A, mas isto é uma contradicio uma vez que A é invariante. Portanto
¢'(a) € Ag para todo t € R.

Provemos que A é invariante pelo fluxo ¢. Dado ¢t € R, seja a € Ay, pelo afirmacio
acima, temos que ¢ '(a) € Ag, assim a € ¢'(Ag). Logo Ag C ¢'(Ag). Como ¢'(a) € Ay,
para qualquer a € Ay, segue que ¢'(Ag) C Ag. Portanto ¢'(Ag) = Ay para todo t € R.
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Provemos que Ag é W*'invariante. De fato, como A, é invariante por gz~5, temos que
Ao € W*¥(Ay). Vejamos que W*%(Ay) C Ag. Suponhamos que existe & € W*%(Ag) tal que
T ¢ Ao, entdo d(qgt(a?), /~X0) — 0 quando t = —oo. Como as trajetérias de @' sio levados
por m em trajetérias de ¢’ preservando o tempo, temos que d(¢'(7(Z)),A) -+ 0 quando
t — —o0, ou seja, existe m(z) € W (A) tal que 7(Z) ¢ A, mas isto é uma contradigao.
Assim, WS“(]XO) C Ao. Portanto Ay é W* - invariante.

(b) Provemos que Ay é um atrator de N. Como W**(Ag) C Ay, entdo pela Proposicio
4.3.1, Ay é um conjunto atraente. Desde que A ¢ transitivo temos que Ag ¢ transitivo. De
fato, seja p € A tem érbita densa e p € Ay com 7(p) = p. Se a 6rbita de p nao for densa em
Ay, existe um aberto U de Ay que néo intersecta sua esta érbita, podemos tomar U como
uma vizinhanga distinguida do recobrimento 7. Mas neste caso, 7(U) seria um aberto de
A que nao intersecta a érbita de p e A ndo seria transitivo. Contradicdo! Portanto, Ay é
um atrator de (N, ¢). [

Note que, para x € A, W™ (z) C A e W?*(z) C A. Entdo do Teorema da Variedade
Estdvel, existem € e § positivos tal que dados 2,y € A com d(z,y) < ¢, entao W (y) e
W, (2) se intersecta transversalmente em um tinico ponto. Assim, A e Ay tem a estrutura
de produto local de tamanho e.

Teorema 5.2.1 Suponha que para todo x em M a projecio 7 : W (x) — Q° € injetora.
Entao 7°(Ag) € uma subvariedade conexa topoldgica injetivamente imersa em Q°.

Demonstragao. Para x € Ao, escolha como na Proposicao 4.4.1, uma vizinhanca U,
de tamanho e com estrutura de produto local. Pela propriedade de estrutura de produto,
temos que

™ (U,) = 7*(W"(z) N Ao) = (W (x, Ag)).
Por outro lado, como Ag é um atrator em N, temos,

Wit (x) = W (x) N Ay = Wy(x) N N.

Assim,
7 (Uy) = (W, " (z, N)).

Agora, seja
V, = WS(W;U({E,N))

Pela condigao da injetividade de 7, V. ¢ homeomorfo ao W (z, N ), 0 qual é homeomorfo
a um subconjunto aberto de R%, onde d = dim (W, (x, N)) (isto ¢, desde que M é uma
variedade topoldgica).
Escolha uma cobertura de Aq pelos conjuntos abertos U, para x percorrendo um
conjunto enumeravel S, ou seja,
Ao C | U

€S
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Agora, considere P’, a uniao disjunta de U,, = € S, e P seu quociente por 7°,
P=P/r"
Dados z,y € S, defina
x~y s () =7 (y).
E facil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia. Assim, P é o mesmo que o quociente da
uniao disjunta de U, pela relacao de equivaléncia, isto é,

P=P/~.

Temos,
P — s
[Pl — 7(p)
Assim, P é o mesmo que o espago obtido ao colar V, (com z € S) em suas intersegoes.
Por outro lado, para provar que P é uma variedade topoldgica, temos que mostrar

que nao existem “ramificacoes”, isto é, para qualquer z e 2’ em S, V, N'V,, é aberto em
ambos V, e V.. Isso garante que V,, sao abertos em P. Isto, segue-se do seguinte resultado:

Afirmagao. Suponha que existe y € U, ey € Uy com 7°(y) = 7°(y'). Entao exis-
tem vizinhangas Ay, C U, e Ay C U, dey ey em Ay tal que m°(A,) = 7°(4y).

De fato, note que, os pontos y e 3/ estao em algum W*-variedade. Assim, pela ca-
racterizacao de W, existem t e ' tal que ¢'(y) e @' (y) estdo em algum U,» para algum
2" € Ag. Comoy € U, ey € Uy, entdo ¢'(y) € ¢'(Uy,) e ¢ (i) € ¢ (Uy). Logo

Uwz” - ta(Ua:) N Uz” 7é Q) € Ua:’a:” - Qgt/<Um’> N Uz” 7é Q)

Por outro lado, desde que para cada t, t', temos que qgt e ggtl sao difeomorfismos e
U, U, U, vizinhancas de tamanho e com estrutura de produto, temos que U, € Uyrpr
sao abertos em U, e as proje¢oes m°(Uyppr) = Viygr € T°(Uprgr) = Viyprar 880 subconjuntos
abertos em V., onde 7°(U,») = V. Como 7°(y) = 7°(y) = z, entao

Vf = Vx’x” N Vx’x” 7£ (Z)

Note que,
Uyy = (78)_1(‘/?)

é aberto em U,~. Para concluir a prova da afirmagao, basta tomar
Ay = ‘Z;i%Uyy’ N Qgt(Ux» € Ay’ = éft/(Uyy’ N (/gt/<Ux’))-
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Figura 5.2: Prova da afirmacao.

Agora, para a variedade topoldgica P, vejamos se ela é conexa, para isto, note que
se d(z,2") < €, entao V, NV # 0. Assim, 7°(z) e 7°(z’) estdo na mesma componente
conexa de P, pois isto segue-se pela e-conexao de Ao.

Observamos que 7° induz uma imersao topoldgica (porque este é o caso em cada V)
de P em Q°, que é injetiva (porque quocientamos por 7). Assim, 7°(Ag) é, conforme
afirmamos no teorema, uma subvariedade conexa topoldgica injetivamente imersa. |

5.3 Prova do Teorema A

Para aplicar o Teorema 5.2.1 na prova do Teorema A, precisamos de alguns ajustes, o
qual é feito da seguinte maneira:

Para sistemas dinamicos como no Teorema A, dado qualquer x, podemos aplicar o
Teorema 5.2.1 com a projegao associada

w0 W (x) = Q°
que é injetora (e, assim, um homeomorfismo sobre sua imagem).
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Por outro lado, note que, para = € Ay, temos

We(z, N) = W*(z) N N.

Dai, W**(z, N) é uma subvariedade topolégica fechada de classe C* de W*%(z), pois N
é sempre fechado. Portanto, 7°(W**(z, N)) é uma subvariedade topolégica fechada de

(W (x)).
Provemos o Teorema A.

Como o levantamento (M, ¢) tem estrutura de produto global, temos que, para qual-
quer x, a projecao
w0 W (x) —» Q°

e a projecao analoga no espaco de folhas instaveis sao bijetivas. Seja x € Ay, entao
Q= (W™ (x)).

Por outro lado, como = € Ay, temos W*%(z) C Ay. Daf

We(z, N) € W*(x) C A,. (5.1)

Pelo Teorema 5.2.1, 7°(Ag) é uma subvariedade conexa de 7(W**(x)). De (5.1) temos
que,
T (W*(z, N)) C 7°(Ao).

Como 7 (W**(x, N)) é uma subvariedade topolégica fechada em 7*(W**(x)) da mesma
dimensao que 7°(Ay), temos que

7 (Ag) = 7 (W*(z, N)).
Assim, 7°(Ag) é fechado em Q°. Em particular,

W*(Ro, N) = (*) " (7*(Ro)) N N

é fechado em N. Mas ela é aberta em N, pois Ay é atrator. Desde que N é conexo, temos,
W?9(Ao, N) = N. Dai, em N, temos

W*(A) = N.

Portanto, pela Proposigao 5.1.2, (N, ¢) é um sistema Anosov transitivo. Isto completa a
prova do Teorema A.
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5.4 Problemas em aberto

Listamos alguns problemas abertos no estudo de difeomorfismos quase Anosov. Dado
um difeomorfismos (de classe C') f : M — M, temos:

1. Se N é uma subvariedade compacta invariante de M para difeomorfismo Anosov f.
Entao f|y é Anosov?

2. Seja M um toro e f quase Anosov em M. Entao f é Anosov? (Conjectura de
Mané).

3. Seja f quase Anosov e parcialmente hiperbdlico. Entao f é Anosov? Na dimensao
3 a resposta ¢ verdadeiro e é mostrado por Fisher e Rodriguez Hertz em [6].
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