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Resumo

Em sua forma mais simples, os absorvedores dindmicos de vibra¢des sdo essencialmente
dispositivos de parametros concentrados de massa-mola-amortecedor que, quando
conectados a uma dada estrutura, absorvem grande parte da energia vibratéria do sistema
no ponto de conexao, levando assim a uma redugao do nivel de vibragdo do mesmo. Estes
dispositivos podem ser usados em varias configuragdes e possuem grande aplicagdo em
diversas areas da engenharia. Infelizmente, no contexto da dindmica nao linear existem
poucos trabalhos sobre absorvedores dinamicos de vibracdo nao lineares (ADVnl),
particularmente com relagado as estratégias de modelagem e aplicagbes destes dispositivos.
A grande vantagem deste tipo de absorvedores esta relacionada a banda de supressao, que
€ ampliada em relagdo a encontrada para os absorvedores lineares. Neste trabalho, o efeito
da nao linearidade € introduzido na rigidez do sistema e, a partir dai, verifica-se como tal
efeito pode aumentar a eficiéncia do dispositivo estudado, em uma banda de freqiiéncia de
interesse. A partir da resposta em freqUéncia do sistema, é feita uma analise de
sensibilidade, resultando os parametros mais importantes para fins de projeto e otimizagao.
Finalmente, usando algoritmos genéticos, resolve-se o problema de otimizagéao
multiobjetivo, buscando uma solugcao que atenda tanto o aumento da banda de supresséo
como a maxima reducdo da vibragdo, simultaneamente. A solugdo 6tima robusta é

comparada com a solugao deterministica.

Palavras-chave: Vibragdes nao lineares, Absorvedores Dinamicos de Vibragbes nao-
lineares, Analise de Sensibilidade, Otimizacao robusta multiobjetivo.
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Abstract

In their simplest form, dynamic vibration absorbers (DVAs) are essentially devices of lumped
parameters of mass-stiffness-damping that once connected in a given primary structure are
capable of absorbing the vibratory energy at the connecting point, providing a reduction of
the vibration level. These devices can be used in various configurations and find a number of
applications in several areas of engineering. Unfortunately, in the context of nonlinear
dynamics, few works had been proposed in the context of the modelling strategies and
applications of nonlinear dynamic vibration absorbers (nDVAs). The great advantage of this
type of absorber has to do with the suppression bandwidth that is amplified with respect to
the one find for the linear absorbers. In the present work, the nonlinear effect is introduced in
the stiffness of the system. Then, the interest is devoted to analyzing how this effect can
increase the efficiency of this device, for a given interest frequency band. By using the
frequency response function of the system, a sensitivity analysis is performed, leading to the
most important parameters for design purposes and optimization. Finally, by using genetic
algorithms the multi-objective optimization problem is solved, aiming at obtaining a
configuration that leads to the largest suppression bandwidth and the maximum vibration
reduction, simultaneously. The optimal robust solution is compared with the deterministic

one.

Keywords: Nonlinear vibrations, Nonlinear dynamic vibration absorbers, Sensitivity analysis,
Robust multiobjective optimization.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Absorvedores dindmicos de vibragdes, que podem ter caracteristicas lineares ou nao
lineares, sao dispositivos mecanicos usados para atenuagéo de vibragbes indesejadas em
estruturas. Seu desenvolvimento é datado do inicio do século passado e continuam tendo
vasto campo de aplicagdo na engenharia mecénica e também em outras areas da
engenharia, tais como a civil e a aeroespacial. Podem ser citadas como aplicagdes praticas
destes dispositivos, os estabilizadores de navios, os mecanismos de absor¢céo de vibracdo
em linhas de transmissao de poténcia, os sistemas de reducado de vibracdo em estruturas
rigidas continuas de grande porte como, por exemplo, torres de antenas de transmissao de
ondas de radio e os dispositivos de protecao de construgdes civis contra abalos sismicos,
dentre outras.

Diversos métodos destinados ao controle dos niveis de vibragdo foram desenvolvidos e
vém sendo extensivamente utilizados, abrangendo desde os métodos simples e econébmicos
de controle passivo (usualmente a partir de materiais com propriedades de dissipacéo de
energia), até sofisticados e dispendiosos métodos de controle ativo com malha fechada
(utilizando atuadores controlados por computadores digitais). Uma solugdo intermediaria
bastante interessante, do ponto de vista da eficiéncia e do custo de implementacao, sédo os
chamados Absorvedores Dindmicos de Vibragdes (ADVs). Tais dispositivos séo
basicamente constituidos por subsistemas — apéndices do tipo massa-mola-amortecedor
que, uma vez acoplados a estrutura na qual se deseja atenuar os niveis de vibragoes,
absorvem parcial ou totalmente a energia vibratoria no ponto de acoplamento (KORONEV;
REZNIKOV, 1993).

Nos ultimos anos, é crescente o interesse em se estudar os absorvedores de vibragcao
com caracteristicas néo lineares, devido a sua maior robustez quando comparado com o
absorvedor linear (OEINI et al 1999a), (NISSEN, 1985). Tal robustez tem a ver com o fato de
o ADV tradicional funcionar satisfatoriamente apenas em sua frequéncia de sintonizagao.
Varios tipos de absorvedores com diferentes tipos de ndo linearidade estdo sendo
estudados com a finalidade de desenvolver ferramentas modernas para se obter melhores
resultados quanto a atenuacdo de vibragdo em estruturas. Além dos trabalhos citados
anteriormente, destaca-se também o trabalho publicado por Oeini et al, (1999b) que trata de



um ADV com nao linearidade cubica, Pai, (1998), trabalha no sentido de estudar a
estabilidade da resposta deste tipo de sistema. Estes aspectos, relacionados a eficiéncia do
absorvedor nao linear, podem ainda ser melhorados com o uso de técnicas de otimizacgao,
buscando encontrar a banda de freqiiéncia 6tima de operacao do sistema, esta denominada
como “banda de supressao”, na literatura afim (JORDANOV, 1988).

Os sistemas lineares, na realidade, representam certa abstragdo matematica — uma visédo
util, porém bastante simplificada do mundo fisico — através da qual os sistemas encontrados
na natureza sao representados. Entretanto, pode-se dizer que os sistemas fisicos
encontrados no mundo real e os dispositivos e sistemas de engenharia projetados e

construidos pelo homem s&o inerentemente nao lineares.

Uma das razbes pelas quais os engenheiros preferem trabalhar com sistemas lineares e
suas teorias, apesar dos modelos lineares serem abstracdes matematicas, é que muitos
sistemas reais operam dentro de uma faixa limitada, onde uma aproximacdo linear é
suficiente para seu entendimento, previsdo e controle de seu comportamento dinamico.
Outro ponto relevante € que os modelos lineares sdao matematicamente semelhantes e
podem ser analisados dentro de uma metodologia cujo desenvolvimento teérico se acha
quase completamente consolidado, em decorréncia do enorme esforco empreendido nesta
direcdo, ao longo de muitas décadas. Os sistemas nao lineares, por outro lado, sao
altamente diversificados, exigindo que muitas vezes a metodologia a ser utilizada seja ad-
hoc. E, além disso, para os sistemas néo lineares, hd um numero de ferramentas analiticas
e numéricas impressionante competindo entre si, sendo que algumas se acham somente
parcialmente desenvolvidas e ainda sujeitas a controvérsias dentro da comunidade cientifica
(THOMSEN 2003). Isso significa que, para os sistemas nao lineares, o arcabouco cientifico
de andlise se acha ainda em construcao.

Muitos problemas de engenharia podem ser linearizados sem grandes prejuizos. Alguns
fenémenos, entretanto, ndo podem ser prognosticados pela teoria linear. E necessario,
portanto, ter meios de estimar o efeito da linearizagdo para se saber quando a analise ndo

linear € exigida.

Comparando sistemas lineares com néo lineares, estes ultimos apresentam caracteristicas

préprias que os distinguem dos primeiros:

1. O principio da superposi¢cao ndo é valido para sistemas nao lineares. Por
exemplo, se uma forga aplicada em um determinado sistema é dobrada, a
resposta ndo o sera necessariamente. Em outras palavras, a resposta do
sistema nao linear pode ser dependente, simultaneamente, da freqiiéncia

e da amplitude da excitacao.



2. Os sistemas nao lineares podem ter mais de uma posicao de equilibrio,
dependendo das condi¢cdes de operacao, diferentemente dos sistemas

lineares, que tém somente uma posicao de equilibrio.

As equagles lineares que descrevem os sistemas fisicos reais séo lineares apenas em
uma primeira aproximacdo. A literatura aponta que, como o tratamento de equagbes
diferenciais nao lineares € naturalmente mais complexo que o reservado para as
equacoes lineares (THOMSON, 1996), procura-se trabalhar com modelos lineares,
sempre que possivel. Observa-se que a lineariza¢ao frequentemente resulta em uma boa
representagdo das caracteristicas fisicas do sistema em analise, resultando uma
descrigcdo que satisfaz, em geral, a maioria das necessidades praticas dos engenheiros.
Entretanto, ha casos em que o sistema linearizado nao fornece uma representagcao
suficientemente exata como, por exemplo, no caso de sistemas elasticos com oscilagbes

de grande amplitude.

Na engenharia moderna, com o continuo avangco da tecnologia e o aumento da
capacidade dos computadores digitais, associados a tendéncia de se optar por estruturas
cada vez mais leves e flexiveis num contexto em que se diminuem as tolerancias de
projeto, a teoria dos sistemas nao lineares ganha cada vez mais significado pratico. Com
poucas excegdes, geralmente ndo € possivel encontrar solugdes analiticas para as
equacoes diferenciais que representam oscilacbes nao lineares. Naturalmente, uma
solugdo numérica conduz ao objetivo quando se deseja determinar o movimento
correspondente a vista de determinadas condi¢des iniciais. Entretanto, tal estratégia é de
pouco uso na procura dos varios tipos de solugbes e da respectiva dependéncia das
solugdes em relacao aos parametros individuais que constituem o modelo matematico do

sistema.

De acordo com Thomsen (2003), algumas razbes para 0s engenheiros e projetistas se

preocuparem com o conhecimento dos fenémenos néo lineares sao as que seguem:

e Os sistemas reais sdo nao lineares. Porém, sempre que possivel, ha a tentativa
de se linearizar os sistemas, uma vez que a teoria linear é bem estabelecida e
direta. Entretanto, quando se lineariza, informagdes essenciais podem ser

perdidas. Entdo, é necessario reconhecer adequadamente os mecanismos nao



lineares e compreender seus possiveis impactos e significancia, dentro de um

dado sistema.

Nao linearidades podem ocasionar desvios significativos entre observacoes
experimentais e predicbes de modelos lineares. Dessa forma, € importante
reconhecer a importancia do fendbmeno nado linear, como tém mostrado

simula¢des experimentais e computacionais.

Utilizar modelos néo lineares sem se possuir um conhecimento tedrico bem
fundamentado é, no minimo, sem sentido. Ndo se pode, como em sistemas
lineares, se obter um “sentido” geral para a dinamica nao linear simplesmente
utilizando no modelo alguns conjuntos de parametros. Nos sistemas nao lineares
sdo observadas ramificagfes de solu¢des multiplas, extrema sensibilidade as
condi¢cdes iniciais, descontinuidades nas respostas, efeitos especiais as altas
frequiéncias, e varios outros efeitos nao-triviais que demandam a atengcdo do

analista.

Nao linearidades podem alterar qualitativamente a resposta do sistema. Deve-se
conhecer as bifurca¢des nao lineares e ter familiaridade com os métodos mais
comuns de analise de perturbacdo, além de se adquirir boa experiéncia na
utilizagéo dos métodos de analise.

Estruturas mecéanicas modernas séo freqientemente flexiveis, muito leves,
operam em alta velocidade e sdo dinamicamente controladas. Essas estruturas
sdo mais facilmente levadas a um regime néo linear do que aquelas em que a
rigidez elevada, o tipo de carregamento e o carater passivo das estruturas

tradicionais, permitem considera-las como lineares.

Problemas nao lineares, atualmente, ndo podem mais serem considerados de
dificil tratamento, razdo comumente evocada no passado em favor da
linearizacdo (MONTEIRO, 2002). Agora, pode-se dizer que se dispde de
melhores condigbes para a andlise de sistemas nao lineares, usando-se métodos

matematicos avancados, recursos computacionais de alto desempenho e



consideravel experiéncia adquirida ao longo das ultimas décadas, capazes de
tratar eficientemente varios tipos de néo linearidades.

O grupo de Dindmica da Faculdade de Engenharia Mecénica da UFU tem se
interessado pelos problemas de controle (ativo e passivo) de vibragdes. Apenas no caso de
absorvedores dindmicos de vibragdo, deve-se destacar os trabalhos de Marques (1998),
Cunha Jr. (1999, 2004), e Kotinda (2005). Também dentro deste contexto, a dissertacado de
Viana (2005), dedica-se ao estudo de um tipo especial de absorvedor com caracteristicas
mecatronicas. Trata-se do uso de ceramicas piezoelétricas associadas a circuitos elétricos
(Shunts) ressonantes. Os absorvedores de vibragdo classicos absorvem a energia cinética
da massa principal. Ja este ultimo absorvedor absorve energia de deformacdo que €
transformada em energia elétrica que € finalmente discipada pelo efeito Joule. Entretanto
nos casos anteriormente mencionados, dedicou-se ao estudo de sistemas lineares apenas.

Neste trabalho tem-se como objetivos, estudar os absorvedores dindmicos de vibragdes
nao-lineares, com o objetivo de avaliar a contribuigdo das ndo linearidades diante da
necessidade de melhorar a eficiéncia de tais dispositivos na atenuacao de vibracdes. Para a
resolucdo dos sistemas de equacdes diferenciais ndo lineares serdo empregadas varias
técnicas visando com isto, fornecer uma quantidade maior de ferramentas para o trato com
este tipo de sistema. Em um dos casos o sistema sera resolvido a partir da técnica numérica
denominada como Runge-Kutta de quarta ordem para fins de validagdo de uma das técnicas
de perturbacao utilizadas. Além disso, sao resolvidos problemas de otimizagdo usando
técnicas heuristicas para determinacdo dos parametros 6timos dos absorvedores,
objetivando aumentar a chamada “banda de supress&o’. Para resolver o problema de
otimizacdo sera empregado analise de sensibilidade por diferencas finitas para verificar
quais parametros sdo importantes no processo. Além disso, através da formulagdo de um
problema de otimizagdo multi-objetivo, deseja-se também minimizar a amplitude de vibragédo
do sistema. Como resultado, espera-se aumentar a faixa de operagdo dos absorvedores néo
lineares, tornando-os mais robustos. Esta ultima caracteristica hd de permitir que o
dispositivo de dissipacao seja capaz de manter sua eficiéncia, mesmo quando pequenas
altera¢des ocorrem no sistema primario no qual é instalado o absorvedor nao linear.

Este trabalho esta dividido em 7 capitulos organizados conforme descrito abaixo:

Capitulo II: Este Capitulo traz uma revisao detalhada sobre sistemas nao lineares;

Capitulo 1ll: Neste capitulo é feita uma revisdo sobre os absorvedores dindmicos de
vibracao, com enfoque linear;

Capitulo 1V: O Capitulo 4 traz os conceitos basicos sobre os absorvedores dinamicos de
vibragédo ndo-lineares, destacando alguns estudos de casos;



Capitulo V: Aqui é apresentada uma analise de sensibilidade dos parametros do ADVnl.
Utiliza-se uma técnica de otimizacdo robusta multi-objetivo, baseada na abordagem de
Monte Carlo, a fim de minimizar a amplitude de vibragdao do sistema ao mesmo tempo em
que se maximiza a banda de supressao.

Capitulo VI: Neste capitulo tem-se as conclusdes e perspectivas para trabalhos futuros;

Capitulo VII: Finalmente, neste capitulo, séo listadas as referéncias bibliograficas.



CAPITULO Il

INTRODUCAO AOS SISTEMAS NAO-LINEARES
2.1 Introducao

A natureza é essencialmente nao linear. Assim sendo, a descricdo e a andlise de
fendmenos naturais através de modelos ou técnicas ndo lineares sdo mais eficientes do
que os modelos ou técnicas lineares. Contudo, as dificuldades inerentes ao estudo dos
problemas nao lineares, e 0 sucesso da mecanica linear numa ampla faixa de situacoes
de interesse da engenharia, acabaram por incentivar o estudo de modelos linearizados e
bem comportados.

A andlise nao linear tem sido tradicionalmente evitada na literatura, criando um
paradigma linear. Segundo Savi (2006), Euler explicita bem a dificuldade de tratar
problemas nao lineares quando fala sobre o movimento de fluidos: “Se ndo nos é
permitido penetrar a um conhecimento completo sobre o movimento dos fluidos, ndo € a
mecénica e a insuficiéncia dos principios conhecidos do movimento que se deve atribuir a

isto, mas a propria analise que aqui nos abandona’.

A discussdo que segue tem por finalidade apresentar uma abordagem introdutéria
aos sistemas nao lineares e é fundamentada, principalmente, no trabalho anterior de
Thomsen (2003).

2.2 Fontes de Nao Linearidade

Nao linearidades podem ser consideradas no modelo do sistema dindmico de muitas
maneiras. Sua origem pode ser devido a geometria do sistema ou do tipo de material, ou
associada com a presenca de forgas nao lineares ou com a propria configuracao fisica do
problema. Qualquer que seja sua origem, ndo linearidades podem entrar nas equagodes
do sistema de maneiras similares. Todavia é muito rara a possibilidade de se deduzir a
origem ou razao fisica da ndo linearidade a partir de suas representacdes matematicas.
Qualquer componente das equagdes do movimento pode ser afetado por algum tipo de
nao linearidade:

¢ Os termos inerciais;



e Ostermos que descrevem forgas restauradoras elasticas e inelasticas;
e Os termos dissipativos;
e Ostermos que descrevem a excitacao externa;

e As condi¢des de contorno do sistema.

Os termos nédo lineares sao reconhecidos pelas fungdes nado lineares das variaveis
dependentes das equagdes do movimento. Por exemplo, se u(f) descreve o movimento de
um sistema, com u sendo a variavel dependente da variavel independente f, entdo os

termos u’, uii, senu e |u| sd0 nao lineares, enquanto t’u, usen@e e’'ii sd0 termos

lineares.

2.2.1. Nao Linearidades em Funcao da Geometria do Sistema

As nao linearidades expressas em fungcdo da geometria do sistema sao tipicamente
importantes nos casos de grandes deflexdes ou rotagdes, aparecendo também em fungéo
de outras caracteristicas puramente cinematicas. Por exemplo, a dindmica do péndulo da
Fig. 2.1(a) é governada pela equagédo do movimento:

0+’ send =0 (2.1)
Utilizando a série de Taylor para expansao do termo nao linear sen6, tem-se

sen0=0—%6’3+..., (2.2)

mostrando assim que a aproximagao linear
6+w'0=0 (2.3)

é vélida somente para pequenas oscilagdes 6, onde apenas o primeiro termo da expanséo
da funcao sené é considerado.

A viga da Fig. 2.1(b) é axialmente acoplada com uma mola linear. Aqui o
deslocamento horizontal w do movimento ndo esté linearmente relacionado com a deflexao
transversal u. Para o primeiro modo, com uma aproximacao de terceira ordem para a

equacao dindmica do movimento, esta toma a forma

P
i+ayg 1—?0 a+y’a’=0 (2.4)

c



onde a é deflexdo no ponto médio da viga, ¥ é uma constante positiva dependente da
rigidez da mola, P, é o pré-carregamento da mola e P, é o carregamento critico de
flambagem. Observa-se que, para cargas poés-criticas, tem-se (1 - Py/F.) < 0, e, portanto,
existem trés posicdes de equilibrio: a = 0 e a = +(a/7)( Po/P. - 1)"2. Sistemas nao lineares
freqientemente tém mdltiplos estados de equilibrio. Dessa forma, um sistema que possui

mais de uma posic¢ao de equilibrio, € certamente n&o linear.

Figura 2.1 — N&o linearidades geométricas devido a grandes oscilagbes (a) e acoplamentos
entre deslocamentos transversais e longitudinais (b, ¢) — adaptado de Thomsen, 2003.

A Fig. 2.1(c) mostra a configuracdo de um sistema causando o aparecimento de termos
inerciais ndo lineares nas equagdes do movimento. Oscilagées transversais da viga séo
acompanhadas de pequenos deslocamentos horizontais w da massa movel m, e por isso a
massa exerce uma forgca axial —mw na viga. Para oscilagdes finitas, w ndo é linearmente
relacionado a deflexdo u. Para um uUnico modo, feita uma aproximagéao de terceira ordem

para a equagao que descreve os movimentos transversais, tem-se

c'i+a)§a+77(ac'i+c'l2)a=0 (2.5)

onde a é a deflexdo no ponto médio entre os dois extremos da viga, e a constante 7
depende da relagédo entre a massa m e a massa total da viga.

2.2.2. N&o Linearidade em Funcéo do Material
Para os exemplos das vigas, Fig. 2.1 (b) e 2.1 (c) do item anterior, o material
estrutural foi assumido como sendo linearmente elastico. Entretanto, todos os materiais

reais obedecem a uma relagdo nao linear entre tensdo e deformacéo (e entre forca e
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deformagéao), que deve ser considerada quando as variagdes de intensidade das forgas s@o

muito grandes.

No sistema da Fig. 2.2 (a), a mola é utilizada para representar a rigidez do material
ndo linear. A equacdo do movimento pode ser expressa por

¥+’ x+yx’ =0 (2.6)

Se y > 0, a rigidez aumenta com o aumento da deformacdo e diz-se que a nao
linearidade € do tipo que enriquece (hardening spring). A equagdo do movimento € idéntica
a Eq. (2.4) com P, < P, descrevendo o carregamento subcritico da viga da Fig. 2.1(b). Se y
< 0, a rigidez decresce com o aumento da deformagéo e, diz-se agora que a nao linearidade
€ do tipo que abranda (softening spring). Matematicamente, este caso é similar ao da Fig.
2.1(b) e Eq. (2.4) com P, > P, e ao caso do péndulo da Fig. 2.1(a) e Eq. (2.1) para o termo
nado linear send , considerando-se apenas os dois primeiros termos de sua expansao por
série de Taylor, conforme a Eq. (2.2).

x(1) —1 x(1)
fx) — 8(%)
—> g M —>
gt
0O ] O NENe)
(a) (b)
dura .
fx) linear 8(x) linear
AAAAA mole
( quadritica
57 X //’, X

Figura 2.2 — Nao linearidades devido (a) forcas restauradoras e (b) amortecimento —
adaptado de Thomsen, 2003.

O amortecimento nao linear pode causar também o aparecimento de termos dissipativos
nao lineares nas equagbes do movimento (assim como podem certas ndo linearidades
puramente geométricas). O sistema na Fig. 2.2(b) exibe um amortecimento quadratico.
Forgcas de amortecimento deste tipo podem ser expressas por
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g (&) = puili (2.7)
que € aproximadamente a resisténcia ao movimento experimentada por um corpo que se

move através de um fluido com numero de Reynolds elevado. Forcas devido ao atrito seco
sdo tipicamente descritas pelo atrito de Coulomb, conforme a eq. (2.8)

g(x) = px /|| (2.8)

2.2.3. Forgas Nao Lineares Atuantes em um Corpo

Certos tipos de forgas atuantes em um corpo podem variar ndo linearmente com o
estado do sistema. Para a viga engastada livre sujeita ao campo magnético da Fig. 2.3(a), a
energia potencial total inclui a energia potencial magnética V,,. Esta energia pode ser
aproximada por meio dos primeiros termos da série de Tayor:

1 1
v =§}/1a2 +Ey1a4 (2.9)

onde a = a(t) é o deslocamento da extremidade livre da viga devido ao campo magnético
aplicado. A presenga de termos de ordem superior a dois na equacao da energia potencial
faz com que aparecam nao linearidades na equagdo do movimento. Para a viga, a
aproximacao do primeiro modo toma uma forma similar a da Eq.(2.4), com o termo
restaurador ndo linear tendo um coeficiente de rigidez linear negativo para intensidades pos-
criticas do campo magnético.

Forcas aerodindmicas e associadas ao fluido sao freqlentemente linearizadas quando da
analise de sistemas dinamicos, certamente devido aos problemas causados pela nao
linearidade. Entretanto, algumas situagbes podem requerer a consideracdo apropriada da
nao linearidade de certas forgas, como por exemplo, nos problemas envolvendo estruturas
sujeitas a fluxos supersénicos (Fig. 2.3(b)). Em problemas de controle estrutural, as forcas
de controle aplicadas podem aparecer como uma fung¢ao nao linear qualquer das variaveis

de estado do sistema a ser controlado, merecendo atencao apropriada.
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Figura 2.3 — Forcas nao lineares devido a (a) campo magnético e (b) carregamento fluido —
adaptado de Thomsen, 2003

2.2.4. Nao Linearidades em Fungao da Configuracdo do Sistema
Quando componentes individuais do sistema sao lineares, ou operam em uma faixa
linear, configuragdes fisicas especificas destes componentes podem causar
determinadas combinagcdes que fazem com que o sistema resultante apresente
comportamento ndo linear. Para os sistemas das Fig.2.4(a) e 2.4(b), a combinacdo da
acao de duas molas lineares corresponde a acao de uma forgca restauradora nao linear
(THONSEN, 2003 ).

A Fig. 2.4(c) mostra um péndulo com atuacao restrita, que pode ser utilizado para
introduzir amortecimento na estrutura conectada a ele. Se a oscilagdo é pequena, o
péndulo tem comportamento linear nos periodos de oscilagdo livre, enquanto que
alteracgdes nédo lineares na velocidade ocorrem nos momentos de colisbes com a parede
de restricdo ao movimento. Um comportamento linear por partes caracteriza a viga
engastada-livre do sistema da Fig. 2.4(d). A equagdo do movimento € uma equagao
diferencial parcial de quarta-ordem, sujeita a condigbes de contorno lineares na
extremidade engastada da viga. Condigdes de contorno nao lineares sdo impostas na

outra extremidade da viga que se apresenta alternadamente livre e restrita.
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Figura 2.4 — Configuragdes fisicas nao lineares devido a (a) molas bi-lineares, (b) molas
batentes, (c) restrigbes para o péndulo, (d) restricdo para a viga engastada, e (e) deflexdo
com restricdes — adaptado de Thomsen, 2003.

A viga ilustrada na Fig. 2.4(e) estd sujeita a uma deflexdo nao linear. Devido a
imobilidade de suas extremidades, qualquer deflexdo transversal é acompanhada de uma
deflexdo longitudinal, ou seja, de forcas axiais que sdo nao-linearmente relacionadas as

deformacdes transversais. A equacao do movimento se escreve
y . EA| ¢/ .
PAl+ Elu —E[I(u )zdx}u'EO (2.10)
0

onde u = u(x,t) € a deflexdo transversal, pA € a massa por unidade de comprimento, E/ a
rigidez de flexdo, EA a rigidez longitudinal, e a integral expressa a forga axial. Uma
aproximacao para um unico modo para esta equacao tem a forma da Eq. (2.4), com um
coeficiente de rigidez linear positivo. O termo ndo linear desaparece se a uma das
extremidades da viga é permitida over livremente na dire¢do longitudinal. Entdo, apesar
dessa nao linearidade ter origem geométrica, ela se manifesta somente para certas
configuracoes fisicas. Deflexdes néo lineares proporcionam uma fonte de ndo linearidade
para muitas estruturas curvas, como arcos e cascas, e, também, para estruturas planas, tais

como vigas e placas que apresentam algum tipo de restrigdo para seus deslocamentos.
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2.3 Péndulo Com Suporte Oscilante

Como um primeiro exemplo para demonstracdo da andlise nao linear, seja um
péndulo cuja articulagdo executa uma oscilagdo harménica, resultando um comportamento
dindmico interessante. Através deste, muitos dos conceitos, fenébmenos e ferramentas

proprias para a analise ndo linear seréo introduzidos.

Sera explorado primeiramente o caso das oscilagbes nao-lineares livres do péndulo.
Para tanto, serd estudado o conceito de plano de fase, pontos singulares, estabilidade de
pontos singulares e comportamento local. Posteriormente, faz-se uma andlise quantitativa

partindo do método conhecido como analise de perturbagéo.

O péndulo com suporte oscilante é conhecido por exibir comportamento caédtico para
certos valores assumidos por seus parametros fisicos (Hagedorn, 1988). Todavia, como o
caos é geralmente um fenémeno global, este ndo é caracterizado pelos métodos locais

descritos abaixo.

2.3.1 Anélise Qualitativa
A Fig.(2.5) mostra um péndulo caracterizado por uma massa m, brago de

comprimento /e &ngulo de rotagdo dado por &(r). O péndulo é sujeito a um campo de

gravidade g, e a um momento de amortecimento viscoso igual a —cl’0. A posicao u(tr)do

suporte articulado oscila harmonicamente com uma amplitude g/ e freqiéncia Q

2
cl 49/ /
AN [

u(t)qucos(Qt)T g S\

=] = y
1= Y
A 6(t)
X

Figura 2.5: Péndulo com suporte oscilante — adaptado de Thomsen, 2003

Para escrever a equagdo do movimento faz-se uso das equacdes de Lagrange,
dadas pela eq.(2.11), para sistemas nao conservativos de um grau de liberdade.
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d(oL) oL
— 32 3= L=T-V 2.1
dt(an 06 @ 2.11)

A energia cinética T, a energia potencial V, e a for¢a generalizada nao conservativa Q séo
escritas, respectivamente, de acordo com as equagodes (2.12)

r=Lme +1my'2 =lm(126>2 +1i” +216isend)

2 2 2
V =—mgx=-mg(lcos@—u) (2.12)
0= —cl?6.

sendo x=I[cosf@—u e y=Isend .

Substituindo as equacgdes. (2.12) na eq.(2.11), obtém-se:

G+ 6+1" (g +ii)send =0. (2.13)
m

Introduzindo a)j =g/l e B=c/2mw,) e substituindo u(r)=gq/cos(Qr), a equagdo do

movimento, eq. (2.13), torna-se:

60 +2Bw,6 + (@] —qQ’ cos Qt)send =0
(2.14)

As condicoes iniciais sao dadas pelas eqgs.(2.15) a seguir:

6(0)=26,
. N (2.15)
0(0)=86,
onde
@, € a freqliéncia natural linear (caso em que a rotagéo € considerada “pequena”);
Q é afreqUéncia de excitacao;
q € o deslocamento do suporte dado como uma fragdo do comprimento do péndulo;

B é o fator de amortecimento
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Evidentemente, a equagao do péndulo é nao-linear devido ao termo send. Para rotacdes

finitas (porém ndo muito grandes), pode-se aproximar a nao-linearidade pelos dois
o . 1 ~
primeiros termos da serie de Taylor, sen0z0—803'. O termo @;send da equagdo do

péndulo pode ser reconhecido como uma forga restauradora do tipo “softening”, uma vez
que o coeficiente de nao linearidade cubica é negativo.

Nota-se também que o péndulo é parametricamente excitado, pois a excitacao
externa atua através de um dos paréametros do sistema, neste caso, o parametro de rigidez.

Isto implica que, para certas mudancgas na freqiiéncia de excitacdo €2, mesmo para niveis
pequenos da magnitude da excitacdo ¢Q*, podem resultar em grandes oscilagdes no
péndulo. Para o sistema linearizado (sené = @) pode-se calcular as faixas de (¢,€) para as
quais a solugao A(r) =0 torna-se instavel e as oscilagbes comegam a crescer. Esta anélise
pode predizer as rotagcdes €(¢) do péndulo, que tendem para o infinito, exponencialmente.
Como as amplitudes crescem, o modelo linear torna-se cada vez mais inadequado. Assim, a
andlise linear é capaz de predizer as condigbes relacionadas aos valores de (¢, ) para as
quais o estado 6(¢r) =0 é instavel. Entretanto, uma analise nédo linear é necessaria para se

prever o novo estado (pds-critico) que substitui aquele definido por 8(t) =0.

2.3.2 Analise Qualitativa do Sistema Livre
Se o suporte do péndulo é fixo (q=0), o primeiro membro da equagdao do movimento

livre € dado por:

é+2ﬁw09+Q§senQ=o; 0=0(r) 2.16)
0(0)=6,; 6(0)=4,.

Para fazer a analise nao-linear da resposta, escreve-se a equagdo acima usando

formulagdo de estado, ou seja, a equacéo diferencial de 22 ordem é substituida por duas

equacdes diferenciais de primeira ordem, conforme o procedimento indicado pelas

equacgdes (2.17)

6=v

) (2.17)
v=-=2pw,y—- o, senb

com as condicdes iniciais:
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6(0) = 8,;v(0) = v, = 8(0) (2.18)

onde foi introduzida uma nova variavel (v=9) .

Para permitir uma discussdo mais geral, pode-se também escrever o conjunto de equagdes
diferenciais de primeira ordem auténomas com suas condi¢des iniciais dadas conforme a
eq. (2.19):

x=f(x), x(0)=x, (2.19)

onde x=x(t) é um vetor de variaveis de estado, e f(x) € um vetor de fungdes geralmente

nao-lineares das variaveis de estado. Para o caso do péndulo, tem-se
u
x=1{6,v} e f= {v, — 2w,V - wisen 0}

2.3.3 O Plano de Fase

Os movimentos de sistemas ndo-lineares sdo freqlentemente apresentados
graficamente num plano conhecido como Plano de Fase. Um plano de fase € descrito por
duas variaveis de estado arbitrarias. Assim, pode-se descrever os movimentos do péndulo

em um plano (6,v), ao invés de fazé-lo da forma tradicional (t,8) ou (t,8). Isso significa
que, num plano de fase, o tempo é implicito. Considera-se somente movimentos projetados
no plano (6,v). Fazendo variar o tempo, o ponto dado por (6(t), v(t) ), descreve uma curva

no plano de fase. Tal curva é geralmente chamada de 6rbita, trajetéria ou curva integral. Um
exemplo destas curvas para o péndulo é dado pela Fig. 2.6 abaixo para o caso nao-
amortecido (B=0)
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dg f dt

Figura 2.6: Plano de fase e orbitas para o péndulo livre: caso ndo amortecido (5 =0)

Percebe-se que, quando ndo ha nenhum amortecimento tem-se um dos casos raros
em que as Orbitas do plano de fase podem ser determinadas analiticamente. Assim, fazendo
B=0 naeqg. (2.17) e dividindo a segunda equacao pela primeira, tem-se:

v d%[t _dv _2Bwy—a; senf 220
) do/ B _
o do/  de Y

ou

dv _ @)send

2.21
de v ( )
Separando as variaveis, tem-se:
vdv = -] sen 8d 6 (2.22)

Integrando agora ambos os lados da equacao e aplicando as condigdes iniciais dadas pelas

eq. (2.18), tem-se

%vg =w; cos@+C (2.23)
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C= %vé — @} cos8,;C > -w; (2.24)

E, quando 6<<1, pode-se escrever

2

cosezl—% (2.25)

de modo que as orbitas (v,0) correspondem a pequenas rotagdes do péndulo. Estas sao

elipses centradas em (0,0).
Ao substituir a eq.(2.25) na eq.(2.24), obtém-se:

1, 1
Evz —Ea)gez =C+w} (2.26)

Estas orbitas correspondem a pequenas amplitudes da solugao linear:

0(1) = Acos(ayt +y) (2.27)
v(t) = —Aw, sen(@yt + ) |

Ja para grandes rotagdes, as elipses sado distorcidas nao linearmente, de acordo com a
eq.(2.23), podendo ser escritas como:

v =142} cos§+C) (2.28)
Se C>w;, as 6rbitas nunca interceptam o eixo v=0. Isto acontece devido as condigdes

iniciais que sdo dadas por:

2

%0 > &} (1+cos ) (2.29)

Dessa forma, o péndulo realiza rotagcdes completas ao longo de 2m, ao invés de

movimentos em torno de 6=0.
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Quando se tem amortecimento, a dissipacdo de energia faz com que as 6rbitas
assumam uma forma espiral que evolui para as posi¢coes de equilibrio em 6=0,2x,.... Este

comportamento € mostrado na Fig. 2.7.

200

150

100

de
dt

50

-50

-100

1 1 1 1 1 1 1 1
u] 200 400 B0 300 P 1000 1200 1400 1800 1800

Figura 2.7: Plano de Fase e orbita para o péndulo livre (caso amortecido 0< f<1)

2.3.4 Pontos Singulares

Certos pontos de um plano de fase podem corresponder a estados de equilibrio
estatico. Tais pontos sdo chamados de pontos singulares, pontos fixos, pontos de equilibrio
ou zeros. Todos os demais pontos de um plano de fase séo ditos pontos regulares. Para
que ocorra equilibrio estatico, deve-se ter x=0 na eq. (2.19). Assim, pontos singulares sao

encontrados pela resolucdo algébrica dos conjuntos de equacdes de f(x)=0. Neste
trabalho, denota-se um ponto singular por X, de modo que, por definigéo, f(X)=0.
Os pontos singulares da equag¢do do péndulo (eq. 2.17) sao obtidos resolvendo o

sistema 6=v=0. Ent&o, resultaque v=0 e sen6=0, isto &
(6.7)=(k7.0); k=..-10.1,.. (2.30)

2.3.5 Estabilidade dos pontos singulares
Um ponto singular estavel atrai érbitas proximas e pontos singulares instaveis repelem
as Orbitas. Ja um ponto singular marginalmente estavel atua como um centro, nem repelindo

nem atraindo érbitas. Determinados pontos singulares tém estabilidade indefinida, atraindo
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orbitas de algumas direcdes e repelindo érbitas de outras diregdes, (ver o caso de (x,0) na

Fig. 2.6) - estes sdo chamados instaveis.

Sera considerada somente a estabilidade local de um ponto singular. O aspecto
importante a ser definido é se as drbitas numa vizinhanga intermediaria de um ponto
singular permanecem proximas ou divergem. Para analisar a estabilidade local, um estudo
do sistema linearizado é suficiente. Para os casos regulares, as propriedades referentes a
estabilidade dos pontos singulares para o sistema linearizado se mantém para o caso néo-
linear. Isso significa que, se um ponto singular de um sistema linearizado é estavel ou
instavel, esta situacdo se mantém para o0 mesmo ponto singular do sistema nao linear.

Seja o caso geral de um sistema nao linear escrito como o conjunto de n equagoes

diferenciais autbnomas de primeira ordem:
x=f(x), x=x()eR" (2.31)

para o qual se deseja determinar a estabilidade local de um dado ponto singular x =X .

Expandindo por série de Taylor o lado direito da eq. (2.31) na vizinhanca de x =X, tem-se:

X = f(X)+ of
ox

(x—%)+Olx - %7 (x - %) (2.32)

X

onde o ultimo termo representa os termos quadratico e os de alta ordem. O primeiro termo

da expansao desaparece, pois, por definicdo, f(X)=0. Para indicar a proximidade das

orbitas x(r)em relacdo ao ponto singular X, introduz-se uma nova variavel dependente
£(t) = x(r)— X. Para orbitas préximas do ponto singular [¢/ << 1, os termos de alta ordem da

expansao de Taylor podem ser truncados. Fazendo uma transformacao da variavel xpara
€, na eq. (2.32), e truncando os termos de alta ordem, verifica-se que pequenas distancias

entre as 6rbitas e o ponto singular X sdo governadas por um conjunto de equagdes lineares
¢=J(X)e (2.33)

onde J(X) representa o Jacobiano do sistema n&o linear, avaliado no ponto singular. O

Jacobiano J(x) do sistema (2.31) é definido por
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o o U
ox, ox,  Ox,
EEA A
Jx)=—=| dx, dx, ox, (2.34)
ox : Do :
L/ P
| dx,  Ox, ox, |

Para a aproximacdo (2.33) ser vdlida, X tera que ser um ponto singular isolado, ou seja,

J(X) # 0. Assim, a solugdo do sistema linearizado (2.33) tem a forma:

g=ae (2.35)
Ao substituir (2.35) em (2.33), obtém-se um problema de autovalor:

(J&®-A)a=0 (2.36)

que envolve a determinagdo do conjunto de autovalores A, e dos correspondentes
autovetores a;, j=ILn. Inspecionando a eq. (2.35), verifica-se que alguns autovalores

A possuem parte real positiva, fazendo com que 6rbitas do sistema linear (2.33) se afastem
do ponto singular. Uma o&rbita correspondente ao sistema nao-linear (2.31) também se
afastara do ponto singular do sistema nao linear (ja foi mencionado que, na vizinhanga do
ponto singular, o sistema nao linear pode ser aproximado pelo sistema linear a ele
associado).

Assim, a estabilidade do ponto singular do sistema nao-linear é determinada examinando os
autovalores da matriz Jacobiana avaliada neste ponto. Sdo aplicadas as seguintes
condicdes:

a Re(ﬂj)< 0 paratodo j=1,n: X éestavel
Q Re(/lj)> 0 paraaomenosum j=1,n: X éinstdvel

Q max[Re(/lj )]: 0 para j=1,n: X pode ser estdvel ou istdvel

No terceiro caso, ha pelo menos um autovalor com parte real nula, mas nenhum autovalor

com parte real positiva. Este é um caso critico para qual a estabilidade do ponto singular
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nao pode ser deduzida pela linearizagdo do sistema; os termos néo lineares de alta ordem

podem tornar o ponto estavel ou instavel.

O péndulo livre é governado pela eq.(2.31) com x={0,v} e f={.—2Bw,y - @} sen6} .

Os pontos singulares sao:

] krm
= , k=---,-10,1,---, (2.37)
v 0

e o Jacobiano do sistema é

A9 N
e} |06 ov|_ | O 1
JHV}}_ d, 9, {—chose —zﬁwj (2.38)
00 v

Nos pontos singulares, o Jacobiano torna-se

(e om

com os autovalores:
ha=(-BEB (1) o, (2.40)

Para o caso ndo amortecido (S =0), os autovalores ficam:

=*tiw, parak par
A, = A ’ _ (2.41)
A, =%®, parak impar
Para pontos singulares correspondendo a valores pares de k (6 = ---,—27r,0,27r,---), ambos

os autovalores sao imaginarios, que representa o0 caso critico descrito acima

(max[Re(/lj) = O). Observaando a Fig. 2.6, mostrada anteriormente, vé-se que estes pontos

singulares ndo sao estaveis nem instaveis: as 6Orbitas da vizinhanga permanecem proximas,
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mas nao sao atraidas nem repelidas para os pontos singulares correspondentes (ponto
onde o péndulo “aponta para baixo”). Pontos singulares para valores impares de k

(0:-~-,—7z,7£,37r,-~-) sao instaveis, bastando que um autovalor tenha parte real positiva
(A=+w,).
Para o amortecimento subcritico (0< 3 <1), pode-se escrever os autovalores

Jacobianos (2.38) na forma:

(—ﬁiwﬁ—ﬁ‘?jwo para k par
o= (2.42)

(— BEA1+ 52 on para k impar

Assim, pontos singulares para valores pares de k sdo estaveis, uma vez que ambos 0s
autovalores tém parte real negativa. Os pontos singulares para valores impares de k séo

instaveis, pois (1+/)’)y2 > f quando 0< f <1, implicando que um dos autovalores possui

parte real positiva, 0 que basta para estabilizar o sistema.

2.3.6 Comportamento de orbitas proximas a pontos singulares

A andlise de estabilidade descrita acima é baseada nos autovalores da matriz
Jacobiana. Estes autovalores revelam que os pontos singulares atraem ou repelem 6&rbitas
préximas (FERRARA, 1994). Para obter mais detalhes de como as érbitas s&o perturbadas
na vizinhanga de um ponto singular, é necessario considerar também o autovetor associado.
Os autovetores do sistema linearizado fornecem também uma informacao localizada sobre
as Orbitas do sistema nao-linear, pois na proximidade dos pontos singulares as 6rbitas do
sistema nao linear sdo aproximadas por aquelas do sistema linearizado. Salienta-se que
apenas o comportamento localizado (na vizinhanga dos pontos singulares) pode ser
estudado desta forma. Obter um quadro global das orbitas é tarefa mais complicada,
exigindo que os quadros localizados sejam considerados em conjunto.

Observando a eq.(2.35), verifica-se que o comportamento das solugdes linearizadas
depende dos autovalores A serem reais ou complexos, e se os autovalores sao distintos.
Autovalores reais tornam o0 movimento crescente ou decrescente exponencialmente com o

tempo; autovalores complexos introduzem componentes oscilatérios no movimento

(v, 0e R:A=7+io= e =e™(cos(mt)+isen(ot)).. Autovalores iguais implicam solugdes da

forma e=a e +a te™ +..+a_t™e™, onde mé a multiplicidade dos autovalores iguais.
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2.3.6.1 Autovalores da matriz Jacobiana para n=2
Com duas equagbes do movimento de primeira ordem, ha dois autovalores do
Jacobiano a serem examinados. Pode-se demonstrar que estes podem ser escritos em

termos do traco e do determinante do Jacobiano:
1 - -
ha = (pap =4). p=ir(7 (%)), g=det(s(9)) (2.43)

Dai, se p’> >4qos dois autovalores sdo reais e distintos; se p” =4q, tem-se duas raizes

reais e iguais e se p? < 4q tem-se raizes complexas conjugadas.

2.3.6.2 Transformacao de Similaridade

Para caracterizar o comportamento das Orbitas préximas aos pontos singulares é
necessario considerar o autovetor a da matriz Jacobiana, eq.(2.35). Deseja-se obter
somente a topologia das Orbitas, ou seja, seu aspecto qualitativo. Para facilitar a
interpretacdo dos resultados, sera feita primeiramente uma transformagéo de similaridade
do sistema linearizado dado pela eq. (2.33). Para tanto, introduz-se um novo vetor de estado
u, relacionado ao vetor de estado original € pela relagao:

€= Pu (2.44)

onde P é uma matriz constante, ndo singular. Esta transformacao linear preserva todas as
caracteristicas topoldgicas do sistema original. Assim, substituindo (2.44) em (2.33), obtém-

se um sistema topologicamente idéntico

u=JXu (2.45)
onde
J(X) =P 1YX)P (2.46)

as matrizes Je J sado chamadas matrizes de similaridade. Estas matrizes possuem
autovalores iguais, qualquer que seja a escolha feita da matriz de transformacao (nao-
singular) P. Assim, tem-se liberdade para escolher P, de forma a construir J da forma mais

simples possivel, preferencialmente uma matriz diagonal.
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2.3.6.3 Formas Canbdnicas de Jordan

A forma mais simples possivel da matriz de similaridade J é chamada forma
Canénica de Jordan. Para obter uma forma canénica de Jordan, escreve-se uma matriz de

transformacao P, utilizando os autovetores de (2.36), ou seja

P = [31 32] (247)

Devido a ortogonalidade dos autovetores, a matriz J serd préxima de uma matriz diagonal.

Isso pode ser observado notando-se que os autovetores de (2.36) satisfazem

J(X)a; = X
e (2.48)
J()?)ag = 1232

ou, escritas na forma matricial:

~ 0
ICRSEIORS L (2.49)
2
Dai tem-se:
J(X)=PU(X)P=[a, ap] "J(X)[a, a5]
(2.50)

A oHa o] )
[a; ax] ' [& 32]{0 A, 0 Al [a; ax ]+

Assim, para n=2, a forma de Jordan € uma matriz diagonal com elementos formados pelos
autovalores do sistema. Isto se aplica também quando os autovalores sao iguais, porém

com autovetores linearmente independentes (a matriz identidade tem esta propriedade),

desde que, como anteriormente, |[a, ay]|# 0.

Todavia, no caso dos autovalores serem iguais com autovetores linearmente

dependentes, tem-se que |[a1 a2]|=0 e J ndo é totalmente diagonalizavel. Neste caso,

pode-se escolher P de modo que J seja diagonal, ou seja
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10
P=a 11 o (2.51)

onde a, é o (Unico) autovetor de J, e J,, representa o elemento superior-direito de J. A

forma de Jordan, entao, é dada por

J(X)=PJ(X)P

-1
17 0 - 1 0 A4 0
{a,{‘/;é 1}31} J(X) {a{ﬁ} 1}a,} = { 0 Zj

para 4 =4, e [[a, a]=0.

(2.52)

2.3.6.4 Orbitas para as Formas Diagonais de Jordan

Devido a transformagéo de similaridade empregada, as 6rbitas das formas de Jordan
assemelham-se aquelas do sistema linearizado (2.33), que por sua vez se aproximam
daquelas do sistema nao linear original (2.31) na vizinhanga do ponto singular X. Assim, a
forma de Jordan fornece informagéo sobre o fluxo das 6rbitas na proximidade dos pontos

singulares para um sistema néo linear complexo.

A forma diagonal de Jordan (2.49) se aplica quando |[a1 a2]| #0. O sistema (2.45) é

escrito como:

{u, = A (2.53)

Up = Aplp

cuja solucao é dada por:

At
{Um‘)— Ujp€ (2.54)

Up(t)=uype’

qgue pode ser escrita, eliminando a variavel independente t, como:

,1%
_ Uy A
Up =Upg| ——

)

(2.55)

onde u,, =u,(0)e u,, =u,(0) definem as condicdes iniciais.
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S&o mostrados a seguir, para cada caso, os autovalores (A,,A,), a forma de Jordan
(J(¥)) e orbitas préximas, no plano de fase (u=0 para u=J(X)u).
Para o caso em que 4; # 4,, e se esses autovalores A,, sao reais com sinais iguais e

ambos forem negativos, fica caracterizado um nd estavel. As orbitas (u,(¢),u,(t)) s@o

descritas como na Fig. 2.8

Autovalores 2

Reais ’

com:

(18]
A # 4, A
}\’ 0 No, se:
&) = 1 =>4 >0
?\,2 N6 Estavel para:
= 4,4 <0

Figura 2.8: N6 Estavel: autovalores reais e distintos com 44, >0

Na Fig. 2.9, é mostrado um ponto de sela que, assim como o nd, ocorre para

autovalores distintos, mas, nesse caso, quando 44, <0. Um ponto de sela é sempre

instavel.
Autovalores u
Reais
com: &
. A 0 Sela
9=19 = A4, <0
2 Sempre Estavel

Figura 2.9: Ponto de Sela: autovalores Reais e Distintos com 4,4, <0



29

Na Fig. 2.10, € mostrado o caso onde se tem autovalores iguais (A, =1, =1) €

autovetores linearmente Independentes (LI). Neste caso tem-se um né, que, por sua vez,
sera estavel se AL <0

Autovalores Reais
com:

A=4=41
e
Autovetores LI

u, # ku,
A 0 N6

J® 2 Estavel para 1<0

0

Figura 2.10: N6 Estavel: para A <0 (autovalores reais e iguais e autovetores distintos)

A seguir, na Figura 2.11, tem-se novamente um n6é com autovalores iguais. Porém, os
autovetores sdo agora linearmente dependentes (LD).

Autovalores Reais uz
com: \\ .
A=A =2 N

e
Autovetores LD U
T
J(X) = N6

0 A Estavel para 1<0

Figura 2.11: N6 Estavel: para A <0 (autovalores iguais com autovetores LD)

A seguir tem-se uma situacdo em que os dois autovalores sdo complexos conjugados, ou
seja, A, =A, =A. Quando a parte real dos autovalores é nula (Re(A)=0), trata-se de um

centro marginalmente estavel, como mostrado na Fig. (2.12)
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Autovalores
Complexos

conjugados I%
Ay =1, = 4
Lo @W Re(u)
. A 1

Jj® = o Centro, se (Re( 1)=0)
0 l Marginalmente Estavel

Figura 2.12: Centro Marginalmente estavel - Autovalores complexos conjugados

Por outro lado, quando se tém autovalores complexos com a parte real destes autovalores
sendo diferente de zero, as érbitas assumem a forma de uma espiral em torno do ponto
singular, sendo este denominado de Foco. Para Re(A)<0, as érbitas se aproximam do

ponto singular e o foco é estavel.

Autovalores Complexos Im(u;,
Conjugados

Ay =1, =2

=)
'_J/ Re(uy)

0

A 1

J®) = . Foco, se Re(4) #0
0 A Estavel para Re(4) <0

Figura 2.13: Foco estavel para Re(4) <0 - Autovalores complexos conjugados

2.3.7 Orbitas para as Formas Nao-Diagonais de Jordan

As formas de Jordan nao diagonais (eq.(2.53)) se aplicam quando ‘[a1 a, ]‘ =0, ou

seja, quando os autovalores de J(X)sao reais e iguais e os autovetores sdo linearmente

dependentes. O sistema (2.45) pode ser escrito como:

U1 = AU‘] + U2, UQ = AUZ (256)
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cuja solucao é dada por:
uy(t)=(urg + ugt)e™,  up(t)=uyye™ (2.57)

ou, eliminando a variavel t, resulta:

Uz |

Uy 1
us(t)=| —=+—In
(0= Lt

20

Juz (2.58)

Observa-se, da eq.(2.53), que duas meias-6rbitas (u,(t)=0,t# 0) coincidem com o eixo u;

, enquanto ndo héa érbitas ao longo do eixo u,. O ponto singular é um nd, sendo estavel para
A<0.

2.3.8 Topologia Orbital para o Caso do Péndulo
Retorna-se aos pontos singulares (6,v)=(kz,0) do péndulo livre de excitagdo

externa. No caso ndo amortecido, de acordo com a eq. (2.41), os dois autovalores séo
imagindarios puros para valores pares de k, e reais e distintos com sinais diferentes para
valores impares de k. Entdo, de acordo com a Fig. (2.10), os pontos singulares
correspondentes para k-par sdo Centros, enquanto aqueles relacionados a k-impar séo
Selas. Esta andlise é suficiente para esquematizar as oOrbitas no plano de fase, conforme
mostradas na Fig 2.6. Primeiramente, constroem-se as Orbitas proximas aos centros e selas.
Depois, observando que as Orbitas devem ser suaves e nao se interceptam, pode-se
conectar as selas estaveis e instaveis dentro de Orbitas heteroclinicas, e, finalmente,
constroem-se as Orbitas externas (fora das curvas heteroclinicas).

No caso amortecido, de acordo com a eq. (2.42), os autovalores sao complexos com
partes reais negativas para valores pares de k, e reais e distintos com sinais diferentes para
valores impares de k. De acordo com o observado no estudo acima, os pontos singulares
correspondentes a valores pares de k sao Focos estaveis, e os correspondentes a valores
impares de k sdo Selas. Assim, pode-se esbocar as 6rbitas do plano de fase da Fig. 2.7 a
partir destes resultados.
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2.4 Vibracoes Forcadas

Descrevem-se aqui alguns dos comportamentos ndo lineares, ndo encontrados
nos sistemas lineares (TSE, 1978). Examina-se a resposta periddica devida as excitacoes

harmonicas.

2.4.1. O Fenémeno do Salto (Jump Phenomenon)
Considere o sistema descrito pela equacao de Duffing:

mX + cx + k(x+ ax® )= Fcos(at) (2.59)

onde k(x+afx3) € a forca de mola nao linear. Considere uma mola “dura” (hardening), onde

o € positivo, para ilustrar o fenébmeno do salto. Utilizando o método do balango harménico
(THOMSEM, 2003) e considerando somente as componentes fundamentais, a solugéo de
regime permanente (steady-state) € dada por:

x=Acos(wt—8) (2.60)

E conveniente associar o angulo de fase 6 com a excitagdo. A equacdo do movimento é

dada por:

mx+cx+k(x+ax®)=Fcos(wt+6) (2.61)
ou

X+ 2%+ wf x + hx® = F,cos(ot )+ F,sen(wt) (2.62)

onde F, e F,tém unidade de forga por unidade de massa, e hx’é o termo nao linear.

A resposta se escreve como:

x = Acos(wt) (2.63)

Estudam-se a seguir dois casos: primeiro as vibragdes dos sistemas ndo amortecidos

e, posteriormente, os sistemas amortecidos.
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2.4.2 Sistemas sem amortecimento

Se um sistema de um grau de liberdade ndo tem amortecimento, sua resposta em
regime permanente esta em fase, ou defasada de 180° em relacéo a excitacao. O angulo de
fase pode ser observado pela mudanca do sinal de A na eq.(2.63). Dai, a segunda forga,

Fssenwt , pode ser desprezada. A equagdo do movimento se torna simplesmente:

X+ wix+ hx® = F, cos(at) (2.64)

Substituindo a eq.(2.63) na eq.(2.64), obtém-se apds simplificagdes
- 2A+a)§A+§hA3 =F, (2.65)

Os valores de A versus w da equacdo podem ser obtidos para valores dados a w,,h e F;.

Para resolver a eq. (2.65) graficamente, seja:
3

=" hA®
Y175 (2.66)

Yo = (0 — a5 )A+F,
onde wy,h e F,sao considerados conhecidos.

Na Fig. (2.14) abaixo, a curva de y, é obtida para um valor dado de h. Constréi-se a curva
de y, para um valor atribuido a @, resultando uma reta. A intersegéo das curvas y; e y,

corresponde ao valor de A para tal valor de @
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WO=0Q
0

A

<@,

-10 L

Figura 2.14 : Solugéo grafica da Eq. 4.8

E possivel notar que:
e O valor de A pode ser positivo ou negativo, correspondendo ao angulo de fase de 0
ou 180° da resposta de regime permanente em relagéo a excitagao.

¢ Pode-se ter apenas um ou trés valores de A. As curvas de y, para =0 e o=,
e, também, para > @, e w < w,sao mostradas na propria Fig. 2.14.
Na Fig. (2.15), sdo mostrados os valores de w x|A|. Esta figura descreve o sistema

caracterizado pela eq.(2.64) e a curva de resposta é obtida em regime permanente para os
valores dados abaixo

=1, h=1,, F.=1, (2.67)
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Amplitude A

Frequéncia: m (rad/s)

Figura 2.15: Oscilagbes Harménicas: Mola que enrijece

Ao se comparar este comportamento com a resposta harménica do sistema linear,
nota-se que a resposta ndo-linear inclina-se para altas freqiéncias, no caso da mola que
enrijece (hardening). Fisicamente, enquanto o valor da freqliéncia cresce para a

ressonancia, |A| também cresce e, deste modo, faz também crescer a rigidez da mola. O

resultado é que o valor da freqiiéncia de ressonancia do sistema é aumentado. O grafico de

|A|><a) € uma curva de onde resultam varios valores para |A| 0 que esta relacionado ao
fendbmeno do salto.

Caso o comportamento da mola nao linear seja o oposto do anterior (mola que

abranda — softening), o resultado é mostrado na Fig. 2.16, onde se tem o grafico de |4|x®

para os seguintes valores dos parametros: w, =1, h= —yg, F. = yg
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Figura 2.16: Oscilagdes Harménicas: Mola que abranda - softening

2.4.3. Sistema Amortecido

Sistemas com amortecimento poOdem ser analisados pelo método do balanco
harménico (MEIROVITCH, 1978). Substituindo a eq.(2.63) na eq.(2.62), desprezando o

terceiro harmonico e somando os coeficientes dos termos em seno e cosseno, obtém-se:

cosawt: —wA+ w§A+§hA3 =F,
(2.68)
senwt : —2pwA=F;
Os valores de A e F podem ser relacionados atravées das duas eq. (2.68). Assim,
3 2
[(wg - a?)A +zhA3} +(2B0AF = F? (2.69)

onde F?=FZ?+FZ?. A equagdo pode ser resolvida de forma a se obter |A|xa), dados os
parametros w,,h, 3 e F . Se o amortecimento & pequeno, a curva de resposta se
assemelha bastante aquela do sistema livre. Um gréfico tipico de |A|xco para um sistema

com pouco amortecimento é mostrado na Fig. 2.17
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Figura 2.17: Fendbmeno do Salto: Sistema amortecido com Mola Dura

Para descrever o fenbmeno do salto, pode-se acompanhar |A| na Fig. 2.17 ao longo

da curva, através dos trechos denominados como 1 — 2 — 3, & medida que a frequéncia

aumenta. No ponto 3, um aumento infinitesimal na freqiéncia fara com que |A| salte para o

ponto 5, ou seja, existe uma mudanca em degrau nos valores da magnitude e da fase de A.
Por outro lado, diminuindo o valor da freqiiéncia, a resposta acompanha a curva ao longo
dos trechos 6 — 5 —4 — 2 — 1, com um salto ocorrendo no ponto 4. A resposta entre os
pontos 3 e 4 é instavel.

O fendmeno do salto ocorre quando dA/dA=e ou dw’/dA=0 (TSE, 1978).

Diferenciando a eq.(2.69) para obter dw’/dA=0 e para A#0, a condicdo encontrada é

expressa pela eq. (2.70):

(65 =P JA+ S0 | (0~ )+ A% |+ (2p0F =0 (2.70)

Esta equacgéo é obtida graficamente, conforme representada pela curva também mostrada
na Fig. 2.17. Salienta-se que o fenébmeno do salto pode ndo ocorrer se o sistema for
fortemente amortecido. Sua ocorréncia tem a ver com a resposta de regime permanente
com excitagdo de amplitude constante e frequéncia variavel. Semelhantemente, o salto
poderia também ocorrer no caso da excitacdo ser de amplitude variavel com frequéncia

constante.






CAPITULO llI

INTRODUCAO AOS ABSORVEDORES DINAMICOS DE VIBRAGCOES
3.1 — Introducao

Os sistemas mecéanicos (maquinas e estruturas complexas em geral), quando sujeitos a
forcas externas variaveis com o tempo e/ou a um conjunto de condigdes iniciais, respondem
com alguma forma de movimento, geralmente oscilatério, em torno de uma configuracéao de
equilibrio. Este movimento é chamado “vibracdo”, que € resultante de um processo
continuado de transformagéao entre energias cinética e potencial (de deformacao) do sistema
em questdo (DIMARAGONAS, 1996).

O amortecimento em uma dada estrutura é todo e qualquer mecanismo de
dissipacao de energia dos sistemas mecanicos, destacando-se o atrito seco (de Coulomb) e
a resisténcia a meios fluidos viscosos. No caso de haver amortecimento, a energia
mecanica do sistema nao é conservada, mas diminui continuamente com o tempo.

E preciso lembrar que o amortecimento estd sempre presente nos sistemas
mecanicos. O que ocorre com freqiéncia é que, sendo o amortecimento pequeno, pode ser
desprezado.

Da-se o nome de vibragbes livres aos movimentos que surgem quando o sistema
mecanico € retirado de sua condicdo de repouso por um conjunto de condi¢des iniciais
(deslocamentos ou velocidades aplicadas ao sistema), livre de forgas externas. O tipo de
vibragdo causada por movimentos que resultam da aplicagéo de forgas externas ao sistema
mecanico é denominado vibragdo forgcada. Tais forcas externas podem exibir quaisquer
naturezas: harmdnicas, periddicas, transitérias ou aleatérias. Existem formas de se atenuar
vibracdes indesejadas em uma dada estrutura, sendo que uma das mais eficazes € através
dos chamados Absorvedores Dinamicos de Vibragao (STEFFEN; RADE, 2001).

O absorvedor dindmico de vibragcao classico consiste numa massa acoplada com
uma mola e um amortecedor, adicionando ao sistema ao qual esta conectado um novo grau
de liberdade. Este sistema é entdo sintonizado para vibrar com amplitudes mais elevadas,
absorvendo, assim, parte da energia vibratéria do sistema.
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3.2. Estudo de um Absorvedor Dinamico de Vibracao Nao Amortecido — Caso
Linear

A Fig.3.1 descreve um sistema de dois graus de liberdade (MARQUES, 2000). Este
sistema vibratério € composto por molas com caracteristicas lineares e nao possui
amortecimento. Deseja-se, a partir do subsistema formado por (m;, k), atenuar os niveis de
vibragdo da massa principal, esta representada na figura por m;. A este subsistema
composto pela massa m, e pela mola k;, da-se o nome de Absorvedor Dindmico de

mz ’ B Estrutura
? Secundaria
ks % (A.D.V.)
my
F() ] i X1 Estrutura
ki % primaria

Vibracao (A.D.V.) ndo amortecido.

Figura 3.1 — Sistema Vibratério de 2g.d.l. ndo amortecido

A massa principal é excitada por uma for¢ca harménica de amplitude F, e frequiéncia de

excitacdo dada por Q.
F(t)=Fe™ (3.1)

Para que o absorvedor seja efetivo € necessario que seus parametros caracteristicos,
m; e ko, sejam tais que Q =./k,/m, . As equagdes do movimento deste sistema podem ser

escritas como nas equagées (3.2) e (3.3) dadas abaixo
mljél(t)-i_(kl +k2)x1(t)_k2x2(t): F(t) (3.2)
mzjéz(t)+kz[xz(t)_x1(t)]:0 (3.3)

As equacdes (3.4) e (3.5) caracterizam as respostas em regime permanente para o
problema dado
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x, =X, e (3.4)

x, = X,e (3.5)
Substituindo as equagdes (3.4) e (3.5) nas equagdes (3.2) e (3.3), tem-se

(- mQ +k, +k,)X, —k, X, = F, (3.6)

kX, +mQ2 k)X, =0 (3.7)

Ap6s manipulagdes algébricas, € possivel obter as expressdes para as amplitudes de
vibracdo da massa principal e do absorvedor

- - (3.9)

onde w, = \/k,/m, € o, =./k,/m, Sao, respectivamente, a freqiéncia natural da massa

principal e da massa secundaria, ambas consideradas isoladamente.

Se o numerador da eq.(3.8) € igual a zero, entdo a amplitude da resposta do sistema
primario anula-se. Ou seja, a freqiéncia de excitagdo Q coincide com a freqiiéncia natural
do absorvedor. Diz-se que nesta configuragdo o absorvedor esta sintonizado.

A Fig.3.2 mostra a funcao de resposta em frequéncia para o sistema primario dada

pela eq.(3.8).
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Fungdn Resposta em Frequéncia da massa principal com e sermn ADY

| — — FRF sem o ADY
I — FRF com o ADY
|
|

Figura 3.2 — Funcao de Resposta em freqiiéncia para a massa principal

Outro fato a ser observado € que o sistema acoplado possui agora duas freqUéncias
naturais, que sao obtidas calculando-se as raizes do denominador (polinémio caracteristico)
das equacdes (3.8) e (3.9), resultando:

QLZ:%{1+f2(1+,u)i\/[1+f2(1+,u)]2—4f2} (3.10)

onde f=w,/w, e pu=m,/m, . Observa-se ainda que estes valores de frequéncias

naturais sao diferentes dos valores das freqiiéncias naturais do sistema primario (@,) e do

absorvedor (@), considerados isoladamente.

Assim, o absorvedor deve ser projetado de tal maneira que sua freqtiéncia natural
coincida com a freqUéncia natural do sistema, como mostra a eq.(3.11)

o =0 (3.11)

Consequientemente, para Q = w,, onde anteriormente havia uma unica freqtiéncia natural do
sistema isolado, com a introducédo do absorvedor sintonizado para esta freqiiéncia ocorre
uma anti-ressonancia do sistema primario, isto €, aparece um ponto ao longo do espectro de
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freqliéncia onde a amplitude de vibragao do sistema primario se anula.
A partir das equacgdes (3.8) e (3.9), escreve-se X; e X,, em termos de parametros

adimensionais

u$ (1-9°) (3.12)

= (3.13)
Foki'  (1-9®)(1-g® +p) —p

sendo

g=0/w, e u=my/m,

A freqiéncia de excitagdo (Q) sera igual a freqiéncia natural do sistema primario se o
numerador da eq.(3.12) for igual a zero, Assim, a amplitude da resposta sera nula. A
eq.(3.12) é ilustrada através da Fig.3.3, de onde se observa que a freqiiéncia natural do
sistema primario é substituida por uma anti-ressonancia, surgindo duas novas freqiéncias
de ressonancia. Estas freqiiéncias sao calculadas ao se igualar a zero o denominador das
equacoes (3.12) e (3.13). Tem-se entdo que obter as raizes de uma equacao quadratica em
g, sendo que tais raizes sao as frequéncias naturais do sistema acoplado, estas dadas pela
eq.(3.14):

2\ /2
g=\/1+%i(ﬂ+%J (3.14)

Os valores das raizes fazem com que as amplitudes da massa principal e do absorvedor se

tornem infinitamente grandes, na auséncia de amortecimento.
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Fungéo Resposta em Frequéncia da massa principal com e sem o ADY

— — Sern o ADY [

2| i

Corn o ADW

7
|l'
N '
|
|
|

I

|

| |

18+ P
|

|

|X1/(Fo/ k1)|

Figura 3.3 — Funcao de Resposta em Freqliéncia para a massa principal

O projeto 6timo do absorvedor dado consiste na busca de pardmetros que permitam seu

funcionamento efetivo, ou seja, busca-se encontrar parametros 6timos para o absorvedor de

tal forma que sua freqiéncia seja igual a freqiiéncia de excitagdo externa da massa

principal.

3.3. Estudo de um Absorvedor Dinamico de Vibracao Amortecido — Caso Linear
Apresenta-se na Fig.3.4 o esquema de um ADV com amortecimento viscoso (DEN

HARTOG,1985) acoplado ao sistema primario ndao amortecido (my, k¢). As equagdes do

movimento no dominio do tempo escrevem-se:

M4 (1) + KXy (1) +Ka [Xq (1) - X ()] + o [%4 (1) - X2 ()] = Foe™ (3.15)

MoX (1) + ko [Xo (1) - X4 ()] + Co[X2 (1) - %4 ()] =0 (3.16)
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Absorvedor

my Massa Principal
F(t) X1

K1

Figura 3.4 — Sistema Vibratério de 2 g.d.l. Amortecido

S&o mostradas abaixo as equagdes do movimento em regime permanente:
-mQ2X, + kX + Ko (X - Xo) +jQCo (X4 - Xp) =Fy (3.17)
-moQ2X, + ko (Xp - Xq) +jQC, (X, - X4) =0 (3.18)
A partir dai obtém-se as amplitudes da massa principal, dadas pela eq.(3.19)

X —F (k, -m,Q%)+jQc, (3.19)
UM, Q2 4k, )(-m,Q2 +k,)-m,Q%k, ]+ jQc,(-m,Q2 +k, -m,Q?)

onde X; é complexo. A eg. (3.19) acima sera rescrita como:
X1 =Fo(A4+]By) (3.20)
sendo j = J-1 o imaginario puro e A; e By sdo fungbes reais. Introduzindo notacéo

adimensional, sejam:

% @n = (ki/my)” f = oa/on,

uw= mg/m1; 0y = (kg/mg)
g = Q/O\)n, CC = 2m20)n, n = C/Cc, Xest = Fo/k1 (3.21)

Substituindo os parametros adimensionais dados pela eq.(3.21) na eq.(3.19), obtém-se:
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X (2ngl? +(o® —1?f (3.22)

Xest | (@ngP(g? - 1+ng®f +|ur?g? - (o2 - 1h? - 12f

Mostra-se na Fig.3.5 a funcédo de resposta em frequéncia da massa principal obtida

para u = 0.1 e f =1, considerando diferentes valores do fator de amortecimento 1.

FRF da massa principal para varios valores de amortecimento

........ T]:D :: i EI
—n=0.20 A
10F | — 1=0.40 : 1
T]=4E| '
8 -
3
ﬁ L
X
4 -
0 1 \"I:
05 1 15

Figura 3.5 — Frequéncias relativas a massa m,, para diferentes valores do fator de

amortecimento

Observando a Figura 3.5, mostrada acima, conclui-se que, para nm = 0, tem-se
novamente o caso sem amortecimento (correspondente ao da Figura 3.3, mostrada na

secao anterior) e se 7 tende ao infinito tem-se que as duas massas resultam ligadas,

formando assim um sistema de um Unico grau de liberdade, cuja massa total é a soma da
massa principal com a do absorvedor. Neste caso, a amplitude do deslocamento sera
infinitamente grande para a Unica ressonancia do sistema de 1 g.d.l. resultante.

Para valores de n intermediarios, tem-se a resposta de um sistema de dois graus de
liberdade amortecido. Observa-se que todas as curvas se interceptam nos chamados pontos
invariantes pelos quais a curva de resposta necessariamente passa, independentemente do
fator de amortecimento, estes pontos estao destacados na figura por A e B.

E possivel que se obtenha um ADV com os parametros otimizados que conduzam a
menores amplitudes da funcdo resposta em freqiéncia (FRF), explorando a existéncia
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destes pontos invariantes. Neste caso, o conjunto 6timo é aquele que leva aos dois pontos
invariantes posicionados a uma mesma altura, com a curva de resposta que possui
inclinagdo nula em ambos os pontos.

O projeto étimo deste tipo de absorvedor tem como objetivo encontrar valores de f e
de 7 que minimizem a maxima amplitude da fungdo de resposta em freqiéncia. Sobre o
estudo da atenuacgao de vibragdes de sistemas de varios graus de liberdade usando ADVs
acoplados a estrutura, pode-se encontrar informacdes detalhadas em (RADE
STEFFEN,2000)






CAPITULO IV

ABSORVEDORES DINAMICOS DE VIBRAGAO NAO LINEARES

Neste capitulo, pretende-se estudar os absorvedores dindmicos de vibracao nao-lineares,
visando determinar a contribuicdo das nao linearidades no sentido de melhorar a eficiéncia
da atenuacdo das vibracdes. Busca-se aqui mostrar varias formas de resolucdo das
equacoes do movimento deste tipo de absorvedor. Primeiramente, serd mostrado como
encontrar a resposta em freqtiéncia de um absorvedor dindmico de vibragdo nao-linear nao
amortecido, através das funcdes de Bessel. Em seguida, com o objetivo de diversificar as
estratégias de resolugdo, procura-se a resposta no tempo para o sistema, utilizando o
Método de Perturbacdo conhecido como Método da Expansao “straightforward”. Finalmente,
mostra-se um absorvedor dindmico de vibragdo nao-linear amortecido para o qual se busca
resolver suas equagdes do movimento, utilizando outra técnica de perturbagéo, conhecida
como Método da Média.

4.1 Estudo de um Absorvedor Dinamico de Vibracao Nao Linear Nao Amortecido,

Utilizando Funcoes de Bessel.

E apresentado a seguir um sistema vibratério de dois graus de liberdade (PIPES,
1953), que consiste de uma massa principal ligada por uma mola linear a um ponto fixo
estacionario e uma massa secundaria, conectada ao sistema primario através de uma mola
com caracteristicas nao-lineares (PAl; SCHULZ 1998). As oscilagdes sado impostas ao
sistema principal através de uma excitacdo harménica F(t). Obtém-se as expressdes para

as amplitudes de vibragdo das duas massas em funcado da freqiiéncia de excitacao ditada

pela forca F(t). O modelo do sistema é mostrado na Fig.4.1.
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Mola com
caracteristicas
ndo-lineares

Figura 4.1- Sistema de 2 g.d.l. ndo-linear

Para reduzir as amplitudes das vibracdes forgadas impostas a massa principal, pode-se
escolher adequadamente a constante de rigidez do sistema de forma a afasta-lo da
condicao de ressonancia, ou ainda realizar o balanceamento da forca perturbadora que atua
neste sistema. Quando por alguma razdo nao se pode aplicar nenhum destes
procedimentos, as vibragdes indesejadas podem entdo ser reduzidas através do acréscimo
de um Absorvedor Dindmico de Vibracdo. No caso linear (classico) esta atenuacédo de
vibracdo é conseguida pela sintonizagdo do absorvedor na freqiiéncia da forga perturbadora
harménica (RADE; STEFFEN JR., 1999), conforme visto anteriormente. Se esta freqiéncia
varia durante a operagao normal do sistema, o absorvedor pode se tornar inoperante ou até
mesmo piorar o desempenho do conjunto, caso este atinja uma das duas condi¢cbes de
ressonancia do sistema de dois graus de liberdade resultante da associa¢do entre o sistema
principal e o absorvedor (CUNHA JR, 1999). Assim, procura-se dotar o absorvedor dindmico
classico de maior flexibilidade, tornando-o eficiente ao longo de uma faixa de freqiiéncia

ampliada, pela introdugdo de uma mola com caracteristicas ndo-lineares.
4.1.1 Caracteristicas da Mola Nao-Linear
Tem-se, portanto, uma mola com caracteristicas nao lineares que liga o absorvedor a

estrutura primaria, como visto na Fig. 4.1. A mola € do tipo hardening spring que tem a
relacédo forca — deformacéo dada pela eq. (4.1) a seguir:

F(x):%senh(ax) (4.1)

onde



K, : Constante inicial da mola ngo-linear
a : Fator de nao-linearidade

sendo

X:X1_X2
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(4.2)

O fator de nao-linearidade ndo podera ser exatamente nulo, mas verifica-se que, quando

este tende para zero, tem-se, no limite, que a mola linear é reencontrada, conforme mostra a

eq.(4.3):

lim F(x)=k, SEMAEX) _
a—0

(4.3)

A Fig. 4.2 ilustra o ponto acima comentado, ou seja, ao tender o fator de n&o linearidade

para zero, a mola ndo linear passa a ter um comportamento linear. Isso significa que os

parametros 6timos da mola n&o-linear para valores muito pequenos de a (pequena nao-

linearidade) serdo iguais ou muito préximos daqueles do absorvedor dinamico de vibracao

linear.

Forga em Fungao do Deslocamento da hMola

50

o

Forga [M]

80

=100 - &

— a=1

a=20
a=30
a=50

50 40 30 20 10

Deslocamento x - [rmm]

Figura 4.2 - Forga de mola n&o-linear

4.1.2 Equacionamento do Problema

Admite-se que a forga aplicada a massa principal é dada por:

F(t)=F,sen(wt)
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Considerando x; > x, e aplicando a segunda lei de Newton, a equacdo diferencial do
movimento para a massa principal (my) do sistema dindmico mostrado na Fig. 4.1 é dada

por:

ZFZ m1)'?1
Pysen(wt)— F(x)— kix; = myX, (4.5)
myX; + kix; + F(x) = P,sen(wt)

e, semelhantemente, para a massa secundaria (m, ):

D F=myk,
F(x)=my¥s (4.6)
MyX, —F(x)=0

que descreve o movimento da massa do absorvedor.
Para que a massa principal permanega “parada”, ou seja, sem deslocamento nem

aceleracao, faz-se:

X, =X =0 (4.7)
assim, a eq.(4.5) torna-se

F(x) = P,sen(wt) (4.8)

e a eq.(4.2) sera dada por

X ==X, (4.9)
Inserindo agora o valor da for¢a encontrado na eq.(4.8) na eq.(4.6), tem-se:
m,X, — P,sen(wt) =0
ou (4.10)
m, X, = P,sen(wt)

Admitindo agora que a mola tenha caracteristica restauradora, isto é, a forga é igual em

médulo, mas com sentido contrario quando alongada ou comprimida, ou seja:

F(x)=F(—x) (4.11)
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e considerando que a resposta no absorvedor seja da forma

X,(t) = X,
%,(1) = i X,e™ (4.12)
X, (1) = —a)ZXZe""t
obtém-se:
F(x) =-m,w® X, (4.13)

e ainda, pela eq.(4.11), tem-se

F(x,) = F(-x,) = —-m,&’(—x,) = P,sen(wt) @14
F(x) = m&’x, = P,sen(wt) '

Conclui-se, portanto, que a forga da mola do absorvedor, para anular as vibragdes do
sistema principal tem que obedecer a eq.(4.15) abaixo:

F(x)=k,x
onde (4.15)
k, = &’m,

Isto mostra que o absorvedor dindmico deve ter uma mola linear para fazer parar
totalmente a vibracdo da massa principal, e mais, que a constante da mola deve ser fixada
em funcdo da freqliéncia de excitagcdo, uma vez escolhida a massa do absorvedor. Isso
demonstra que um absorvedor deste tipo s6 é efetivo em uma determinada freqiéncia da
forca harménica de excitagao. Assim, este estudo dedica-se a situagdo em que a mola nao-
linear contribui no sentido de atenuar consideravelmente (sem anular completamente) as
vibragdes (pois foi provado que, para anular completamente a vibragédo da massa principal,
as caracteristicas da mola tém que ser lineares). Porém, tal atenuacdo deve ocorrer numa
faixa de freqiiéncia mais compativel do ponto de vista da aplicagdo, sem introduzir nenhum

elemento ativo no sistema.
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4.1.3 Desenvolvimento da Forga Nao-Linear da Mola em Termos das Fungbes de Bessel

Seja a forga da mola ndo-linear dada como na eq.(4.16):
F(x)=%’senh(Bsen(a)t)) (4.16)

sendo que B=aX.

Para desenvolver a expressao acima, serao utilizadas as funcoes de Bessel.
Pode-se ainda escrever

g(t)= %s enh(Bsen(wt)) (4.17)
como sendo

i li2niry (B)sen|(2n+ 1)t | (4.18)

n=0

onde /, denota o termo da expansao de Bessel de ordem n.
Assim, a funcdo que descreve a forca da mola nao-linear em funcdo da deformacao,
pode ser escrita como:

F(x) =22 S (1,0 (Bysen](2n + Dot] (4.19)

a n=0
Desenvolvendo a série, tem-se:

F(x)= 2—:2[/1 (B)sen(wt) - I,(B)sen(3wt) + I;(B)sen(5mt)...| (4.20)

4.1.4 Equagdes do Movimento

Serd apresentada a equacao diferencial geral do movimento do sistema ndo-linear em
termos dos deslocamentos da massa principal e da massa do absorvedor, bem como sua
solucdo em termos das funcdes de Bessel.
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Da eq. (4.2) pode-se escrever:

X=X X, (4.21)

Ao derivar a eq. (4.21) duas vezes em relagao ao tempo tem-se:

X = X+ %, (4.22)

Inserindo agora as equacdes (4.8), (4.21) e.(4.22) nas eqs.(4.5) e (4.6) e fazendo algumas
manipulacdes algébricas, chega-se a:

senh[a(x, — x,)]

a
senhla(x, — x,)]
a

mX, + K x, + K,

= P sen(wt)
(4.23)

m,X, —k, =0

Serd utilizado o método de Duffing para visualizar os fenébmenos mais importantes deste
sistema (ver Anexo A). Neste sentido, uma primeira aproximagao para a solugdo pode ser
dada por:

x = Xsen(wt) = X = - Xw*sen(wt)
e (4.24)
X, =(X+ X,)sen(wt) = X, =—( X+ X,) &’sen(wt)

pode-se entdo reescrever as eq.(4.23) como sendo:

senh[aXsen(wt)]

-m,(X + X,)@’sen(wt) + k,( X + X,)sen(wt) + k, a = P,sen(wt)
(4.25)
—m, X,w’sen(wt) - k, senh[a);sen(a)t)] =0

ou
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-m,(X + X,)w’sen(wt) + k,( X + X,)sen(wt) +£F(x) = P sen(wt)
a (4.26)

—m, X,w*sen(wt) - % F(x)=0

Substituindo F(x) nas equagdes acima por sua expansao segundo as fungdes de Bessel e
coletando os temos em sen(wt), chega-se a:

(k —aPm)(X + X,)+2hB) _ p
o (B a (4.27)
_a)2m2X2_ 2a1( ):0

A expansao da fungao de Bessel dada anteriormente em série de poténcias é escrita como:

o

)= 2 G (k)

(4.28)

onde I' é a fungdo gama, definida por:
I(n)= j: t"etat (4.29)
Assim, para n=1 tem-se:

B2 (82 (B2
I, I I,

5
1,(B)= o (4.30)

Desenvolvendo I' chega-se a:

5
In(B):§+§+i+... (4.31)
2 16 384

Logo, as eq.(4.27) podem ser rescritas como:
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3 5
(k1—co2m1)(X+X2)+2—k2 B,B.B . |-p
a2 16 384

0
s g (4.32)
—w2m2X2—2—k2(E+—+ B +...j=0
a

2 16 384

Ap6s manipulagdes algébricas nas equagdes acima e somando uma a outra, obtém-se:

192 8

{kz [ (m, + m2)—k1}}85 +{k2 [ @ (m, + m2)—k1]}83 N
(4.33)
+{k,[ @ (m + m,) -k ]+ (k - @’ m,)(0*m, )} B- &’ m,aP, =0

Ao fazer variar a freqUéncia da forga de excitagdo @, sdo determinadas as amplitudes de
vibracao, através da conhecida Funcao de Resposta em Freqiéncia (FRF) do movimento
relativo entre a massa principal e o absorvedor.

4.1.5 Calculo da Fungéo de Resposta em Freqiiéncia da Massa Principal e do Absorvedor

Retomando novamente a primeira aproximag¢ao do método de Duffing,
X = Xsen(wt) (4.34)
obtém-se:

x, = X,sen(wt) = X, = — X,w’sen(wt)
. (4.35)
x, = X,sen(wt) = X, =— X,w’sen(wt)

Voltando a equacdo (4.23) e substituindo nela as duas expressbes da eq.(4.35),

utilizando novamente a expansao de Bessel, obtém-se as expressdes para as amplitudes
X, e X,, ou seja, as amplitudes das massas principal e secundaria do sistema de dois

graus de liberdade nao linear, respectivamente.
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X = Poa_2k2I1(B)
' a(k, - ao’m,)
(4.36)
-2k, 1 (B
x, = ~2keh(B)
m,aw
4.2. Resposta de um absorvedor dinamico de vibracao utilizando de Métodos de
Perturbacao

Métodos de perturbacdo (NAYFEH, 1981) sdo técnicas utilizadas para se encontrar a
solugdo de uma equagao, ou sistema de equagdes diferenciais nao lineares. O método da
expansao “straightforward”, o balango harménico e o método da média séo trés técnicas de
perturbacdo bastante utilizadas. Neste trabalho sera utilizado o método da expanséo
“straightforward” e, posteriormente, sera empregado o método da média a fim de resolver os

sistemas nao-lineares considerados.

4.2.1 Método de resolugdo no dominio do tempo utilizando o Método de Perturbagao
conhecido como Método da Expanséao “straightforward’.

Os métodos de perturbacdo, trabalham com a aplicacdo de pequenas perturbacoes
nos termos nao lineares para obtencao das solu¢gées (HAGEDORN,1988). Com o objetivo
de desenvolver ferramentas para trabalhar com sistemas nao lineares, procurou-se resolver
a equacao dada em (4.23) utilizando uma das técnicas de perturbacdo que sera

posteriormente comparada com a solu¢cdo numérica do sistema.

Assim, para encontrar a solucdo das equacgdes do movimento dadas pelas Eq.
(4.23), faz-se a expansao do termo nao linear em serie de Taylor, obtendo assim:

3
mX; + Ky X; + kz{(x, - xz)+%a2} = P, sin(wt)

(X = xp)° 2} —0

(4.37)
MyXp — k{(x, — X,)+ e

Fazendo uma expanséo polinomial das variaveis x; e x, em fun¢do do termo nao linear g,

até o terceiro termo, tem-se:
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2
Xy = Xqp + Xy1@+ Xq08™ +...
1 10 11 12 (438)

Substituindo os valores das expansdes de x; e x, nas equagdes do movimento (4.37) e
fazendo algumas manipulacées algébricas, obtém-se trés sistemas de equacdes diferenciais

lineares dados pelas eq. (4.39), (4.40), (4.41):

MyXqg + Kix1g + Ko(X19 — Xop) = Ppsen(at)

) (4.39)
M0 — Ko(X10 = Xz9) = 0
comascondi¢desiniciais :
{Xm(o): 0} R {X20(0)= 0}
X10(0)=A X20(0)=B
MyXyy + KyXyq + Ko(Xg7 = X07) =0
MyXp1 — Ko(X17 = X0)=0 (4.40)
Comascondig¢besiniciais
{XH(O): 0} o {X21(0)= 0}
x;1(0)=10 X21(0)=0
. k
My X1 + Ky Xqo + kz(X12 - X22)+ —2(X10 - X20)3 = Pysen(wt)
6 (4.41)

.. K
MyXop = Ko(Xgo — x22)—?2(x,0 ~xg)° =0
Comascondicbesiniciais
{X12(0)= 0} o {Xzz(o) = 0}
X12(0)=0]  [x22(0)=0

Resolvendo estes sistemas separadamente a partir de técnicas de resolucdo analiticas e
substituindo as solugbes em (4.38), obtém-se a resposta no tempo do sistema dindmico

proposto. Os movimentos de x; € X, SA0 expressos por:
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~ 2
X1=Fp 0)( 12(2+a) ng 7] sin(wt )+
— kiko + Ky’ my + 0P komy + P kom, — 0*mm,
B 2
+[ 5 ( 28’2k2 @ 872m2) y Jsin(wt)+
k1k2 + k1w m2 + @ k2m1 + @ k2m2 -—Q m1m2 (442)
_ an2
R — 29okp = 907 Spmm ——sin(3at)
90 k,m, — 9k,°my, — kik, — 90’ kom, + 81w* mym,
kK .
=l-pP 2 '
" ( O _ ko + kP my + @komy + wPkomy — a)“m,szsm(w )+
t
v ( Pkom, — ky@Pmy — Kk — @Pkomy + w“m,szsm(w )* (4.43)

. —28,k, + 90°S,m; — k; S,
90’ kom, — 9k’ m, — kiko — 9P kom, + 81* mym,

sin(3wt)

S ="2(A-B e 5,=22(4-5)

_ Pol- ko + &?my)
onde — kiky + ky@Pmy, + 0P komy + @Pkom, — w*mm,
_ - Pywk,

— kiko + kj@P my + 0P komy + &P komy, — 0* mym,

4.3 Absorvedor Dinamico de Vibracao Amortecido, montado sobre molas com

caracteristicas Nao Lineares

O sistema a ser examinado é modelado como um sistema de 2gdl, cujo modelo é

X2
N

K, , k' \_‘_1 C2
P

m1 |

mostrado na Fig.4.3

Absorvedor

Fi (t) Estrutura primaria

K , k1n/

Figura 4.3 — Sistema de 2 g.d.l. — modelo do absorvedor dinamico de vibragéo nao linear
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Neste sistema, a coordenada X, representa o deslocamento da massa principal
(massa m;) com relagdo a base, a coordenada X, representa o deslocamento da massa
secundaria (absorvedor — massa m,) com relagdo a massa principal. A massa principal esta
sujeita a uma forgca harménica do tipo

Fi(t)= pcos(wt) (4.44)

No sistema em questdo, os amortecimentos sdo considerados lineares enquanto que ambas
as molas possuem caracteristicas ndo lineares, com forgas restauradoras dadas por:

ri(x;)= kix; + k' x7, i=1,2. (4.45)

Os deslocamentos sdo normalizados segundo o comprimento do vetor X, ou seja

yi==t (4.46)

O tempo sera normalizado por

7=t (4.47)

A partir dai, introduzem os seguintes parametros (BORGES, 2007):

2 _ ki o; Ci my 2

wr=—"t, w=—", (= , 0 =2 w, u=—>=, =,

ni m; = i 2\/m j diw;, u m, 7 j

(4.48)
nl 2 '

g.zki Xc p:—wz P:—p ﬂzﬂ .Q=—a)
] 27 ’ 2 ’ ] .
m.@ o my@p;~ Xg Uil @n1

Utilizando-se da segunda lei de Newton e fazendo algumas manipulagdes matematicas,

escrevem-se as equagdes do movimento do sistema na forma matricial, como sendo:

My +Cy+Ky=f (4.49)
sendo que M é a matriz de massa, C a matriz de amortecimento e K a matriz de rigidez,
dadas respectivamente por



62

0
M:{”“ “} c{81 0} K:{”‘ } (4.50)
T 0 ud, 0 un,
onde
_ 3
y{ﬂ e f:{PCOST 531}’7} (4.51)
Yo —HEY >

4.3.1. Resposta em Regime Permanente

Existe alguns métodos de perturbacdo utilizados para a resolucdo de equagdes
diferenciais ndo lineares, cujo principio basico consiste em transformar as variaveis
dependentes do sistema. Esses métodos sao normalmente classificados como métodos de
média (averaging methods), (THOMSEM, 2003) e incluem técnicas como: método de Krylov-
Bogoliubov, método de Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky, método da média generalizada,
dentre outros. Sera empregado na busca da solugcao da equagdo do movimento dada acima,
o método de Krylov-Bogoliubov, que €& bastante usado na resolugdo de equacgodes
diferenciais néo lineares.
Esse método sera utilizado fazendo com que a freqiéncia se aproxime de Q =1. Estas
solugdes podem ser descritas na forma

y(t)=u(t)cost+ v(t)sent (4.50)

onde a dependéncia do tempo com respeito a u=(u, u,)’ e v=(v,v,)" & considerada
“pequena”, ou seja 0s U e v sdo de alta ordem.

Ao realizar a transformacao de variaveis, uma equacgao adicional e independente
serd necessaria para garantir a unicidade da transformacao. Para esta equacgao adicional é
comum a pratica de usar a condicdo que estabelece a velocidade como tendo forma

funcional similar a do caso linear.
y(z) = —u(r)sent + v(7)cos 7 (4.51)

Essa transformacao de varidveis dada pela eq.(4.50) e pela eq.(4.51) é denominada de
transformacéao de Van der Pol (HAGEDORN, 1988)

Derivando a eq.(4.50) em relag&o a 7, tem-se:
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y(r) = —u(r)cosz — u(r)sent + v(r)sent + v(r)cos (4.52)
Ao substituir a eq.(4.51) na eq.(4.52) tem-se
u(t)cost + v(t)sent =0 (4.53)

Derivando a eq.(4.51) obtém-se

y(z) = —u(r)sent — u(r)cost + v(r)cost + v(zr)sent (4.54)

Ao substituir y, y, y das equagoes (4.50), (4.52), (4.53) na equagao do movimento dada pela

eq.(4.49), obtém-se a seguinte expressao
(MV —Mu + Cv + Ku)cos 7 — (Mu — Mv + Cu + Kv)sent = f(u, v, 7) (4.55)

Em seguida, multiplica-se a eq.(4.53) por Mcost e a eq.(4.55) por —sent e, a partir dai,
somam-se estas duas equacoes. A equacao resultante € entéo integrada sobre um periodo

(0 a 2x), assumindo que u e v sdo essencialmente constantes sobre este periodo de

tempo. Apdés manipulagcdes matematicas, tem-se:

1 1

Mu =—(K—M)v——( (4.56)
2 u

01Uy — €4v4
2

(52U2 - 92V2)

Da mesma forma, ao multiplicar a eq.(4.53) e a eq.(4.55) respectivamente por

Msenz e cos7, e, em seguida, integrar a equagédo resultante ao longo do periodo de

0 a 2x,tem-se:

_eu, —P
M\'I:l(M—K)lJ—l(57V7 et j (4.57)
2 2\ u(Sov, - esuy)

sendo e; dado por

g =25 Vi) i=1,2. (4.58)
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As equacbes (4.56) e (4.57) representam um sistema de equagdes diferenciais ordinario,
autdbnomo, de primeira ordem com quatro variaveis. A solugdo do sistema avaliado pelo
Método da Média, dada pelas equagcdes mencionadas acima, corresponde a movimentos de
periodo 2n do sistema original representado pela eq.(4.49). Para vibragdo periddica em

regime permanente tem-se a condigao:
u=v=_0 (4.59)

Aplicando a eq.(4.59) nas equagdes (4.56) e (4.57), tem-se um sistema algébrico, nao linear,

com quatro equagdes nas quatro variaveis u,,u,,V,,V,, COMo segue:

381(U12 + v‘,?)u,
4

352(“5 * Vg)”z} -0
4

(1+,U—a)12)U1+,UU2—2;1601V1— +ﬂa)%2:0

uuy + (/‘ - /1,02(0,2 )Uz —#(252,0(0',2% +
(4.60)

(a)‘f - 7—/1)V1 — Vo = 280Uy + 5 (u‘,?: v‘,?)v, =0

352(“5 +V§)‘/2J —0
4

— MVt (/‘,02(0',2 —,U)Vz —,u[.?{zpa)fug -

4.3.2 Obtencao de Resultados
O sistema dado pela eq.(4.60) é agora resolvido numericamente. Entdo sdo obtidos

os valores de u,,u,,Vv,,v, €, com isso, s&o encontradas as amplitudes de vibracdo da massa

principal e do absorvedor, dadas por r, e r, nas equacoes (4.61) e (4.62), respectivamente:
r, =AU + V2 (4.61)
r, =\ Us +Vv3 (4.62)

Com a finalidade de observar graficamente e validar os resultados obtidos anteriormente,
serdo mostrados alguns estudos de casos envolvendo diferentes situagdes de interesse,
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particularmente aquelas que envolvem parametros que inserem ndo linearidades ao

sistema.

4.4 Aplicacoes Numéricas

Visando inicialmente mostrar a influéncia da néo linearidade na resposta do sistema, séo
mostrados a seguir varios casos onde se tem a comparagao entre o caso totalmente linear e
0 caso em que se utilizou da teoria ndo-linear, fazendo-se variagdes do termo néo linear do
sistema. Este procedimento de comparagédo de solugbes foi realizado para os dois casos
estudados, ou seja, sem e com amortecimento.

4.4.1 Resposta em Freqiéncia do ADV ndo amortecido — Equagbes do Movimento
resolvidas através das Funcgbes de Bessel

Considera-se aqui o sistema dado na Secao 4.1, onde se tem o0 caso ndo amortecido de 2
graus de liberdade e a resposta em frequéncia foi encontrada através das funcdes de
Bessel. Os valores dos parametros utilizados para obtencao das respostas que seguem sao
dados na Tab. (4.1):

Tabela 4.1: Valores dos parametros utilizados para obtencdo da resposta do ADV nao

amortecido

Parametros  u(m,/m;) ki ko

Valores 0,2 1000 250

Nas Figuras (4.4) e (4.5) sédo mostradas as FRFs do sistema apresentado na Fig. 4.1, para a
massa principal e para o absorvedor, para os casos linear e ndo-linear, usando, porém, um
coeficiente de ndo-linearidade pequeno (a = 0,01). Evidentemente, espera-se aqui um

comportamento bastante semelhante ao caso linear.
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1D T T T T T T T T
}(1 linear

* }(1 nao-linear

(a)

X, 17k P,

.4
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 10 20 30 40 50 &0 70 a0 90 100

w (radfs)

Figura 4.4 - Casos linear e ndo-linear (a =0.01) — (Amplitude da massa principal)

T T
N }{2 linear
. ){2 nao-linear

(b}

107k I 1 1 1

1
0 10 20 30 40 50 B0 70 80 90 100
o (radfis)

Figura 4.5 - Casos linear e ndo-linear (a =0.01) — (Amplitude da massa do absorvedor).

A seguir, nas Figuras (4.6) e (4.7), sdo mostradas as FRFs para a massa principal e
para o absorvedor, respectivamente, com a formulacdo da mola nao-linear, porém para o
caso de um coeficiente de ndo-linearidade relativamente mais elevado (a = 20) do que o
adotado anteriormente.



67

i
T T
X1 linear
. }J{1 nao-linear

1D 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 B0 70 80 a0 100
w (rad/s)

Figura 4.6 - Casos linear e nao-linear (a = 20) (Amplitude da massa principal)

g
T T
..... Kz linear
. }{2 nao-linear

PRy

4 1
] 1a 20 30 40 50 B0 70 80 90 100
w [rad/s)

Figura 4.7 - Casos linear e nao-linear (a = 20) (Amplitude da massa do absorvedor)

4.4.2 Resposta no tempo do ADV ndo amortecido — Equagdo do Movimento resolvida via
Técnicas de Perturbacao — Método da expansao “straightforward”
Sao mostrados a seguir os resultados obtidos pelas equacdes (4.42) e (4.43). Para

validacdo dos resultados obtidos utilizando o método da expansédo “straightforward”, o
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sistema foi também resolvido numericamente utilizando o método numérico de Runge-Kutta

de quarta ordem, cujos resultados se encontram também abaixo:

— Método de Perturbacio
— - — -Runge-Kutta

Deslocamento %1 [m]

_25 'r 1 1 1 1 1
0 04 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Tempo (=)

Figura 4.8: Deslocamento de X; — validagdo da solucao analitica via Método de Perturbacao

0.01

— Método de Perturbacio
| — - — -Runge-Kutta

0.003

0.006

0.004

0.002

o

-0.002

Deslocamento %2 [m)

-0.004

-0.008

-0.005

_DD"] 1 I" 1 1 1
0 04 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Tempo (=)

Figura 4.9: Deslocamento de X, — validagdo da solucao analitica via Método de Perturbacao

Observando as figuras acima, pode-se afirmar que o método de perturbagado utilizado
mostrou-se bastante eficiente na resolucdo das equacdes do movimento, ou seja, este é
uma ferramenta plenamente viavel para o tratamento de sistemas n&o lineares,
principalmente para o caso onde se tem n&o linearidade cubica ou do tipo senh na rigidez ou

no amortecimento.
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4.4.3. Resposta em Freqiiéncia do ADV amortecido — Equagbes do Movimento resolvidas
através de Técnicas de Perturbagdo — Método da Média

Considera-se agora o sistema ilustrado pela Fig.(4.3) que se refere a equacao do
movimento (4.49), que por sua vez teve sua solucao calculada através do método da média,
levando ao resultado expresso pela eq.(4.60). Novamente, de inicio se pretende verificar a
influéncia da néo linearidade na resposta dindmica do sistema.

Apresenta-se a Fig. 4.10, construida para diferentes valores do coeficiente de néo

linearidade da mola que liga a massa primdria na massa secundaria (82):

— linear-epsilan,=l
4.5k — N-Leepsilon,=0.0001 |7

al M-L-epsilon,=0.001
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o 35F 7
=
ek}
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=
2 25
=
n 2
=
=
=15
T

1

0.5
a

Frequencia - 1

Figura 4.10 — Efeito de &, na solugédo do sistema (com & =0)

Nos casos que seguem, o absorvedor € montado sobre molas do tipo “mola que
enrijece” (hardening spring). Mostra-se na Fig.4.11 o diagrama de resposta em freqiiéncia
em regime permanente da amplitude da massa principal em funcdo da frequéncia
normalizada €, considerando nesse caso que a mola que liga a massa principal ao

absorvedor (k,) tem caracteristica ndo linear. Esta figura € construida inicialmente
considerando a mola (k;) como tendo comportamento linear. Ja o absorvedor, este é
montado sobre uma mola com caracteristica nao linear (82 * 0), e os demais parametros
sdo dados por €, =0; €, =0,01; B=01, {,={, =001, p=0,05; p=1 . Nesta mesma figura,
€ mostrado o caso em que ambas as molas tém caracteristicas lineares (caso linear
classico, & =¢, =0), porém mantidos os valores dos demais parametros utilizados no caso

nao linear.
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Diagrama de Resposta da Massa Principal
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Figura 4.11 - Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g,=0;¢e,=001 B=01;, {, =, =001, u=005 p=1.

Uma instabilidade (de =091 a Q=0,94) é gerada através de uma bifurcacao do tipo
sela-né. Pode ser observado que o uso do absorvedor com mola nao linear com
caracteristicas de rigidez elevada é vantajosa na escala de freqiéncia Q >1, a vista da
atenuacao obtida.

Na Fig.4.12 é mostrado novamente o diagrama de resposta do deslocamento da

massa principal, com 0os mesmos parametros utilizados na figura anterior, porém para

valores diferentes do coeficiente de n&o linearidade &,, a saber: primeiramente com
£, =0,01 (mesmo valor usado na figura anterior) e, posteriormente, com os valores

82 = 0,0015 e 82 = 0,02 .



Diagrama de Resposta da Massa Principal

Arnplitude de Deslocamento - 1

— linear

. Mao-linear,

nam-llnear2

. nau-linear3

Frequencia - 02

71

Figura 4.12 - Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para varios valores
deg, e =01, {;={,=001;, u=005, p=1.

Um tipo parecido de instabilidade ocorre quando se aumenta a amplitude da forga ou

se diminui a taxa de amortecimento do absorvedor, como mostrado da Fig.4.13 a seguir.

Diagrama de Resposta da Massa Principal
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Figura 4.13- Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal

Frequencia - 02

e, =0; €, =001, B=0,125; £, =0.01; {, =0.01;, u=0,05; p=1.

para

Na figura 4.12, mostrada acima, percebe-se que, ao aumentar o valor de &5,

aumentam-se as vantagens de se utilizar um absorvedor dindmico de vibragdo com
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caracteristicas nao lineares, visto que se tem reduzida a amplitude na regidao que

corresponde a Q>1. Todavia as nao linearidades aumentam para um nivel critico,
resultando conseqiéncias indesejaveis. Por exemplo, para o caso em que &, = 0,02, surge

uma nova solugao instavel na area da ressonancia (proximo de 2 =1).
Com relagdo a Fig. 4.13, tem-se o diagrama de resposta em freqiiéncia para a
massa principal para o caso em que S =0,125, sendo que os demais parametros sao 0s

mesmos dados anteriormente. Percebe-se nesta figura algo parecido ao que ocorreu na
figura anterior, ou seja, tem-se a vantagem da reducdo das amplitudes, mas surge um

namero maior de solugdes instaveis. O mesmo pode ser observado na Fig. 4.14 abaixo.

Diagrama de Resposta da Massa Principal
9 T T T T T
: ' + Linear
« nao linear ||

Amplitude de Deslocamento - r

Freguencia - £2

Figura 4.14: Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g,=0; ¢, =001 B=01; { =0.0%; {,=0; n=005; p=1.

O intervalo de freqliéncia possui regides instaveis, que aparecem onde o absorvedor
nao linear se mostra mais eficiente (melhores resultados). Deve ser observado que, ao se
mudar um ou mais parametros do sistema, pode-se obter uma atenuag¢do nos niveis de
vibracdo do mesmo, mas deve-se estar atento, pois aumenta a possibilidade de aparecer

um numero maior de solucdes instaveis. Isto pode ser visto na Fig. 4.15 abaixo.
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Diagrama de Resposta da Massa Principal
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Figura 4.15: Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g=0;€,=002; =0125; {;=0,01; {,=0;, u=0,05; p=1.

Para esta figura, tem-se na ressonéancia uma instabilidade muito maior, envolvendo a
faixa entre Q=1,038a Q=1,117.

Em muitos casos da andlise feita até aqui, as instabilidades encontradas podem ser
evitadas sem perder as vantagens obtidas pela presenca das n&o linearidades. Para isto
tem-se que trabalhar com os valores de outros parametros do sistema. Para exemplificar,
mostra-se abaixo a Fig.4.16, onde o sistema € resolvido com o mesmo coeficiente de nao-

linearidade dado na Fig.5.15, porém fazendo uma pequena alteracdo nos parametros
Hep
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Diagrama de Resposta da Massa Principal
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Figura 4.16- Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g=0; €,=002; p=0,125; {;=0,01; {,=0; u=01; p=171.

Sera agora examinado o caso onde o absorvedor é montado sobre molas do tipo
‘mola que abranda”, (softening spring). Na Fig.4.17, tem-se 0 mesmo caso daquele
mostrado na Fig.4.11, porém, ao invés de ¢, = 0,01, faz-se ¢, =—-0,01.

Diagrama de Resposta da Massa Principal
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Figura 4.17 - Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g=0; €,=-001; p=01; {;=001; {, =001, u=0,05; p=1.

Percebe-se ao analisar o caso apresentado na figura acima que, com relacdo ao

absorvedor linear, o absorvedor ndo linear com as caracteristicas apresentadas torna-se
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mais eficiente (do ponto de vista da atenuagcado das vibragdes) para as freqiéncias que
correspondema Q<1.

4.4.2.1. Absorvedor montado sobre mola com caracteristicas lineares
Estuda-se nesse momento o caso em que somente a massa principal é montada

sobre molas com caracteristicas nao lineares, ou seja, €, =0. Mostra-se a seguir, na
Fig.4.18(a), o diagrama de resposta em frequéncia para & =0,01 e, na Fig.4.18(b), este

mesmo diagrama, porém agora para &; =-0,01 .

Diagrama de Resposta da Massa Principal

Diagrama de Resposta da Massa Principal
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.

Amplitude de Deslocamento - r
Amplitude de Deslocamento - 1

Frequencia - € Frequencia - C1
Figura 4.18: Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal:
g,=0;, =01, {;=001; {,=0,01; u=0,05; p=1.

Comparando este caso com o da Fig. 4.13, vé-se que na situacao anterior os efeitos
nao lineares ndo sdo como 0s encontrados para o caso atual. Isto ocorre pelo fato que as
pequenas amplitudes de vibracdo a que a massa principal se submete relativamente a
amplitude do absorvedor, resultam em uma pequena deformagédo da mola nao linear. Como
conseqUéncia disto, a diferenca observada na resposta em torno de Q =1 entre o sistema
linear € 0 ndo linear é muito pequena. Esta mesma conclusao é também verdadeira no caso

em gue se aumenta o parametro de forga £ .

4.4.2.2 A Massa principal e o Absorvedor sdo montados sobre molas com caracteristicas
Né&o-lineares
Primeiramente, na Fig.4.19, admite-se que tanto a massa principal quanto o

absorvedor estejam montados sobre molas do tipo “mola que enrijece”, e com ambos 0s
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coeficientes de nado linearidade iguais a 0,01 (& =¢,=0,01), sendo que os demais

parametros sdo os mencionados na Fig. 4.17, vista anteriormente.

Diagrama de Resposta da Massa Principal
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Figura 4.19 - Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g =001; &,=001; p=01; {;=001; {,=0,01;, u=0,05; p=1.

Nesta figura, comparando com o caso linear, vé-se que os resultados obtidos para
Q >1 sado muito bons, pois os valores da amplitude diminuem de maneira significativa
quando Q >1. Por outro lado, se for utilizado o absorvedor com “mola que abranda”,
obtém-se melhores resultados para Q <1, como mostra a Fig. 4.20. Este diagrama de

resposta foi obtido para os coeficientes de ndo linearidades ¢, =0,01 e €, =-0,01.



7

Diagrama de Resposta da Massa Principal
T T T T T
' : ' : * Linear
; « nao linear

%)
i
I
H
H
.
H
H
.
H
H
.
1
:
\
H
H
H
H
H
H
H
H
H
1
'
\
H
.
H
H
.
H
H
.
H
1
:
1
H
.
H
H
H
|
»
H
1
.
\
H
H
H
\
1

— 28]
—_ 4] %) ] %)

Amplitude de Deslocamento - r

=
i

Freguencia - 2

Figura 4.20 - Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
g =001; &,=-0,01; f=0,1;, {;=001; {, =001, u=0,05; p=1.

Na Fig. 4.21, tem-se o diagrama de resposta da massa principal para os coeficientes de nao

linearidade &, =-0,01 e €, =0,01:
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Figura 4.21: Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
& =-001; €,=0,01;, f=01; =001, {, =001, ©u=0,05; p=1.
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Observa-se, na Fig. 4.21 acima, que para a massa principal montada sobre uma
mola do tipo “mola que abranda”, obtém-se resultados semelhantes aos ja obtidos em casos
anteriores quando a mola do absorvedor possui caracteristicas nao lineares.

Finalmente, na Fig.4.22, mostra-se o diagrama de resposta para & =-0,01 e

82 = _0,01 .
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Figura 4.22 - Diagrama de resposta do deslocamento da massa principal para
& =-0,01; &,=-0,01;, p=01; =001, {, =001, ©u=0,05; p=1.

As Figuras 4.19 e 4.22 fornecem um bom exemplo sobre outra dificuldade associada
ao uso de um absorvedor dindmico de vibragdo com caracteristicas nao lineares. Trata-se
da inclinagcao do primeiro (Fig.4.19) e segundo (Fig.4.22) picos de ressonancia em relagao
ao pico de solugao estavel com pequenas amplitudes. Isto resulta na coexisténcia de
solucdes estaveis com baixas e altas amplitudes, que a principio dependem das condi¢oes
iniciais. Este ultimo risco citado a pouco nao ocorre no sistema resolvido para as figuras
4.20 e 4.21, de onde se percebe que os picos de ressonancia inclinam-se para fora da area
de interesse. Se as nao linearidades forem aumentadas, podem resultar instabilidades
indesejadas.

No préximo capitulo serd feito um estudo sobre o projeto 6timo e robusto deste
absorvedor utilizando analise de sensibilidade por diferengas finitas.



CAPITULO V

OTIMIZACAO ROBUSTA E ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA O PROJETO OTIMO-
ROBUSTO DE ADVS NAO-LINEARES

O projeto 6timo de absorvedores dinamicos de vibracbes vem sendo objeto de
grande interesse nos varios ramos da engenharia, destacando-se os setores espacial,
aeronautico, automobilistico, e de construgéo civil. Na realidade, elaborar o projeto étimo
e/ou robusto de um sistema com ADVs tem sua importancia evidenciada a vista de aspectos
como confiabilidade, robustez e versatilidade de funcionamento, visando seu maximo
desempenho. Neste contexto, a otimizacdo constitui-se numa ferramenta fundamental,

passando a fazer parte integrante da modelagem matematico-computacional do problema.

Conforme anteriormente comentado, otimizacdo tem a ver com a determinacao da
melhor configuracao de projeto para um dado sistema, sem que seja necessario, entretanto,
testar todas as configuracbes possiveis. Além disso, com tal ferramenta, consegue-se
reestruturar o desempenho global de um projeto, atendendo satisfatoriamente a
especificacdes técnicas previamente estabelecidas.

5.1 Otimizacao — Conceitos Basicos

Em um problema de otimizagdo pode-se ter varias solugdes diferentes. Por isso, o conceito
de projeto "melhor”, depende do problema, do método de solucdo e da tolerancia adotada.
Com isso, pode-se dizer entdo que otimizacdo € o processo de ajuste de entradas ou
caracteristicas de um dado processo, visando encontrar 0 maximo ou minimo de uma
funcdo objetivo associada ao referido processo, que represente convenientemente seu
desempenho. Para a formulagdo de um problema de otimizacido sdo necessarios alguns
conceitos e definicbes que sao imprescindiveis para sua adequada compreensdo
(BORGES,2003), tais como:

Variavel de projeto ou de decisdao: Sao variaveis que tém seus valores modificados
durante o processo de otimizagao, podendo ser discretas ou continuas, dependendo do tipo
de problema. Exemplificando, tais variaveis podem representar as dimensdes de secdes
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transversais, propriedades fisicas ou mecénicas de um dado material, ganhos de um
controlador, posicdo de um atuador numa dada estrutura, torques aplicados em motores que
acionam um robd manipulador, dentre inUmeras outras possibilidades, conforme o tipo de

problema a ser resolvido.

Funcdo Objetivo: E a funcdo a ser otimizada: se esta fungdo representar apenas um
critério escalar a ser minimizado (ou maximizado), diz-se tratar-se de uma fungcao mono-
objetivo e, havendo mais de um critério a ser considerado, tem-se um vetor de funcdes
objetivo, ou seja, resulta um problema denominado como multi-objetivo. E também

conhecida como funcao custo ou de critério de desempenho.

Espaco de busca: E a regido onde estdo as possiveis solugdes do problema de otimizagao.
Quando se procura delimitar o espaco de solugdes utilizam-se as chamadas restricbes
laterais. E também chamado de espagco de projeto.

Restricoes: Sao fungbes (lineares ou nao lineares) que delimitam o espago de busca
através de igualdades ou desigualdades matematicas que caracterizam exigéncias para a
solugdo 6tima. Podem ser representativas de restricbes tecnoldgicas, geométricas ou até

mesmo de custos financeiros associados ao projeto.

Restricoes laterais: Conforme ja explicado acima, servem para delimitar as faixas de
valores que podem ser assumidos pelas variaveis de projeto, configurando o espaco de
busca.

Ponto étimo: E o ponto caracterizado pelo vetor X* que é o vetor étimo das varidveis de
projeto. Tal ponto satisfaz as restricdes, além de corresponder a um extremo da fungéo
obijetivo.

Valor Otimo: E o valor da fungéo objetivo no ponto 6timo.

Solucdo Otima: E o conjunto formado pelo ponto 6timo e pelo valor 6timo ([X* f(X*)]),

podendo ser local ou global.

Problemas de otimizacao com ou sem restricoes: a maioria das rotinas de otimizagéo
numérica opera melhor em problemas sem restricbes. Alguns algoritmos procuram

minimizar o custo a partir de um conjunto inicial de valores atribuidos as variaveis de projeto
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(configuracao inicial). Ocorre de a funcdo convergir facilmente para minimos locais, sendo
tal convergéncia muitas vezes prematura. Os métodos classicos de otimizagcdo quase
sempre sdo baseados em técnicas do calculo diferencial. Os métodos randdémicos trabalham
com probabilidades estatisticas para selecionar um conjunto de parametros que fornece o
maximo ou 0 minimo de uma dada fungao objetivo em um espaco de busca anteriormente
definido. Tanto os métodos classicos como os heuristicos servem-se de funcbes de
penalidade para tratar os problemas com restricdo. Neste sentido, escreve-se uma fungao
pseudo-objetivo que incorpora as restricdes. Dai, a funcdo pseudo-objetivo € minimizada
sem restricoes. Os algoritmos de otimizacao se apresentam de diferentes maneiras, sendo

abaixo listados alguns dentre os mais utilizados para o projeto étimo em engenharia:

Otimizacédo Classica: E caracterizada por um conjunto de métodos baseados na teoria do
célculo diferencial, sendo que a maioria se serve do calculo do gradiente para orientar o
processo iterativo e dependem de um ponto inicial para comecgar a busca. Partindo desta
solugao inicial, calculando as derivadas, € possivel determinar a direcdo de busca que
conduz a um novo candidato a solugao. Assim, por exemplo, o método do gradiente
conjugado é um método de otimizagdo de primeira ordem, ja 0 método de Newton utiliza
derivadas de segunda ordem, e por isso, é classificado como um método de segunda
ordem. Os métodos Quase-Newton ndo chegam a ser de segunda ordem, uma vez que
calculam a matriz de derivadas segundas (matriz hessiana) de maneira apenas aproximada
(VANDERPLAATS, 1998 ). A otimizagao classica nem sempre consegue encontrar 0 minimo
global. Com freqiiéncia 0 método converge para um 6timo local e ndao é capaz de prosseguir
na diregcdo do o6timo global. Diz-se que a convergéncia foi prematura. No entanto, a
otimizagao classica é comprovadamente eficiente em grande nimero de aplicacbes de
engenharia e equipa varios cédigos comerciais dedicados ao projeto (BUTKEWITSCH,
2002), com larga aplicagao na industria.

Recozimento Simulado: O algoritmo conhecido como Recozimento Simulado (simulated
annealing), assim como os algoritmos genéticos, sdo métodos de otimizacdo baseados em
processos naturais. Foi introduzido por Metropolis (1953), através de um método numérico
para representar o estado de um conjunto de atomos em equilibrio a uma dada temperatura.
Assim, este processo € baseado no recozimento dos metais utilizado na metalurgia. Quando
se alinham atomos em um metal, este fica fragil e sofre fratura facilmente. No processo de
annealing, o metal € aquecido a uma alta temperatura, forcando os atomos a vibrar

violentamente. Se fosse resfriado repentinamente, a microestrutura tenderia a um estado
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randdmico instavel. Ao invés disto, resfria-se lentamente. Com isso, os atomos tendem a

configurar padrdes relativamente estaveis para uma dada temperatura.

Busca Tabu: A Otimizagdo Combinatoria consiste em um conjunto de problemas que criam
as disciplinas centrais da ciéncia da computacao. Pesquisas nesta area apontam para o
desenvolvimento de técnicas eficientes para achar o minimo ou 0 maximo e estimar o valor
de uma funcao de muitas variaveis independentes. Esta funcdo geralmente é chamada de
fungdo custo. A funcao custo depende da configuracdo detalhada das varias partes do
sistema. O numero de variaveis envolvidas pode atingir dezenas de milhares. Neste sentido,
o algoritmo conhecido como busca tabu foi desenvolvido por Glover e Hansen, (1989/1990)
para resolver problemas de otimizagdo combinatéria. E um tipo de busca iterativa que se
caracteriza pelo uso de uma memoéria flexivel. Pode eliminar minimos locais e procurar
areas além deste, ou seja, tem a habilidade para achar o0 minimo global no espago de busca
multimodal. O processo através do qual a Busca Tabu supera o problema de 6timo local é
baseado em uma funcgéo de avaliagédo que escolhe a solugdo, sempre com melhor resultado
a cada iteracdo. A funcdo de avaliagdo seleciona o movimento que produz melhoria ou, ao
menos, uma perturbacao na fungédo objetivo. Uma lista tabu é empregada para armazenar
as caracteristicas de movimentos aceitos de forma que este conjunto de caracteristicas seja
usado para classificar certos movimentos como tabu (a ser evitado) nas proximas iteracoes.
Em outras palavras, a lista de tabu determina quais solu¢cées podem ser alcangadas por um
movimento a partir da solucao atual. Considerando que sa@o aceitos movimentos que nao
conduzem a melhorias em buscas tabu, é possivel voltar a solugées ja visitadas (GLOVER,
1990). Isto poderia causar um problema conhecido como ciclagem (cycling). A lista tabu é
usada para superar este problema. Uma estratégia chamada de estratégia de proibicao é
usada para controlar e atualizar a lista de tabu. A estratégia de proibigdo evita um caminho
previamente visitado e sdo exploradas regides novas do espaco de busca.

Algoritmos Genéticos: Os algoritmos genéticos (HOLLAND, 1975) constituem-se num
método versatil e robusto, bastante usado para se resolver problemas de otimizagdo. Este
algoritmo dispensa o uso do gradiente da fungdo objetivo para encontrar uma direcao de
busca, isto €, atua diretamente no espago de projeto em busca do 6étimo global e, por essa
razao, trata-se de um método direto ou método de ordem zero. Os algoritmos genéticos
combinam o natural com o artificial utilizando conceitos da selecao natural de Charles
Darwin (1859) para obter solugbes de problemas matematicos complicados, especialmente
os problemas de otimizagcdo, podendo ser enquadrados como inteligentes (PHAN;
KARABOGA, 2000). Pode-se entender que a variavel de projeto de um sistema genético
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artificial € analoga a um cromossomo de um sistema biolégico. Em um sistema natural, um
ou mais cromossomos sdao combinados para dar a prescricao genética necessaria para a
formagdo de um ou mais organismos (DAVIS, 1987). O projeto de um sistema genético
artificial possui uma variedade de alternativas para codificar parametros numéricos e nao
numéricos. No meio natural diz-se que 0s cromossomos sao compostos por genes, 0s quais
podem ser classificados através de valores numéricos. Na genética, a posicao de um gene é
identificada separadamente para cada funcado. Na genética artificial, diz-se que as variaveis
sdo compostas de caracteristicas, as quais sdo tomadas em diferentes valores (HAUPT,
HAUPT, 2004). Na secdo 5.2.1 sera feita uma breve apresentacdo sobre outros algoritmos
evolucionarios que sao variantes desta técnica, principalmente sobre o NSGA (Non
dominated Sorting Genetic Algorithm) que é o método utilizado neste trabalho.

Maiores detalhes sobre métodos de otimizagao e algoritmos podem ser encontrados
em Viana (2008).

Os algoritmos evolucionarios sao largamente utilizados para resolver problemas de
otimizacao multiobjetivo nos diferentes dominios da engenharia, onde o interesse é o de
reduzir custos e prazos de projeto, desenvolvimento e fabricacao. Com o objetivo de se
chegar a um projeto eficaz de sistemas dindmicos incorporando absorvedores dindmicos
nao lineares, a otimizacao robusta revela-se uma ferramenta apropriada, uma vez que
considera as incertezas associadas as variaveis de projeto e as fungdes custo. Antes de
passar ao problema multiobjetivo robusto, é importante definir o problema multiobjetivo
deterministico, que opera somente com os valores nominais das variaveis de projeto,

desconsiderando a incerteza.

Para quantificar a influéncia das variaveis de concepgé@o dos ADVs nédo-lineares
sobre o comportamento dindmico do sistema, é proposta uma metodologia numérica para
avaliagdo da sensibilidade das fung¢des de resposta em freqliéncia da estrutura contendo
ADVs, com relacao aos parametros fisicos e geométricos que caracterizam o desempenho
dos absorvedores.

5.2 Otimizacao multiobjetivo deterministica

Os problemas de otimizagdo, de uma maneira geral, sdo freqlientemente
multiobjetivos, sendo caracterizados pela presenca de diferentes fun¢des custo que sdo
muitas vezes conflituosas entre si. Além disso, dado que a solu¢ao nao € Unica, € de

fundamental importancia escolher uma estratégia de otimizagao multiobjetivo que seja capaz
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de propor, dentre varias, as melhores alternativas de projeto. Algumas técnicas

evoluciondrias sio citadas abaixo:

VEGA: Esta técnica € conhecida como tendo sido a primeira a ser implementada no que diz
respeito a algoritmos evolucionarios, para solugdao de problemas multiobjetivos. O VEGA
(Vector Evaluated Genetic Algorithms) (SCHAFFER, 1985) foi criado a partir da modificagdo
do software de dominio publico GENESIS pela inclusdo de um lago no procedimento de
selecdo original que faz com que este seja repetido para cada objetivo separadamente até
atingir-se um determinado numero pré-definido de individuos para cada objetivo, para
reproducao. Logo em seguida sorteiam-se randomicamente estes individuos para as etapas
de recombinacdo e mutacdo. Schaffer implementou este método em combinacdo com um
procedimento de selecao proporcional a aptidao dos individuos. Este algoritmo foi eficiente
para algumas geracdes, mas, em alguns casos, deixou de explorar alguns individuos ou
regides. A selegao independente dos individuos provoca a especializacdo da populacao, o
que resulta no fato de a populacdo inteira convergir na direcdo da regido das solugdes
6timas locais, ap6s um grande numero de geracdes. Esta caracteristica de especializacao
nao é interessante, ja que nao é vantajoso que uma solugcao apresente alta qualidade em
um objetivo se conseguida a partir de valores ruins ou inaceitaveis para algum (uns) outro(s)
objetivo(s). Por esta razdo, é de grande importancia destacar o compromisso entre os
objetivos. Tentou-se entdo minimizar os efeitos da especializacdo através do
desenvolvimento de dois procedimentos heuristicos de selecdo que foram denominados
como selecdao nao-dominada e selecao cruzada ou de companheiro. Na selecao heuristica
nao-dominada os individuos dominados sao penalizados pela subtracdo de uma pequena
penalidade fixa sobre o nimero esperado de copias durante a selecao. A penalidade total
sobre estes individuos é entdo dividida entre os ndo-dominados por uma adigdo ao numero
esperado de coépias na selecdo. Contudo, este algoritmo ndo funciona adequadamente
quando a populacao tem poucos individuos ndo-dominados, resultando num grande valor de
aptidao para os mesmos, tendo como consequiéncia uma alta pressao na selecéo. A selecao
heuristica cruzada promove o cruzamento de individuos especializados de diferentes
subgrupos. Este procedimento foi implementado pela selecao aleatéria de um individuo para
reproduzir com seu companheiro, isto €, o individuo que tem a méaxima distancia Euclidiana
em relacdo ao individuo anteriormente selecionado. Este procedimento também né&o
funciona satisfatoriamente por ndo prevenir a participacao de individuos piores na primeira
selecdo randémica e pela possibilidade de haver uma grande distancia Euclidiana entre um

individuo melhor e um individuo muito ruim.
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MOGA: Fonseca e Fleming (1993) utilizaram as sugestées de Goldberg (1989) de um modo
diferente, ou seja, o MOGA (Multi-objective Optimization Genetic Algorithm) se utiliza de um
procedimento de ordenamento ndao-dominado. Toda a populacédo € verificada e todos os
individuos nao-dominados recebem uma posi¢cdo ou ordem “um”. Qutros individuos sao
posicionados segundo a ndo dominancia deles em relagdo ao restante da populagao de
modo que, para cada individuo, o niumero de solugdes que o dominam estritamente &
primeiramente determinado na populacao, logo, a posicdo no ordenamento deste individuo
sera este numero mais “um”. Assim sendo, no final deste procedimento de ordenamento
poderdo existir muitos individuos compartiihando a mesma posicdo no ordenamento. A
rotina de selecdo usa este ordenamento para selecionar ou remover blocos de pontos até
escolher os individuos para reproducao. Esta atribuicdo de aptiddo implica uma grande
pressao de selecado, o que pode causar convergéncia prematura. Tal procedimento também
usa o método de formacao de nichos para distribuir a populagao através da regido 6tima de
Pareto, além de compartilhar os valores da fungdo. Este procedimento mantém a
diversidade nos valores da funcao de aptidao, porém ele pode nao manter a diversidade no
conjunto das variaveis, ou seja, 0o MOGA pode ndao conseguir encontrar as varias solugoes
em problemas onde diferentes pontos 6timos de Pareto correspondem aos mesmos valores
de aptidao.

nPGA: A Técnica conhecida por nPGA (Niched Pareto Genetic Algorithm) (HORN;
NAFPLIOTIS, 1993) é um algoritmo genético geracional com sobreposicdo, isto €, nem
todos os individuos sdo substituidos de uma geragao para outra. Um conjunto composto de
um numero especifico de individuos é escolhido randomicamente da populacdo no inicio de
cada processo de selecao. No préximo passo, dois individuos sdo retirados da populagcao
para a selecao de um “melhor”. Para esta sele¢cao, ambas as solu¢cdes sdo comparadas com
0s membros deste conjunto de comparacao para assim determinar a dominancia de acordo
com as fungdes objetivo. Caso um desses individuos seja ndo-dominado e o outro seja
dominado, entdo o ndo-dominado é selecionado, porém, se ambos forem ndo-dominados ou
dominados, é criado um contador de "nicho” para cada individuo na populagao inteira. O
contador é baseado no numero de solugdes na populacao a certa distancia do individuo. A
partir dai, a solugao que apresenta o menor contador de nicho € selecionada.

NSGA: O Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA)(SRINIVAS, 1994), como foi
mencionado anteriormente, é a técnica adotada neste capitulo para tratar do projeto 6timo
do absorvedor dindmico de vibragédo n&o linear. Este é mais um dos algoritmos baseados no
trabalho fundamental de Goldberg (1989). O algoritmo serve-se de um procedimento de
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selecdo por ordenamento para realcar as solugdes ndo-dominadas, juntamente com um
método voltado para a criagdo de nichos para manter a diversidade da populagcdo. A
diferenca desta implementacao em relacdo a um algoritmo genético simples esta apenas na
forma pela qual o operador de selecdo é empregado. Tanto o operador de recombinacao
quanto o operador de mutacao sao os usuais da técnica. Antes do procedimento de selecao
ser aplicado, a populacao é ordenada segundo o nivel de ndo-dominancia dos individuos, ou
seja, todas as solucdes ndao-dominadas da populacdo corrente recebem valores de aptidao
altos. Esta aptidao é a mesma para todos os individuos ndo-dominados, o que garante que
todos possuam um mesmo potencial reprodutivo. A diversidade é garantida pelo fato de as
solucdes nao-dominadas compartilharem seus valores de aptiddo segundo as distancias
Euclidianas entre as solucbes ndo dominadas. Finalmente, divide-se o valor da aptidao de
cada individuo pelo contador de nichos que é proporcional ao niumero de vizinhos. Este
procedimento proporciona a co-existéncia de multiplos pontos 6timos na populacédo. Agora,
o pior valor de aptidao compartilhada na solugcéao da primeira fronteira nao-dominada é entao
guardado para uso posterior. Depois que o compartilhamento € executado e que as aptidoes
sdao modificadas, os individuos nao-dominados sao ignorados temporariamente para
processar o restante dos membros da populacdo. O procedimento para determinar novas
solugdes ndao-dominadas € executado novamente, recebendo agora um valor de aptiddao um
pouco menor que o pior valor de aptiddo compartilhada no nivel anterior. Uma vez mais o
procedimento de compartilhamento € executado entre as solugbes nao-dominadas deste
nivel e as novas aptiddes sdo calculadas como descrito acima. Este processo é continuado
até que todos os membros da populagdo tenham um valor de aptiddo compartilhada, ou
seja, garante-se que todas as solucdes tenham participado do processo evolutivo. A
reproducado da populacao é efetuada utilizando-se a aptiddao compartilhada. Isso significa
que, como o primeiro nivel de solucbes ndo-dominadas possui as mais altas aptiddes, um
maior numero de cépias dos seus individuos sera realizado e levara o processo de busca

para a fronteira 6tima de Pareto.

5.2.1 Algoritmos Evolucionarios (AEs) — Implementacdo do NSGA

Como mencionado anteriormente, os algoritmos genéticos tentam maximizar uma
fungdo custo, gerando aleatoriamente uma populagao inicial de solu¢des potenciais, para
fazé-la evoluir através da aplicacdo dos chamados operadores genéticos. Como citado na
secao 5.1, existem inimeras variantes dos algoritmos evolucionarios para resolugdao de um
problema multiobjetivo, dentre eles, pode-se citar, por exemplo: 0 VEGA, o MOGA, nPGA; e
o método escolhido neste trabalho que é o Non dominated Sorting Genetic Algorithm, ou
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NSGA. E descrito a seguir, de maneira simples, o procedimento realizado para a
implementacéo desta técnica.

O NSGA é baseado no conceito de dominéncia de Pareto e as solugbes sao
classificadas usando um procedimento de ordenamento chamado “ranking”, onde os
individuos que nao sao dominados sao posicionados no Front (frente de Pareto) n°/, e em
seguida, eliminados da populagdo. O conjunto seguinte de individuos nao dominados é
identificado como n? 2, e assim por diante. Este procedimento é repetido até que todos os
individuos da populacado tenham um Front.

O objetivo da resolugdo de um problema com varios critérios ndo é somente
encontrar o conjunto de solugdes de Pareto, mas também as solugbes que sao
uniformemente distribuidas neste conjunto. Neste caso, é necessario introduzir a técnica de
formacao de nichos (niching). Os valores da fungdo de adaptacdo sdo assim distribuidos
pela fungcao de nicho (sharing) como segue:
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onde Xx; e x; s&o os individuos ; sh € a funcao de nicho ; o € uma constante fixada a priori
que define o intervalo de nicho ; d(x,-,xl-) é a distancia euclidiana entre dois individuos x; e

X
Apbs a definicao da funcao de adaptacao, utilizam-se as operagdes padrao de um
algoritmo genético, ou seja, as operagbes de selecdo, cruzamento e mutagcdo, como

ilustrado na Fig. 5.1.
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Figura 5.1 — Estratégia NSGA (figura adaptada de Lima (2007)).
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Varios autores demonstram que este método de otimizagdo multiobjetivo parece
menos eficaz em termos de tempo de calculo que os outros propostos nas referéncias, mas
a utilizagdo da técnica de sharing sobre o espaco de solugdes apresenta a vantagem de
manter uma grande diversidade na populagido, permitindo uma particdo mais eficaz das
solugbes colocadas na frente de Pareto. Além disso, o método NSGA é aplicavel a
problemas com um numero qualquer de objetivos (SRINIVAS; DEB, 1993).

5.2.2 Definicao do problema multiobjetivo e nog¢ao de domindncia.

A otimizagdo multiobjetivo busca otimizar simultaneamente varios componentes de
um vetor de fungdes custo. Contrariamente a otimizacdo com um Unico objetivo, a solucao
de um problema multiobjetivo (PMQO) ndo € Unica, mas é constituida de um conjunto de
solucdes, conhecidas como solucdes 6timas de Pareto (ESCHENAUER; KOSKI; OSYCZKA,
1990). Toda solucdo deste conjunto é 6tima desde que qualquer melhoria sobre um
componente do vetor somente seja considerada caso nao impligue degradacao de ao
menos algum outro componente do vetor. A primeira tarefa na resolu¢gao de um problema
multiobjetivo é a de obter o conjunto das solugdes 6timas de Pareto ou amostrar as solucoes
diversificadas deste conjunto. A determinagdo do conjunto de solucdes é apenas uma
primeira fase na resolucao pratica de um PMO que necessita, num segundo momento, da
escolha de uma solugao 6tima (a partir do conjunto de solugdes), de acordo com as
“preferéncias” do projetista. A escolha de uma solu¢do em relagdo as outras necessita do
conhecimento prévio do problema e dos inimeros fatores que influenciam o proprio

problema. Assim, uma solugao escolhida por um critério de decisdo pode nao ser aceitavel
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por outro. Faz-se entdo necessario ter varias alternativas na escolha de uma solugao de
Pareto.
Classicamente, um PMO é definido pela seguinte expressao (LIMA, 2007):

min F(x)=(f,(x), £, (x)..... £,(x))
g;(x)<0 j=1..m (5.2)
X, <x<x; xeC

onde n=>2 é o numero de funcbes objetivo, x = (x,, x2,...,xk) € o vetor que representa as

variaveis de projeto; C R* representa o conjunto realizavel (espaco de projeto) associado

as restricoes de igualdade ou desigualdade, g j(x), e aos limites explicitos (restricoes

laterais); F(x) € o vetor de critérios ou funcbes objetivo a serem otimizadas.

De acordo com o principio estabelecido por Vilfredo Pareto, num problema
multiobjetivo existe um equilibrio tal que nao se pode melhorar um critério sem deteriorar
pelo menos um dos outros critérios, conforme anteriormente comentado. Esta definicao para
as solugdes de Pareto decorre diretamente da nocdo de domindncia, significando que é
impossivel encontrar uma solugao que melhore os desempenhos sobre um critério sem que
isto provoque uma degradagcao dos desempenhos de um ou mais critérios, dentre os varios
existentes. As solugdes de Pareto sdo conhecidas sob 0 nome de solugdes admissiveis, nao
dominadas e inferiores (ZITZLER; THIELE, 1999).

A Figura 5.1 ilustra o conceito de dominancia, onde os pontos /, 3 e 5 ndo sdo
dominados pelos outros pontos. Por outro lado, o ponto 2 é dominando pelo ponto 3, e o

ponto 4 é dominado pelos pontos 3 e 5.

£l

»fl

Figura 5.2 — Nocao de dominancia (figura adaptada de Lima (2007)).
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5.1.2 Escolha de um método de otimizagdao multiobjetivo.

A principal dificuldade de um problema multiobjetivo ndo consiste necessariamente
em buscar a solugdo étima, mas o conjunto das solugdes satisfatorias, que devem, em
seguida, classificadas. Os métodos de resolugdo dos problemas multiobjetivo sao
considerados como métodos de auxilio a decisdo, porque a escolha final serd deixada a
critério do projetista. Neste contexto, existem duas abordagens distintas de um problema
multiobjetivo. A primeira adota o ponto de vista do utilizador, e consiste em transformar um
problema multiobjetivo num problema simples mono-objetivo onde as fungdes custo sao
ponderadas e a resolu¢ao do problema acompanha uma metodologia classica. Neste caso,
a solucéo é étima no contexto de uma funcdo mono-objetivo. O problema é que esta solucao
nao satisfaz necessariamente a todos os critérios multiobjetivo, e desconsidera o significado
fisico do problema de partida. Além disso, ela ndo cobre o conjunto das solugcdes quando o
dominio das funcbes custo é ndao convexo (DAS et al., 1997). A segunda abordagem
procura responder ao problema multiobjetivo, levando-se em conta o conjunto de critérios
estabelecidos, de acordo com o conceito de otimizagao de Pareto. Na primeira abordagem o
projetista intervém desde o comeco da definicdo do problema, exprimindo suas preferéncias,
a fim de transformar o problema multiobjetivo num problema mono-objetivo. Na segunda, a
escolha é feita a partir do conjunto das solugées propostas pelo otimizador.

Na maioria dos casos, o projetista ndo pode exprimir claramente as suas
preferéncias, seja porque lhe faltam experiéncia ou informagdes, seja porque as funcdes
objetivo sdo de naturezas diferentes. O inconveniente é que, quando o espago de projeto
nao é convexo, 0 método de ponderacao ignora parte do conjunto de solugdes de Pareto,
como ilustrado na Fig. 5.3 abaixo.

f, |
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- f |

Figura 5.3 — Espaco convexo (a) e ndao convexo (b).
(figura adaptada de (Das et al., 1997)).
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Existe certo nimero de técnicas que permitem encontrar o conjunto das solugoes
6timas de Pareto (DAST al., 1997), (STEUER, 1986). As principais vantagens destes
métodos sdo: a) as solugdes 6timas sao independentes das preferéncias do projetista; b) a
analise pode ser executada somente uma vez, pois 0 conjunto de Pareto nao sofrera
mudancas significativas desde que a descricdo do problema seja mantida. Uma dificuldade
normalmente encontrada é que, geralmente, o nimero de solugbes no primeiro Front de
Pareto é muito grande, implicando um problema suplementar para o projetista referente a
escolha final da solucdo a ser implementada. Contudo, existem métodos que podem
resolver este problema. Uma alternativa seria a de agrupar as solucées em familias que tém
propriedades estatisticas semelhantes (ROSENMANN; GERO, 1985 ),(MORSE, 1980).

5.3 — Otimizacao Multiobjetivo Robusta

A otimizagdo robusta tem as mesmas caracteristicas da otimizagdo deterministica
quanto ao tratamento dos dados, mas leva em conta as incertezas sobre as variaveis de
projeto e sobre as fungdes objetivo, assim como no tratamento das restricdes (LEE; PARK,
2001). Em engenharia, as incertezas sao inerentes aos defeitos de modelagem, as
variagbes das propriedades mecanicas dos materiais, tolerdncias dos processos de
fabricacdo e de montagem (espessuras de chapas, juntas, etc.), dentre outros. Numa fase
de desenvolvimento avangado do projeto, incertezas séo introduzidas para se considerar a
falta de informagdes sobre determinadas variaveis de projeto, com destaque para os
métodos de otimizacao estocasticos. No trabalho de Lima (2007) sao definidas as principais
origens das incertezas e a abordagem freglentemente empregada em dindmica de

estruturas para tratar sistemas dindmicos estocasticos.

5.3.1 Critério de Robustez para a Otimizagdo Multiobjetivo Robusta

Na otimizacdo de absorvedores dindmicos nao-lineares aplicados a sistemas
dindmicos, a consideragdo da robustez das solucdes é essencial para o projeto dos ADVs,
uma vez que uma solugao teoricamente étima pode revelar-se catastréfica na pratica, caso
0s erros associados ao processo de fabricacdo e/ou montagem dos absorvedores dinamicos
nao permitam obter os valores 6timos das variaveis de projeto com a precisdo desejada
(BORGES et al., 2005). Assim, mesmo um pequeno desvio em relacdo ao valor teorico
6timo de uma variavel podera traduzir-se num comportamento muito diferente daquele
previsto pela otimizagdo numérica (restricbes nao satisfeitas, por exemplo). Neste contexto,
uma solucao sub-étima estavel, no que diz respeito as tolerdncias de fabricagdo e/ou
montagem, sera muito mais interessante do ponto de vista do projeto de engenharia.
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A abordagem mais utilizada consiste primeiramente em tomar os limites sobre as
restricbes impostas, e depois verificar a posteriori se a solugdo encontrada pela otimizagéao
deterministica permanece estavel quando as diferentes variaveis descrevem os intervalos
de tolerancia considerados. Esta verificacdo pode ser feita através de métodos
probabilisticos, como a simulagdo de Monte Carlo (MC) (BIELAJEW, 2001), ou ainda pelo
método de Hiper-Cubo-Latino (HCL) (VIANA, 2007).

O método de Monte Carlo é um método estatistico utilizado em simulagdes
estocasticas com diversas aplicacées em diferentes areas do conhecimento, que vem sendo
utilizado com sucesso para obter aproximacdes numéricas de fungcdes complexas. O método
€ baseado na observagao de uma distribuicdo de probabilidades e no uso da amostra obtida
para aproximar a funcdo de interesse. O nome "Monte Carlo" surgiu durante o projeto
Manhattan na Segunda Guerra Mundial (HAMMERSELEY,1964). Durante o projeto de
construcao da bomba atémica, Ulam & Metropolis (1949) publicaram “The Monte Carlo
Method”, onde consideraram a possibilidade de utiliza-lo na simulagao direta de problemas
de natureza probabilistica relacionados com o coeficiente de difusdo do neutron em certos
materiais. Apesar de ter despertado a atencao desses cientistas naquela época, a légica do
método ja era conhecida ha bastante tempo.

Este método pode ser interpretado como sendo uma tentativa de representar a
natureza com a simulagcao direta da dindmica essencial do sistema em questdo. Neste
sentido o método de Monte Carlo é bastante simples na busca da solucdo de um
determinado problema.

Uma solucao é determinada pela avaliagao resultante de uma amostragem aleatéria.
Sao feitas pequenas iteragcdes em torno da configuracdo inicial de projeto, até obter
convergéncia, caracterizando a solucdo do problema. Visto que o processo de busca é
intensivo, exigindo a realizacdo de muitas iteracbdes, sua utilizacao efetiva depende de
computacdo digital com bom desempenho. O método é aplicado tanto em problemas
deterministicos quanto em problemas probabilisticos. Sua estrutura é muito simples e
flexivel, o que faz com que a Simulacdo de Monte Carlo possa ser aplicada em problemas
de qualquer nivel de complexidade. Entretanto, a maior inconveniéncia do método é o
elevado custo computacional, pois, conforme comentado acima, se necessita de um nimero
elevado de simulacdes para fazer reduzir o erro da estimativa da solugcdo procurada,
necessitando assim de computadores com capacidade de processamento compativel.

De maneira geral o método de Monte Carlo consiste na amostragem de nimeros aleatorios,
que pode ser realizada de diferentes maneiras, fazendo-se uso de conceitos de reducéo de
variancia que sao aplicadas de forma a diminuir o tempo de processamento da simulagéao

bem como garantir a precisdo das estimativas. O método de Monte Carlo torna-se superior a
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outros métodos numéricos principalmente se o problema tem dimensdes elevadas. Uma
discussdo mais detalhada sobre precisdo e tempo de processamento pode ser encontrada
em (BOYLE,1977). Uma proposta para obter maior eficiéncia no método é a chamada
técnica de reducao de variancia, que pode ser descrita como um conjunto de alternativas
para a geracdo dos numeros aleatérios utilizados na simulagdo. Assim, funcionam no
sentido de aumentar a precisdo e reduzir o tempo de processamento. Entretanto, existem
problemas muito complexos onde o método de Monte Carlo pode se tornar até mesmo
inviavel do ponto de vista pratico devido ao tempo de processamento. Nesses casos, 0
método de amostragem por hipercubo latino é uma técnica que reduz o numero de
simulagdes necessarias para a obtencao de resultados aceitaveis. Nessa técnica, o intervalo
de possiveis valores de cada variavel é dividido em faixas, e um valor representativo é
extraido de cada faixa. Os valores representativos sdo entdo combinados de maneira que
cada valor representativo seja considerado apenas uma vez no processo de simulacao.
Assim, todos os possiveis valores das variaveis aleatérias participam da estimativa.

Além destes, outros métodos chamados de métodos “possibilistas”, baseados na
aritmética dos intervalos, foram desenvolvidos para avaliar a variagdo das respostas quando
os parametros considerados descrevem valores dados por intervalos (BRAIBANT et al.,
1998), (DESSOMBZ et al., 2001). Alguns autores propuseram a avaliagdo da robustez das
solugdes 6timas apenas ao final do processo de otimizagdo (BENNET, 1990). Os principais
inconvenientes desta estratégia sao: necessidade sistematica das expressoes analiticas da
funcdo objetivo; utilizagcdo de ponderacédo destas fungdes, que exclui a busca de eventuais
solugcbes nas regidbes ndo convexas do espaco das solugdes robustas. Desta forma,
encontram-se zonas de robustez e nao solugdes 6Otimas e robustas propriamente ditas
(LIMA, 2006).

Para definir a robustez de uma funcédo objetivo, considera-se como exemplo uma
fungdo custo com um Unico parametro, como ilustrado na Fig. 5.4, contendo duas solugdes
otimas, A e B, respectivamente. A solugdo A é o 6timo deterministico, € a solucédo B é o
6timo robusto. O desempenho do 6timo deterministico € melhor que o do étimo robusto.
Contudo, sua distribuicdo € menos confidvel que a do 6timo robusto ja que uma pequena
mudanca em seus parametros de projeto tem como conseqiiéncia uma deterioracdo muito

maior na resposta do sistema.
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Figura 5.4 — Solucdes étimas robustas (figura adaptada de Lee e Park (2001)).

Uma funcao de robustez é um estimador que permite avaliar o impacto das variacoes
dos parametros de projeto sobre a funcio custo. Normalmente, a construcdo da funcao de
robustez é baseada na média (p) e no desvio padrao (o ) das fungbes custo. Neste

trabalho, utiliza-se a abordagem robusta proposta por Lima (2006), onde a funcao robustez

f" de uma fungéo objetivo f(x) € definida pela relacao entre a média e o desvio padrao,

expressa como segue:
fr=loyu )’ (5.3)

onde (o /1, ) é a medida da dispersao, ou vulnerabilidade de f(x), denotada por f" (x).

A Figura 5.5 ilustra o método utilizado neste trabalho, com o objetivo de encontrar as
solucbes do problema proposto ao projetista, levando-se em conta as incertezas dos
parametros de projeto durante a otimizacdo da estrutura, incorporando absorvedores
dindmicos de vibracbes nao-lineares. Para isto, define-se um novo problema de otimizacao
multiobjetivo robusto (POMR), capaz de encontrar os 6timos estaveis para os parametros de
projeto aleatorios. Neste novo problema, otimiza-se simultaneamente as fungdes custo
iniciais e as fungdes de robustez. O PMO inicial é definido pela expressao (5.1), enquanto o
POMR é expresso como segue:
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onde f¥(x) é a fungéo vulnerabilidade da fungéo objetivo f(x) et i=1,...,N.

As solucdes robustas, no que diz respeito as incertezas, sao aquelas que permitem
minimizar simultaneamente as fungdes custo iniciais e maximizar sua robustez (ou minimizar

eventuais vulnerabilidades).

| Inicializag 3o |
[

| Otimizag do robusta | |Dtimiza§50 deterministica |
[

! 7 |
| Fungéo objetivo |—s={ Fungéo Robustez | | Fungéo objetiva |
| | i

| Algoritimos geneéticos Ii

¥

|Solucties robustas |

| Algoritimos genéticos |

|5|:|Iu1;|fues Deterministicas |

Figura 5.5 — Metodologia de otimizacdo multiobjetivo robusta.

Uma vez definido o problema de otimizacao robusto, o problema consiste em avaliar
numericamente a funcao de robustez de maneira simples e com um numero de amostras
reduzido, uma vez que nao se trata apenas de se caracterizar um 6timo, mas de integrar um
critério de robustez ao algoritmo de busca. Uma solucdo econdmica consiste na substituicao
de uma tiragem classica de Monte Carlo (PAPADRAKAKIS; KOTSOPULQOS, 1999) pelo
método Hyper-Cube-Latino (HCL) (FLORIAN, 1992). Outros métodos podem ser utilizados
para resolver o problema do tempo de calculo como os metamodelos baseados em

superficies de resposta ou em redes neurais artificiais.

5.4 Sensibilidade Paramétrica de Sistemas Incorporando ADVs Nao-Lineares.

Nesta secdo, é proposta uma estratégia numérica para caracterizar a influéncia dos
parametros fisicos e geométricos que caracterizam os ADVs ndo-lineares. Uma vez que se
interessa pela otimizacdo robusta dos absorvedores dinamicos e pela introdugcdo de
incertezas nos parametros de concepgao, esta estratégia constitui-se numa ferramenta
eficiente para a analise de sistemas mecénicos incorporando ADVs nao-lineares na fase de
concepcao do sistema (pré-projeto), conforme se vera a seguir. No contexto da concepcgao



96

robusta de estruturas dindmicas, a analise de sensibilidade, otimizacao e propagacao de
incertezas sao trés fases indispensaveis para se chegar a uma concepgao orientada a
qualidade.

5.4.1 Definicdo da sensibilidade paramétrica — Avaliacao por diferencas finitas

A andlise de sensibilidade é geralmente baseada na avaliagdo das derivadas
(freqentemente limitadas a primeira ordem) das respostas dos sistemas com relagdo a um
conjunto de parametros de interesse. O interesse em fazé-la pode estar associado a
diferentes tipos de respostas mecanicas: deslocamentos estaticos, restricbes dinamicas,
solucbes proprias (valores e vetores proprios), respostas no dominio da freqiiéncia e
respostas temporais (HUANG et al, 1996). Segundo Murthy e Haftka (1988), a concepcéao
6tima de sistemas mecénicos nas fases de pré-projeto possui uma relacao estreita com a
analise de sensibilidade paramétrica, uma vez que os algoritimos de otimizagdo executam
geralmente um grande numero de avaliacdes de respostas de sistemas para diferentes
valores de variaveis de projeto. As derivadas podem ser empregadas para aproximar a
resposta dos sistemas modificados, o que reduz o custo de re-analise do problema exato,
particularmente para os sistemas industriais, nos quais os modelos de elementos finitos sdo
de ordem elevada. Neste mesmo contexto, durante o calculo da variabilidade das estruturas
na presenca de incertezas, torna-se igualmente necessario proceder ao calculo prévio das
sensibilidades das variaveis de projeto, a fim de considerar somente aquelas mais influentes
ou mais sensiveis, e dessa forma, reduzir o espago de concepgao.
Uma das maneiras mais simples de calcular aproximadamente a derivada de uma fungéo
qualquer é utilizar o Método das Diferencas Finitas (MDF). Este método faz uma
aproximagao da derivada através da expressao:

fx+Ax)- f(x) (5.5)

f'x)= ™

sendo que Axé uma pequena perturbacao, suficiente para influir no valor da funcao f(x).

Pode-se definir esta perturbagéo por:
Ax =nx (5.6)

Sendo 7o valor da perturbacao relativa.

A precisdo do MDF esta fortemente ligada ao tamanho da perturbagao utilizada. Um

valor muito pequeno leva a erros de arredondamento, causados pela forma como os
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numeros sao representados. Por outro lado, um valor muito grande leva a erros de
truncamento, pois a derivada sé é exata no limite, ou seja, quando Ax — 0.

A grande vantagem do MDF ¢ a facilidade de implementagao, pois a utilizagdo da
expressao dada acima nao requer nenhum conhecimento sobre a forma pela qual a funcéo
€ calculada. Assim, a implementacdo do método é totalmente independente do elemento
finito utilizado e nenhuma alteracao significativa precisa ser feita no programa de analise.
Isto permite, inclusive, a utilizacdo de programas comerciais, nos quais o codigo fonte nao é
conhecido. Tais caracteristicas fazem com que o método seja bastante utilizado na
validagéo de métodos mais complexos.

Nesta secdo, a formulacdo da sensibilidade das respostas frequenciais (FRFs) com
relacdo aos parametros fisicos e geométricos e com relagdo ao parametro de nao-
linearidade, para sistemas incorporando absorvedores dindmicos nao-lineares é
desenvolvida. Para isto, faz-se referéncia aos desenvolvimentos feitos no capitulo 4, secéao
4.3, sobre a modelagem numérica de sistemas dinamicos incorporando ADVs ndo-lineares.

As matrizes globais de massa, amortecimento e rigidez, M, C e K , de um sistema
mecanico incorporando ADVs nao-lineares, de acordo com a expressao dada na Eq.(4.49),
conduz a uma dependéncia das respostas dindmicas do sistema com relagdo a um conjunto
de parametros de concepcao (caracteristicas fisicas e geométricas, e nao-linearedade do
absorvedor dindmico). Esta dependéncia pode ser expressa da seguinte forma:

r=r(M(p).C(p).K(p) (5.7)

onde r e p representam, respectivamente, os vetores das respostas (estéticas,
frequenciais, temporais, etc) e os pardmetros de concepcao. A sensibilidade das respostas

estruturais com relagdo a um parametro de concepgéo dado, p;, avaliada para um conjunto

de valores dados do parametro p?, é definida pela seguinte derivada parcial:

o
9 p;

= [im
° Ap;—0 Ap; Ap;

r(M(p,-o+ Ap,-),C(p,o+ Ap,-),K(P,'O+ AP/')) "(M(P/'())’C(PP)’K(P?)) (5.8)

onde 4p; representa uma variagcao arbitraria aplicada ao valor atual do parametro p,-o )

mantendo-se constantes todos os demais parametros.
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A sensibilidade da resposta com relagdo a p; pode ser estimada através do método
classico de diferencas finitas, onde se calcula sucessivamente as respostas do sistema
mecanico correspondentes a p; = p,o e p = p,-o + 4p; , respectivamente, através da seguinte

relacao:

or | _[rloalp?+ ap)clof+ ap) K (of+ ap) rlba(p?)clo?) k(p?) (5.9)

Ipi| 0 Ap; Ap;

Tal aproximacao é em geral eficiente do ponto de vista do calculo se os incrementos

dados nos parametros sao suficientemente pequenos.
Nas aplicagdes que seguem, as funcdes de sensibilidade denotadas por SﬁRF (p)

sao normalizadas segundo a expressao seguinte:

( )=M(”0) Po (5.10)

sN p

onde H é a resposta em freqliiéncia do sistema.
5.5 Aplicacoes numéricas

Serdo mostradas a seguir aplicacbes numéricas, dedicadas aos absorvedores
dindmicos de vibragdo nao lineares. A primeira delas tem a ver com o caso apresentado na
Fig.4.1, onde se tem um sistema sem amortecimento. Neste caso chegou-se ao projeto
6timo utilizando apenas algoritmos genéticos classicos e o objetivo proposto foi o de
maximizar a banda de supressdo, ou seja, trata-se de um problema com apenas um
objetivo.

Posteriormente, analisa-se o caso do sistema apresentado na Fig. 4.3. Aqui, o objetivo
€ analisar a sensibilidade de todos os pardmetros do sistema para, em seguida, partir para o
objetivo principal desta aplicacdo, que é o de resolver um problema de otimizagao robusta
multiobjetivo.

5.5.1 O Caso do ADV Néo Linear Nao Amortecido da seg¢éo 4.1

O processo de otimizacdo considerou como variaveis de projeto o coeficiente de nao
linearidade representado por a, o coeficiente de rigidez da mola nao linear dado por k- e a
massa do absorvedor dada por m, (massa secundaria). O processo foi implementado
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utilizando os algoritmos genéticos classicos, servindo-se de uma fungéo que visa maximizar
a “banda de supressdo” da curva de resposta em freqiéncia da massa principal (HUNT,
1982). Define-se como banda de supressdo a regido do espectro para a qual o
deslocamento estatico adimensional é igual ou inferior a unidade (RICE, 1985), como mostra
a Fig. 5.6

Banda de
Supressio

Amplitude de Deslocarmento

1 1 1 1 1 1
oys 08 085 059 095 1 1.05 1.1 1.15
Fregquencia - £

Figura 5.6: llustracao da Banda de Supressao

O projeto contou com uma populagao de 100 individuos e com 30 geragdes. Na Tab. 5.1,

abaixo, mostram-se os valores das variaveis de projeto iniciais e étimas encontradas:

Tabela 5.1 — Valores Iniciais e 6timos das variaveis de projeto

Variaveis de Projeto A Ko mo
Valores iniciais 20 250 0,25
Valores 6timos 22,15 275,05 0,26

Mostram-se na Fig.5.7 as curvas da amplitude da massa principal. Nesta figura ha uma
comparagado entre as bandas de supressao do sistema inicial e do sistema j& otimizado. E
possivel perceber que para a configuracao inicial tem-se uma banda de supressédo dada por
B = 6,45 rad/seg. jA em sua configuracdo oOtima, tem-se B*=8,06 rad/seg. Nota-se que a
banda de supressao foi maximizada com relagdo a configuracdo inicial, levando a um

aumento de aproximadamente 25%.
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Figura 5.7 — Banda de Supressao: Configuracao inicial (B = 6,45 rad/s) e Configuragao 6tima
(B* = 8,06 rad/s) - Amplitude da massa principal

Pode-se entdo concluir que se por um lado a nao linearidade por si sé ja faz aumentar a
banda de supressdo ao se comparar com o caso linear, por outro, a otimizacdo dos
parametros do absorvedor dinamico de vibragcdo nao linear faz com que tal banda de
supressao seja maximizada. Assim sendo, as caracteristicas nao lineares do absorvedor

foram otimizadas tendo em vista a maximizagédo da banda de supresséo.

5.5.2 Sensibilidade paramétrica

Para ilustrar o célculo da sensibilidade das FRFs de sistemas mecanicos
incorporando ADVs ndo-lineares utiliza-se o sistema de dois graus-de-liberdade mostrado
na Fig. 4.3. Os valores nominais das caracteristicas fisicas e geométricas utilizadas para
gerar o sistema de dois graus-de-liberdade sdo apresentados na Tab. 5.2.

Tabela 5.2 — Valores nominais das variaveis de projeto
Parametros £ £, yij ¢ ¢ H P

Valores nominais 0,001 0,01 0,1 0,01 0,01 0,05 1,0

Neste exemplo, os parametros normalizados ¢;, {», &, &, B, ¢ e p sao
considerados como variaveis de projeto no calculo das sensibilidades normalizadas das
respostas dindmicas com relacdo a um dado parametro p, Sg(p). As partes reais e

imaginarias das sensibilidades normalizadas calculadas por diferengas finitas (de acordo
com a equacado (5.7)) sdo mostradas nas Figuras 5.8 a 5.14, nas quais uma variagao de
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20% em torno dos valores nominais de cada variavel de projeto foi adotada. Além disso, nas
mesmas figuras sao apresentadas as fungdes de resposta em freqiiéncia multiplicadas por

um fator de escala (fe) conveniente.
Deve ser notado que as fungdes de sensibilidade, sg(p), foram normalizadas de

acordo com a relacao (5.10).

Através dos valores € dos sinais das amplitudes das fung¢des de sensibilidade, pode-
se avaliar o grau de influéncia de cada variavel de projeto sobre as amplitudes das fungdes
de resposta em freqiiéncia, e da largura da banda de supressao, respectivamente, na faixa
de freqliéncia de interesse. Além disso, a andlise da sensibilidade permite decidir, dentre os
parametros de projeto, aqueles que serdo retidos no processo de otimizacao por serem 0s
mais “sensiveis” a vista dos objetivos estabelecidos.

Inicialmente é mostrado nas Figs (5.8) e (5.9) as curvas de sensibilidade da
amplitude de resposta r, por diferencas finitas para a variagcdo dos coeficientes de

amortecimento da massa principal e secundaria ¢; e ¢,, respectivamente:

Jaa)
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+ Sensibilidade
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() 0.8 09 1 11 1.2 13

Frequéncia 2

Figura 5.8 — Sensibilidade da resposta em freqiiéncia com relagao ao fator de

amortecimento da massa principal ¢
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Figura 5.9 — Sensibilidade da resposta em freqiiéncia com relagéo a ¢,

Analisando os valores das sensibilidades dos parametros ¢; e ¢, mostrados nas Figuras

5.8 e 5.9 respectivamente, é possivel observar que ambos os parametros nao possuem
influéncia significativa quanto a avaliacdo da largura de banda de supressao e também com
respeito a amplitude da resposta. Sendo assim, ndo sao significativos do ponto de vista do
projeto de otimizacdo em curso.

Sao0 mostradas nas figuras 5.10 e 5.11 as curvas de resposta em freqiiéncia com as

sensibilidades dos parametros €, e &,, respectivamente.
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Figura 5.10 — Sensibilidade da resposta em freqiiéncia com relagdo ao coeficiente de nao
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Figura 5.11 — Sensibilidade da resposta em freqiiéncia relacdo ao coeficiente de nao

linearidade &,

Nota-se que a sensibilidade do parametro &, (coeficiente de n&o-linearidade da mola

qgue conecta a massa principal a base) dado na Fig. 5.10, com relacao a largura da banda
de supressao e a amplitude do sinal € também bastante pequena. Como conseqiiéncia, este

parametro nao é considerado como variavel de projeto no processo de otimizacao.
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Entretanto, o parametro &, (coeficiente de ndo-linearidade da mola que conecta a massa

principal @ massa secunddria), mostrado na Fig. 5.11, possui uma influéncia bastante
grande com respeito a amplitude de resposta da massa principal € também com respeito a
largura da banda de supressdo. Por este motivo, este é um dos parametros que serao
considerados no projeto de otimizagao.

A seguir, na Fig. 5.12, tem-se a curva de resposta em freqiiéncia da massa principal com

a sensibilidade do parametro f:

+ FRFife: 1}
6k (a) +  Sensihilidade

Parte real normalizada
Ll

-1 1
07 038 09 1 1.1 1.2 13
Freqiéncia 2

Figura 5.12 — Sensibilidade da resposta em freqiiéncia com relagdo a f.

Analisando a curva mostrada na Fig. 5.12 acima, nota-se que a sensibilidade do parametro
B (parametro de forgca) também tem grande relevancia no que diz respeito a amplitude da
resposta da massa principal e, ao mesmo tempo, a largura da banda de supressado. Assim
sendo, este pardmetro € também retido para o processo de otimizagao.

Finalmente, nas Figuras 5.13 e 5.14, sdo mostradas as curvas de resposta em

freqUéncia com as sensibilidades dos pardmetros u (razdo de massas) e p (razdo entre

freqUéncias).
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Figura 5.13 — Sensibilidade da resposta em freqiiéncia com relagdo a u
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Figura 5.14 — Sensibilidade da resposta em freqtiéncia com relagédo a p.

Nas figuras 5.13 e 5.14 é possivel observar que os parametros 4 e p devem
também ser considerados como parametros de projeto pelo fato de que exercem grande
influéncia, tanto na banda de supressao quanto na amplitude da resposta da massa principal
do sistema.

Assim, sintetizando, ao se considerar a analise feita a partir dos resultados

mostrados nas figuras de 5.8 a 5.14, os parametros ¢&,, B, 4 e p serdo os quatro
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parametros a serem incluidos como variaveis de projeto no processo de otimizacao

paramétrica, uma vez que sao 0s mais relevantes dentro contexto deste trabalho.

5.5.3 Projeto otimo-robusto do ADV nao-linear
Apés a determinacdo da influéncia de cada variavel de projeto na resposta dindmica

do sistema nao-linear, o interesse agora € avaliar a estratégia de otimizagdo multiobjetivo
robusta para o projeto 6timo do ADV né&o-linear descrito anteriormente na Fig.(4.3).

O problema de otimizagao deterministico € composto por duas funcbes objetivo, a
saber: a primeira funcdo custo representa a amplitude da FRF do sistema amortecido nao-
linear correspondente a ressonancia do modo 1 (M1), onde o interesse estd em sua
minimizagao; a segunda fungao custo representa a largura da banda de supressdo, onde o
interesse esta em sua maximizagao. A Fig. 5.15 abaixo mostra a definicdo das duas funcoes

objetivo consideradas no problema de otimizacdo multiobjetivo que pode ser escrito

conforme a seguinte relagao:

Jf,=amplitude (M 1) (5.11)

=—largura da banda de supressao
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=
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Figura 5.15 — Representacdo das fungdes objetivo f; e f,.

Os parametros de projeto e suas correspondentes variacdes admissiveis estao
listados na Tabela 5.3. As variacbes admissiveis foram escolhidas de acordo com a anélise
de sensibilidade apresentada na secao precedente. Além disso, somente as faixas de
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variacdes das variaveis continuas sao consideradas como restricoes laterais no problema de

otimizag&o robusta.

Tabela 5.3 — Variaveis de projeto e variagdes admissiveis correspondentes.

, Valor o
Variavel ] Variagcoes Incertezas
nominal
P 1,0 +30 % 4p=3,0%
H 0,05 +30 % Au=3,0%
b 0,1 +30 % 4B =3,0%
) 0,01 +30 % A, =3,0%

As funcdes de resposta em frequéncia sao calculadas para uma forca de excitacao
aplicada na massa principal, e as respostas sdo adquiridas no mesmo ponto, como indicado
na Fig. 5.16. O problema de otimizacao estocastico € composto pelas fungdes objetivo
definidas na relacédo (5.11) e pelas fung¢des vulnerabilidade adicionais associadas a cada
funcao custo, de acordo com a expressao (5.12). O interesse é o de otimizar as fungdes
custo através da minimizacdo da amplitude e da maximizagdo da largura da faixa de

supressao, e também de minimizar as fungdes vulnerabilidade, de forma simultanea.

minimizar: F(x)= (f]yf]v’fz’fzv) onde f} =(o,/u,)"; f) =(0,/u,)" (6.12)
Os parametros do NSGA sao definidos na Tab. 5.4 abaixo.

Tabela 5.4 — Definicao dos pardmetros do NSGA usados no processo de otimizacao.

NSGA
Probabilidade de selegao 0,25
Probabilidade de cruzamento 0,25
Probabilidade de mutacao 0,25
Numero de geracoes 100

Numero de individuos/geracao 30
Coeficiente de Sharing (o) 0,2

Para encontrar as solugdes oOtimas-robustas usando o algoritmo NSGA com as
caracteristicas mostradas em Tab. 5.4, para cada geracao sao introduzidas as incertezas
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definidas na Tabela 5.3 utilizando-se o método de simulagdo de sorteios aleatorios Hiper-
Cubo-Latino (HCL). Sao geradas 200 amostras para cada variavel de projeto que serao
utilizadas para o célculo das fungdes de vulnerabilidade associadas a cada fungao custo (de
acordo com os niveis de dispersdo adotados).

A Figura 5.16 mostra os resultados provenientes da otimizacdo robusta NSGA,
representando, respectivamente, cada funcao custo e sua vulnerabilidade. Na prética, as
fungcbes de vulnerabilidade utilizadas consistem em minimizar as dispersdes ao redor de
cada solucdo o6tima encontrada durante o processo de otimizacdo. Observa-se que o
intervalo de dispersao para cada fungao custo é :

o De 0,006% a 0,014% para as solugdes 6timas correspondentes a primeira
fungao custo;
o De 0% a 0,05% para as solugbes 6timas correspondentes a segunda fungao

custo.

0014 T T T T T T T T
+ + NSGA
noiatk + @ Front Paretoy

002 + T

0011

0.o1

Yulnerabilidade

0.009 -

0.003

0.007

EIE“:IE 1 1 1 1 1
4.6 4.8 5 52 5.4 s 8.8 5 6.2 5.4

Amplitude

Figura 5.16 — Representacdo da fungéo custo f; e sua vulnerabilidade.
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Figura 5.17 — Representacdo da fungéo custo f, e sua vulnerabilidade.

A Figura 5.18 mostra uma comparagédo entre as solu¢des robustas e as solugdes
deterministicas. Pode-se concluir que as solugcées deterministicas dominam as solucées
robustas. Entretanto, as solugbes deterministicas ndo sao robustas no que diz respeito as

incertezas introduzidas nos parametros de projeto.
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Figura 5.18 — Comparacgéao entre as solugdes robustas e deterministicas.
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Para verificar a estabilidade (nivel de dispersdo) das solugdes Otimas robustas
comparada a das solugdes deterministicas, serdo tomadas as solugdes Otimas
correspondentes aos pontos Pr e Pd, respectivamente, indicadas na Fig. 5.18. Para cada
conjunto de solugdes, gera-se aleatoriamente pelo método Hiper-Cubo-Latino (HCL), 1000
amostras de pontos para cada conjunto, e calcula-se as respostas do sistema. Para a
geracao das amostras, foram considerados 0s seguintes niveis de dispersao nas variaveis

de projeto definidas na Tabela 5.3: 4p=1,5% para a razéo entre frequéncias, Au=15%
para a razdo de massa, 48=15% para o parametro de for¢a, e A4e, =1,5% para o

coeficiente nao-linear.

Tabela 5.5 — Solugdes étimas para os pontos Pd e Pr

Pontos étimos p M B £,
Pd 1,1 0,054959 0,09 0,0091724
Pr 1,1 0,054458 0,09 0,010462

As analises das Figuras 5.19 e 5.20 a seguir mostram que as solugdes robustas sdo
mais estaveis que as solugbes deterministicas no que diz respeito as incertezas
introduzidas, o que demonstra que as solugbdes Otimas sdo bastante estaveis
(vulnerabilidade minima), levando-se em conta as pequenas perturbacdes introduzidas.
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Figura 5.19 — Envelopes das fungdes resposta em frequéncia deterministicas.
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Figura 5.20 — Envelopes das funcdes resposta em frequéncia robustas.

A seguir, tem-se na Fig. (5.21a) a comparacao entre o projeto inicial e o 6timo
deterministico encontrado como acima e na outra figura (5.21b) a resposta inicial é

comparada com o étimo robusto também encontrado acima.
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Figura 5.21: Resposta em Freqiiéncia: otimizacao deterministica (a), otimizagcédo robusta (b)

Como verificado acima, nota-se que a otimizacao deterministica fornece melhores
resultados, mas, do ponto do vista de projeto, a otimizacao robusta € mais indicada, pois é

menos vulneravel a influéncias externas.






CAPITULO VI

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

6.1. Conclusoes Gerais

Este trabalho procurou inicialmente apresentar uma sintese dos aspectos
fundamentais que envolvem os sistemas nao lineares, servindo de embasamento para a
seqiéncia da pesquisa, esta dedicada aos absorvedores dindmicos de vibracdo nao
lineares.

Na parte que se refere a revisdo bibliografica, procurou-se mostrar alguns sistemas
nao lineares bem como varios tipos de ndo linearidades que podem estar presentes nestes
sistemas, sejam elas ligadas a geometria, as caracteristicas do material constitutivo do
sistema, ou ainda inerentes a estrutura considerada. Ainda buscando exemplificar o
comportamento de sistemas contendo néo linearidades, foram estudados outros exemplos
de nao linearidades bastante comuns, conforme a literatura sobre o assunto. Assim,
primeiramente foi mostrado um sistema livre, composto de um péndulo com suporte
oscilante que possui caracteristicas nao lineares. A partir deste exemplo, com o auxilio do
chamado plano de fases, foi possivel apresentar os varios conceitos basicos envolvendo os
fenbmenos nao lineares, inclusive o conceito de estabilidade. Em seguida, também com a
finalidade de explorar conceitos basicos, mostrou-se um problema de vibracao for¢ada, que
foi analisado tanto para o caso ndo amortecido quanto para o0 caso onde se tem
amortecimento. Este mesmo exemplo foi também utilizado para ilustrar o chamado
fenébmeno do salto (Jump Phenomenon) presente na resposta em freqliéncia dos sistemas

nao lineares.

Posteriormente (Capitulo 1ll), fez-se uma revisao dos absorvedores dinamicos de
vibragcao para o caso classico (linear), tanto para o sistema sem amortecimento, quanto para
0 caso amortecido. Foram apresentadas as equagdes do movimento destes sistemas, bem
como suas FRFs. Este caso classico foi mostrado como base para o estudo dos
absorvedores dindmicos de vibragdo néo lineares a serem estudados posteriormente. Um

aspecto importante a ser relembrado aqui é que os absorvedores dindmicos de vibracao
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classicos, embora muito eficientes e largamente utilizados enquanto sistemas passivos para
atenuacéao de vibracao, possuem uma limitagéo intrinseca a sua dindmica, ou seja, precisam
estar convenientemente sintonizados numa dada freqiéncia. Fora desta, sua eficiéncia se

deteriora rapidamente.

O estudo avangou no Capitulo 1V, onde foi introduzido o absorvedor dindmico de
vibracdo néo linear, que foi estudado segundo duas vertentes. Na primeira, dedicou-se ao
um estudo de um absorvedor dindmico de vibracdo nao linear ndo amortecido, com a mola
do absorvedor (sistema secundario) apresentando caracteristicas nao lineares do tipo
“senh’. Nesse caso, foi estudado o comportamento das nao linearidades associadas a esta
mola, para, em seguida, se resolver as equacbes basicas que regem o comportamento
dindmico de absorvedores dinamicos de vibragdes ndo-lineares ndo amortecidos. Com a
finalidade de diversificar as ferramentas matematicas disponiveis para tratar os sistemas
nao lineares, foram usadas primeiramente as fungdes de Bessel, para resolver as equacoes
do movimento e encontrar a resposta no dominio da freqtiéncia. Posteriormente, encontrou-
se a resposta para 0 mesmo sistema no dominio do tempo, utilizando-se do método da
expansao, que por sua vez € um método de perturbagcédo, tendo este fornecido bom
resultado quando comparado com aquele proveniente de uma solugdo numérica de Runge-
Kutta. Conclui-se, analisando as respostas obtidas no dominio da freqiéncia, que as
funcdes de Bessel se mostraram eficientes na resolugdo das equacdes do movimento do
ADV nao linear, bastando para isto uma expansao do termo nao linear apenas até a terceira
ordem. Observou-se também que o efeito da ndo linearidade pode ser muito interessante
quanto a diminuicdo da amplitude de vibracido do sistema, apesar de que uma néo
linearidade muito elevada também pode causar efeitos indesejados, ou seja, aparecem
varias regides com instabilidades na curva de resposta.

Procurando se aproximar mais de uma situacao real, considerou-se também um
absorvedor contendo amortecimento, este introduzido na mola que liga a base a massa
principal, na mola que une as duas massas, ou ainda nestas duas molas ao mesmo tempo.
Foram apresentadas as equagdes do movimento que representam o comportamento
dindmico deste sistema. Estas foram resolvidas analiticamente, utilizando outro método de
perturbacdo conhecido como Método da Média, que se mostrou bastante eficiente na
resolucao do sistema dinamico nao linear. A partir desse ponto, chegou-se a um sistema de
equacoes algébricas nao lineares que, por sua vez, foi resolvido numericamente utilizando o
“SQP” (programacao quadratica sequencial) que é uma técnica classica de otimizacgao.

Diversas configuragdes foram analisadas de modo a se ter uma melhor compreensdo do
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sistema. Em assim sendo, foi visto que a magnitude da nao linearidade associada a rigidez
do sistema (mola do absorvedor), também neste caso, pode ser bastante interessante, pois,
por si s, faz com que a amplitude de vibracdo diminua consideravelmente, além de
promover um aumento satisfatério da banda de supressdo. Porém, como mencionado
anteriormente, tem-se que atentar para a magnitude da nao linearidade empregada, pois ao
mesmo tempo em que traz resultados positivos ao se considerar sua resposta dinamica,
podem aparecer instabilidades indesejadas. Evidenciou-se, entdo, a necessidade de se
otimizar o coeficiente de nao linearidade, de forma a se obter a melhor solugdo possivel

para o sistema.

Finalmente, no quinto capitulo, buscou-se aperfeicoar as técnicas de projeto de
sistemas contendo absorvedores dindmicos de vibracdo nao lineares. Para tanto, foram
utilizadas técnicas de projeto 6timo, tanto para o ADV néo linear ndo amortecido quanto
para o caso amortecido. Para o caso sem amortecimento, a finalidade do projeto 6timo foi a
de fazer aumentar a banda de supressao da resposta da massa principal do sistema. Com
tal intuito, foram utilizados os algoritmos genéticos classicos, utilizando como variaveis de
projeto, o coeficiente de nao linearidade, o pardmetro de rigidez do absorvedor e a massa
do absorvedor. Com isso obtiveram-se resultados plenamente satisfatérios, ou seja,
conseguiu-se um aumento consideravel na banda de supressao da resposta em freqiéncia
da massa principal. Antes de empregar os algoritmos genéticos, também foram feitos varios
testes com técnicas de otimizacao classica, que ndao deram bons resultados, visto que

resultaram convergéncias prematuras para minimos locais.

Para tratar o ADV nao linear amortecido, foi construido um projeto robusto multi-
objetivo utilizando métodos probabilisticos, como a simulagdo de Monte Carlo (MC), e o
método do Hiper-Cubo-Latino (HCL). Foi entdo possivel concluir que as duas abordagens
sdo compativeis, levando-se em conta que, ao fazer as tiragens pelo método de Monte
Carlo, tém-se melhores resultados, porém, ao custo de um numero de tiragem muito grande.
Ja ao se utilizar o Hiper-Cubo-Latino, pode-se conseguir bons resultados com um ndamero
menor de ensaios, 0 que leva imediatamente a um menor custo computacional. Buscou-se
neste projeto étimo o aumento da banda de supressao da resposta em freqiiéncia da massa
principal e, simultaneamente, minimizar a amplitude de vibracdo da massa primaria do
sistema, ou seja, foi necesséario implementar uma abordagem multiobjetivo para o problema
de otimizagdo. Assim, para resolver o problema de otimizagdo multiobjetivo, foi empregada a
técnica conhecida como NSGA, derivada dos algoritmos genéticos, e que se serve do
conceito de dominancia de Pareto. Para a escolha correta das variaveis de projeto que
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participaram do processo de otimizagado, fez-se uma analise de sensibilidade de todos os
parametros do sistema e, com isso, verificou-se quais deles mais influenciavam na resposta
do sistema. A intencao foi a de minimizar os custos de projeto pela escolha dos parametros
0S mais sensiveis, a vista dos objetivos procurados. A analise de sensibilidade foi realizada
utilizando diferencas finitas, ja que nao se dispunha da solucdo analitica do problema. A
técnica das diferencas finitas funcionou adequadamente, além de ser de facil
implementagdo. Assim, utilizando os resultados obtidos através da analise de sensibilidade,
selecionaram-se as quatro variaveis de projeto que mais influenciavam a amplitude de
vibracdo da massa principal e a banda de supressao da resposta em freqiiéncia, sendo tais
variaveis utilizadas posteriormente no processo de otimizagdo. Portanto, servindo-se das
varidveis de projeto “mais sensiveis” foi possivel otimizar o projeto do sistema com
absorvedor de vibracdo nao linear, sendo obtidas as solugcbes 6timas que maximizam a
banda de supressao da curva de resposta e, ao mesmo tempo, minimizam a amplitude de
vibracdo da massa principal do sistema. Fez-se entdo o processo de otimizacao
deterministica e robusta multi-objetivo, a fim de comparar esses dois resultados. No
processo de otimizagdao multi-objetivo, obtiveram-se solugdes bastante satisfatérias no que
diz respeito aos resultados esperados. A geracdo das amostras foi feita utilizando a
Simulagdo de Monte Carlo que também é de facil implementacdo e que exibe boa
convergéncia, desde que se tenha um numero de amostras relativamente grande. O
problema deste tipo de simulacao é o custo computacional elevado, necessitando entdo de
um computador de bom desempenho. O tempo de convergéncia é aceitavel. No caso da
otimizagdo robusta, introduziu-se incertezas nas variaveis de projeto e na fungdo objetivo.
Estas incertezas tém como objetivo simular situagdes reais de projeto, onde os valores
nominais dos parametros do sistema ndo sao realizados exatamente conforme desejado.
Foram entdo mostrados os bons resultados do ponto de vista do projeto 6timo robusto,
conforme ilustrado numericamente na forma grafica, onde se comparou a otimizacao
robusta com a deterministica. Foi constatado que a otimizacdo deterministica, como
esperado, apresenta melhores resultados que a otimizagao robusta, pois opera com o0s
valores nominais dos parametros 6timos do sistema. Porém, a otimiza¢do robusta € menos
vulneravel a influéncias externas, sendo recomendada em situacdes reais de projetos de
engenharia.

Finalizando, as principais contribuicbes deste trabalho podem ser assim resumidas:

= Foi elaborada uma revisdo didatica da literatura sobre a teoria ndo linear
basica, visto que, mesmo com o crescente numero de pesquisadores

trabalhando com este tipo de teoria, ainda se tem dificuldade quando se
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investiga temas envolvendo vibragdes ndo lineares. Deve-se ainda considerar
que o presente trabalho é dos primeiros realizados pelo Grupo de Dindmica
da FEMEC/UFU na éarea de sistemas nao lineares.

Foi desenvolvido um estudo sistematico sobre os absorvedores dindmicos de
vibracdo com caracteristicas nao lineares (com rigidez nao linear), tanto no
caso amortecido quanto no caso sem amortecimento, pensando em estender
este estudo para estruturas mais complexas. Assim sendo, a analise nao

linear empreendida foi capaz de melhor evidenciar os fenémenos envolvidos.

Foram empregados alguns dos métodos de perturbacdo indicados pela
literatura e, também, o método das funcdes de Bessel na resolucido das
equacgdes do movimento dos absorvedores dindmicos ndo lineares, testando-
as para este tipo de sistema dindmico. Neste sentido, estudos anteriores
foram complementados quanto ao estudo do comportamento dinamico destes
sistemas, além de ter sido acrescentada a otimizacdo de seus parametros,

aspecto este pouco explorado por contribuicées anteriores.

Foi feito um estudo dos fenbmenos nao lineares do ponto de vista de sua
contribuicdo para a atenuacgdo de vibragdo e para o aumento da banda de
supressao da massa principal quando se inclui um absorvedor dinamico de
vibracdo nao linear. Com tal propoésito, as dificuldades de projeto em
decorréncia das instabilidades que os absorvedores ndo lineares podem

introduzir na curva de resposta em freqtiéncia foram evidenciadas.

Foram desenvolvidas técnicas para se chegar ao projeto étimo dos sistemas
estudados contendo absorvedor de vibragdo nao linear. Primeiramente, os
algoritmos genéticos classicos foram utilizados para encontrar os parametros
6timos do absorvedor sem amortecimento e, posteriormente, foi empregada
uma técnica multiobjetivo de robustecimento do projeto dedicada a um
absorvedor dinamico de vibragdo nao linear onde, dentre os objetivos,
apresentavam-se o de minimizar a amplitude de vibragdo da massa principal
do sistema e o de aumentar sua banda de supressao, simultaneamente. Os
resultados foram entdo comparados com o caso deterministico. Para tanto,
serviu-se da simulacdo de Monte-Carlo e, naquele momento, foi ainda

aplicada uma técnica de analise de sensibilidade por diferencas finitas para a
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escolha das variaveis de projeto a serem utilizadas no processo de
otimizacdo que foi feita através de uma técnica variante dos algoritmos

genéticos.

6.2. Perspectivas para Trabalhos Futuros

Como sugestdes para trabalhos futuros, a experiéncia adquirida com o trabalho
empreendido, permite apontar para as seguintes possibilidades:

- Estudar absorvedores dindmicos de vibracdo, tendo em vista uma anélise detalhada das
condigdes de estabilidade do sistema resultante, com a finalidade de minimizar os riscos de
se ter regides instaveis na curva de resposta em freqiiéncia, especialmente para o projeto

otimo.

- Generalizar o estudo realizado pela incorporacdo de um conjunto de absorvedores de
vibracdo nao lineares a uma dada estrutura, pensando na atenuacao de vibragcdao em varias

faixas de freqliéncia ao longo do espectro de interesse.

- Complementar este estudo preliminar enfocando outros tipos de nao linearidades, por

exemplo, introduzindo-as nos amortecedores.

- Buscar uma validacao experimental da eficiéncia dos absorvedores dinamicos de vibragcao
nao lineares. Para tanto, uma abordagem que parece promissora é a introdu¢do de nao

linearidades usando técnicas de controle.
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ANEXO A

REVISAO DO METODO DE DUFFING

O péndulo matematico apresentado na Fig. 1 é bastante utilizado para se testar métodos
dedicados ao estudo das oscilagdes néao-lineares. Nesta Figura, m é a massa, / é o
comprimento, g € a aceleracdo da gravidade e o angulo @ representa o afastamento da

posicao de equilibrio (vertical).
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Fig.1: llustracdo de um péndulo matematico

No caso onde nado se considera amortecimento, pode-se escrever a equacgao diferencial
que rege as oscilacdes livres deste péndulo como:

mi?4 + mglsené = 0 (A-1)
ou
mlé + mgsené = 0 (A-2)

que € obtida simplesmente dividindo toda a eq.(A-1) por I. Entdo, dividindo a eq.(2) por m|,

obtém-se finalmente:

6 + wisend =0 (A-3)



i1

onde wZ =Y.

/

Para pequenos valores de 8 é comum linearizar este problema utilizando o primeiro termo
da série de Taylor, ou seja, sené = 6 . Assim, a equacao diferencial torna-se linear e pode
ser resolvida da maneira usual.

Para uma melhor aproximacéo, considera-se na expansdo os dois primeiros termos da

série de Taylor, ou seja, send = 6 — 03/6. Neste caso, a eq.(A-3) pode ser escrita como:
. a)z
.9+a>5’.9—?093=0 (A-4)

O método de Duffing pode ser utilizada para uma anélise mais completa do problema.
Assim, a eq.(A-4) é reescrita como:

6+wi0-pu6®=0 (A-5)

onde u é um pequeno parametro. Na seqléncia, uma alternativa é utilizar o método das

perturbacgdes, onde se faz uma expanséao polinomial de 6, da forma:
o(t)= 90(1‘)+;u9,(t)+y292(t)+ et 16 (1) + ... (A-6)

Esta expansdo é agora substituida na eq.(A-5), sendo que a equacado resultante é
organizada em termos das poténcias de u, resultando n equacdes diferenciais lineares que

poderdo ser resolvidas analiticamente de maneira simples, permitindo obter as funcgdes
6;(t), i=123,.... Dai pode-se determinar a solucdo aproximada da equacdo nao linear

original.

Considerando agora o caso onde se tem oscilagdes forcadas nao amortecidas, pode-se
escrever a eq.(A-5) como:

6 + i + ud° = Psen(2t) (A-7)

sendo @ =g/l, u=-9/6l, e P=F/ml.
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Neste caso, utiliza-se o método de Duffing para visualizar os fenbmenos mais importantes.

Assim, reescreve-se a eq.(A-7) da seguinte maneira:

6 = —wi6 — u6° + Psen(2t) (A-8)
E, para uma primeira aproximacgao, a solugao é dada por:
6, = Asen(£2t), A=constante (A-9)

Substituindo a eq. (A-9) no lado direito da eq. (A-8) e chamando a expressao resultante de
6,, obtém-se:

. 2, 3 .3 uA3
6, = P—a)oA—Z,uA sen(.Qt)+Tsen(3.(2t) (A-10)

onde foi utilizada a relagao trigonométrica sen®(2t)=(1/4)3sen(2t)- sen(3t)).

Apés dupla integracédo da eq.(A-10) e considerando a solucdo como periddica, tem-se:

3 1 uAs

0, =—| w5 +— A —— |Asen(Q2t)——+—5sen(3.0t A-11
> _()2[ b+ 2 (2t) 36 o2 (362t) (A-11)

Para uma maior precisdo da solucdo, pode-se continuar o processo iterativo substituindo 6,

mostrado acima no lado direito da eq.(A-8) e fazendo nova integracao. Porém, neste caso, o
primeiro passo ja fornece uma aproximacgao satisfatoria para a solugao do problema.

Para se determinar a constante A, através do método de Duffing, se iguala a contribuicéo
da amplitude com freqiéncia £ nas equagdes de 6, e 6,, ou seja, nas equagdes (A-9) e

(A-11), respectivamente. Assim:

1 > 3 ,o P
A= —UuA“ —— A A-12
QZ|:(00+4 A:| ( )

resultando a seguinte relacao entre freqliéncia e amplitude:
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02 P 3 uA?
=1t
@} Aw; 4

(A-13)

Como mencionado anteriormente, pode-se repetir o processo iterativo quantas vezes forem
necessarias.

Maiores informacbes sobre esta técnica podem ser encontradas em (HAGEDORN, 1988) e
(THOMSEN, 2003).



