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Resumo

Neste trabalho, investigamos o modelo unidimensional XY, bem como uma escada de spins de

duas-pernas com interação de três-spins exatamente solúvel. Obtemos analiticamente as corre-

ções de tamanho �nito das energias e determinamos a carga central, bem como as dimensões

de escala. Utilizando o método da matriz de correlação, também estudamos as correções de

tamanho �nito da entropia de Rényi do estado fundamental e dos estados excitados. Nossos

resultados estão em acordo com as predições da teoria conforme de campos. Por último, mas

não menos importante, no Apêndice A, resumimos os principais passos da diagonalização da ha-

miltoniana biquadrática geral em termos de operadores fermiônicos e ulteriormente, discutimos

o método da matriz de correlação para o cálculo da entropia de Rényi.

Palavras-chave: Sistemas de muitos corpos, Modelos exatamente solúveis, Cadeia XY, Inte-

ração multispin, Fermionização, Propriedades críticas em sistemas de spins, Entropia de ema-

ranhamento.
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Abstract

In this work, we investigate the one-dimensional XY model, as well as an exactly solvable two-leg

spin ladder with three-spin interactions. We obtain analytically the �nite-size corrections of the

low-lying energies and determine the central charge as well as the scaling dimensions. By using

the correlation matrix method, we also study the �nite-size corrections of the Rényi entropy of

the ground state and of the excited states. Our results are in agreement with the predictions

of the conformal �eld theory. Last but not least, in the appendix (Apêndice A), we summarize

the main steps of the diagonalization of the general biquadratic hamiltonians in term of Fermi

operators, and thereafter, we also discuss the correlation matrix method to calculate the Rényi

entropy.

Keywords: Many body systems, Exactly solvable models, XY chain, Multispin interaction,

Fermionization, Critical properties of spin systems, Entanglement entropy.
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Introdução

As propriedades físicas dos componentes fundamentais do nosso mundo, formado por matéria e

radiação, são descritas pela mecânica quântica. Tais componentes são partículas que raramente

são encontradas isoladas e que usualmente interagem com o ambiente. E ainda, as propriedades

físicas de um conjunto de partículas são em geral completamente diferentes do comportamento

individual destas partículas, devido à interação entre elas. Em alguns casos, é possível descre-

ver um sistema contendo muitas partículas interagentes simplesmente desprezando as interações

entre as partículas. Por outro lado, em casos mais gerais, as interações entre os graus de liber-

dade microscópicos são a chave para os fenômenos que observamos. Por exemplo, ao tentarmos

descrever os elétrons em um sólido, a chamada teoria de bandas é certamente aquela de maior

sucesso. Contudo, se estes elétrons interagem fortemente entre si, não poderemos tratar per-

turbativamente suas interações, e então a teoria de bandas é falha.

Como já foi dito, as propriedades físicas de um sistema podem variar na presença de agentes

externos (e.g., campo magnético). Em alguns casos, tais agentes externos alteram tão drasti-

camente as propriedades do sistema que elas são identi�cadas como outra fase. Nestes casos,

dizemos que o sistema sofreu uma transição de fase. Certas transições de fase são caracteri-

zadas por pontos críticos, nos quais as fases tornam-se indistinguíveis. Isto ocorre devido aos

constituintes do sistema estarem correlacionadas em todas as escalas de distância no material,

de modo que dizemos que o sistema é crítico e a escala espacial é perdida. Por outro lado,

em sistemas ditos não críticos, estes constituintes interagem, principalmente, com seus vizinhos

mais próximos. Assim, o comprimento de correlação ξ, distância sobre a qual as partículas estão

efetivamente correlacionadas, é in�nito (�nito) em sistemas críticos (não críticos).

Um exemplo de sistema que apresenta um ponto crítico são os ferromagnetos. Aspirando

estudar/entender tais sistemas Lenz propôs, em 1920, um simples modelo para Ising. Hoje

este modelo é chamado de modelo de Ising. A versão unidimensional deste teve a sua solução

analítica publicada por Ising em 1925 [1], pelo método da matriz de transferência,1 o que

demonstrou que o modelo unidimensional era insu�ciente para se explicar uma transição de fase

1Vale salientar que também investigamos as transições magnéticas, de modo exato, em um modelo ferro-
magnético de spins Ising gerais (S, S′) dimerizado e com anisotropia de íons-simples [2].

1



INTRODUÇÃO 2

ferromagnética à temperatura �nita. Contudo, para o caso bidimensional, tal transição ocorre

à temperatura não nula, vindo a ser provado com a solução exata obtida por Onsager em 1944

[3, 4]. Uma generalização do modelo de Ising foi proposta ainda no início do surgimento da

mecânica quântica, o modelo Heisenberg, que também é fundamental em mecânica estatística

e tem sido estudado até os dias de hoje. Finalmente, o modelo de Heisenberg pode também

ser generalizado por modelos tais como o modelo de Hubbard [5] e o modelo de Kondo na

rede ferromagnética [6]. Este último modelo pode ser usado para explicar a magneto-resistência

colossal das manganitas [6]. O prêmio Nobel da física de 2007 foi exatamente devido à descoberta

deste fenômeno.2

Ainda que o objetivo geral em Física da Matéria Condensada é de se descrever um sólido,

que consiste de íons e elétrons em uma estrutura cristalina tridimensional, a solução de tal

problema é inviável, em geral, tanto numérica, como analiticamente, o que justi�ca a criação

de modelos com parâmetros de interação simpli�cados, como os dos exemplos citados no pa-

rágrafo anterior. De fato, um elemento chave da física teórica tem sido a conceptualização de

fenômenos físicos através de modelos. No entanto, a investigação de tais modelos está sujeita

às ferramentas matemáticas/computacionais disponíveis, e, até mesmo para modelos relativa-

mente simples, normalmente, uma abordagem em três dimensões é uma tarefa extremamente

complicada. Por conseguinte, sistemas em menores dimensões são consideravelmente mais sim-

ples de serem abordados do ponto de vista teórico. Aqui, estamos preocupados com modelos

quasi -unidimensionais que são exatamente solúveis, i.e., aqueles cujas propriedades podem ser

calculadas de modo analítico. Vale salientar que modelos teóricos quasi -unidimensionais são

precisos na descrição de certos experimentos [9], sendo portanto mais do que apenas especula-

ções matemáticas. A importância principal da obtenção de soluções exatas reside no fato de

que estas nos permitem entender e caracterizar corretamente diversos fenômenos físicos, sendo

assim são indiscutivelmente um assunto de grande interesse e, em geral, mais fáceis de serem

estudados.

A história da solução exata de sistemas quânticos de muitos corpos remonta ao artigo de

1928 de Jordan e Wigner [10], no qual encontraram a relação exata entre operadores de levan-

tamento/abaixamento de spin-1/2 e operadores fermiônicos de criação/aniquilação. De modo

que tal correspondência permite converter sistemas de spin-1/2 em férmions interagentes sem

spin. O próximo passo dessa história foi a solução de Bethe para o modelo de Heisenberg uni-

dimensional de spin-1/2 em 1931 [11], o chamado ansatz de Bethe. Outro importante marco

ocorreu em 1944, com a já citada solução exata para a função de partição do modelo de Ising

bidimensional obtida por Onsager. Vale acentuar também que, em 1961, Lieb et al. [12] estu-

daram um sistema de L férmions governado por hamiltonianas biquadráticas, e mostraram que

2A magneto-resistência gigante foi primeiramente observada em �tas magnéticas [7, 8].
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apesar do espaço de Hilbert da hamiltoniana ter tamanho 2L a diagonalização desta é reduzida

à solução de equações de valores próprios de duas matrizes de ordem L. Ainda nos anos 1960

novas aplicações para o ansatz Bethe foram descobertas, por exemplo: o estudo do gás de bósons

com interação de função delta [13, 14]; e o modelo de Hubbard unidimensional [15, 16].3

Um novo capítulo na análise de modelos exatamente solúveis foi aberto com o advento da

teoria de campos conforme (CFT) [18]. Em particular, várias restrições aparecem se assumirmos

que os sistemas críticos são invariantes por transformações conformes. Além disso, as possíveis

classes de comportamento crítico de sistemas quânticos unidimensionais �cam indexados pela

anomalia conforme (carga central) c. Em meados dos anos oitenta, demonstrou-se através da

CFT, como a carga central c pode ser extraída através do comportamento da energia do estado

fundamental de sistemas grandes, porém �nitos. E que além disso, os expoentes críticos, que

governam o decaimento em lei de potência das funções de correlação, são também precisamente

relacionados com os níveis de energia de sistemas próximos do limite termodinâmico.

Estas descobertas resultaram em um estudo sistemático das correções de tamanho �nito nos

espectros de diversos modelos. Provavelmente, este é um dos modos mais precisos de se de-

terminar o comportamento crítico em sistemas unidimensionais, de modo que, merecidamente

é um dos mais populares. Atualmente, devido à conexão entre as correlações quânticas e as

propriedades de emaranhamento, é possível a localização de pontos críticos e a caracterização

da classe de universalidade de comportamento crítico (carga central c) deles através de conceitos

da informação quântica [19�25]. Esta é uma das razões pela qual, em anos recentes, a Física da

Matéria Condensada e a Teoria de Informação têm mostrado interesses comuns, e consequen-

temente, ferramentas e ideias desenvolvidas em um campo têm dado novas compreensões ao

outro.4

Sabe-se que o emaranhamento é uma das assinaturas mais peculiares da mecânica quântica,

não possuindo nenhum análogo clássico. Por exemplo, uma �partícula� que classicamente possui

apenas dois possíveis estados, pela mecânica quântica, poderia estar simultaneamente nos dois

estados binários. Quando temos um sistema com mais de uma �partícula�, cada uma delas

pode estar em um estado de superposição, o que resultaria num estado global emaranhado.

Notadamente, o prêmio Nobel da física deste ano foi consagrado ao desenvolvimento de métodos

para a medida e manipulação de partículas individuais sem destruir sua natureza quântica

(estado de superposição). Abaixo, retomaremos, ainda qualitativamente, o conceito da conexão

entre emaranhamento e a caracterização de fases quânticas.

Podemos, basicamente, rotular as hamiltonianas de sistemas de muitos corpos em duas clas-

3Veja a Ref. [17] para uma introdução ao fascinante assunto de sistemas que podem ser resolvidos exatamente.
4Outro grande motivador para o compartilhamento de interesses e esforços destas áreas está na mais auda-

ciosa tentativa de se projetar um computador quântico. Está ideia foi proposta por Feynman, em 1982 [26],
quando ele planejou um sistema quântico abstrato capaz de efetuar computação.
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ses. Aquelas cujos espectro de energia, no limite termodinâmico, apresenta um gap �nito (nulo)

são ditas não críticas (críticas).5 Em geral, os autoestados destas hamiltonianas são compostos

de sobreposições de estados produtos, i.e., se o sistema descrito pela hamiltoniana é divido em

duas partes, elas, em geral, são emaranhadas e por isso compartilham informação. Uma possível

medida desta informação compartilhada é inferida pela entropia de emaranhamento. Ingenua-

mente, poderíamos esperar que esta entropia fosse uma quantidade extensiva, i.e., proporcional

ao volume do subsistema, mas isto não ocorre. Lembrando que estamos interessados na in-

formação mutuamente compartilhada, não em uma informação contida em uma dada parte, e

que as duas partes compartilham a superfície que as separam, deveríamos esperar então que a

entropia seja proporcional a esta área. Isto é de fato esperado para sistemas não críticos, cujo

comprimento de correlação ξ é �nito, e é bem conhecido como Lei entrópica da Área [27]. Em

contrapartida, em sistemas críticos (ξ → ∞), as partes do sistema compartilham informação

muito além dos graus de liberdade em torno da superfície que os separa. De modo que o conhe-

cimento de apenas uma das partes implica em uma perda da informação (aumento da entropia).

Portanto uma violação da Lei entrópica da Área é esperada [27] [ver também a Figura 1.3.1(d)].

Nesta dissertação, no Capítulo 1, vamos apresentar a mais usual medida de quantidade de

informação compartilhada entre duas partes de um sistema, a entropia de Rényi. Discutiremos

também como encontrar a carga central por meio desta entropia (comportamento geral da

violação da Lei da Área).

Nos Capítulos seguintes, estudaremos alguns sistemas de spins quasi -unidimensionais exa-

tamente solúveis utilizando os métodos mencionados acima. A saber, no Capítulo 2 apresen-

taremos a solução exata do modelo unidimensional XY em um campo transverso, discutindo

seu espectro de energias e calculando de modo exato sua carga central; como veremos c = 1

e c = 1/2 para os casos isotrópico e campo externo crítico, respectivamente. Por �m, o Capí-

tulo 3, será dedicado ao estudo das propriedades de emaranhamento do modelo XY, no qual

calcularemos as entropias de Rényi utilizando o método das correlações, cujos resultados com-

pararemos com as previsões da CFT. Na verdade, para o modelo XX, estes resultados podem

ser calculados de modo exato, embora este não será o nosso foco. Quanto à entropia de Rényi de

estados excitados, por um lado, alguns resultados esperados de trabalhos anteriormente serão

con�rmados [28, 29], por outro lado, o comportamento das entropias de Rényi para excitações

ditas não-compactas serão interpretados/discutidos de um modo diferente da proposta original

[28, 29].

No Capítulo 4 consideraremos um modelo, exatamente solúvel, em geometria de escadas de

duas pernas e com interação de três-spins. Este modelo possui um interessante diagrama de

fases com regiões com gap �nito (regiões não crítica) e regiões com um e dois modos de gap-
5É esperado que o gap seja inversamente proporcional ao comprimento de correlação.
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nulo (regiões críticas). Obteremos analiticamente as correções de tamanho �nito das energias

para as regiões de gap nulo, e como consequência sua carga central; a saber, esta escada possui

a mesma classe de universalidade de comportamento crítico do modelo XX, c = 1. Como

usual, utilizaremos o método da matriz de correlação para o cálculo das entropias de Rényi.

O comportamento destas entropias foi completamente entendido nas duas regiões não críticas,

inclusive um resultado não trivial foi encontrado, considerando o sistema com condições de

contorno periódica, na região crítica com dois modos de gap-nulo, a entropia de von Neumann

exibe fortes oscilações.

Finalizando, apresentamos no Apêndice A, para uma hamiltoniana biquadrática geral em

operadores fermiônicos: (i) sua diagonalização exata através das transformações de Bogoliubov;

(ii) a entropia de Rényi em função dos autovalores da matriz de correlação.

Nossas contribuições originais, tanto para o avanço no entendimento das correções de tama-

nho �nito da entropia de Rényi do estado fundamental em sistemas de spins (Subseção 4.2.1),

quanto para a investigação da entropia de Rényi de estados excitados (Subseções 3.2.2 e 4.2.2)

foram recentemente publicados na revista Physical Review B [30].



Capítulo 1

Fenômenos críticos e emaranhamento

Neste capítulo apresentaremos diversos conceitos básicos que serão fundamentais para a compre-

ensão do restante deste texto. Também listaremos diversos resultados gerais que serão ampla-

mente utilizados nos capítulos seguintes. Já na próxima seção, introduziremos algumas noções

fundamentais para a compreensão de fenômenos críticos. Com certeza, uma das características

mais importantes observadas no estudo de fenômenos críticos é a universalidade: diferentes

sistemas1 apresentam comportamento idênticos quando são reescalados por algum parâmetro

crítico. Tal conceito será melhor explicado no decorrer deste capítulo. A �m de entender quali-

tativamente o conceito de comportamento crítico, vamos primeiramente introduzir as de�nições

de ponto crítico, parâmetro de ordem, expoentes críticos, etc. Finalmente, nas seções seguin-

tes, resumiremos as predições da CFT para as correções de tamanho �nito das energias e das

entropias de emaranhamento.

1.1 Fenômenos críticos

Consideremos um pedaço de algum material, medimos algumas de suas propriedades macroscó-

picas, por exemplo sua densidade, compressibilidade, magnetização ou susceptibilidade. Divide-

se então este material em duas partes, mantendo as variáveis externas (pressão, campo magné-

tico, etc.) �xadas, e observa-se que as propriedades macroscópicas não são alteradas. Entre-

tanto este processo não pode ser repetido in�nitamente. Eventualmente, após muitas iterações,

comportamentos estranhos irão surgir, uma vez que quando alcançarmos a escala atômica, o

comportamento individual de átomos e moléculas (diferente do comportamento do material que

eles/elas constituem) regerá as propriedades físicas do sistema. O comprimento de escala em

que as propriedades globais dos pedaços começam a diferir acentuadamente das originais dá-nos

uma medida do que é conhecido como comprimento de correlação ξ. Ou seja, a distância sobre

1Desde que as hamiltonianas possuam as mesmas simetrias e mesma dimensão.

6
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a qual �utuações aparecem devido aos graus de liberdade microscópicos serem correlacionados

uns com os outros (veja por exemplo as Refs. [31�33]).

Usualmente o comprimento de correlação é da ordem de alguns espaçamentos atômicos,

embora este dependa das condições externas que determinam o estado do sistema. É bem

conhecido que os sistemas mudam abruptamente seu comportamento macroscópico mesmo para

suaves mudanças das variáveis externas. Neste caso dizemos que ocorreu uma transição de fase

a partir de um estado para outro. Existem basicamente duas maneiras nas quais tais transições

ocorrem [32, 33]:

(i) transição de fase descontínua ou de primeira ordem, na qual o comprimento de correlação

é �nito. Neste caso, parte do sistema completou a transição e outras partes não, i.e., existe um

regime de estado misto entre os dois (ou mais) estados. Certamente, o exemplo mais conhecido

desta classe de transição é a fusão de um sólido tridimensional. O sistema absorve ou libera

energia, a uma taxa �xa, enquanto que a temperatura permanece constante. A estrutura do

material muda drasticamente a partir de um estado estável para outro, e ainda o sólido não

passa instantaneamente para líquido, mas sim forma uma mistura de domínios sólidos (moléculas

arranjadas em uma rede cristalina) e domínios líquidos (não existe rede e as moléculas percorrem

caminhos desordenados) no ponto de fusão;

(ii) transição de fase contínua ou de segunda ordem, na qual o comprimento de correlação

torna-se efetivamente in�nito. Neste caso, as �utuações estão correlacionadas em todas as

escalas de distância no material, forçando então o sistema a estar em uma única, e crítica, fase.

À medida que este ponto crítico é aproximado as duas (ou mais) fases tornam-se idênticas.

Retornando ao exemplo do �uído, agora na transição entre a fase líquida e a gasosa, que é uma

transição de primeira ordem, visto que, a densidade dos domínios do material pode ser escolhida

entre dois valores bem de�nidos, um alto (líquido) e outro baixo (vapor). Entretanto esta linha

de transição de fase é bem conhecida por terminar em um ponto, o ponto crítico líquido-gás,

no qual líquido se transforma em gás continuamente e a escolha entre duas densidades cessa.

Então, devido às �utuações de densidade dizemos que não existe distinção entre as fases líquidas

e gasosas, se próximas do ponto crítico. Esta transição de fase é marcada pelo chamado fenômeno

da opalescência crítica, no qual o líquido �ca com uma aparência leitosa, dado que as �utuações

de densidade produzem �utuações no índice de refração [33].

A �m de distinguir de modo mais preciso como um sistema vai de uma fase para outra, e

ainda caracterizar a transição, é necessário introduzirmos o conceito de parâmetro de ordem:

que é a quantidade física que diferencia duas fases, ou mais, entre si. Em geral, esta quantidade

tem uma média térmica nula em uma fase (tipicamente a fase de maior temperatura) e uma

média não nula na outra fase. Infelizmente, esta de�nição não é totalmente precisa, pois podem

existir mais de uma quantidade indeterminada, na verdade, a identi�cação do parâmetro de
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Figura 1.1.1: Grá�cos qualitativos para um material magnético genérico. (a) Magnetização
em função da temperatura na ausência de campo externo. (b) Magnetização em função do
campo magnético aplicado para diversas temperaturas. Note que para T < Tc e h→ 0± temos
magnetizações ±m0, i.e., duas possíveis.

ordem é uma difícil tarefa requerendo certa habilidade.

Apesar do introdutório e pedagógico exemplo de um �uído, nosso objetivo aqui é o tra-

tamento de sistemas magnéticos. Iniciemos portanto com uma visão qualitativa do que é o

ferromagnetismo. Sabemos que os átomos de certos materiais possuem um tipo de momento

angular intrínseco conhecido como spin, enquanto que a nível macroscópico a quantidade física

acessível é a magnetização ~m, que é simplesmente de�nida como o valor médio das variáveis de

spin dentro de um volume de interesse do material. Para muitos materiais os spins orientam-se

aleatoriamente, de modo que a magnetização total produzida por eles é nula, entretanto existe

uma outra classe de materiais em que se observa macroscopicamente uma magnetização não

nula, devido à interação dos spins. Em tais materiais, conhecidos como ferromagnéticos, isto é

observado para valores de temperaturas menores que um valor Tc, a temperatura crítica ou de

Curie, que depende do material em questão [31�33].

Para T = 0 todos os spins estão perfeitamente alinhados uns com os outros (obedecendo

ao princípio de mínima energia), entretanto, quando a temperatura começa a aumentar, uma

�bagunça térmica� randomiza os spins. Não obstante, continuamos a observar uma magnetização

�nita, uma vez que ainda estamos em uma fase ordenada, pois alguns spins continuam alinhados.

Finalmente, quando a temperatura crítica Tc é alcançada esta fração desaparece, o material

torna-se um paramagnético, exibindo uma fase desordenada (principio de máxima entropia).

Na Figura 1.1.1(a) mostramos, qualitativamente, o comportamento da magnetização em função

da temperatura para um material magnético, sem a in�uência de um campo magnético externo,

i.e., h = 0. É observado experimentalmente que, para T su�cientemente próximo de Tc, a
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magnetização tem o seguinte comportamento em lei de potência [31�33]

m = m0 (T − Tc)β , (1.1.1)

parametrizado pelo expoente crítico β.

O outro parâmetro externo que podemos variar é o campo magnético h. Observa-se que

abaixo da temperatura crítica (T < Tc) o vetor magnetização −→m não é �xo e depende da

orientação do vetor campo magnético, e ainda, para h = 0 temos uma livre escolha que depende

do estado do sistema antes do campo ser desligado. Ou seja, a magnetização é descontínua,

tendo um comportamento qualitativo como mostrado na Figura 1.1.1(b). Esta descontinuidade

é característica de uma transição de fase de primeira ordem, aproximando-se de zero quando

a temperatura tende à temperatura crítica e deixa de existir para T > Tc. O ponto h = 0 e

T = Tc é então outro exemplo de ponto crítico no qual a transição de primeira ordem torna-se

contínua.

A magnetização, grandeza que quanti�ca a ordem magnética, é o parâmetro de ordem desta

transição. Como mencionado no primeiro parágrafo, a maioria das quantidades físicas de inte-

resse exibem um comportamento anômalo em lei de potência quando o sistema está su�ciente-

mente próximo do ponto crítico (no caso h = 0 e T = Tc). Entretanto, a classi�cação do ponto

crítico depende de como os spins estão correlacionados. Conforme dito no segundo parágrafo,

uma importante medida desta correlação é o comprimento de correlação ξ, que é uma medida

da distância na qual os spins estão correlacionados, ou melhor, o tamanho típico das regiões em

que os spins estão alinhados.

Inicialmente vamos focar a nossa atenção nos aspectos clássicos do problema, i.e., conside-

rando os spins como graus de liberdade clássicos. Supomos que a cada spin está associado com

um vetor
−→
S (−→r ) que está localizado em um sítio −→r de uma rede d-dimensional de hipervolume

V . Logo estes spins formam um campo vetorial (com a dimensão do espaço de spins conside-

rado) em um espaço de dimensão d.2 Seja Hint a energia devido às interações entre os spins,

então, a hamiltoniana do sistema é H = Hint−
−→
h ·−→ST , sendo o último termo a interação do spin

total
−→
ST =

∑
−→r

−→
S (−→r ) com o campo externo

−→
h , de modo que a magnetização é −→m =

〈−→
ST

〉
/V .

Vamos então de�nir a função de correlação de dois pontos, que mede o grau de alinhamento

entre dois spins nas posições −→r1 e −→r2 , da seguinte forma

G(2)(−→r1 ,
−→r2 ) =

〈−→
S (−→r1 ) · −→S (−→r2 )

〉
.

É importante, do ponto de vista teórico, imaginarmos agora que o sistema é invariante à

translação e rotação, de modo que G(2)(−→r1 ,
−→r2 ) = G(2)(|−→r2 −−→r1 |) e

〈−→
S (−→r1 )

〉
=
〈−→
S (−→r2 )

〉
=
−→
S0.

2Por simplicidade, suporemos que a densidade de spins é unitária, i.e., N = V , onde N é o número de spins
na rede.
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Uma melhor medida é a função de correlação conectada

G(2)
c (|−→r2 −−→r1 |) =

〈[−→
S (−→r1 )−−→S0

]
·
[−→
S (−→r2 )−−→S0

]〉
, (1.1.2)

que quanti�ca a correlação do desvio da média
−→
S0 de cada spin. Sendo então conveniente para

medir as �utuações para o caso T < Tc, uma vez que neste caso os spins estão predominante-

mente alinhados. Note que,

G(2)
c (|−→r2 −−→r1 |) =

〈−→
S (−→r1 ) · −→S (−→r2 )

〉
−
〈−→
S (−→r1 )

〉
·
〈−→
S (−→r2 )

〉

é a dependência estatística entre os spins distantes de |−→r2−−→r1 |. Somando a equação acima sobre

todos os valores de −→r1 e −→r2 temos
∑
−→r1 ,−→r2

G
(2)
c (|−→r2 −−→r1 |) =

〈(−→
ST −

〈−→
ST

〉)2
〉

= kBT∂h 〈ST 〉. Sendo

kB a constante de Boltzmann, ST a componente do spin total ao longo da direção do campo

magnético ~h
(
ST = ĥ · −→ST

)
e a derivada termodinâmica é proporcional à susceptibilidade χ.

Esta última é dada por

χ =
∂m

∂h
=

∂

∂h

(〈ST 〉
V

)
,

que portanto indica a resposta da magnetização a uma pequena variação do campo magnético.

Finalmente, devido às simetrias de rotação e translação,
∑
−→r1
G

(2)
c (|−→r2 − −→r1 |) é independente

de −→r2 e portanto

χ = (kBT )−1
∞∑

r=0

G(2)
c (r), (1.1.3)

o que nos leva a concluir que a susceptibilidade é uma medida da coerência estatística de um

sistema, i.e., da correlação entre os spins do sistema. Deste modo, próximo ao ponto crítico

(h = 0 e T → Tc), no qual os spins estão todos correlacionados, deve haver uma divergência na

susceptibilidade. Isto é de fato observado, e também em forma de lei de potência [31�33]

χ ∝ |T − Tc|−γ . (1.1.4)

A con�guração de spin é obtida experimentalmente através de espalhamento de nêutrons,

por exemplo. Nesse experimento os momentos magnéticos dos nêutrons interagem com os spins

dos elétrons. O que é medido é a seção de choque, ou taxa de espalhamento, que é proporcional

à transformada de Fourier de G(2)
c (r) (veja por exemplo a Ref. [31]), de modo que podemos ter

uma imagem da con�guração de spin via transformada inversa.

Longe do ponto crítico T 6= Tc é observado que a função correlação tem um decaimento

exponencial assintótico com a distância [32],

G(2)
c (r) ∝ e−r/ξ

rn
, r � ξ, (1.1.5)
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expoente de�nição condição

β m ∝ (Tc − T )β T < Tc e h = 0
δ m ∝ h1/δ T = Tc
γ χ = ∂hm ∝ |T − Tc|−γ h = 0

α C ∝ |T − Tc|−α h = 0

ν ξ ∝ |T − Tc|−ν h = 0

η G
(2)
c (r) ∝ r−(d−2+η) T = Tc

Tabela 1.1: De�nição dos expoentes críticos mais comuns [31�34]. Sendo C o calor especí�co.

sendo n um número real e ξ o comprimento de correlação. Por outro lado, no ponto crítico o

sistema comporta-se completamente diferente, neste limite ξ → ∞, e a correlação decai com

outra lei de potência anômala [31, 32]

G(2)
c (r) ∝ 1

rd−2+η
, (1.1.6)

sendo η seu expoente crítico e d a dimensão do sistema. Então, em geral devemos ter G(2)
c (r) ∝

g(r/ξ)
rd−2+η , o que enfatiza que o comprimento de correlação deve divergir no ponto crítico. A �m

de caracterizar esta divergência de�nimos outro expoente crítico ν, tal que para h = 0

ξ ∝ |T − Tc|−ν . (1.1.7)

Na Tabela 1.1 apresentamos as de�nições dos expoentes críticos associados a várias quanti-

dades físicas. É importante salientar que as propriedades observadas na transição de fase são

ditas universais no sentido que: sistemas microscopicamente distintos terão o mesmo conjunto

de expoentes críticos, desde que as hamiltonianas compartilhem as mesmas simetrias e tenham

a mesma dimensão. É devido a este fato que o mesmo tipo de singularidades é encontrado em

sistemas completamente diferentes, por exemplo no �uído, i.e., os expoentes críticos seguem uma

regra idêntica à do ferromagneto (fazendo a equivalência entre as variáveis de cada problema).

É importante salientar que estes expoentes não são todos independentes, por exemplo,

usando as Eqs. (1.1.3) e (1.1.7), temos χ ∼
´∞

0
dr g(r/ξ)

rd−2+η

r=ξz
= ξ2−η ´∞

0
dzz1−ηg(z) ∼ ξ2−η ∼

|T − Tc|−ν(2−η) e então, através de uma simples análise dimensional com a Eq. (1.1.4), é possí-

vel obter a lei de escala γ = ν(2− η), conhecida como lei de Fisher [34, 35].

A primeira tentativa que podemos fazer, a �m de obter as singularidades, ou melhor os

expoentes críticos, é utilizar a conhecida teoria de campo médio. Na qual se supõe que cada

spin está em um campo magnético local, que é soma do campo externo e de um campo devido

à interação entre os spins vizinhos. E este último é uma função da média de todos os spins,

i.e., a magnetização. Esta teoria simples prevê um comportamento em lei de potência para

as grandezas termodinâmicas e ainda independentes dos detalhes do sistema (acoplamentos e
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constantes, por exemplo). Embora os expoentes não coincidam com os experimentais, tal teoria

apresenta a universalidade observada.

Formularemos agora a chamada hipótese de escala supondo que o sistema além de invariante

à translação e rotação é também invariante à mudança de escala. A hipótese de escala consiste

em supor que, próximo do ponto crítico, a densidade de energia livre (ou a energia livre por

sítio no caso de sistemas discretos) é uma função homogênea generalizada de suas variáveis

[32, 35, 36]. Os parâmetros da energia livre, no ensemble canônico, são a temperatura e o

campo magnético [33]. É útil de�nirmos aqui a temperatura reduzida t = T/Tc − 1, e portanto

f(λat, λbh) = λf(t, h), (1.1.8)

sendo λ um número real. Note que escolhendo λ = t−1/a temos f(t, h) = t1/ag(h/tb/a), e portanto

m = − ∂hf |h=0 = −g′(0)t(1−b)/a, que comparado com a Tabela 1.1 se conclui que β = (1− b)/a.
Repetindo um procedimento análogo para as quatro primeiras linhas desta tabela, obtemos as

seguintes leis de escala γ = (2b− 1)/a, α = 2− 1/a e δ = b/(1− b).3 No entanto, devemos nos

perguntar, podemos fazer a hipótese de escala [Eq. (1.1.8)]? e se sim, quais são os expoentes a

e b?

A �m de responder as perguntas acima voltemos à de�nição da hamiltoniana

H = Hint −
−→
h ·
∑

~r

~Scell(~r), (1.1.9)

sendo ~Scell as variáveis de spins de�nidas nos sítios de uma rede d-dimensional com espaçamento

de rede a. Fazemos agora uma reescala na unidade de comprimento, agrupando bd sítios (células)

em um bloco de lado ab, conforme Figura 1.1.2. As novas variáveis de spins são de�nidas, no

centro dos blocos, como
~Sbloc(~r′) =

1

R

∑

~r∈bloco

~Scell(~r), (1.1.10)

sendo R uma constante normalização.

A energia total deve ser independente da escala espacial, i.e., invariante às transformações

de escala. A nova hamiltoniana é dada por

H′ = H′int −
−→
h′ ·

∑

~r′

~Sbloc(~r′), (1.1.11)

em particular, as hamiltonianas (1.1.9) e (1.1.11) devem envolver a mesma interação com o

campo externo, e para isso ser verdade devemos ter
−→
h′ = R

−→
h . Visto que a energia total não é

3Note que o parâmetro de ordem, a magnetização, é proporcional à derivada primeira da energia livre por
sítio em relação ao parâmetro externo campo magnético, e é contínua no ponto crítico. Por outro lado, a derivada

segunda da energia livre, i.e., a susceptibilidade magnética, é descontínua no ponto crítico. Está é a de�nição
usual de Ehrenfest para transições de fase de segunda ordem [33].
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a 

ba 

Figura 1.1.2: Renormalização em uma rede d-dimensional com espaçamento de rede a: bd sítios
são agrupados em um bloco de lado ab.

alterada com a mudança de escala, a energia livre total também não será. Mas como o compri-

mento ∆x é reescalado com ∆x′ = b−1∆x, então o volume reescala por um fator b−d. Dizemos

que (−1) e (−d) são as dimensões de escala do comprimento e do volume, respectivamente.

Portanto, conclui-se que a densidade de energia tem uma dimensão de escala d, i.e., é reesca-

lada por um fato bd, matematicamente f ′ = bdf . A temperatura também é reescalada, através

da Eq. (1.1.7) pode-se ver que t′ = b1/νt. Portanto, falta agora calcularmos o fator de escala

do campo magnético. Este é facilmente obtido da correlação (1.1.2), calculando a média para

cada hamiltoniana, e usando que 〈· · · 〉cell = 〈· · · 〉bloco, que segue da invariância da função de

partição. Deste modo temos que G(2)
c (r′,H′) = R−2b2dG

(2)
c (br′,H). Lembrando que no ponto

crítico G(2)
c (br′,H) = 1/(br′)d−2+η, conforme Eq. (1.1.6), conclui-se que R = b(d+2−η)/2, o que

resulta em

f(t, h) = b−df(t′, h′) = b−df(b1/νt, b(d+2−η)/2h),

da qual vemos que a energia livre é de fato uma função homogênea generalizada.

Esta equação não é mais geral do que a de�nição (1.1.8), uma vez que para b = λ1/d esta

é recuperada, implicando que a = 1/νd e b = (d + 2 − η)/2d. Portanto da hipótese de escala

seguem as seguintes leis de escalas

α = 2− νd
β = (d− 2 + η)ν/2

γ = ν(2− η)

δ = (d+ 2− η)/(d− 2 + η)

, (1.1.12)

da qual vemos que temos apenas dois expoentes independentes.

Todos os resultados até agora obtidos foram encontrados sem referência a qualquer modelo.

O critério para a escolha de um modelo microscópio não é rígido e depende do fenômeno de

interesse. Se a estrutura do modelo descreve o sistema de estudo, então as quantidades físicas
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calculadas devem concordar com as observadas, e esta deve ser a regra básica para escolhermos

o modelo.

Discussões mais detalhadas dos conceitos apresentados nesta seção, bem como a solução de

diversos modelos clássicos, tais como, o modelo de Ising, o modelo de Ginzburg-Landau e muitos

outros, podem ser encontradas nas Refs. [31�38].

Vale salientar ainda que, as transições de fase discutidas aqui nesta seção, bem como suas

propriedades, só surgem no limite termodinâmico, i.e., quando o volume do sistema e o número

de partículas é efetivamente in�nito. Nas próximas seções concentraremos nossa atenção nas

correções de tamanho �nito das quantidades físicas próximas de pontos críticos. Nesse sentido,

nosso foco será no espectro de energia na Seção 1.2 e na entropia de emaranhamento na Seção

1.4. Além disso, o conceito de entropia de emaranhamento será discutido na Seção 1.3.

1.2 Correções de tamanho �nito da energia

Nesta seção trataremos de sistemas quânticos unidimensionais cujos graus de liberdade estão

localizados em uma cadeia. Além da simetria de translação, assumiremos que o sistema é

invariante frente às transformações conformes. Como é bem conhecido, sistemas quânticos

em d-dimensões podem ser mapeados em sistemas clássicos em (d + 1)-dimensões [39]. As

transformações conformes que estamos nos referindo nos sistemas quânticos unidimensionais

se referem na verdade às transformações no espaço bidimensional dos sistemas clássicos [36].

Transformações conformes são basicamente transformações de escala, onde o fator de reescala

é uma função da posição, i.e., é uma generalização da dilatação global r′ = br que muda o

comprimento dos vetores localmente (ponto a ponto), i.e., r′ = b(r)r . Geometricamente, uma

transformação conforme deixa invariante o ângulo entre quaisquer curvas. Se assumirmos que

os sistemas críticos são invariantes por transformações conformes, vários vínculos aparecem

(inclusive nas funções de correlações) [40�42]. Devido a esses vínculos, as possíveis classes

de universalidade de comportamento críticos passam a ser indexadas pela carga central ou

anomalia conforme c, bem como as dimensões escalares dos operadores primários ϕ(n). A seguir

apresentaremos vários resultados que são bem estabelecidos (ver por exemplo [36]), contudo,

suas demonstrações fogem do escopo desta dissertação, sendo assim, não serão apresentadas

aqui.

O primeiro resultado relaciona a carga central com a energia do estado fundamental. A

energia do estado fundamental de um sistema unidimensional de comprimento L, com condições

periódicas de contorno (PBC) e invariante por transformações conformes, deve comportar-se
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assintoticamente como (veja também [43])

E0

L
= e∞ −

cπ

6L2
υs + o

(
L−2

)
, (1.2.1)

sendo e∞ a energia livre por sítio, υs a velocidade do som (ou velocidade de Fermi) e c a já

mencionada carga central. As quantidades e∞ e υs dependem do modelo, e portanto são não

universais, enquanto que o coe�ciente c caracteriza a universalidade do ponto crítico, ou seja,

cada classe de universalidade de comportamento crítico é rotulada por um dado valor de c [e.g.,

Eq. (1.2.5)].

Já a estrutura dos estados excitados está associada com as dimensões escalares dos opera-

dores primários. Há uma torre de estados no espectro da hamiltoniana com energias E∆
j,j′ que

se comporta assintoticamente como [32, 36]

E∆
j,j′ = E0 +

2πυs
L

(∆ + j + j′) + o
(
L−1

)
j, j′ = 0, 1, 2, · · · , (1.2.2)

sendo ∆ as dimensões de escala (que estão relacionadas com os expoentes críticos) dos operadores

primários, e X∆
j,j′ = ∆ + j + j′ as dimensões de escala dos operadores descendentes.

Finalmente, os momentos associados com a autoenergia E∆
j,j′ são dados por

P s
j,j′ =

2π

L
(s+ j − j′) , (1.2.3)

sendo s conhecido como spin planar.

Na linguagem da CFT, os operadores primários são caracterizados por dois pesos conformes(
h(n), h(n)

)
, que são relacionados com a dimensão de escala ∆(n) e o spin s(n) da seguinte forma

[36]

h(n) =
∆(n) + s(n)

2
h(n) =

∆(n) − s(n)

2
, (1.2.4)

a partir destes operadores primários são formados os operadores descendentes que devem obe-

decer às torres de energias e de momentos dadas pelas Eqs. (1.2.2) e (1.2.3).4

Outros resultados interessantes referem-se aos possíveis valores de c e h(n), os quais descre-

vemos sucintamente abaixo. Para teorias conformes com c < 1 os possíveis valores da carga

central são [36, 44]

c = 1− 6

m(m+ 1)
, m = 3, 4, · · · (1.2.5)

e ainda, devemos ter m(m− 1)/2 pesos conformes dados por

h(p,q) =
[(m+ 1)p−mq]2 − 1

4m(m+ 1)
, (1.2.6)

4Comumente as excitações advindas de operadores descendentes são chamadas de excitações ��lhotes�.
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j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

h = 0 1 0 1 1 2 2 3 3 5 5 7 8 11 12 16 18
h = 1

16
1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27

h = 1
2

1 1 1 1 2 2 3 4 5 6 8 9 12 14 17 20

Tabela 1.2: Degenerescência dos campos descendentes para carga central c = 1/2 calculadas na
Ref. [44].

com p e q inteiros satisfazendo: 1 6 p 6 m− 1, 1 6 q 6 p. Os primeiros membros da sequência

com m = 3, 4, 5 e 6, i.e., com carga central c = 1/2, 7/10, 4/5 e 6/7, caracterizam as classes de

comportamento crítico do modelo de Ising, do modelo de Ising tricrítico, do modelo de Potts

de 3-estados e do modelo de Potts de 3-estados tricrítico, respectivamente.

Por exemplo, para m = 3 os campos primários têm pesos

(
h(1,1), h(1,1)

)
= (0, 0)

(
h(2,1), h(2,1)

)
=

(
1

2
,
1

2

) (
h(1,2), h(1,2)

)
=

(
1

16
,

1

16

)
, (1.2.7)

com respeito aos campos descendentes, as degenerescências destes também são conhecidas. Os

autores da Ref. [44] calcularam tais degenerescências explicitamente, e nós apresentamo-las na

Tabela 1.2, para 1 6 j 6 15.

Outro caso de interesse é c = 1, para o qual temos in�nitos pesos conformes. Estes pesos,

por sua vez, são dados por [36]

h(Q,β) =
1

2

(
Q

R
+
βR

2

)2

h(Q,β) =
1

2

(
Q

R
− βR

2

)2

, (1.2.8)

sendo R o raio de compactação.5 E os valores de Q e β dependem do modelo, para o modelo

gaussiano, bem como para a cadeia de Heisenberg XXZ, tem-se Q, β ∈ Z [36, 45�47]. Uma vez

que as dimensões de escala e os spins devem obedecer à Eq. (1.2.4), estes são então dados por

∆(Q,β) =
Q2

R2
+
β2R2

4
s(Q,β) = Qβ. (1.2.9)

Estas dimensões são bastante similares às do modelo gaussiano derivadas por Kadano� e

Brown [46, 47]. Outros valores de c também são encontrados, embora não sejam considerados

no presente trabalho.

1.3 O conceito de emaranhamento

O conceito de emaranhamento foi introduzido em 1935, quando Schrödinger usou o termo pela

primeira vez em uma série de três artigos [48]. Nesta mesma época Einstein, Podolsky e Rosen
5O valor de R depende do modelo considerado e está relacionado com as interações. No caso do modelo de

Heinsenberg XXZ 1/R2 = ∆σ, sendo ∆σ a dimensão de escala do operador magnetização [45].
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Figura 1.3.1: Ilustração de sistemas quânticos bipartidos contendo os subsistemas A e B. (a)
Sistema genérico. (b) e (c) Cadeia unidimensional com condição de contorno aberta e periódica,
respectivamente (d) Rede retangular e três possíveis comprimentos de correlação diferentes;
ξ3 ∼ a, ξ2 ' a e ξ1 � a. Tendo em vista que graus de liberdade dentro do círculo de raio ξn
(n = 1, 2, 3) estão correlacionados, a informação compartilhada (entropia de emaranhamento)
entre os subsistemas será tão maior quanto ξn for maior. Consequentemente, para ξ1 e ξ2 os
subsistemas compartilham informação apenas entre os graus de liberdade em torno da linha que
separa os subsistemas, de modo que a Lei Entrópica da Área deve ser válida. Diferentemente,
para ξ1 →∞, em um sistema de tamanho in�nito (ou a→ 0), devemos esperar uma violação da
Lei Entrópica da Área, visto que, os subsistemas estão emaranhados não apenas entre os graus
de liberdade próximos à linha separadora. Ou melhor, haverá uma divergência da entropia de
emaranhamento pois há informação sendo compartilhada entre um grau de liberdade de um
dado subsistema com toda a extensão do outro subsistema [ver também Figura 3.1.1(b)].

discutiam seu famoso �experimento mental� (gedankenexperiment) envolvendo duas partículas

relativamente distantes, no qual uma medida no estado de uma partícula tem efeito instantâneo

no estado da outra partícula, independentemente da distância entre as partes. Como discutire-

mos mais adiante, o emaranhamento está conectado com o comportamento do estado quântico,

bem como com a informação contida na função de onda. Apesar de, durante muitos anos, o

emaranhamento ter sido discutido, principalmente, no campo da óptica quântica, e para siste-

mas com poucos graus de liberdade, recentemente tem sido de interesse a formulação/aplicação

de medidas de emaranhamento para sistemas com muitos graus de liberdade, como as cadeias

quânticas de spins.

Considere um sistema quântico descrito pelo estado |Ψ〉, o sistema é então dividido em duas

partes A e B [ver Figuras 1.3.1(a) - (c)]. Sejam
∣∣ΨAm

〉
e
∣∣ΨBn

〉
bases ortonormais nos espaços de

Hilbert HA e HB. Então podemos escrever

|Ψ〉 =
∑

m,n

Am,n
∣∣ΨAm

〉
⊗
∣∣ΨBn

〉
, (1.3.1)
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sendo a matriz A, cujos elementos são Am,n, em geral retangular, pois as dimensões dos espaços

de Hilbert dos subsistemas podem ser diferentes (m = 1, · · · ,M e n = 1, · · · , N ). O estado

|Ψ〉 ∈ HA ⊗ HB é dito emaranhado se ele não pode ser escrito como um produto tensorial

dos estados de cada subsistema, i.e., |Ψ〉 6=
(∑

m am
∣∣ΨAm

〉)
⊗
(∑

n bn
∣∣ΨBn

〉)
. Tipicamente, o

estado fundamental de diversos sistemas quânticos de muitos corpos consiste de uma enorme

sobreposição de estados produtos, sendo portanto emaranhados. Em contra partida, quando,

por exemplo, um intenso campo magnético atua sobre um sistema de spins, este campo alinha os

spins ao longo de sua direção, resultando no estado produto ferromagnético (não emaranhado),

isto será veri�cado explicitamente no Capítulo 2 para o modelo de Ising em um campo transverso.

É útil obtermos uma forma �diagonal� para a matriz A. Isto é feito através da decomposição

do valor-singular A = UDV , sendo U uma matriz quadrada e unitária (M ×M), D uma matriz

diagonal (M×M) e V uma matriz retangular (M×N) com linhas ortonormais.6 Seja λn = Dn,n,

então temos

|Ψ〉 =
∑

m,n,k

Um,kλkVk,n
∣∣ΨAm

〉
⊗
∣∣ΨBn

〉
,

da qual obtemos a famosa decomposição de Schmidt [51]

|Ψ〉 =
M∑

k=1

λk
∣∣ΦAk

〉
⊗
∣∣ΦBk
〉
, (1.3.2)

sendo
∣∣ΦAk

〉
=

M∑
m=1

Um,k
∣∣ΨAm

〉
e
∣∣ΦBk
〉

=
N∑
n=1

Vk,n
∣∣ΨBn

〉
. Expressar |Ψ〉 em termos desta nova

base há algumas vantagens, a saber: (i) soma simples; (ii) |Φα
m〉 são ortonormais em ambas as

partes; (iii)
∑
n

|λn|2 = 1. Note que λn descreve a estrutura de emaranhamento. Por exemplo,

considerando o caso limite λ1 = 1 e λn = 0 para n > 1, temos apenas um termo na soma da

Eq. (1.3.2), que corresponde a um estado produto, i.e., um estado não emaranhado. Por outro

lado, se λn = 1/M para todo n (supondo M 6 N , sem perda de generalidade), temos todos os

termos com o mesmo peso, e portanto um máximo emaranhamento.

Como é bem sabido, um método alternativo, e matematicamente equivalente à formulação

da mecânica quântica em termos de estados vetores, é usar o operador densidade [52], de�nido

por

ρ = |Ψ〉 〈Ψ| . (1.3.3)

Expressando |Ψ〉 na forma de Schmidt temos

ρ =
∑

n,n′

λnλ
∗
n′
∣∣ΦAn ,ΦBn

〉 〈
ΦAn′,Φ

B
n′
∣∣ .

6É possível mostrar que para qualquer matriz retangular é sempre possível fazer tal decomposição [49] (veja
também a Ref. [50] para uma revisão histórica da decomposição do valor-singular).
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Uma vez que estamos interessados em um sistema bipartido, precisamos de uma ferramenta

que descreva individualmente cada subsistema do sistema composto. Tal descrição é obtida

através da matriz de densidade reduzida, de�nida por [52]

ρA = TrBρ e ρB = TrAρ, (1.3.4)

sendo TrB (TrA) o operador traço parcial sobre o subsistema B (A). Desse modo, escolhendo

um dos subsistemas, toda a informação sobre esta parte pode ser obtida traçando sobre os

graus de liberdade da outra parte. Para o subsistema A temos, por exemplo, ρA = TrBρ =∑
m

〈
ΦBm
∣∣ ρ
∣∣ΦBm

〉
. Assim

ρα =
∑

m

|λm|2 |Φα
m〉 〈Φα

m| , α = A,B, (1.3.5)

da qual extraímos duas observações importantes: (i) o espectro de autovalores das matrizes

de densidade reduzidas fornece diretamente o peso na decomposição de Schmidt, rea�rmando

a conexão entre a função de onda e o emaranhamento. E ainda, estes autovalores |λm|2 = pm

podem, obviamente, ser visualizados com probabilidades; (ii) uma vez que ρα é hermitiana e

seus autovalores são positivos podemos escrever:

ρα =
e−Hα

Z
, (1.3.6)

sendo Z uma constante. O operador Hα é comumente chamado �hamiltoniana de emaranha-

mento�.

Uma questão óbvia aqui é: na de�nição (1.3.4), por que é o traço parcial usado para descrever

parte de um sistema? A �m de analisar esta questão considere um operador OA que atua no

subsistema A, e O o observável da mesma medida no sistema inteiro, i.e., O = OA ⊗ 1B.

Calculando o valor médio de O temos 〈O〉 = Tr (Oρ) = Tr (OA ⊗ 1Bρ), que deve ser igual a

〈OA〉 = TrA (OAρA), que é satisfeito escolhendo ρA = TrBρ. A prova da unicidade desta solução

pode ser encontrada, por exemplo, na Ref. [53].

Apesar do completo espectro da matriz de densidade dar claramente a assinatura do emara-

nhamento em sistemas bipartidos, é também desejável termos uma medida simples através de

um número. Na última década diversas medidas de emaranhamento têm sido propostas e calcu-

ladas para o estado fundamental de diversos sistemas de muitos corpos [22]. No que diz respeito

aos estados excitados pouca atenção foi devotada às suas propriedades de emaranhamento até

o presente. Mesmo para o estado fundamental, para o qual uma larga investigação já foi feita,

ainda não existe um consenso sobre a medida correta do emaranhamento no caso de um estado

misto. A entropia de emaranhamento é, sem dúvida, a quantidade mais comumente calculada

a �m de quanti�car o emaranhamento. Ela é de�nida como a entropia de von Neumann, dada

por

S1(A) = −TrA (ρAlogρA) = −
∑

n

pnlogpn, (1.3.7)
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e analogamente para B. Esta é a medida de emaranhamento padrão em sistemas bipartidos e

é de�nida generalizando a entropia de Shannon (associada à incerteza de uma distribuição de

probabilidade clássica) para estados quânticos.7 A entropia de von Neumann tem as seguintes

propriedades: (i) S1(A) = S1(B), �sicamente, a entropia de emaranhamento não é uma medida

relativa ao estado de um dos subsistemas e sim do estado do sistema inteiro, medindo como

os subsistemas são inter-relacionados; (ii) S1 = 0 para estados separáveis; (iii) S1 é máximo

se todos os pn são iguais, se pn = 1/M para n = 1, · · · ,M então S1 = logM . Uma simples

interpretação segue desta última propriedade, escrevendo S1 = logMe�, então Me� = eS1 é o

número efetivo de estados na decomposição de Schmidt. Uma observação importante aqui é

que, em geral, a entropia de emaranhamento não é proporcional ao tamanho de um subsistema

como a usual entropia termodinâmica é.

Consideremos, a nível ilustrativo, um simples sistema composto de dois spins-1/2 no estado

|Ψ1〉 = a |↑↑〉 + b |↑↓〉 + c |↓↑〉, que apesar de ser em geral emaranhado, não está na forma de

Schmidt [Eq. (1.3.2)], pois |Ψ1〉 = |↑〉A (a |↑〉B + b |↓〉B) + c |↓〉A |↑〉B , e portanto os estados

no subsistema B são não ortogonais, para a 6= 0. Por outro lado, se o sistema está no estado

|Ψ2〉 = cosθ |↑↓〉 + sinθ |↓↑〉, a entropia de emaranhamento S1(A) toma seu valor máximo log2

quando cos2θ = 1/2, que coincide com a ideia intuitiva de emaranhamento.

Uma outra medida bastante usada para quanti�car o emaranhamento é a entropia de Rényi

de�nida como

Sn(A) =
1

1− n log (TrAρ
n
A) , (1.3.8)

sendo a entropia de emaranhamento o limite n→ 1, que possui os mesmos extremos da entropia

de von Neumann e também é uma medida da correlação mútua entre os subsistemas.

1.4 A entropia de emaranhamento em sistemas

unidimensionais

Retornando agora a nossa atenção a um sistema de muitos corpos, em particular àqueles cujos

graus de liberdade são de spins. Considere um sistema unidimensional de comprimento L,

dividido em dois intervalos A e B de tamanhos ` e L − `, respectivamente. Tipicamente, a

entropia de emaranhamento S1(`, L) assume dois comportamentos distintos, dependendo da

hamiltoniana (e de seus acoplamentos) que descreve o sistema. Para sistemas não críticos,

hamiltoniana com um gap, a entropia de emaranhamento geralmente tende a um valor �nito

7Apesar de no campo da informação quântica usualmente ser usada a base 2 para o logaritmo, na de�nição
(1.3.7) bem como em toda parte desta dissertação �log� representa o logaritmo na base e, i.e., o logaritmo natural.
Não há nada com o que se preocupar com esta de�nição, uma vez que essa base simplesmente de�ne a unidade
de medida, a exemplo na base 2 a entropia é medida em unidades de informação ou bits.
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à medida que ` aumenta. Tal comportamento está de acordo com a Lei Entrópica da Área,

a qual diz que a entropia é proporcional à área da superfície que separa os subsistemas [54,

55] (ver Seções 1.3 e 1.4, e também a Ref. [27]). Ou seja, para um sistema de dimensão d

deveríamos esperar que S1(`) ∼ `d−1, entretanto, próximos de pontos críticos (transições de fase

de segunda ordem), violações desta lei têm sido severamente observadas, como explicitaremos,

para d = 1, a seguir.8 De fato, a entropia diverge quando o sistema se aproxima de tais pontos.

Lembrando que, próximos a um ponto crítico, o comprimento de correlação torna-se muito

maior que o espaçamento de rede a, e no ponto crítico ξ−1 = 0, é evidente que a informação

compartilhada pelos subsistemas vai além dos graus de liberdade próximos da área que os

separam. Curiosamente, a divergência na entropia de emaranhamento comporta-se como uma

lei universal, para o estado fundamental de um subsistema de tamanho ` em um sistema in�nito

ela foi calculada pela primeira vez por Holzhey et al. [64] e chamada neste caso de entropia

geométrica (veja também as Refs. [21, 24, 65]). O resultado assimptótico encontrado foi

SCFT
1 (`) ∼ c

3
log

`

a
, (1.4.1)

note que a partir da entropia de von Neumann é então possível localizar os pontos críticos e

determinar sua carga central c (assinatura do ponto crítico), sem o conhecimento da velocidade

do som [ver Eq. (1.2.1)].

No caso do sistema ser �nito, mas no regime de escala L � ` � 1, devemos substituir

`→ L
π
sin
(
π
L
`
)
, levando a [23, 24, 66, 67]

SCFT
1 (L, `) = η

c

6
log

[
L

π
sin
(π
L
`
)]

+ c′1 + 2g, (1.4.2)

sendo η o número de pontos de contato entre o subsistema e o restante da cadeia, i.e., η =

1(2) para sistemas com condição de contorno aberta (periódica) [veja Figuras 1.3.1(b) e (c)],

g = 0 para PBC, e �xamos o parâmetro de rede a = 1. Uma detalhada/útil discussão do

comportamento da entropia de emaranhamento em diversos sistemas solúveis de muitos corpos

pode ser encontrada nas Refs. [68, 69]. Vale a pena salientar que a Eq. (1.4.2), a previsão da

CFT, é apenas o termo dominante da entropia de von Neumann. A importância de considerar

correções subdominantes à Eq. (1.4.2) foi percebida primeiramente por La�orencie et al. [70] em

uma cadeia Heisenberg de spin-1/2 com condições de contorno aberta (OBC). Eles observaram

que fortes oscilações apareciam na entropia de von Neumann, dessa forma, o comportamento

de S1 não é su�cientemente descrito pela Eq. (1.4.2), pois esta não prevê nenhuma oscilação. A

origem destas oscilações não é ainda completamente entendida, contudo, elas parecem ter suas

8Existem evidências de que a Lei Entrópica da Área é também violada em sistemas críticos com dimensão
d > 1. Nas Refs. [27, 56�63] pode-se encontrar diversos exemplos para os quais tal violação foi veri�cada.
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origens no caráter antiferromagnético da hamiltoniana. Tais oscilações, em sistemas com OBC,

foram então observadas por diversos outros autores [71�73].

Semelhantemente à entropia de von Neumann, as entropias de Rényi também apresentam

um elegante e universal comportamento, constituindo então uma poderosa ferramenta para

descrever as propriedades universais de transições de fase quântica. Em geral, no regime de

escala L� `� 1 é esperado em sistemas críticos, com PBC, que a entropia de Rényi do estado

fundamental comporte-se como

Sn(L, `) = SCFT
n (L, `) + SOSC

n (L, `). (1.4.3)

O primeiro termo é a predição da CFT governada pela carga central c, e tem a forma

universal [23, 24, 64, 66, 67]

SCFT
n (L, `) =

(
1 +

1

n

)
c

6
log

[
L

π
sin
(π
L
`
)]

+ c′n, (1.4.4)

sendo c′n constantes não universais.

Calabrese et al. [72] estudaram a cadeia de Heisenberg de spin-1/2 anisotrópica com PBC

e eles notaram que, apesar de não haver oscilações na entropia de von Neumann, elas ainda

estão presentes para as entropias de Rényi com n > 1. Finalmente, foi conjecturado por

Xavier e Alcaraz [74], baseados na investigação de vários modelos com PBC que: (i) a entropia

de von Neumann, para intervalos únicos (i.e., para sistemas bipartidos), não deve apresentar

oscilações;9 (ii) para modelos contendo pelo menos uma simetria contínua, espera-se oscilações

na entropia de Rényi para índices n > 1; (iii) modelos que possuem apenas simetrias discretas

não apresentam oscilações para qualquer índice n.

Embasados em resultados numéricos e exatos da cadeia XXZ de spin-1/2 com campo nulo,

Calabrese e colaboradores propuseram então um comportamento universal (exceto por outra

constante não universal) para o termo subdominante SOSC
n (L, `) [72, 73, 75, 76]

SOSC
n (L, `) =

a1δn,1 + gn(1− δn,1)cos(κ`+ θ)∣∣Lsin
(
π
L
`
)∣∣pn , (1.4.5)

sendo pn um novo expoente crítico que governa este termo, e a1 e gn são constantes não univer-

sais. O número de onda κ e a fase θ dependem do modelo e seus parâmetros. Por exemplo, para

o modelo de Ising κ = 0 = θ, e não se observa nenhuma oscilação. Enquanto que para as cadeias

XXZ de spin-s em campo nulo κ = π e θ = 0 [71]. O fator oscilante [cos(κ` + θ)] tem sido

observado em sistemas cujas correlações de spin apresentam um comportamento oscilatório,

todavia é uma questão ainda não muito bem entendida.

9Como veremos no Capítulo 4 esta conjectura não se aplica a sistemas que são descritos por CFT com dois
modos de gap-nulo [30].
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A observação de correções não usuais na entropia com os expoentes da Eq. (1.4.5) foram

con�rmadas em alguns modelos. Este expoente está relacionado com a dimensão de escala ∆con

de um operador da CFT subjacente por pn = 2∆con/n [77]. Existem evidências de que, para a

entropia de intervalos únicos, ∆con = ∆ε, sendo ∆ε a dimensão de escala do operador energia

do modelo [74] para n > 1, e p1 = 2 para todos os modelos (universal) [72, 74, 78].10

Finalmente, uma questão frequentemente levantada no ramo da física refere-se aos resulta-

dos e/ou comparações experimentais, que é dito ser o cheque �nal e/ou objetivo de toda teoria.

Infelizmente, a não localidade da entropia de emaranhamento torna qualquer tentativa de uma

medida experimental bastante difícil, uma vez que o processo de medida deveria acessar simulta-

neamente todos os graus de liberdade no sistema de muitos corpos. Por exemplo, recentemente,

Klich e Levitov propuseram um experimento realista no âmbito de quenches locais em sistemas

que possam ser mapeados em cadeias de férmions não interagentes [79]. A ideia principal de-

les foi a de como relacionar a entropia de emaranhamento entre duas metades de uma cadeia

com a distribuição de elétrons passando através do contato entre as cadeias. O quench local

considerado foi: toma-se duas cadeias semi-in�nitas inicialmente desacopladas e então em al-

gum tempo t0 estabelece-se a conexão entre elas, permitindo assim a passagem dos elétrons, de

modo que, esta medida dinâmica (�utuação no número de elétrons), dá uma medida da entropia

de emaranhamento. Entretanto, a generalidade deste método, bem como sua conexão direta

com o emaranhamento estático têm sido questionadas, e com isso ideias alternativas têm sido

propostas [80, 81].

No restante desta seção vamos explorar o comportamento da entropia de Rényi de estados

excitados. Conforme enfatizado na Seção 1.2 as correções de tamanho �nito no espectro de

energia, nos pontos críticos de sistemas unidimensionais, têm uma estrutura universal [veja

Eqs. (1.2.1) - (1.2.4)]. E ainda, cada classe de universalidade é quanti�cada por um número,

a carga central c. Além do mais, cada estado excitado no espectro de energia exibe energia e

momento determinados pelos pesos conformes. Por exemplo, para um sistema crítico, um estado

excitado que seja associado com um operador primário ϕ(n) = Υ, de peso conforme h, possui

um excesso de energia com respeito ao estado fundamental igual a 2π∆/L (sendo ∆ = h + h̄

a dimensão de escala do operador primário em questão). Contudo este excesso desaparece

no limite termodinâmico L → ∞. De modo que podemos nos perguntar se a entropia dos

menores estados excitados também coincide com a entropia do estado fundamental no limite

termodinâmico.

Na Ref. [28, 29] foi provado que as entropias de Rényi de um estado excitado, de�nido por

um operador primário, são também universalmente relacionadas com as propriedades conformes

10Desse modo, pode-se determinar um expoente crítico (associado à correção de tamanho �nito de um estado
excitado de energia) através da correção de tamanho �nito do estado fundamental das entropias de Rényi.



CAPÍTULO 1. FENÔMENOS CRÍTICOS E EMARANHAMENTO 24

do operador que de�ne a excitação. Isto é, as entropias de estados excitados também apresentam

um comportamento universal, e este comportamento depende da particularidade da excitação

estudada. Entretanto, ao contrário das correções de tamanho �nito das energias, cujas precisão e

e�cácia na determinação das propriedades críticas de um sistema são comprovadas por inúmeros

trabalhos, o emaranhamento de estados excitados é um campo bastante novo, que foi considerado

por apenas alguns autores até o presente [25, 28�30, 82�87].

A �m de entendermos o emaranhamento de estados excitados, de�nimos SΥ
n como a entropia

de Rényi associada com uma excitação de um operador Υ, de peso conforme h, de modo que a

ação de Υ no estado fundamental leva-o ao estado excitado desejado. É útil de�nirmos também

logFΥ
n = (1− n)

[
SΥ
n (L, `)− SGS

n (L, `)
]
, (1.4.6)

sendo SGS
n = S1n a entropia do estado fundamental, e 1 o operador identidade. Deste modo a

quantidade FΥ
n (L, `) quanti�ca o excesso de entropia ∆Sn = SΥ

n (L, `)−SGS
n (L, `) do estado |Υ〉

com respeito ao estado fundamental (GS). Esta quantidade está relacionada com a correlação

de 2n-pontos do operador Υ, para operadores primários, e seu conjugado por [28, 29]

FΥ
n (L, `) = n−2n(h+h)

〈
n−1∏
j=0

Υ
(

2π
n
j
)

Υ†
[

2π
n

(
j + `

L

)]
〉

〈
Υ (0) Υ†

(
2π
n
`
L

)〉n . (1.4.7)

FΥ
n é uma função universal dependente do operador primário Υ, para n geral e no limite

`/L� 1 foi mostrado, expandindo ΥΥ†, que [28]

FΥ
n (`, L) ∼ 1 +

dΥ

3

(
1

n
− n

)(
π`

L

)2

+ o

(
`2

L2

)
· · · , (1.4.8)

sendo dΥ a dimensão de escala do operador Υ.11 A entropia de emaranhamento pode então ser

calculada notando que da de�nição (1.4.6) tem-se ∆S1(`, L) = − ∂nFΥ
n

∣∣
n=1

, e portanto

∆S1 =
2π2

3
dΥ

(
`

L

)2

+ o

(
`2

L2

)
· · · , para `/L� 1. (1.4.9)

Em particular, para uma teoria de campo bosônico (massless boson �eld), foi encontrado

FΥ
n (L, `) = 1 [28, 29], no limite termodinâmico L → ∞, para operadores associados com

excitações compactas, i.e., aquelas que, assim como o estado fundamental, não exibem buracos

no espaço dos momentos.12 Portanto no limite termodinâmico a entropia destas excitações é

11Conforme discutiremos nos próximos capítulos (veja também Ref. [30]) nossa interpretação do �coe�ciente�
dΥ difere da proposta original de Alcaraz et al. [28].

12Não há contradição com a Eq. (1.4.8), neste caso aparecem termos da ordem de (`/L)2 que cancelam o
termo de mesma ordem mostrado na Eq. (1.4.8), de fato este cancelamento ocorrerá para todas as ordens.
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igual à entropia do estado fundamental, i.e., SΥ
n = SGS

n . Para sistemas �nitos, vamos veri�car

com exemplos nos Capítulos 3 e 4 que SGS
n e SΥ

n , para excitações compactas, diferem apenas por

oscilações não usuais, de modo que o termo dominante de SΥ
n também obedece à lei universal

(1.4.4). Por outro lado, Alcaraz et al. [28, 29] perceberam que as excitações não-compactas, i.e.,

aquelas com buracos no espaço de momentos, são tais que suas entropias são maiores do que a

entropia do estado fundamental, ∆Sn = SΥ
n − SGS

n > 0. Foi considerado o operador primário

Υ = i∂φ (usualmente o estado |i∂φ〉 é chamado de partícula-buraco) e mostrado que a função

universal F i∂φ
n é dada por [28, 29]

F i∂φ
n =

[
2i
n
sin

(
π`

L

)]2n

detM, (1.4.10)

sendo M uma matriz 2n× 2n com elementos

Mj,k =

{ (
eizj − eizk

)−1
se j 6= k

0 se j = k
e zj =

{
π (2j − 2 + `/L) /n se j 6 k

π (2j − 2− `/L) /n se j > k
. (1.4.11)

Em particular para n = 2 temos

F i∂φ
2 = 1− 2x2 + 3x4 − 2x6 + x8, (1.4.12)

com x = sin(π`/2L).13 Para maiores valores de n as Eqs. (1.4.10) - (1.4.11) tornam-se tão

extensas que não vale a pena escrevê-las. Veri�caremos a veracidade das previsões acima [Eqs.

(1.4.8) - (1.4.12) ] para a quantidade FΥ
n (L, `) para exemplos em sistemas �nitos nos Capítulos

3 e 4, nos quais, em alguns casos, oscilações não usuais também aparecem.

13Que pode ser simpli�cada como F i∂φ
2 =

[
7+cos(2π`/L)

8

]2
.



Capítulo 2

Solução exata e propriedade críticas do

modelo XY

O modelo XY unidimensional em um campo magnético transverso tem sido extensivamente

estudado durante décadas com o objetivo de entender o comportamento universal de sistemas em

baixa dimensão. Sua hamiltoniana descreve spins-1/2 nos sítios de uma cadeia com interação de

troca de primeiros vizinhos, esta interação é con�nada no plano xy do espaço de spins, enquanto

que o campo externo é aplicado na direção z. Apesar de sua aparente simplicidade, o modelo XY

possui um interessante diagrama de fases à temperatura nula, caracterizado por duas transições

de fase: (i) uma pertencente à classe de universalidade do modelo de Heisenberg spin-1/2 crítico

(modelo XX); (ii) e outra é a transição de fase do modelo Ising quântico unidimensional. Em

anos recentes o interesse no modelo XY foi renovado, principalmente porque várias previsões

do comportamento da entropia de emaranhamento podem ser veri�cadas de modo exato neste

modelo. Vale a pena salientar que foi encontrado, recentemente, uma realização experimental do

modelo XY anisotrópico unidimensional em uma cadeia do composto Tb(III)-W(V) (ver Figura

2.0.1). Os autores da Ref. [88] descreveram o comportamento magnético deste composto em

termos das predições teóricas do modelo XY com um excelente acordo.

Neste Capítulo, será discutido a solução exata da hamiltoniana do modelo XY em um campo

transverso, que será de�nida posteriormente. Iremos determinar os pontos críticos do modelo,

bem como seu diagrama de fases. Em seguida, na Seção 2.2 encontraremos as correções de

tamanho �nito da energia do estado fundamental e dos estados excitados nestes pontos, como

consequência encontraremos a carga central c e as dimensões de escala .

A hamiltoniana do modelo XY pode ser escrita como [12]:

ĤXY = −
L∑

n=1

[
(1 + γ) sxns

x
n+1 + (1− γ) syns

y
n+1

]
− hŝz, (2.0.1)

26
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Figura 2.0.1: Representação esquemática da cadeia unidimensional de [Tb(pzam)3

(H2O)M(CN)8]·H2O, sendo M=Mo (Molibdênio) e W (Tungstênio), que é uma realização expe-
rimental no modelo XY anisotrópico. Átomos de hidrogênio e moléculas de água foram omitidas.
Tb (Térbio): verde; M: amarelo; O: vermelho; N: azul; C: cinza. Esta �gura foi retirada da Ref.
[88].

sendo sαn (α = x, y, z) os operadores de spin-1/2 no n-ésimo sítio da cadeia, ŝz =
∑
n

szn a

componente do spin total na direção do campo magnético externo h, e γ o parâmetro de

anisotropia. Note que o operador ŝz comuta com ĤXY , razão pela qual os autoestados de

ĤXY podem ser rotulados pelos autovalores de ŝz, a saber
{
−L

2
,−L

2
+ 1, · · · , L

2

}
. A quantidade

m = 〈ŝz〉 /L é magnetização por sítio. Concentrar-nos-emos aqui apenas no caso h, γ > 0 e

investigaremos o modelo acima sob PBC.

2.1 Diagonalização exata e diagrama de fases

Nesta seção vamos diagonalizar a hamiltoniana do modelo XY. Para tanto, introduzimos ope-

radores fermiônicos através da seguinte transformação de Jordan-Wigner [10]:

cm = (sxm − isym)
∏

n<m

(−2szn) . (2.1.1)

Note que estes operadores obedecem à álgebra fermiônica:

c2
m = 0, {cm, cn} = 0 e

{
c†m, cn

}
= δm,n. (2.1.2)

Em termos destes operadores a hamiltoniana (2.0.1) toma a forma

ĤXY = −1

2

L−1∑

n=1

(
c†ncn+1 + γc†nc

†
n+1 + h.c.

)
− eiπN̂

(
c†Lc1 + c†Lc1 + h.c.

)
− hN̂ +

hL

2
1, (2.1.3)

sendo N̂ =
∑
n

c†ncn o operador número, cujos autovetores N são {0, 1, · · · , L}. Observe que este
operador também comuta com a hamiltoniana. Comparando esta hamiltoniana à hamiltoniana
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biquadrática geral em operadores fermiônicos do Apêndice [Eq. (A.0.1)], vemos que ĤXY − hL
2

é um caso particular com

An,n = −h, An,n+1 = −1
2
, AL,1 = − eiϕ

2
,

Bn,n+1 = γ
2

e BL,1 = −eiϕ γ
2
,

(2.1.4)

por razões práticas de�nimos, ϕ = 0 (π) se N é ímpar (par), de modo que temos cL+1 = eiϕc1.

Note que para sistemas com N ímpar (par) a hamiltoniana (2.1.3) descreve um sistema de

férmions não interagentes com condição de contorno periódica (antiperiódica).

Notando que
∑
m

Am,m = −hL, a forma diagonal de ĤXY é [veja Eq. (A.I.7)]:

HXY =
∑

k

Λk

(
η†kηk −

1

2

)
, (2.1.5)

como mostrado no Apêndice A.I, sendo ηk e Λk determinados pela equação de valores próprios

Φk(A−B)(A+B) = Λ2
kΦk [veja Eq. (A.I.8) e os elementos das matrizes A e B são dados pela

Eq. (2.1.4)]. De�nindo então φk(L+ n) = φk(n)eiϕ podemos escrever esta autoequação como

[
4h2 + 2

(
γ2 + 1

)
− Λ2

k

]
φk(n) = 4h [φk(n− 1) + φk(n+ 1)] +

(
γ2 − 1

)
[φk(n− 2) + φk(n+ 2)] .

(2.1.6)

É visível que, um conjunto completo das soluções da equação acima é

φk(n) ∼ e±ikn, (2.1.7)

com autovalores

Λ2
k = (h− cosk)2 + γ2sin2k (2.1.8)

e e−i(kL−ϕ) = 1. Nas Figuras 2.1.1(a) e (b), são ilustrados exemplos da dispersão acima.

Restringir-nos-emos apenas ao caso de L par, de modo que k(n) = 2nπ+ϕ
L

com n inteiro tal

que n ∈ (−L/2 + 1, L/2].

Perceba que devemos ainda determinar ψk(n) tal que Φk(A−B) = ΛkΨk [Eq. (A.I.6)], estes

são dados por:

ψk(n) = Λ−1
k (cosk − h− iγsink)φk(n),

na qual usamos as matrizes A e B dadas pela Eq. (2.1.4). Por isso, a solução do modelo XY

está completa, uma vez que os operadores ηk's são dados pela transformada de Bogoliubov [Eq.

(A.I.2)] em termos de φk(n) e ψk(n) que acabamos de determinar.

Nas Figuras 2.1.1(a) e (b) apresentamos a relação de dispersão Λk para alguns valores de

(γ, h). Através de uma análise minuciosa destas relações de dispersão [Eq. (2.1.8)] vemos que o

modelo possui um gap �nito para a maioria dos acoplamentos, porém temos excitações com gap

nulo para (γ = 0 e h 6 1) e para h = 1. Estas duas linhas críticas são apresentadas na Figura
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(γ,h)=(1,0.5) 

(γ,h)=(0,1.5) (γ,h)=(3,2) 

(γ,h)=(1,2) 

(γ,h)=(0,0.75) 

(γ,h)=(0,0.25) (γ,h)=(1,1) 

(γ,h)=(3,1) 

(a) Λ
k

Λ
k

k

(b) 

k

Ising

γ

h

1 

1 

(c) 

Figura 2.1.1: As �guras (a) e (b) são exemplos da relação de dispersão Λk [Eq. (2.1.8)]. Atente
que, dependendo dos parâmetros γ e h, a hamiltoniana apresenta gap �nito [�gura (a)] ou
gap nulo no limite termodinâmico [�gura (b)]. Na �gura (c) temos o diagrama de fases à
temperatura nula da hamiltoniana XY. O sistema é crítico e invariante conforme em ambas as
retas vermelhas, (γ = 0 e h < 1) e (γ 6= 0 e h = 1).

2.1.1(c). A classe de comportamento crítico das linhas (γ = 0 e h < 1) e (γ 6= 0 e h = 1) são

descritas por CFT's com c = 1 e c = 1/2, respectivamente.1

Por meio da diagonalização exata de ĤXY pode-se obter várias propriedades do estado funda-

mental, bem como dos estados excitados, por exemplo, suas energias, magnetização, correlação

de spin-spin, etc. Seja Ω o conjunto de momentos k = k(n) ocupados em uma dada distribuição

fermiônica. Então um autoestado genérico da hamiltoniana (2.0.1) pode ser escrito como:

|Ω〉 =
∏

k∈Ω

η†k |vácuo〉 , com energia EΩ =
1

2

(∑

k∈Ω

Λk −
∑

k/∈Ω

Λk

)
, (2.1.9)

sendo o vácuo de�nido como ηk |vácuo〉 = 0∀k, i.e., todos os níveis da distribuição fermiônica

desocupados.

Como já citado, outra importante quantidade que devemos determinar é o setor de momento

do estado, em termos dos operadores fermiônicos este momento é dado por

PΩ =
∑

k∈Ω

kη†kηk. (2.1.10)

Note que para cada um dos 2L autoestados de ĤXY está associado uma das 2L possíveis

distribuições fermiônicas. Isto implica que existe um mapeamento preciso, um para um, entre

a rotulação fermiônica dos estados e os estados de spin da hamiltoniana original (2.0.1).

2.2 Propriedades críticas

Nesta seção, a �m de obter as dimensões de escala do modelo XY [veja Eq. (1.2.2)], vamos

determinar as correções de tamanho �nito da energia. É conveniente analisar cada uma das
1Note que o ponto (γ, h) = (0, 1) foi excluído de ambas as linhas críticas (veja a Nota 2 na pág. 32).
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linha críticas apresentadas na Figura 2.1.1(c), separadamente. Portanto, na subseção seguinte

vamos analisar o caso γ = 0, e ulteriormente, na Subseção 2.2.2, examinaremos a linha h = 1.

2.2.1 Modelo XX (γ = 0)

Para o caso isotrópico, γ = 0, recuperamos o modelo XX, no qual temos B = 0 e portanto

Φk ≡ Ψk. Escrevendo então o espectro fermiônico como

Λk = −h− cosk ei(kL−ϕ) = 1, (2.2.1)

a transformação (A.I.2) �ca uma simples transformada de Fourier

ηk =
L∑

j=1

φk(j)cj, (2.2.2)

com φk(j) = e−ikj√
L
. Portanto, a hamiltoniana, em sua forma diagonal, simpli�ca-se em

ĤXX =
∑

k

(
Λkη

†
kηk +

h

2

)
, (2.2.3)

e para uma determinada con�guração fermiônica Ω o sistema é descrito por um estado

|Ω〉 =
∏

k∈Ω

η†k |vácuo〉 , com energia EΩ =
∑

k∈Ω

Λk +
hL

2
. (2.2.4)

Assim, para uma distribuição fermiônica com N momentos ocupados, a magnetização por

sítio é m = 1
L
〈ŝz〉 = 1

L

(
2N−L

2

)
. De�nindo a densidade de partículas como ρ = N /L temos

m = ρ− 1/2.

Estado fundamental

Seja NF o número de partículas do estado fundamental, este estado corresponde então ao

preenchimento de todos os níveis, desde a mais baixa energia, até que os NF níveis de meno-

res energia estejam ocupados. Por conseguinte, o conjunto de momentos ocupados é ΩGS ={
k(n) = (2n+ 1) π

L

∣∣n = 0,±1, · · · ,±
(
L
2
− 1
)
, L

2
& Λk 6 0

}
. Seja ρF = NF/L a densidade de

partículas do estado fundamental. Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso NF par.

Na Figura 2.2.1(a) representamos a relação de dispersão para o estado fundamental. Logo temos

ΩGS =
{
± π
L
,±3π

L
, · · · ,±

(
πρF − π

L

)}
. Os mais altos níveis ocupados são chamados de níveis

de Fermi, seus momentos são os momentos de Fermi kF = ±
(
πρF − π

L

)
e suas energias são as

energias de Fermi Λ±kF .
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Figura 2.2.1: Relações de dispersão da cadeia XX, os círculos preenchidos (abertos) represen-
tam estados ocupados (desocupados). Note que se Q é positivo (negativo) foram adicionadas
(removidas) Q partículas simetricamente acima (abaixo) dos pontos de Fermi. (a) Estado funda-
mental com N par. (b) Excitação partícula-buraco à direita (R:p-h). (c) Excitação com Q = 4
partículas acrescentadas ao estado fundamental. (d) Excitação com Q = −3, i.e., removendo
três partículas do estado fundamental. (e) Distribuição fermiônica com Q = 2 partículas acres-
centadas ao estado fundamental e depois removendo β = 2 partículas do topo do lado esquerdo
da dispersão e arranjando-as nos primeiros níveis livres do lado direito. (f) Con�guração com
Q = 1 partícula acrescentada ao estado fundamental e removendo |β| = 1 partícula do nível
mais energético do lado direito e colocando-a no primeiro nível livre do lado esquerdo.

Utilizando a Eq. (2.2.4) o estado fundamental é escrito como

|ΩGS〉 = |NF 〉 =

kF∏

k= π
L

η†kη
†
−k |vácuo〉 , com energia E0 =

kF∑

k=−kF

Λk +
hL

2
. (2.2.5)

Devido a estrutura simples de Λk, esta soma pode ser feita analiticamente, resultando em

E0 = hL

(
1

2
− ρF

)
− sinπρF
Lsin (π/L)

.

A �m de determinarmos a carga central c, que caracteriza a classe de universalidade de

comportamento crítico, expandimos a equação acima. Para L � 1 obtemos que a energia se

comporta como

E0 = hL

(
1

2
− ρF

)
− sinπρF

π

[
L+

π2

6L
+ o

(
L−2

)]
, (2.2.6)

comparando esta equação com a Eq. (1.2.1) identi�camos:

cυs = sinπρF (2.2.7)
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e e∞ = −hm− sinπρF
π

, sendo m = ρF −1/2 a magnetização total por sítio. Note que, o momento,

dado por (2.1.10) é P = 0 [veja Figura 2.2.1(a)].2

Estados excitados

Para determinarmos a velocidade do som υs consideremos agora a menor excitação, com mo-

mento não nulo, no setor de magnetização do estado fundamental. Esta excitação é degenerada

em energia. Chamaremos esta excitação de partícula-buraco à esquerda L:p-h (direita R:p-h),

elas são feitas substituindo o férmion de momento −kF (kF ) pelo férmion de momento −kF − 2π
L(

kF + 2π
L

)
. Na Figura 2.2.1(b), representamos a excitação partícula-buraco à direita (R:p-h).

Note que o conjunto de momentos ocupados é ΩR:p-h =
{
± π
L
, · · · ,±

(
kF − 2π

L

)
,−kF ,

(
kF + 2π

L

)}
.

Analogamente ΩL:p-h =
{
± π
L
, · · · ,±

(
kF − 2π

L

)
,−
(
kF + 2π

L

)
, kF
}
são os momentos da excitação

partícula-buraco à esquerda (L:p-h). Em termos de uma teoria de bósons livres estas excitações

estão associadas com os operadores i∂φ e −i∂φ [28, 29, 82]. Suas energias, no limite termodi-

nâmico, são

EL:p-h = ER:p-h = E0 +
2πsinπρF

L
+ o

(
L−2

)
. (2.2.8)

De acordo com a Eq. (2.1.10) [veja também a Figura 2.2.1(b)] os momentos são

PL:p-h = −2π

L
e PR:p-h =

2π

L
. (2.2.9)

Utilizando as Eqs. (2.2.8) e (2.2.9) vemos que ER:p-h − E0 = PR:p-hsinπρF = PR:p-hυs, de

modo que concluímos que υs = sinπρF . No entanto, da Eq. (2.2.7) tínhamos cυs = sinπρF , o

que leva a c = 1. Subsequentemente, discutiremos que estas duas excitações são provenientes

de operadores descendentes.

Outra simples excitação que podemos considerar é adicionar (remover) simetricamente no

estado fundamental |Q| partículas nos menores (dos maiores) momentos desocupados (ocupa-

dos).3 A menor energia neste setor com N = NF + Q partículas têm o seguinte conjunto de

momentos ocupados:
{
± π
L
, · · · ,±

(
kF + Qπ

L

)}
para Q par e

{
0,±2π

L
, · · · ,±

(
kF + Qπ

L

)}
para Q

ímpar, veja Figuras 2.2.1(c) e (d). De modo que a densidade de partículas destes estados é

ρ = ρF +Q/L, com energias dadas por

E0,0
Q,0 =

kF+Qπ
L∑

k=−kF−QπL

Λk +
hL

2
= E0 +

2πυs
L

Q2

4
+ o

(
L−2

)
,

e momentos nulos, ou seja P = 0. Na qual usamos que ΛπρF = 0, ou seja o campo magnético é

h = −cos(πρF ), (2.2.10)
2Vale a pena salientar que para h ≡ 1→ ρF = 1→ υs = 0 e portanto E0/L = e∞ + o

(
L−2

)
. De modo que,

embora a hamiltoniana tenha gap nulo, o sistema não é invariante conforme neste ponto.
3Q > 0 (Q < 0) se as partículas foram adicionadas (removidas).
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e consequentemente, e∞ tem seu valor mínimo, i.e., ∂e∞
∂ρF

= 0.

Existem ainda torres de energia adicionais, estas são obtidas removendo |β| partículas a partir
dos maiores níveis ocupados na distribuição Q e adicionando estas partículas nos menores níveis

permitidos com momento oposto. O sinal positivo (negativo) de β é obtido quando inserimos

as partículas em momentos positivos (negativos). Seja |Q, β〉 os autoestados destas excitações,
portanto devemos ter

|Q, β〉 =

kF+ 2π
L (Q2 +β)∏

k=−kF− 2π
L (Q2 −β)

η†k |vácuo〉 , (2.2.11)

nas Figuras 2.2.1(e) e (f) ilustramos duas distribuições fermiônicas destas excitações compactas

assimétricas. Note que as autoenergias correspondentes a estas excitações são

E0,0
Q,β − E0 =

2πυs
L

(
Q2

4
+ β2

)
+ o

(
L−2

)
,

cujo momento, em geral não nulo, é dado por

P 0,0
Q,β − P0 =

2π

L
Qβ,

sendo P0 = 2πρβ.

Estes estados são a base de cada uma das torres de energia previstas para um teoria de

campos conforme com c = 1 [veja Eq. (1.2.9)], portanto acima deles deve haver uma torre

de estados descendentes, conforme previsto pela Eq. (1.2.2). Estes estados descendentes são

obtidos, por exemplo, deslocando-se a partícula mais próxima do ponto de Fermi. Note que

a excitação partícula-buraco considerada na Figura 2.2.1(b), denominada R:p-h ou i∂φ é uma

excitação ��lhote� com j = 1 e j′ = 0, cujo operador primário é a identidade 1 (Q = 0 = β).

Dizemos que esta excitação (R:p-h) consiste em fazer a partícula mais energética e com maior

momento �saltar� um quanta de momento para a direita, na Figura 2.2.2(a) é mostrado uma

excitação cuja partícula com maior (menor) momento realiza um �salto� para a direita (esquerda)

de 2π
L
j
(

2π
L
j′
)
unidades de momento. Note que suas energia e momento são dadas por

Ej,j′
Q,β − E0 =

2πυs
L

(
Q2

4
+ β2 + j + j′

)
P j,j′
Q,β − P0 =

2π

L
(Qβ + j − j′) . (2.2.12)

Existem ainda outros possíveis estados degenerados em energia, até ordem o (L−1), e em

momento. Na Figura 2.2.2(b) representamos apenas os mais altos níveis com k > 0, lado

direito, de uma dispersão, para o caso j = 3, na qual se vê que existem três possíveis maneiras

de �saltar� as partículas mais energéticas: (i) desloca-se a partícula do nível mais alto em três

unidades de momento para a direita; (ii) desloca-se a partícula mais energética e segunda mais

energética em duas e uma unidade(s) de momento, respectivamente; (iii) faz-se cada uma das
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Λ
k
 

k

j j′ 

1 1 1 2 3 5 6 6 7

(a) (b)

(c)
|(Q,β)

R
〉 

|Ω
R

〉 

j = 0

j = 0

j = 0

j = 3

j = 2+1

j = 1+1+1

{
{
{

Figura 2.2.2: Círculos preenchidos (abertos) representam estados ocupados (desocupados). (a)
Representação de uma excitação ��lhote�, na qual �saltamos� com as partículas mais energéticas
do lado direito (esquerdo) em 2πj

L

(
2πj′
L

)
unidades de momento. (b) Nas linhas superiores

(inferiores) representamos apenas os níveis mais altos do lado direito, i.e., com momentos k > 0,
da(s) distribuição(ões) fermiônicas com j = 0 (j = 3). Note que as três diferentes con�gurações
fermiônicas ��lhotes�, degeneradas em energia [até a ordem o (L−1)] e em momento, são obtidas
�saltando� as partículas de maior momento como indicado pelas setas, e que, as j = 3 unidades
de momento podem ser divididas das três maneiras apresentadas na legenda. (c) Novamente
apresentamos apenas o lado direito de duas con�guração fermiônicas, |Q, β〉 proveniente de uma
excitação compacta, e um estado arbitrário |Ω〉 com a mesma quantidade de partículas com
momento k > 0. As setas representam a sequência de excitações partícula-buraco necessárias
para construir o estado |Ω〉 univocamente, os inteiros representam a amplitude do �salto� de
cada partícula em unidades de 2π/L. Veri�que que as excitações agem em ordem decrescente
de amplitude.

três partículas com maiores momentos �saltarem� uma unidade de momento para a direita. A

�m de obtermos esta degenerescência, observe que 2πj
L

quantas de momento podem ser divididas

entre buracos e partículas. Assim a degenerescência degj,j′ de um estado com energia Ej,j′
Q,β e

momento P j,j′
Q,β é degj,j′ = p(j)p(j′), sendo p(j) o número de partições inteiras de um inteiro

j = n1 + n2 + · · · (nj ∈ N e n1 > n2 > · · · ), que pode ser obtido a partir da função geradora

∞∏

n=1

1

1− zn = 1 + z + 2z2 + 3z3 + 5z4 + 7z5 + · · · =
∞∑

j=0

p(j)zj. (2.2.13)

De modo geral, um estado fermiônico arbitrário é caracterizado pelo conjunto de k's ocupados

{Ω}, mas este conjunto é determinado pelo número de partícula em cada lado da relação de

dispersão (direita/esquerda) e pela ocupação das partículas com maior energia. Então, a partir
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de um estado |Q, β〉 compacto [veja Eq. 2.2.11], i.e, sem buracos no espaço de momento,

podemos construir um estado geral |Ω〉 apenas excitando as partículas do topo da relação de

dispersão. Na Figura 2.2.2(c) ilustramos um procedimento reversível de ordenamento destas

excitações, de modo que caracteriza |Ω〉 de modo único [apresentamos apenas em um lado da

relação de dispersão, o direito, por exemplo]. O procedimento é o seguinte: desloca-se a partícula

do nível mais alto (do lado direito) no estado |Q, β〉 para o nível mais alto ocupado (do lado

direito) de |Ω〉, fazemos a mesma operação para o segundo nível mais alto de |Q, β〉, movendo

esta partícula para o segundo nível mais alto de |Ω〉, e assim por diante; por �m fazemos o

mesmo procedimento para o lado esquerdo. Esta ordem de ocupações assegura que as excitações

partícula-buraco, η†k+2nπ/Lηk, atuem em ordem decrescente da amplitude n dos �saltos�. Este

procedimento permite encontrar qualquer conjunto de ocupação Ω e ainda este ordenamento das

excitações partícula-buraco garante que nunca removeremos uma partícula de um estado não

ocupado ou criaremos uma partícula em um estado já ocupado. Este procedimento é utilizado

na técnica de bosonização, veja, por exemplo, a Ref. [89].

Em resumo, as dimensões de escala e o spin planar de uma dada excitação na cadeia XX

são dados por

∆Q,β =
Q2

4
+ β2 sQ,β = Qβ, (2.2.14)

para operadores primários, que possuem a mesma estrutura do modelo gaussiano com raio

de compactação R = 2, veja Eq. (1.2.9). Enquanto que para operadores não primários as

dimensões de escala são Xj,j′
Q,β = ∆Q,β + j + j′ com degenerescência degj,j′ [veja Eq. (2.2.13)].

Na próxima seção focar-nos-emos no ponto h = 1.

2.2.2 Campo magnético crítico hc = 1

O campo magnético crítico, conforme discutido no início deste capítulo, é h = hc = 1.

Estado fundamental

Pela Eq. (2.1.9) o estado fundamental para L par é o vácuo |GS〉 = |vácuo〉, i.e., o conjunto de

ocupação é vazio ΩGS = {Ø}. Portanto devemos ter ηk |GS〉 = 0 ∀k, com momento total nulo

[veja Eq. (2.1.10)] e energia

E0 = −1

2

π(1−1/L)∑

k=−π(1−1/L)

Λk, k =
2n+ 1

L
π (2.2.15)

Devido à forma da dispersão Λk não conseguimos calcular a soma acima de forma exata

para L �nito, entretanto estamos interessados apenas no comportamento assintótico de E0.

Utilizaremos, então, a Fórmula de Euler-Maclaurin para inferirmos este comportamento.
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Fórmula de Euler-Maclaurin [90]: Para uma função F (t) com suas primeiras 2n derivadas

contínuas no intervalo (a, b) temos:

b−a
h∑

k=0

F (a+ kh) ∼ 1

h

ˆ b

a

dt F (t) +
1

2
[F (b) + F (a)] +

n−1∑

k=1

h2k−1

(2k)!
B2k

d2k−1

dt2k−1
F (t)

∣∣∣∣
b

a

, (2.2.16)

sendo Bk os números de Bernoulli, e.g., B2 = 1/6.

Portanto a energia do estado fundamental, Eq. (2.2.15), até a ordem 1/L, é4

E0 ∼ −L
ˆ π

0

dk

2π
Λk +

π

12L

dΛk

dk

∣∣∣∣
π

0

+ o
(
L−2

)
=
[
e∞ −

πγ

12L2
+ o

(
L−3

)]
L, (2.2.17)

sendo e∞ =
´ π

0
dk
2π

√
(1− cosk)2 + γ2sin2k. Comparando com a Eq. (1.2.1) vemos que cυs = γ/2.

Estados excitados

O primeiro estado excitado corresponde a uma distribuição fermiônica com uma partícula no

menor nível de energia Λ0 = 0, i.e., Ω = {0}. Cuja energia é [Eq. (2.1.10)]

E(N = 1) =
1

2
Λ0 −

1

2

π(1−2/L)∑

k 6=0,k=−π

Λk, k =
2nπ

L
,

usando a fórmula de Euler-Maclaurin [Eq. (2.2.16)] obtemos

E(N = 1)

L
∼ e∞ +

πγ

8L2
+ o

(
L−3

)
,

de modo que o excesso de energia em relação ao estado fundamental é

∆E(N = 1) = E(N = 1)− E0 =
2πγ

L

1

8
, (2.2.18)

com momento P (N = 1) = 0.

Promovendo esta partícula para o próximo nível de energia permitido, com momento ±2π/L

sua energia será E(N = 1) + 2πγ
L

= E(N = 1) + |P | γ =: E(N = 1) + |P | υs. De modo que

identi�camos υs = γ, e portanto c = 1/2.

Assim como foi feito no ponto XX podemos calcular a energia e o momento de um estado ar-

bitrário adicionandoN /2+mod(N , 2)/2+α partículas no ramo direito eN /2−mod(N , 2)/2−α
no ramo esquerdo, e por �m, fazendo as partículas mais energéticas darem �saltos� de amplitudes

totais 2πI
L

e 2πI′
L
. O resultado é

E(N , α, I, I ′)− E0 = 2π
L
γ
(
N 2

4
+ α2 − mod(N ,2)

8
+ I + I ′

)
,

P (N , α, I, I ′) = 2π
L

(Nα + I − I ′) .
(2.2.19)

4Note que dΛk/dk é descontínua em k = 0, e apenas em k = 0.
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[ I ,degenerescência] 
(E L/2πγ, P L/2π)
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Figura 2.2.3: Espectro de energia (2.2.19) para a cadeia XY no ponto h = 1, γ > 0, os traços
representam os níveis de energia permitidos. Em preto temos os níveis dos setores N = 2α,
N = 0, 2, 4, correspondente à torre do operador identidade, ∆1 = 0. Em vermelho apresentamos
os níveis para N = 2α + 1, N = 1, 3, equivalentes à torre do operador magnetização, ∆σ =
1/8. Finalmente, a torre do operador energia, ∆ε = 1, é representada pelos níveis em azul
com N = 2(α + 1), N = 2, 4. Conforme vemos nos dados em parênteses, podemos escrever
∆E(N , α, I, I ′) = 2πυs

L
(∆ + j + j′) e P (N , α, I, I ′) = 2π

L
(j − j′) com a degenerescência de j

igual à soma das degenerescências dos níveis a uma mesma altura (j′ = 0). Por exemplo, os níveis
mais altos apresentados nas colunas em azul, (N = 2, α = 0, I = 9) e (N = 4, α = 1, I = 5)
tem um e cinco estados degenerados com energia ∆E = 2πυs

L
(1 + 9) = 2πυs

L
(∆ε + 9) e momento

P = 2π
L

9, resultando em uma degenerescência seis como mostra a Tabela 1.2 para ∆ = 1, j = 9.
Os outros conjuntos não apresentados de (N , α), como por exemplo (4,−2), contribuem para
as degenerescências de j′.

Note a ingênua relação destas equações com as encontradas no caso do modelo XX [Eq.

(2.2.12)]. Primeiramente note que para N impar E(N , α, I, I ′) − E0 ∝
(
N 2−1

4
+ α2 + 1

8

)
∈

N + 1
8
, o que não ocorre para o modelo XX. Outra diferença é que devemos ter N > 0 e

α ∈ [−(N /2−mod(N , 2)/2),N /2−mod(N , 2)/2], enquanto que, no caso do XX, tínhamos, no

limite termodinâmico, Q, β ∈ (−∞,∞). Finalmente a degenerescência de I e I′ também não

pode ser dada pela Eq. (2.2.13), uma vez que temos um número limitado de partículas em cada

lado da dispersão. Por conseguinte, o conjunto de operados primários aqui deve ser diferente.

Isto é esperado, pois, como citado no Capítulo 1, uma teoria com c < 1 possui um número

�nito de operadores primários que descrevem todo o espectro. Veja a Eq. (1.2.7), na qual,

convenientemente, apresentamos os pesos conformes dos três operadores primários previstos
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para uma teoria com c = 1/2. A seguir, mostramos a interpretação de cada operador primário.

O campo (0, 0) que está presente em toda teoria é identi�cado como o operador identidade,

∆1 = 0. A identi�cação dos outros dois campos restantes pode ser feita através do modelo de

Ising clássico bidimensional, calculando as correlações 〈σiσi+n〉 e 〈εiεi+n〉 que correspondem ao

spin σ = ±1 e a densidade de energia (εi = σiσi+1).5 Estes campos são então identi�cados

como: energia
(

1
2
, 1

2

)
com dimensão de escala ∆ε = 1; e magnetização

(
1
16
, 1

16

)
com dimensão

∆σ = 1/8. Logo o espectro (2.2.17) e (2.2.19) deve ser equivalente a

E0

L
= e∞ − cυs

6L2 com c = 1/2 e υs = γ

∆Ej,j′
∆φ

= 2πυs
L

(∆φ + j + j′) com ∆1 = 0,∆σ = 1
8
e ∆ε = 1

P j,j′
sφ

= 2π
L

(sφ + j − j′) com sφ = 0,

(2.2.20)

cujas degenerescências são dadas pela Tabela 1.2.

Na Figura 2.2.3 mostramos o espectro (2.2.19) para alguns valores de N , α e I, �xando

I ′ = 0. Ao lado de cada nível, entre parênteses, temos o excesso de energia em relação ao

estado fundamental ∆E(N , α, I, I ′) em unidades de 2πυs
L

e o setor de momento P (N , α, I, I ′)
em unidades de 2π

L
. Acima de cada nível, entre colchetes, temos o valor de I, bem como a sua

degenerescência. Como a�rmamos anteriormente, esta degenerescência não pode ser dada pela

Eq. (2.2.13).

Visto que: (i) podemos escrever as energias como ∆φ+j+j′ e os momentos como sφ+j−j′,
em unidades de 2πυs

L
e 2π

L
, respectivamente (ver Figura 2.2.3); e (ii) que somando as degene-

rescências dos níveis à mesma altura das colunas de mesma cor (mesmos ∆φ's) recuperamos a

Tabela 1.2, podemos concluir que as Eqs. (2.2.19) e (2.2.20) são completamente equivalentes.

5Veja, por exemplo, a Ref. [38] para uma detalhada solução do modelo de Ising em dimensão (1 + 1).



Capítulo 3

Emaranhamento no modelo XY

Através da solução exata do modelo XY podemos agora calcular a entropia de Rényi [Eq. (1.3.8)]

de ` spins adjacentes. Como discutido no Apêndice A.II, devemos calcular a correlação Gm,n =〈(
c†n − cn

) (
cm + c†m

)〉
[Eq. (A.II.6)] para m,n = 1, 2, · · · , `, que para o estado fundamental

(vácuo) do modelo XY é dada por

Gm,n =
∑

todo k

eik(n−m)

L

cosk − h+ iγsink
|cosk − h+ iγsink| , (3.0.1)

e os autovalores de ρ` são obtidos dos autovalores de G†G e são relacionados com a entropia de

Rényi conforme a Eq. (A.II.7).

Conforme já mencionado, para sistemas não críticos unidimensionais, entropia de Rényi

deve atingir uma saturação à medida que o bloco de ` spins aumenta (Lei Entrópica da Área).

Enquanto que para sistemas críticos e invariantes conformes a entropia de Rényi do estado fun-

damental comporta-se como Sn(L, `) = SCFT
n (L, `) + SOSC

n (L, `), sendo SCFT
n (L, `) e SOSC

n (L, `)

dados por (1.4.4) e (1.4.5), respectivamente. A �m de analisarmos o segundo termo é útil

de�nirmos

Dn(L, `) = Sn(L, `)− c

6

(
1 +

1

n

)
log

[
L

π
sin
(π
L
`
)]

, (3.0.2)

que é esperado se comportar como

Dn(L, `) = c′n +
a1δn,1 + gn(1− δn,1)cos(κ`+ θ)∣∣Lsin

(
π
L
`
)∣∣pn . (3.0.3)

Iremos discutir o comportamento da entropia de Rényi para diversas regiões do diagrama

de fases (crítica e não crítica) do modelo XY [Figura 2.1.1(c)] nas seções seguintes. Na próxima

seção, analisaremos a entropia Sn(L, `) do estado fundamental para casos com anisotropia γ 6= 0.

Na segunda seção, centrar-nos-emos no modelo XX (γ = 0), na qual mostraremos diversos

resultados de Sn(L, `) tanto para o estado fundamental, quanto para estados excitados.

39
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Figura 3.1.1: (a) Entropia de emaranhamento S1(L, `) vs ` para cadeias de tamanho L = 144
no ponto Ising (γ = 1) e alguns valores de h. Note que a entropia não satura apenas para
h = 1 = hc. (b) Entropia de emaranhamento entre as duas metades S1(L, ` = L/2) de uma
cadeia Ising como uma função do campo h para dois valores de L, ver legenda. A linha tracejada
em preto é o limite h→ 0, i.e., log(2). (Inserção) Ampliação da �gura principal.

3.1 Modelo de Ising (γ = 1) e campo crítico hc = 1

Nesta seção vamos determinar numericamente a matriz G, cujos elementos são dados pela

Eq. (3.0.1), assim como os autovalores de G†G. Como já mencionado, estes autovalores são

utilizados para calcular a entropia de Rényi [veja Eq. (A.II.7)]. Vamos, primeiramente, analisar

o modelo no ponto Ising, γ = 1. Como sabemos o modelo é crítico apenas para h = 1 = hc.

O comportamento da entropia de von Neumann para uma cadeia de comprimento L = 144 e

alguns valores de h pode ser visto na Figura 3.1.1(a). O máximo valor de entropia é alcançado

no ponto crítico hc = 1, no qual a entropia se comporta segundo a lei de escala universal [Eq.

(1.4.2)]. Ajustando nossos dados com a Eq. (1.4.2) encontramos c = 0.50002, em perfeito acordo

com o valor exato da carga central (c = 1/2) calculado no Capítulo 2. É importante salientar

que a lei universal (1.4.2) é válida no regime de escala L� `� 1, portanto os primeiros pontos

(`/L� 1) não são considerados no ajuste. Note que outros valores de campo magnético (h 6= 1)

levam a uma saturação da entropia, resultado esperado para sistemas não críticos, em acordo

com a chamada Lei Entrópica da Área.

A �m de entender este valor de saturação, mostramos na Figura 3.1.1(b) a entropia de

emaranhamento em função de h para cadeias de Ising de tamanhos L = 600 e L = 60 divididas

ao meio. Observe que S1 atinge seu valor máximo quando h → 1, e ainda, este pico aumenta

com o tamanho do sistema, o que é esperado, uma vez que, no ponto crítico a Lei Entrópica da

Área é violada. Entretanto, temos dois comportamentos distintos para a saturação da entropia
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Figura 3.1.2: (a) Entropia de emaranhamento da cadeia XY com L = 96 sítios no ponto crítico
h = hc = 1 e diferentes parâmetros de anisotropia γ. A entropia comporta-se logaritmicamente,
i.e., a Lei da Área é sempre violada, ajustando nossos dados com a Eq. (1.4.2) con�rmamos que
o sistema, nesses pontos, tem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising (c = 1/2).
(b) e (c) Resultados da diferença D1 para alguns parâmetros apresentados na �gura (a).

quando h→ 0 e quando h→∞.

(i) S1 vai para log(2) quando h → 0 : note que a hamiltoniana �ca ĤXY → −2
∑
n

sxns
x
n, e o

estado fundamental é ferromagnético puro, porém temos duas possíveis con�gurações com sinais

opostos da magnetização. Desta forma o estado é uma superposição destes dois estados produtos

e então S1 6= 0, em particular se as duas con�gurações da decomposição de Schmidt [Eq. (1.3.2)]

são equiprováveis devemos ter S1 = log(2), como mostra a Figura 3.1.1(b). Formalmente todos

εq's divergem exceto um, ε0 que é nulo;

(ii) quando h → ∞, S1 tende a zero: neste caso temos ĤXY → −hsz, portanto o estado

fundamental é um estado puro com todos os spins alinhados com o campo magnético. Como

só temos uma con�guração possível na decomposição de Schmidt [Eq. (1.3.2)], S1 deve se

anular. Formalmente temos νq = 1∀q, ou ainda a relação de dispersão da �hamiltoniana de

emaranhamento� εq [lembrando que νq = tanh (εq/2) e também veja as Eqs. (1.3.6), (A.II.2) e

(A.II.4)] diverge para todo q.

Agora vamos considerar apenas o caso h = 1 = hc para diversos valores de anisotropia γ.

Na Figura 3.1.2(a) apresentamos S1(L, `) para uma cadeia de tamanho L = 96. Veja que a

Lei da Área é sempre violada para h = 1, uma vez que S1(L, `) cresce monotonicamente com o

tamanho do subsistema de `. Ajustando então nossos dados com a Eq. (1.4.2) encontramos c =

0.5013, 0.5001, 0.5000 e 0.5000 para γ = 0.25, 0.75, 1.25 e 3, respectivamente. Con�rmando

que a classe de universalidade de comportamento crítico é a mesma do modelo de Ising (c = 1/2).
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Vamos agora analisar a diferençaD1(L, `). Tais diferenças são mostradas nas Figuras 3.1.2(b)

e (c) para dois valores de γ. Utilizando a Eq. (3.0.3) para ajustar nossos dados encontramos os

seguintes expoentes: p1 = 2.0002 e 2.0003 para γ = 0.75 e 1.25, respectivamente. Como já dito

no Capítulo 1, este expoente é esperado ser universalmente igual a dois (p1 = 2) para todos os

modelos. Deste modo, nossos resultados, no regime de escala, estão de fato em pleno acordo

com tal conjectura [74].

Analisemos agora a entropia de Rényi para n > 1. Na Figura 3.1.3(a) mostramos S2(L, `)

para alguns valores de anisotropia e campo igual ao campo crítico, h = 1 = hc. Nossos dados

estão novamente em acordo com a classe de universalidade de comportamento crítico esperada

(c = 1/2, que foi calculada de modo exato na Seção 2.2.2). Na Figura 3.1.3(b) e (c) temos a

diferença D2(L, `) [Eq. (3.0.2)], que não apresenta nenhuma oscilação. Usando a Eq. (3.0.3),

com κ = 0 = θ, para ajustar nossos resultados obtemos p2 = 1.06 e 0.99 para γ = 0.5 e 2,

respectivamente. Semelhantemente, nas Figuras 3.1.3(d) e (e) apresentamos a entropia de Rényi

para n = 3 e n = 4, bem como as diferenças D3(L, `) e D4(L, `), respectivamente. Ajustando

estes dados encontramos sempre c ∼ 1/2, p3 ∼ 2/3 e p4 ∼ 1/2 conforme disposto nas legendas.

De modo que, em geral, temos c = 1/2 e pn = 2/n. Estes resultados estão em acordo com as

conjecturas mencionadas na Seção 1.4 [72, 74, 77, 78]. Conforme comentado na Seção 2.2.2 a

dimensão do operador energia é ∆ε = 1, de modo que p1 = 2 e pn = 2∆ε/n para n > 1.

Outro importante ponto a ser salientado é que a entropia de Rényi Sn(L, `) do modelo XY

no ponto h = hc com condições periódicas de contorno não apresenta nenhuma oscilação para

qualquer n. Este é também um resultado esperado para modelos que possuam apenas simetrias

discretas [74], e.g., simetria de translação.

3.2 Modelo XX (γ = 0)

Para o caso do ponto XX a Eq. (3.0.1) é extraordinariamente simpli�cada, uma vez que as

funções de correlação �anômalas� são trivialmente nulas para qualquer estado, i.e., 〈c†nc†m〉 =

0 = 〈cncm〉 ∀m,n.
Logo Gm,n = 〈c†mcn〉 − 〈cmc†n〉, e ainda G† = G de modo que a Eq. (A.II.6) �ca ΘqG =

tanh (εq/2) Θq. É então útil de�nirmos outra correlação Cm,n = 〈c†mcn〉, que é dada por Cm,n =∑
q

ωqθ
∗
q(m)θq(n), sendo ωq = 1+tanh(εq/2)

2
= 1+νq

2
. Logo, para encontrarmos os autovalores da

matriz de densidade reduzida é su�ciente calcular os autovalores ωq da matriz de correlação C.
Neste caso a Eq. (A.II.7) para a entropia de Rényi é dada por

Sn(L, `) =
1

1− n
∑̀

i=1

log
[
ωnqi + (1− ωqi)n

]
. (3.2.1)
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Figura 3.1.3: (a) Entropia de Rényi com n = 2 no ponto crítico h = hc = 1 e diferentes
parâmetros de anisotropia γ de uma cadeia XY com L = 96 sítios. (b) e (c) Resultados da
diferença D2 para alguns dos mesmos parâmetros da �gura (a). (d) e (e) Mesmo da �gura (a)
para n = 3 e n = 4, respectivamente. As setas indicam valores que foram adicionados em Dn

para apresentar os dados no mesmo grá�co. (Inserções) Diferenças D3 e D4 para as mesmas
anisotropias.

Para um dado estado |Ω〉 arbitrário [veja Eq. (2.2.4)] temos

C|Ω〉m,n =
∑

{k}

e−ik(m−n)

L

〈
Ω
∣∣∣η†kηk

∣∣∣Ω
〉

=
1

L

∑

k∈Ω

e−ik(m−n). (3.2.2)

Nas próximas duas subseções, determinaremos numericamente os autovalores da matriz de

correlação C|Ω〉 a �m de obter a entropia de Rényi para o estado fundamental, bem como para

diversos estados excitados.
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3.2.1 Estado fundamental

Para o estado fundamental, com número de partículas NF = ρFL par, a correlação é dada por:

C|GS〉m,n =
sin [(m− n)πρF ]

Lsin [(m− n)π/L]
,

que no regime de escala, L� |m−n|, se comporta assintoticamente como C|GS〉m,n ∼ sin[(m−n)πρF ]
π(m−n)

.

Na Figura 3.2.1(a) mostramos a entropia de von Neumann de uma cadeia com L = 1000

sítios e diversos valores de campo magnético, kF = ρF/π = 1− arccos(h)/π [veja Eq. (2.2.10)].

Os valores da carga central obtidos ajustando nossos dados com a Eq. (1.4.2) são apontados na

Tabela 3.1. Note que estes valores concordam plenamente com o valor exato da carga central

obtido no capítulo anterior, c = 1.

Vale mencionar que a constante c′1, como já dito, é não universal. Entretanto, para o modelo

XX esta constante foi calculada analiticamente por Jin e Korepin [91], que encontraram

c′1 =

ˆ ∞
0

dt

t

[
tcosh(t/2)

2sinh3(t/2)
− 1

sinh2(t/2)
− e−t

3

]
+

log (2sinkF )

3
' 0.4950179 +

log (2sinkF )

3
.

Agora vamos analisar as correções de tamanho �nito, assim como �zemos na seção prece-

dente. A �m de analisar o termo subdominante, apresentamos nas Figuras 3.2.1(b) e (c) a

diferença D1(L, `) [Eq. (3.0.2)] para os mesmos valores de ρF usados na Figura 3.2.1(a). Como

se pode observar, nenhuma oscilação aparece na entropia de emaranhamento, este comporta-

mento foi visualizado em diversos modelos com um modo de gap-nulo, portanto parece ser
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Figura 3.2.1: (a) S1(L, `) vs ` para o modelo XX, γ = 0, com diferentes campos externos e
L = 1000 spins. (b) A diferença D1, termo subdominante da entropia de emaranhamento,
caracterizado pelo comportamento universal em lei de potência `−2. As setas indicam valores
que foram adicionados à D1 a �m de dispor os dados no mesmo grá�co.
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ρF c p1 a1 c′1

0.5
1.00000

(1)
1.9999999

(2)
−0.0166669

(−0.0166667)
0.7260675

(0.7260670)

0.7
1.00001

(1)
1.9999987

(2)
−0.0606600
(−0.060656)

0.6554228
(0.6554218)

0.8
1.00003

(1)
1.9999870

(2)
−0.1745530

(−0.1745356)
0.5489376

(0.5489358)

0.9
1.00015

(1)
1.9978303

(2)
−0.8067103

(−0.8060113)
0.3346209

(0.3346140)

Tabela 3.1: Carga central c do modelo XX e expoente universal p1 estimados via ajustes das
Eqs. (1.4.2) e (3.0.3), respectivamente. Mostramos também as constantes não universais a1 e
c′1. Os valores entre parênteses são os resultados exatos.

universal (isto não é mais verdade na presença de diferentes condições de contorno). Para o

modelo XX esta correção também foi calculada de modo analítico, por Calabrese e Essler, que

encontraram o seguinte resultado [73]

S1 ' SCFT
1 − 1

12

(
1

5
+ cot2πρF

) ∣∣∣∣
L

π
sin
(π
L
`
)∣∣∣∣
−2

,

de modo que devemos ter a1 = − 1
12

(
1
5

+ cot2πρF
)
e p1 = 2 na Eq. (3.0.3). Ressaltando que o

comportamento em lei de potência, `−2, também já foi veri�cado em vários modelos distintos,

indicando que o expoente p1 = 2 deve ser independente do modelo, i.e., universal.

O expoente p1, bem como c′n e g1 encontrados ajustando nossos resultados com a Eq. (3.0.3)

são apresentados na Tabela 3.1. Os valores de baixo, entre parênteses, são os valores exatos em

perfeito acordo com nossos ajustes [linhas contínuas na Figura 3.2.1(b)].

A seguir, centrar-nos-emos em casos com n > 1. Nossos resultados para tais índices estão

dispostos na Figura 3.2.2, na qual são observadas fortes oscilações. Este padrão oscilatório é

previsto no modelo XX, uma vez que este possui uma simetria contínua (rotação em torno do

eixo-z no espaço dos spins). E ainda, as oscilações são bem entendidas neste modelo, a primeira

correção subdominante [Eq. (3.0.3)] foi calculada analiticamente por Calabrese e colaboradores

na Ref. [72]. Eles encontraram que esta é dada por

Sn ' SCFT
n +Qn |sinkF |−2/n cos (2kF `)

∣∣∣∣
L

π
sin
(π
L
`
)∣∣∣∣
−2/n

, (3.2.3)

com Qn = 21−2/n

1−n Γ2
(

1+1/n
2

)
Γ−2

(
1−1/n

2

)
. Comparando então com a Eq. (3.0.3) devemos ter

gn = Qn |(sinkF )/π|−2/n, pn = 2/n, κ = 2kF e θ = 0. O valor numérico dos três primeiros termos

da sequencia Qn com n = 2, 3 e 4 são Q2 ' −0.114237, Q3 ' −0.160954 e Q4 ' −0.172643.
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Vamos agora comparar nossos resultados com estas expressões analíticas. Na Figura 3.2.2(a)

temos a entropia de Rényi com n = 2 para dois valores de campo magnético (ou ρF ), na qual se

pode observar que o comportamento dominante é de fato a parte logarítmica, SCFT
n , governada

pela carga central c = 1. Nas duas inserções desta �gura apresentamos a diferença D2(L, `)

calculada conforme a Eq. (3.0.2), na inserção superior todos os sítios são mostrados, enquanto

que na inferior exibimos apenas alguns, para uma melhor visualização do padrão oscilatório.

Ajustando nossos dados com a Eq. (3.0.3) obtemos a constante g2 e o expoente p2. Estes valores

estão indicados na Tabela 3.2, na qual podemos encontrar também os resultados exatos, entre

parênteses. Note novamente uma perfeita concordância entre nossos resultados numéricos e os
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Figura 3.2.2: (a) Entropia de Rényi para n = 2 e L = 1000 e dois valores de ρF . (Inserção)
Diferença D2 para mesmos valores de L e ρF . (b) e (c) Diferença Dn, com n = 3 e 4 para
L = 1000 e dois valores de ρF . (Inserções) Sn para mesmos valores de n, L e ρF (d) Diferença
Dn para n = 5, 6 e 1000 em uma cadeia com L = 1000 sítios e ρF = 1/2. Conforme previsto
pela Eq. (3.2.3) existe um suave decaimento, da ordem de `−2/n, na amplitude das oscilações.
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ρF pn gn ρF pn gn
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oooo 0.65

0.500937
(0.5)

−0.183834
(−0.182898)

n = 2 n = 4

0.75
1.000012

(1)
−0.161552

(−0.161556)
0.95

0.498257
(0.5)

−0.432542
(−0.436499)

0.60
0.666723

(2/3)
−0.166476

(−0.166429)
0.401647

(0.4)
−0.172605

(−0.170795)
n = 5

n = 3 0.5

0.85
0.666440

(2/3)
−0.272123

(−0.272481)
0.337897

(1/3)
−0.168929

(−0.163909)
n = 6

Tabela 3.2: Expoente pn e a constante gn, não universal, para o modelo XX estimados via ajuste
dos nossos dados com a Eq. (3.0.3). Os valores em parênteses são os exatos (veja texto).

analíticos.

Nas Figuras 3.2.2(b) e (c) apresentamos as diferenças D3(L, `) e D4(L, `), respectivamente.

Novamente a rede tem L = 1000 sítios, e consideramos outros valores de campo magnético,

conforme indicamos nas legendas. Nas inserções destas �guras temos as entropias de Rényi

para cada caso, note que as oscilações �cam mais fortes a medida que o índice n aumenta.

Ajustando estes dados de Dn(L, `) com a expressão universal (3.0.3) encontramos pn ∼ 2/n,

conforme esperado. Os valores de gn são também mostrados na tabela e estão em perfeito

acordo com a previsão analítica.

Como salientado no parágrafo anterior, as oscilações aumentam quando o índice n da entropia

de Rényi aumenta, mantendo o seu período de oscilação �xa. A �m de visualizar melhor este

comportamento exibimos na Figura 3.2.2(d) os resultados da diferença Dn(L, `) para valores

maiores de n. Consideramos, neste caso, a cadeia XX com L = 1000 sítios e campo magnético

nulo, h = 0, de modo que kF = π/2 e as entropias oscilam então com um período espacial

2π/kF = 4. São apresentados resultados para n = 5, 6 e 1000, nos dois primeiros casos (n =

5, 6) ajustamos nossos dados como anteriormente, usando a Eq. (3.0.3). Os valores de pn ∼ 2/n

e gn estão também dispostos na Tabela 3.2 e podem ser comparados com valores exatos [Eq.

(3.2.3)] apresentados entre parênteses. Por �m, para o caso n = 1000, estamos bem próximos

do limite n → ∞. Neste limite o comportamento da entropia de Rényi foi também calculada

analiticamente na Ref. [72], sendo a diferença D∞ dada por

D∞ ' g̃∞
[
1− 3(−)`

] 1

log
[
2bL

π
sin
(
π
L
`
)] ,

sendo as constantes g̃∞ = π2

48
' 0.205617 e b ' 7.12429. Utilizando a expressão acima para

ajustar nossos resultados de D1000(L, `) apresentados na Figura 3.2.2(d) obtemos as seguintes
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constantes g̃∞ = 0.204586 e b = 7.13782, que também estão em ótimo acordo com os valores

exatos.

É importante acentuar que os valores de gn e pn, que obtivemos, foram encontrados ajustando

a entropia de Rényi da matriz de densidade reduzida, para ` e L �nitos [Eq. (3.2.1)], com as

previsões das Eqs. (3.0.2) e (3.0.3). Apesar destes valores estarem em bom acordo com os

valores exatos [veja Tabela 3.2], note que quando o índice n aumenta a acurácia dos nossos

ajustes é reduzida. Isto ocorre porque a Eq. (3.2.3) é válida somente até a ordem `−pn , e como

pn ∝ 1/n [72, 74] as Eqs. (3.0.2) e (3.0.3) são insu�cientes para n grande (principalmente

para pequenos valores de `). Para o caso do modelo XX [pn = 2/n, conforme Eq. (3.2.3)]

correções subdominantes à Eq. (3.2.3) [resultado exato das Eqs. (3.0.2) e (3.0.3)] foram também

calculadas analiticamente na Ref. [73], entretanto elas não são o objetivo deste trabalho, onde

nos restringimos apenas à primeira correção subdominante.

Na próxima seção, passaremos ao estudo da entropia de Rényi de estados excitados, em

particular, dos estados excitados de mais baixa energia.

3.2.2 Estados excitados

Diferentemente da entropia de Rényi do estado fundamental, para a qual existem diversos

estudos que con�rmam a veracidade do comportamento universal previsto pela CFT (sendo

tanto a carga central c, bem como o expoente crítico pn obtidos com ótima precisão para diversos

sistemas), até o presente apenas alguns trabalhos consideraram estados excitados [25, 28�30, 82�

87]. De modo que mais investigações nesta frente são altamente desejadas. A entropia de

Rényi para estados excitados também possui um interessantíssimo comportamento universal,

que depende das características no operador Υ associado ao estado excitado [28, 29], estas

características estão resumidos nas Eqs. (1.4.6) - (1.4.9).

Fig. 2.2.1 representação compactada de Λk (h : p) (Q, β) (j, j′) (∆, s) (h, h̄)

(a) ◦ ◦ ◦ ◦ |• • • • · · · • • • •| ◦ ◦ ◦ ◦ (:) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(b) ◦ ◦ ◦ ◦ |• • • • · · · • • • ◦| • ◦ ◦ ◦ (1 : 1) (0, 0) (1, 0) (0, 0) (0, 0)
(c) ◦ ◦ • • |• • • • · · · • • • •| • • ◦ ◦ (: ±1,±2) (4, 0) (0, 0) (4, 0) (2, 2)
(d) ◦ ◦ ◦ ◦ |◦ ◦ • • · · · • • • ◦| ◦ ◦ ◦ ◦ (±1,−2 :) (3, 0) (0, 0)

(
9
4
, 0
) (

9
8
, 9

8

)

(e) ◦ ◦ ◦ ◦ |◦ • • • · · · • • • •| • • • ◦ (−1 : 1, 2, 3) (2, 2) (0, 0) (5, 4)
(

9
2
, 1

2

)

(f) ◦ ◦ ◦ • |• • • • · · · • • • •| ◦ ◦ ◦ ◦ (: −1) (1,−1) (0, 0)
(

5
4
,−1

) (
1
8
, 9

8

)

Tabela 3.3: Representação esquemática compactada das dispersões dos estados previamente
apresentados na Figura 2.2.1, em termos da notação (h : p). Como usual, os círculos preenchidos
(abertos) representam estados ocupados (desocupados). As linhas verticais denotam as posições
dos pontos de Fermi. Também mostramos os valores das quantidades Q, β, j e j′ [veja Eq.
(2.2.12)], da dimensão de escala do campo primário ∆Q,β e do spin planar sQ,β [veja Eq. (2.2.14)].
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A �m de analisarmos os diversos tipos de excitações, vamos introduzir a seguinte notação

(veja Ref. [29]): Denotamos (−hL1 ,−hL2 , · · · , hR1 , hR2 , · · · : −pL1 ,−pL2 , · · · , pR1 , pR2 , · · · ) como uma

excitação com buracos nos hLj 's
(
hRj 's

)
valores de momento permitidos abaixo do ponto de Fermi

à esquerda (direita) e partículas nos pLi 's
(
pRi 's

)
valores de momento permitidos acima deste, ou

seja o estado:
(
∏
i,i′
η†
−{kF+ 2π

L [pLi +modN
2 ]}η

†
{kF+ 2π

L [pRi′−
modN

2 ]}
∏
j,j′
η−{kF− 2π

L [hLj−1−modN
2 ]}η{kF− 2π

L

[
hR
j′−1+modN

2

]}
)
|GS〉 .

(3.2.4)

Sendo η†k (ηk) o operador de criação (aniquilação) de uma partícula com momento k e energia

Λk conforme Eq. (2.2.2), N é o número de partículas da excitação e |GS〉 é o estado fundamental

dado por (2.2.5). Por simplicidade, nesta subseção iremos abordar apenas sistemas na ausência

de campo magnético externo.

Na Tabela 3.3 ilustramos as excitações indicadas na Figura 2.2.1, em termos da notação

(h : p) e também apresentamos outro modo compacto de representarmos os diagramas de

dispersão. Todas as excitações da Tabela 3.3, exceto a excitação (b), são compactas. Por

3.2 4.8

1.2

1.7 |GS〉 

|Q = 2, β = 1〉 

|Q = 4〉 

n   2      3      4

L = 400 

(a) 

S
n
(L

,ℓ
)

log
[
L
π sin

(
π
Lℓ

)]
2
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(2012)

P
01016

Entanglement of excited states in critical spin chains

Figure 2. Low-�/N behaviour of the excess of von Neumann entropy of different
states with h̄ = 0 in the XX model. Continuous lines are equation (10). States
with the same value of h have a common colour. System sizes are N = 104. Inset:
several states with h = m (m from 1 to 14) of a N = 8000 system are shown to
satisfy (10).

Figure 3. The function F (2) for the same excitations of figure 2 in systems with
N = 500 sites. The inset shows S2 for the ground and (1:1) states.

3. CFT approach to the entropy of primary fields

In [1] we obtained a general formula for the Rényi entropy of excited states in CFT
following the approach of Holzhey, Larsen and Wilczek (HLW) who computed the
entanglement entropy of the ground state of CFT systems with periodic boundary
conditions. The HLW approach was generalized in 2004 by Calabrese and Cardy (CC) to

doi:10.1088/1742-5468/2012/01/P01016 8

1

2

Figura 3.2.3: (a) Entropia de Rényi Sn para três estados do modelo de XX com campo nulo,
L = 400 sítios e índices n = 2, 3 e 4. As excitações compactas |Q, β〉 foram de�nidas no capítulo
anterior [veja por exemplo a Eq. (2.2.12)]. As linhas contínuas são dadas pela universal Eq.
(1.4.4), que é a contribuição dominante para a entropia de Rényi do estado fundamental e
também de estados excitados compactos [veja Tabela 3.3]. (b) Comportamento do excesso na
entropia de von Neumann ∆S1, no regime `/L � 1, para diferentes estados excitados. O
tamanho do sistema é L = 10000. As linhas contínuas representam a Eq. (1.4.9), os valores
de dΥ são mostrados na legenda, e de acordo com a Tabela 3.4 estes não são as dimensões de
escala do operador Υ associado com a excitação. (Inserção) ∆S1/m para vários estados (1 : m),
com m de 1 até 14 para um sistema com L = 8000, que satisfaz a Eq. (1.4.9) com dΥ = m. A
�gura (b) foi retirada da Ref. [29].



CAPÍTULO 3. EMARANHAMENTO NO MODELO XY 50

exemplo, a excitação (c) é representada por (: ±1,±2) em termos da notação (h : p), note que

o estado desta excitação é |Q = 4, β = 0〉 = η†
−(kF+ 4π

L )
η†
−(kF+ 2π

L )
η†
(kF+ 2π

L )
η†
(kF+ 4π

L )
|GS〉.

Vamos analisar primeiramente as entropias associadas com excitações compactas, que são

esperadas serem a mesma do estado fundamental. Na Figura 3.2.3(a), mostramos as entropias de

Rényi (para índices n = 2, 3 e 4) de uma cadeia com L = 400 sítios para o estado fundamental

|GS〉, e para os estados excitados |Q = 2, β = 1〉 e |Q = 4, β = 0〉. Note que a única diferença

entre as entropias do estado fundamental e dos estados excitados é o diferente comportamento

das oscilações não usuais. As linhas contínuas representam a previsão universal dada pela Eq.

(1.4.4), também obedecida por esta classe de estados excitados. Encontramos para um sistema

de tamanho L = 400 que ∆Sn = Sexc
n − SGS

n . 0.05 para estas excitações, bem como para

muitas outras não apresentadas aqui. Aumentando o sistema para L = 1000 obtemos que

∆Sn = SQ=4
n − SGS

n . 0.03, evidenciando que estas oscilações devem desaparecer no limite

termodinâmico, no qual esperamos que Sexc
n = SGS

n , conforme provado pelos autores das Refs.

[28, 29].

Consideremos agora as excitações não-compactas. A entropia de emaranhamento destes

estados, com buracos no espaço de momentos, não obedece à Eq. (1.4.4). Como exemplo,

temos a excitação partícula-buraco, |i∂φ〉 = η†
(kF+ 2π

L )
η(kF− 2π

L ) |GS〉, que em termos da notação

(h : p) é representada por (1 : 1), esta corresponde à excitação (b) na Tabela 3.3. Como dito no

Capítulo 2, esta é a menor excitação com momento não nulo do modelo XX, e tem excesso de

energia e momento iguais a 2πυs/L e 2π/L, respectivamente [a excitação (−1 : −1) é obviamente

degenerada em energia, mas com momento −2π/L]. Como mostraremos subsequentemente,

este estado também possui um excesso de emaranhamento ∆Sn não nulo, mesmo no limite

termodinâmico, no qual o excesso de energia e momento desaparecem. Exemplos de outras

excitações não-compactas são mostradas na Tabela 3.4.

representação compactada de Λk (h : p) (Q, β) (j, j′) (∆, s) (h, h̄) Xj,j′
∆

◦ ◦ ◦ ◦ |• • • • · · · • • ◦ •| ◦ ◦ ◦ ◦ (2 :) (−1,−1) (1, 0)
(

5
4
, 1
) (

9
8
, 1

8

)
9
4

◦ ◦ ◦ ◦ |• • • • · · · • • • ◦| ◦ • ◦ ◦ (1 : 2) (0, 0) (2, 0) (0, 0) (0, 0) 2
◦ ◦ ◦ ◦ |• • • • · · · • • ◦ •| • ◦ ◦ ◦ (2 : 1) (0, 0) (2, 0) (0, 0) (0, 0) 2
◦ ◦ ◦ ◦ |• • • • · · · • ◦ • •| ◦ ◦ ◦ ◦ (3 :) (−1,−1) (2, 0)

(
5
4
, 1
) (

9
8
, 1

8

)
13
4

◦ ◦ ◦ ◦ |• • · · · • ◦ • • • ◦| ◦ ◦ ◦ ◦ (1, 5 :) (2,−1) (3, 0) (5,−2)
(

3
2
, 7

2

)
8

◦ ◦ ◦ ◦ |• • · · · • • ◦ • ◦ •| ◦ ◦ ◦ ◦ (2, 4 :) (2,−1) (3, 0) (5,−2)
(

3
2
, 7

2

)
8

Tabela 3.4: Representação esquemática dos estados não-compactos considerados na Figura
3.2.3(b). Novamente mostramos os valores de Q, β, j, j′ e ∆Q,β, sQ,β. Por �m, na última
coluna mostramos as dimensões anômalas Xj,j′

∆Q,β
para cada excitação, note que estes valores

não são consistentes com os valores de dΥ [legenda da Figura 3.2.3(b)] que ajustam as curvas
da referida �gura à Eq. (1.4.12).
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A Figura 3.2.3(b) foi reproduzida da Ref. [29], nela mostra-se o excesso da entropia de

emaranhamento, no limite ` � L, para os estados listados Tabela 3.4 de uma cadeia com

L = 10000 sítios. Deste grá�co vemos claramente que ∆S1 6= 0 e é sempre positivo. Estes

estados obedecem à Eq. (1.4.9). Os valores de dΥ consistentes com os ajustes à esta equação

estão apresentados na legenda desta �gura. Confrontando estes valores com as dimensões de

escala de cada operador Υ, apresentado na Tabela 3.4, vemos que o número dΥ não corresponde

a dimensão de escala XΥ = Xj,j′
Q,β conforme conjecturado pelos autores da Ref. [28]. Na inserção

da Figura 3.2.3(b) considerou-se os estados η†
(kF+ 2mπ

L )
η(kF− 2π

L ) |GS〉 com m = 1, 2, · · · , 14, de

um sistema com L = 8000. Ou seja, a partícula mais próxima do ponto de Fermi à direita é

deslocada m quantas de momento à direita, estes são representados por (1,m). Veri�que que

este estado tem Q = 0 = β (∆Q,β = 0 = sQ,β), j = m e j′ = 0, e portanto a dimensão de escala

é Xj,j′
Q,β = m. No grá�co plota-se ∆S1/m, e para os diferentes valores de m todas as curvas

colapsam-se de modo que temos dΥ = m para estes casos.

De modo geral, estes resultados, claramente, evidenciam que dΥ 6= XΥ, e ainda parecem

indicar que [30]

dΥ = j + j′. (3.2.5)

A �m de con�rmar a equação acima, na Figura 3.2.4 consideramos também diversos outros

exemplos de estados excitados. Primeiramente, na Figura 3.2.4(a) mostramos o excesso de

entropia de emaranhamento para diversos estados excitados com Q = 0 = β, no limite `/L� 1,

i.e., provenientes de operadores descendentes do operador identidade. Nesta �gura os estados

são representados pela notação (h : p), enquanto que na Tabela 3.5(a) listamos estes mesmos

estados na representação esquemática de suas dispersões compactadas, os valores de j e j′
também são exibidos. Os valores de dΥ que ajustam nossos dados com a Eq. (1.4.9) são

(a) (j, j′)
J ◦ • |◦ • • · · · • ••| ◦ ◦ (0, 1)
I ◦ • |◦ • • · · · • •◦| • ◦ (1, 1)
� ◦ • |• ◦ • · · · • •◦| • ◦ (1, 2)
N • ◦ |• ◦ • · · · • •◦| • ◦ (1, 3)
H ◦ • |• • ◦ · · · • ◦•| • ◦ (2, 3)
� ◦ • |◦ • • · · · ◦ •◦| • • (5, 1)
• ◦ •|•◦ • · · · • ◦ • ••|◦ • (5, 2)

(b) (Q, β) (j, j′) Xj,j′
∆

I ◦ • •|• • · · · • •|• ◦ • ◦ (4, 0) (1, 0) 4 + 1
H ◦ • |• ◦ • · · · •| • • ◦ ◦ (2, 1) (0, 2) 2 + 2
N ◦ • • • •|• · · · • ◦ • •|• ◦ (4,−2) (3, 0) 8 + 3
� ◦ • •|◦ • · · · •|• ◦ • •◦ (4, 1) (2, 2) 5 + 4
J •|◦ ◦ ◦ • · · · ◦ • ◦ ◦|◦ • (−4, 0) (5, 3) 4 + 8
� ◦•◦•|◦◦◦• · · · •◦◦◦◦|◦•◦ (−4,−1) (5, 7) 5 + 12
• ◦•••|◦◦• · · · •◦••|•••••◦•◦ (6, 2) (9, 6) 13 + 15

Tabela 3.5: Representação esquemática dos estados considerados na Figura 3.2.4. Os valores
de j e j′ são mostrados. Em (a) temos Q = 0 = β, e portanto ∆Q,β = 0. Em (b) indicamos os
valores de Q e β para cada excitação, e também a dimensão de escala Xj,j′

∆ = ∆Q,β + (j + j′).
Os valores dΥ usados para ajustar nossos dados à Eq. (1.4.12) estão dispostos entre parênteses
na Figura 3.2.4. Note que, estes são dados pela Eq. (3.2.5).
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mostrados entre parênteses na Figura 3.2.4, sendo estes valores dados pela Eq. (3.2.5). Já na

Figura 3.2.4(b), exibimos novamente ∆S1, para `/L� 1 e L = 40000 sítios, entretanto todas as

excitações consideradas têm Q não nulo. Na Tabela 3.5(b), temos a representação compactada

de Λk destas excitações, bem como os valores de Q, β, j, j′ e também da dimensão de escala

Xj,j′
∆Q,β

= ∆Q,β + (j + j′). Note que os valores de dΥ, entre parênteses, consistentes com nossos

resultados são exatamente j + j′ [Eq. (1.4.9)] não incluindo a dimensão de escala da parte

compacta da excitação (∆Q,β).

Apesar da entropia de emaranhamento de vários estados (todos os estados com o mesmo va-

lor de j+j′) coincidir no limite `/L� 1, isto não é mais verdade para `/L em geral. Por exemplo,

nas Figuras 3.2.4(a) e (b) foram considerados os seguintes estados η†
−(kF+ 2π

L )
η†
(kF+ 2π

L )
η−kF ηkF |GS〉

e η†
−(kF+ 2π

L )
η†
(kF+ 2π

L )
η†
(kF+ 4π

L )
η−(kF+ 2π

L ) |GS〉 associados com as excitações (±1 : ±1) e (=2 :

±1, 2), respectivamente. Como estes dois estados tem j + j′ = 2 [ver também as Tabelas

3.5(a) e (b)], o comportamento `/L � 1 de ∆S1 para as duas excitações é o mesmo, i.e.,

∆S1 = (4π2/3) (`/L)
2

. Entretanto, como pôde ser visto na inserção da Figura 3.2.4(a), na qual

mostramos ∆S1 para todos os sítios e L = 400, o comportamento do emaranhamento, des-

tas diferentes excitações, somente colapsa na curva em vermelho, ∆S1 = (4π2/3) (`/L)
2

, para
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Figura 3.2.4: (a) Excesso de entropia de emaranhamento ∆S1 no regime `/L� 1 para diversas
excitações não-compactas, descendentes do operador identidade (Q = 0 = β → ∆1 = ∆0,0 = 0),
em um sistema com L = 40000 sítios. Os valores de dΥ que ajustam nossos dados são mostrados
entre parênteses. (Inserção) Excesso de entropia de emaranhamento ∆S1 para todos os sítios
para as excitações (±1 : ±1) e (=2 : ±1, 2), o sistema considerado tem tamanho L = 400. Vale
notar que apesar de ∆S1, no regime `/L � 1, ser o igual para as duas excitações, Eq. (1.4.9)
com dΥ = 2, suas entropias não coincidem para `/L grande. (b) Comportamento `/L � 1
de ∆S1 para excitações descendentes com Q 6= 0 e alguns valores de β em um sistema com
L = 40000 sítios. Entre parênteses temos os valores dΥ obtidos ajustando os nossos resultados.
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`/L� 1. Contudo para `/L grande as entropias não são mais iguais.

Consideraremos, daqui em diante, o excesso na entropia de Rényi ∆Sn, para excitações não-

compactas e índice n > 1. Primeiramente, checamos o comportamento `/L � 1 da fórmula

(1.4.8) para alguns exemplos de excitações com dΥ > 1 e n > 1. Mostramos o excesso de

entropia ∆Sn, n = 2, 3 para excitações em uma cadeia com L = 40000 sítios na Figura 3.2.5.

As excitações indicadas são dispostas na legenda, bem como na tabela ao lado do grá�co. Os

valores de dΥ usados para ajustar nossos dados às Eqs. (1.4.8) e (1.4.6) são dados por (3.2.5),

como no caso da entropia de von Neumann, n = 1.

Estes resultados revelam que uma profunda análise da entropia de Rényi de estados exci-

tados associados com os operadores descendentes precisa ser feita para que compreendamos o

comportamento exato de Sn no regime `/L� 1. Abaixo, comentamos dois pontos que podem

ajudar a inferir sobre a forma exata do fator dΥ que aparece na Eq. (1.4.8).

Primeiro, note que a Eq. (1.4.8) foi obtida exatamente para operadores primários. Por

exemplo, o operador i∂φ é primário em termos da álgebra de Virassoro. Entretanto, para uma

álgebra maior como a álgebra de Kac-Moody (que é a álgebra correta para a cadeia XXZ), o

operador i∂φ pode ser visto como um operador descendente. Portanto, o resultado da Eq. (1.4.8)

é válido independentemente se o operador i∂φ é primário o não. Segundo, nossos resultados

sugerem que os operadores associados com con�gurações tais como as representadas nas Tabelas

3.5(b) e 3.2.3 [veja também Figura 3.2.5] podem ser expressos por um produto de operadores

de vértex com dimensão de escala ∆ vezes um produto de derivadas dos campos φ e φ̄ com

dimensão de escala j + j′, e isto iria levar ao fator dΥ = j + j′ [conforme Eq. (3.2.5)] na Eq.
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� ◦ • |• • • · · · • ◦◦| • ◦ (0,−1) (2, 0) 1 + 2

Figura 3.2.5: Comportamento do excesso da entropia de Rényi ∆Sn no regime `/L � 1, para
n = 2, 3, L = 40000, e os estados excitados listados na tabela. Na tabela mostramos os valores
de Q, β, j, j′ e Xj,j′

∆ . Os valores de dΥ usados para ajustar nossos dados às Eqs. (1.4.6) e (1.4.8)
são mostrados na legenda do grá�co e correspondem à Eq. (3.2.5).
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(1.4.8) [30, 92]. Futuras investigações são necessárias para esclarecer a forma exata de Sn no

limite `/L→ 0 para estados excitados gerais

Ulteriormente, examinaremos as excitações partícula-buraco feitas nos pontos de Fermi à

direita |i∂φ〉, à esquerda
∣∣−i∂φ

〉
e ambos os pontos

∣∣∂φ∂φ
〉

=
∣∣|∂φ|2

〉
. Estas excitações são

representadas por (1 : 1), (−1 : −1) e (±1 : ±1), respectivamente. A quantidade FΥ
n =

e(1−n)∆Sn , para o operador Υ = i∂φ é dada, no limite termodinâmico, pelas Eqs. (1.4.10) e

(1.4.11) e é a mesma para o conjugado −i∂φ. De modo que para o operador Υ = |∂φ|2, a
quantidade F |∂φ|

2

n , é simplesmente o quadrado da expressão (1.4.10). E portanto, o excesso de

entropia �ca

∆Sn = np-h
1

1− n logF
Υ
n , (3.2.6)

sendo np-h o número de excitações partícula-buraco feitas.

Na Figura 3.2.6(a), avaliamos ∆S2 para as três excitações partícula-buraco, referidas acima,

em um sistema com L = 800 sítios. Veja que nossos resultados estão em perfeito acordo com

as Eqs. (1.4.12) e (3.2.6), as linhas contínuas em vermelho. Na inserção da esquerda desta
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Figura 3.2.6: Excesso de entropia de Rényi ∆Sn vs `/L para excitações partícula-buraco em
uma cadeia com L = 800 sítios. (a) Consideramos a excitação partícula-buraco no ponto de
Fermi à direita, à esquerda e em ambos, (1 : 1), (−1 : −1) e (±1 : ±1), respectivamente, para
índice n = 2. As linhas contínuas correspondem ao limite termodinâmico L → ∞ previsto
pela Eqs. (1.4.12) e (3.2.6). (Inserções) A inserção à esquerda mostra ∆S2 para todos os sítios
enquanto que a inserção à direita ilustra o comportamento da entropia de Rényi para o estado
fundamental (:) e para a excitação partícula-buraco à direita (1 : 1). (b) ∆Sn para a excitação
(1 : 1). O grá�co superior (inferior) corresponde a n = 3 (n = 4). As linhas tracejadas são o
limite para `/L � 1, dados pela Eq. (1.4.8), enquanto que as linhas contínuas são novamente
a previsão das Eqs. (1.4.10) e (1.4.11), para L → ∞. (Inserções) Ampliação, para melhor
visualização, de parte dos respectivos grá�cos principais.
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�gura temos o excesso de entropia ∆S2 para todos os sítios. A nível ilustrativo, na inserção à

direita, mostramos a entropia de Rényi do estado fundamental SGS
2 e do estado com a excitação

partícula-buraco no ponto de Fermi à direita Si∂φ
2 .

Na Figura 3.2.6(b) apresentamos dados do estado |i∂φ〉 ≡ (1 : 1), na �gura superior (inferior)

temos o excesso de entropia deste estado para índice n = 3 (n = 4). Novamente consideramos

uma cadeia de L = 800 sítios. As previsões das Eqs. (1.4.10), (1.4.11) e (3.2.6), para L

in�nito, são mostradas em linhas contínuas em vermelho, e salvo as oscilações em torno destas,

os resultados apresentados estão em bom acordo com o esperado. As linhas pontilhadas azuis

correspondem o limite quadrático da função F i∂φ
n , no regime `/L � 1, dado pela Eq. (1.4.8)

com di∂φ = 1.



Capítulo 4

Escada de duas-pernas com interação de

três-spins

Neste capítulo apresentaremos nossas contribuições originais no avanço do entendimento das

correções de tamanho �nito da entropia de emaranhamento em sistemas de spins, os nossos

principais resultados foram recentemente publicados na revista Physical Review B [30]. Estu-

damos, particularmente, estas correções para uma cadeia de duas-pernas com interação de três

spins exatamente solúvel. Conforme veremos, subsequentemente, este modelo pertence à classe

de modelos que são bem conhecidos por serem exatamente solúveis por uma transformação de

Jordan-Wigner.

A hamiltoniana, de�nida em uma geometria de duas pernas, que consideramos é a seguinte

H2leg = 2
∑

α=x,y

2∑

λ=1

L∑

j=1

(
Jλs

α
λ,js

α
λ+1,j+λ−1 + J3s

α
λ,js

z
λ+1,j+λ−1s

α
λ,j+1

)
− h

2∑

λ=1

L∑

j=1

szλ,j, (4.0.1)

sendo Jj (j = 1, 2, 3) constantes de acoplamento [veja Figura 4.1.1(a)], sαλ,j (β = x, y, z) são

operadores de spin-1/2 na perna λ = 1, 2 e degrau j, h é o campo magnético, e L é considerado

par. Investigamos o modelo acima com PBC, i.e., sαλ,j+L = sαλ,j e sαλ+2,j = sαλ,j. Modelos

com interação multispin do tipo sαj
m∏

l=j+1

szl s
α′
m+1 (com α, α′ = x, y) podem ser mapeados em

uma forma fermiônica quadrática ou biquadrática, como primeiramente notado por Suzuki [93].

Sendo assim, podemos utilizar o formalismo apresentado no Apêndice A.I para a diagonalizar

esta hamiltoniana. Várias variantes da hamiltoniana (4.0.1), com interação de três-spins, têm

sido consideradas na literatura [94�101]. É válido mencionar que hamiltonianas de spin-1/2 com

interação de três-spins podem ser geradas em redes ópticas [102].

Os autores da Ref. [100] também investigaram o mesmo modelo por nós considerado, porém,

focados nos efeitos da distorção de rede no sistema in�nito. Diferentemente, nosso objetivo é

56
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Figura 4.1.1: (a) Representação esquemática de uma escada de spins de duas pernas. J1, J2 e J3

são acoplamentos entre spins ao longo dos degraus, da diagonal e das plaquetas, respectivamente.
Consideramos um sistema bipartido como o indicado na �gura. O sistema de L degraus é
dividido em dois subsistemas de tamanhos ` e L− `. (b) Os termos de hopping da hamiltoniana
fermiônica (4.1.1).

determinar as correções de tamanho �nito das energias e das entropias de emaranhamento

associadas com vários estados.

Neste capítulo vamos inicialmente (Seção 4.1) descrever o procedimento para diagonalizar a

hamiltoniana (4.0.1) de modo exato, bem como obteremos seu diagrama de fases. Na Seção 4.2,

vamos determinar a entropia de Rényi do modelo utilizando o método padrão das correlações.

4.1 Diagrama de fases e propriedades críticas

A �m de transformar os operadores de spin da hamiltoniana (4.0.1) em operadores fermiônicos

sem spin utilizamos a transformação de Jordan-Wigner [Eq. (2.1.1)], com sαλ,j = sαλ+2(j−1), de

modo que obtemos

H2leg =
L−1∑
j=1

(
J1c
†
2j−1

c
2j

+ J2c
†
2j
c
2j+1

)
−

2L−2∑
j=1

J3
2
c†
j
c
j+2

+ J1c
†
2L−1

c
2L

−eiπN̂
[
J2c
†
2L
c1 − J3

2

(
c†
2L−1

c1 + c†
2L
c2

)]
+ h.c.− hN̂ + hL1,

(4.1.1)

sendo N̂ =
2L∑
n=1

c†ncn o operador número. Note que o sistema original, na geometria de uma escada

zig-zag de duas pernas com L degraus, e em operadores de spins, é mapeado em uma cadeia

de férmions livres de 2L sítios. Esta última possui termos de hoppings alternados de primeiros

vizinhos, e hoppings segundos vizinhos [veja Figura 4.1.1(b)].1 Uma vez que a hamiltoniana

(4.1.1) é quadrática, ela é um caso particular da hamiltoniana geral (A.0.1). O conjunto dos

2L operadores fermiônicos {ηk} da transformação de Bogoliubov [Eq. (A.I.2)], que diagonaliza

1Curiosamente esta �gura apareceu na seção �Kaleidoscope� de agosto de 2012 da PRB.
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a hamiltoniana (4.1.1), divide-se em dois conjuntos, dados por

η±k =
1√
2L

L∑

j=1

e−ikj
(
c
2j−1
± J1 + J2e

−ik

|J1 + J2e−ik|
c
2j

)
, (4.1.2)

com a condição de contorno c2L+j = eiϕcj, sendo ϕ = 0 (π) para N ímpar (par).2 Os vetores de

onda são k(n) = 2nπ+ϕ
L

, com n∈ Z no intervalo [−L/2, L/2). Podemos inverter a Eq. (4.1.2) e

expressar os operadores cj's em termos dos novos operadores η±k 's, o resultado obtido é

c
2j−1

=
1√
2L

∑

{k}

eikj
(
η+
k + η−k

)
e c

2j
=

1√
2L

∑

{k}

eikj
J1 + J2e

ik

|J1 + J2eik|
(
η+
k − η−k

)
, (4.1.3)

de modo que podemos expressar a hamiltoniana (4.1.1) na seguinte forma diagonal

H2leg =
∑

σ=±

∑

{k}

[
εσ(k)ησ†k η

σ
k +

h

2

]
, (4.1.4)

na qual a banda de dispersão é dividida em dois ramos (σ = ±) dados por

εσ(k) = −h− J3cosk + σ
∣∣J1 + J2e

ik
∣∣ . (4.1.5)

Portanto, podemos interpretar ησk
(
ησ†k

)
como o operador de aniquilação (criação) de uma

partícula no ramo σ, com momento k e energia εσ(k), e ησ†k η
σ
k é o operador número de ocupação

do nível εσ(k).

Quanto ao caso de campo magnético nulo, após uma exaustiva investigação das bandas de

dispersão acima, notamos que dependendo dos acoplamentos J1, J2 e J3, o per�l das bandas de

dispersão apresenta três comportamentos distintos. As principais características destes per�s

são retratados nas Figuras 4.1.2(a) - (c). Rotulamos as regiões dos acoplamentos como regiões

I, II e III de acordo com os momentos de fermi no limite termodinâmico. Na região I (II)

temos quatro (dois) momentos de Fermi, enquanto que na região III os momentos de Fermi

sempre aparecem em kF = ±(π − π/L). Pode-se observar da Figura 4.1.2 que as regiões I e II

possuem gap nulo no limite termodinâmico, enquanto que a região III sempre apresenta um gap

�nito. No último caso, a menor excitação está no setor szT = −1, e o gap de spin é dado por

∆E = |J1 − J2| − J3.3 Na Figura 4.1.3, são mostradas estas regiões no espaço de parâmetros

J2/J3 vs J1/J3.

2Note que a transformação (4.1.2) é canônica, i.e., os operadores η±k também são fermiônicos: {ησ†k , ησ′k′} =
δσ,σ′δk,k′ e {ησk , ησ′k′} = 0.

3Note que na região III, poderíamos ingenuamente esperar que ∆E tomasse valores negativos para algum
acoplamento. Entretanto, isto não acontece, uma vez que o conjunto de acoplamentos tal que ∆E < 0 não
pertence à região III.
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Figura 4.1.2: As �guras (a), (b) e (c) são os três per�s típicos da banda de dispersão (4.1.5),
para h = 0, que correspondem às regiões (I), (II) e (III), respectivamente da Figura 4.1.3. k±F
são os momentos de Fermi em cada ramo σ = ±.

É interessante notar também que, diferentemente da região III, na qual a magnetização é

sempre nula se h = 0, nas regiões I e II a magnetização do estado fundamental é em geral

não nula, dependendo das constantes de acoplamento. A magnetização por sítio é dada por

m = 1
2L

∑
λ,j

〈
GS
∣∣szλ,j

∣∣GS
〉

=
k+F+k−F

2π
− 1/2 sendo os momentos de Fermi k±F determinados, no

limite termodinâmico, resolvendo as equações ε±(k±F ) = 0, e portanto são dados por

k±F = arccos

(
J1J2 − hJ3 ±

√
J2

1J
2
2 + J2

1J
2
3 + J2

2J
2
3 − 2J1J2J3h

J2
3

)
. (4.1.6)

Em conformidade com as equações acima, vemos que para h = 0 a magnetização é, em

geral, não nula, conforme já comentado. Na Figura 4.1.3, também mostramos os valores da

intensidade da magnetização m no espaço de parâmetros.

Vamos agora investigar as regiões críticas I e II em mais detalhes. Primeiro de�nimos o

vácuo tal que η±k |vácuo〉 = 0∀k. Os autoestados da hamiltoniana são
∣∣Ω+,Ω−

〉
=
∏

σ=±

∏

k∈Ωσ

ησ†k |vácuo〉 , com energias EΩ+,Ω− = hL+
∑

σ=±

∑

k∈Ωσ

εσ(k), (4.1.7)

sendo Ω± o conjunto de momentos ocupados no ramo ε±(k) da relação de dispersão. O momento

total deste estado é

PΩ+,Ω− =
∑

σ=±

∑

k∈Ωσ

k. (4.1.8)

Obviamente o estado fundamental da hamiltoniana (4.1.4) é obtido adicionando-se partículas

nos níveis de energia abaixo de zero, i.e., Ωσ =
{
k(n) = 2nπ+π

L
|εσ(k) 6 0

}
. Note que o operador

número pode ser escrito com N̂ = N̂+ + N̂−, sendo N̂ σ =
∑
{k}
ησ†k η

σ
k , e portanto N σ =

〈
N̂ σ
〉
é o

número de partícula no ramo εσ. Por simplicidade, vamos considerar que no estado fundamental

N+ e N− são ambos pares, e portanto

|GS〉 =
∏

σ=±

kσF∏

k=π/L

ησ†k η
σ†
−k |vácuo〉 , com energias E0 = hL+

∑

σ=±

kσF∑

k=−kF

εσ(k), (4.1.9)
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Figura 4.1.3: Diagrama de fases do estado fundamental para h = 0. As região I e II tem gap
nulo, enquanto que a região III apresenta um gap �nito. O painel à direita indica a intensidade
da magnetização por sítio m.

na qual os momentos de Fermi (sistema �nito) são kσF = (N σ − 1)π/L.

A �m de determinar a classe de universalidade de comportamento crítico é necessário avali-

armos as correções de �nito de E0, pois conforme vimos no Capítulo 1 estas correções são rela-

cionadas com a carga central c [veja Eq. (1.2.1)]. Para um valor de densidade �xa ρ = N /2L a

correção dominante pode ser obtida usando-se a fórmula de Euler-Maclaurin (2.2.16), que leva

a
E0

L
= e∞ −

π (υ+
s + υ−s )

6L2
+ o

(
L−3

)
, (4.1.10)

sendo υ±s = dε±

dk

∣∣∣
k=2πρ±

=

(
J3 ∓ J1J2

∣∣∣J1 + J2e
2πiρ±

∣∣∣
−1
)

sin(2πρ±), ρσ = N σ/2L a densidade

de partículas no ramo εσ, e e∞ = e+
∞ + e−∞ a energia livre por sítio, com e±∞ dado por e±∞ =

h
(

1
2
− 2ρ±

)
− J3

π
sin(2πρ±) ±

´ 2πρ±

0
dk
π

∣∣J1 + J2e
ik
∣∣. Note que o momento total [Eq. (4.1.8)] é

nulo, P = 0.

Observe que a hamiltoniana (4.1.4) é composta por duas hamiltonianas desacopladas [cada

uma associada a uma das bandas σ = ± da relação de dispersão (4.1.5)], por este motivo ela é

descrita por duas CFT's não interagentes, como se vê pela Eq. (4.1.10). Os estados excitados são

obtidos adicionando-se partículas (buracos) acima (abaixo) do nível de Fermi. Este processo é

análogo ao empregado (detalhadamente) na Seção 2.2.1 para o modelo XX. Isto é, consideramos

a seguinte excitação: (i) Q± (|Q±|) partículas são adicionadas (removidas) na banda ε± acima

(abaixo) do nível de Fermi, sendo Q = Q+ + Q− a variação do número de partículas desta

excitação [portanto Q dita a condição de contorno na hamiltoniana (4.1.1)]; (ii) e/ou podemos

remover |β±| partículas nos níveis ocupados mais altos do ponto de Fermi à esquerda/direita

da banda σ = ± e adicionar estas partículas nos níveis desocupados mais baixos do ponto de
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Fermi à direita/esquerda da mesma banda σ = ±. Os sinais de Q± e β± são convencionados do

mesmo modo que foi feito no modelo XX (veja por exemplo a Figura 2.2.1). Na Figura 4.1.4,

são apresentados alguns exemplos destas excitações para acoplamentos na região I do diagrama

de fases (Figura 4.1.3), estas são, novamente, chamadas de excitações compactas, uma vez que

não apresentam buracos no espaço de momentos. Para acoplamentos na região II, onde temos

apenas um modo de gap-nulo, as excitações são as mesmas discutidas nos capítulos precedentes

para o modelo XX. Note que o conjunto de momentos ocupados em cada ramo é dado por

Ωσ =
{
−kσF − 2π

L

[
Qσ
2
−
(
βσ + modQ+δσ

2

)]
, · · · , kσF + 2π

L

[
Qσ
2

+
(
βσ + modQ+δσ

2

)]}
, (4.1.11)

sendo δσ = mod (modQ+ modQσ). Portanto, da Eqs. (4.1.7) e (4.1.8) juntamente com a

fórmula de Euler-Maclaurin (2.2.16) encontramos que as energias são dadas por

E{Qσ ,βσ} = E0 +
∑

σ=±

2πυσs
L

[
Q2
σ

4
+ (βσ + δσ/2)2

]
+ o

(
L−2

)
, (4.1.12)

com momentos

P{Qσ ,βσ} = P0 +
∑

σ=±

2π

L
Qσ (βσ + δσ/2) . (4.1.13)

Lembrando que na região II se tem sempre υ+
s = 0. Estas duas últimas expressões enfatizam

que, de fato, a hamiltoniana (4.0.1) é descrita por duas teorias conformes não interagentes.

Resultados similares foram encontrados em modelos com mais de um modo de gap-nulo [43, 103�

107] .

Q
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o
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}
Figura 4.1.4: Representação esquemática de alguns estados excitados compactos com β± = 0.
Os círculos abertos (preenchidos) representam níveis desocupados (ocupados). Abaixo de cada
banda de dispersão temos a representação compactada desta dispersão. A �leira de círculos
superior (inferior), dentro do símbolo {}, denota o ramo ε+ (ε−) da dispersão, já as linhas
verticais, as posições dos momentos de Fermi.. Mostramos apenas excitações para acoplamentos
na região I, uma vez que na região II (ramo ε+ completamente desocupado) as excitações são
idênticas às discutidas no modelo XX (veja por exemplo a Tabela 3.3).
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Comparando as Eqs. (4.1.10), (4.1.12) e (4.1.13) com as Eqs. (1.2.1) - (1.2.3) concluímos que

υ±s são as velocidades do som associadas a cada ramo, e portanto identi�camos a carga central

c = 1 para cada modo de gap-nulo. Este valor de c implica que a classe de universalidade

do comportamento crítico da hamiltoniana (4.0.1) é o mesmo da cadeia XX. Finalmente as

dimensões de escala de cada modo são

∆σ
Qσ ,βσ =

Q2
σ

4
+ (βσ + δσ/2)2 , com spin planar, sσQσ ,βσ = Qσ (βσ + δσ/2) ,

que têm uma estrutura similar às dimensões de escala do modelo gaussiano [36, 46, 47] [veja

também as Eqs. (1.2.8) e (1.2.9)]. Atente-se ao fato de que ∆σ
0,1 = ∆ε = 1 corresponde à

dimensão de escala do operador energia, assim como na cadeia XY.

Finalmente deslocando a partícula mais próxima do ponto de Fermi à direita (esquerda), de

cada ramo σ = ±, em jσ (j′σ) quantas de momento à direita (esquerda), temos uma torre de

estados acima de cada das energias (4.1.12). Estes estados têm energias e momentos dados por

∆E
{jσ ,j′σ}
{Qσ ,βσ} =

∑

σ=±

2πυσs
L

(
∆σ
Qσ ,βσ + jσ + j′σ

)
+ o

(
L−2

)

∆P
{jσ ,j′σ}
{Qσ ,βσ} =

∑

σ=±

2π

L

(
sσQσ ,βσ + jσ − j′σ

)
, (4.1.14)

sendo jσ e j′σ inteiros cujas degenerescências são dadas pela Eq. (2.2.13) (quantidade de partições

inteiras de um número inteiro). E X
{jσ ,j′σ}
{Qσ ,βσ} =

∑
σ=±

(
∆σ
Qσ ,βσ

+ jσ + j′σ
)
é a dimensão de escala do

operador associado à excitação.

4.2 Entropia de emaranhamento

Estamos interessados, agora, nas correções de tamanho �nito da entropia de Rényi, nas regiões

críticas I e II. Uma vez que a hamiltoniana (4.0.1) pode ser mapeada em uma forma quadrática

em operadores fermiônicos [Eq. (4.1.1)], podemos utilizar o formalismo do Apêndice A.II para

calcular a entropia de Rényi através do método da matriz de correlação.

Note que, assim como no modelo XX, tem-se 〈c†nc†m〉 = 0 = 〈cncm〉 ∀m,n e para qualquer

conjunto {Ω+,Ω−}. Então, é su�ciente calcularmos a matriz de correlação Cm,n = 〈c†mcn〉, cujos
autovalores ωq são relacionados com a entropia de Rényi pela Eq. (3.2.1).

Os elementos da matriz de correlação Cm,n para um estado arbitrário [veja Eqs. (4.1.3) e

(4.1.7)] são

C|Ω
+,Ω−〉

m,n C2m,2n = 1
2L

∑
σ=±

∑
{k}
e−ik(n−m)

〈
ησ†k η

σ
k

〉
Ω+,Ω−

C|Ω
+,Ω−〉

2m−1,2n = 1
2L

∑
σ=±

σ
∑
{k}
e−ik(n−m) J1+J2eik

|J1+J2eik|
〈
ησ†k η

σ
k

〉
Ω+,Ω−

C2m−1,2n−1 = C2m,2n, e C2m,2n−1 = C∗2n−1,2m

. (4.2.1)
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Figura 4.2.1: (a) Entropia de von Neumann S1(L, `) do estado fundamental de um sistema de
tamanho L = 800, h = 0, J3 = 1 e alguns valores de J1 e J2 (ver legenda). Os acoplamentos
associados com os dados em preto, azul, e vermelho pertencem respectivamente às regiões I,
II, e III do diagrama de fases da Figura 4.1.3. (b) Resultados da diferença D1(L, `) para os
mesmos parâmetros da �gura (a). Apenas alguns sítios são apresentados. As linhas sólidas
nestas �guras conectam os pontos ajustados. A �m de mostrar todos os dados na �gura alguns
valores foram adicionados à S1 e D1, como indicado pelas setas. (Inserções) S1 e D1 para todos
os sítios.

Para o estado fundamental [Eq. (4.1.9)] temos

C|GS〉2m,2n = 1
2L

sin(m−n)2πρ++sin(m−n)2πρ−

sinπ(m−n)/L

C|GS〉2m−1,2n = − 1
2L

∑
k+F<k6k

−
F

e−ik(n−m) J1+J2eik

|J1+J2eik|
. (4.2.2)

Equações semelhantes também podem ser deduzidas para os estados excitados.

Assim como �zemos para o modelo XY, nas próximas subseções vamos determinar os auto-

valores da matriz de correlação Cm,n, numericamente, a �m de obtermos a entropia de Rényi do

estado fundamental, bem como de estados excitados.

4.2.1 Estado fundamental

Vamos começar considerando a entropia de Rényi do estado fundamental. Na Figura 4.2.1(a),

mostramos a entropia de von Neumann S1 como uma função de ` para sistemas de tamanho

L = 800, h = 0 e três conjuntos de acoplamentos (J1, J2, J3). Estes conjuntos de acoplamentos

ilustram o comportamento de S1 nas três distintas regiões do diagrama de fases retratado

na Figura 4.1.3. Como pode ser observado, na região com gap (região III) a entropia de von

Neumann tende para uma constante, como esperado. Em contra partida, para as regiões críticas

I e II, S1 aumenta em acordo com a predição da CFT [veja Eq. (1.4.2) e (1.4.4)]. As linhas
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preta/azul na Figura 4.2.1(a) são os ajustes dos nossos dados usando a Eq. (1.4.4). Note

que a escada de duas pernas possui 2L sítios, por esta razão devemos fazer L → 2L nesta

equação. A carga central c obtida através destes ajustes é c = 1.00001 (ce� = 2.00021) para o

conjunto de acoplamentos localizado na região crítica II (I). Resultados similares foram obtidos

para diversos outros conjuntos de acoplamentos destas duas regiões distintas. Estes resultados

mostram que para a região II, a física de baixas-energias é descrita por uma CFT com carga

central c = 1, como já havíamos predito [ver Eq. (4.1.10)]. É interessante notar que na região I,

na qual existem dois modos de gap-nulo (ao invés de um como na região II), obtemos uma carga

central efetiva ce� = 2. Este resultado assemelha-se ao resultado encontrado para a correção de

energia do estado fundamental [ver Eq. (4.1.10)]. Entretanto, diferentemente das correções das

energias, a entropia não depende das velocidades do som. Então, esperamos que cada modo de

gap-nulo contribua para a correção de tamanho �nito da entropia como na Eq. (1.4.4). Por esta

razão, obtemos ce� = 2c nesta região. De um modo geral, esperamos que ce� = ngnuloc, sendo

ngnulo o número de modos de gap-nulo.

De modo que, o termo dominante da entropia de Rényi do estado fundamental comporta-se

assintoticamente como

Sn(L, `) =
ce�
6

(
1 +

1

n

)
log

[
2L

π
sin

(
π`

2L

)]
+ c′n, (4.2.3)

i.e., fazemos c → ce� na Eq. (1.4.4). A �m de observar melhor as correções subdominantes

nas entropias [Eq. (1.4.5)] deste sistema, é conveniente rede�nirmos a Eq. (3.0.2), trocando

também c→ ce�, assim de�nimos

Dn(L, `) = Sn(L, `)− ce�
6

(
1 +

1

n

)
log

[
2L

π
sin

(
π`

2L

)]
, (4.2.4)

na qual ce� = 1(2) na região II(I). De acordo com a Eq. (1.4.5) é esperado que

Dn(L, `) = cn′+
a1δn,1 + gn(1− δn,1)cos(κ`+ θ)∣∣Lsin

(
π`
2L

)∣∣pn . (4.2.5)

Na Figura 4.2.1(b), mostramos a diferença D1 para os dois conjuntos de acoplamentos da

Figura 4.2.1(a). Um interessante e não trivial comportamento observado na entropia de von

Neumann na região I é que ela apresenta oscilações não esperadas. Até então, pensava-se que

oscilações ocorriam apenas nas entropias de Rényi Sn com n > 1, de fato como discutido no

Capítulo 3, Xavier e Alcaraz [74] conjecturam, a partir do estudo de diversos modelos com

apenas um modo de gap-nulo, que a entropia de von Neumann, em sistemas bipartidos, não

deveria apresentar estas oscilações. Se J1 6= J2, oscilações entre sítios pares e ímpares aparecem

naturalmente na entropia. Diferentemente, a oscilação observada na Figura 4.2.1(b) para os

acoplamentos da região I está presente mesmo para J1 = J2, ou seja não é devido à dimerização;
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Figura 4.2.2: (a) Entropia de Rényi do estado fundamental de um sistema de tamanho L = 800,
h = 0, J3 = 1, e n = 3, e dois valores de J1 e J2 (ver legenda). Os acoplamentos associados com
os dados em preto, e azul, estão localizados nas regiões I, e II, respectivamente (veja Figura
4.1.3). (Inserção) Resultados para L = 40 e n = 10. (b) A diferença D3(L, `) para os mesmos
parâmetros da �gura (a). Apenas alguns sítios são apresentados. Os símbolos sólidos em (a) e
(b) são os dados numéricos e as linhas sólidas conectando-os são os ajustes.

sendo assim, a conjectura, acima citada, parece não se aplicar em sistemas com mais de um modo

de gap-nulo. Outra conjectura feita por aqueles autores é de que a correção de tamanho �nito

subdominante da entropia de von Neumann decai com o expoente p1 = 2. De fato, observamos

este decaimento na região II. A linha em azul na Figura 4.2.1(b) é o ajuste dos nossos, dados

assumindo-se que D1 se comporta como na Eq. (4.2.5). O expoente que obtivemos a partir

deste ajuste foi p1 = 2.0001, em acordo com a conjectura supracitada.

Na região II, com dois modos de gap-nulo, ajustamos nossos dados assumindo que D1 tem

um termo oscilatório diferente do contido na Eq. (4.2.5). E também não é uma soma das

oscilações de cada modo individual, mas sim uma nova forma. A �m de ajustar nossos dados

nesta região, trocamos g1(1− δn,1)cos(κ`+ θ) na Eq. (4.2.5) pelo seguinte termo g1 cos
(
k−F `
)

+

g
(2)
1 cos

(
k+
F `
)
+g

(3)
1 cos

(
k−F +k+F

2
`
)

+g
(4)
1 cos

(
k−F−k

+
F

2
`
)
. Usando este termo oscilante, somos capazes

de ajustar nossos dados perfeitamente, como mostrado na Figura 4.2.1(b). O expoente obtido

neste caso foi p1 = 2.0007. Resultados similares foram observados para diversos outros conjuntos

de acoplamentos. Subsequentemente, daremos a motivação para termos considerados o padrão

de oscilação acima. Estes resultados indicam que o termo subdominante da correção na entropia

de von Neumann é de fato governado pelo expoente p1 = 2, mesmo para modelos com mais de

um modo de gap-nulo.

Vamos agora considerar as entropias de Rényi do estado fundamental com n > 1. Como

ilustração, na Figura 4.2.2(a) apresentamos Sn(L, `) como função de ` para sistemas com ta-
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manhos L = 800 e L = 40, dois valores de n, e alguns acoplamentos. Nos casos que n > 1,

são esperadas oscilações na entropia com condições de contorno periódicas [72, 74], conforme

mencionado na Seção 1.4 [veja também o Capítulo 3]. Além disso, é esperado que as amplitudes

das oscilações diminuam quando o sistema aumenta. De fato, este comportamento é claramente

notado no sistema com menor tamanho, mostrado na inserção da Figura 4.2.2(a).

Novamente, para observarmos melhor estas oscilações, investigamos a diferença Dn(L, `).

Mostramos na Figura 4.2.2(b) D3 vs `, para os mesmos dados apresentados na Figura 4.2.2(a).

Vamos primeiramente discutir os dados da entropia de Rényi na região II (que possui um modo

de gap-nulo). Nesta região, fomos capazes de ajustar nossos dados com a Eq. (4.2.5) com

κ = k−F e θ = 0. O expoente que obtivemos deste ajuste foi p3 = 0.666. Ajustes similares para

Dn (não mostrados) para n = 2 e 4 deram p2 = 0.999 e p4 = 0.497, respectivamente. Estes

resultados indicam que pn = 2/n, assim como na cadeia XY.

Por outro lado, não é possível ajustar nossos resultados da entropia de Rényi, na região I,

se considerarmos que as oscilações se comportam apenas como cos(κ` + θ), como foi feito na

região II. A �m de obtermos alguma compreensão sobre estas oscilações na região I, calculamos

analiticamente a função de correlação spin-spin do estado fundamental
〈
sz2ns

z
2(n+`)

〉
GS
. Note,

primeiramente, que

〈
szi s

z
j

〉
=
〈(
c†ici − 1/2

)(
c†jcj − 1/2

)〉
= δi,j

〈
c†icj

〉
+
(〈
c†ici

〉
− 1/2

)2

−
∣∣∣
〈
c†icj

〉∣∣∣
2

∴
〈
sz2ns

z
2(n+`)

〉
= m2 −

∣∣C2n,2(n+`)

∣∣2 , para ` 6= 0,

na qual usamos o teorema de Wick (veja por exemplo [108]) e a Eq. (2.1.2). Portanto da Eq.

(4.2.2) temos

〈
sz2ns

z
2(n+`)

〉
GS

= m2 −
1− 1

2
cos
(
k−F `
)
− 1

2
cos
(
k+
F `
)
− cos

(
k−F +k+F

2
`
)

+ cos
(
k−F−k

+
F

2
`
)

4L2sin2(π`/2L)
.

Motivados pelo fato de que se é esperado que as oscilações da entropia parecem ser associadas

com a natureza antiferromagnética da hamiltoniana [70], assumimos que a diferença Dn(L, `)

se comporta como

Dn(L, `) = c′n +
a1δn,1 + gn cos

(
k−F `
)

+ g
(2)
n cos

(
k+
F `
)

+ g
(3)
n cos

(
k−F +k+F

2
`
)

+ g
(4)
n cos

(
k−F−k

+
F

2
`
)

∣∣Lsin
(
π`
2L

)∣∣pn .

(4.2.6)

De fato, como ilustrado na Figura 4.2.2(b), obtemos um bom ajuste dos nossos resultados

se assumirmos que D3 se comporta como a equação acima. O expoente que obtivemos a partir

deste ajuste foi p3 = 0.667.
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Figura 4.2.3: (a) ∆S2 vs ` para algumas excitações partícula-buraco para um sistema de tama-
nho L = 1000, h = 0, J3 = 1, e dois valores de J1 e J2. Os símbolos são os dados numéricos e as
curvas sólidas são os ajustes dos dados com a Eq. (3.2.6). As curvas sólidas a partir do topo tem
valor de np-h: 4, 3, 2, e 1. Os símbolos em azul (vermelho) são dados de acoplamentos na região
I (II). Apenas alguns sítios são mostrados. A �m de mostrar todos os dados na mesma �gura,
foram adicionadas algumas constantes nos valores ∆S2, como indicado pelas setas. Também
apresentamos as excitações em termos da notação da Eq. (3.2.4). (Inserção) ∆S2 para todos os
sítios. (b) ∆S1 vs (`/2L)2 para diversas excitações de um sistema de tamanho L = 10000.

Resultados similares aos apresentados acima, foram obtidos para diversos outros valores

de m e parâmetros de acoplamentos. Os resultados obtidos para alguns valores de n indicam

que o expoente pn = 2/n, como acontece na cadeia XY [72] (ver também o Capítulo 3). Foi

conjecturado que o expoente pn está relacionado à dimensão de escala do operador energia ∆ε

por pn = 2∆ε/n [74]. Nossos resultados também estão de acordo com esta conjectura, pois

∆ε = 1 no presente modelo.

4.2.2 Estados excitados

Finalmente, consideraremos as entropias de Rényi de estados excitados, seguiremos basicamente

o mesmo caminho que �zemos na Seção 3.2.2 para o modelo XX. Veremos que os resultados

para o comportamento da entropia de Rényi associados com excitações compactas estão em

acordo com as previsões das Refs. [28, 29]. Já os resultados associados com as excitações não-

compactas diferem ligeiramente destas previsões e serão interpretados de modo idêntico ao feito

na Seção 3.2.2.

Primeiramente, consideramos as entropias de Rényi para excitações compactas. Na Figura

4.1.4 já mostramos alguns exemplos de excitações compactas na região I com β± = 0. Para estas

excitações, bem como para diversas outras (inclusive com β± 6= 0) nas duas regiões críticas, I

e II, encontramos que ∆Sn = Sexc
n − SGS

n . 10−3 para vários parâmetros em um sistema com
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L = 1000. Estes resultados estão em conformidade com a predição, dos autores da Ref. [28, 29],

que Sexc
n = SGS

n , no limite termodinâmico.

Como discutido nos Capítulos 1 e 3, as entropias de Rényi associadas com excitações não-

compactas são, em geral, diferentes daquela do estado fundamental. De fato, para estados

excitados não-compactos, é esperado um excesso de entropia em relação ao estado fundamental,

e diferentemente do excesso de energia e de momento, este excesso de entropia não desaparece

no limite termodinâmico.

Vamos primeiramente considerar a excitação partícula-buraco feita no ponto de Fermi à

direita/esquerda do ramo σ da dispersão. Na Figura 4.2.3(a), apresentamos ∆S2 em função de

` para algumas destas excitações para um sistema de 2L sítios (L = 1000). Como observado

nesta �gura, a entropia de Rényi associada com estas excitações não-compactas aumenta com

Região II

(Q−, β−) j−
• {◦|◦· · ·◦◦|◦◦◦◦◦◦◦

◦|•· · ·•◦|◦◦◦•◦◦◦
}

(:)+(1 : 4)− (0, 0) 4

N
{◦|◦· · ·◦◦|◦◦◦◦◦◦◦
◦|•· · ·•◦|◦◦◦◦•◦◦

}
(:)+(1 : 5)− (0, 0) 5

�
{◦|◦· · ·◦◦|◦◦◦◦◦◦◦
◦|•· · ·•◦|◦◦◦◦◦•◦

}
(:)+(1 : 6)− (0, 0) 6

H
{◦|◦· · ·◦◦◦◦|◦◦◦◦◦
◦|•· · ·•◦•◦|•••◦◦

}
(:)+(1, 3 : 1, 2, 3)− (1, 0) 7

J
{◦|◦· · ·◦◦◦◦|◦◦◦◦◦
◦|•· · ·••◦◦|••••◦

}
(:)+(1, 2 : 1, 2, 3, 4)− (2, 1) 8

I
{◦ ◦· · ·◦◦◦ ◦◦◦◦◦◦
◦|•· · ·•◦•|◦◦◦••◦

}
(:)+(2 : 4, 5)− (1, 0) 9

�
{◦|◦· · ·◦◦◦◦|◦◦◦◦◦
◦|•· · ·•◦◦◦|•••◦◦

}
(:)+(1, 2, 3 : 1, 2, 3)− (0, 0) 9

Região I

(Q+, β+) (Q−, β−) j+ j−
�

{◦| • · · · • ◦ ◦ | • •◦
◦| • · · · • • • | ◦ ◦◦

}
(1, 2 : 1, 2)+(:)− (0, 0) (0, 0) 4 0

.
{◦| • · · · • • • | ◦ ◦◦
◦| • · · · • ◦ ◦ | • •◦

}
(:)+(1, 2 : 1, 2)− (0, 0) (0, 0) 0 4

M
{◦| • · · · • ◦ ◦ | • ◦◦
◦| • · · · • • ◦ | • •◦

}
(1, 2 : 1)+(1 : 1, 2)− (1, 0) (−1, 0) 2 2

◦ {◦| • · · · • • ◦ | • ◦◦
◦| • · · · • ◦ ◦ | • •◦

}
(1 : 1)+(1, 2 : 1, 2)− (0, 0) (0, 0) 1 4

♦
{◦|• · · · •••◦|•••◦
◦|• · · · •◦◦◦|•◦◦◦

}
(1 : 1, 2, 3)+(1, 2, 3 : 1)− (2, 1) (−2,−1) 3 3

/
{◦|• · · · •◦••| • •◦
◦|• · · · ••◦◦| ◦ •◦

}
(3 : 1, 2)+(1, 2 : 2)− (1, 0) (−1,−1) 4 3

O
{◦| • · · · • ◦ ◦ | • •◦
◦| • · · · • ◦ ◦ | • •◦

}
(1, 2 : 1, 2)± (0, 0) (0, 0) 4 4

Tabela 4.1: Representação esquemática de alguns estados excitados não-compactos. Novamente,
os círculos abertos (preenchidos) representam níveis desocupados (ocupados). Apresentamos,
também, as excitações em termos de Qσ e βσ [veja Eq. (4.1.14)] e também em termos da
notação da Eq. (3.2.4). No último caso (−hL1 ,−hL2 , · · · , hR1 , hR2 , · · · : −pL1 ,−pL2 , · · · , pR1 , pR2 , · · · )σ
representa um estado com buracos nos hLj 's

(
hRj 's

)
valores de momento permitidos abaixo do

ponto de Fermi à esquerda (direita) do ramo σ e partículas nos pLi 's
(
pRi 's

)
valores de momento

permitidos acima deste.
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`. Além disso, nossos resultados podem ser completamente ajustados pelas Eqs. (1.4.12) e

(3.2.6). As curvas sólidas pretas correspondem a um ajuste dos nossos dados. As Eqs. (1.4.8) -

(1.4.12) foram determinadas analiticamente para no caso de apenas um modo de gap-nulo. Em

particular para uma teoria com dois campos φσ (σ = ±) desacoplados elas continuam válidas.

Finalmente, consideremos ∆S1 = Sexc
1 −SGS

1 para diversas excitações não-compactas. Neste

sentido, focamo-nos no comportamento de ∆S1 no regime `/L � 1. Neste regime é esperado

que ∆S1, para um sistema com 2L sítios, se comporte como na Eq. (1.4.9) apenas trocando

L→ 2L. Na Figura 4.2.3(b), ∆S1 é mostrada em função de 2π2

3

(
`

2L

)2
para diversas excitações

não-compactas, no regime `/L� 1 para um sistema com 2L sítios (L = 10000). A representação

esquemática destas excitações é apresentada na Tabela 4.1, na qual indicamos os valores de Qσ,

βσ e jσ (j′σ = 0, nestes exemplos). Também mostramos estas excitações em termos das posições

dos buracos e partículas (h : p)σ [ver Eq. (3.2.4)] criados a partir do estado fundamental. Os

valores de dΥ que ajustam nossos resultados à Eq. (1.4.9) estão dispostos entre parênteses à

direita de cada curva na Figura 4.2.3(b). Como pode ser observado, os valores de dΥ que são

consistentes com nossos dados são dΥ =
∑
σ=±

(jσ + j′σ) (compare os valores nesta �gura com

os valores de j± exibidos na Tabela 4.1). Este resultado de dΥ é análogo ao resultado que já

havíamos encontrado para o modelo XX [Eq. (3.2.5)], que possuí apenas um modo de gap-nulo.

Conforme já enfatizamos, este resultado é levemente diferente do esperado pelos autores [28, 29],

sendo dΥ suposto ser a dimensão de escala X{jσ ,j
′
σ}

{Qσ ,βσ} do operador associado à excitação feita.



Conclusões e comentários �nais

Nesta dissertação estudamos alguns modelos exatamente solúveis via transformação de Jordan-

Wigner. Uma vez que nosso interesse era analisar estes sistemas próximos de seus pontos críticos,

no Capítulo 1, um resumo de alguns conceitos básicos/fundamentais sobre fenômenos críticos

foi apresentado.

No Capítulo 2, �zemos uma profunda análise do espectro de energias do bem conhecido mo-

delo XY unidimensional em um campo magnético externo transverso. Utilizando os resultados

do Apêndice A.I, foi possível resolver de modo exato o modelo supracitado, e também, determi-

nar o diagrama de fases do mesmo. Como é bem estabelecido, dependendo de seus parâmetros,4

o modelo pode ser crítico [(γ = 0,h 6 1) e h = 1] ou não crítico. Para as regiões críticas e

invariantes conforme, mediante às correções de tamanho �nito das energias, constatamos que

os valores exatos das cargas centrais são c = 1 e c = 1/2 para (γ = 0,h < 1) e (γ 6= 0,h = 1),

respectivamente [veja o diagrama de fases do modelo apresentado na Figura 2.1.1(c)]. Encon-

tramos também o conjunto completo das dimensões escalares dos operadores primários da CFT

adjacente: para o modelo XX (c = 1) tem-se in�nitos operadores primários, com a mesma

estrutura do modelo gaussiano [compare a Eq. (2.2.12) com as Eq. (1.2.2), (1.2.3) e (1.2.9)];

por outro lado, para o chamado campo magnético crítico (hc = 1), o modelo está na mesma

classe de comportamento crítico do modelo de Ising, c = 1/2, e portanto existem apenas três

operadores primários na CFT adjacente [conforme as Eqs. (1.2.6) e (1.2.7)].

O Capítulo 3 foi também devotado à cadeia XY, entretanto, nosso foco foi na entropia de

Rényi do estado fundamental, bem como de estados excitados.5 Primeiramente, veri�camos a

validade da Lei Entrópica da Área para sistemas não críticos (e.g.: Figura 3.1.1). Em con-

trapartida, para as regiões críticas e invariantes conforme, vimos explicitamente que tal lei é

violada, e ainda, que esta violação obedece à previsão universal da CFT [Eqs. (1.4.3) - (1.4.5)].

Utilizando tal previsão estimamos as cargas centrais por meio da entropia de von Neumann do

estado estado fundamental, em perfeito acordo com os valores exatos encontrados no Capítulo 2.

Para o campo magnético crítico hc = 1, focamos apenas nas entropias de Rényi do estado funda-

4Lembrando que analisamos apenas o quadrante γ, h > 0.
5Conforme exposto no Apêndice A.II, a entropia de Rényi pode ser calculada neste caso através do método

da matriz de correlação.
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mental, foram veri�cadas as predições para o comportamento dominante e subdominante desta,

governados pela carga central e por um novo expoente (dimensão de escala do operador energia

[74]), respectivamente. Por outro lado, para o modelo XX, além de uma análoga discussão da

entropia do estado fundamental, �zemos também uma vasta análise das entropias de Rényi de

estados excitados, tanto dos estados compactos, quanto dos não-compactos. Foi encontrado que

para os estados ditos compactos, a entropia de Rényi do estado excitado é degenerada com a do

estado fundamental, exceto por oscilações não usuais, em conformidade com a Refs. [28, 29].

Quanto aos estados excitados não-compactos, a entropia destes apresenta um excesso em relação

à do estado fundamental, e ainda este excesso, que não desaparece no limite termodinâmico,

está estreitamente relacionado com a excitação analisada, estes resultados também estão em

acordo com as recentes predições feitas pelos autores das Refs [28, 29].6

Com o objetivo de estudar sistemas exatamente integráveis na geometria de �escadas�,

considerou-se no Capítulo 4 uma escada zig-zag de duas pernas com interação de três-spins.

O tipo especial/especí�co da interação multispin que consideramos assegura a solubilidade do

modelo via uma transformação de Jordan-Wigner. O diagrama de fases deste modelo foi deter-

minado, foram encontradas regiões críticas e não críticas. No caso das regiões críticas, fomos

capazes de obter analiticamente as correções de tamanho �nito das energias, e através destas,

conseguimos obter de modo exato a carga central e as dimensões escalares. O modelo investi-

gado [Eq. (4.0.1)] está na mesma classe de universalidade de comportamento crítico do modelo

XX, com carga central c = 1. Além disso, as dimensões escalares do modelo apresentam uma

estrutura similar à do modelo XX [compare as Eqs. (4.1.12) e (4.1.13) com a Eq. (2.2.12)].

Novamente, a carga central foi também obtida através da análise das correções de tamanho

�nito da entropia de Rényi do estado fundamental. Na região do diagrama de fases na qual

existe um modo de gap-nulo obtivemos c = 1. Enquanto que na região com dois modos de

gap-nulo encontramos que o comportamento assintótico da entropia de Rényi é dado pela Eq.

(4.2.3), com ce� = 2c = 2. Lembrando que, diferentemente da correção de energia do estado

fundamental [ver Eq. (4.1.10)], a predição universal para a entropia de Rényi [Eq. (1.4.4)] não

depende das velocidades do som, é de se esperar que cada modo de gap-nulo contribua para a

correção de tamanho �nito da entropia como na Eq. (1.4.4), e por isso obtivemos ce� = 2c. De

um modo geral, esperamos que ce� = ngnuloc, sendo ngnulo o número de modos de gap-nulo. Foi

feito também um vasto estudo da correção subdominante das entropias de Rényi. Na região

do diagrama de fase com um modo de gap-nulo, o comportamento da entropia de Rényi Sn é

semelhante ao observado no modelo XX, em contrapartida, na região na qual existem dois modos

de gap-nulo foram observadas oscilações na entropia de von Neumann (n = 1). Entretanto,

6Contudo, o coe�ciente dΥ, que aparece na Eq. (1.4.8), foi interpretado por nós de maneira distinta da
proposta de Alcaraz et al. [28, 29].
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em sistemas com condições de contorno periódicas, essas oscilações ainda não haviam sido

observadas para índice n = 1 [72�76, 78]. E ainda, apesar da hamiltoniana (4.0.1) ser descrita

por duas teorias conformes não interagentes, como indicado pela sua forma diagonal, Eq. (4.1.4),

as oscilações (região com modos de gap-nulo) na entropia de Rényi não são apenas a soma das

oscilações individuais de cada, e sim, uma forma mais abrangente [veja Eq. (4.2.6)]. Por �m,

analisamos a entropia de Rényi de diversos estados excitados. Nossos resultados associados

com excitações compactas, bem como com excitações não-compactas concordam com aqueles

obtidos pelos autores das Refs. [28, 29], com excessão à interpretação do coe�ciente dΥ, que foi

feita de um modo diferente [30].

Ainda em relação ao modelo em geometria de escada de duas-pernas, uma extensão do mesmo

para escadas de N -pernas com interações de (N + 1) spins pode ser feita e levaria a uma carga

central efetiva ce� = N (pelo menos para algumas regiões do espaço de parâmetros), isto porque

para sistemas com ngnulo modos de gap-nulo, é esperado que ce� = ngnuloc, pelo menos para

sistemas não interagentes (veja também a Ref. [101] para uma discussão similar). Este resultado

mostra que a entropia de von Neumann de uma escada de spins de N -pernas de tamanho L

e L modos de gap-nulo deve se comportar como S1 ∼ Llog(L) + aL, este simples argumento

mostra que a Lei Entrópica da Área pode ser violada em sistemas críticos bidimensionais. De

fato, violações da Lei da Área já foram observadas em dimensões maiores que um [56�63].

Outro tema que merece nossa atenção é concernente aos chamados quenches quânticos, uma

vez que, em anos recentes, estes têm despertado interesses tanto teóricos [66, 68, 79�81, 109�112],

quanto experimentais [113�115]. De um modo geral o protocolo quench é o seguinte: o sistema é

inicialmente descrito por uma uma hamiltoniana H0, e para instantes t < 0 o estado do sistema

|Ψ0〉 é o estado fundamental de H0. No instante t = 0 o sistema é abruptamente alterado, ou

melhor, a hamiltoniana que descreve o sistema é instantaneamente alterada para H. Se |Ψ0〉
não é um autoestado de H, deveremos, para t > 0, considerar a evolução temporal unitária

do sistema. De modo que o estado do sistema evolui como |Ψ(t)〉 = e−Ht |Ψ0〉. Basicamente,

existem dois tipos de quench:

(i) quenches globais, que podem ser feitos mudando a interação entre os graus de liberdade

em todo o sistema, e.g., preparar um sistema homogêneo e então dimerizar suas interações

[68, 109, 110]. Estes também podem ser realizados através da alteração de algum parâmetro

externo, e.g., o campo magnético. Vale salientar que existem realizações experimentais deste

último protocolo [112�115];

(ii) quenches locais, no qual o sistema é alterado localmente, um exemplo são os quenches

�corta-cola�, no qual apenas uma interação (i.e., um parâmetro local) é removida/acrescentada

[68, 109�111].

Fisicamente, após um quench quântico, um dos aspectos mais interessantes da evolução do
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emaranhamento do sistema é relativo a universalidade [23, 66, 116, 117]. Em geral, para um sis-

temas unidimensionais invariantes conforme, o comportamento da entropia de emaranhamento,

entre duas metades da cadeia (` = L/2) no limite termodinâmico (L→∞), é:

(i) S(t) ∼ logυst para quenches locais;

(ii) S(t) ∼ υst quenches globais.

Vale a pena comentarmos ainda que desenvolver experimentos reais para a medida do ema-

ranhamento é uma tarefa extremamente difícil, principalmente em sistemas de muitos corpos,

visto que o emaranhamento é uma quantidade extremamente não local. Para alguns sistemas

especí�cos, a entropia de emaranhamento está conectada diretamente com observáveis, em prin-

cípio, acessíveis, e que incluem um pequeno número de graus de liberdade, de modo que o

emaranhamento poderia ser inferido indiretamente através de tais medidas de mais fácil acesso.

Este é exatamente o caso discutido nesta dissertação, conforme mostrado no Apêndice A.II, a

entropia de Rényi pode ser recuperada através das correlações Gn,m =
〈(
c†n − cn

) (
cm + c†m

)〉
,

de acordo com as Eqs. (A.II.6) e (A.II.7). Por outro lado, para sistemas mais gerais, ainda não

está claro como �medir� o emaranhamento estático e/ou dinâmico.7

Conforme comentamos na Seção 1.4, Klich e Levitov propuseram um método para calcular

o comportamento (temporal) do emaranhamento após um quench quântico monitorando a �u-

tuação do número de elétrons passando através do contato onde o quench foi feito. Entretanto,

os resultados destes autores são especí�cos à sistemas de férmions não interagentes, e sua ge-

neralidade é uma questão aberta [81]. E ainda, tem sido questionado que estas �utuações são

em muitos casos similares à evolução temporal do emaranhamento, mas não são equivalentes

[66, 81].8 Juntamente com estas controvérsias, novos e diferentes protocolos quench têm sido

propostos/formulados com o objetivo de encontrar um medida acessível do emaranhamento em

sistemas unidimensionais [80, 81].

Tendo em vista os muitos esforços que têm sido feitos nesta crescente área, seria interes-

sante obter a evolução temporal da emaranhamento de Rényi após um quench para os sistemas

estudados nesta dissertação. Este trabalho está em progresso e será apresentado em outra

oportunidade.

7Note que, o emaranhamento estático, que foi extensivamente discutido neste texto, é uma medida da
correlação entre duas partes de um sistema em equilíbrio. Por outro lado, o emaranhamento dinâmico refere-se
a evolução temporal do emaranhamento após o sistema ter sido perturbado.

8Mais recentemente, Song et al. [118] mostraram que, pelo menos para sistemas de férmions não interagentes,
estas são, de fato, equivalentes.



Apêndice A

Hamiltoniana biquadrática

Considere a seguinte hamiltoniana de�nida em uma cadeia unidimensional de comprimento L:

H =
∑

m,n

[
Am,nc

†
mcn +

1

2

(
Bm,nc

†
mc
†
n + h.c.

)]
, (A.0.1)

onde c†m's e cm's são operadores fermiônicos de criação e aniquilação, obedecendo a álgebra

fermiônica (2.1.2). Esta é a forma biquadrática mais geral possível para uma hamiltoniana em

termos de operadores fermiônicos de�nida em uma rede.

Este apêndice está dividido em duas seções. Na próxima seção, seguiremos os passos empre-

gados por Lieb e colaboradores no famoso Annals of Physics deles [12]. Uma vez que desejamos

diagonalizar a hamiltoniana (A.0.1), de modo exato, o método padrão é utilizarmos transforma-

ções unitárias, como a bem conhecida transformação de Bogoliubov. Por �m na segunda seção

mostraremos como a entropia de Rényi pode ser obtida através do método das matrizes de

correlação partícula-partícula. Neste caso seguiremos basicamente as rotas usadas por Peschel

[119�122] que relacionou os autovalores da matriz de densidade reduzida com os autovalores de

uma matriz de correlação (veja também [119]).

A.I Diagonalização exata

Nosso objetivo aqui é reescrever a equação (A.0.1) em uma forma diagonal, de modo que pro-

pomos:

H =
∑

k

Λkη
†
kηk + constante, (A.I.1)

sendo ηk um novo conjunto de operadores a ser determinado e Λk é uma energia da hamiltoniana.

Consideraremos aqui A e B reais, então para H ser um operador hermitiano A deve ser uma

matriz simétrica, Am,n = An,m, e B deve ser antissimétrica, Bm,n = −Bn,m.
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Primeiramente, impomos que estes novos operadores seguem uma simples combinação linear

dos operadores c†m's e cm's

ηk =
∑

n

[
φk(n) + ψk(n)

2
cn +

φk(n)− ψk(n)

2
c†n

]
. (A.I.2)

Estas transformações são conhecidas como transformações de Bogoliubov, cuja transforma-

ção inversa é

cn =
∑

k

[
φ∗k(n) + ψ∗k(n)

2
ηk +

φk(n)− ψk(n)

2
η†k

]
. (A.I.3)

Agora obrigamos que essa transformação seja canônica, i.e., preserve a álgebra fermiônica

do conjunto de operadores {cm} [veja Eq. (2.1.2)]

{ηk, ηq} = 0 = 1
2

∑
n

[φk(n)φq(n)− ψk(n)ψq(n)] ,
{
η†k, ηq

}
= δk,q = 1

2

∑
n

[φ∗k(n)φq(n) + ψ∗k(n)ψq(n)] .
(A.I.4)

Retornando à hipótese de H ser diagonal na base do conjunto {ηk}, é fácil ver que isto

implica em [ηk, H]− Λkηk = 0. Substituindo então ηk [Eq. (A.I.2)] nesta última e igualando os

coe�cientes de cada operador a zero encontra-se:

Λkφk(m) =
∑

n

ψk(n) (An,m +Bn,m) , (A.I.5)

Λkψk(m) =
∑

n

φk(n) (An,m −Bn,m) . (A.I.6)

Devemos encontrar também a constante presente na Eq. (A.I.1), esta pode ser determinada

através da invariância do traço de H nas Eq. (A.0.1) e (A.I.1), resultando em

H =
∑

k

Λk

(
η†kηk −

1

2

)
+

1

2

∑

m

Am,m. (A.I.7)

Finalmente, é conveniente desacoplarmos as Eqs. (A.I.5) e (A.I.6), substituindo (A.I.5) em

(A.I.6) e vice-versa obtemos:

Φk(A−B)(A+B) = Λ2
kΦk

Ψk(A+B)(A−B) = Λ2
kΨk,

(A.I.8)

onde de�nimos o vetor (Φk)m = φk(m) e (Ψk)m = ψk(m). E a determinação do espectro da

hamiltoniana (A.0.1) é reduzido a resolver as autoequações acima.
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A.II Correlação e emaranhamento

Nesta seção consideramos que a cadeia de tamanho L de�nida pela hamiltoniana (A.0.1) foi

dividida em dois subsistemas de tamanhos ` e L − `, ` = 1, 2, · · · , L − 1. Como enfatizado no

Capítulo 1, toda e qualquer propriedade (valor esperado de um operador) do subsistema com `

sítios pode ser obtida através da matriz de densidade reduzida ρ`, e analogamente para o outro

subsistema. É possível obter ρ` calculando ρ = |Ψ〉 〈Ψ| e depois somando sobre todos os graus

de liberdade em L − ` [veja Eq. (1.3.4)]. Entretanto este cálculo é impraticável se `, L � 1.

Uma ilustração desse método direto, para o caso de dois osciladores harmônicos acoplados, pode

ser encontrada nas Refs. [69, 123]. Nosso objetivo aqui é encontrar a relação exata entre os

autovalores de ρ` e G†G, sendo Gn,m =
〈(
c†n − cn

) (
cm + c†m

)〉
[120�122]. Na Ref. [124] este

procedimento é detalhadamente explicado para o caso do modelo XX, sendo assim um ótimo

texto introdutório.

Conforme Eq. (1.3.6), podemos escrever sempre ρ` = e−H`/Z, onde lembramos que a ha-

miltoniana de emaranhamento H` não é, em geral, a hamiltoniana que descreve o subsistema

de comprimento `. Entretanto, é garantido pelo teorema de Wick que H` é também uma

hamiltoniana biquadrática [119, 120] (veja também [108]). Portanto devemos ter

H` =
∑̀

m,n=1

[
αm,nc

†
mcn +

1

2

(
βm,nc

†
mc
†
n + h.c.

)]
. (A.II.1)

mas uma vez que impomos que ρ` = eH`/Z seja a matriz de densidade reduzida do subsistema

com ` sítios, os autoestados de ρ` devem descrever este subsistema. Assim o problema a ser

abordado agora é: Quais são as matrizes α e β tal que e−H`/Z reproduza todos os valores médios

corretamente?

Por ter a mesma forma de H, podemos diagonalizar H` através do mesmo procedimento já

discutido, a transformação de Bogoliubov (A.I.2), de modo que podemos escrever:

ρ` ∝ e−H` ∝ exp

(
−
∑

q

εqd
†
qdq

)
, (A.II.2)

sendo d†q e dq os operadores fermiônicos de criação e aniquilação de um única partícula com

autoenergia εq. Assegurando que Tr (ρ`) = 1, encontramos

ρ` =
∏

q

exp
(
−εqd†qdq

)

1 + exp (−εq)
=
⊗

q

%q, (A.II.3)

Da qual vemos explicitamente que a matriz de densidade reduzida é não correlacionada

na base de dq. De�nindo tanh (εq/2) = νq → εq = log
(

1+νq
1−νq

)
, a matriz de densidade corres-

pondente ao q-ésimo modo fermiônico é %q = 1+νq
2

exp
[
log
(

1−νq
1+νq

)
d†qdq

]
, E utilizando a relação
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elog(λqd
†
qdq) = 1 + (λq − 1)d†qdq temos

ρ` =
⊗

q

(
1 + νq

2
1− νqd†qdq

)
. (A.II.4)

Da qual facilmente podemos calcular os seguintes valores médios:

〈d†qdq′〉 =
1 + νq

2
δq,q′ e 〈dqdq′〉 = 0, (A.II.5)

que são úteis no cálculo da correlação Gn,m =
〈(
c†n − cn

) (
cm + c†m

)〉
. De�nindo (Θk)m = θk(m)

como as autofunções ortonormais de (α−β)(α+β), do mesmo modo que �zemos na Eq. (A.I.8),

obtemos (
G†G

)
m,n

=
∑

q

ν2
kθ
∗
q(m)θq(n) para m,n = 1, 2, · · · , `. (A.II.6)

Note que a equação acima pode ser reescrita como ΘqG
†G = tanh2 (εq/2) Θq, que portanto

de�ne tanto Θq, bem como εq. Estes, por sua vez, de�nem α e β, que fornecem a hamiltoniana

H` tal que ρ` ∝ e−H` .

Deste modo, o nosso problema está resolvido: através das correlações corretasGn,m, advindas

da hamiltoniana H [Eq. (A.0.1)], constrói-se G†G. E dos ` autovalores ν2
q de G†G obtemos os

2` autovalores λ{νq1 ,··· ,νq`} da matriz de densidade reduzida
1 + νk`

2
λ{νq1 ,··· ,νq`−1} e

1− νk`
2

λ{νq1 ,··· ,νq`−1},

�nalmente destes autovalores podemos calcular as entropias de Rényi.

Em particular, observe que Tr (ρn` ) =
∏
q

[(
1+νq

2

)n
+
(

1−νq
2

)n]
, que imediatamente leva a

Sn(L, `) =
1

1− n logTr (ρn` ) =
1

1− n
∑̀

i=1

log

[(
1 + νqi

2

)n
+

(
1− νqi

2

)n]
. (A.II.7)

E a entropia de von Neumann lim
n→1

Sn(L, `) é

S1(L, `) = −
∑̀

i=1

[(
1 + νqi

2

)
log

(
1 + νqi

2

)
+

(
1− νqi

2

)
log

(
1− νqi

2

)]
,

Veja que se substituirmos νq = tanh (εq/2) obtemos

S1(L, `) =
∑

k

[
log
(
e−εk + 1

)
+

εk
eεk + 1

]
= −log (Z) + Tr (ρ`H`) ,

ou seja, devido à forma de H` [Eq. (A.II.2)], têm se as mesmas expressões para a entropia de

von Neumann e termodinâmica S = F + 〈H`〉.
Nos Capítulos 3 e 4, os procedimentos discutidos aqui, estão aplicados para a cadeia XY e

para uma escada de duas pernas com interação de três spins, respectivamente. Além das refe-

rências padrões já citadas no início deste apêndice, pode-se encontrar uma excelente coletânea

do método da correlação utilizado aqui nas Ref. [68, 69].
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