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Resumo

Neste trabalho, investigamos o modelo unidimensional XY, bem como uma escada de spins de
duas-pernas com interacao de trés-spins exatamente solivel. Obtemos analiticamente as corre-
¢oes de tamanho finito das energias e determinamos a carga central, bem como as dimensoes
de escala. Utilizando o método da matriz de correlagao, também estudamos as correcoes de
tamanho finito da entropia de Rényi do estado fundamental e dos estados excitados. Nossos
resultados estdo em acordo com as predi¢oes da teoria conforme de campos. Por tltimo, mas
nao menos importante, no Apéndice A, resumimos os principais passos da diagonalizacao da ha-
miltoniana biquadratica geral em termos de operadores fermionicos e ulteriormente, discutimos

o método da matriz de correlacao para o célculo da entropia de Rényi.

Palavras-chave: Sistemas de muitos corpos, Modelos exatamente soliveis, Cadeia XY, Inte-
racao multispin, Fermionizagao, Propriedades criticas em sistemas de spins, Entropia de ema-

ranhamento.
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Abstract

In this work, we investigate the one-dimensional XY model, as well as an exactly solvable two-leg
spin ladder with three-spin interactions. We obtain analytically the finite-size corrections of the
low-lying energies and determine the central charge as well as the scaling dimensions. By using
the correlation matrix method, we also study the finite-size corrections of the Rényi entropy of
the ground state and of the excited states. Our results are in agreement with the predictions
of the conformal field theory. Last but not least, in the appendix (Apéndice A), we summarize
the main steps of the diagonalization of the general biquadratic hamiltonians in term of Fermi
operators, and thereafter, we also discuss the correlation matrix method to calculate the Rényi

entropy.

Keywords: Many body systems, Exactly solvable models, XY chain, Multispin interaction,

Fermionization, Critical properties of spin systems, Entanglement entropy.
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Introducao

As propriedades fisicas dos componentes fundamentais do nosso mundo, formado por matéria e
radiacao, sao descritas pela mecanica quantica. Tais componentes sao particulas que raramente
sao encontradas isoladas e que usualmente interagem com o ambiente. E ainda, as propriedades
fisicas de um conjunto de particulas sao em geral completamente diferentes do comportamento
individual destas particulas, devido & interacao entre elas. Em alguns casos, é possivel descre-
ver um sistema contendo muitas particulas interagentes simplesmente desprezando as interagoes
entre as particulas. Por outro lado, em casos mais gerais, as interagoes entre os graus de liber-
dade microscopicos sao a chave para os fendémenos que observamos. Por exemplo, ao tentarmos
descrever os elétrons em um soélido, a chamada teoria de bandas é certamente aquela de maior
sucesso. Contudo, se estes elétrons interagem fortemente entre si, nao poderemos tratar per-
turbativamente suas interagoes, e entao a teoria de bandas ¢ falha.

Como ja foi dito, as propriedades fisicas de um sistema podem variar na presenca de agentes
externos (e.g., campo magnético). Em alguns casos, tais agentes externos alteram tao drasti-
camente as propriedades do sistema que elas sao identificadas como outra fase. Nestes casos,
dizemos que o sistema sofreu uma transicao de fase. Certas transicoes de fase sao caracteri-
zadas por pontos criticos, nos quais as fases tornam-se indistinguiveis. Isto ocorre devido aos
constituintes do sistema estarem correlacionadas em todas as escalas de distancia no material,
de modo que dizemos que o sistema é critico e a escala espacial é perdida. Por outro lado,
em sistemas ditos nao criticos, estes constituintes interagem, principalmente, com seus vizinhos
mais proximos. Assim, o comprimento de correlacao £, distancia sobre a qual as particulas estao
efetivamente correlacionadas, é infinito (finito) em sistemas criticos (nao criticos).

Um exemplo de sistema que apresenta um ponto critico sao os ferromagnetos. Aspirando
estudar/entender tais sistemas Lenz propos, em 1920, um simples modelo para Ising. Hoje
este modelo é chamado de modelo de Ising. A versao unidimensional deste teve a sua solucao
analitica publicada por Ising em 1925 [1], pelo método da matriz de transferéncia,! o que

demonstrou que o modelo unidimensional era insuficiente para se explicar uma transicao de fase

1Vale salientar que também investigamos as transi¢bes magnéticas, de modo exato, em um modelo ferro-
magnético de spins Ising gerais (5, 5”) dimerizado e com anisotropia de ions-simples [2].
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ferromagnética a temperatura finita. Contudo, para o caso bidimensional, tal transicao ocorre
a temperatura nao nula, vindo a ser provado com a solucao exata obtida por Onsager em 1944
[3, 4]. Uma generalizacao do modelo de Ising foi proposta ainda no inicio do surgimento da
mecanica quantica, o modelo Heisenberg, que também é fundamental em mecénica estatistica
e tem sido estudado até os dias de hoje. Finalmente, o modelo de Heisenberg pode também
ser generalizado por modelos tais como o modelo de Hubbard [5] e o modelo de Kondo na
rede ferromagnética [6]. Este altimo modelo pode ser usado para explicar a magneto-resisténcia
colossal das manganitas |6]. O prémio Nobel da fisica de 2007 foi exatamente devido & descoberta
deste fendmeno.?

Ainda que o objetivo geral em Fisica da Matéria Condensada é de se descrever um solido,
que consiste de fons e elétrons em uma estrutura cristalina tridimensional, a solucao de tal
problema ¢é inviavel, em geral, tanto numérica, como analiticamente, o que justifica a criacao
de modelos com parametros de interacao simplificados, como os dos exemplos citados no pa-
ragrafo anterior. De fato, um elemento chave da fisica teorica tem sido a conceptualizacdo de
fendmenos fisicos através de modelos. No entanto, a investigacao de tais modelos esta sujeita
as ferramentas matematicas/computacionais disponiveis, e, até mesmo para modelos relativa-
mente simples, normalmente, uma abordagem em trés dimensdes é uma tarefa extremamente
complicada. Por conseguinte, sistemas em menores dimensoes sao consideravelmente mais sim-
ples de serem abordados do ponto de vista tedrico. Aqui, estamos preocupados com modelos
quasi-unidimensionais que sao exatamente soliveis, i.e., aqueles cujas propriedades podem ser
calculadas de modo analitico. Vale salientar que modelos tedricos quasi-unidimensionais sao
precisos na descrigao de certos experimentos 9], sendo portanto mais do que apenas especula-
¢cOes matematicas. A importancia principal da obtencao de solucoes exatas reside no fato de
que estas nos permitem entender e caracterizar corretamente diversos fenomenos fisicos, sendo
assim sao indiscutivelmente um assunto de grande interesse e, em geral, mais faceis de serem
estudados.

A historia da solucao exata de sistemas quéanticos de muitos corpos remonta ao artigo de
1928 de Jordan e Wigner [10], no qual encontraram a relacao exata entre operadores de levan-
tamento/abaixamento de spin-1/2 e operadores fermionicos de criagao/aniquilagao. De modo
que tal correspondéncia permite converter sistemas de spin-1/2 em férmions interagentes sem
spin. O préoximo passo dessa historia foi a solucao de Bethe para o modelo de Heisenberg uni-
dimensional de spin-1/2 em 1931 [11], o chamado ansatz de Bethe. Outro importante marco
ocorreu em 1944, com a ja citada solugdo exata para a funcao de particdo do modelo de Ising
bidimensional obtida por Onsager. Vale acentuar também que, em 1961, Lieb et al. [12] estu-

daram um sistema de L férmions governado por hamiltonianas biquadraticas, e mostraram que

2A magneto-resisténcia gigante foi primeiramente observada em fitas magnéticas |7, 8].
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apesar do espaco de Hilbert da hamiltoniana ter tamanho 2° a diagonalizacdo desta é reduzida
a solucao de equacoes de valores proprios de duas matrizes de ordem L. Ainda nos anos 1960
novas aplicagoes para o ansatz Bethe foram descobertas, por exemplo: o estudo do gés de bosons
com interagao de fungio delta [13, 14]; e o modelo de Hubbard unidimensional |15, 16].2

Um novo capitulo na anélise de modelos exatamente soliiveis foi aberto com o advento da
teoria de campos conforme (CET) [18]. Em particular, varias restrigoes aparecem se assumirmos
que os sistemas criticos sao invariantes por transformacoes conformes. Além disso, as possiveis
classes de comportamento critico de sistemas quéanticos unidimensionais ficam indexados pela
anomalia conforme (carga central) c. Em meados dos anos oitenta, demonstrou-se através da
CFT, como a carga central ¢ pode ser extraida através do comportamento da energia do estado
fundamental de sistemas grandes, porém finitos. E que além disso, os expoentes criticos, que
governam o decaimento em lei de poténcia das funcoes de correlacao, sao também precisamente
relacionados com os niveis de energia de sistemas préoximos do limite termodinamico.

Estas descobertas resultaram em um estudo sistematico das correcéoes de tamanho finito nos
espectros de diversos modelos. Provavelmente, este é um dos modos mais precisos de se de-
terminar o comportamento critico em sistemas unidimensionais, de modo que, merecidamente
é um dos mais populares. Atualmente, devido & conexao entre as correlacoes quanticas e as
propriedades de emaranhamento, é possivel a localizacao de pontos criticos e a caracterizacao
da classe de universalidade de comportamento critico (carga central ¢) deles através de conceitos
da informagao quantica [19-25]. Esta é uma das razoes pela qual, em anos recentes, a Fisica da
Matéria Condensada e a Teoria de Informacao tém mostrado interesses comuns, e consequen-
temente, ferramentas e ideias desenvolvidas em um campo tém dado novas compreensoes ao
outro.*

Sabe-se que 0 emaranhamento é uma das assinaturas mais peculiares da mecanica quantica,
nao possuindo nenhum analogo classico. Por exemplo, uma “particula” que classicamente possui
apenas dois possiveis estados, pela mecanica quantica, poderia estar simultaneamente nos dois
estados binarios. Quando temos um sistema com mais de uma “particula”, cada uma delas
pode estar em um estado de superposicao, o que resultaria num estado global emaranhado.
Notadamente, o prémio Nobel da fisica deste ano foi consagrado ao desenvolvimento de métodos
para a medida e manipulacao de particulas individuais sem destruir sua natureza quantica
(estado de superposi¢ao). Abaixo, retomaremos, ainda qualitativamente, o conceito da conexao
entre emaranhamento e a caracterizacao de fases quanticas.

Podemos, basicamente, rotular as hamiltonianas de sistemas de muitos corpos em duas clas-

3Veja a Ref. [17] para uma introdugio ao fascinante assunto de sistemas que podem ser resolvidos exatamente.

40utro grande motivador para o compartilhamento de interesses e esforcos destas dreas est na mais auda-
ciosa tentativa de se projetar um computador quantico. Esta ideia foi proposta por Feynman, em 1982 [26],
quando ele planejou um sistema quantico abstrato capaz de efetuar computagao.
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ses. Aquelas cujos espectro de energia, no limite termodinamico, apresenta um gap finito (nulo)
sao ditas nao criticas (criticas).> Em geral, os autoestados destas hamiltonianas sao compostos
de sobreposigoes de estados produtos, i.e., se o sistema descrito pela hamiltoniana é divido em
duas partes, elas, em geral, sao emaranhadas e por isso compartilham informagao. Uma possivel
medida desta informacao compartilhada é inferida pela entropia de emaranhamento. Ingenua-
mente, poderiamos esperar que esta entropia fosse uma quantidade extensiva, i.e., proporcional
ao volume do subsistema, mas isto nao ocorre. Lembrando que estamos interessados na in-
formagao mutuamente compartilhada, nao em uma informacgao contida em uma dada parte, e
que as duas partes compartilham a superficie que as separam, deveriamos esperar entao que a
entropia seja proporcional a esta area. Isto é de fato esperado para sistemas nao criticos, cujo
comprimento de correlacio € ¢ finito, e é bem conhecido como Lei entropica da Area [27]. Em
contrapartida, em sistemas criticos ({ — 00), as partes do sistema compartilham informagao
muito além dos graus de liberdade em torno da superficie que os separa. De modo que o conhe-
cimento de apenas uma das partes implica em uma perda da informagio (aumento da entropia).
Portanto uma violagao da Lei entropica da Area ¢ esperada [27] [ver também a Figura 1.3.1(d)].

Nesta dissertagao, no Capitulo 1, vamos apresentar a mais usual medida de quantidade de
informacao compartilhada entre duas partes de um sistema, a entropia de Rényi. Discutiremos
também como encontrar a carga central por meio desta entropia (comportamento geral da
violacdo da Lei da Area).

Nos Capitulos seguintes, estudaremos alguns sistemas de spins quasi-unidimensionais exa-
tamente soldiveis utilizando os métodos mencionados acima. A saber, no Capitulo 2 apresen-
taremos a solucao exata do modelo unidimensional XY em um campo transverso, discutindo
seu espectro de energias e calculando de modo exato sua carga central; como veremos ¢ = 1
e ¢ = 1/2 para os casos isotropico e campo externo critico, respectivamente. Por fim, o Capi-
tulo 3, serd dedicado ao estudo das propriedades de emaranhamento do modelo XY, no qual
calcularemos as entropias de Rényi utilizando o método das correlagoes, cujos resultados com-
pararemos com as previsoes da CFT. Na verdade, para o modelo XX, estes resultados podem
ser calculados de modo exato, embora este nao seré o nosso foco. Quanto & entropia de Rényi de
estados excitados, por um lado, alguns resultados esperados de trabalhos anteriormente serao
confirmados |28, 29|, por outro lado, o comportamento das entropias de Rényi para excitagoes
ditas ndo-compactas serao interpretados/discutidos de um modo diferente da proposta original
[28, 29].

No Capitulo 4 consideraremos um modelo, exatamente solivel, em geometria de escadas de
duas pernas e com interagao de trés-spins. Este modelo possui um interessante diagrama de

fases com regides com gap finito (regides nao critica) e regides com um e dois modos de gap-

E esperado que o gap seja inversamente proporcional ao comprimento de correlacio.
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nulo (regides criticas). Obteremos analiticamente as corre¢oes de tamanho finito das energias
para as regioes de gap nulo, e como consequéncia sua carga central; a saber, esta escada possui
a mesma classe de universalidade de comportamento critico do modelo XX, ¢ = 1. Como
usual, utilizaremos o método da matriz de correlacao para o calculo das entropias de Rényi.
O comportamento destas entropias foi completamente entendido nas duas regioes nao criticas,
inclusive um resultado nao trivial foi encontrado, considerando o sistema com condicoes de
contorno periddica, na regiao critica com dois modos de gap-nulo, a entropia de von Neumann
exibe fortes oscilacoes.

Finalizando, apresentamos no Apéndice A, para uma hamiltoniana biquadratica geral em
operadores fermionicos: (i) sua diagonalizagao exata através das transformagoes de Bogoliubov;
(ii) a entropia de Rényi em fungdo dos autovalores da matriz de correlagao.

Nossas contribuicoes originais, tanto para o avanco no entendimento das correcoes de tama-
nho finito da entropia de Rényi do estado fundamental em sistemas de spins (Subsecao 4.2.1),
quanto para a investigagdo da entropia de Rényi de estados excitados (Subsegoes 3.2.2 e 4.2.2)

foram recentemente publicados na revista Physical Review B [30].



Capitulo 1

FenOomenos criticos e emaranhamento

Neste capitulo apresentaremos diversos conceitos basicos que serao fundamentais para a compre-
ensao do restante deste texto. Também listaremos diversos resultados gerais que serao ampla-
mente utilizados nos capitulos seguintes. Ja na proxima secao, introduziremos algumas nocoes
fundamentais para a compreensao de fendémenos criticos. Com certeza, uma das caracteristicas
mais importantes observadas no estudo de fenomenos criticos é a universalidade: diferentes
sistemas! apresentam comportamento idénticos quando sdao reescalados por algum parametro
critico. Tal conceito sera melhor explicado no decorrer deste capitulo. A fim de entender quali-
tativamente o conceito de comportamento critico, vamos primeiramente introduzir as defini¢oes
de ponto critico, parametro de ordem, expoentes criticos, etc. Finalmente, nas se¢oes seguin-
tes, resumiremos as predi¢oes da CF'T para as correcoes de tamanho finito das energias e das

entropias de emaranhamento.

1.1 Fenodémenos criticos

Consideremos um pedaco de algum material, medimos algumas de suas propriedades macrosco-
picas, por exemplo sua densidade, compressibilidade, magnetizacao ou susceptibilidade. Divide-
se entdo este material em duas partes, mantendo as varidveis externas (pressao, campo magné-
tico, etc.) fixadas, e observa-se que as propriedades macroscopicas nao sao alteradas. Entre-
tanto este processo nao pode ser repetido infinitamente. Eventualmente, ap6s muitas iteracoes,
comportamentos estranhos irdo surgir, uma vez que quando alcancarmos a escala atdomica, o
comportamento individual de dtomos e moléculas (diferente do comportamento do material que
eles/elas constituem) regera as propriedades fisicas do sistema. O comprimento de escala em
que as propriedades globais dos pedacos comecgam a diferir acentuadamente das originais da-nos

uma medida do que é conhecido como comprimento de correlacio &. Ou seja, a distancia sobre

IDesde que as hamiltonianas possuam as mesmas simetrias e mesma dimensao.
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a qual flutuacoes aparecem devido aos graus de liberdade microscépicos serem correlacionados
uns com os outros (veja por exemplo as Refs. [31-33]).

Usualmente o comprimento de correlacao ¢ da ordem de alguns espacamentos atomicos,
embora este dependa das condicoes externas que determinam o estado do sistema. E bem
conhecido que os sistemas mudam abruptamente seu comportamento macroscépico mesmo para
suaves mudancas das varidveis externas. Neste caso dizemos que ocorreu uma transicao de fase
a partir de um estado para outro. Existem basicamente duas maneiras nas quais tais transicoes
ocorrem |32, 33:

() transigao de fase descontinua ou de primeira ordem, na qual o comprimento de correlagao
é finito. Neste caso, parte do sistema completou a transicao e outras partes nao, i.e., existe um
regime de estado misto entre os dois (ou mais) estados. Certamente, o exemplo mais conhecido
desta classe de transicao é a fusao de um so6lido tridimensional. O sistema absorve ou libera
energia, a uma taxa fixa, enquanto que a temperatura permanece constante. A estrutura do
material muda drasticamente a partir de um estado estavel para outro, e ainda o s6lido nao
passa instantaneamente para liquido, mas sim forma uma mistura de dominios s6lidos (moléculas
arranjadas em uma rede cristalina) e dominios liquidos (nao existe rede e as moléculas percorrem
caminhos desordenados) no ponto de fusao;

(i) transigao de fase continua ou de sequnda ordem, na qual o comprimento de correlagao
torna-se efetivamente infinito. Neste caso, as flutuagoes estao correlacionadas em todas as
escalas de distancia no material, forcando entao o sistema a estar em uma fnica, e critica, fase.
A medida que este ponto critico é aproximado as duas (ou mais) fases tornam-se idénticas.
Retornando ao exemplo do fluido, agora na transicao entre a fase liquida e a gasosa, que é uma
transicao de primeira ordem, visto que, a densidade dos dominios do material pode ser escolhida
entre dois valores bem definidos, um alto (liquido) e outro baixo (vapor). Entretanto esta linha
de transicao de fase é bem conhecida por terminar em um ponto, o ponto critico liquido-gés,
no qual liquido se transforma em géas continuamente e a escolha entre duas densidades cessa.
Entao, devido as flutuagoes de densidade dizemos que nao existe distincao entre as fases liquidas
e gasosas, se proximas do ponto critico. Esta transicao de fase é marcada pelo chamado fenémeno
da opalescéncia critica, no qual o liquido fica com uma aparéncia leitosa, dado que as flutuacoes
de densidade produzem flutuagdes no indice de refragao [33].

A fim de distinguir de modo mais preciso como um sistema vai de uma fase para outra, e
ainda caracterizar a transicao, ¢ necessario introduzirmos o conceito de parametro de ordem:
que é a quantidade fisica que diferencia duas fases, ou mais, entre si. Em geral, esta quantidade
tem uma média térmica nula em uma fase (tipicamente a fase de maior temperatura) e uma
média nao nula na outra fase. Infelizmente, esta definicao nao é totalmente precisa, pois podem

existir mais de uma quantidade indeterminada, na verdade, a identificacao do parametro de
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(@)

(h=0)

T=T T

Figura 1.1.1: Gréficos qualitativos para um material magnético genérico. (a) Magnetizacao
em funcdo da temperatura na auséncia de campo externo. (b) Magnetizagdo em func¢ao do
campo magnético aplicado para diversas temperaturas. Note que para 7' < T, e h — 0% temos
magnetizacoes +my, i.e., duas possiveis.

ordem é uma dificil tarefa requerendo certa habilidade.

Apesar do introdutoério e pedagogico exemplo de um fluido, nosso objetivo aqui é o tra-
tamento de sistemas magnéticos. Iniciemos portanto com uma visao qualitativa do que é o
ferromagnetismo. Sabemos que os atomos de certos materiais possuem um tipo de momento
angular intrinseco conhecido como spin, enquanto que a nivel macroscopico a quantidade fisica
acessivel é a magnetizagdo m, que é simplesmente definida como o valor médio das varidveis de
spin dentro de um volume de interesse do material. Para muitos materiais os spins orientam-se
aleatoriamente, de modo que a magnetizacao total produzida por eles é nula, entretanto existe
uma outra classe de materiais em que se observa macroscopicamente uma magnetizagao nao
nula, devido a interacao dos spins. Em tais materiais, conhecidos como ferromagnéticos, isto é
observado para valores de temperaturas menores que um valor 1., a temperatura critica ou de
Curie, que depende do material em questdo [31-33].

Para T = 0 todos os spins estao perfeitamente alinhados uns com os outros (obedecendo
ao principio de minima energia), entretanto, quando a temperatura comega a aumentar, uma
“bagunca térmica” randomiza os spins. Nao obstante, continuamos a observar uma magnetizagao
finita, uma vez que ainda estamos em uma fase ordenada, pois alguns spins continuam alinhados.
Finalmente, quando a temperatura critica 7, ¢ alcancada esta fracao desaparece, o material
torna-se um paramagnético, exibindo uma fase desordenada (principio de méaxima entropia).
Na Figura 1.1.1(a) mostramos, qualitativamente, o comportamento da magnetizagao em funcao
da temperatura para um material magnético, sem a influéncia de um campo magnético externo,

ie., h = 0. E observado experimentalmente que, para T suficientemente proximo de 7., a
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magnetiza¢ao tem o seguinte comportamento em lei de poténcia [31-33]
m=mo (T —T,)", (1.1.1)

parametrizado pelo expoente critico 5.

O outro parametro externo que podemos variar é o campo magnético h. Observa-se que
abaixo da temperatura critica (T < T¢) o vetor magnetizacao 7 ndo é fixo e depende da
orientagao do vetor campo magnético, e ainda, para h = 0 temos uma livre escolha que depende
do estado do sistema antes do campo ser desligado. Ou seja, a magnetizacao é descontinua,
tendo um comportamento qualitativo como mostrado na Figura 1.1.1(b). Esta descontinuidade
é caracteristica de uma transicao de fase de primeira ordem, aproximando-se de zero quando
a temperatura tende & temperatura critica e deixa de existir para T' > T.. O ponto h = 0 e
T = T, é entao outro exemplo de ponto critico no qual a transicao de primeira ordem torna-se
continua.

A magnetizacao, grandeza que quantifica a ordem magnética, é o pardmetro de ordem desta
transicao. Como mencionado no primeiro paragrafo, a maioria das quantidades fisicas de inte-
resse exibem um comportamento andémalo em lei de poténcia quando o sistema esta suficiente-
mente proximo do ponto critico (no caso h =0 e T = T¢). Entretanto, a classificagdo do ponto
critico depende de como os spins estao correlacionados. Conforme dito no segundo paragrafo,
uma importante medida desta correlacao é o comprimento de correlagao &, que ¢ uma medida
da distancia na qual os spins estao correlacionados, ou melhor, o tamanho tipico das regioes em
que os spins estao alinhados.

Inicialmente vamos focar a nossa atencao nos aspectos classicos do problema, i.e., conside-
rando os spins como graus de liberdade classicos. Supomos que a cada spin esta associado com
um vetor ?(7) que esta localizado em um sitio 7 de uma rede d-dimensional de hipervolume
V. Logo estes spins formam um campo vetorial (com a dimensao do espago de spins conside-
rado) em um espago de dimensao d.? Seja Hi, a energia devido as interagoes entre os spins,
entao, a hamiltoniana do sistema é H = Hin — h -S_T>, sendo o ultimo termo a interacao do spin
total ?T = Z?(?) com o campo externo ﬁ, de modo que a magnetizacdo é 7t = <§)T> V.

=

Vamos entao definir a funcao de correlacao de dois pontos, que mede o grau de alinhamento

entre dois spins nas posicoes e r—%, da seguinte forma
¢, 7) = (S () 5 ()).

E importante, do ponto de vista tedrico, imaginarmos agora que o sistema é invariante a
%
translacio e rotacdo, de modo que G (71, 75) = GO (|13 — 7{]) e <?(ﬁ)> = <?(r_2>)> = So.

2Por simplicidade, suporemos que a densidade de spins é unitaria, i.e., N = V, onde N é o ntimero de spins
na rede.
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Uma melhor medida é a funcao de correla¢ao conectada
— —
G735 — 7)) = <[§(r_f) ~ ) - [ﬁ(r_ﬁ) -~ 5] (1.1.2)

. - . T4 . ~ .
que quantifica a correlacao do desvio da média Sy de cada spin. Sendo entao conveniente para
medir as flutuagoes para o caso T' < T, uma vez que neste caso os spins estao predominante-

mente alinhados. Note que,
G2 - = (S-S @) - (@) - (S@@)

é a dependéncia estatistica entre os spins distantes de |r_2> - ﬁ| Somando a equacao acima sobre

2
todos os valores de 7] e T3 temos > GS;Q)(\T_% — 7“_1>|) = <<§>T — <§T>>> > = kgT'0), (St). Sendo
S

1,72
kg a constante de Boltzmann, S; a componente do spin total ao longo da direcao do campo

- L=
magnético h (ST =h- ST> e a derivada termodinamica ¢ proporcional a susceptibilidade Y.

_Im _ 9 ({5n)
X=%n “an\v )

que portanto indica a resposta da magnetizacao a uma pequena variacao do campo magnético.

Finalmente, devido as simetrias de rotagdo e translagao, Zng)(W_g — 71|) ¢ independente
_>

Esta dltima ¢ dada por

T1
de 73 e portanto

o0
X = (k7)™ GO(r), (1.1.3)

r=0
o que nos leva a concluir que a susceptibilidade é uma medida da coeréncia estatistica de um
sistema, i.e., da correlagao entre os spins do sistema. Deste modo, préximo ao ponto critico
(h=0eT — T¢), no qual os spins estao todos correlacionados, deve haver uma divergéncia na

susceptibilidade. Isto é de fato observado, e também em forma de lei de poténcia [31-33|
xo [T —Te| 7. (1.1.4)

A configuracao de spin é obtida experimentalmente através de espalhamento de néutrons,
por exemplo. Nesse experimento os momentos magnéticos dos néutrons interagem com os spins
dos elétrons. O que é medido é a secao de choque, ou taxa de espalhamento, que é proporcional
a transformada de Fourier de Gt (r) (veja por exemplo a Ref. [31]), de modo que podemos ter
uma imagem da configuragao de spin via transformada inversa.

Longe do ponto critico T" # T, é observado que a funcio correlagdo tem um decaimento

exponencial assintotico com a distancia [32],

677’/6

, 7> ¢, (1.1.5)
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expoente definicao condicao
3 m o (T, — T)° T<T.eh=0
) m o ht/? T="T,
0l X=0mox |T =T, h =
a Cx|T-T/|™" h=0
v Eox |T =T h=0
n G£2) (r) oc r=(d=2+m) T="T.

Tabela 1.1: Defini¢ao dos expoentes criticos mais comuns [31-34]. Sendo C' o calor especifico.

sendo n um ntmero real e £ o comprimento de correlagao. Por outro lado, no ponto critico o
sistema comporta-se completamente diferente, neste limite & — oo, e a correlacao decai com
outra lei de poténcia anomala [31, 32]

sendo 7 seu expoente critico e d a dimensao do sistema. Entao, em geral devemos ter G§2)(7~) o
fd(f—éf)n , 0 que enfatiza que o comprimento de correlacdo deve divergir no ponto critico. A fim

de caracterizar esta divergéncia definimos outro expoente critico v, tal que para h =0
Ex |T—=T". (1.1.7)

Na Tabela 1.1 apresentamos as definicoes dos expoentes criticos associados a varias quanti-
dades fisicas. E importante salientar que as propriedades observadas na transicio de fase sio
ditas universais no sentido que: sistemas microscopicamente distintos terao o mesmo conjunto
de expoentes criticos, desde que as hamiltonianas compartilhem as mesmas simetrias e tenham
a mesma dimensdo. E devido a este fato que o mesmo tipo de singularidades é encontrado em
sistemas completamente diferentes, por exemplo no fluido, i.e., 0s expoentes criticos seguem uma
regra idéntica a do ferromagneto (fazendo a equivaléncia entre as variaveis de cada problema).

E importante salientar que estes expoentes nio sio todos independentes, por exemplo,
usando as Egs. (1.1.3) e (1.1.7), temos x ~ [i° dr- 428 Y= g2 J dzztg(z) ~ 271 ~

|T — Tc|7”(27") e entdo, através de uma simples andlise dimensional com a Eq. (1.1.4), é possi-

vel obter a lei de escala v = v(2 — 1), conhecida como lei de Fisher [34, 35].

A primeira tentativa que podemos fazer, a fim de obter as singularidades, ou melhor os
expoentes criticos, é utilizar a conhecida teoria de campo médio. Na qual se supoe que cada
spin estd em um campo magnético local, que é soma do campo externo e de um campo devido
4 interacao entre os spins vizinhos. E este dltimo é uma funcao da média de todos os spins,
i.e., a magnetizacao. Esta teoria simples prevé um comportamento em lei de poténcia para

as grandezas termodinamicas e ainda independentes dos detalhes do sistema (acoplamentos e
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constantes, por exemplo). Embora os expoentes ndo coincidam com os experimentais, tal teoria
apresenta a universalidade observada.

Formularemos agora a chamada hipotese de escala supondo que o sistema além de invariante
4 translagao e rotacao é também invariante a mudanca de escala. A hipotese de escala consiste
em supor que, proximo do ponto critico, a densidade de energia livre (ou a energia livre por
sitio no caso de sistemas discretos) é uma funcao homogénea generalizada de suas variaveis
[32, 35, 36]. Os parametros da energia livre, no ensemble canonico, sdo a temperatura e o

campo magnético |33]. E 1til definirmos aqui a temperatura reduzida t = T/T. — 1, e portanto
FON %, A°h) = Mf(t, h), (1.1.8)

sendo A um nimero real. Note que escolhendo A = ¢~/ temos f(t, h) = t*/g(h/t**), e portanto
m = — Opfl,_o = —g'(0)t17Y/2 que comparado com a Tabela 1.1 se conclui que 3 = (1 —b)/a.
Repetindo um procedimento andlogo para as quatro primeiras linhas desta tabela, obtemos as
seguintes leis de escala v = (2b —1)/a, a =2 —1/a e § = b/(1 — b).> No entanto, devemos nos
perguntar, podemos fazer a hipotese de escala [Eq. (1.1.8)]7 e se sim, quais sdo os expoentes a
e b?

A fim de responder as perguntas acima voltemos a defini¢ao da hamiltoniana

H= M — - Soen (), (1.1.9)

sendo Scep as variaveis de spins definidas nos sitios de uma rede d-dimensional com espacamento
de rede a. Fazemos agora uma reescala na unidade de comprimento, agrupando b? sitios (células)
em um bloco de lado ab, conforme Figura 1.1.2. As novas variaveis de spins sao definidas, no

centro dos blocos, como
— — 1 — .
Stioc(r’) = 55 > Sean(7), (1.1.10)

rEbloco
sendo R uma constante normalizagao.
A energia total deve ser independente da escala espacial, i.e., invariante as transformacoes

de escala. A nova hamiltoniana é dada por

—

— o
Hl = ,H{nt - h/ : Z Sbloc(r/)a (1111)

em particular, as hamiltonianas (1.1.9) e (1.1.11) devem envolver a mesma interagdo com o

. - - . ~
campo externo, e para isso ser verdade devemos ter b’ = R h. Visto que a energia total nao é

3Note que o pardmetro de ordem, a magnetizacdo, é proporcional & derivada primeira da energia livre por
sitio em relacao ao parametro externo campo magnético, e é continua no ponto critico. Por outro lado, a derivada
sequnda da energia livre, i.e., a susceptibilidade magnética, é descontinua no ponto critico. Esta é a definicao
usual de Ehrenfest para transi¢oes de fase de segunda ordem [33].
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a

T
Do g eeedecegocesoce
L

Figura 1.1.2: Renormalizacio em uma rede d-dimensional com espacamento de rede a: b¢ sitios
sao agrupados em um bloco de lado ab.

alterada com a mudanca de escala, a energia livre total também nao serd. Mas como o compri-
mento Az é reescalado com Az’ = b~'Az, entdao o volume reescala por um fator b=%. Dizemos
que (—1) e (—d) sdo as dimensdes de escala do comprimento e do volume, respectivamente.
Portanto, conclui-se que a densidade de energia tem uma dimensao de escala d, i.e., é reesca-
lada por um fato b, matematicamente f’ = bf. A temperatura também é reescalada, através
da Eq. (1.1.7) pode-se ver que ¢’ = b'/“t. Portanto, falta agora calcularmos o fator de escala
do campo magnético. Este é facilmente obtido da correlagdo (1.1.2), calculando a média para
cada hamiltoniana, e usando que (---)_ . = (***)poeo: Aue segue da invariancia da funcao de
particao. Deste modo temos que G (r',H') = R‘QdeG£2)(br’,H). Lembrando que no ponto
critico G (b, H) = 1/(br")4=2*n conforme Eq. (1.1.6), conclui-se que R = bl@*+2=m/2 ¢ que
resulta em

Fth) = b~0f (' 1) = b= f (b7t b@2-m/2p),

da qual vemos que a energia livre é de fato uma funcao homogénea generalizada.
Esta equac¢do ndo é mais geral do que a defini¢do (1.1.8), uma vez que para b = A/ esta
¢ recuperada, implicando que a = 1/vd e b = (d + 2 — 1)/2d. Portanto da hipotese de escala

seguem as seguintes leis de escalas

a=2-—vd
f=ld=2+mp/z (1.1.12)
v=v(2-n)

d=(d+2—n)/(d—2+n)

da qual vemos que temos apenas dois expoentes independentes.
Todos os resultados até agora obtidos foram encontrados sem referéncia a qualquer modelo.
O critério para a escolha de um modelo microscopio nao é rigido e depende do fenomeno de

interesse. Se a estrutura do modelo descreve o sistema de estudo, entao as quantidades fisicas
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calculadas devem concordar com as observadas, e esta deve ser a regra basica para escolhermos
o modelo.

Discussoes mais detalhadas dos conceitos apresentados nesta secao, bem como a solucao de
diversos modelos classicos, tais como, o modelo de Ising, o modelo de Ginzburg-Landau e muitos
outros, podem ser encontradas nas Refs. [31-38].

Vale salientar ainda que, as transicoes de fase discutidas aqui nesta se¢ao, bem como suas
propriedades, s6 surgem no limite termodinamico, i.e., quando o volume do sistema e 0 niimero
de particulas é efetivamente infinito. Nas proximas secoes concentraremos nossa atencao nas
correcoes de tamanho finito das quantidades fisicas proximas de pontos criticos. Nesse sentido,
nosso foco seré no espectro de energia na Secao 1.2 e na entropia de emaranhamento na Secao

1.4. Além disso, o conceito de entropia de emaranhamento sera discutido na Secao 1.3.

1.2 Correcoes de tamanho finito da energia

Nesta secao trataremos de sistemas qudnticos unidimensionais cujos graus de liberdade estao
localizados em uma cadeia. Além da simetria de translacdo, assumiremos que o sistema é
invariante frente as transformacoes conformes. Como é bem conhecido, sistemas quéanticos
em d-dimensées podem ser mapeados em sistemas cldssicos em (d + 1)-dimensdes [39]. As
transformacoes conformes que estamos nos referindo nos sistemas quanticos unidimensionais
se referem na verdade as transformacoes no espago bidimensional dos sistemas classicos |36].
Transformacoes conformes sao basicamente transformacoes de escala, onde o fator de reescala
é uma funcao da posicao, i.e., € uma generalizacao da dilatacao global r/ = br que muda o
comprimento dos vetores localmente (ponto a ponto), i.e., 7/ = b(r)r . Geometricamente, uma
transformacao conforme deixa invariante o angulo entre quaisquer curvas. Se assumirmos que
os sistemas criticos sao invariantes por transformacgoes conformes, varios vinculos aparecem
(inclusive nas fungbes de correlagoes) [40-42]. Devido a esses vinculos, as possiveis classes
de universalidade de comportamento criticos passam a ser indexadas pela carga central ou
anomalia conforme c, bem como as dimensoes escalares dos operadores primérios ¢,). A seguir
apresentaremos varios resultados que sdo bem estabelecidos (ver por exemplo [36]), contudo,
suas demonstracoes fogem do escopo desta dissertacao, sendo assim, nao serao apresentadas
aqui.

O primeiro resultado relaciona a carga central com a energia do estado fundamental. A
energia do estado fundamental de um sistema unidimensional de comprimento L, com condi¢oes

periddicas de contorno (PBC) e invariante por transformagoes conformes, deve comportar-se
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assintoticamente como (veja também [43])

% = €00 — %vs +o(L7?), (1.2.1)
sendo e, a energia livre por sitio, vs a velocidade do som (ou velocidade de Fermi) e ¢ a ja
mencionada carga central. As quantidades e, e v, dependem do modelo, e portanto sao nao
universais, enquanto que o coeficiente ¢ caracteriza a universalidade do ponto critico, ou seja,
cada classe de universalidade de comportamento critico é rotulada por um dado valor de ¢ [e.g.,
Eq. (1.2.5)].

Ja a estrutura dos estados excitados esti associada com as dimensoes escalares dos opera-

dores primarios. H4 uma torre de estados no espectro da hamiltoniana com energias Efj, que
se comporta assintoticamente como |32, 36]
2mv
A s . . — .o
E, = Eo+ 7 (A+j+iN+0(L7") 4,jr=0,1,2,---, (1.2.2)

sendo A as dimensoes de escala (que estdo relacionadas com os expoentes criticos) dos operadores

priméarios, e X2, = A + j + j/ as dimensoes de escala dos operadores descendentes.

5t
Finalmente, os momentos associados com a autoenergia EjAj, sao dados por

s 27 o
P, = T(SH — 1), (1.2.3)

sendo s conhecido como spin planar.

Na linguagem da CF'T, os operadores primérios sao caracterizados por dois pesos conformes
(h(n),ﬁ(n)) , que sao relacionados com a dimensao de escala A, e o spin s(,) da seguinte forma
[36]

Am+sm 7 _ Aw —5m .
=— 5 hin) = — 5 (1.2.4)

a partir destes operadores priméarios sao formados os operadores descendentes que devem obe-

hn)

decer as torres de energias e de momentos dadas pelas Eqgs. (1.2.2) e (1.2.3).4
Outros resultados interessantes referem-se aos possiveis valores de c e h(,), os quais descre-
vemos sucintamente abaixo. Para teorias conformes com ¢ < 1 os possiveis valores da carga

central sao 36, 44]

6
=1 __ =34 ... 1.2.5
¢ m(m—{—l)’m T ( )

e ainda, devemos ter m(m — 1)/2 pesos conformes dados por

[(m + 1)p — mg)* — 1
dm(m + 1)

hp.a) = : (1.2.6)

4Comumente as excitagoes advindas de operadores descendentes sdo chamadas de excitagdes “filhotes”.
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J 012 3 45 6 78 9 10 11 12 13 14 15
h=0 1 011 2 2 3 3 5 5 7 8 11 12 16 18
h = % 1 11 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27
h = % 1 1112 2 3 45 6 8 9 12 14 17 20

Tabela 1.2: Degenerescéncia dos campos descendentes para carga central ¢ = 1/2 calculadas na
Ref. [44].

com p e ¢ inteiros satisfazendo: 1 <p<m —1,1 < g < p. Os primeiros membros da sequéncia
comm =3, 4,5 e 6, i.e., com carga central ¢ = 1/2, 7/10, 4/5 e 6/7, caracterizam as classes de
comportamento critico do modelo de Ising, do modelo de Ising tricritico, do modelo de Potts
de 3-estados e do modelo de Potts de 3-estados tricritico, respectivamente.

Por exemplo, para m = 3 os campos primarios tém pesos

_ — 11 — 1 1
(ha1), hany) = (0,0) (h@1), b)) = (57 5) (ha2), b)) = (E’ 1_6) , o (1.2.7)

com respeito aos campos descendentes, as degenerescéncias destes também sao conhecidas. Os
autores da Ref. [44] calcularam tais degenerescéncias explicitamente, e nos apresentamo-las na
Tabela 1.2, para 1 < 7 < 15.

Outro caso de interesse é ¢ = 1, para o qual temos infinitos pesos conformes. Estes pesos,

por sua vez, sao dados por [36]

1 R\* - 1 R\?
hq.p = 2 (% + %) hq,p = 5 (% — %) , (1.2.8)

sendo R o raio de compactacdo.” E os valores de @ e 3 dependem do modelo, para o modelo

gaussiano, bem como para a cadeia de Heisenberg XXZ, tem-se Q, 5 € Z [36, 45-47]. Uma vez

que as dimensoes de escala e os spins devem obedecer a Eq. (1.2.4), estes sdao entao dados por
Q2 62R2

Aea=mt 5 sea =00 (1.2.9)

Estas dimensoes sao bastante similares as do modelo gaussiano derivadas por Kadanoff e

Brown [46, 47]. Outros valores de ¢ também sao encontrados, embora nao sejam considerados

no presente trabalho.

1.3 O conceito de emaranhamento

O conceito de emaranhamento foi introduzido em 1935, quando Schrédinger usou o termo pela

primeira vez em uma série de trés artigos [48]. Nesta mesma época Einstein, Podolsky e Rosen

50 valor de R depende do modelo considerado e esta relacionado com as interacdes. No caso do modelo de
Heinsenberg XXZ 1/R% = A,, sendo A, a dimenséo de escala do operador magnetizagio [45].
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Figura 1.3.1: Tlustragdo de sistemas quanticos bipartidos contendo os subsistemas A e B. (a)
Sistema genérico. (b) e (c) Cadeia unidimensional com condi¢ao de contorno aberta e periddica,
respectivamente (d) Rede retangular e trés possiveis comprimentos de correlagao diferentes;
& ~a, & 2 ae & > a. Tendo em vista que graus de liberdade dentro do circulo de raio &,
(n = 1,2,3) estao correlacionados, a informagido compartilhada (entropia de emaranhamento)
entre os subsistemas sera tao maior quanto &, for maior. Consequentemente, para & e & os
subsistemas compartilham informacao apenas entre os graus de liberdade em torno da linha que
separa os subsistemas, de modo que a Lei Entropica da Area deve ser valida. Diferentemente,
para & — oo, em um sistema de tamanho infinito (ou a — 0), devemos esperar uma violagao da
Lei Entropica da Area, visto que, os subsistemas estdo emaranhados ndo apenas entre os graus
de liberdade proximos & linha separadora. Ou melhor, haverd uma divergéncia da entropia de
emaranhamento pois ha informacao sendo compartilhada entre um grau de liberdade de um
dado subsistema com toda a extensao do outro subsistema [ver também Figura 3.1.1(b)].

discutiam seu famoso “experimento mental” (gedankenexperiment) envolvendo duas particulas
relativamente distantes, no qual uma medida no estado de uma particula tem efeito instantaneo
no estado da outra particula, independentemente da distancia entre as partes. Como discutire-
mos mais adiante, o emaranhamento estd conectado com o comportamento do estado quantico,
bem como com a informacao contida na funcao de onda. Apesar de, durante muitos anos, o
emaranhamento ter sido discutido, principalmente, no campo da 6ptica quantica, e para siste-
mas com poucos graus de liberdade, recentemente tem sido de interesse a formulagao/aplicacao
de medidas de emaranhamento para sistemas com muitos graus de liberdade, como as cadeias
quanticas de spins.

Considere um sistema quéntico descrito pelo estado |¥), o sistema é entdo dividido em duas
partes A e B |ver Figuras 1.3.1(a) - (¢)|. Sejam |¥;A) e |¥5) bases ortonormais nos espagos de
Hilbert HA e H5. Entdo podemos escrever

(O) = A |T5h) @ |U5) (1.3.1)
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sendo a matriz A, cujos elementos sao A,, ,,, em geral retangular, pois as dimensoes dos espagos
de Hilbert dos subsistemas podem ser diferentes (m = 1,--- M en =1,--- N ). O estado
|¥) € HA @ HB ¢ dito emaranhado se ele ndo pode ser escrito como um produto tensorial
dos estados de cada subsistema, ie., [¥) # (3, an |¥2)) ® (3, by |¥5)). Tipicamente, o
estado fundamental de diversos sistemas quanticos de muitos corpos consiste de uma enorme
sobreposicao de estados produtos, sendo portanto emaranhados. Em contra partida, quando,
por exemplo, um intenso campo magnético atua sobre um sistema de spins, este campo alinha os
spins ao longo de sua dire¢ao, resultando no estado produto ferromagnético (ndo emaranhado),
isto seré verificado explicitamente no Capitulo 2 para o modelo de Ising em um campo transverso.

E 1til obtermos uma forma “diagonal” para a matriz A. Isto é feito através da decomposicio
do valor-singular A = UDV, sendo U uma matriz quadrada e unitaria (M x M), D uma matriz
diagonal (M x M) e V uma matriz retangular (M x N) com linhas ortonormais.® Seja \,, = D, ,,
entao temos

0) = > Ungi Vi [ ¥i2) ® [05),
m,n,k

da qual obtemos a famosa decomposi¢ao de Schmidt [51]
M
T) =) |97y @ |0F), (1.3.2)
k=1

M N
sendo |®7) = lem7k TR e |PF) = ZIVM |WB). Expressar [¥) em termos desta nova

n=
base ha algumas vantagens, a saber: (i) soma simples; (i) |®% ) sao ortonormais em ambas as

partes; (i) 3 [A\.]> = 1. Note que ), descreve a estrutura de emaranhamento. Por exemplo,

considerando no caso limite Ay = 1 e A\, = 0 para n > 1, temos apenas um termo na soma da
Eq. (1.3.2), que corresponde a um estado produto, i.e., um estado ndo emaranhado. Por outro
lado, se A, = 1/M para todo n (supondo M < N, sem perda de generalidade), temos todos os
termos com o mesmo peso, e portanto um mdzimo emaranhamento.

Como é bem sabido, um método alternativo, e matematicamente equivalente a formulagao
da mecanica quantica em termos de estados vetores, é usar o operador densidade 52|, definido
por

p =) (¥|. (1.3.3)

Expressando |¥) na forma de Schmidt temos

pP= Z )‘n)‘:u

n,n/

@, 08) (02, 05,

nl

SE possivel mostrar que para qualquer matriz retangular é sempre possivel fazer tal decomposicio [49] (veja
também a Ref. [50] para uma revisdo historica da decomposi¢do do valor-singular).
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Uma vez que estamos interessados em um sistema bipartido, precisamos de uma ferramenta
que descreva individualmente cada subsistema do sistema composto. Tal descricao é obtida

através da matriz de densidade reduzida, definida por [52]

pa=Trgp e psg = Trap, (1.3.4)

sendo Trp (Tr4) o operador traco parcial sobre o subsistema B (A). Desse modo, escolhendo
um dos subsistemas, toda a informacao sobre esta parte pode ser obtida tracando sobre os
graus de liberdade da outra parte. Para o subsistema A temos, por exemplo, py = Trgp =
> (BB ] p|@B). Assim

po =Y Pl 05) (D3], a = A,B, (1.3.5)

da qual extraimos duas observacoes importantes: (i) o espectro de autovalores das matrizes
de densidade reduzidas fornece diretamente o peso na decomposicao de Schmidt, reafirmando
a conexao entre a funcao de onda e o emaranhamento. E ainda, estes autovalores \)\mIQ = Dm
podem, obviamente, ser visualizados com probabilidades; (i) uma vez que p, é hermitiana e

seus autovalores sao positivos podemos escrever:

(1.3.6)

sendo Z uma constante. O operador H, ¢ comumente chamado “hamiltoniana de emaranha-
mento”.

Uma questao 6bvia aqui é: na defini¢ao (1.3.4), por que é o trago parcial usado para descrever
parte de um sistema? A fim de analisar esta questao considere um operador O4 que atua no
subsistema A, e O o observiavel da mesma medida no sistema inteiro, i.e., O = O4 ® 1p.
Calculando o valor médio de O temos (O) = Tr(Op) = Tr(O4 ® 1gp), que deve ser igual a
(O4) = Tra (O4pa), que é satisfeito escolhendo p4 = Trgp. A prova da unicidade desta solugao
pode ser encontrada, por exemplo, na Ref. [53].

Apesar do completo espectro da matriz de densidade dar claramente a assinatura do emara-
nhamento em sistemas bipartidos, é também desejavel termos uma medida simples através de
um numero. Na ultima década diversas medidas de emaranhamento tém sido propostas e calcu-
ladas para o estado fundamental de diversos sistemas de muitos corpos [22]. No que diz respeito
aos estados excitados pouca atencao foi devotada as suas propriedades de emaranhamento até
o presente. Mesmo para o estado fundamental, para o qual uma larga investigacao ja foi feita,
ainda nao existe um consenso sobre a medida correta do emaranhamento no caso de um estado
misto. A entropia de emaranhamento é, sem divida, a quantidade mais comumente calculada
a fim de quantificar o emaranhamento. Ela é definida como a entropia de von Neumann, dada

por
Si(A) = =Tra (palogpa) = = > palogpn, (1.3.7)
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e analogamente para B. Esta é a medida de emaranhamento padrao em sistemas bipartidos e
¢ definida generalizando a entropia de Shannon (associada & incerteza de uma distribuigao de
probabilidade classica) para estados quanticos.” A entropia de von Neumann tem as seguintes
propriedades: (i) Si(A) = S1(B), fisicamente, a entropia de emaranhamento ndo ¢ uma medida
relativa ao estado de um dos subsistemas e sim do estado do sistema inteiro, medindo como
os subsistemas sao inter-relacionados; (it) S; = 0 para estados separaveis; (#i) 57 ¢ maximo
se todos os p, sdo iguais, se p, = 1/M paran = 1,--- | M entdo S; = logM. Uma simples
interpretacdo segue desta ultima propriedade, escrevendo S; = logM.g, entdo Mg = €71 ¢ o
numero efetivo de estados na decomposicao de Schmidt. Uma observacao importante aqui é
que, em geral, a entropia de emaranhamento nao é proporcional ao tamanho de um subsistema
como a usual entropia termodinamica é.

Consideremos, a nivel ilustrativo, um simples sistema composto de dois spins-1/2 no estado
W) = a|TT) +b|1)) + ¢|[41), que apesar de ser em geral emaranhado, nao estd na forma de
Schmidt [Eq. (1.3.2)], pois [¥q) = [1) 4 (a|t)g+0[l)g) +cld)4T)5 , e portanto os estados
no subsistema B sao nao ortogonais, para a # 0. Por outro lado, se o sistema estd no estado
|Wy) = cosf [1]) + sinf |}1), a entropia de emaranhamento S;(A) toma seu valor maximo log2
quando cos?0 = 1/2, que coincide com a ideia intuitiva de emaranhamento.

Uma outra medida bastante usada para quantificar o emaranhamento é a entropia de Rényi

definida como

log (Traply) , (1.3.8)

sendo a entropia de emaranhamento o limite n — 1, que possui os mesmos extremos da entropia

SulA) = 1

—n

de von Neumann e também ¢ uma medida da correlacao mitua entre os subsistemas.

1.4 A entropia de emaranhamento em sistemas

unidimensionals

Retornando agora a nossa atencao a um sistema de muitos corpos, em particular aqueles cujos
graus de liberdade sao de spins. Considere um sistema unidimensional de comprimento L,
dividido em dois intervalos A e B de tamanhos ¢ e L — {, respectivamente. Tipicamente, a
entropia de emaranhamento S;(¢, L) assume dois comportamentos distintos, dependendo da
hamiltoniana (e de seus acoplamentos) que descreve o sistema. Para sistemas nao criticos,

hamiltoniana com um gap, a entropia de emaranhamento geralmente tende a um valor finito

"Apesar de no campo da informacio quantica usualmente ser usada a base 2 para o logaritmo, na definicio
(1.3.7) bem como em toda parte desta dissertacdo “log” representa o logaritmo na base e, i.e., o logaritmo natural.
Nao ha nada com o que se preocupar com esta definicdo, uma vez que essa base simplesmente define a unidade
de medida, a exemplo na base 2 a entropia é medida em unidades de informagao ou bits.
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a medida que ¢ aumenta. Tal comportamento esta de acordo com a Lei Entropica da Area,
a qual diz que a entropia é proporcional & area da superficie que separa os subsistemas [54,
55] (ver Secoes 1.3 e 1.4, e também a Ref. [27]). Ou seja, para um sistema de dimensao d
deveriamos esperar que S;(¢) ~ Ed_l, entretanto, proximos de pontos criticos (transigoes de fase
de segunda ordem), violagoes desta lei tém sido severamente observadas, como explicitaremos,
para d = 1, a seguir.® De fato, a entropia diverge quando o sistema se aproxima de tais pontos.
Lembrando que, préximos a um ponto critico, o comprimento de correlagao torna-se muito
maior que o espacamento de rede a, e no ponto critico &1 = 0, é evidente que a informacao
compartilhada pelos subsistemas vai além dos graus de liberdade proximos da area que os
separam. Curiosamente, a divergéncia na entropia de emaranhamento comporta-se como uma
lei universal, para o estado fundamental de um subsistema de tamanho ¢ em um sistema infinito
ela foi calculada pela primeira vez por Holzhey et al. [64] e chamada neste caso de entropia

geomeétrica (veja também as Refs. |21, 24, 65]). O resultado assimptotico encontrado foi

14

&
SyTH(e) ~ Slog—, (1.4.1)

note que a partir da entropia de von Neumann é entao possivel localizar os pontos criticos e
determinar sua carga central ¢ (assinatura do ponto critico), sem o conhecimento da velocidade
do som [ver Eq. (1.2.1)].

No caso do sistema ser finito, mas no regime de escala L > ¢ > 1, devemos substituir
¢ — Lsin (2¢), levando a (23, 24, 66, 67]

SPFY(L,0) = nflog [ésin <z€>] + ¢ + 29, (1.4.2)
6 s L
sendo 1 o nimero de pontos de contato entre o subsistema e o restante da cadeia, i.e., n =
1(2) para sistemas com condigao de contorno aberta (periddica) [veja Figuras 1.3.1(b) e (c)],
g = 0 para PBC, e fixamos o parametro de rede a = 1. Uma detalhada/util discussdo do
comportamento da entropia de emaranhamento em diversos sistemas soltiveis de muitos corpos
pode ser encontrada nas Refs. [68, 69]. Vale a pena salientar que a Eq. (1.4.2), a previsao da
CFT, é apenas o termo dominante da entropia de von Neumann. A importancia de considerar
correcoes subdominantes & Eq. (1.4.2) foi percebida primeiramente por Laflorencie et al. [70] em
uma cadeia Heisenberg de spin-1/2 com condi¢des de contorno aberta (OBC). Eles observaram
que fortes oscilagoes apareciam na entropia de von Neumann, dessa forma, o comportamento
de S} nao é suficientemente descrito pela Eq. (1.4.2), pois esta nao prevé nenhuma oscilagao. A

origem destas oscilacoes nao é ainda completamente entendida, contudo, elas parecem ter suas

8Existem evidéncias de que a Lei Entropica da Area é também violada em sistemas criticos com dimensao
d > 1. Nas Refs. [27, 56-63] pode-se encontrar diversos exemplos para os quais tal violacdo foi verificada.
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origens no carater antiferromagnético da hamiltoniana. Tais oscilagdes, em sistemas com OBC,
foram entdo observadas por diversos outros autores [71-73].

Semelhantemente & entropia de von Neumann, as entropias de Rényi também apresentam
um elegante e universal comportamento, constituindo entdo uma poderosa ferramenta para
descrever as propriedades universais de transicoes de fase quantica. Em geral, no regime de
escala L > ¢ > 1 ¢é esperado em sistemas criticos, com PBC, que a entropia de Rényi do estado

fundamental comporte-se como
Su(L,0) = SSFY(L, 0) + SO5C(L, 0). (1.4.3)

O primeiro termo é a predicdo da CFT governada pela carga central ¢, e tem a forma
universal |23, 24, 64, 66, 67|

1\ ¢ L T
CFT _ i - - /
Sy (L) = (1 + n) 6log Lrsm (Lﬁ)} +c,, (1.4.4)

sendo ¢, constantes ndo universais.

Calabrese et al. [72] estudaram a cadeia de Heisenberg de spin-1/2 anisotrépica com PBC
e eles notaram que, apesar de nao haver oscilagoes na entropia de von Neumann, elas ainda
estao presentes para as entropias de Rényi com n > 1. Finalmente, foi conjecturado por
Xavier e Alcaraz [74], baseados na investigacdo de varios modelos com PBC que: (i) a entropia
de von Neumann, para intervalos tinicos (i.e., para sistemas bipartidos), nao deve apresentar
oscilagoes;? (i1) para modelos contendo pelo menos uma simetria continua, espera-se oscilagoes
na entropia de Rényi para indices n > 1; (i77) modelos que possuem apenas simetrias discretas
nao apresentam oscilacoes para qualquer indice n.

Embasados em resultados numéricos e exatos da cadeia XXZ de spin-1/2 com campo nulo,
Calabrese e colaboradores propuseram entdo um comportamento universal (exceto por outra

constante nao universal) para o termo subdominante SO5¢(L,¢) 72, 73, 75, 76]

aléml + gn(]- — 5n71)COS(/{£ + 9)
| Lsin (20) | ’

SOSC(L ¢) = (1.4.5)
sendo p,, um novo expoente critico que governa este termo, e a; e g, sao constantes nao univer-
sais. O ntmero de onda « e a fase 6 dependem do modelo e seus parametros. Por exemplo, para
o modelo de Ising kK = 0 = 6, e nao se observa nenhuma oscilacao. Enquanto que para as cadeias
XX7Z de spin-s em campo nulo k = m e § = 0 [71]. O fator oscilante [cos(kl + 0)| tem sido
observado em sistemas cujas correlacoes de spin apresentam um comportamento oscilatorio,

todavia é uma questao ainda nao muito bem entendida.

9Como veremos no Capitulo 4 esta conjectura nio se aplica a sistemas que sdo descritos por CFT com dois
modos de gap-nulo [30].



CAPITULO 1. FENOMENOS CRITICOS E EMARANHAMENTO 23

A observagdo de corre¢des nao usuais na entropia com os expoentes da Eq. (1.4.5) foram
confirmadas em alguns modelos. Este expoente estéa relacionado com a dimensao de escala A,
de um operador da CFT subjacente por p, = 2A.on/n [77]. Existem evidéncias de que, para a
entropia de intervalos Gnicos, A.n = A, sendo A, a dimensao de escala do operador energia
do modelo [74] para n > 1, e p; = 2 para todos os modelos (universal) [72, 74, 78].1

Finalmente, uma questao frequentemente levantada no ramo da fisica refere-se aos resulta-
dos e/ou comparagoes experimentais, que é dito ser o cheque final e/ou objetivo de toda teoria.
Infelizmente, a nao localidade da entropia de emaranhamento torna qualquer tentativa de uma
medida experimental bastante dificil, uma vez que o processo de medida deveria acessar simulta-
neamente todos os graus de liberdade no sistema de muitos corpos. Por exemplo, recentemente,
Klich e Levitov propuseram um experimento realista no ambito de quenches locais em sistemas
que possam ser mapeados em cadeias de férmions nao interagentes [79]. A ideia principal de-
les foi a de como relacionar a entropia de emaranhamento entre duas metades de uma cadeia
com a distribuicao de elétrons passando através do contato entre as cadeias. O quench local
considerado foi: toma-se duas cadeias semi-infinitas inicialmente desacopladas e entao em al-
gum tempo ty estabelece-se a conexao entre elas, permitindo assim a passagem dos elétrons, de
modo que, esta medida dinamica (flutuagdo no niimero de elétrons), da uma medida da entropia
de emaranhamento. Entretanto, a generalidade deste método, bem como sua conexao direta
com o emaranhamento estdtico tém sido questionadas, e com isso ideias alternativas tém sido
propostas [80, 81].

No restante desta secao vamos explorar o comportamento da entropia de Rényi de estados
excitados. Conforme enfatizado na Secao 1.2 as correcoes de tamanho finito no espectro de
energia, nos pontos criticos de sistemas unidimensionais, tém uma estrutura universal [veja
Egs. (1.2.1) - (1.2.4)]. E ainda, cada classe de universalidade ¢ quantificada por um nimero,
a carga central c. Além do mais, cada estado excitado no espectro de energia exibe energia e
momento determinados pelos pesos conformes. Por exemplo, para um sistema critico, um estado
excitado que seja associado com um operador primério ¢,y = T, de peso conforme h, possui
um excesso de energia com respeito ao estado fundamental igual a 2rA/L (sendo A = h + h
a dimensao de escala do operador primario em questdo). Contudo este excesso desaparece
no limite termodinamico L — oo. De modo que podemos nos perguntar se a entropia dos
menores estados excitados também coincide com a entropia do estado fundamental no limite
termodinamico.

Na Ref. [28, 29| foi provado que as entropias de Rényi de um estado excitado, definido por

um operador priméario, sao também universalmente relacionadas com as propriedades conformes

0Desse modo, pode-se determinar um expoente critico (associado & corregao de tamanho finito de um estado
excitado de energia) através da corregdo de tamanho finito do estado fundamental das entropias de Rényi.
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do operador que define a excitacao. Isto é, as entropias de estados excitados também apresentam
um comportamento universal, e este comportamento depende da particularidade da excitacao
estudada. Entretanto, ao contrario das corre¢oes de tamanho finito das energias, cujas precisao e
eficacia na determinacao das propriedades criticas de um sistema sao comprovadas por inimeros
trabalhos, o emaranhamento de estados excitados é um campo bastante novo, que foi considerado
por apenas alguns autores até o presente |25, 28-30, 82-87].

A fim de entendermos o emaranhamento de estados excitados, definimos S como a entropia
de Rényi associada com uma excitacao de um operador T, de peso conforme h, de modo que a

acdo de T no estado fundamental leva-o ao estado excitado desejado. E ttil definirmos também
logFy = (1—n) [SY(L,0) — S$5(L,0)], (1.4.6)

sendo S¢S = S a entropia do estado fundamental, e 1 o operador identidade. Deste modo a
quantidade FY(L, () quantifica o excesso de entropia AS,, = SY(L,¢)— SYS(L,¢) do estado |T)
com respeito ao estado fundamental (GS). Esta quantidade esté relacionada com a correlagao

de 2n-pontos do operador T, para operadores priméarios, e seu conjugado por [28, 29|
e (o or (4

o AT TG )
FX(L,0) = n~2\hth) A - .
(T(0) Tt (37))

FY & uma funcdo universal dependente do operador priméario Y, para n geral e no limite
¢/L < 1 foi mostrado, expandindo TYT, que [28]

FJ(@,L)~1+§(%—n) (%6)2—1—0(2—22) (1.4.8)

sendo d” a dimensdo de escala do operador YT.!" A entropia de emaranhamento pode entdo ser
calculada notando que da defini¢ao (1.4.6) tem-se AS;(¢,L) = — 8,1F72f|n:17 e portanto

(1.4.7)

or? [0\’ (2
AS, = ?d (f) +o0 (ﬁ) -, para (/L < 1. (1.4.9)

Em particular, para uma teoria de campo bosonico (massless boson field), foi encontrado
FX(L,¢) = 1128, 29|, no limite termodinamico L — oo, para operadores associados com
excitagoes compactas, i.e., aquelas que, assim como o estado fundamental, nao exibem buracos

no espaco dos momentos.'? Portanto no limite termodindmico a entropia destas excitacoes é

" Conforme discutiremos nos proximos capitulos (veja também Ref. [30]) nossa interpretagio do “coeficiente”
dY difere da proposta original de Alcaraz et al. [28].

12N&o ha contradigdo com a Eq. (1.4.8), neste caso aparecem termos da ordem de (¢/L)? que cancelam o
termo de mesma ordem mostrado na Eq. (1.4.8), de fato este cancelamento ocorrera para todas as ordens.
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igual & entropia do estado fundamental, i.e., SY = S5, Para sistemas finitos, vamos verificar
com exemplos nos Capitulos 3 e 4 que S5 e S, para excitacoes compactas, diferem apenas por
oscilagoes nao usuais, de modo que o termo dominante de SY também obedece & lei universal
(1.4.4). Por outro lado, Alcaraz et al. |28, 29| perceberam que as excitagdes ndao-compactas, i.e.,
aquelas com buracos no espago de momentos, sao tais que suas entropias sao maiores do que a
entropia do estado fundamental, AS, = ST — S5 > 0. Foi considerado o operador primério
T = i0¢ (usualmente o estado [i0¢) é chamado de particula-buraco) e mostrado que a fun¢o
universal Fi%? ¢ dada por [28, 29|

wo 21 (m\]™
F%? = | —sin T detM, (1.4.10)

sendo M uma matriz 2n x 2n com elementos

i gien) ! £k 2j — 2+ (/L <k
ML, — (€% —e'*) sej7 e 2= T2+ L) /nsej <k (1.4.11)
0 sej=k m(2j—2—L/L)/n sej>k
Em particular para n = 2 temos
Fi%% =1 — 22 + 32 — 225 + 28, (1.4.12)

com x = sin(nl/2L)."* Para maiores valores de n as Eqs. (1.4.10) - (1.4.11) tornam-se tao
extensas que nao vale a pena escrevé-las. Verificaremos a veracidade das previsoes acima |Egs.
(1.4.8) - (1.4.12) | para a quantidade FY(L, /) para exemplos em sistemas finitos nos Capitulos

3 e 4, nos quais, em alguns casos, oscilagoes nao usuais também aparecem.

. 2
13Que pode ser simplificada como Fi7? = {W} )



Capitulo 2

Solucao exata e propriedade criticas do
modelo XY

O modelo XY unidimensional em um campo magnético transverso tem sido extensivamente
estudado durante décadas com o objetivo de entender o comportamento universal de sistemas em
baixa dimensdo. Sua hamiltoniana descreve spins-1/2 nos sitios de uma cadeia com interagao de
troca de primeiros vizinhos, esta interacao é confinada no plano xy do espacgo de spins, enquanto
que o campo externo é aplicado na direcao z. Apesar de sua aparente simplicidade, o modelo XY
possui um interessante diagrama de fases a temperatura nula, caracterizado por duas transicoes
de fase: (i) uma pertencente a classe de universalidade do modelo de Heisenberg spin-1/2 critico
(modelo XX); (i) e outra é a transicao de fase do modelo Ising quantico unidimensional. Em
anos recentes o interesse no modelo XY foi renovado, principalmente porque varias previsoes
do comportamento da entropia de emaranhamento podem ser verificadas de modo exato neste
modelo. Vale a pena salientar que foi encontrado, recentemente, uma realizacao experimental do
modelo XY anisotropico unidimensional em uma cadeia do composto Tb(III)-W (V) (ver Figura
2.0.1). Os autores da Ref. [88] descreveram o comportamento magnético deste composto em
termos das predicoes tedricas do modelo XY com um excelente acordo.

Neste Capitulo, sera discutido a solucao exata da hamiltoniana do modelo XY em um campo
transverso, que serd definida posteriormente. Iremos determinar os pontos criticos do modelo,
bem como seu diagrama de fases. Em seguida, na Se¢do 2.2 encontraremos as corregoes de
tamanho finito da energia do estado fundamental e dos estados excitados nestes pontos, como
consequéncia encontraremos a carga central ¢ e as dimensoes de escala .

A hamiltoniana do modelo XY pode ser escrita como [12]:

L
HXY = - Z [(1 +7) spspa + (1= ) SZSZH] — hs?, (2.0.1)

n=1

26
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CL_-M Ao/ e N/

Figura 2.0.1:  Representagdo esquemética da cadeia unidimensional de [Th(pzam)s
(HoO)M(CN)s]-H20, sendo M=Mo (Molibdénio) e W (Tungsténio), que é uma realiza¢io expe-
rimental no modelo XY anisotropico. Atomos de hidrogénio e moléculas de 4gua foram omitidas.
Tb (Térbio): verde; M: amarelo; O: vermelho; N: azul; C: cinza. Esta figura foi retirada da Ref.
[88].

sendo s% (a = z,y,z) os operadores de spin-1/2 no n-ésimo sitio da cadeia, §* = > s2 a
componente do spin total na diregao do campo magnético externo h, e v o paréme‘:ro de
anisotropia. Note que o operador §° comuta com ﬁxy7 razao pela qual os autoestados de
Hyy podem ser rotulados pelos autovalores de $*, a saber —%, —% +1,---, %} A quantidade
m = (§*) /L é magnetizagao por sitio. Concentrar-nos-emos aqui apenas no caso h,y > 0 e

investigaremos o modelo acima sob PBC.

2.1 Diagonalizacao exata e diagrama de fases

Nesta secao vamos diagonalizar a hamiltoniana do modelo XY. Para tanto, introduzimos ope-

radores fermionicos através da seguinte transformacdo de Jordan-Wigner [10]:

em = (sp, —ish) [ (=2s7). (2.1.1)

n<m

Note que estes operadores obedecem a algebra fermionica:
2 =0, {emecn}=0e {c:rn,cn} = Omn- (2.1.2)

Em termos destes operadores a hamiltoniana (2.0.1) toma a forma

L—1
. 1 o ~ hL
Hyxy = —3 (chnH +ychel  + h.c.) — ™ (CTLCl +che + h.c.) — hN + 71, (2.1.3)
n=1
sendo N = S "¢l ¢, 0 operador nimero, cujos autovetores N sdao {0,1,--- , L}. Observe que este

n
operador também comuta com a hamiltoniana. Comparando esta hamiltoniana & hamiltoniana
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biquadratica geral em operadores fermiénicos do Apéndice [Eq. (A.0.1)], vemos que Hyy — %L

é um caso particular com

_ _ 1 _ ey
An,n - —h,, An,nJrl - T 9 AL,l - T 9 (2 1 4)
Bn,n-{—l = % € BL,l = _6190%’

por razoes praticas definimos, ¢ = 0 (7) se N é impar (par), de modo que temos ¢y, = €'?c;.
Note que para sistemas com N impar (par) a hamiltoniana (2.1.3) descreve um sistema de
férmions nao interagentes com condicao de contorno periddica (antiperiodica).
Notando que 3> Ay, = —hL, a forma diagonal de Hyy ¢ [veja Bq. (A.L7)]:
m

1
Hxy = ZAk (77117% - 5) ; (2.1.5)
k

como mostrado no Apéndice A.I, sendo 7, e Ay determinados pela equacao de valores proprios
®r(A— B)(A+ B) = A2®y, [veja Eq. (A.1.8) e os elementos das matrizes A e B sao dados pela

Eq. (2.1.4)]. Definindo entdo ¢i(L + n) = ¢p(n)e!¥ podemos escrever esta autoequacgao como

[4h* +2 (v* + 1) = A7] du(n) = 4h[ge(n — 1) + ¢r(n+ 1) + (77 — 1) [pr(n — 2) + du(n + 2)].

(2.1.6)
E visivel que, um conjunto completo das solucdes da equacdo acima é
Or(n) ~ e, (2.1.7)
com autovalores
A2 = (h — cosk)® + v%sin%k (2.1.8)
e e”(PLl=¢) — 1. Nas Figuras 2.1.1(a) e (b), sdo ilustrados exemplos da dispersio acima.

Restringir-nos-emos apenas ao caso de L par, de modo que k(n) = 2"”% com n inteiro tal
quen € (—L/2+1,L/2].
Perceba que devemos ainda determinar ¢, (n) tal que ®x(A— B) = AUy [Eq. (A.1.6)], estes
sao dados por:
Yr(n) = A" (cosk — h — iysink) ¢y (n),

na qual usamos as matrizes A e B dadas pela Eq. (2.1.4). Por isso, a solu¢gao do modelo XY
estad completa, uma vez que os operadores n;’s sao dados pela transformada de Bogoliubov [Eq.
(A.1.2)] em termos de ¢r(n) e 1p(n) que acabamos de determinar.

Nas Figuras 2.1.1(a) e (b) apresentamos a relacao de dispersao Ay para alguns valores de
(v, h). Através de uma andlise minuciosa destas relagoes de dispersao [Eq. (2.1.8)] vemos que o
modelo possui um gap finito para a maioria dos acoplamentos, porém temos excitacoes com gap

nulo para (y =0 e h < 1) e para h = 1. Estas duas linhas criticas sdo apresentadas na Figura
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-s N - A
(a) 2 ‘N k RS (b) k (C) h Ising
1
— (v,h)=(1,0.5) oo (Bh)=(1,2) - = == (h)=(0,025) . o o, (vh)=(11)
- = = = (V=(015) === (v:h)=(3.2) — (v)=(0,0.75) i (v,h)=(3,1) 1 Yy

Figura 2.1.1: As figuras (a) e (b) sdo exemplos da relacao de dispersao Ay [Eq. (2.1.8)]. Atente
que, dependendo dos parametros v e h, a hamiltoniana apresenta gap finito [figura (a)] ou
gap nulo no limite termodinamico [figura (b)]. Na figura (¢) temos o diagrama de fases a
temperatura nula da hamiltoniana XY. O sistema é critico e invariante conforme em ambas as
retas vermelhas, (y=0eh<1l)e(y#0eh=1).

2.1.1(c). A classe de comportamento critico das linhas (y =0eh <1)e (y# 0e h = 1) sdo
descritas por CFT’s com ¢ = 1 e ¢ = 1/2, respectivamente.’

Por meio da diagonalizagao exata de Hyy pode-se obter varias propriedades do estado funda-
mental, bem como dos estados excitados, por exemplo, suas energias, magnetiza¢ao, correlagao
de spin-spin, etc. Seja 2 o conjunto de momentos k = k(n) ocupados em uma dada distribuigao

fermionica. Entdo um autoestado genérico da hamiltoniana (2.0.1) pode ser escrito como:

) 1
Q) = H N [vacuo) , com energia Fq = 5 <Z Ay — ZAk> , (2.1.9)

keQ keQ k¢Q
sendo o vacuo definido como 7y |[vacuo) = 0Vk, i.e., todos os niveis da distribui¢ao fermionica
desocupados.
Como ja citado, outra importante quantidade que devemos determinar é o setor de momento
do estado, em termos dos operadores fermiénicos este momento é dado por

Pa=Y knjn. (2.1.10)

keQ

Note que para cada um dos 2% autoestados de Hyy esta associado uma das 2% possiveis
distribuicoes fermionicas. Isto implica que existe um mapeamento preciso, um para um, entre

a rotula¢do fermionica dos estados e os estados de spin da hamiltoniana original (2.0.1).

2.2 Propriedades criticas

Nesta secao, a fim de obter as dimensoes de escala do modelo XY [veja Eq. (1.2.2)], vamos

determinar as correcoes de tamanho finito da energia. E conveniente analisar cada uma das

!Note que o ponto (v, h) = (0, 1) foi excluido de ambas as linhas criticas (veja a Nota 2 na pag. 32).
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linha criticas apresentadas na Figura 2.1.1(c), separadamente. Portanto, na subsecdo seguinte

vamos analisar o caso v = 0, e ulteriormente, na Subsecao 2.2.2, examinaremos a linha A = 1.

2.2.1 Modelo XX (v =0)

Para o caso isotrépico, v = 0, recuperamos o modelo XX, no qual temos B = 0 e portanto

®, = V... Escrevendo entao o espectro fermionico como
Ay = —h —cosk e FL=9) =1, (2.2.1)

a transformagao (A.1.2) fica uma simples transformada de Fourier

Ne = Z or(j)c;, (2.2.2)

com ¢y(j) = e:/igj. Portanto, a hamiltoniana, em sua forma diagonal, simplifica-se em

. h
Hxx = Z (Akﬁlﬁk + 5) ) (2.2.3)

k
e para uma determinada configuragao fermidnica () o sistema é descrito por um estado

hL
1) = H nl |vacuo) , com energia Eq = ZAk + —. (2.2.4)

2
keQ ke

Assim, para uma distribui¢ao fermionica com N momentos ocupados, a magnetizacao por

%<§Z> =1 (W—_L) Definindo a densidade de particulas como p = N /L temos

sitio é m = 17 5

m=p—1/2.

Estado fundamental

Seja N o ntimero de particulas do estado fundamental, este estado corresponde entao ao
preenchimento de todos os niveis, desde a mais baixa energia, até que os N niveis de meno-
res energia estejam ocupados. Por conseguinte, o conjunto de momentos ocupados é (g =
{k(n)=(2n+1)% |n =0,£1,--+,£(£-1),2&A, <0}. Seja pr = Np/L a densidade de
particulas do estado fundamental. Por simplicidade, vamos considerar apenas o caso Nz par.

Na Figura 2.2.1(a) representamos a relagao de dispersao para o estado fundamental. Logo temos

Qas = {j:%, i%", cee ot (7rpF - %)} Os mais altos niveis ocupados sao chamados de niveis
de Fermi, seus momentos sao os momentos de Fermi kr = £ (pr - %) e suas energias sao as

energias de Fermi Ayy,,.
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(@ N1 (G9)

| 2 (] Q=4
/ \ k +2T[// \ ‘

N/ N
H ; kF+er/L

&, ke * k +rVL o
(d) A, 1(Q=-3) e) A (Q=2B=2)  (f A (Q=1B=-1)
W&
/ \ p

VA AR N o

k_-QriL ~k—2L(Q/2 B) ' k+2IL(QI2 +B)

Figura 2.2.1: Relagoes de dispersdo da cadeia XX, os circulos preenchidos (abertos) represen-
tam estados ocupados (desocupados). Note que se ) é positivo (negativo) foram adicionadas
(removidas) @) particulas simetricamente acima (abaixo) dos pontos de Fermi. (a) Estado funda-
mental com A par. (b) Excitagao particula-buraco a direita (R:p-h). (¢) Excitacdo com @Q =4
particulas acrescentadas ao estado fundamental. (d) Excita¢do com @Q = —3, i.e., removendo
trés particulas do estado fundamental. (e) Distribui¢ao fermionica com ) = 2 particulas acres-
centadas ao estado fundamental e depois removendo § = 2 particulas do topo do lado esquerdo
da dispersao e arranjando-as nos primeiros niveis livres do lado direito. (f) Configuragao com
() = 1 particula acrescentada ao estado fundamental e removendo |3| = 1 particula do nivel
mais energético do lado direito e colocando-a no primeiro nivel livre do lado esquerdo.

Utilizando a Eq. (2.2.4) o estado fundamental ¢é escrito como

kr

) : - hL
Qas) = |NEp) = H nint, [vicuo) , com energia Ey = Z Ay + - (2.2.5)

k=T k=—kp
Devido a estrutura simples de Ay, esta soma pode ser feita analiticamente, resultando em
1 sinTpp
Ey=hL|=-— -
0 (2 P F) Lsin (/L)

A fim de determinarmos a carga central ¢, que caracteriza a classe de universalidade de
comportamento critico, expandimos a equacao acima. Para L > 1 obtemos que a energia se

comporta como

2 6L

comparando esta equagdo com a Eq. (1.2.1) identificamos:

1 i 72
Eo = hL <— - pF) _ T [L +— to(L7Y)], (2.2.6)
s

cvs = sinTpp (2.2.7)
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e oo = —hm—>7PE,

dado por (2.1.10) é P = 0 [veja Figura 2.2.1(a)].2

sendo m = pp—1/2 a magnetizagdo total por sitio. Note que, o momento,

Estados excitados

Para determinarmos a velocidade do som vy consideremos agora a menor excitagao, com mo-
mento nao nulo, no setor de magnetizagao do estado fundamental. Esta excitacao é degenerada

em energia. Chamaremos esta excitacao de particula-buraco a esquerda L:p-h (direita R:p-h),

27

L
(kF + 27”) Na Figura 2.2.1(b), representamos a excita¢io particula-buraco a direita (R:p-h).

elas sao feitas substituindo o férmion de momento —kp (kr) pelo férmion de momento —kp —

Note que o conjunto de momentos ocupados é Qr.pn = {j:%, e (kp — 27”) ,—kp, (kF + %’r) }
Analogamente Qy ., = {i%, R (k:F — %’r) ,— (k’p + 27“) ,kp} sao os momentos da excitacao

particula-buraco a esquerda (I:p-h). Em termos de uma teoria de bosons livres estas excitagoes
estao associadas com os operadores i0¢ e —id¢@ [28, 29, 82|. Suas energias, no limite termodi-

namico, sao

2msinm
Eripn = Eripn = Eo + TpF +o(L7?). (2.2.8)
De acordo com a Eq. (2.1.10) |veja também a Figura 2.2.1(b)| os momentos sao
2w 2m
PL:p—h = —— € PR:p—h = —. (229)

L L

Utilizando as Eqgs. (2.2.8) e (2.2.9) vemos que Eg.,n — Ey = Pripnsinmpr = Prpnvs, de
modo que concluimos que vy, = sinmpp. No entanto, da Eq. (2.2.7) tinhamos cv, = sinmpp, 0
que leva a ¢ = 1. Subsequentemente, discutiremos que estas duas excitacoes sao provenientes
de operadores descendentes.

Outra simples excitagao que podemos considerar é adicionar (remover) simetricamente no
estado fundamental |@Q)| particulas nos menores (dos maiores) momentos desocupados (ocupa-
dos).® A menor energia neste setor com N = N + @ particulas tém o seguinte conjunto de
momentos ocupados: {i%, N (kF + %)} para () par e {O, j:%”, - (kp + %)} para @)
impar, veja Figuras 2.2.1(c) e (d). De modo que a densidade de particulas destes estados é

p = pr+ Q/L, com energias dadas por

e momentos nulos, ou seja P = 0. Na qual usamos que A, = 0, ou seja 0 campo magnético é

h = —cos(mpr), (2.2.10)

?Vale a pena salientar que para h =1 — pp =1 — v, = 0 e portanto Ey/L = ex + 0 (L72). De modo que,
embora a hamiltoniana tenha gap nulo, o sistema néo é invariante conforme neste ponto.
3Q > 0 (Q < 0) se as particulas foram adicionadas (removidas).
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Oeoo —
? Opr
Existem ainda torres de energia adicionais, estas sdo obtidas removendo || particulas a partir

e consequentemente, e,, tem seu valor minimo, i.e.

dos maiores niveis ocupados na distribuicao () e adicionando estas particulas nos menores niveis
permitidos com momento oposto. O sinal positivo (negativo) de [ é obtido quando inserimos
as particulas em momentos positivos (negativos). Seja |@, 5) os autoestados destas excitagoes,

portanto devemos ter
bt (548)

Q,8) = [T  #ilvacuo), (2.2.11)
et (35)
nas Figuras 2.2.1(e) e (f) ilustramos duas distribui¢des fermionicas destas excitagdes compactas

assimétricas. Note que as autoenergias correspondentes a estas excitagoes sao

2mU, 2 _
Eg%—EOZT(%Jrﬂz)JFO(L ‘)

cujo momento, em geral nao nulo, é dado por
2T
0,0
PQﬂg_PO:fQﬁ»

sendo Py = 2mpp.

Estes estados sao a base de cada uma das torres de energia previstas para um teoria de
campos conforme com ¢ = 1 [veja Eq. (1.2.9)], portanto acima deles deve haver uma torre
de estados descendentes, conforme previsto pela Eq. (1.2.2). Estes estados descendentes sao
obtidos, por exemplo, deslocando-se a particula mais préoxima do ponto de Fermi. Note que
a excitacdo particula-buraco considerada na Figura 2.2.1(b), denominada R:p-h ou i0¢ é uma
excitacao “filhote” com j = 1 e j/ = 0, cujo operador primario ¢ a identidade 1 (Q = 0 = ).
Dizemos que esta excitagao (R:p-h) consiste em fazer a particula mais energética e com maior
momento “saltar” um quanta de momento para a direita, na Figura 2.2.2(a) é mostrado uma
excita¢do cuja particula com maior (menor) momento realiza um “salto” para a direita (esquerda)
de 275 (2£) unidades de momento. Note que suas energia e momento sido dadas por

2, (Q2

. . 2
Eyly = Bo= = —+B2+j+j/> ngfg—Posz(Qﬂﬂ—jf). (2.2.12)

4

Existem ainda outros possiveis estados degenerados em energia, até ordem o (L™'), e em
momento. Na Figura 2.2.2(b) representamos apenas os mais altos niveis com k > 0, lado
direito, de uma dispersao, para o caso j = 3, na qual se vé que existem trés possiveis maneiras
de “saltar” as particulas mais energéticas: (i) desloca-se a particula do nivel mais alto em trés
unidades de momento para a direita; (ii) desloca-se a particula mais energética e segunda mais

energética em duas e uma unidade(s) de momento, respectivamente; (iii) faz-se cada uma das
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Figura 2.2.2: Circulos preenchidos (abertos) representam estados ocupados (desocupados). (a)
Representacao de uma excitacao “filhote”, na qual “saltamos” com as particulas mais energéticas
do lado direito (esquerdo) em 2 (22) unidades de momento. (b) Nas linhas superiores
(inferiores) representamos apenas os niveis mais altos do lado direito, i.e., com momentos k > 0,
da(s) distribuigdo(des) fermionicas com j = 0 (j = 3). Note que as trés diferentes configuragoes
fermionicas “filhotes”, degeneradas em energia [até a ordem o (L™')] e em momento, sdo obtidas
“saltando” as particulas de maior momento como indicado pelas setas, e que, as 7 = 3 unidades
de momento podem ser divididas das trés maneiras apresentadas na legenda. (¢) Novamente
apresentamos apenas o lado direito de duas configuragao fermionicas, |@, §) proveniente de uma
excitagdo compacta, e um estado arbitrario |2) com a mesma quantidade de particulas com
momento k > 0. As setas representam a sequéncia de excitagoes particula-buraco necessérias
para construir o estado |{2) univocamente, os inteiros representam a amplitude do “salto” de
cada particula em unidades de 27 /L. Verifique que as excitacdes agem em ordem decrescente
de amplitude.

trés particulas com maiores momentos “saltarem” uma unidade de momento para a direita. A
A . 2m] e e 7.
fim de obtermos esta degenerescéncia, observe que =7 quantas de momento podem ser divididas
. . ~ . i . X1
entre buracos e particulas. Assim a degenerescéncia deg’”’ de um estado com energia E(]Q’]ﬂ e

momento ngé é deg’" = p(§)p(j!), sendo p(j) o nimero de particdes inteiras de um inteiro

j=ni+ng+--- (nj€Neng >ny>---), que pode ser obtido a partir da fun¢ao geradora
E T 142422 +3° +5"+ 727+ = Jz_;p(j)z]. (2.2.13)

De modo geral, um estado fermionico arbitrario é caracterizado pelo conjunto de k’s ocupados
{Q2}, mas este conjunto é determinado pelo nimero de particula em cada lado da relagdo de

dispersao (direita/esquerda) e pela ocupagao das particulas com maior energia. Entao, a partir
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de um estado |@,5) compacto [veja Eq. 2.2.11], i.e, sem buracos no espago de momento,
podemos construir um estado geral |2) apenas excitando as particulas do topo da relacao de
dispersao. Na Figura 2.2.2(c) ilustramos um procedimento reversivel de ordenamento destas
excitagoes, de modo que caracteriza |€2) de modo unico [apresentamos apenas em um lado da
relagao de dispersao, o direito, por exemplo|. O procedimento é o seguinte: desloca-se a particula
do nivel mais alto (do lado direito) no estado |@, ) para o nivel mais alto ocupado (do lado
direito) de |Q2), fazemos a mesma operagao para o segundo nivel mais alto de |Q, #), movendo
esta particula para o segundo nivel mais alto de [€2), e assim por diante; por fim fazemos o
mesmo procedimento para o lado esquerdo. Esta ordem de ocupacoes assegura que as excitacoes
particula-buraco, 77,TC t+onn/L1k, Atuem em ordem decrescente da amplitude n dos “saltos”. Este
procedimento permite encontrar qualquer conjunto de ocupacao €2 e ainda este ordenamento das
excitacoes particula-buraco garante que nunca removeremos uma particula de um estado nao
ocupado ou criaremos uma particula em um estado ji ocupado. Este procedimento é utilizado
na técnica de bosonizagao, veja, por exemplo, a Ref. [89].

Em resumo, as dimensoes de escala e o spin planar de uma dada excitacao na cadeia XX

sao dados por
2

Dgs=-+8  sqs=0p (2.2.14)

para operadores primarios, que possuem a mesma estrutura do modelo gaussiano com raio
de compactacdo R = 2, veja Eq. (1.2.9). Enquanto que para operadores ndo priméarios as
dimensoes de escala sao XZQJ/; = Agps + J + j/ com degenerescéncia deg’ [veja Eq. (2.2.13)].

Na proxima secao focar-nos-emos no ponto h = 1.

2.2.2 Campo magnético critico h, =1

O campo magnético critico, conforme discutido no inicio deste capitulo, é h = h, = 1.

Estado fundamental

Pela Eq. (2.1.9) o estado fundamental para L par é o vacuo |GS) = |vicuo), i.e., o conjunto de
ocupacao ¢ vazio Qgs = {O}. Portanto devemos ter n; |GS) = 0Vk, com momento total nulo

[veja Eq. (2.1.10)] e energia

r(1—1/L)
1 2n+1
Ey=—= E Ay, k= 7 T (2.2.15)
k=—m(1—1/L)

Devido & forma da dispersao A nao conseguimos calcular a soma acima de forma exata
para L finito, entretanto estamos interessados apenas no comportamento assintético de Ej.

Utilizaremos, entao, a Formula de Euler-Maclaurin para inferirmos este comportamento.
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Formula de Fuler-Maclaurin |90]: Para uma fungdo F(t) com suas primeiras 2n derivadas
continuas no intervalo (a,b) temos:

b—a

R 1 b 1 nlop2k-1 J2k—1 b
F kh) ~ — dt F'(t)+ = |[F(b) + F B F(t 2.2.16
Do) g [ AF) g RO+ )3 e B PO (2216)
sendo By, os numeros de Bernoulli, e.g., By = 1/6.
Portanto a energia do estado fundamental, Eq. (2.2.15), até a ordem 1/L, &*
T dk 7 dA|” Y
By~ —L | SEA, 4+ — 0k L72) = lew = o +0 (L) L 2.2.17
0 A Tyl R G Al Gl vy R U R (2:2.17)

sendo eos = [ 92/(1 — cosk)? 4 y?sin’k. Comparando com a Eq. (1.2.1) vemos que cv, = 7/2.

Estados excitados

O primeiro estado excitado corresponde a uma distribuicao fermionica com uma particula no

menor nivel de energia Ag = 0, i.e., Q = {0}. Cuja energia é [Eq. (2.1.10)]

1 R I
EN=1)=:A-5 Y A k=%

usando a formula de Euler-Maclaurin |Eq. (2.2.16)] obtemos

EWN =1) Ty

-3
7 ~ Es + @ + o0 (L ) ,
de modo que o excesso de energia em relacao ao estado fundamental é
21y 1
AEWN =1)= BN =1) - Ey = %Vg, (2.2.18)

com momento P(N =1) =0.

Promovendo esta particula para o proximo nivel de energia permitido, com momento +27/L
sua energia serda E(N = 1) + 22 = E(N = 1) + |P|y =t E(N = 1) + |P|v,. De modo que
identificamos vs = 7, e portanto ¢ = 1/2.

Assim como foi feito no ponto XX podemos calcular a energia e o momento de um estado ar-
bitrario adicionando N'/2+mod(N, 2) /2+a particulas no ramo direito e N'/2—mod (N, 2)/2—«
no ramo esquerdo, e por fim, fazendo as particulas mais energéticas darem “saltos” de amplitudes

ol ., 2D

totais &= e

7 - O resultado é

1
PWN,a,I,I" =% Na+I-1).

4Note que dAy/dk é descontinua em k = 0, e apenas em k = 0.

EWN,a,I,I'Y—Ey=2C (Aﬁ+ 2_M+I+I/)7
Ny LT) = By = “ 3 (2.2.19)
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Figura 2.2.3: Espectro de energia (2.2.19) para a cadeia XY no ponto h = 1,7 > 0, os tragos
representam os niveis de energia permitidos. Em preto temos os niveis dos setores N' = 2q,
N =0,2,4, correspondente & torre do operador identidade, Ay = 0. Em vermelho apresentamos
os niveis para N' = 2a + 1, N' = 1,3, equivalentes a torre do operador magnetizacao, A, =
1/8. Finalmente, a torre do operador energia, A, = 1, é representada pelos niveis em azul
com N = 2(a+ 1), N = 2,4. Conforme vemos nos dados em parénteses, podemos escrever
AEWN, o, 1,I') = 22 (A+j+j) e PWN,a,I,I') = 2 (j — j/) com a degenerescéncia de j
igual & soma das degenerescéncias dos niveis a uma mesma altura (j/ = 0). Por exemplo, os niveis
mais altos apresentados nas colunas em azul, (N =2, a =0, =9) e (N =4,a=1,1 =5)
tem um e cinco estados degenerados com energia AE = 2% (1 + 9) = 21 (A, 4 9) e momento
P = 27”9, resultando em uma degenerescéncia seis como mostra a Tabela 1.2 para A =1,7 = 9.
Os outros conjuntos nao apresentados de (N, a), como por exemplo (4, —2), contribuem para

as degenerescéncias de j/.

Note a ingénua relagdo destas equagbes com as encontradas no caso do modelo XX |[Eq.
(2.2.12)]. Primeiramente note que para N impar E(N,«a, [, I') — Ey </\% +a2+ %) =
N + %, 0 que nao ocorre para o modelo XX. Outra diferenca ¢ que devemos ter N > 0 e
a € [-(N/2=mod(N,2)/2),N /2 —mod(N,2)/2], enquanto que, no caso do XX, tinhamos, no
limite termodinamico, @, € (—o00,00). Finalmente a degenerescéncia de [ e I7 também nao
pode ser dada pela Eq. (2.2.13), uma vez que temos um namero limitado de particulas em cada
lado da dispersao. Por conseguinte, o conjunto de operados primarios aqui deve ser diferente.
Isto é esperado, pois, como citado no Capitulo 1, uma teoria com ¢ < 1 possui um numero
finito de operadores priméarios que descrevem todo o espectro. Veja a Eq. (1.2.7), na qual,

convenientemente, apresentamos os pesos conformes dos trés operadores primaarios previstos
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para uma teoria com ¢ = 1/2. A seguir, mostramos a interpretagao de cada operador primario.

O campo (0,0) que esta presente em toda teoria é identificado como o operador identidade,
Ay = 0. A identificacdo dos outros dois campos restantes pode ser feita através do modelo de
Ising classico bidimensional, calculando as correlagoes (0;0;4,) € (€i€;1n) que correspondem ao

spin 0 = +1 e a densidade de energia (¢; = 0;0;41).> Estes campos sao entao identificados
11 11
272 167 16
A, = 1/8. Logo o espectro (2.2.17) e (2.2.19) deve ser equivalente a

como: energia ( ) com dimensao de escala A. = 1; e magnetizacao ( ) com dimensao

%:eoo—gZE comc=1/2ev, ="

AE&Z = 2 (Ay+ 7+ com Ay =0,A, =z e A =1 (2.2.20)
pg(;)jf = 2% (s4 4 j — j/) com s4 =0,

cujas degenerescéncias sao dadas pela Tabela 1.2.
Na Figura 2.2.3 mostramos o espectro (2.2.19) para alguns valores de N, a e I, fixando
I’ = 0. Ao lado de cada nivel, entre parénteses, temos o excesso de energia em relacao ao

estado fundamental AE(N, o, I, 1) em unidades de 22 ¢ o setor de momento P(N,«, I, I")

em unidades de 27“ Acima de cada nivel, entre colchetes, temos o valor de I, bem como a sua
degenerescéncia. Como afirmamos anteriormente, esta degenerescéncia nao pode ser dada pela
Eq. (2.2.13).

Visto que: (i) podemos escrever as energias como Ay + 7+ j/ € 0s momentos como ss+j — j/,

2mUg 2
L T

rescéncias dos niveis 4 mesma altura das colunas de mesma cor (mesmos A,’s) recuperamos a

em unidades de respectivamente (ver Figura 2.2.3); e (i7) que somando as degene-

Tabela 1.2, podemos concluir que as Eqgs. (2.2.19) e (2.2.20) sdo completamente equivalentes.

®Veja, por exemplo, a Ref. [38] para uma detalhada solugao do modelo de Ising em dimensao (1 + 1).



Capitulo 3
Emaranhamento no modelo XY

Através da solucao exata do modelo XY podemos agora calcular a entropia de Rényi [Eq. (1.3.8)]
de ¢ spins adjacentes. Como discutido no Apéndice A.II, devemos calcular a correlagao G, ,, =
{(cf = cn) (em+cl,)) [Eq. (AIL6)| para m,n = 1,2,--- ¢, que para o estado fundamental
(vacuo) do modelo XY é dada por

G Z e*R(=m) cosk — h + iysink

0.1
L |cosk — h + iysink|’ (3:0.1)

todo k

e os autovalores de p; sao obtidos dos autovalores de GTG e sdo relacionados com a entropia de
Rényi conforme a Eq. (A.IL7).

Conforme j& mencionado, para sistemas nao criticos unidimensionais, entropia de Rényi
deve atingir uma saturacio a medida que o bloco de ¢ spins aumenta (Lei Entropica da Area).
Enquanto que para sistemas criticos e invariantes conformes a entropia de Rényi do estado fun-
damental comporta-se como S, (L, () = SSFT(L, () + SO5C(L, ¢), sendo SS¥T(L, ) e SOSC(L, 1)
dados por (1.4.4) e (1.4.5), respectivamente. A fim de analisarmos o segundo termo ¢ util

definirmos

Du(L 1) = S,(L,0) - ¢ (1 + 1) log Esm (%z)] , (3.0.2)

n
que é esperado se comportar como

alén,l + gn(l — 5n71)COS(K,€ + 9)

_
D,(L,0)=¢, + ‘Lsin (%g) ‘pn

(3.0.3)

Iremos discutir o comportamento da entropia de Rényi para diversas regioes do diagrama
de fases (critica e nao critica) do modelo XY [Figura 2.1.1(c)| nas secoes seguintes. Na proxima
secdo, analisaremos a entropia S, (L, ¢) do estado fundamental para casos com anisotropia v # 0.
Na segunda secdo, centrar-nos-emos no modelo XX (y = 0), na qual mostraremos diversos

resultados de S,,(L, ¢) tanto para o estado fundamental, quanto para estados excitados.

39
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A
¢ =0.50002

"h=2

* h=09 A h=8

20 740 60

Figura 3.1.1: (a) Entropia de emaranhamento Si(L,¢) vs ¢ para cadeias de tamanho L = 144
no ponto Ising (7 = 1) e alguns valores de h. Note que a entropia nao satura apenas para
h =1 = h.. (b) Entropia de emaranhamento entre as duas metades S;(L,¢ = L/2) de uma
cadeia Ising como uma func¢ao do campo h para dois valores de L, ver legenda. A linha tracejada
em preto é o limite h — 0, i.e., log(2). (Inser¢ao) Ampliagdo da figura principal.

3.1 Modelo de Ising (v = 1) e campo critico h. = 1

Nesta secao vamos determinar numericamente a matriz G, cujos elementos sao dados pela
Eq. (3.0.1), assim como os autovalores de G'G. Como ja mencionado, estes autovalores sido
utilizados para calcular a entropia de Rényi [veja Eq. (A.I1.7)]. Vamos, primeiramente, analisar
o modelo no ponto Ising, v = 1. Como sabemos o modelo é critico apenas para h = 1 = h,.
O comportamento da entropia de von Neumann para uma cadeia de comprimento L = 144 e
alguns valores de h pode ser visto na Figura 3.1.1(a). O maximo valor de entropia é alcangado
no ponto critico h. = 1, no qual a entropia se comporta segundo a lei de escala universal [Eq.
(1.4.2)]. Ajustando nossos dados com a Eq. (1.4.2) encontramos ¢ = 0.50002, em perfeito acordo
com o valor exato da carga central (¢ = 1/2) calculado no Capitulo 2. £ importante salientar
que a lei universal (1.4.2) é valida no regime de escala L > ¢ > 1, portanto os primeiros pontos
(¢/L < 1) nao sao considerados no ajuste. Note que outros valores de campo magnético (h # 1)
levam a uma saturacao da entropia, resultado esperado para sistemas nao criticos, em acordo
com a chamada Lei Entropica da Area.

A fim de entender este valor de saturagdo, mostramos na Figura 3.1.1(b) a entropia de
emaranhamento em funcao de h para cadeias de Ising de tamanhos L = 600 e L = 60 divididas
ao meio. Observe que S; atinge seu valor maximo quando h — 1, e ainda, este pico aumenta
com o tamanho do sistema, o que é esperado, uma vez que, no ponto critico a Lei Entropica da

Area & violada. Entretanto, temos dois comportamentos distintos para a saturacao da entropia
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Figura 3.1.2: (a) Entropia de emaranhamento da cadeia XY com L = 96 sitios no ponto critico
h = h. = 1 e diferentes parametros de anisotropia . A entropia comporta-se logaritmicamente,
i.e., a Lei da Area é sempre violada, ajustando nossos dados com a Eq. (1.4.2) confirmamos que
o sistema, nesses pontos, tem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising (¢ = 1/2).
(b) e (c) Resultados da diferenca D; para alguns parametros apresentados na figura (a).

quando h — 0 e quando h — oo.
(i) Sy vai para log(2) quando h — 0 : note que a hamiltoniana fica Hyy — —2> s%s%, ¢ 0

estado fundamental é ferromagnético puro, porém temos duas possiveis configuragdes com sinais
opostos da magnetizacao. Desta forma o estado é uma superposicao destes dois estados produtos
e entdao Sy # 0, em particular se as duas configuracoes da decomposigao de Schmidt [Eq. (1.3.2)]
sdo equiprovéaveis devemos ter S; = log(2), como mostra a Figura 3.1.1(b). Formalmente todos
€,'s divergem exceto um, €y que é nulo;

(i) quando h — oo, S; tende a zero: neste caso temos Hyy — —hs?, portanto o estado
fundamental é um estado puro com todos os spins alinhados com o campo magnético. Como
s6 temos uma configuracao possivel na decomposicao de Schmidt [Eq. (1.3.2)], S; deve se
anular. Formalmente temos v, = 1Vqg, ou ainda a relacao de dispersao da “hamiltoniana de
emaranhamento” ¢, [lembrando que v, = tanh (¢,/2) e também veja as Eqs. (1.3.6), (A.IL.2) e
(A.IL.4)| diverge para todo g.

Agora vamos considerar apenas o caso h = 1 = h, para diversos valores de anisotropia ~.
Na Figura 3.1.2(a) apresentamos S;(L,¢) para uma cadeia de tamanho L = 96. Veja que a
Lei da Area é sempre violada para h = 1, uma vez que S1(L, ) cresce monotonicamente com o
tamanho do subsistema de ¢. Ajustando entdo nossos dados com a Eq. (1.4.2) encontramos ¢ =
0.5013, 0.5001, 0.5000 e 0.5000 para v = 0.25, 0.75, 1.25 e 3, respectivamente. Confirmando

que a classe de universalidade de comportamento critico ¢ a mesma do modelo de Ising (¢ = 1/2).
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Vamos agora analisar a diferenca Dy (L, ¢). Tais diferencas sdo mostradas nas Figuras 3.1.2(b)
e (c) para dois valores de 7. Utilizando a Eq. (3.0.3) para ajustar nossos dados encontramos os
seguintes expoentes: p; = 2.0002 e 2.0003 para v = 0.75 e 1.25, respectivamente. Como ja dito
no Capitulo 1, este expoente é esperado ser universalmente igual a dois (p; = 2) para todos os
modelos. Deste modo, nossos resultados, no regime de escala, estao de fato em pleno acordo
com tal conjectura |74].

Analisemos agora a entropia de Rényi para n > 1. Na Figura 3.1.3(a) mostramos Ss(L, ()
para alguns valores de anisotropia e campo igual ao campo critico, h = 1 = h.. Nossos dados
estao novamente em acordo com a classe de universalidade de comportamento critico esperada
(¢ = 1/2, que foi calculada de modo exato na Se¢ao 2.2.2). Na Figura 3.1.3(b) e (c) temos a
diferenga Do(L,¢) |[Eq. (3.0.2)], que ndo apresenta nenhuma oscilagdo. Usando a Eq. (3.0.3),
com k = 0 = 6, para ajustar nossos resultados obtemos p, = 1.06 e 0.99 para v = 0.5 e 2,
respectivamente. Semelhantemente, nas Figuras 3.1.3(d) e (e) apresentamos a entropia de Rényi
para n = 3 e n = 4, bem como as diferencas D3(L,l) e Dy(L, (), respectivamente. Ajustando
estes dados encontramos sempre ¢ ~ 1/2, p5 ~ 2/3 e py ~ 1/2 conforme disposto nas legendas.
De modo que, em geral, temos ¢ = 1/2 e p, = 2/n. Estes resultados estao em acordo com as
conjecturas mencionadas na Secdo 1.4 |72, 74, 77, 78]. Conforme comentado na Se¢ao 2.2.2 a
dimensao do operador energia ¢ A, = 1, de modo que p; =2 e p, = 2A./n paran > 1.

Outro importante ponto a ser salientado é que a entropia de Rényi S, (L, ¢) do modelo XY
no ponto h = h,. com condicoes periédicas de contorno nao apresenta nenhuma oscilacao para
qualquer n. Este é também um resultado esperado para modelos que possuam apenas simetrias

discretas [74], e.g., simetria de translagao.

3.2 Modelo XX (v =0)

Para o caso do ponto XX a Eq. (3.0.1) é extraordinariamente simplificada, uma vez que as
fungdes de correlagao “anomalas” sio trivialmente nulas para qualquer estado, i.e., {clcl ) =
0 = (chcm) Ym,n.

Logo G, = (¢l cn) — {emcl), e ainda GT = G de modo que a Eq. (A.IL6) fica ©,G =

tanh (¢,/2) ©,. E entdo itil definirmos outra correlagao C,,.,, = (cf c,), que é dada por C,,,, =

* _ 1+4tanh(eq/2)  14uy
> weli(m)fy(n), sendo w, = 5 = —5*. Logo, para encontrarmos os autovalores da
q

matriz de densidade reduzida ¢ suficiente calcular os autovalores w, da matriz de correlacao C.

Neste caso a Eq. (A.IL.7) para a entropia de Rényi é dada por

¢
1 Z n
=1
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Figura 3.1.3: (a) Entropia de Rényi com n = 2 no ponto critico h = h. = 1 e diferentes
parametros de anisotropia v de uma cadeia XY com L = 96 sitios. (b) e (c¢) Resultados da
diferenca Dy para alguns dos mesmos parametros da figura (a). (d) e (e) Mesmo da figura (a)
para n = 3 e n = 4, respectivamente. As setas indicam valores que foram adicionados em D,
para apresentar os dados no mesmo grafico. (Inser¢oes) Diferengas D3 e D, para as mesmas
anisotropias.

Para um dado estado |Q2) arbitrario [veja Eq. (2.2.4)] temos

—ik(m—n)

€ 1 —ik(m—n
CJ,?L = Z —7 <Q ’77,177;{‘ Q> =7 Z e~ ikim=n), (3.2.2)
{k} ke

Nas proximas duas subsecoes, determinaremos numericamente os autovalores da matriz de
correlacio C1*¥ a fim de obter a entropia de Rényi para o estado fundamental, bem como para

diversos estados excitados.
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3.2.1 Estado fundamental
Para o estado fundamental, com ntimero de particulas Np = ppL par, a correlacao ¢ dada por:

|GS) _ sin [(m — n)mpp]
™t Lsin [(m —n)7 /L]

. L GS in[(m—
que no regime de escala, L > |m — n|, se comporta assintoticamente como C,‘n,n> ~ %.

Na Figura 3.2.1(a) mostramos a entropia de von Neumann de uma cadeia com L = 1000
sitios e diversos valores de campo magnético, kr = pp/m = 1 — arccos(h)/m |veja Eq. (2.2.10)].
Os valores da carga central obtidos ajustando nossos dados com a Eq. (1.4.2) sdo apontados na
Tabela 3.1. Note que estes valores concordam plenamente com o valor exato da carga central
obtido no capitulo anterior, ¢ = 1.

Vale mencionar que a constante ¢}, como ja dito, é nao universal. Entretanto, para o modelo

XX esta constante foi calculada analiticamente por Jin e Korepin [91], que encontraram

* dt [ tcosh(t/2) 1 e 'l log(2sinkp) log (2sinkr)
1= : - — — | + == ~ 04950179 + ————~.
“a /0 [2sinh3(t/2) sinh®(t/2) 3 3 3

t

Agora vamos analisar as correcoes de tamanho finito, assim como fizemos na se¢ao prece-
dente. A fim de analisar o termo subdominante, apresentamos nas Figuras 3.2.1(b) e (¢) a
diferenga Dy (L, () [Eq. (3.0.2)] para os mesmos valores de pr usados na Figura 3.2.1(a). Como
se pode observar, nenhuma oscilacao aparece na entropia de emaranhamento, este comporta-

mento foi visualizado em diversos modelos com um modo de gap-nulo, portanto parece ser

(a) (b) - e

0.726 W
\
ep. =05 +00706  O7f

<
-
QH ¢ P=07 :06
0.7255—=

S

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

(C) 05480

=
320 5: A p.=08  +02143 <08
Q 5 |
——

0.5485F v Pe=09

500 75 / 100

Figura 3.2.1: (a) Si(L,¢) vs ¢ para o modelo XX, v = 0, com diferentes campos externos e
L = 1000 spins. (b) A diferenca D;, termo subdominante da entropia de emaranhamento,
caracterizado pelo comportamento universal em lei de poténcia £=2. As setas indicam valores
que foram adicionados a D; a fim de dispor os dados no mesmo grafico.
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PF C P a1 cy

0.5 1.00000 1.9999999 —0.0166669 0.7260675
) (1) (2) (—0.0166667) (0.7260670)

0.7 1.00001 1.9999987 —0.0606600 0.6554228
’ (1) (2) (—0.060656) (0.6554218)

0.8 1.00003 1.9999870 —0.1745530 0.5489376
) (1) (2) (—0.1745356) (0.5489358)

0.9 1.00015 1.9978303 —0.8067103 0.3346209
’ (1) (2) (—0.8060113) (0.3346140)

Tabela 3.1: Carga central ¢ do modelo XX e expoente universal p; estimados via ajustes das
Eqgs. (1.4.2) e (3.0.3), respectivamente. Mostramos também as constantes nao universais a; e
ci. Os valores entre parénteses sdo os resultados exatos.

universal (isto ndo é mais verdade na presencga de diferentes condigoes de contorno). Para o
modelo XX esta correcao também foi calculada de modo analitico, por Calabrese e Essler, que

encontraram o seguinte resultado [73]

1 /1 L -
Sy ~ SFFT okt (5 + c0t27rpp) ';sin <%£>

de modo que devemos ter a; = —% (% + COtQﬂ',OF) e p; = 2 na Eq. (3.0.3). Ressaltando que o
comportamento em lei de poténcia, /=2, também ja foi verificado em vérios modelos distintos,
indicando que o expoente p; = 2 deve ser independente do modelo, i.e., universal.

O expoente p;, bem como ¢/, e g; encontrados ajustando nossos resultados com a Eq. (3.0.3)
sao apresentados na Tabela 3.1. Os valores de baixo, entre parénteses, sao os valores exatos em
perfeito acordo com nossos ajustes [linhas continuas na Figura 3.2.1(b)].

A seguir, centrar-nos-emos em casos com n > 1. Nossos resultados para tais indices estao
dispostos na Figura 3.2.2, na qual sao observadas fortes oscilacoes. Este padrao oscilatorio é
previsto no modelo XX, uma vez que este possui uma simetria continua (rotagdo em torno do
eixo-z no espago dos spins). E ainda, as oscilagoes sdo bem entendidas neste modelo, a primeira
corregao subdominante [Eq. (3.0.3)] foi calculada analiticamente por Calabrese e colaboradores
na Ref. [72]|. Eles encontraram que esta é dada por

—2/n

} —9/n L . /r
Sy~ SSFT 4 Q,, |sinkp| " cos (2kpl) ';sm (Z€> , (3.2.3)

com Q, = 2117_2;" r? (HQI/”) r— <#> Comparando entdo com a Eq. (3.0.3) devemos ter
gn = Qn |(sinkp)/7r|_2/”, Pn = 2/n, k = 2kr e § = 0. O valor numérico dos trés primeiros termos
da sequencia ), com n =2, 3 e 4 sa0 ()5 ~ —0.114237, )3 >~ —0.160954 e Q4 ~ —0.172643.
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Vamos agora comparar nossos resultados com estas expressoes analiticas. Na Figura 3.2.2(a)
temos a entropia de Rényi com n = 2 para dois valores de campo magnético (ou pr), na qual se
pode observar que o comportamento dominante é de fato a parte logaritmica, SS¥'T, governada
pela carga central ¢ = 1. Nas duas inser¢oes desta figura apresentamos a diferenca Dy(L, ()
calculada conforme a Eq. (3.0.2), na inser¢ao superior todos os sitios sdo mostrados, enquanto
que na inferior exibimos apenas alguns, para uma melhor visualizacao do padrao oscilatorio.
Ajustando nossos dados com a Eq. (3.0.3) obtemos a constante go € 0 expoente p,. Estes valores
estao indicados na Tabela 3.2, na qual podemos encontrar também os resultados exatos, entre

parénteses. Note novamente uma perfeita concordancia entre nossos resultados numeéricos e os

0.5
A = *% 7 500
' s}
0 7 00 0.3—5 T -
chos 1T | T
AOA § W = MMMMﬂﬂm‘MW,‘""",‘
1 O. : ' ”””HMMW -
: Sl
) “l'l"’“mmw
0.25 = .

80 / 160 10 ¢ 10°

Figura 3.2.2: (a) Entropia de Rényi para n = 2 e L = 1000 e dois valores de pp. (Insercao)
Diferenga Dy para mesmos valores de L e pp. (b) e (c) Diferenca D,,, com n = 3 e 4 para
L = 1000 e dois valores de pp. (Inser¢oes) S,, para mesmos valores de n, L e pp (d) Diferenca
D,, para n = 5,6 e 1000 em uma cadeia com L = 1000 sitios e pp = 1/2. Conforme previsto
pela Eq. (3.2.3) existe um suave decaimento, da ordem de (2" na amplitude das oscilacoes.
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PF Pn gn PF Pn dn
0.55 0.999996 —0.115655 0.65 0.500937 —0.183834
' (1) (—0.115661) , ' (0.5) (—0.182898)
n= _
0.75 1.000012 —0.161552 0.95 0.498257 —0.432542
‘ (1) (—0.161556) ' (0.5) (—0.436499)
0.60 0.666723 —0.166476 0.401647 —0.172605 n—F
' (2/3) (—0.166429) ; 0 (0.4) (—0.170795) "
n = .
0.85 0.666440 —0.272123 0.337897 —0.168929 n—6
' (2/3) (—0.272481) (1/3) (—0.163909) "~

Tabela 3.2: Expoente p,, e a constante g,,, nao universal, para o modelo XX estimados via ajuste
dos nossos dados com a Eq. (3.0.3). Os valores em parénteses sdo os exatos (veja texto).

analiticos.

Nas Figuras 3.2.2(b) e (c) apresentamos as diferencas D3(L,{) e Dy(L,{), respectivamente.
Novamente a rede tem L = 1000 sitios, e consideramos outros valores de campo magnético,
conforme indicamos nas legendas. Nas insercoes destas figuras temos as entropias de Rényi
para cada caso, note que as oscilacoes ficam mais fortes a medida que o indice n aumenta.
Ajustando estes dados de D,(L,f) com a expressdao universal (3.0.3) encontramos p, ~ 2/n,
conforme esperado. Os valores de g, sao também mostrados na tabela e estao em perfeito
acordo com a previsao analitica.

Como salientado no paragrafo anterior, as oscilagoes aumentam quando o indice n da entropia
de Rényi aumenta, mantendo o seu periodo de oscilagao fixa. A fim de visualizar melhor este
comportamento exibimos na Figura 3.2.2(d) os resultados da diferenca D,,(L,¢) para valores
maiores de n. Consideramos, neste caso, a cadeia XX com L = 1000 sitios e campo magnético
nulo, ~ = 0, de modo que kr = 7/2 e as entropias oscilam entdo com um periodo espacial
27 /kp = 4. Sao apresentados resultados para n = 5, 6 e 1000, nos dois primeiros casos (n =
5, 6) ajustamos nossos dados como anteriormente, usando a Eq. (3.0.3). Os valores de p, ~ 2/n
e g, estao também dispostos na Tabela 3.2 e podem ser comparados com valores exatos |[Eq.
(3.2.3)] apresentados entre parénteses. Por fim, para o caso n = 1000, estamos bem proximos
do limite n — oco. Neste limite o comportamento da entropia de Rényi foi também calculada

analiticamente na Ref. [72], sendo a diferenca D, dada por

1

log [2b&sin (2¢)]’

Deo = Goo [1 — 3(—)']

sendo as constantes go, = Z—; ~ (0.205617 e b ~ 7.12429. Utilizando a expressao acima para

ajustar nossos resultados de Dyooo(L, ¢) apresentados na Figura 3.2.2(d) obtemos as seguintes
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constantes g, = 0.204586 e b = 7.13782, que também estao em 6timo acordo com os valores
exatos.

E importante acentuar que os valores de g, e p,, que obtivemos, foram encontrados ajustando
a entropia de Rényi da matriz de densidade reduzida, para ¢ e L finitos [Eq. (3.2.1)], com as
previsoes das Eqs. (3.0.2) e (3.0.3). Apesar destes valores estarem em bom acordo com os
valores exatos [veja Tabela 3.2|, note que quando o indice n aumenta a acuracia dos nossos
ajustes é reduzida. Isto ocorre porque a Eq. (3.2.3) é valida somente até a ordem (77", e como

x 1/n |72, 74] as Eqgs. (3.0.2) e (3.0.3) sao insuficientes para n grande (principalmente
para pequenos valores de ¢). Para o caso do modelo XX [p, = 2/n, conforme Eq. (3.2.3)]
corregoes subdominantes a Eq. (3.2.3) [resultado exato das Egs. (3.0.2) e (3.0.3)] foram também
calculadas analiticamente na Ref. 73], entretanto elas nao sado o objetivo deste trabalho, onde
nos restringimos apenas a primeira corre¢ao subdominante.

Na proxima segao, passaremos ao estudo da entropia de Rényi de estados excitados, em

particular, dos estados excitados de mais baixa energia.

3.2.2 Estados excitados

Diferentemente da entropia de Rényi do estado fundamental, para a qual existem diversos
estudos que confirmam a veracidade do comportamento universal previsto pela CFT (sendo
tanto a carga central ¢, bem como o expoente critico p,, obtidos com 6tima precisao para diversos
sistemas), até o presente apenas alguns trabalhos consideraram estados excitados [25, 28-30, 82—
87]. De modo que mais investigacoes nesta frente sao altamente desejadas. A entropia de
Rényi para estados excitados também possui um interessantissimo comportamento universal,
que depende das caracteristicas no operador T associado ao estado excitado [28, 29|, estas

caracteristicas estao resumidos nas Eqgs. (1.4.6) - (1.4.9).

Fig. 2.2.1 representacao compactada de Ay (h:p) (@Q,8) (4,70 (A,s)  (h,h)
(a) ccoo|eeee---eeee/ 0000 () (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(b) cooc|eeee.---eee0|0000 (11) (0,0) (1,0) (0,0) (070)
(C) coeeleeee --0eee/0eecO ( :|:1,:|:2) (4,0) (0,0) (4,0) (2,2)
(d) ccoolooee---eee0|0000 (:l:l,—?:) (3,0) (0,0) (%,O) (%,%
(e) 0cooo|ceee - eeee 0000 (—11,273) (2,2) (0,0) (5,4) (g,%
(f) cooceleeee --eeee 0000 (:—1) (1 1) (0,0) ( 1) (%,%)

Tabela 3.3: Representacao esquematica compactada das dispersoes dos estados previamente
apresentados na Figura 2.2.1, em termos da notacao (h : p). Como usual, os circulos preenchidos
(abertos) representam estados ocupados (desocupados). As linhas verticais denotam as posi¢oes
dos pontos de Fermi. Também mostramos os valores das quantidades Q, 3, j e j/ [veja Eq.
(2.2.12)|, da dimensao de escala do campo primario Ag s e do spin planar sq 5 [veja Eq. (2.2.14)].
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A fim de analisarmos os diversos tipos de excitagoes, vamos introduzir a seguinte notacao
(veja Ref. [29]): Denotamos (—hY, —hL .- AR AR ..o o —pl—ploooopR PR ) como uma
excitacao com buracos nos h;f’s (h?’s) valores de momento permitidos abaixo do ponto de Fermi
a esquerda (direita) e particulas nos pl’s (le’s) valores de momento permitidos acima deste, ou

seja o estado:

(W{kw?g[pﬁmﬁw}”hwmpﬁW] LI it o) 105 a1 mg]y ] 1GS)-

(3.2.4)

Sendo 7),1 (nx) 0 operador de criagao (aniquilagdo) de uma particula com momento k e energia

Ay, conforme Eq. (2.2.2), N é o nimero de particulas da excitagao e |GS) é o estado fundamental

dado por (2.2.5). Por simplicidade, nesta subsecao iremos abordar apenas sistemas na auséncia
de campo magnético externo.

Na Tabela 3.3 ilustramos as excitagoes indicadas na Figura 2.2.1, em termos da notacao

(h : p) e também apresentamos outro modo compacto de representarmos os diagramas de

dispersao. Todas as excitagoes da Tabela 3.3, exceto a excitagdo (b), sdo compactas. Por

(a) (b) o.01
1.7p ¢ * ¢ Jeso

x x x |1Q=2,p=10

0.001

0.0001F

ASy 1e-05}

1e-06 |

1e-07 |

1e-08 . .
0.0001 0.001 0.01 0.1

/L

Figura 3.2.3: (a) Entropia de Rényi S, para trés estados do modelo de XX com campo nulo,
L = 400 sitios e indices n = 2, 3 e 4. As excita¢oes compactas |@, §) foram definidas no capitulo
anterior [veja por exemplo a Eq. (2.2.12)]. As linhas continuas sdo dadas pela universal Eq.
(1.4.4), que é a contribuigdo dominante para a entropia de Rényi do estado fundamental e
também de estados excitados compactos [veja Tabela 3.3]. (b) Comportamento do excesso na
entropia de von Neumann ASj, no regime ¢/L < 1, para diferentes estados excitados. O
tamanho do sistema é L = 10000. As linhas continuas representam a Eq. (1.4.9), os valores
de d¥ sdo mostrados na legenda, e de acordo com a Tabela 3.4 estes ndo sdo as dimensoes de
escala do operador T associado com a excitacao. (Insercao) AS;/m para varios estados (1 :m),
com m de 1 até 14 para um sistema com L = 8000, que satisfaz a Eq. (1.4.9) com d¥ =m. A

figura (b) foi retirada da Ref. [29].
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exemplo, a excita¢do (c) é representada por (: 1, £2) em termos da notacao (h : p), note que
o estado desta excitagdo ¢ |Q =4,8 =0) = ni(kF+4%)ni(kF+%)nsz+2%)n(k 5 |GS).

Vamos analisar primeiramente as entropias associadas com excitacoes compactas, que sao
esperadas serem a mesma do estado fundamental. Na Figura 3.2.3(a), mostramos as entropias de
Rényi (para indices n = 2, 3 e 4) de uma cadeia com L = 400 sitios para o estado fundamental
|GS), e para os estados excitados |Q =2,8=1) e |Q = 4,5 =0). Note que a tnica diferenga
entre as entropias do estado fundamental e dos estados excitados é o diferente comportamento
das oscilacoes nao usuais. As linhas continuas representam a previsao universal dada pela Eq.
(1.4.4), também obedecida por esta classe de estados excitados. Encontramos para um sistema
de tamanho L = 400 que AS, = 5S¢ — S5 < (.05 para estas excitagdes, bem como para
muitas outras nao apresentadas aqui. Aumentando o sistema para L = 1000 obtemos que
AS, = 5§94 — 885 < (.03, evidenciando que estas oscilagoes devem desaparecer no limite
termodinamico, no qual esperamos que S&¢ = S conforme provado pelos autores das Refs.
[28, 29].

Consideremos agora as excitacoes nao-compactas. A entropia de emaranhamento destes
estados, com buracos no espaco de momentos, nao obedece & Eq. (1.4.4). Como exemplo,
temos a excitagdo particula-buraco, [i0¢) = nzkpﬁfﬂ)n(kpf%ﬁ) |GS), que em termos da notacao
(h : p) é representada por (1: 1), esta corresponde a excitagao (b) na Tabela 3.3. Como dito no
Capitulo 2, esta é a menor excitagao com momento nao nulo do modelo XX, e tem excesso de
energia e momento iguais a 2wv, /L e 27/ L, respectivamente [a excitagdo (—1 : —1) é obviamente
degenerada em energia, mas com momento —27/L]. Como mostraremos subsequentemente,
este estado também possui um excesso de emaranhamento AS, nao nulo, mesmo no limite
termodinamico, no qual o excesso de energia e momento desaparecem. Exemplos de outras

excitagdes nao-compactas sao mostradas na Tabela 3.4.

representagdo compactada de A, (h:p)  (Q,8) (5,51 (4A,s)  (h,h) XX
0cooo|eeee---ee08 0000 (2) (—17—1) (1’0) (%71) (%7%) %
0coco0o|eeee---ee000|0000O (12) (0,0) (2,0) (0,0) (070) 2
0cocoo|eeee---eece|ec0O (221) (0,0) (2,0) (0,0) (0,0) 2
0coooc|eeee---ec0e8 0000 (3) (—17—1) (2,0) (%71) (%7%) %
cooco|ee---e0eee0|000O0 (1,5:) (2,—1) (3a0) (57_2> (57%) 8
cooco|ee---ee0e08 0000 (2,4) (2,—1) (370) (5’—2) (37%) 8

Tabela 3.4: Representacao esquematica dos estados nao-compactos considerados na Figura
3.2.3(b). Novamente mostramos os valores de Q, B, j, jl e Agp, Sgp- Por fim, na dltima
coluna mostramos as dimensoes anomalas X] , bara cada excitacao, note que estes valores

ndo sio consistentes com os valores de d¥ [legenda da Figura 3.2.3(b)| que ajustam as curvas
da referida figura a Eq. (1.4.12).
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A Figura 3.2.3(b) foi reproduzida da Ref. [29], nela mostra-se o excesso da entropia de
emaranhamento, no limite ¢ < L, para os estados listados Tabela 3.4 de uma cadeia com
L = 10000 sitios. Deste grafico vemos claramente que AS; # 0 e é sempre positivo. Estes
estados obedecem & Eq. (1.4.9). Os valores de d¥ consistentes com os ajustes a esta equagao
estao apresentados na legenda desta figura. Confrontando estes valores com as dimensoes de
escala de cada operador Y, apresentado na Tabela 3.4, vemos que o nimero d* ndo corresponde
a dimensao de escala Xy = Xé]é conforme conjecturado pelos autores da Ref. [28]. Na inser¢ao
kF+2mT“)n(kF—2f) |GS) com m = 1,2,--- 14, de

um sistema com L = 8000. Ou seja, a particula mais proxima do ponto de Fermi a direita é

da Figura 3.2.3(b) considerou-se os estados 77}

deslocada m quantas de momento a direita, estes sao representados por (1,m). Verifique que
este estado tem Q =0 = (Agp =0=35¢9g), ] =m e j/ =0, e portanto a dimensao de escala
é Xé% = m. No grafico plota-se AS;/m, e para os diferentes valores de m todas as curvas
colapsam-se de modo que temos d¥ = m para estes casos.
De modo geral, estes resultados, claramente, evidenciam que d¥ # Xy, e ainda parecem
indicar que [30]
d* =j+ 3. (3.2.5)

A fim de confirmar a equagao acima, na Figura 3.2.4 consideramos também diversos outros
exemplos de estados excitados. Primeiramente, na Figura 3.2.4(a) mostramos o excesso de
entropia de emaranhamento para diversos estados excitados com @) = 0 = 5, no limite /L < 1,
i.e., provenientes de operadores descendentes do operador identidade. Nesta figura os estados
sdo representados pela notagdo (h : p), enquanto que na Tabela 3.5(a) listamos estes mesmos
estados na representacao esqueméatica de suas dispersoes compactadas, os valores de j e j/

também sdo exibidos. Os valores de d¥ que ajustam nossos dados com a Eq. (1.4.9) sdo

() (.50 () @.8)  GJg) Xy
< celocee- -eee/ 00 (071) » ceeee---eeleceo0 (4,0) <1,0) 4+1
> celoee---eeoleo (1,1) v celece---eleeco (2,1) (0,2) 242
¢ celece - -ee0/e0 (1,2) A ceeeee- 000000 (47—2) (3,0) 8+ 3
A ec|ece---ee0|e0 (1,3) ¢ ceeoce - -eeceeo (4,1) (2,2) 5+4
v oo|ooo~--ooo‘oo <273) < o|oooo--~oooo|oo (—470) (5,3) 4—|—8
[ | celoee---0e0/0e (5,1) [ ] 0e0e|000e - - - 80000080 (—4,—1) (5,7) o+ 12
o celece---eceeefoe (5,2) [ csee|00e - - - @008 [eeeeeceo (6, 2) (9, 6) 13+ 15

Tabela 3.5: Representacao esquematica dos estados considerados na Figura 3.2.4. Os valores
de j e j’ sdo mostrados. Em (a) temos Q = 0 = f3, e portanto Ag s = 0. Em (b) indicamos os
valores de () e 8 para cada excitacao, e também a dimensao de escala X&j' =Ags+ (J+ 7).
Os valores d¥ usados para ajustar nossos dados a Eq. (1.4.12) estdo dispostos entre parénteses
na Figura 3.2.4. Note que, estes sdo dados pela Eq. (3.2.5).
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mostrados entre parénteses na Figura 3.2.4, sendo estes valores dados pela Eq. (3.2.5). Ja na
Figura 3.2.4(b), exibimos novamente ASy, para {/L < 1 e L = 40000 sitios, entretanto todas as
excitagoes consideradas tém @) nao nulo. Na Tabela 3.5(b), temos a representacao compactada
de Aj destas excitacoes, bem como os valores de @), 3, j, j/ e também da dimensao de escala
XJA]Q'ﬁ = Ag s+ (j+ 7). Note que os valores de d¥, entre parénteses, consistentes com nossos
resultados sdo exatamente j + j/ [Eq. (1.4.9)] ndo incluindo a dimensao de escala da parte
compacta da excitacdo (Ag ).

Apesar da entropia de emaranhamento de varios estados (todos os estados com o0 mesmo va-
lor de j+;/) coincidir no limite ¢/ L < 1, isto nao é mais verdade para ¢/ L em geral. Por exemplo,
nas Figuras 3.2.4(a) e (b) foram considerados os seguintes estados nT—(kFJr%’T)nEkar%)n’ankF |GS)
e 77T (22 )nzk +2ﬂ)nJ(fk )1 (ke 22) |GS) associados com as excitagoes (£1 : +1) e (—2 :
+1,2), respectlvamente Como estes dois estados tem j + j/ = 2 [ver também as Tabelas

3.5(a) e (b)], o Comportamento (/L < 1 de AS; para as duas excitacoes é o mesmo, i.e.,
AS; = (47%/3) (€/L) . Entretanto, como pode ser visto na inser¢do da Figura 3.2.4(a), na qual
mostramos AS; para todos os sitios e L = 400, o comportamento do emaranhamento, des-

tas diferentes excitagoes, somente colapsa na curva em vermelho, AS; = (472/3) (E/L)27 para

[CN) @
@ . | : ————————a (b) : ———————m 19
[ ,:\1 ﬁ\p} (-2:£1,2) -__;1;‘-?‘ %‘3‘3 F o (-2-13::1:213457) L =40 000 ®
5 & w R @ [ W (21#2434:-1-32) @
10 4 L =400 L (#142,-34:-12) ) ©)
— 0 3 1) > @
SN) (E/L) 0.2 0 10_5 | 6 (-1:£1,-234)
y ~ E ®
}q — N
N L =40 000 — [
CE n I
A(-21:-21) 4
-6
4 ® (-24:-12) & (-2.1:+1) 10 3 aGit2a4)
3 m (£1,3:£1,2) p (¥1:%1) <|: v (-2:1.2)
-7 (-32:41) < (-1:-1) [ £l
10 :_I L L ' L L L L L L L L : ( . illy 2;3) L
-4 -3 -4 -3
10 (/L 10 10 (/L 10

Figura 3.2.4: (a) Excesso de entropia de emaranhamento AS; no regime ¢/L < 1 para diversas
excitagoes nao-compactas, descendentes do operador identidade (Q = 0 = 8 — Al = A%0 = (),
em um sistema com L = 40000 sitios. Os valores de d¥ que ajustam nossos dados sdo mostrados
entre parénteses. (Inser¢ao) Excesso de entropia de emaranhamento AS; para todos os sitios
para as excitagoes (£1: 1) e (—2: £1,2), o sistema considerado tem tamanho L = 400. Vale
notar que apesar de ASj, no regime ¢/L < 1, ser o igual para as duas excitacoes, Eq. (1.4.9)
com d¥ = 2, suas entropias ndo coincidem para /L grande. (b) Comportamento ¢/L < 1
de AS) para excitagoes descendentes com ) # 0 e alguns valores de § em um sistema com
L = 40000 sitios. Entre parénteses temos os valores d* obtidos ajustando os nossos resultados.
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(/L < 1. Contudo para ¢/L grande as entropias ndo sdo mais iguais.

Consideraremos, daqui em diante, o excesso na entropia de Rényi AS,,, para excitacdes nao-
compactas e indice n > 1. Primeiramente, checamos o comportamento ¢/L < 1 da formula
(1.4.8) para alguns exemplos de excitagdes com d¥ > 1 e n > 1. Mostramos o excesso de
entropia AS,, n = 2,3 para excitacoes em uma cadeia com L = 40000 sitios na Figura 3.2.5.
As excitagoes indicadas sdo dispostas na legenda, bem como na tabela ao lado do grafico. Os
valores de d¥ usados para ajustar nossos dados as Eqs. (1.4.8) e (1.4.6) sao dados por (3.2.5),
como no caso da entropia de von Neumann, n = 1.

Estes resultados revelam que uma profunda anélise da entropia de Rényi de estados exci-
tados associados com os operadores descendentes precisa ser feita para que compreendamos o
comportamento exato de S, no regime ¢/L < 1. Abaixo, comentamos dois pontos que podem
ajudar a inferir sobre a forma exata do fator d¥ que aparece na Eq. (1.4.8).

Primeiro, note que a Eq. (1.4.8) foi obtida exatamente para operadores primarios. Por
exemplo, o operador i0¢ é primério em termos da &lgebra de Virassoro. Entretanto, para uma
algebra maior como a algebra de Kac-Moody (que é a algebra correta para a cadeia XXZ), o
operador i0¢ pode ser visto como um operador descendente. Portanto, o resultado da Eq. (1.4.8)
é valido independentemente se o operador i0¢ é primério o ndao. Segundo, nossos resultados
sugerem que os operadores associados com configuracoes tais como as representadas nas Tabelas
3.5(b) e 3.2.3 |veja também Figura 3.2.5] podem ser expressos por um produto de operadores
de vértex com dimensdo de escala A vezes um produto de derivadas dos campos ¢ e ¢ com

dimensao de escala j + j/, e isto iria levar ao fator d¥ = j + j/ |conforme Eq. (3.2.5)] na Eq.

-5

10
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Figura 3.2.5: Comportamento do excesso da entropia de Rényi AS,, no regime ¢/L < 1, para
n = 2,3, L = 40000, e os estados excitados listados na tabela. Na tabela mostramos os valores
de Q, 3, j, jle ng'. Os valores de d¥ usados para ajustar nossos dados as Eqs. (1.4.6) e (1.4.8)
sao mostrados na legenda do grafico e correspondem a Eq. (3.2.5).
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(1.4.8) [30, 92|. Futuras investigacOes sdo necessarias para esclarecer a forma exata de S, no
limite ¢/L — 0 para estados excitados gerais

Ulteriormente, examinaremos as excitacoes particula-buraco feitas nos pontos de Fermi a
direita |i0¢), a esquerda ’—18_@ e ambos 0s pontos ’8¢8_¢> = |]8¢]2>. Estas excitagoes sdo
representadas por (1 : 1), (=1 : —1) e (&1 : £1), respectivamente. A quantidade F¥ =

(1=m)A% " para o operador T = id¢ é dada, no limite termodinamico, pelas Eqs. (1.4.10) e

e
(1.4.11) e é a mesma para o conjugado —i0¢. De modo que para o operador T = \8¢\2, a
2
quantidade jalsd , ¢ simplesmente o quadrado da expressao (1.4.10). E portanto, o excesso de
entropia fica
1
ASn = np_hmlogFg, (326)
sendo n,p 0 nimero de excitacoes particula-buraco feitas.
Na Figura 3.2.6(a), avaliamos AS; para as trés excitagoes particula-buraco, referidas acima,
em um sistema com L = 800 sitios. Veja que nossos resultados estao em perfeito acordo com

as Eqs. (1.4.12) e (3.2.6), as linhas continuas em vermelho. Na insercao da esquerda desta

(@) (0o

1 @y < ¢ (1:1) L=800 //
S Q;\Z - —— predicdo CFT ,/
0.6} < = (:)=Gs 5 -- -log(1-8%9xd2 ,’
x A %) e Z
4 “1 o5 et
— 0 (L 05 < Z
= ’ (/L 0.35
- 0 0 : / :
3 0 (L 05 0 -
N < e (1) L=800 /
[\l ® (£1£1) - — predicio CFT ,
n +(-1-1) 3 -- -log(1 - 54 X33
4 oLy C;;
<
0.5 Oo 0.1 0.2 0 3A 0.4 0.5
0.39 (/L 0.42 - Z L0 | -

Figura 3.2.6: Excesso de entropia de Rényi AS, wvs ¢/L para excitagdes particula-buraco em
uma cadeia com L = 800 sitios. (a) Consideramos a excitacdo particula-buraco no ponto de
Fermi & direita, a esquerda e em ambos, (1 : 1), (—1: —1) e (£1 : £1), respectivamente, para
indice n = 2. As linhas continuas correspondem ao limite termodindmico L — oo previsto
pela Egs. (1.4.12) e (3.2.6). (Inser¢oes) A insercao a esquerda mostra ASy para todos os sitios
enquanto que a insercao a direita ilustra o comportamento da entropia de Rényi para o estado
fundamental (:) e para a excitagao particula-buraco a direita (1 :1). (b) AS, para a excitagao
(1:1). O grafico superior (inferior) corresponde a n = 3 (n = 4). As linhas tracejadas sdo o
limite para ¢/L < 1, dados pela Eq. (1.4.8), enquanto que as linhas continuas sdo novamente
a previsao das Eqs. (1.4.10) e (1.4.11), para L — oo. (Inser¢oes) Ampliagao, para melhor
visualizacao, de parte dos respectivos graficos principais.
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figura temos o excesso de entropia AS, para todos os sitios. A nivel ilustrativo, na insercao a
direita, mostramos a entropia de Rényi do estado fundamental S$° e do estado com a excitagao
particula-buraco no ponto de Fermi a direita S;%.

Na Figura 3.2.6(b) apresentamos dados do estado [i0¢) = (1 : 1), na figura superior (inferior)
temos o excesso de entropia deste estado para indice n = 3 (n = 4). Novamente consideramos
uma cadeia de L = 800 sitios. As previsoes das Eqgs. (1.4.10), (1.4.11) e (3.2.6), para L
infinito, sao mostradas em linhas continuas em vermelho, e salvo as oscilagoes em torno destas,
os resultados apresentados estao em bom acordo com o esperado. As linhas pontilhadas azuis
correspondem o limite quadratico da funcdo FI9?, no regime ¢/L < 1, dado pela Eq. (1.4.8)

com d'9¢ = 1.



Capitulo 4

Escada de duas-pernas com interacao de

trés-spins

Neste capitulo apresentaremos nossas contribui¢oes originais no avanco do entendimento das
correcoes de tamanho finito da entropia de emaranhamento em sistemas de spins, 0s nossos
principais resultados foram recentemente publicados na revista Physical Review B [30]. Estu-
damos, particularmente, estas correcoes para uma cadeia de duas-pernas com interacao de trés
spins exatamente soltivel. Conforme veremos, subsequentemente, este modelo pertence a classe
de modelos que sao bem conhecidos por serem exatamente soliiveis por uma transformagao de
Jordan-Wigner.

A hamiltoniana, definida em uma geometria de duas pernas, que consideramos é a seguinte

L 2 L
Hatog =2 3 ZZ D88 goact T 538t gaashyn) —h YD sk, (401)

a=z,y A=1 j=1 A=1 j=1

sendo J; (j = 1,2,3) constantes de acoplamento [veja Figura 4.1.1(a)], s, (8 = =,y,2) sdo
operadores de spin-1/2 na perna A = 1,2 e degrau j, h é o campo magnético, e L é considerado

3 3 3 (67 — (&7 « — «
par. Investigamos o modelo acima com PBC, ie., s§. ; = s{; e s§,,;, = s§;. Modelos

com interagao multispin do tipo s§ H sj sy, (com o, = z,y) podem ser mapeados em
l=j+1
uma forma fermionica quadrética ou biquadratica, como primeiramente notado por Suzuki [93].

Sendo assim, podemos utilizar o formalismo apresentado no Apéndice A.I para a diagonalizar
esta hamiltoniana. Varias variantes da hamiltoniana (4.0.1), com interacdo de trés-spins, tém
sido consideradas na literatura [94-101]. E vilido mencionar que hamiltonianas de spin-1/2 com
interagdo de trés-spins podem ser geradas em redes opticas [102].

Os autores da Ref. [100] também investigaram o mesmo modelo por noés considerado, porém,

focados nos efeitos da distorcao de rede no sistema infinito. Diferentemente, nosso objetivo é

26
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F\/\/—\

\JL\*L,}'/ N ?l C%/\/\/\ 7P
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Figura 4.1.1: (a) Representagao esquematica de uma escada de spins de duas pernas. Jy, Jo e J3
sao acoplamentos entre spins ao longo dos degraus, da diagonal e das plaquetas, respectivamente.
Consideramos um sistema bipartido como o indicado na figura. O sistema de L degraus é
dividido em dois subsistemas de tamanhos £ e L — . (b) Os termos de hopping da hamiltoniana
fermionica (4.1.1).

determinar as correcoes de tamanho finito das energias e das entropias de emaranhamento
associadas com varios estados.

Neste capitulo vamos inicialmente (Se¢ao 4.1) descrever o procedimento para diagonalizar a
hamiltoniana (4.0.1) de modo exato, bem como obteremos seu diagrama de fases. Na Sec¢do 4.2,

vamos determinar a entropia de Rényi do modelo utilizando o método padrao das correlagoes.

4.1 Diagrama de fases e propriedades criticas

A fim de transformar os operadores de spin da hamiltoniana (4.0.1) em operadores fermionicos
sem spin utilizamos a transformagao de Jordan-Wigner [Eq. (2.1.1)], com s§; = s§,5;_,), de

modo que obtemos

L—-1 2L—-2

Haleg = Z (ch;rjflc% + J2C;C2j+1) Z _iCTCJ+2 + chzL 1Cor
j=1 (4.1.1)
—etmN |:JQCT o — % ( I e +d 2)} +h.c. — hN 4 hL1,
. 2L
sendo A" = Y ¢l ¢, o operador niimero. Note que o sistema original, na geometria de uma escada

n=1
zig-zag de duas pernas com L degraus, e em operadores de spins, ¢ mapeado em uma cadeia

de férmions livres de 2L sitios. Esta tltima possui termos de hoppings alternados de primeiros
vizinhos, e hoppings segundos vizinhos [veja Figura 4.1.1(b)].! Uma vez que a hamiltoniana
(4.1.1) é quadratica, ela é um caso particular da hamiltoniana geral (A.0.1). O conjunto dos

2L operadores fermionicos {n;} da transformacao de Bogoliubov [Eq. (A.1.2)], que diagonaliza

! Curiosamente esta figura apareceu na secio “Kaleidoscope” de agosto de 2012 da PRB.
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a hamiltoniana (4.1.1), divide-se em dois conjuntos, dados por

L .
1 0 Ji + Jre ik )
+ —ikj 1 2
M = —F— e (c 0 | (4.1.2)
v2LJZl R P B

com a condigao de contorno cyr; = €¥c;, sendo p = 0 (1) para N impar (par).? Os vetores de
onda sdo k(n) = 222 com ne€ Z no intervalo [—L/2, L/2). Podemos inverter a Eq. (4.1.2) e
expressar os operadores ¢;’s em termos dos novos operadores nf’s, o resultado obtido é

1 i+ o 1 i N et
Czj—l_\/ﬁze (i +me) e C2j_\/ﬁze Ty + Joeik| (¢ =) (4.1.3)

{k} {k}

de modo que podemos expressar a hamiltoniana (4.1.1) na seguinte forma diagonal

Havg = 30 5 [ hii'ng + 5. (1.0

o=+ {k}

na qual a banda de dispersao é dividida em dois ramos (o = +) dados por
e7(k) = —h — Jscosk + o | J; + Joe™|. (4.1.5)

Portanto, podemos interpretar 7y (nZT> como o operador de aniquila¢ao (criagdo) de uma

particula no ramo ¢, com momento k e energia ?(k), e nZTnZ é o operador nimero de ocupacao
do nivel €7 (k).

Quanto ao caso de campo magnético nulo, ap6s uma exaustiva investigacao das bandas de
dispersao acima, notamos que dependendo dos acoplamentos Ji, Jy e J3, o perfil das bandas de
dispersao apresenta trés comportamentos distintos. As principais caracteristicas destes perfis
sao retratados nas Figuras 4.1.2(a) - (c¢). Rotulamos as regioes dos acoplamentos como regioes
I, IT e III de acordo com os momentos de fermi no limite termodinamico. Na regiao I (II)
temos quatro (dois) momentos de Fermi, enquanto que na regido III os momentos de Fermi
sempre aparecem em kp = +(m — w/L). Pode-se observar da Figura 4.1.2 que as regides [ e 11
possuem gap nulo no limite termodinamico, enquanto que a regiao III sempre apresenta um gap
finito. No ultimo caso, a menor excitagao estd no setor s; = —1, e o gap de spin é dado por
AE = |J; — J| — J3.> Na Figura 4.1.3, sao mostradas estas regides no espago de parametros
Jo/J3 vs Ji/Js.

2Note que a transformacio (4.1.2) é canonica, i.e., os operadores 7 também sio fermionicos: {UZTWZ//} =
00,010k, € {n;‘ia "71?//} =0.

3Note que na regido III, poderiamos ingenuamente esperar que AE tomasse valores negativos para algum
acoplamento. Entretanto, isto ndo acontece, uma vez que o conjunto de acoplamentos tal que AE < 0 nao
pertence a regiao III.
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(b) Region (II) (C) Region (IT])

(k)

X (k)

0
k/m k/m k/m

Figura 4.1.2: As figuras (a), (b) e (c) s@o os trés perfis tipicos da banda de dispersao (4.1.5),
para h = 0, que correspondem as regides (I), (IT) e (IIT), respectivamente da Figura 4.1.3. k&
sao os momentos de Fermi em cada ramo o = +.

E interessante notar também que, diferentemente da regido III, na qual a magnetizacio é
sempre nula se h = 0, nas regioes | e II a magnetizacao do estado fundamental é em geral
nao nula, dependendo das constantes de acoplamento. A magnetizacao por sitio é dada por

+ —
m = ﬁ; (GS ‘Si,j} GS) = % — 1/2 sendo os momentos de Fermi k¥ determinados, no
?-]

limite termodinamico, resolvendo as equacoes ei(kf) = 0, e portanto sao dados por

Tody — hJy + TR+ 22+ J2J2 — 2J1J2J3h) 416)

ki = arccos
Em conformidade com as equagoes acima, vemos que para h = 0 a magnetizacao é, em
geral, nao nula, conforme ja comentado. Na Figura 4.1.3, também mostramos os valores da
intensidade da magnetizacao m no espaco de parametros.
Vamos agora investigar as regioes criticas I e II em mais detalhes. Primeiro definimos o
vacuo tal que ni° [vicuo) = 0Vk. Os autoestados da hamiltoniana sdo
07, Q7) = H H n7" [vacuo) , com energias Egt o = hL + Z Z e?(k), (4.1.7)
o= keQeo o=+ keQo

sendo QF o conjunto de momentos ocupados no ramo €% (k) da relagao de dispersdo. O momento

Porg-=»_ Y k (4.1.8)

o=+ ke

total deste estado é

Obviamente o estado fundamental da hamiltoniana (4.1.4) é obtido adicionando-se particulas
nos niveis de energia abaixo de zero, i.e., Q7 = {k(n) = 22247 |7 (k) < 0 }. Note que o operador

nimero pode ser escrito com N =N+ —{—J\A/", sendo N7 = ZnZTng, e portanto N7 = <A7"> éo
{k}
numero de particula no ramo . Por simplicidade, vamos considerar que no estado fundamental

N+ e N~ sao ambos pares, e portanto

kg kg
|GS) = H H n7'n7t [vacuo) , com energias Fy = hL + Z Z e’ (k), (4.1.9)
o=+ k;:Tr/L o=t k=—kp
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Figura 4.1.3: Diagrama de fases do estado fundamental para h = 0. As regido I e II tem gap
nulo, enquanto que a regiao III apresenta um gap finito. O painel & direita indica a intensidade
da magnetizagao por sitio m.

na qual os momentos de Fermi (sistema finito) sdo k% = (N7 — 1)/ L.

A fim de determinar a classe de universalidade de comportamento critico é necessario avali-
armos as correcoes de finito de Ej, pois conforme vimos no Capitulo 1 estas correcoes sao rela-
cionadas com a carga central ¢ [veja Eq. (1.2.1)]. Para um valor de densidade fixa p = N'/2L a

corre¢ao dominante pode ser obtida usando-se a féormula de Euler-Maclaurin (2.2.16), que leva

a
E(] T ('U;— + Us_) _3
-t
sendo v = % , = (Jg T iy | Jy + Jpe2mio® ) sin(2mp*), p° = N7/2L a densidade
k=2mp

de particulas no ramo €%, e ey, = el + e, a energia livre por sitio, com e dado por e =

o
h(i—2p%) — Bsin(2mp*) £ fo%pi & | Jy 4+ Joe'*|. Note que o momento total [Eq. (4.1.8)] &
nulo, P = 0.

Observe que a hamiltoniana (4.1.4) é composta por duas hamiltonianas desacopladas [cada
uma associada a uma das bandas o0 = £ da relacdo de dispersao (4.1.5)], por este motivo ela é
descrita por duas CFT’s ndo interagentes, como se vé pela Eq. (4.1.10). Os estados excitados sao
obtidos adicionando-se particulas (buracos) acima (abaixo) do nivel de Fermi. Este processo é
analogo ao empregado (detalhadamente) na Se¢ao 2.2.1 para o modelo XX. Isto é, consideramos
a seguinte excitagdo: (i) Q4 (|Q|) particulas sdo adicionadas (removidas) na banda e* acima
(abaixo) do nivel de Fermi, sendo Q = @, + Q_ a variagdo do nimero de particulas desta
excitacdo [portanto ) dita a condi¢do de contorno na hamiltoniana (4.1.1)[; (47) e/ou podemos
remover |(+| particulas nos niveis ocupados mais altos do ponto de Fermi & esquerda/direita

da banda ¢ = + e adicionar estas particulas nos niveis desocupados mais baixos do ponto de
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Fermi a direita/esquerda da mesma banda o = +. Os sinais de Q1 e S+ sdo convencionados do
mesmo modo que foi feito no modelo XX (veja por exemplo a Figura 2.2.1). Na Figura 4.1.4,
sao apresentados alguns exemplos destas excitagoes para acoplamentos na regiao I do diagrama
de fases (Figura 4.1.3), estas sdo, novamente, chamadas de excitagoes compactas, uma vez que
nao apresentam buracos no espaco de momentos. Para acoplamentos na regiao II, onde temos
apenas um modo de gap-nulo, as excitagoes sao as mesmas discutidas nos capitulos precedentes

para o modelo XX. Note que o conjunto de momentos ocupados em cada ramo é dado por

07 = (kg — 2 [% — (B, + mN9H2)] o kg4 27 [9 4 (B, 4 TG ]} (411)

sendo J, = mod (mod@ + mod@,). Portanto, da Eqs. (4.1.7) e (4.1.8) juntamente com a

formula de Euler-Maclaurin (2.2.16) encontramos que as energias sao dadas por

2] [Q2 .
Elg, sy =Bt ) = [ RG> /2)} 0 (L7, (4.1.12)
o=+
com momentos
Pig, . = Po+ Z Qo By +0,/2). (4.1.13)
o=+

Lembrando que na regiao II se tem sempre v = 0. Estas duas tltimas expressoes enfatizam
que, de fato, a hamiltoniana (4.0.1) é descrita por duas teorias conformes ndo interagentes.

Resultados similares foram encontrados em modelos com mais de um modo de gap-nulo |43, 103
107] .

o e e \\
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Figura 4.1.4: Representacao esquematica de alguns estados excitados compactos com [y = 0.
Os circulos abertos (preenchidos) representam niveis desocupados (ocupados). Abaixo de cada
banda de dispersdo temos a representacao compactada desta dispersao. A fileira de circulos
superior (inferior), dentro do simbolo {}, denota o ramo ¥ (¢7) da dispersdo, ja as linhas
verticais, as posicoes dos momentos de Fermi.. Mostramos apenas excitacoes para acoplamentos
na regidao I, uma vez que na regiao IT (ramo ¢t completamente desocupado) as excitagoes sao
idénticas as discutidas no modelo XX (veja por exemplo a Tabela 3.3).
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Comparando as Egs. (4.1.10), (4.1.12) e (4.1.13) com as Egs. (1.2.1) - (1.2.3) concluimos que
vE sdo as velocidades do som associadas a cada ramo, e portanto identificamos a carga central
¢ = 1 para cada modo de gap-nulo. Este valor de ¢ implica que a classe de universalidade
do comportamento critico da hamiltoniana (4.0.1) é o mesmo da cadeia XX. Finalmente as

dimensodes de escala de cada modo sao

- Q . ,
AL 5, = e + (Bs 4 6,/2)”, com spin planar, 3. 5, = Qo (B +64/2),

que tém uma estrutura similar as dimensoes de escala do modelo gaussiano [36, 46, 47] [veja
também as Eqs. (1.2.8) e (1.2.9)]. Atente-se ao fato de que A§; = A, = 1 corresponde a
dimensao de escala do operador energia, assim como na cadeia XY.

Finalmente deslocando a particula mais proxima do ponto de Fermi a direita (esquerda), de
cada ramo o = £, em j, (j/) quantas de momento a direita (esquerda), temos uma torre de

estados acima de cada das energias (4.1.12). Estes estados tém energias e momentos dados por

2mvg L -
AEG L =N T (Ag o e+ l) +o(L72)

o=% L
{]o‘vjzr} —_ 27T o - -/
AP =) (58,8, e = d5) (4.1.14)
o=%+
sendo j, e j/ inteiros cujas degenerescéncias sao dadas pela Eq. (2.2.13) (quantidade de partigoes
inteiras de um ntmero inteiro). E X?Q:j,éi} = U;t (AUQmﬁn + Jo + ]:7) é a dimensao de escala do

operador associado a excitacao.

4.2 Entropia de emaranhamento

Estamos interessados, agora, nas correcoes de tamanho finito da entropia de Rényi, nas regioes
criticas I e II. Uma vez que a hamiltoniana (4.0.1) pode ser mapeada em uma forma quadratica
em operadores fermionicos [Eq. (4.1.1)], podemos utilizar o formalismo do Apéndice A.IT para
calcular a entropia de Rényi através do método da matriz de correlagao.

Note que, assim como no modelo XX, tem-se (clcl ) = 0 = (c,c,n) ¥Vm, n e para qualquer
conjunto {QF, Q7 }. Entao, ¢ suficiente calcularmos a matriz de correlagao Cy,.,, = {(cl c,), cujos
autovalores w, sdo relacionados com a entropia de Rényi pela Eq. (3.2.1).

Os elementos da matriz de correlagao C,,, para um estado arbitrario [veja Egs. (4.1.3) e

(4.1.7)] sao

a+.0-) .
L ey = 3 3 0 (g
’ 2m,2 QLJ;{%:}e M Mk ot a-
2re) _ 4 —ik(n—m) _J1+Jae < ot cr> : (4.2.1)
CQW—LQ” - 2LJ;:‘:O—{§}6 |J1+J2€ik’ Mhie T Q+.0-

C2m71,2n71 = sz,2m € CQm,anl = an—l,Zm
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Figura 4.2.1: (a) Entropia de von Neumann S;(L,¢) do estado fundamental de um sistema de
tamanho L = 800, h = 0, J3 = 1 e alguns valores de J; e Jy (ver legenda). Os acoplamentos
associados com os dados em preto, azul, e vermelho pertencem respectivamente as regioes I,
II, e III do diagrama de fases da Figura 4.1.3. (b) Resultados da diferenca D;(L,¢) para os
mesmos parametros da figura (a). Apenas alguns sitios sdo apresentados. As linhas solidas
nestas figuras conectam os pontos ajustados. A fim de mostrar todos os dados na figura alguns
valores foram adicionados a Sy e Dy, como indicado pelas setas. (Inser¢des) Sy e Dy para todos
0s sitios.

Para o estado fundamental [Eq. (4.1.9)] temos

C|GS> __ 1 sin(m—n)2mpT +sin(m—n)2mp_
2m2n 7 2L sinm(m—n)/L '
C‘GS> _ _ 1 Z 6—ik(n—m) JitJae* (422)
2m—12n — 2L J1+Joeik
+ _ 1+J2e
kh<k<kp

Equacoes semelhantes também podem ser deduzidas para os estados excitados.
Assim como fizemos para o modelo XY, nas proximas subsecoes vamos determinar os auto-
valores da matriz de correlacao C,, », numericamente, a fim de obtermos a entropia de Rényi do

estado fundamental, bem como de estados excitados.

4.2.1 Estado fundamental

Vamos comegar considerando a entropia de Rényi do estado fundamental. Na Figura 4.2.1(a),
mostramos a entropia de von Neumann S; como uma fun¢do de ¢ para sistemas de tamanho
L =800, h =0 e trés conjuntos de acoplamentos (Jy, Jo, J3). Estes conjuntos de acoplamentos
ilustram o comportamento de S; nas trés distintas regioes do diagrama de fases retratado
na Figura 4.1.3. Como pode ser observado, na regiao com gap (regido I1I) a entropia de von
Neumann tende para uma constante, como esperado. Em contra partida, para as regioes criticas
I e II, S; aumenta em acordo com a predicao da CFT [veja Eq. (1.4.2) e (1.4.4)]. As linhas
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preta/azul na Figura 4.2.1(a) sdo os ajustes dos nossos dados usando a Eq. (1.4.4). Note
que a escada de duas pernas possui 2L sitios, por esta razao devemos fazer L — 2L nesta
equagao. A carga central ¢ obtida através destes ajustes é ¢ = 1.00001 (cer = 2.00021) para o
conjunto de acoplamentos localizado na regiao critica IT (I). Resultados similares foram obtidos
para diversos outros conjuntos de acoplamentos destas duas regioes distintas. Estes resultados
mostram que para a regiao II, a fisica de baixas-energias ¢ descrita por uma CFT com carga
central ¢ = 1, como ja haviamos predito [ver Eq. (4.1.10)]. E interessante notar que na regido I,
na qual existem dois modos de gap-nulo (ao invés de um como na regiao II), obtemos uma carga
central efetiva cog = 2. Este resultado assemelha-se ao resultado encontrado para a correcao de
energia do estado fundamental [ver Eq. (4.1.10)]. Entretanto, diferentemente das corregoes das
energias, a entropia nao depende das velocidades do som. Entao, esperamos que cada modo de
gap-nulo contribua para a corre¢ao de tamanho finito da entropia como na Eq. (1.4.4). Por esta
razao, obtemos cer = 2c nesta regiao. De um modo geral, esperamos que ceg = NgnuioC, sendo
Ngnulo © Nimero de modos de gap-nulo.

De modo que, o termo dominante da entropia de Rényi do estado fundamental comporta-se

, 1 9L
Sn(L,0) = % (1 + ﬁ) log [7sm (%)} +d,, (4.2.3)

i.e., fazemos ¢ — co na Eq. (1.4.4). A fim de observar melhor as corregoes subdominantes

assintoticamente como

nas entropias [Eq. (1.4.5)] deste sistema, ¢ conveniente redefinirmos a Eq. (3.0.2), trocando

também ¢ — co, assim definimos

Do(L,0) = Sy(L, €) — %ﬁ (1 + %) log [%sm (%)] , (4.2.4)

na qual cer = 1(2) na regido II(I). De acordo com a Eq. (1.4.5) é esperado que

101 + gn(1 — p1)cos(kl + 0)
| Lsin (37) [

Dy (L, l) = cpt + (4.2.5)

Na Figura 4.2.1(b), mostramos a diferenca D; para os dois conjuntos de acoplamentos da
Figura 4.2.1(a). Um interessante e nao trivial comportamento observado na entropia de von
Neumann na regiao I é que ela apresenta oscilacoes nao esperadas. Até entao, pensava-se que
oscilagoes ocorriam apenas nas entropias de Rényi S,, com n > 1, de fato como discutido no
Capitulo 3, Xavier e Alcaraz [74| conjecturam, a partir do estudo de diversos modelos com
apenas um modo de gap-nulo, que a entropia de von Neumann, em sistemas bipartidos, nao
deveria apresentar estas oscilagoes. Se J; # Js, oscilagoes entre sitios pares e impares aparecem
naturalmente na entropia. Diferentemente, a oscilagdo observada na Figura 4.2.1(b) para os

acoplamentos da regiao I esta presente mesmo para J; = Jo, ou seja nao é devido a dimerizacao;
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Figura 4.2.2: (a) Entropia de Rényi do estado fundamental de um sistema de tamanho L = 800,
h =0, J; =1, en =3, e dois valores de J; e J; (ver legenda). Os acoplamentos associados com
os dados em preto, e azul, estdo localizados nas regides I, e II, respectivamente (veja Figura
4.1.3). (Inser¢ao) Resultados para L = 40 e n = 10. (b) A diferenca D5(L, () para os mesmos
parametros da figura (a). Apenas alguns sitios sdo apresentados. Os simbolos solidos em (a) e
(b) sdao os dados numéricos e as linhas solidas conectando-os sao os ajustes.

sendo assim, a conjectura, acima citada, parece nao se aplicar em sistemas com mais de um modo
de gap-nulo. Outra conjectura feita por aqueles autores é de que a correcao de tamanho finito
subdominante da entropia de von Neumann decai com o expoente p; = 2. De fato, observamos
este decaimento na regido II. A linha em azul na Figura 4.2.1(b) é o ajuste dos nossos, dados
assumindo-se que D; se comporta como na Eq. (4.2.5). O expoente que obtivemos a partir
deste ajuste foi p; = 2.0001, em acordo com a conjectura supracitada.

Na regiao II, com dois modos de gap-nulo, ajustamos nossos dados assumindo que D; tem
um termo oscilatorio diferente do contido na Eq. (4.2.5). E também ndo é uma soma das
oscilacdes de cada modo individual, mas sim uma nova forma. A fim de ajustar nossos dados
nesta regiao, trocamos g1(1 — d, 1)COS(I€€ +6) na Eq. (4.2.5) pelo seguinte termo g; cos (kzl) +
952) coS (k‘}rﬁ) —I—gf’) coS ( kg ki €> +gl Y cos ( E E) Usando este termo oscilante, somos capazes
de ajustar nossos dados perfeltamente, cOmo mostrado na Figura 4.2.1(b). O expoente obtido
neste caso foi p; = 2.0007. Resultados similares foram observados para diversos outros conjuntos
de acoplamentos. Subsequentemente, daremos a motivacao para termos considerados o padrao
de oscilacao acima. Estes resultados indicam que o termo subdominante da correcdo na entropia
de von Neumann é de fato governado pelo expoente p; = 2, mesmo para modelos com mais de
um modo de gap-nulo.

Vamos agora considerar as entropias de Rényi do estado fundamental com n > 1. Como

ilustragao, na Figura 4.2.2(a) apresentamos S, (L, ) como fun¢ao de ¢ para sistemas com ta-
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manhos L = 800 e L = 40, dois valores de n, e alguns acoplamentos. Nos casos que n > 1,
sdo esperadas oscilagoes na entropia com condigoes de contorno periddicas |72, 74|, conforme
mencionado na Segao 1.4 [veja também o Capitulo 3|. Além disso, é esperado que as amplitudes
das oscilacoes diminuam quando o sistema aumenta. De fato, este comportamento é claramente
notado no sistema com menor tamanho, mostrado na inser¢ao da Figura 4.2.2(a).

Novamente, para observarmos melhor estas oscilagbes, investigamos a diferenca D, (L, ).
Mostramos na Figura 4.2.2(b) Dj vs ¢, para os mesmos dados apresentados na Figura 4.2.2(a).
Vamos primeiramente discutir os dados da entropia de Rényi na regido II (que possui um modo
de gap-nulo). Nesta regiao, fomos capazes de ajustar nossos dados com a Eq. (4.2.5) com
k =k e 0 =0. O expoente que obtivemos deste ajuste foi p; = 0.666. Ajustes similares para
D,, (ndo mostrados) para n = 2 e 4 deram py = 0.999 e py = 0.497, respectivamente. Estes
resultados indicam que p, = 2/n, assim como na cadeia XY.

Por outro lado, nao é possivel ajustar nossos resultados da entropia de Rényi, na regiao I,
se considerarmos que as oscilagdes se comportam apenas como cos(kf + 6), como foi feito na
regiao II. A fim de obtermos alguma compreensao sobre estas oscilacdes na regiao I, calculamos

analiticamente a funcao de correlacao spin-spin do estado fundamental <s§ns§(n +£)> . Note,
GS

(e

primeiramente, que
<sfsj> <<c ci — 1/2) <c cj — 1/2)> =0, <c;rcj> + (<cjcl> — 1/2)2 _

Z,paraE#O,

2

g <8§n8§(n+8)> - m2 - ’CQn,Q(n—M)

na qual usamos o teorema de Wick (veja por exemplo [108]) e a Eq. (2.1.2). Portanto da Eq.
(4.2.2) temos

1 — 3 cos (k () — 5 cos (k*ﬁ) — cos (@6) + cos ( E Fﬂ)
412sin*(ml/2L) '

<8§n85(n+€)>GS =m -

Motivados pelo fato de que se é esperado que as oscilacoes da entropia parecem ser associadas
com a natureza antiferromagnética da hamiltoniana [70|, assumimos que a diferenga D, (L, ()

se comporta como

1051 + gn cos (kpl) + g2 cos (kH0) + gn 3) cos ("f pthp g) 99 cos (kE;k? g)
| Lsin (Z£) ™

D,(L,t) =c, +
(4.2.6)
De fato, como ilustrado na Figura 4.2.2(b), obtemos um bom ajuste dos nossos resultados

se assumirmos que D3 se comporta como a equacao acima. O expoente que obtivemos a partir

deste ajuste foi p3 = 0.667.
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Figura 4.2.3: (a) ASs vs ¢ para algumas excitagoes particula-buraco para um sistema de tama-
nho L = 1000, h = 0, J3 = 1, e dois valores de J; e J5. Os simbolos sao os dados numéricos e as
curvas solidas sdo os ajustes dos dados com a Eq. (3.2.6). As curvas solidas a partir do topo tem
valor de npp: 4, 3, 2, e 1. Os simbolos em azul (vermelho) sdo dados de acoplamentos na regiao
I (IT). Apenas alguns sitios sdo mostrados. A fim de mostrar todos os dados na mesma figura,
foram adicionadas algumas constantes nos valores AS,, como indicado pelas setas. Também
apresentamos as excitagoes em termos da notagao da Eq. (3.2.4). (Inser¢ao) ASs para todos os
sitios. (b) AS) vs (€/2L)* para diversas excitacdes de um sistema de tamanho L = 10000.

Resultados similares aos apresentados acima, foram obtidos para diversos outros valores
de m e parametros de acoplamentos. Os resultados obtidos para alguns valores de n indicam
que o expoente p, = 2/n, como acontece na cadeia XY [72] (ver também o Capitulo 3). Foi
conjecturado que o expoente p,, esta relacionado & dimensao de escala do operador energia A,
por p, = 2A./n [74]. Nossos resultados também estao de acordo com esta conjectura, pois

A, = 1 no presente modelo.

4.2.2 FEstados excitados

Finalmente, consideraremos as entropias de Rényi de estados excitados, seguiremos basicamente
o mesmo caminho que fizemos na Secao 3.2.2 para o modelo XX. Veremos que os resultados
para o comportamento da entropia de Rényi associados com excitacoes compactas estao em
acordo com as previsoes das Refs. [28, 29]. Ja os resultados associados com as excitacoes nao-
compactas diferem ligeiramente destas previsoes e serao interpretados de modo idéntico ao feito
na Secao 3.2.2.

Primeiramente, consideramos as entropias de Rényi para excitacoes compactas. Na Figura
4.1.4 j& mostramos alguns exemplos de excitagoes compactas na regiao [ com S = 0. Para estas
excitagoes, bem como para diversas outras (inclusive com (1 # 0) nas duas regioes criticas, I

e 11, encontramos que AS, = S&¢ — §G5 < 1073 para varios parametros em um sistema com
? n n ~Y
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L = 1000. Estes resultados estdo em conformidade com a predicao, dos autores da Ref. |28, 29|,
que S&¢ = S 1o limite termodinamico.

Como discutido nos Capitulos 1 e 3, as entropias de Rényi associadas com excitagoes nao-
compactas sao, em geral, diferentes daquela do estado fundamental. De fato, para estados
excitados nao-compactos, é esperado um excesso de entropia em relacao ao estado fundamental,
e diferentemente do excesso de energia e de momento, este excesso de entropia nao desaparece
no limite termodinamico.

Vamos primeiramente considerar a excitacao particula-buraco feita no ponto de Fermi a
direita/esquerda do ramo o da dispersao. Na Figura 4.2.3(a), apresentamos ASs em funcao de
¢ para algumas destas excita¢bes para um sistema de 2L sitios (L = 1000). Como observado

nesta figura, a entropia de Rényi associada com estas excitagoes nao-compactas aumenta com

Regiao 11
(Q-.6-) j_
o [geegsosases} ()+(1:4)- (0,0) 4
A {gﬁfg\ggggfgg} De(1:5) (0,0) 5
¢ {gegeoece) (1)4+(1:6)- (0,0) 6
v {&fﬁﬁﬁfgfgﬁffgg} (1)4+(1,3:1,2,3)- (1,0) 7
<« {Jisnenst (0+(12:1,2,3,4) (2,1) 8
> foemee) ((2:4.5) (1,0) 0
B {ooesteeee) (94(1,2,3:1,2,3)- 0,0) 9
Regiao I

- @900
000

® 00
O 00

(1,2:1,2)4(:)— 0,0) (0,0) 4

o {8 } ( 0
> {genees]es) (:)+(1,2:1,2)- (0,00 (0,0) 0 4
A {geieefeet (L2:1)(1:1,2)0 (1,0)  (=L0) 2 2
o {geinesslit (1:1)4(1,2:1,2)- (0,00 (0,0) 1 4
O {oleeesgeeset (1:1,2,3)4(1,2,3: 1) (2,1)  (=2,-1) 3 3
< {gfeessleel B:1,2)4(1,2:2)- (1,0)  (=1L,-1) 4 3
v {geiess]eeel (1,2:1,2)4 (0,0)  (0,0) 4 4

Tabela 4.1: Representacao esquematica de alguns estados excitados nao-compactos. Novamente,
os circulos abertos (preenchidos) representam niveis desocupados (ocupados). Apresentamos,
também, as excitacoes em termos de @, e [, |[veja Eq. (4.1.14)] e também em termos da
notagao da Eq. (3.2.4). No tltimo caso (—hY, —h% - R RY -0 —pb —pb oo pRopRoo),
representa um estado com buracos nos h?’s (h?’s) valores de momento permitidos abaixo do
ponto de Fermi & esquerda (direita) do ramo o e particulas nos pl’s (pZR’s) valores de momento
permitidos acima deste.
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0. Além disso, nossos resultados podem ser completamente ajustados pelas Egs. (1.4.12) e
(3.2.6). As curvas solidas pretas correspondem a um ajuste dos nossos dados. As Egs. (1.4.8) -
(1.4.12) foram determinadas analiticamente para no caso de apenas um modo de gap-nulo. Em
particular para uma teoria com dois campos ¢” (0 = +) desacoplados elas continuam validas.
Finalmente, consideremos AS; = S¢¢ — SE para diversas excitagoes nao-compactas. Neste
sentido, focamo-nos no comportamento de AS; no regime ¢/L < 1. Neste regime é esperado
que ASj, para um sistema com 2L sitios, se comporte como na Eq. (1.4.9) apenas trocando
L — 2L. Na Figura 4.2.3(b), AS; é mostrada em funcao de % (%)2 para diversas excitacoes
nao-compactas, no regime ¢/ L < 1 para um sistema com 2L sitios (L = 10000). A representacgao
esquemaética destas excitagoes é apresentada na Tabela 4.1, na qual indicamos os valores de (),
By € jo (4 = 0, nestes exemplos). Também mostramos estas excitagdes em termos das posigoes
dos buracos e particulas (h : p), [ver Eq. (3.2.4)] criados a partir do estado fundamental. Os
valores de d¥ que ajustam nossos resultados a Eq. (1.4.9) estdo dispostos entre parénteses &
direita de cada curva na Figura 4.2.3(b). Como pode ser observado, os valores de d* que sdo

consistentes com nossos dados sio d¥ = Y (j, +j.) (compare os valores nesta figura com
o=%

os valores de j. exibidos na Tabela 4.1). Este resultado de d¥ é andlogo ao resultado que ji
haviamos encontrado para o modelo XX [Eq. (3.2.5)], que possui apenas um modo de gap-nulo.
Conforme ja enfatizamos, este resultado é levemente diferente do esperado pelos autores [28, 29|,

sendo dY suposto ser a dimensdo de escala X%‘Sféﬁ} do operador associado a excitacao feita.



Conclusoes e comentarios finais

Nesta dissertagao estudamos alguns modelos exatamente soliveis via transformacao de Jordan-
Wigner. Uma vez que nosso interesse era analisar estes sistemas proximos de seus pontos criticos,
no Capitulo 1, um resumo de alguns conceitos bésicos/fundamentais sobre fendmenos criticos
foi apresentado.

No Capitulo 2, fizemos uma profunda andlise do espectro de energias do bem conhecido mo-
delo XY unidimensional em um campo magnético externo transverso. Utilizando os resultados
do Apéndice A.1, foi possivel resolver de modo exato o modelo supracitado, e também, determi-
nar o diagrama de fases do mesmo. Como ¢ bem estabelecido, dependendo de seus parametros,*
o modelo pode ser critico [(y = 0,h < 1) e h = 1] ou nao critico. Para as regioes criticas e
invariantes conforme, mediante as correcoes de tamanho finito das energias, constatamos que
os valores exatos das cargas centrais sdo ¢ = 1 e ¢ = 1/2 para (y = 0,h < 1) e (v # 0,h = 1),
respectivamente |[veja o diagrama de fases do modelo apresentado na Figura 2.1.1(c)]. Encon-
tramos também o conjunto completo das dimensoes escalares dos operadores priméarios da CFT
adjacente: para o modelo XX (¢ = 1) tem-se infinitos operadores primérios, com a mesma
estrutura do modelo gaussiano [compare a Eq. (2.2.12) com as Eq. (1.2.2), (1.2.3) e (1.2.9)];
por outro lado, para o chamado campo magnético critico (h. = 1), o modelo estd na mesma
classe de comportamento critico do modelo de Ising, ¢ = 1/2, e portanto existem apenas trés
operadores primarios na CFT adjacente [conforme as Eqgs. (1.2.6) e (1.2.7)].

O Capitulo 3 foi também devotado a cadeia XY, entretanto, nosso foco foi na entropia de
Rényi do estado fundamental, bem como de estados excitados.” Primeiramente, verificamos a
validade da Lei Entropica da Area para sistemas ndo criticos (e.g.: Figura 3.1.1). Em con-
trapartida, para as regioes criticas e invariantes conforme, vimos explicitamente que tal lei é
violada, e ainda, que esta viola¢do obedece a previsao universal da CFT [Eqgs. (1.4.3) - (1.4.5)].
Utilizando tal previsao estimamos as cargas centrais por meio da entropia de von Neumann do
estado estado fundamental, em perfeito acordo com os valores exatos encontrados no Capitulo 2.

Para o campo magnético critico h. = 1, focamos apenas nas entropias de Rényi do estado funda-

4Lembrando que analisamos apenas o quadrante -y, h > 0.
5Conforme exposto no Apéndice A.II, a entropia de Rényi pode ser calculada neste caso através do método
da matriz de correlagao.

70
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mental, foram verificadas as predi¢oes para o comportamento dominante e subdominante desta,
governados pela carga central e por um novo expoente (dimensao de escala do operador energia
[74]), respectivamente. Por outro lado, para o modelo XX, além de uma anéloga discussao da
entropia do estado fundamental, fizemos também uma vasta anélise das entropias de Rényi de
estados excitados, tanto dos estados compactos, quanto dos nao-compactos. Foi encontrado que
para os estados ditos compactos, a entropia de Rényi do estado excitado é degenerada com a do
estado fundamental, exceto por oscilagdes nao usuais, em conformidade com a Refs. [28, 29].
Quanto aos estados excitados nao-compactos, a entropia destes apresenta um excesso em relacao
a do estado fundamental, e ainda este excesso, que nao desaparece no limite termodinamico,
estd estreitamente relacionado com a excitacao analisada, estes resultados também estao em
acordo com as recentes predigoes feitas pelos autores das Refs [28, 29].°

Com o objetivo de estudar sistemas exatamente integraveis na geometria de “escadas”,
considerou-se no Capitulo 4 uma escada zig-zag de duas pernas com interagao de trés-spins.
O tipo especial/especifico da interagao multispin que consideramos assegura a solubilidade do
modelo via uma transformacgao de Jordan-Wigner. O diagrama de fases deste modelo foi deter-
minado, foram encontradas regides criticas e nao criticas. No caso das regioes criticas, fomos
capazes de obter analiticamente as corre¢coes de tamanho finito das energias, e através destas,
conseguimos obter de modo exato a carga central e as dimensdes escalares. O modelo investi-
gado [Eq. (4.0.1)] estd na mesma classe de universalidade de comportamento critico do modelo
XX, com carga central ¢ = 1. Além disso, as dimensoes escalares do modelo apresentam uma
estrutura similar & do modelo XX [compare as Eqs. (4.1.12) e (4.1.13) com a Eq. (2.2.12)].

Novamente, a carga central foi também obtida através da andlise das correcoes de tamanho
finito da entropia de Rényi do estado fundamental. Na regiao do diagrama de fases na qual
existe um modo de gap-nulo obtivemos ¢ = 1. Enquanto que na regiao com dois modos de
gap-nulo encontramos que o comportamento assintético da entropia de Rényi é dado pela Eq.
(4.2.3), com cef = 2¢ = 2. Lembrando que, diferentemente da corre¢ao de energia do estado
fundamental |[ver Eq. (4.1.10)], a predi¢ao universal para a entropia de Rényi [Eq. (1.4.4)] nao
depende das velocidades do som, ¢é de se esperar que cada modo de gap-nulo contribua para a
corre¢ao de tamanho finito da entropia como na Eq. (1.4.4), e por isso obtivemos cer = 2¢. De
um modo geral, esperamos que Cef = NgnuloC; 5endo Ngnule 0 Nimero de modos de gap-nulo. Foi
feito também um vasto estudo da correcao subdominante das entropias de Rényi. Na regiao
do diagrama de fase com um modo de gap-nulo, o comportamento da entropia de Rényi 5, é
semelhante ao observado no modelo XX, em contrapartida, na regiao na qual existem dois modos

de gap-nulo foram observadas oscilagdes na entropia de von Neumann (n = 1). Entretanto,

SContudo, o coeficiente d*, que aparece na Eq. (1.4.8), foi interpretado por nés de maneira distinta da
proposta de Alcaraz et al. [28, 29].
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em sistemas com condigoes de contorno periddicas, essas oscilacoes ainda nao haviam sido
observadas para indice n = 1 [72-76, 78|. E ainda, apesar da hamiltoniana (4.0.1) ser descrita
por duas teorias conformes nao interagentes, como indicado pela sua forma diagonal, Eq. (4.1.4),
as oscilagoes (regiao com modos de gap-nulo) na entropia de Rényi ndo sdo apenas a soma das
oscilagoes individuais de cada, e sim, uma forma mais abrangente [veja Eq. (4.2.6)]. Por fim,
analisamos a entropia de Rényi de diversos estados excitados. Nossos resultados associados
com excitacoes compactas, bem como com excitacoes nao-compactas concordam com aqueles
obtidos pelos autores das Refs. [28, 29|, com excessdo a interpretagio do coeficiente d¥, que foi
feita de um modo diferente [30].

Ainda em relacao ao modelo em geometria de escada de duas-pernas, uma extensao do mesmo
para escadas de N-pernas com interagoes de (N + 1) spins pode ser feita e levaria a uma carga
central efetiva cor = N (pelo menos para algumas regices do espago de parametros), isto porque
para sistemas com ngnu, modos de gap-nulo, é esperado que cer = TgnuloC, pelo menos para
sistemas nao interagentes (veja também a Ref. [101] para uma discussao similar). Este resultado
mostra que a entropia de von Neumann de uma escada de spins de N-pernas de tamanho L
e L modos de gap-nulo deve se comportar como S; ~ Llog(L) + aL, este simples argumento
mostra que a Lei Entropica da Area pode ser violada em sistemas criticos bidimensionais. De
fato, violagdes da Lei da Area ja foram observadas em dimensdes maiores que um [56-63].

Outro tema que merece nossa atencao ¢ concernente aos chamados quenches quanticos, uma
vez que, em anos recentes, estes tém despertado interesses tanto teoricos |66, 68, 79-81, 109-112],
quanto experimentais [113-115]. De um modo geral o protocolo quench é o seguinte: o sistema é
inicialmente descrito por uma uma hamiltoniana Hy, e para instantes ¢ < 0 o estado do sistema
|Wo) é o estado fundamental de Hy. No instante ¢ = 0 o sistema é abruptamente alterado, ou
melhor, a hamiltoniana que descreve o sistema é instantaneamente alterada para H. Se |U;)
nao é um autoestado de H, deveremos, para t > 0, considerar a evolucao temporal unitaria
do sistema. De modo que o estado do sistema evolui como |¥(t)) = e #?|¥y). Basicamente,
existem dois tipos de quench:

(i) quenches globais, que podem ser feitos mudando a interagao entre os graus de liberdade
em todo o sistema, e.g., preparar um sistema homogéneo e entao dimerizar suas interacoes
[68, 109, 110]. Estes também podem ser realizados através da alteracdo de algum parametro
externo, e.g., o campo magnético. Vale salientar que existem realizacoes experimentais deste
altimo protocolo [112-115];

(ii) quenches locais, no qual o sistema é alterado localmente, um exemplo sao os quenches
“corta-cola”; no qual apenas uma interacdo (i.e., um parametro local) é removida/acrescentada
[68, 109-111].

Fisicamente, apos um quench quantico, um dos aspectos mais interessantes da evolugao do
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emaranhamento do sistema é relativo a universalidade 23, 66, 116, 117]. Em geral, para um sis-
temas unidimensionais invariantes conforme, o comportamento da entropia de emaranhamento,
entre duas metades da cadeia (¢ = L/2) no limite termodinamico (L — oo), é:

(i) S(t) ~ logust para quenches locais;

(i1) S(t) ~ vt quenches globais.

Vale a pena comentarmos ainda que desenvolver experimentos reais para a medida do ema-
ranhamento é uma tarefa extremamente dificil, principalmente em sistemas de muitos corpos,
visto que o emaranhamento ¢ uma quantidade extremamente nao local. Para alguns sistemas
especificos, a entropia de emaranhamento estd conectada diretamente com observaveis, em prin-
cipio, acessiveis, e que incluem um pequeno nimero de graus de liberdade, de modo que o
emaranhamento poderia ser inferido indiretamente através de tais medidas de mais facil acesso.
Este é exatamente o caso discutido nesta dissertacao, conforme mostrado no Apéndice A.Il, a
entropia de Rényi pode ser recuperada através das correlacoes G, ,,, = <(cj1 — cn) (cm + cfn)>,
de acordo com as Eqs. (A.I1.6) e (A.IL.7). Por outro lado, para sistemas mais gerais, ainda nao
esté claro como “medir” o emaranhamento estatico e/ou dinamico.”

Conforme comentamos na Secao 1.4, Klich e Levitov propuseram um método para calcular
o comportamento (temporal) do emaranhamento apds um quench quantico monitorando a flu-
tuagao do nimero de elétrons passando através do contato onde o quench foi feito. Entretanto,
os resultados destes autores sao especificos a sistemas de férmions nao interagentes, e sua ge-
neralidade é uma questdo aberta [81]. E ainda, tem sido questionado que estas flutuagoes sao
em muitos casos similares & evolucao temporal do emaranhamento, mas nao sao equivalentes
[66, 81].® Juntamente com estas controvérsias, novos e diferentes protocolos quench tém sido
propostos/formulados com o objetivo de encontrar um medida acessivel do emaranhamento em
sistemas unidimensionais |80, 81].

Tendo em vista os muitos esforcos que tém sido feitos nesta crescente area, seria interes-
sante obter a evolucao temporal da emaranhamento de Rényi apds um quench para os sistemas
estudados nesta dissertacao. Este trabalho estd em progresso e serd apresentado em outra

oportunidade.

"Note que, o emaranhamento estatico, que foi extensivamente discutido neste texto, é uma medida da
correlacao entre duas partes de um sistema em equilibrio. Por outro lado, o emaranhamento dindmico refere-se
a evolucao temporal do emaranhamento apés o sistema ter sido perturbado.

8 Mais recentemente, Song et al. [118] mostraram que, pelo menos para sistemas de férmions nao interagentes,
estas sdo, de fato, equivalentes.



Apéndice A
Hamiltoniana biquadratica

Considere a seguinte hamiltoniana definida em uma cadeia unidimensional de comprimento L:

H = Z {Am,ncjncn + % (Bmmcjncl + h.c.) , (A.0.1)

onde ¢! ’s e ¢,’s sdo operadores fermionicos de criacdo e aniquilagio, obedecendo a algebra
fermionica (2.1.2). Esta é a forma biquadratica mais geral possivel para uma hamiltoniana em
termos de operadores fermionicos definida em uma rede.

Este apéndice esta dividido em duas segoes. Na proxima se¢ao, seguiremos os passos empre-
gados por Lieb e colaboradores no famoso Annals of Physics deles [12|. Uma vez que desejamos
diagonalizar a hamiltoniana (A.0.1), de modo exato, o método padrao é utilizarmos transforma-
¢oOes unitarias, como a bem conhecida transformacao de Bogoliubov. Por fim na segunda secao
mostraremos como a entropia de Rényi pode ser obtida através do método das matrizes de
correlagao particula-particula. Neste caso seguiremos basicamente as rotas usadas por Peschel
[119-122] que relacionou os autovalores da matriz de densidade reduzida com os autovalores de

uma matriz de correlacdo (veja também [119]).

A.I Diagonalizacao exata

Nosso objetivo aqui é reescrever a equagao (A.0.1) em uma forma diagonal, de modo que pro-
pomos:
H = Z Arnline + constante, (A.L1)
k

sendo 7, um novo conjunto de operadores a ser determinado e A; é uma energia da hamiltoniana.
Consideraremos aqui A e B reais, entao para H ser um operador hermitiano A deve ser uma

matriz simétrica, A,,, = A,.m, € B deve ser antissimétrica, B, ,, = —By, .

74
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Primeiramente, impomos que estes novos operadores seguem uma simples combinacao linear

? ’
dos operadores ¢! 's e ¢,,’s

=Y {M% . ¢x(n) ;M(n) CL} . (A12)

n

Estas transformacoes sao conhecidas como transformacoes de Bogoliubov, cuja transforma-

- Z {@:(n) "g@/}Z(n) T+ ¢k(n) ; 77/%(71) 77]1;} . (A.I.3)
k

¢ao inversa é

Agora obrigamos que essa transformacao seja canodnica, i.e., preserve a algebra fermidnica

do conjunto de operadores {c¢,,} [veja Eq. (2.1.2)]

{ng,mgt =0= %;[ k(1) Pg(n) — Yr(n)g(n)],
{nlm} = dey = §X 61m)oy () + vty )]

Retornando a hipotese de H ser diagonal na base do conjunto {7}, é facil ver que isto

(A14)

implica em [ng, H] — Agme = 0. Substituindo entao 7y [Eq. (A.L.2)] nesta ultima e igualando os

coeficientes de cada operador a zero encontra-se:

Apdr(m Z Yi(n) (Apm + Bum) , (A.L5)

Ak¢k Z Qbk - n m) : (A'I'6)

Devemos encontrar também a constante presente na Eq. (A.L.1), esta pode ser determinada

através da invariancia do trago de H nas Eq. (A.0.1) e (A.L1), resultando em

H= ZAk (77;9%——) ZAmm (A.L7)

Finalmente, é conveniente desacoplarmos as Egs. (A.L5) e (A.L.6), substituindo (A.L.5) em

(A.1.6) e vice-versa obtemos:

O(A— B)(A+ B) = 20y,

(AL8)
U(A+ B)(A - B) = A2,

onde definimos o vetor (®x),, = ¢r(m) e (Vi),, = ¥(m). E a determinagdo do espectro da

hamiltoniana (A.0.1) é reduzido a resolver as autoequagoes acima.
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A.Il Correlacao e emaranhamento

Nesta se¢do consideramos que a cadeia de tamanho L definida pela hamiltoniana (A.0.1) foi
dividida em dois subsistemas de tamanhos f e L — ¢, ¢ =1,2,--- | L — 1. Como enfatizado no
Capitulo 1, toda e qualquer propriedade (valor esperado de um operador) do subsistema com ¢
sitios pode ser obtida através da matriz de densidade reduzida py, e analogamente para o outro
subsistema. E possivel obter p, calculando p = |¥) (¥| e depois somando sobre todos os graus
de liberdade em L — ¢ [veja Eq. (1.3.4)]. Entretanto este calculo é impraticavel se ¢, L > 1.
Uma ilustracao desse método direto, para o caso de dois osciladores harmonicos acoplados, pode
ser encontrada nas Refs. |69, 123|. Nosso objetivo aqui é encontrar a relacdo exata entre os
autovalores de p; e G'G, sendo G, = ((cl, — ¢,) (e +¢f,)) [120-122]. Na Ref. [124] este
procedimento é detalhadamente explicado para o caso do modelo XX, sendo assim um 6timo
texto introdutorio.

Conforme Eq. (1.3.6), podemos escrever sempre p, = e~ /7, onde lembramos que a ha-
miltoniana de emaranhamento H, nao é, em geral, a hamiltoniana que descreve o subsistema
de comprimento ¢. FEntretanto, é garantido pelo teorema de Wick que H, é também uma
hamiltoniana biquadratica [119, 120] (veja também [108]). Portanto devemos ter

¢
H, = Z {am’nclncn (BmﬂcT T +h. C) . (AI1.1)

m,n=1
mas uma vez que impomos que p, = e’ /Z seja a matriz de densidade reduzida do subsistema
com / sitios, os autoestados de p, devem descrever este subsistema. Assim o problema a ser
abordado agora é: Quais sio as matrizes « e 3 tal que e~ /7 reproduza todos 0s valores médios
corretamente?
Por ter a mesma forma de H, podemos diagonalizar ‘H, através do mesmo procedimento ja

discutido, a transformagao de Bogoliubov (A.1.2), de modo que podemos escrever:

o oc e o exp <— Z eqd:;dq> : (A.IL.2)

q

sendo d; e d, os operadores fermionicos de criacao e aniquilagdo de um tnica particula com

autoenergia ¢,. Assegurando que Tr(py) = 1, encontramos

exp ( eqd d
=l|—F—— AL
pe= H 1+ exp ( ® Oar ( 3)

Da qual vemos explicitamente que a matriz de densidade reduzida é nao correlacionada

na base de d,. Definindo tanh (¢,/2) = v, — ¢, = log (1+”"), a matriz de densidade corres-

pondente ao g-ésimo modo fermionico é g, = Ltv qexp [log <1+V ) de } E utilizando a relacao
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olos(adida) _ + (A — 1)dj]dq temos

14+ v,
pe=Q < 5L - yngdq> : (A.IL4)

q

Da qual facilmente podemos calcular os seguintes valores médios:

1+1/q6

<dj1d6ﬂ> - gar € (dedgr) =0, (A.IL5)
)

que sdo uteis no céleulo da correlacdo Gm = ((cf, — ¢n) (¢ + ¢l,) ). Definindo (Oy),, = 6x(m
como as autofun¢oes ortonormais de (a—f)(a+ /), do mesmo modo que fizemos na Eq. (A.L8),

obtemos
GTG Z 1/,39 (n) param,n=1,2,--- (. (A.I1.6)

Note que a equacao acima pode ser reescrita como ©,GTG = tanh? (¢,/2) ©,, que portanto

define tanto ©,, bem como ¢,. Estes, por sua vez, definem a e 3, que fornecem a hamiltoniana
H, tal que py o< e 7,
Deste modo, o nosso problema esta resolvido: através das correlacoes corretas G, ,,,, advindas

da hamiltoniana H [Eq. (A.0.1)], constroi-se G'G. E dos ¢ autovalores v} de G'G obtemos os

V,

2¢ autovalores )\{”‘11""’ %S da matriz de densidade reduzida

1+, A{Vqlv"'quéfl} e —1 — Pk /\{Vql’m’yqefl}
2 2 |

finalmente destes autovalores podemos calcular as entropias de Rényi.

n n
Em particular, observe que Tr (p}) =[] [(HTV‘Z) + (1_;‘1) }, que imediatamente leva a
q

L n n
1 " 1 1+, 1 -1y,

i=1

E a entropia de von Neumann linriSn(L, 0) é
n—

s[5 () (55

Veja que se substituirmos v, = tanh (¢,/2) obtemos

—€k €k _
zk: {log +1) + pro 1] = —log (Z) + Tr (psHoe)

ou seja, devido a forma de H, [Eq. (A.IL.2)], tém se as mesmas expressoes para a entropia de
von Neumann e termodinamica S = F + (H,).

Nos Capitulos 3 e 4, os procedimentos discutidos aqui, estao aplicados para a cadeia XY e
para uma escada de duas pernas com interacao de trés spins, respectivamente. Além das refe-
réncias padroes ja citadas no inicio deste apéndice, pode-se encontrar uma excelente coletanea

do método da correlagao utilizado aqui nas Ref. |68, 69].
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