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RESUMO

Este trabalho de conclusao de curso tem como objetivo estudar alguns problemas da
Teoria dos Numeros que utilizam ferramentas de Andlise Matematica, destacando a in-
terligacao entre essas subarcas da Matematica, ¢ tornar o conteido mais acessivel para
alunos de graduacgao. O estudo é dividido em trés capitulos, que abordam as origens, as
representacoes ¢ as propriedades dos nimeros 7 ¢ e, dois numeros fundamentais na Ma-
tematica. A metodologia utilizada é a pesquisa bibliografica, com énfase na clareza e na
didatica das demonstragoes matematicas. Sobre os resultados da pesquisa, ela colaborou
para uma melhor compreensao da esséncia dos nimeros 7 e e, além de suas aplicacoes e

implicacoes em diversas areas da Matematica.

Palavras-chave: Relégio alfabético do . Representagao de série. Problema da Basiléia.

Irracionalidade e trascendéncia.
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INTRODUCAO

Dois nimeros que possuem significancia na Matematica, sdo o nimero pi (7) e o Nimero
de Euler (e). Tais constantes estao ligadas a solugdo de vérios problemas e sdo dotadas
de um conjunto grande de histérias ricas em detalhes.

Apesar de ser possivel listar diferentes subdreas da Matemética, como Algebra, Analise
e Geometria, nao se pode afirmar que ha uma clara separacao entre elas, pois a solucao de
alguns problemas requer a utilizagao simultanea de métodos que originalmente pertencem
a subareas distintas. Por exemplo, a Teoria Analitica dos Numeros utiliza ferramentas
de Analise Matematica para resolver problemas referentes a nimeros inteiros, que é o
objeto de estudo da Teoria dos Niimeros. Assim, o estudo de certos problemas a partir da
sua historia e do desenvolvimento da solu¢ao melhora a compreensao de como as varias
subareas da Matematica estao interligadas, o que contribui para o amadurecimento do
pesquisador e dos estudantes nas areas da Matematica.

Diante do contexto apresentado, o presente trabalho de conclusao de curso partiu
da minha familiaridade adquirida durante as disciplinas de Introducao a Teoria dos
Nimeros e Anélise. Além disso, realizei uma Iniciagdo Cientifica (IC), no Programa
de Educagao Tutorial (PET), intitulada “Algumas propriedades de nimeros demonstra-
das com o auxilio da Anédlise Matematica”. A pesquisa teve por objetivo estudar alguns
problemas que utilizam ferramentas de Andlise Matematica na sua solucao, examinando
brevemente a historia do problema e do desenvolvimento da solucao, com destaque para
o aspecto da interligacao entre algumas subareas da Matematica.

Assim, objetivamos fornecer uma visao abrangente e acessivel sobre o estudo de 7 e



Numero de Euler e, nao apenas aprofundando a compreensao desses niimeros notaveis por
parte dos estudantes, mas também cultivando uma apreciagao pela beleza e complexidade
da Matematica pura, através do estudo de conteidos da Teoria dos Numeros que nao estao
previstos na ementa da disciplina dos cursos de Matematica do Instituto de Ciéncias
Exatas e Naturais do Pontal (ICENP), da Universidade Federal de Uberlandia (UFU).

A metodologia empregada € a pesquisa bibliografica, que nos permite acessar tanto as
contribuicoes histéricas de matematicos renomados quanto as descobertas mais recentes,
enriquecendo o entendimento desses nimeros fundamentais. Adicionalmente, um esforco
foi dedicado a simplificacao da linguagem e a elaboracao de demonstracoes passo a passo,
visando facilitar o aprendizado dos alunos de graduacao.

Sobre a estrutura do presente trabalho, ele estd dividido em trés capitulos, com o
proposito de nao s6 elucidar a esséncia de niimeros especificos, mas também explorar suas
origens, representacoes matematicas e atributos intrinsecos.

O primeiro capitulo descreve as origens e a historia de m e e, desvendando suas uti-
lidades matematicas e o contexto cultural e historico que os envolve. Este segmento do
estudo foca especialmente na trajetéria do niimero 7, desde as civilizagoes antigas até suas
aplicacoes modernas, revelando uma histéria fascinante repleta de intrigas e descobertas.
Similarmente, a narrativa do e é explorada retrocedendo as raizes da analise matemaética.

No segundo capitulo, a atencao se volta para a representagao matematica destes
niumeros, com especial énfase em elucidar os métodos e técnicas que permitem expres-
sar 7 e o e de maneiras variadas. Este capitulo inicia com a exploragao da representacao
exponencial do Numero de Euler, avancando para as complexas interconexoes de m com
o Problema da Basiléia e a Integral de Gauss. Essas representagoes sao detalhadas passo
a passo, facilitando a compreensao dos alunos e aprofundando o entendimento desses
numeros, realgando a sua riqueza e complexidade.

Por fim, o terceiro capitulo foca nas propriedades fundamentais desses nimeros. Aqui,
sao investigadas as irracionalidades de 7 e e com uma exposicao detalhada das teorias
matematicas especializadas, tornando o conteudo acessivel para alunos em fase de apren-
dizado. A transcendéncia desses nimeros também é abordada, evidenciando sua singula-

ridade matematica.



CAPITULO 1

HISTORIAS E FATOS CURIOSOS
SOBRE 7 E EULER

1.1 Fatos curiosos sobre 7

1.1.1 Um pouco de historia do niimero ©

As evidéncias sobre a utilizacao do niimero 7w indicam que ele ja era usado hé cerca de
4.000 anos, sendo uma relagao constante entre a circunferéncia e o seu diametro, percebida
e investigada por muitas civilizacoes antigas, gerando interesse e curiosidade. No antigo
testamento da Biblia, em I Reis 7:23, temos que: “E ele (Salomao) fez também um lago de
dez ctibitos!, de margem a margem, circular, cinco ctibitos de fundo, e trinta ctibitos em
redor”. Este mesmo verso aparece também em II Cronicas 4:2. A leitura biblica percorre
uma lista de especificacoes para o grande templo de Salomao, construido cerca de 950
a.C. A circunferéncia era trés vezes o tamanho do diametro. Isto significa que os antigos
Hebreus se contentavam em atribuir a 7 o valor 3, determinado possivelmente através de
algumas medigoes.

Os povos egipcios perceberam que o valor da razao entre o comprimento ¢ de uma
circunferéncia e o seu diametro d é a mesma para qualquer circunferéncia. Além disso,

C

associavam esse valor ao do 7, sendo de aproximadamente 3,16, ou seja, m = . Essa

! Distancia do cotovelo & ponta do dedo médio.
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aproximagao foi mais precisa que a estabelecida pelos babilonios, que afirmaram que o
comprimento de qualquer circunferéncia era o triplo de seu diametro.

O famoso matematico grego Arquimedes escreveu em sua obra “Da Medida do Circulo”,
que o numero 7 relaciona-se com o comprimento da circunferéncia. Nessa época, ja se
tinha a nogao que a razao entre o comprimento de uma circunferéncia pelo seu diametro
resultava em uma certa “constante”. Arquimedes, utilizando poligonos regulares inscri-
tos e circunscritos em uma circunferéncia, construiu uma aproximacao para o nimero T,
calculando o perimetro desses poligonos regulares. Quanto mais lados ele acrescentava no
poligono, mais refinada ia sendo a sua aproximacao. Através do poligono regular de 96
lados, ele calculou uma aproximagao para 7 da forma:

3+10< <3+1
717 7

Como citamos anteriormente, o numero 7 exerceu grande fascinio em varias civilizagoes
ao longo dos séculos. A tabela abaixo (1.1) mostra algumas aproximagoes para o valor de

7, adotadas em diferentes datas.
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Tabela 1.1: Aproximacoes para o valor de 7

Origem/autor Data Aproximada | Valor
A 1
Babilonia 2000 a. C. 3+ 3
. : 16)*
Egito (Papiro de Ahmes) 1650 a. C. n
Arquimedes 250 a. C. %
377
Ptolomeu 150 d. C. 20
China (Liu Hui) 220 d. C. 3,14150
. . 355
China (Tsu Chung Chih) 480 d. C. 13

Fonte: Barros e S& (2022)

Com o passar do tempo, as civilizacoes compreenderam que nimeros como 7 e /2
sao diferentes dos niimeros inteiros, assim como dos numeros racionais. Alguns povos

perceberam entdo a irracionalidade de v/2, o que ocorreu para m apenas posteriormente.

Atualmente alguns pesquisadores vém calculando e quebrando o recorde de precisao
das casas decimais do nimero 7. De acordo com [15], o tltimo recorde mundial foi em
2021 pela Universidade de Ciéncias Aplicadas de Graubiinden, na Suica, com 62,8 trilhoes
de casas decimais. Anteriormente a isso foram computadas 50 trilhdes de casas decimais,

que acabaram superando os 31,4 trilhoes de digitos anteriores.
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1.1.2 Diado

O Dia do pi (7), ou Pi day [3], é uma celebragdo anual da constante matemdtica m. A
escolha da comemoracao na data de 14 de margo desde 1988 para o Dia Internacional do
Pi, justifica-se pelo modo como os americanos registram as datas, com o més na frente do
dia (3/14).

1.1.3 Reldgio Alfabético do 7

Iremos abordar agora uma ideia criativa e inovadora de [13] sobre o “Relégio Alfabético
do 7”7, utilizando simetria e a sequéncia dos digitos desse niimero. Esse conceito combina
elementos matematicos e arte de uma maneira tinica sobre um dos nimeros mais famosos
da histdria, que possui grande significancia na Matematica, por estar ligado a solucao de
varios problemas e por ser dotado de um conjunto grande de histérias ricas em detalhes.
Assim, foi concebida uma variante inovadora de relégio. Em vez do tradicional modelo
numeérico, imaginamos um relégio composto por letras. Mais especificamente, ele incor-
pora todas as 26 letras do alfabeto portugués. Este design transforma o convencional

rel6gio numérico em uma exibicao alfabética do relégio do m como segue na figura (1.1).

Figura 1.1: Reldgio com letras

Fonte: Elaborada pelo autor

A seguir utilizamos o conceito de simetria (veja a definicao (4)) considerando todas

as letras do alfabeto que possuem simetria vertical, que sao: A, H, I, M, O, T, U, V, W,
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X e Y. Ao remover tais letras simétricas, os 5 grupos formados por letras que sobram do
relogio tém, respectivamente, a seguinte quantidade de letras agrupadas: 6, 3, 1, 4, 1,

conforme a figura (1.2).

Figura 1.2: Relogio apods retirada de letras utilizando simetria vertical

Fonte: Elaborada pelo autor

Da quantidade acima, o unico niimero primo é 3. Colocando o ponteiro sobre o
3 e lendo os numeros em sentido horario, vocé obtém a sequéncia 3,1416, que é uma

aproximacao de 7.

Figura 1.3: Relégio alfabético do w

Fonte: Elaborada pelo autor
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Este método é uma maneira interessante e educativa de visualizar e explorar proprieda-
des de 7. Ele pode ser um recurso excelente para a educacao matematica, especialmente
para despertar o interesse em matematica e nimeros entre estudantes. Além disso, a
abordagem artistica e o uso de simetria adicionam elementos visuais atraentes que podem
facilitar a compreensao e o interesse pelo conceito. A ideia também destaca a natureza
ubiqua do ntimero 7, mostrando como ele pode ser incorporado de maneiras nao convenci-
onais e criativas em diferentes contextos, como a arte e o design. E um excelente exemplo

de como os conceitos matematicos podem ser explorados de forma ludica e imaginativa.

1.1.4 Outras curiosidades

Abordaremos uma curiosidade fascinante relacionada ao Problema da Basiléia no préximo
capitulo, com um foco especial na contribuicao de Euler para a soma de uma determinada
série. Euler aproximou-se da solucao através de algumas propriedades, representando
de uma maneira inovadora. E interessante notar, conforme citado em [6], que Euler
cometeu o que pode ser considerado um “erro” do ponto de vista do rigor matemaético.
Ele generalizou uma propriedade de polinomios para séries de poténcias sem justificativa
formal, uma lacuna que persistiu por cerca de 150 anos. Posteriormente, o matematico

Weierstrass forneceu a fundamentagao necessaria, consolidando o avango inicial de Euler.

Outra abordagem do ramo das curiosidades, conforme citado em [7], é que entre janeiro
de 2005 e novembro de 2006, o artista sino-canadense Ken Lum, nascido em 1956, criou
uma instalagao notavel na Opera de Viena, Austria. Esta obra envolvia uma projecao
do nimero 7 e a inclusao de 478 quadrados decorados com decimais, dispostos na parede
da Opernpassage, um espago circular dentro do teatro. Antes de se estabelecer como um
artista conceitual prolifico, Lum possuiu uma formagao académica em ciéncias naturais,

demonstrando a interseccao tnica de seus interesses em arte e ciéncia nas suas obras.

Ken Lum colaborou com o Instituto SORA no desenvolvimento dos dados cientificos
para a instalagao. O objetivo de “Pi” era demonstrar que a arte contemporanea pode
conectar arte, ciéncia, arquitetura e sociologia. A intencgao era transformar o Karlsplatz
em um “local vibrante de encontro, com brilho artistico comunicativo”. Essa instalagao,
ao representar pi e incorporar dados estatisticos variados, reflete uma interseccao tunica
entre matematica, arte e vida cotidiana, ressaltando a presenca constante e a relevancia

de 7 em diferentes aspectos do mundo ao nosso redor.
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Figura 1.4: m em Viena

_ Kreisumfany

= Durchmesser

Der Wert

Fonte: Gugerell (2011)

1.2 Algumas contribuicoes de Euler

1.2.1 Um pouco da Histéria de Euler

Seguindo o livro “Introdugao a Histéria da Matematica” de Howard Eves ([4]), falaremos
de Leonhard Euler, um cidadao suico nascido na cidade de Basiléia em 1707. Depois
de explorar a possibilidade de seguir uma carreira na area da teologia, Euler descobriu
sua verdadeira paixao no campo da matemadtica. Foi nesse periodo que seu pai, um
pastor calvinista com habilidades e interesse em matematica, o orientou, fornecendo-lhe
os alicerces essenciais dessa disciplina. O pai, que recebeu instrucoes de Jakob Bernoulli,
conseguiu garantir que seu filho seguisse seus estudos sob a tutela de Johann Bernoulli.
Euler se destacou como um autor extremamente prolifico, certamente inigualdvel na
historia da matemética em termos de quantidade de obras produzidas. Seu nome ¢é asso-
ciado a praticamente todos os ramos da matematica. E notével que sua vasta experiéncia
nao tenha sido vivida quando, logo apés retornar a Sao Petersburgo, ele sofreu a infeli-
cidade de perder completamente a visao. Curiosamente, ele ja era cego do olho direito
desde 1735, o que explica as poses em seus retratos que refletem esse fato. Embora a
cegueira pudesse parecer uma barreira insuperavel para um matematico, assim como a
surdez nao impediu Beethoven de compor, Euler conseguiu manter uma atividade pro-

dutiva extraordinaria apds essa perda, com o auxilio de uma memoria fenomenal e uma
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notavel capacidade de concentracao imperturbavel. Entre livros e artigos, Euler publicou
um total de 530 trabalhos durante sua vida. Além disso, ao falecer, deixou uma série de
manuscritos que enriqueceram as publicacoes da Academia de Sao Petersburgo por mais
de 47 anos. A Sociedade Suica de Ciéncias Naturais deu inicio, em 1909, a uma edigao
completa das obras de Fuler, abrangendo 886 trabalhos entre livros e artigos. As contri-
buicoes matematicas de Euler sao tao vastas que é impossivel aborda-las todas. Sendo
assim, para comecar, é importante mencionar que Euler foi o responsavel por introduzir

as seguintes notacoes:

f(x) para fungoes,

e para a base dos logaritmos naturais,
Y para somatorios,
1 para a unidade imaginaria, y/—1.

Também se deve a ele a férmula:

e = cosz +isenw (2.1)

que, para x = 7, se transforma em:

™ +1=0, (2.2)

uma igualdade que relaciona cinco dos mais importantes nimeros da matematica. Fala-
remos um pouco mais sobre a constante “e” na préxima se¢ao.
Por processos puramente formais, Euler chegou a um nimero enorme de relagoes
curiosas, como:
it =e 2
Um fato importante que ele conseguiu estabelecer é que todo numero real nao nulo
r tem uma infinidade de logaritmos (para uma dada base), todos complexos se r < 0 e

todos complexos, exceto um, se r > 0.

1.2.2 Identidade de Euler

Agora falaremos um pouco mais sobre a equacao (2.2), utlizando ([19]) como referéncia.

Mostraremos como chegar na identidade de Euler (2.1), que é um dos resultados expres-
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sivos em sua carreira, e relaciona e, com as fungoes trigonémetricas, cosz e sen .
As funcoes citadas acima podem ser expandidas como séries de poténcias, e a expansao

é vélida para todos os valores de z. Temos suas respectivas representagoes:

1 1 1 1 1 1 1
— 1,.2 1,4 1,6
cosx =1—ga°+ 52" — o' +...,

_ 1 1,.3 1,5 1,.7
Sen T = $;& — 527 + 527 — 5T 4+ ...

Sabemos que a fungdo exponencial cresce para infinito, e as fungoes seno e cosseno
sao limitadas. Aparentemente nao existe relacao entre as fun¢ées. Mas em 1737 Euler
descobriu uma conexao fudamental, que permite introduzir o ntimero imaginério 7, a
raiz quadrada de -1. Uma das maneiras de ver isso acontecendo, como mostrou Euler, é

substituir & por iz na série de potencias da exponencial, ficando com:

: 1 . 1 . 1 . 1 . 1. 1. 1.
e’ =1+ F(zx) + i(zx)z + i(zx)S + J(m)4 + a(m)5 + a(m)ﬁ + ﬁ(my +...
Como i = v/—1, i* = —1, segue que i* = —i,i* = 1, etc.. Assim, temos:
e”“'—1+ix——x2—ix3+lx4+ix5——x6 z’ +
nt oot Tyt Tt Tyt Tt Tt T

= cosx +isinz.
Logo, concluimos o resultado desejado,
1T .
e =CcosT +1s1nx.
A identidade de Euler é uma das equagoes mais famosas, e para ¢ = 7, torna-se aquela
considerada a mais linda de toda a matematica,
e =cosm+isinTt=—-14+17-0
=e"+1=0.

Embora seja altamente provavel que FEuler tenha chegado a essa dedugao, ela nao é

mencionada de forma explicita em nenhum de seus trabalhos publicados.
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No ano de 1959 o professor inglés L.W.H. Hull publicou uma interpretagao geométrica,
(1.5), associada a equagao (2.2). Para isso, ele substituiu z = im na série de poténcias

(2.3), obtendo:

A 1 i 1 i 1
T _ 1 s -2 "3 4 R > N
e + 277 677' + 2477 + 1207? 72077
Entao ele comegou no ponto (1,0) do plano complexo, somou o valor de im, a seguir

3 4

_ (2.4)

subtraiu %77'2, depois subtraiu gm

como em (2.4). Isso produziu um caminho espiral que converge para a soma da série,

, a seguir adicionou + iﬂ' e assim sucessivamente,

conforme a figura abaixo.

Figura 1.5: Diagrama espiral

; 1, .
1+m—2:r', _________________ ____..‘l+m

jm———— .

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
e
1

i (@ mmmmcccccce == -

1, i
l+im—m" ——m 1 i . 1
2 6 14im— 2_% 3 4
+am 2™ ~§" +241r

Fonte: Elaborada pelo autor, adaptado de Wilson (2018)

Baseado no exposto acima, como deverfamos chamar a equacao €™ +1 = 0? Ma-
tematicos tentaram e até conseguiram chegar nessa relagao e publicar algo sobre isso.
Inclusive Euler, mesmo nao escrevendo essa férmula explicitamente, deve ter reparado
que chegaria nela através da sua identidade (2.1). Nao parece ser bem determinada a
identificacao da pessoa que primeiro declarou o resultado de maneira explicita. No en-
tanto, sabe-se que Jacques Francgais escreveu sobre o assunto nos anos 1813-1814 em uma
revista matematica francesa. Atualmente, a quase totalidade das pessoas atribuem esse
resultado a Leonhard Euler. Por esse motivo, justifica-se o nome “Identidade de Eu-
ler”, em reconhecimento as conquistas deste notavel pioneiro da matematica. A palavra
“Euler” se encaixa nessa designacao, incluindo as cinco constantes: 7,4,0,1 e e.

No préximo capitulo, vamos explorar as expressoes matematicas que envolvem as

contantes m e e.



CAPITULO 2

EQUACOES ENVOLVENDO 7 E O
NUMERO DE EULER

2.1 Conceitos preliminares

A seguir destacamos alguns conceitos e resultados utilizados para obter as representacoes

e propriedades dos ntimeros 7 e e aqui estudadas.

Definicoes

As referéncias utilizadas para as defini¢oes foram [9] e [10].

Definicao 1. Série: uma série é a soma de uma sequéncia de termos. Formalmente,
se temos uma sequéncia {a,}, entdo a série associada é a soma S = a; + as + az + - -.

Matematicamente, isso € representado como:

S = i Q.
n=1

Definicao 2. Série Convergente: uma série € dita convergente se a soma de seus

o0
termos infinitos se aproxima de um limite finito. Isto €, a série g a, € convergente se

n=1

13
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existe um numero real L tal que:

N
lim g a, = L.
N—oo

n=1
Defini¢ao 3. Série Nao Convergente: uma série é nio convergente (ou divergente)

se a soma de seus termos infinitos nao se aprorima de wm limite finito. Ou seja, para a
o0

série Zan, nao existe um limite finito L tal que:

n=1

N
lim g a, = L.
N—oo

n=1
Além disso, dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais, a partir dela formamos uma

nova sequéncia (s,) onde
sS1=a;, Sg=a+ay, ..., S,=a+ay+ -+ a,, etc.

Os nimeros s, chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série Y a,. A parcela
a, € o0 n-ésimo termo ou termo geral da série.

Se existir o limite s = lim s, diremos que a série Y a, € convergente e o nimero
n—oo

o0

E ay = E a, =a1+as+---+a,+--- serd chamado a soma da série. Se lim s, nao
n=1

existir, diremos que Y a, € uma série divergente.

Definicao 4. Simetria: ¢ a harmonia de forma e tamanho entre as partes de um objeto
ou imagem. FEla pode ser definida como tudo aquilo que pode ser dividido em partes, sendo
que as partes coincidem quando sobrepostas, por exemplo: se tracarmos uma linha reta
dividindo ao meio uma figura, e as duas metades, quando colocadas uwma sobre a outra,
forem congruentes, podemos dizer que a figura € simétrica. Na geometria, dd-se o nome
de eizo de simetria a linha, imagindria ou real, que divide a figura ou objeto em partes
wdénticas.

Definicao 5. Funcao par: dizemos que uma funcao f : Dy — R € uma funcao par
quando f(—x) = f(z), V x € Dy.

Teoremas

As demonstragoes dos teoremas desta segao encontram-se nas seguintes referéncias: [9],[10],
[14], [17]
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Teorema 1. (Teorema do confronto [9]). Sejam f, g, h lrés fungoes, e suponhamos que

exista r > 0 tal que:

f(x) < g(x) < (),

para 0 < |z — p| < r. Nestas condigies, se:

entao:

lim f(z) = L = lim h(z),

T—p

lim g(z) = L.

T—p

Teorema 2. (Teste para Divergéncia [10]) Se lim a,, nao existe ou se lim a,, # 0, entdo
n—0o0

o0
a série E a, diverge.

n=1

Teorema 3. A série geomélrica

o0
Zar"‘1=a+ar—l—ar2+---

¢ convergente se |r| < 1 e sua soma é:

> a

E ar™ ! = )
1—r

n=1

Se |r| =1, a série geométrica é divergente.

n—oo

Teorema 4. [10] Seja f : [a,+00) — R continua, mondtona, nao-decrescente. Para todo

numero natural n > a, seja a,

[7%° f(x)dx converge.

Teorema 5. [14] Seja f (t1,...

em um dado conjunto A. Entao existe um polinomio g (sy, .

ou igual a d com coeficientes em A, onde:

S1 = Zt]

j=1
S9 = tht]
ss= > titt

f(n). A série Y  a, converge se, e somente se, a integral

,tn) um polindmio simétrico de grau d com coeficientes

.., 8y) de grau menor do que
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sao os polinomios simétricos elementares em tity ... 1,, tal que:

fte, . tn) =g (s1,---,8n)-
Para a definigdo e propriedades de polinémios simétricos, sugerimos a referéncia [16].

Teorema 6. (Teorema Binomial de Newton [17]) Sejam a e b nimeros reais e n um

intetro positivo, entao:

(a+b)" = <n>a"bo+<n>an_1b1+<n>a"_262+--'+<n>a0bn.
0 1 2 n

Utilizando a notacao de somatorio, temos que:
u n
(a+b)" = Z < ) a"PoP.
p=0 \ P

Teorema 7. (Teorema do Valor Médio, de Lagrange [10]) Seja f : [a,b] — R continua.
Se [ € derivdvel em (a,b), eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = [f(b) — f(a)]/(b—a).

2.2 Representacoes por meio de séries

2.2.1 Representacao do nimero e

O ntumero de Euler, denotado por e, é uma constante matematica irracional que possui

um valor aproximado de 2,71828. Ele desempenha um papel fundamental em varias areas

da matematica e das ciéncias, incluindo calculo, andlise e teoria das probabilidades.
Para representar o nimero de Euler, utilizaremos a Série de Taylor da funcao expo-

nencial ao redor da origem, dada por:

n ;C2 IES ZC4

!=1+$+§+§+Z+”‘

('0&

1
WE
:|R

Il
=)

n
Nessa série, cada termo € obtido elevando-se o valor de x a poténcia n e dividindo pelo
fatorial de n. Para x = 1, temos:

1" 12 13 1

n!:1+1+§+§+1+'“ (2.1)

NE

3
Il
o
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Para obter uma aproximag¢ao do nimero de Euler, podemos calcular alguns termos da
série acima para diferentes valores de n e soma-los até atingir a precisao desejada. Quanto
mais termos vocé adicionar, mais precisa serd a aproximagcao.

Por exemplo, se quisermos calcular uma aproximacao de e usando a Série de Taylor
com precisao até a terceira casa decimal, pela férmula (2.1), teremos:

2 3

1 1
e%1—|—1+§+§=2.666...

2.2.2 Representagao do nimero 7 (Problema da Basiléia)

O problema que levou Leonhard Euler a fama foi inicialmente proposto pelo matematico
italiano Pietro Mengoli, e ficou conhecido como Problema da Basiléia. Apesar dos esforcos
dos principais mateméticos da época, a solucao ainda nao havia sido encontrada, o que
gerou um mistério em torno do problema. Entre as grandes mentes que tentaram resolve-
lo estavam Gottfried Wilhelm Leibniz, John Wallis, Henry Oldenburg e os matematicos
da familia Bernoulli [6].

Por um periodo, Jakob Bernoulli tentou abordar o problema, mas sem sucesso, embora
tenha publicado algo sobre o assunto em 1689. Com a morte de Jakob, seu irmao Johann
Bernoulli assumiu seu cargo de professor na Universidade de Basiléia, na Suica, onde teve
Leonhard Euler como um de seus alunos [6]. Provavelmente, foi Johann quem apresentou o
problema a Euler, que na época era apenas um aluno brilhante. Apds resolver o problema,
Euler chamou a atengao nao somente de seus professores na Universidade, mas de toda a
comunidade académica da época.

O nome Problema da Basiléia se deve ao fato de Euler ter nascido, se formado e o

ter resolvido nesta cidade. Ele consiste em encontrar a soma dos inversos dos quadrados
o.0)

perfeitos, ou seja, a soma exata da série infinita E —- A titulo de curiosidade, primeiro
. . n=1 "
veremos a prova da divergéncia da série harmonica,

i1—1+1+1+1+ 1y
D RS R LR

2
. N ™ -
€ a seguir mostraremos a convergencla, para o valor de E, da série:
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[e.e]
. 1, ) : . ) .
A série E — é chamada série harmonica. Ela é divergente, mas isto nao segue do teste
n
n=1

: .. 1 . A . .
do enésimo termo (2), pois lim — = 0. A divergéncia ocorre porque nao hé limitante
n—-+oo N
superior para suas somas parciais.

A soma parcial son pode ser escrita da seguinte forma (Veja [20]):

1 /1 1 11 1 1 11 1
sm=1l+=+|z+>]+(z+c+z+z)+|z+=+...+=]+...
N / N 7 N

2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 ;
>2d-4 >4ty 85—
1 1 1 1 1
<2n_1+1+ +§)>1+§+§+ to=ldno 00
) >2n—rin:l ’

Portanto, a série diverge. A divergéncia da série harmonica nos leva a questionar o
que acontece se, ao invés de somarmos os inversos dos inteiros positivos, somarmos os

quadrados dos inversos, ou seja, queremos investigar o que acontece com a série:

ii—1+1+1+—+ +=+
=2 4916 2
Temos:
! + ! + -+ ! < ! + ! +---+ !
2-2 3-3 k-k 1-2 2-3 (k—1)k
1 1 1 1 1 1
= (=2 )+ (=== R
1 2 2 3 k-1 k
=1 1<1
= - .
. . . 1 .
Quando k tende ao infinito, temos khm [1 — E] = 1. Assim,
—00
1+1+ + <1
22 32 k-k ’
e portanto,
1+1+1+ + ! <1+
1222 32 k-k 12
ou seja,
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Logo, a sequéncia das somas parciais da série analisada é crescente e limitada supe-
riormente, e portanto convergente. Percebemos que a soma infinita dos inversos diverge,

e a soma dos quadrados dos inversos converge. Indo além, podemos questionar: o que

acontece com a série

o

1

5
np
n=1

(2.2)

sendo p > 27 Ela diverge ou converge? Para responder, utilizaremos o Teste da Integral
(4) de [10].

1
Seja p > 1, e definamos a fungao f : [1,00] — R por f(x) = — Temos:
T

o
/ —d:r = lim —dm = hm x Pdr =
1 h—o0
Pt |*= h h— p+1 1-pH+1
= lim = lim < )
h—oo —p+ 1| _,  h—oo —p—|—1 —p+1

i 1 1-p+1
VE&(”’ b(-p+1) —p+1)

1
Portanto, a série Z ay,, onde a, = — comp > 1 é convergente, pelo Teste da Integral
n

(4), pois f é continua, mondtona e nao decrescente.

Voltemos agora ao objetivo principal desta secao, que é a prova da igualdade:
: n B

A prova serd baseada na demonstragao de Apostol contida em [1].

Consideremos a integral dupla:

RS
Iz/ / dxdy.
o Jo 1—wy

Expandindo o integrando em uma série geométrica, e calculando a integral termo a

termo, obtemos:

I—/ Zx"y"d:rdy—
:/Zn—I—l :Z n+1
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2
Calculando a integral de outra forma, mostraremos que I = e Utilizaremos a
seguinte mudanca de variaveis:
u—v
r = ;
V2
(2.3)
_u+wv
Y V2

Fazendo x = 0 e = 1 em (2.3) obtemos, respectivamente:

u—v
=0=u—v=0=u=uv,
V2
U—v
—lsu—v=V2=u=vV2+v.
V2
Agora, fazendo y = 0 e y = 1 em (2.3), obtemos:
u+v
=0=u+v=0=u=—v,
V2
u—+v
—l=sut+v=V2=0v=v2-u
V2
Calculando o jacobiano da mudanca de varidveis acima, obtemos:
dx  dx ot
Az, y) ou Qv V2 V2 11 ( 1
3(u,v) dy Oy i i \/§ \/§ \/§
ou  Ov V2 /2
RS
22 2

O integrando fica:

2 — u? 4+ v?
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A nossa nova regiao de integracao no plano uv sera:

( u—v

z=0=
V2

=0 =u=w,

<
<

r=1= =1 =u=V2+u,

b

|
<
=

y:()j =0 = U= —v,

i

N

Y1 o ou=v2-u

y=1=

\

>

A regiao A esta representada na figura (2.1).

Figura 2.1: Regiao da mudanca de varidvel

0.5

Fonte: Elaborada pelo autor

Por questoes de simetria e paridade que citaremos em breve, faremos a divisao da

regido A conforme a figura (2.2).

Com a mudancga acima, a integral fica da forma:

1—/1/1 L ra —//#dA—Q//;ddv
o Jo 1—ay v 2—u2+02 2 w2tz
A A

Como podemos reparar na figura (2.2), a regiao A é simétrica em relagao ao eixo u,
pois todos os pontos acima do eixo das abscissas, sdo reflexos na parte de baixo. Além
disso, a funcao a ser integrada é par na variavel u.

Assim, fazendo B = B; U By, utilizando a paridade e depois a simetria, obtemos:
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Figura 2.2: Regiao de integracao

05

B i B

Fonte: Elaborada pelo autor

1 1
I N R — —2. 2 [ —— dudv =
//2—u2+v2dUdv //2—u2+ g dudv
=4 // —u2 dudv—i—// —UQ—I—UQdUdU =
7 dv ‘/i Vi-u dv
=4 — | d 4 —— | du.
/0 (/0 2—U2+Ug) et /L </0 2w +o2 )

V2

Notemos que:

v dp s
aag- | o=
0o a°+ 0o a (1 + az)

1 [ 1
a* Jo 1 + (5)2

1 AN T
= —arctan | — = — arctan (—> .
a a) | a a

Dessa forma, fazendo a substituigao a? = 2 — u? (logo, a = v/2 — u2), ficamos com:

/“ dv 1 areta < u )
= rctan [ ——
0 2—ur+v? /22 2 — u?
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I

I

V2o V2 0
12:4/% ﬁarctan<n>du(; 8/0 «9d0—8[2

V2-u dv 1 V2 —u
3 5 = 2arctan |-
0 2—u*+v V2 —u V2 —u

Portanto,
1
= 4/3 # arctan <L> du + 4/ arctan _—
0o V2—u? V2 — V2 V2 —u?

=1 + L.

Calcularemos as integrais utilizando substitui¢oes trigonométricas. Temos:

-+ 2
:4/\F;arcta,n (L> du = 4/ 0do = 4 f
0 2 —u? 2 —u? 24 Jo 2

‘ Substituigéo‘

u=v2sen(d) = du_ 2cos(f) = du = V2 cos(0)db,

o
u=0=0=sen(d) = 0=0,
Lol sen(t) = L —sen() > 0=~
U=—==—== n — = sen = —,
V2TV 2 6

V2 —u? = /2 — 2sen2(h) = V2 cos(h),

= du =

1 U
——— arctan | ——
V2 —u? < 2— u2>

V2 cos(f V2 cos(6)

_ % arctan <fse“(9)> V2 cos(0)do = 0d6.

(2.4)

Além disso, temos:

0=1
=4
6=0

A substituicao e as relagoes utilizadas nessa ultima integral estao descritas a seguir.
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Substituigéo‘
u = /2cos(20) = du = —2v/2sen(26)db,
1 1 1
u:%=>E:\/5008(29):52008(2«9):29:g:0:%,

u=V2=vV2=12cos(20) = 1 =cos(20) =20 = 0= 0 =0, (2.5)
V2 —u? = /2 — 2cos?(20) = v2sen(26),
é;arctan v2—u du =
2—u?

N
B -2 V2(1 — cos(26)) B
= —\/isen(%) arctan ( V2 sen(20) > V2sen(260)df =

= —2arctan (tan(f)) = —20d6.

A peniltima igualdade do quadro acima se justifica pelo seguinte:

V2 —u B V2 — /2 cos(26)) B V2(1 — cos(26))
V2—u? \/2_ \/§2COS2(2¢9) N V2 — 2cos?(20)
_ V2(1 — cos(26))
VIVZ+ V2eos(28)][V2 ~ v/2cos(20)]
_ V2(1 — cos(20))
\/\/5(1 + cos(20)) - \/\/5(1 — cos(20))
(
(

B 2sen?(0)
2.9)(2.10) |/ 2cos2(6)

= tan(6). (2.6)
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Sabemos que:

cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sen(a) sen(b)
= cos(a + a) = cos*(a) — sen?(a). (2.7)

Da relacao fundamental da trigonometria,

sen®(a) + cos?(a) = 1,

temos: sen®(a) = 1 — cos?(a). (2.8)
Substituindo (2.8) em (2.7):

cos(2a) = cos*(a) — sen?(a)
= co0s(2a) = cos?(a) — (1 — cos?(a))
= cos(2a) = 2cos?(a) — 1 (2.9)

cos’(a) = 1 — sen?(a)
= cos(2a) = cos?(a) — sen®(a) =
=1 —sen?(a) — sen?(a) =

=1— 2sen?(a)- (2.10)

Portanto, concluimos que:

I=11+Iz=2(%)2+4(g>2=6(f)2=l

como queriamos.

2.3 A integral gaussiana

A integral de Gauss ou integral gaussiana, cujo nome é dado em homenagem ao ma-
tematico Carl Friedrich Gaus, é uma integral dupla que resulta no valor /7, como veremos

a seguir. A integral citada é:

+o0
1, :/ e dz, (3.11)

[eo]
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onde e é a constante de Euler. Esta integral também é conhecida como a funcao de erro
gaussiano, e desempenha um papel importante na teoria da probabilidade e em outras
areas da Matematica e da Fisica.

Associaremos a integral gaussiana a uma integral dupla nas coordenadas x, y e a seguir
faremos uma mudanga de coordenadas para polares, utilizando como referéncia o livro [8].

Queremos mostrar que:

9 +o0 2 +oo 2
(1) = e “dx - e ¥dr=m.

Facamos:

I(r) :/ e da :/ eV dy (r > 0),

—-Tr —-Tr

e essa integral representa a drea da figura (2.3).

Figura 2.3: Area da regiao hachurada

flay =

Fonte: Elaborada pelo autor

[I(r)]2:/ e_IQd:B-/ e_dey:/ / e dudy.

Sejam B e B; os circulos inscrito e circunscrito, respectivamente, ao quadrado:

Temos:

—r<T<r-r<y<r.
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Figura 2.4: Regiao de integragao

Fonte: Elaborada pelo autor

O raiode Béreode By é V2 r. Temos:

// eV dudy < [I1(2)]? < // e~V dady.
B By

Utilizando a mudanca de varidveis para coordenadas polares:

xr = pcosb,
y = psen 0 ’

obtemos:

27 T 27 T
/ / eV dody = / / e () dady = / / e - pdpd = / o / pe P dp
B B 0 0 0 0

Fazendo a integral por substituicao, temos:

27 T ) 21 —r2 1
/ d@/ pe Pdp = / d@/ ——pe'du =
0 0 (3.12) J, 0 2p

‘ Substituigéio‘
d 1
u = —pt= —u=—2p:>dp:—du
dp —2p
p = r=u=—1r% p=0=u=0

(3.12)
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2 1
do | — =e*
[l

De modo anélogo,

u=—r2 o
. > :/0 de <—% [e_’" — eo]> .
//B1 e_a’z_y:)dxdy =7 [1 — 6_27”2] .

7T [1 - e_TQ] <[P < [1 - 6_2T2] :

Logo,

Extraindo a raiz quadrada, temos:

Vrl—e ] < I(r) < /7l —e 27

lim y/7[l—e ] =ym= lim y/7[l—e27],

r—-+oo r—+00

Como

segue, pelo Teorema do Confronto (Teorema (1)), que:

T

. . 22 .
Am )=t | erde =y

ou seja,

+oo
/ e dr = /7.

o0

No préximo capitulo, vamos apresentar a prova da irracionalidade e da transcendéncia

do niimero 7 e do numero e.



CAPITULO 3

TRRACIONALIDADE E
TRANSCENDENCIA

Neste capitulo apresentamos a demonstracao da irracionalidade e da trasncendéncia de
m e e. Antes, destaquemos alguns fatos sobre conjuntos numéricos importantes. Na
Teoria dos Nuimeros, a construcao dos conjuntos de nimeros naturais, inteiros, racionais

e irracionais é um aspecto fundamental. Vamos explorar cada um deles:

Numeros Naturais (N)

Os numeros naturais sao os nimeros usados para contar e ordenar. Eles comecam com 0
(ou 1, dependendo da defini¢do adotada) e prosseguem indefinidamente em ordem cres-
cente. Formalmente, a construcao dos ntimeros naturais pode ser baseada nos Axiomas
de Peano, que estabelecem a existéncia de um nimero natural 0 e de uma fungao sucessor

que atribui a cada niimero natural n um sucessor n + 1.

Nimeros Inteiros (Z)

Os numeros inteiros podem ser construidos a partir dos nimeros naturais usando o con-
ceito de pares ordenados e uma relacao de equivaléncia, definindo ntimeros inteiros como

a diferencga entre niimeros naturais.

29
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Numeros Racionais (Q)

Os numeros racionais sao todos os nimeros que podem ser expressos como o quociente
de dois inteiros, com o denominador diferente de zero. Eles sao formalmente construidos
a partir dos inteiros usando pares ordenados (a,b), onde a e b sdo inteiros e b # 0. A
relacdo de equivaléncia entre esses pares é definida de tal maneira que dois pares (a,b) e

(¢, d) sdao equivalentes se ad = bc.

Numeros Irracionais

Os numeros irracionais sao nimeros reais que nao podem ser expressos como uma razao
de dois inteiros, ou seja, nao sao racionais. Eles incluem nimeros como 2, m e e. A
construcao dos nuimeros irracionais geralmente segue a construcao dos numeros reais a
partir dos racionais, utilizando, por exemplo, cortes de Dedekind ou sequéncias de Cauchy.
Em ambos os métodos, a ideia é considerar conjuntos ou sequéncias de niimeros racionais

que se aproximam cada vez mais de um valor limite que nao é racional.

3.1 Prova da irracionalidades de v2 e \/Ps com p

sendo nimero primo

Antes de abordarmos a prova da irracionalidade dos numeros e e m, é fundamental
familiarizarmo-nos com o método a ser utilizado. Para isso, comecaremos com um exemplo
classico frequentemente apresentado em cursos de graduagao: a demonstragao da irracio-
nalidade do ndmero v/2. Inicialmente, apresentaremos um resultado preliminar necessario
para essa demonstragao. Este passo inicial nos ajudara a entender melhor o raciocinio e

as técnicas envolvidas no processo de prova para outros nimeros, como € e 7.
Lema 1. Se a é um nimero inteiro tal que a® € par, entio a é par.

Demonstracao. Utilizando a técnica da contrapositiva, mostremos que se a € Z e a é

2

um numero impar, entao a® é um nimero impar. Se a é um nimero impar, entao 3 k € Z

tal que:
a=2k+1. (1.1)

Elevando (1.1) ao quadrado, obtemos:

a? = (2k +1)% = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,
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que é um ntmero impar. O
Teorema 8. O nimero \/2 € irracional.

Demonstracao. Suponhamos que v/2 é um nimero racional. Entéo existem a € Z,b €

77 tais que:
V2 = % (1.2)
e que % é uma fragao irredutivel, ou seja, mdc(a,b) = 1.
Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado, obtemos:
an 2
(\/5)2 = <_) )
b
ou seja,
2
a
Logo,
a® = 2b, (1.3)

2 ¢ um nimero par (6 multiplo de 2). Segue entdo que a é par, pelo lema

e portanto a
anterior.

Assim, 4 m € 7Z, tal que:

a=2m. (1.4)
Substituindo (1.4) em (1.3), obtemos:
(2m)?* = 2b*
= 4m? = 20°
= 207 = 4m?
b? = %mz = 2m?,

ou seja, b* é um niimero par, e do Lema (1) segue que b é um ntimero par. Assim, In € Z,

tal que

b= 2n. (1.5)

De (1.4) e (1.5) temos,
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a _ 2m
b 2n’
_— . o . . a
o que é uma contradicdo, pois supusemos no inicio da demonstracdo que a fracao 7

l:l (@

irredutivel. Portanto, v/2 é um ndmero irracional.
Teorema 9. O nimero /p, com p sendo um nimero primo, € irracional.

Demonstragao. Para provarmos que a raiz quadrada de um ntmero primo ¢é irracional,
usaremos um argumento por contradicao. Primeiro, lembremos que um niimero primo é
um nimero natural maior que 1 que tem apenas dois divisores distintos: 1 e ele mesmo.
Seja p um numero primo e suponhamos que a raiz quadrada de p é um nimero racional.
Portanto, podemos expressar essa raiz quadrada na forma de uma fracao irredutivel, %,

onde a e b sdo inteiros sem fatores comuns, e b # 0. Logo se /p é racional, temos:

a
vP=7-
Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado, obtemos:

a?

p= » = a? = pb?, (1.6)

o que implica que a? é um ntmero divisivel por p, e por consequéncia, a também deve ser
divisivel por p (pois, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, temos que todo nimero
inteiro positivo maior que 1 possui uma decomposigao tnica em fatores primos).

Logo, existe um inteiro k, tal que a = kp. Substituindo em (1.6), temos:
(pk)? = pb® = p°k* = pb”.
Dividindo ambos os lados da igualdade por p, obtemos:
b’ = pk?,

implicando que b* também é divisivel por p, e assim, b é divisivel por p. No entanto, isso
contradiz nossa suposicao inicial de que a e b nao tém fatores comuns, pois ambos sao

divisfveis por p. Essa contradigao prova que /p € irracional. Il
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3.2 A irracionalidade do numero ¢

A matematica é um ramo da ciéncia cheio de mistérios e descobertas surpreendentes. Uma,
dessas descobertas é a irracionalidade do niimero de Euler, um resultado matematico que
foi demonstrado pela primeira vez por Johann Lambert.

A demonstracao da irracionalidade de e feita por Lambert em 1768 é uma das con-
tribuigoes mais notdveis em sua carreira. Sua prova foi uma conquista impressionante e
consolidou a conjectura de Euler, mostrando que e, de fato é um ntimero irracional.

Ja vimos, no Capitulo 1, equacao (2.3), que:

00 2 3 4
=3 x——1+x+x—+x—+x—+
— n! 20 30 4!
Fazendo x = 1 na série acima, obtemos:
o0 <
1 1213 1t
—=14+14+—=+ =+ — 2.7
R e )

n=0

Mostremos agora que e é um numero irracional. Para tal, utilizaremos a referéncia [5].
Teorema 10. O nimero e € irracional.

Demonstragao. Suponhamos que e seja um nimero racional, isto é, que pode ser escrito

da forma e = E, onde p,q € N com ¢ # 0 e tais que p e ¢ sao primos entre si. Segue entao

de (2.7):
» 1 1 1 1y «— (1
5_<1+ﬂ+5+5+"'+a)_:§ <F> (2.8)

Agora, faremos uma estimativa para o segundo membro de (2.8). Temos:

> (%) - %(qiﬁ(wnl(qw)*“)

k=q+1
1 1 1
— + o). 2.9
q!<q+1 (g +1)? ) (29)

A expressao entre parénteses apds a desigualdade em (2.9) é uma série geomética da

[e.e]

forma E r", na qual a razao r esta entre 0 e 1, logo converge e tem soma igual a ]

n=1 o
Dessa forma obtemos de (2.9):
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o0

1 1
Z 1 1 py R ey 11
7 < _' i—‘r 1 = —' —qj]_ = —'— (2.10)
7o\l -5 ¢\ 41 qq

k=q+1

Retornando a equagao (2.8), com a estimativa (2.10) obtemos:

11 1y 11
0<§—<1+—+5+ +...+—><——.

1! 3! q! q'q
Logo,
D 11 1 1\ 1
0O<¢l=—-1—-=—=—=— =< =-<1 2.11
1 (q 1 21 3 4) S ¢= (2.11)

Como podemos observar em (2.11), o segundo termo é um ndmero inteiro, pois ¢! é
inteiro e vai cancelar com todos os denominadores das fracoes. Mas isso é absurdo, pois
terfamos que o termo médio é um inteiro positivo estritamente menor que 1. Esse absurdo

veio de supor que o nuimero e é racional, e portanto e é irracional. Il

3.3 A irracionalidade do numero 7

A prova da irracionalidade do numero 7 que veremos aqui é baseada nas referéncias [11] e
[12], e deve-se ao matemético Ivan Niven, que é considerado o primeiro a apresentar uma
demonstracao simples deste fato.

A ideia da demonstracao é a seguinte: suponhamos que 7 é um numero racional, ou
seja, que existam inteiros positivos a e b tais que m = a/b.

Definimos uma funcao f : R — R da seguinte forma:

fla) = o= b (3.12)

n!

onde n é arbitrario. Analisaremos algumas propriedades desta funcao, que nao dependem
do valor de n, e para concluir a demonstragao escolheremos um valor conveniente para n.

A prova é dividida em varios resultados, com o intuito de facilitar a compreensao.
Proposicao 1. A funcdo f se anula nos pontos 0 e w, ou seja, f(0) =0= f(m).

Demonstracao. Basta substituir x na expressao (3.12), por 0 e 7, respectivamente, para

obtermos:
0"(a—0b-0)" B

n! 0

f(0) =
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e
(@ — bm)" ™ (a=b-(%)"  aa—a)"
f(ﬂ—) = | :a ] — ] - 0
n W—X n n
U
Proposicao 2. O wvalor f(x) € positivo, para todo x € (0,7).
Demonstragao. Observemos que:
ze (0,m)=xz>0=2">0.
Além disso,
re(0,m) = %:W>z>0=>a>b:c>0
=a—br>0= (a—bzx)" >0.
Combinando as duas desigualdades (e usando o fato que n! > 0 ), concluimos que:
n —bx)"
z"(a —bx)" > 0= % >0= f(z) > 0.
O

m™a

nl

n

Proposicao 3. Quando z € (0,7), tem-se f(x)-senx <

Demonstracgao. Pcla hipdtese feita, temos 0 < z < 7 e por conseguinte z" < 7".

Ademais, como b > 0,

re(0,m)=0<br = a<a+br=a—-br<a

=  (a—bx)" <a".

Na ultima implicagao usamos o fato ja visto que (a — bx) > 0. Agora, levando em conta

que 0 < senzx < 1, para todo x € (0, 7), concluimos o que queriamos:

2"(a—bzr)"senx 7" -a "a
J(x) - sen = n! < n! ol

™a

n!

n

Proposicao 4. Se x € (0,7), entdo 0 < f(z) -senx <
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Demonstracgao. Utilizando o fato de que a fungao seno é positiva no intervalo dado,

juntamente com a Proposicao 2, vemos que:

0 < f(x) - senz,
e combinando com a Proposicao 3, segue o resultado desejado. O
Proposigao 5. Para todo x, vale f(m — ) = f(x).

Demonstragao. Fazendo manipulacoes algébricas, obtemos:

== 1 (3= a) g, B2l

n!

(¢—2)"(a—a+ba)"

n!
_ (G- ((f-x)b) e
n! n!
(a — bx)"ax™

]

Proposicao 6. Cada derivada de f, seja qual for sua ordem, assume apenas valores
inteiros no ponto x = 0. Ou seja, f¥(0) é sempre inteiro, onde fO) representa a i-ésima

derwada de f.

Demonstragao. Reescrevendo a fungao f(z) através do desenvolvimento binomial, ob-

temos:

fla) = — (3.13)

A expressao acima mostra que f tem grau 2n, logo precisamos derivar 2n + 1 vezes
ou mais para que cheguemos em uma derivada nula. Como cada termo tem no maximo
grau 2n, quando i > 2n entdo f@(x) é zero para todo x, em particular para = = 0.

Como nenhum termo tem grau menor do que n, se i < n entdo cada termo de f@(z)
terd um fator z. Assim, ao calcular f(0), concluimos que cada termo apresentard um

fator nulo e, por conseguinte, teremos f(0) =040+ ---4+0 = 0.
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Assim, ja sabemos que [ (0) = 0 quando i < n ou i > 2n. Analisemos o caso em que

n < i < 2n. Observemos que cada monémio da expressao (3.13) é da forma

k xn—l—j

n!

)

onde k é uma constante e 0 < j < n (por exemplo, no primeiro termo, k = a™ e j = 0).
Tomemos entao i tal que n < i < 2n. Na expressao (3.13), alguns termos terdao grau
menor do que i, outros terdao grau maior do que 7 e um termo tera grau igual a ¢ (ou seja,
teremos ¢ = n + j para algum j). Ao calcularmos f(0), os termos que tém grau menor
do que e maior do que i, se reduzirao a zero. Logo, basta ver o que ocorre com o termo
cujo grau ¢ vale n + j. Derivando-o ¢ = n + j vezes vamos obter:

(n+j)(n+j—1)---2'1-k:-x0 B (n+7)k
n! N nl

A igualdade acima é um inteiro, pois o fator n! estd no numerador. Assim, dado qualquer
monomio de f, ao ser derivado n + j vezes ele se reduzird zero (se seu grau for menor
do n + j ) ou ele permanecerd com um fator igual a = (caso seu grau seja maior do que
n+j ) ou ele serd uma constante inteira (se o grau for exatamente n+ j ). Segue-se que a
derivada de ordem n + j de cada monomio de f no ponto z = 0 vale zero ou é um nimero
inteiro. Dessa forma, f™+7)(0) também é um inteiro (pois é a soma das derivadas de cada

monomio), o que justifica a afirmacao para o caso que restava. ]
Proposicao 7. Temos f9(z) = (—=1)'fO(x — ), V x.
Demonstracao. Vimos em (5) que f(m —x) = f(z). Derivando ambos os lados e utili-

zando a regra da cadeia no lado esquerdo, temos:

d d
%[f(ﬂ — )] = %[f(l“)]

/ d ’

=>f(ﬂ—$)@[77—x] = f(z) =>f/(7r—x)-(—1) = f(x).

Calculando a segunda e terceira derivadas para analisar, obtemos:

fO(r —2) = fP(2),
fOr —2) = =),

e assim sucessivamente. O

Proposicao 8. O mimero f@ () é um inteiro.
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Demonstragao. Pela Proposicao (7),
fOm) = (1 0 =) = (=) F9(0).

Como f@(0) é um inteiro (pela Proposicdo (6)), a justificativa estd completa (pois o

resultado da multiplicacdo de um inteiro por (—1) resulta num inteiro). O

Vimos até aqui as propriedades mais tteis da funcdo (3.12). Agora definiremos uma

nova funcao F': R — R, pondo:
F(z) = f(@) — fO(@) + fD () = o+ (—1)" £ (@), (3.14)
Vejamos algumas propriedades desta outra fungao.
Proposigao 9. Vale a igualdade F"(x) + F(x) = f(x).
Demonstragao. Utilizando manipulagoes algébricas, obtemos:

F"(xz) + F(x) = (f®(2) = fO(2) + fO2) )
+(fla) = [P @) + fO (@) = fO )
= f@) + (fP(2) = fP(2)) + (fD(2) - fD(2)) + -
=f@)+04+0+---4+0= f(x).

U]
Proposigao 10. A diferenca (F'(x)-senx — F(z)-cosx) € uma primitiva de f(z)-senz.

Demonstragao. Derivando F'(x) - senx — F'(z) - cosx (usaremos a regra do produto e,

no ultimo passo, a Proposicao 9), obtemos:

4 [F'(z)senz — F(x)cosz] =

dx
= F"(z)senx + F'(z) cosx — F'(z) cosx + F(x)senz =
= F"(z)senz + F(z)senz = (F"(x) + F(z))senx =

= f(z)senz.

Proposicao 11. A soma F(0) + F(m) € um nidmero inteiro.
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Demonstracao. Mostremos que F'(0) e F(7) sao inteiros. Temos:

F(0) = f(0) = f2(0) + fD(0) = -+ + (=1)" F*(0).

Pela Proposicao 6, a soma acima reduz-se a uma soma de inteiros, ou seja, é um
nimero inteiro. Usando um raciocinio analogo e a Proposi¢ao 8 para o caso x = 7, temos

o resultado descjado. O

Proposicao 12. A integral abaizo representa um niumero inteiro:

/7T f(z)senxzdx.
0

Demonstragao. Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo (em conjunto com a

Proposigao 10), obtemos:

/07r f(z)senzdr = [F'(x)senx — F(x) cosz]
= [F'(7)senm — F(m) cosm] — [F'(0)sen 0 — F(0) cos 0]
= F(7) + F(0).
A afirmagao segue entao da Proposicao 11. O

Proposicao 13. Se x € (0,7), entdo:

n—i—lan

0< / f(z)senzdr <
0

n!

Demonstragao. Pela Proposigao 4, no intervalo (0, ) vale:

™a

n!

n

0< f(x)senz <

Usando a continuidade das fungoes envolvidas na desigualdade acima, concluimos que:

T T g 7T7z+1an
O</ f(x)senxdx</ dx = :
0 0

n! n!

Podemos agora demonstrar o:

Teorema 11. O numero © € irracional.
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Demonstracao. Supondo que 7 ¢é racional e utilizando a teoria de limites, vemos que
existe ng € N tal que:
7T"0+1a"°
— < 1
nol
Intuitivamente, isso significa que quando n é muito grande, entao o denominador da
fracao é muito maior do que o numerador. Tomando n = ng na definigao de f e utilizando

a Proposicao 13, obtemos:
0< / f(z)senxdx < 1.
0

Essas desigualdades nos levam a concluir, utilizando a Proposicao 12, que existe um
inteiro maior do que zero e menor do que 1, o que é um absurdo. Tal absurdo veio de

supor que 7 ¢ um nimero racional. Portanto o ntiimero 7 ¢ irracional. O

3.3.1 A irracionalide de 72

Agora iremos para uma pergunta bem simples de ser respondida: “Se um nidmero é
irracional, entao o quadrado dele também é irracional?”

A resposta é nao, como por exemplo se tomarmos x = /2, sabemos que x é um
nimero irracional mas o seu quadrado nao € irracional.

Agora a questao reciproca: “Se o quadrado de um nimero é irracional, entao esse

numero é irracional?”
a
b

Nesse sentido, mostrar que o quadrado de um nimero € irracional é um resultado tao

. . . ., a?
Aqui a resposta é sim, uma vez que, se © = — é racional , entao z° = — € Q.
b2

forte quanto mostrar que o préprio nimero é irracional. A titulo de ilustragdo, apresen-
taremos a seguir a irracionalidade de 72, cujas ideias sao semelhantes aquelas utilizadas

para demonstrar a irracionalidade de 7 e poderia ser utilizada para este fim.

Teorema 12. O nimero w2 € irracional.

Demonstragao. Sejam n um inteiro positivo, z € (0,1) e:

(1 —x)”

n!

fx) =

Utilizando o Teorema Binomial (6), obtemos:

_xn(l_l.)n _l,n S Y\ ok k _ 1 m
fw) = _m;(k)l (—2)f = D ema™,
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onde os coeficientes c¢,, sao inteiros. Além disso, como 0 < z < 1, obtemos:

0< f(x) < % (3.15)

0 . . . 5 a .
é racional, ou seja, m° = —, onde a e b sao inteiros

Suponhamos por absurdo que 7 2

positivos.

Vemos que f(0) =0e f(™(0) =0, se m < n oum > 2n. Para n < m < 2n, temos:
|
(m)(gy = "™
fU(0) = o Cm €7,

pois ¢, é um numero inteiro que tem a forma:

" rez
Cm = (n —m)!m!’ €&

Portanto, f(x) e todas as suas derivadas assumem valores inteiros em x = 0. Desde
que f(1 —x) = f(x), o mesmo é vélido para = = 1.
Agora, para x € (0, 1), definimos:
Gla) = b"[x* f(a) =72 f"(2) + 72 f O (2) — .+ (1) f O (),
e pelo visto anteriormente, G(0) e G(1) sdo numeros inteiros. Temos ainda:
%[G’(z)sen(wm) — 7G(z) cos(wx)] =
= G"(z)sen(rz) + 7G'(x) cos(mwx)
— 7G' () cos(mz) + TG (z)sen(rx) =
= [G"(z) + TG (z)]sen(7z) =
= V""" P2 f(x)sen(rx) =
= 72" n?" f (x)sen () =

= 7T2b"2—:f(:c)sen(7ra:) =
= m2a"sen(rz) f(z).

Assim, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, vemos que:

1 / 1
I= 7r/ a"sen(mz) f(x)de = {M — G(2) cos(m:)] =G(1)+G(0) € Z.
0 @ 0
Pela equagao (3.15),
! " wa"
0< 7T/O a"sen(mx) f(x)dr < T < 1,

para n suficientemente grande. Portanto, I é um ntimero inteiro entre 0 e 1, o que é uma

contradicao. O
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3.4 A transcedéncia do numero ¢

Agora iremos falar sobre os niimeros algébricos e transcedentes. Temos por definicao que

qualquer solucao de uma equacao polinomial da forma:
At + ap 12" P+ . Fax+ag=0 (4.16)

onde os coeficientes a.s sdo inteiros, Vi € {0,1,...,n— 1}, é chamado de ntiimero algébrico.

Portanto, um ntinero « é algébrico se pudermos fabricar uma equacao polinomial com
coeficientes inteiros, da qual a seja raiz. Assim, qualquer nimero racional a = p/q é
algébrico, porque « ¢é a raiz da equacao gr — p = 0. Um ntimero que nao é algébrico é
chamado de transcendente.

A transcendéncia de e foi um desafio aos matematicos até o século XIX, conforme [5].
Em 1873, o matematico francés C. Hermite marcou época ao demonstra-la. A demons-
tragao original de Hermite sofreu simplificagoes sucessivas por matematicos famosos como
Jordan (1882), Markhoff (1883), Rouch¢(1883), Weisrstrass (1885), Hurwitz(1893), entre
outras. A demonstracao que apresentaremos a seguir é baseada no trabalho de Hurwitz.

Antes de mostrar a transcedéncia do nimero de e, exibiremos alguns resultados que

sao necessarios para a sua demonstragao. Utilizaremos as referéncias [5] e [18].

Lema 2. Seja P(z) um polinémio de grau r. Definindo a fun¢ao real:
F(z)=P(x)+ P'(z)+ ...+ P'(2),

onde P"(x) representa a derivada de ordem r de P, temos:

d , L,
dz (e F(m)) =—e¢ "P(x).
Demonstragao.
d - _, d . . / T
%[e F($)]:%[e (P(x)+P(:L’)+...+P(g;))}:

=—c¢ " (Plx)+P@)+...+P(x)+e* (P(x)+...+ P'(x)+ P"(2)) =
=e " (=P(x)—Plx)—...— P(z)+ Pl(x)+...+ P'(z) + P! (2)) =
=e " (=P(x)+ P (z)) = —e " (P(z)) = —e " P(x).
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Lema 3. Sejam F(x) e P(x) como no Lema 2. Entao:
F(k) — " F(0) = =P (k - ) ke*(17%),
para todo k > 0, onde 0y € um numero que estd entre 0 e 1.

Demonstragao. Definindo a fungao:

G:[0,k] —R
r— G(x)=e¢"- F(x),

vemos que, para k > 0, G é continua em [0, k] e derivdvel em (0, k), pois * e F(z) sao

derivaveis. Dessa forma, utilizando o Teorema do Valor Médio, vemos que existe ¢ € (0, k)

tal que:
G(k) — G0)=G'(c) - (k- 0)
= e "F(k) — e’ F(0) = —e“P(c)k
= e *F(k) — F(0) = —k (e °P(c)) . (4.17)
Fazendo:

e substituindo (4.18) em (4.17), obtemos:
e FE(k) — F(0) = —k (e "% P (k6})) .
Multiplicando ambos os membros por ¢, tem-se:
e FF (k) — FF(0) = —e*k (e " P (kb)) = F(k) — " F(0) = —P (k) keF! =) = A,
U

Corolario 1. Sejam F(x) e A, como definidos no Lema 2 e na demonstra¢io do Lema
3, e suponhamos que e ndo seja transcendente. Entdo, existem inteiros co, ¢y, ..., ¢, (com

co > 0), tais que:

oF(0)+caF(1)+ ...+ ¢, F(n) =141+ ...+ An,
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Demonstragao. De fato, supondo que e é algébrico, existem inteiros ¢y, ¢y, . .., ¢, (com

co > 0), tais que:

e + ... +cie+co=0.

Caso tenhamos ¢ < 0, basta considerar (—c,)e” + ...+ (—c1) e — ¢y = 0.

Pelo Lema 3, temos Ay = F(k) — e*F(0). Entdo, para k € {1,...,n}, vale:

A+ ...+ A, =
= (F(1)—eF(0))+ ...+ ¢, (F(n) —e"F(0)) =
= F(1)+ ...+ c,F(n) — (c1eF(0) + ... 4+ c,e"F(0)) =
= F(1)+... 4+ F(n) —[F(0) (cre + ...+ cue)] =
=cF(0)+caF(1)+...+c,F(n)
= coF(0)+cF(1)+...+cF(n) =i+ ... + ¢ An.

O objetivo a seguir é mostrar que o lado esquerdo dessa igualdade no Corolério (1) é
um numero inteiro nao nulo, nao divisivel por p sendo p € Z, enquanto o lado direito da

igualdade tem modulo menor que 1, caracterizando um absurdo.

Para provarmos a afirmacao sobre o lado esquerdo da igualdade usaremos os Lemas

4,5,6,7,8e9. Ja para o lado direito da igualdade usaremos os Lemas 10 e 11 a seguir.

Lema 4. Sejam Q(x) uma fungdo polinomial com coeficientes inteiros definida por:

r
Qz) = Zajxj,aj €Z,j=0,...r.
=0
Entao:
1l

i - J: i—i -
Q()(x)zz(j_i)!ajxj i<

Demonstragao. Antes facamos alguns exemplos. Para r = 4, obtemos:
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4
Q(r) = E a;z’ = agr’ + ay vt + aga® + azz® + auxt,
—0

j
Q(l)(x) = ay + 2a,2° 7! + 3az23 7t + dagxt L,
Q¥ (z) = (2—1)2a92>2 + (3 — 1)3aaz® % + (4 — 1)4ayz*2,
Q¥ (x) = (3—2)(3 — 1)3az2z® 3 4+ (4 — 2)(4 — 1)daqsa’ 3,
QW(z)=(4—-3)(4—2)(4 — 1)dasz* .

Se observarmos:

1 n_
(1—1)! o
2!
=2
2-1t
3! 3!
B-1) 2!
41 41
(4—1) 31 7

podemos reescrever a primeira derivada da seguinte forma:

Q@) =3

Analogamente, para ¢ = 2 temos:

=1
a;x’”".

—~
<
I
—_
~—

Para i = 3,

Para 1 = 4, temos:

o)=Y

Agora provemos por inducdo a validade da expressao para QW (z).

4
a;x’ ",

Verifiquemos se Q) (z) é valida.
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QW (2) = [Q@) =
= (ZT: ajxj> = (aoxo +azt .+ arxr)/ =

= (a2 + (2Qagz® " + ...+ (r)a, 2" =

- P TR e v

0
R
]:

portanto Q) (x) é valida.
Hipoétese de Indugao: Suponhamos que a afirmagao ¢ valida para ¢ = k, ou scja:

r

QW(x) =2 G i!k)!ajxj_k‘

j=k

Queremos provar que:

r

QWD (z) = Z (‘;!ajxj—(kﬂ).

j=k+1

Temos:

Q(k+1)(x) _ (Qk(x))’ _ (Z (ji;!k;)!ajxj_k> =

=k
_ k! k—k (k+1)! (k+1)—k rl AN
= (—(k_k)!akx +—((k+1)—k)!ak+1x +...—|——(r_k)!arx =
(k+1)! (k+1)—k—1 rl k-1
= 1-k)———"—"—— - — " .
(bt L= k) ey = e REEER Gy ey T

Observemos que:

k+1! (k+1)!
(k+1) —k)!  ((k+1)—(k+1)V
r! (r—k) 7!

(r—k)(r—(k+1)) (r—(E+1)"
(r—k)l=-kK@r—(k+1)L

Entao:
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(k+1) (k+1)! (1-(o+1) L o ket _
O = F = ey T T e
e S | B )
‘QZ;gj—ww4»ﬂ” |

Logo vale a expressdo para Q1) (x), e dessa forma conclufmos pelo Principio de

Inducao Finita que é valida a sentenca para Q®(z),i <rer € N. O

Lema 5. Sob o contexto do Lema 4, o ,Q )(z), para i > p, € um polinémio com

coeficientes inteiros divisiveis por p.

Demonstracgao. Substituindo Q) (z) dado no Lema 4, temos:

(ﬂ—me( —1|§: %ﬂlz

“Coomptge
(p=DIG =t

j=i

logo o polinomio dado acima possui coeficientes dados por:
1 !
——a,;.
(p—DIG =)

Queremos mostrar que cada b; ¢ um ndimero inteiro e divisivel por p, ou seja, queremos

b =

mostrar existe k € Z tal que b; = pk.
1 p_J! J!
= ,logo bj = = ——=a; = paj————
4@_D! @) PG — ol T PYpG =
ﬁ, mostraremos que k£ é um numero inteiro. Como ja
pl(y —i)!
sabemos por hipdtese do Lema 4, que a; € Z, para mostrarmos que k € Z, basta vermos

Para isso, observemos que

Considerando k = a;

que ﬁ'_z), é um numero inteiro. Como j > p, segue que j! > pl. Assim,
A GG =DG =2 JG-G=2)...(p+1)
Py — )t pij —9)! (=) ’
que é um nimero inteiro. [
Lema 6. Consideremos o polinomio dado no Lema 2, como P(x) = (pll),a:p 1 -

x)?...(n—z)P. Entao P(z) € da forma:

Play = LM g1t
(p—1! (p—1)
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Demonstragao. Notemos que:

(1—2)’ =1+p(=2) +... +p(=2)'~" + (=2),
(2 —a) =20+ p2 (—x) + ...+ p2(—2)P 7+ (—a),
(B—x)P =3 +p3r ' (—x) + ... + p3(—x)" ' + (—x)?,

(n—x)? —n? +pn?H(—x) + ...+ pn(—2)P % + (—z).

Entao,
Pla) = e (14 pl=0) +..+ (<))
(2P 4 p2r N (—m) 4 (—2)P)
(B +p3 (=) + ..+ (—2)?) -
(PPN (—2) + .+ (—2)P) .
= (pxi_l)! (1.2°37 ...nP + p(—2)p2P M (—2) + p3 (—z) + ...+ P () +..) =
:(pxi_l)! (P +a(—p—p2P ' —p3tt— .. —pn" ) +..) =
Pl » oy box?
:m((n!))+mb0+...>—mx (p—l)!+'”’
onde by = —p — p2P~1 — p3p=1 — . —pnP~L.

Notemos que P¥ (k) = 0,k = 1,...,n,i < p, pois analisando P (z) para r = Fk,
vemos que existem termos com sinais alternados, os quais quando agrupados resultam em

zero. Vejamos ainda que:

oxp!

- e

(p—1D!+ + (parcelas com a variavel z),

logo:

boxp!
PPD(0) = (n!)? + ( oxpl)' + (parcelas com z = 0) = (n!)P.
p—1)!

Para i < p — 1, todas as parcelas de P (x) possuem a varidvel z, logo quando z = 0
P@(0) = 0. O
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Lema 7. Se d;,i =0,1,...,7r sao inteiros tais que d;, para © > 1 sdo divisiveis por p, e
r

dy nao é divisivel por p, entao E d; nao é divisivel por p.
=0
,

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que Z d; seja divisivel por p, ou seja,
i=0

IkeZ: Y di=kp.
i=0
Como cada d; é divisivel por p, para 1 <i<r,3k; € Z d; = k;p,1 < i < r. Assim,

kp=> di=do+di+...+d =dy+ (kap)+...+ (kp) =do+ (ks + ...+ k) p

1=0

@d():(k‘p)—(kl-i-...-i-k})p:(k‘—(k‘l-i-...-i-]{?r))p.

Como L= (k—(ky+...+k)) €Zedy= Lp, segue que dy é divisivel por p, o que

contraria o enunciado. O

Lema 8. Seja F(x) como definida no Lema 2. Entio F(k), para k = 1,...,n € um

inteiro divisivel por p e F(0) ndo € divisivel por p.
Demonstracao. Temos:
F(z) = P(z)+ P'(z) + ... + PP (2).
Entao:
F(0) = P(0) + P'(0) + ...+ P"*(0) + PP~ 1(0) + P?(0) = P"~(0) + P?(0).

Observemos que:

bop! .
PP(x) = + (parcelas com a variavel x),
(@) = & 2 )
logo: -
Pr0) = 22" _ o

Assim, como sabemos que PP~D(0) = (n!)?, segue que F(0) = (n!)? + bop, o qual
nao pode ser divisivel por p, ja que se o fosse teriamos que (n!)? também seria, o que é

absurdo pois p > n e p é primo.
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Agora,
F(0) = kp = (n!)” = kp — bop = p (k — bo)

= )P =nnh-1)Mn-=-2)...21) =nP(n—1)P(n—2)P... 2%

Notemos que nenhum termo deste produto é divisivel por p. Por exemplo, se n? o fosse,

existiia L € Z :n? = Lp=nn...n=Lp = L = w, o qual ndo é um nimero
inteiro, ja que p > n e p é primo.
Mostremos agora que F'(k),k € 1,...,n, é um inteiro divisivel por p. Sabemos que:
F(k) = P(k)+ P'(k) + ...+ PP V(k) + PP(k) = PP(k). (4.19)

Pelo Lema 5, PP(x) é um polinémio com coeficientes inteiros divisiveis por p. Subs-
tituindo z = k, k € 1,...,n temos que: PP(k) ¢ uma soma cuja as parcelas sao todas
inteiras e divisiveis por p, consequentemente PP(k) é um inteiro divisivel por p. Portanto
por (4.19), F(k) ¢ divisivel por p. O

Lema 9. O numero coF(0) +c1F(1) + ...+ ¢, F(n), onde os coeficientes cs sdo inteiros

e 0 < cy <p, € uminteiro nao divisivel por p.

Demonstragao. Pelo Lema 8, temos que F(k) para k = 1,...,n é um inteiro divisivel
por p e F'(0) é um inteiro nao divisivel por p. Consequentemente como ¢ € Z, dy, = cxF' (k)

para k =1,...,n é um inteiro divisivel por p e dy = ¢oF'(0) é um inteiro nao divisivel por
n

p, ja que 0 < ¢g < p. Logo, pelo Lema 7, segue que Z di nao ¢ divisivel por p.

k=0
Como de =do+di+...+d, = & F(0) +F(1) + ... + ¢, F(n), vemos que
k=0
coF(0)+ 1 F(1) + ... 4 ¢, F(n) é um inteiro nao divisivel por p. O

Lema 10. Seja A como definido na demonstra¢ao do Lema 3. Entao:
e"nP(nl)P
(p—D"

Demonstragao. Observemos que os A definidos no Lema (3), calculados para o po-

|Ax| < para k < n.

linémio P(z) definido no Lema (6), tém a forma:

Ay = —kek(1-00) (kO™ (1 = KO)P . (n — k6,)",0 < 0 < 1.

(p—1)

Entao,
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N
(p—1)!

1 , , _
= i~ H 100 10 = B — kO] <

|Ag| = |—het1700) (k6" (1 — kBp)? ... (n — k6P| =

1 —
ne" ) P = Of" . n = 6,7 <

'ne”np_l _ e"nP < epnp(n!)'p.
(p—1)! (p—1!' ™ (p—1!
O

Lema 11. Se p for um nimero primo suficiente grande, entao |c1 Ay + ...+ ¢, A, < 1.

Demonstragao. De fato, temos:

e"nP(n!)? e"nP(n!)?
A+ ... Ayl < |clA Al < AN S T A
|Cl 1+ + cn n|_‘Cl 1|+ +|Cn n|_|01| (p—l)' + +|Cn| ( _1)'
e"nP(n!)?
(leal + -+ lenl) ——=7
(p—1)!

Para p um nimero primo suficientemente grande, vemos que:

e"nP(n!)P
lerAr 4+ oo+ G Anl < (e + -+ enl) 7()' < 1.
(p—1)!
O
Teorema 13. O numero e € transcendente.
Demonstragao. Pelo Corolario 1, se existem inteiros cg, ¢y, ..., ¢, com ¢y > 0 e tais que

€™+ ...+ e+ co =0, entdao coF'(0) + ...+ c,F'(n) =c1 A1 + ... + ¢, Ap, e pelo Lema
9, segue que ¢oF'(0) + ...+ ¢, F(n) é um nimero inteiro nao divisivel por p. Porém, pelo
Lema 11, vemos que, nessas mesmas condigoes, |[c1A; + ... + ¢, A,| < 1, 0 que é absurdo,
ja que um ntmero inteiro nao nulo tem médulo sempre maior ou igual que 1. Este absurdo

mostra que e nao é um numero algébrico. O

3.5 Transcendéncia de 7

A relacao entre a quadratura do circulo e a transcendéncia de m é um toépico fascinante

na historia da matematica. A quadratura do circulo é o problema de tentar construir,



SECAO 3.5 ¢ TRANSCENDENCIA DE 7 52

usando apenas um compasso e uma régua sem marcacao, um quadrado com a mesma area
que um dado circulo. Este problema é muito antigo e intrigou matematicos por séculos.

A chave para entender a relacdo com a transcendéncia de 7 estd no fato que, se fosse
possivel realizar a quadratura do circulo, entao 7 teria que ser um numero algébrico (ou
seja, a solugao de uma equagao polinomial com coeficientes inteiros). No entanto, segundo
[5], em 1882 o matematico alemao Ferdinand von Lindemann provou que 7 é um ntmero
transcendente, o que significa que ele nao é a solugcao de nenhuma equagao polinomial com
coeficientes inteiros. Como resultado, a quadratura do circulo com métodos geométricos
puros (compasso e régua) é impossivel, pois exigiria a construcao de um nimero transcen-
dente, algo que essas ferramentas geométricas simples nao podem fazer. Para demonstrar
a transcendéncia de 7, necessitamos de determinados resultados sobre Anélise Complexa.
Faremos aqui um resumo das principais ideias contidas na demonstracao, utilizando como
referéncia os trabalhos de [5] e [14].

Recordemos o Teorema do Valor Médio para fungoes reais, a saber: seja f : [a,b] = R
uma fungao real continua definida em um intervalo fechado [a, b],a,b € R. Suponhamos
que a derivada f’(x) existe para todo x no intervalo aberto (a,b). Entéo existe A com

0 < A <1 tal que:

f(b) = fla) = (b—a)f'(a+ A(b—a)).

Para obtermos um teorema de valor médio para funcoes complexas, utilizaremos fatos
sobre fungoes de duas variaveis. Representamos por C o conjunto dos nimeros complexos,
isto é, numeros da forma z = x + iy, onde z,y € R. Uma fungao f : C — C tem derivada

no ponto z se o limite abaixo existe:

() = 1im L F20) = 1) (5.20)

z0—0 ZO

onde zy € C. Se uma fungao f tiver derivadas em todos os pontos de C, entao dizemos
que ela é analitica em C. Sejam u(z,y) e v(x,y) as partes real e imaginaria de f(z), isto

7

¢,

f(z) =u(z,y) +iv(x,y), onde z = = + iy. (5.21)

Suponhamos que f(z) seja uma fungao analitica em C e calcularemos a derivada (5.20)

utilizando valores reais para zg, 29 = h :
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u(z + h,y) —u(z,y) v(x + h,y) —v(z,y)

/ IRt -
fz) = lim h i h ’
ou seja:
1'(2) = up(z,y) + tv.(z, y), (5.22)

onde u, representa a derivada de u(x,y) com relagao a primeira variavel, e u, com relagao
a segunda. A seguir calculamos a derivada (5.20) utilizando valores imagindrios puros

para zp, 2o = tk :

k=0 ik k—0 ik '

(5.23)

ou seja,

f'(2) = —iuy(z,y) +v,(z,y).

Utilizando (5.22) e (5.23), obtemos as equagoes de Cauchy-Riemann,

g (2,y) = vy(2, ), uy(2, y) = —ve(2,y),
para qualquer z = x + iy em C.
Logo vemos que se f for analitica em C, entao as equagoes de Cauchy-Riemann valem
em qualquer ponto de C. Se f: C — C for uma funcao analitica em C e se z3 e z; forem

nimeros complexos, nao ¢ verdade, em geral, que exista A\,0 < \ < 1, tal que:

fz)=f(a) =(—2) f (a+A(z2—2)). (5.24)

Podemos ver isso por meio de um contraexemplo.

Seja P(z) = (2* — 2z +2) (2* + 2z + 2), cujas rafzes sdo z; = 1 + 4,20 = 1 — i, 23 =
—1+414,24 = —1—1. Aplicando (5.24) aos pares de pontos (21, 22) , (22, 23) , (23, 24) , (24, 21),
concluimos que P’(z) teria 4 raizes distintas. Isso, porém, é uma contradigdo, pois o
Teorema Fundamental da Algebra que diz que um polinomio de grau 3 tem exatamente
3 raizes complexas. Portanto, temos que abrir mao da igualdade no teorema do valor

médio. O que vale é:

Teorema 14. Seja f : C — C uma funcdo analitica e sejam zq,z9 € C. Entao:

1f (22) = f(20)] < 2]z — 21| sup{[f" (21 + A(z2 = 21))[ : 0 S A < 1} (5.25)
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onde |z| representa o mddulo do complezo z = x + iy, isto €, |z| = ++/x% + y>.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que:

|f (20) = f(O)] < 2|z0f sup{|f" (Az0)] : 0 < A <1} (5.26)

Isso feito, (5.25) segue pela aplicagao de (5.26) a fungao g(z) = f (2 + 21) e ao ponto
20 = 23 — z1. Sejam u e v as partes real e imagindria de f(z). Dado zp = xg + iy, defina

as funcoes ¢ : R — R e ¥ : R — R pelas expressoes:

d(N) = u (Azo, Ayo)
(X)) = v ( Az, A\yp) -

Aplicando o Teorema do Valor Médio as funcoes reais ¢ e v, obtemos:

P(1) — ¢(0) = ¢' (M1),0 < Ay < 1, (5.27)

(1) = 9(0) =¥ (A2),0< X2 < L. (5.28)
Obtemos, de (5.27) ¢ (5.28),

u (20, Y0) — u(0,0) = uy (M0, Myo) To + uy (Mo, MYo) Yo,
v (20, Yo) — v(0,0) = v, (Ao, Aayo) To + vy (A2Zo, A2Yo) Yo,

e dai:

f(20) = f(0) =
= Uy (M1Zo, M1Y0) To+uy (Mo, MYo) Yo+1 {vz (Moo, Aavo) To + vy (Aao, Aayo) Yo} (5.29)

Vamos agora aplicar a desigualdade:
2] < 2| + Jyl.

Além disso, conforme estabelecido pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|a161 + a2b2| S \/Cl% -+ a%\/b% + bg,

Quando aplicamos essas duas desigualdades a (5.29), chegamos ao seguinte resultado,

onde aq, as, by, by sao nimeros reais quaisquer:
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| [ (20) — f(0) |< \/Ui (MZo, Myo) + uZ (Ao, Myo) x§+ g

+ \/Ui (A2z0, Aago) + v2 (Moo, Aato)\/ 5 + Y-

Devido as equagoes (5.23) e (5.24) e as equagoes de Cauchy-Riemann, os termos com

(5.30)

radicais na expressao (5.30), que incluem as fungdes u e v, correspondem exatamente ao

moédulo de [ calculado em pontos especificos, ou seja,

|f (20) = O] < [ (Arzo)l|20] + 1f (A220)] [ 20] -

Isso leva diretamente a dedugdo da equagado (5.26). Portanto, com esse resultado, o

Teorema (14) esta demonstrado. O
Com esses resultados exibidos, iremos demonstrar a transcendéncia de 7.
Teorema 15. O niumero w € transcendente.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que 7 seja um niimero algébrico, ou seja, que
satisfaz (4.16).

Portanto, im, onde i = +/—1, seria expresso como um produto de dois niimeros
algébricos. Isso implicaria que iw é uma raiz de uma equagao polinomial com coefici-

entes inteiros:

Pi(z) =0. (5.31)

Vamos denotar as raizes da equacgao (5.31) por o = im, g, . . ., . Dado que €™ = —1,
podemos inferir que:

(14+e%) =0. (5.32)

7j=1

Se expandirmos o produto mencionado na equagao (5.32), obteremos uma expressao

que segue o padrao: 1 + uma soma de termos exponenciais com expoentes que sao:
a1, Qa, ..., Qp (5.33)

a; +a;, paratodosi < j (5.34)

a; + a;j + ay, para todos i < j <k (5.35)
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(5.36)
a; + ..o+ Q.

Observemos que em (5.33) o nimero de termos é n, enquanto em (5.34) o nimero de

n n n n
termos é: ,em (5.35) é , ooy em (5.36) é =1, em que sS40 08
2 3 n m

coeficientes binomiais, isto é, = ——vpara0 <m < n.
m m!(n —m)!

A partir da constatacao de que ag + . .. + a, satisfaz uma equacgao polinomial de grau

n com coeficientes inteiros, segue que:

n
e Os numeros em (5.34) satisfazem uma equagdo polinomial de grau < ) com
coeficientes inteiros,
Py(z) = 0. (5.37)
e Os numeros mencionados na equagao (5.35) sdo raizes de uma equagao polinomial

de grau ( com coeficientes inteiros,
3

E assim sucessivamente.

Portanto, os nimeros listados nas equagoes (5.33) até (5.36) sao solugoes de uma

equacao polinomial,

Pi(z)- ...  Pu(z) =0, (5.38)

n n
com coeficientes inteiros e de grau n+ ( ) ) +...+ ( ) = 2" —1. Alguns dos nimeros

n
nas equagoes (5.33) a (5.36) podem ser nulos. Vamos supor que m deles sejam diferentes

de zero e os representemos como [, , ..., Bn. Logo, simplificando de (5.38) os fatores da
forma 29, para ¢ > 0, caso haja, (e haverd se 2" — 1 > m ), obtemos que i, ..., By sdo

raizes de uma equacao na forma:

R(z) = ca™ + 2™ 4.+ erx + ¢ = 0, (5.39)
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sendo que os coeficientes sao inteiros.

A seguir, efetuamos o produto em (5.32) e obtemos:
k+em 4. e =0. (5.40)
Consideremos o polinomio:

Pla) = S (R (5.41)

onde s é igual a mp — 1 e p é um nimero primo que serd escolhido mais tarde. O grau de

P éigual a r = s 4+ p. Agora, consideremos:

F(z) = P(z)+ P'(z) + ...+ PE*) (). (5.42)

Segue que:

(e @) = (). (5.43)

Ao utilizar o Teorema (14) para a funcao f(z) = e *F(z), obtemos:

[ F (8) = FO)| <28l sup {[e?*P (A3 :0<A <1}, (544)
para 7 = 1,...,m. Fazendo:
gj = 2|p;| sup {|e(1_A)BjP(/\ﬁj)| :0< A< 1}, (5.45)

obtemos de (5.44) que:

|F(8;) — €% F(0)| < ¢ (5.46)
Utilizando (5.40) junto com a expressao (5.46) para j = 1,..., m obtemos:
EF0)+) F(B)| <> e (5.47)
J=1 7j=1

Agora, mostremos que o lado esquerdo da equacdo (5.47) é um ndmero inteiro nao

nulo, enquanto o lado direito pode se tornar menor que 1 escolhendo um valor adequado

para p.
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Para isso, vamos calcular as derivadas de P(z) nos pontos 0, 51, ..., Bm. O polinomio

P(z), conforme definido na equagao (5.41), tem o seguinte formato:

ﬁ{cgajp_l—l-bxp—i—}

P(z) =

Logo,

PY(0) =0, parai<p—1, e PP D(0)=cc. (5.48)

Por outro lado, podemos deduzir a partir de (5.41) que:

PO(B) =0, i<p, j=1,...,m, (5.49)

uma vez que nas derivadas P%)(z), onde i < p, a expressdo R(r) é um fator comum e
Portanto, ao considerar as derivadas de ordem i > p a partir da equacao (5.41),

podemos concluir que os coeficientes de:

P(x),i > p, (5.50)

sao numeros inteiros divisiveis por pc®.

De (5.48) e (5.50) obtemos:

F(0) = ¢* + pcko. (5.51)

Aqui, kg é um ntmero inteiro, e o seu valor nao é relevante para o nosso objetivo. No

caso dos outros valores F'(/3;), notamos que:

DTEB)=>> POB) =D PY(B). (5.52)

m
j=1 j=1 i>p i>p j=1

Agora, na expressao:

m

Z P9 (3;), (5.53)

j=1
para cada valor de 7 no intervalo fixado, com p < i < s+ p, a expressao (5.50) estabelece

que os coeficientes do polinémio P sdo inteiros e divisiveis por pc®. Além disso, dado
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que P tem um grau de s+ p, podemos concluir que P® tem grau s+p—i < s, pois p < i.

Portanto, a expressao (5.53) pode ser reformulada como:

m
ST PO () = peQ (B, ) (5.54)
j=1
onde Q (B1, ..., fm) é um polinémio de grau menor ou igual a s, com coeficientes inteiros.
Notemos ainda que @ (51, . . ., fm) ¢ um polindémio simétrico nos f;s. Logo, pelo Teorema
(5), existe um polinémio G (o1, .. .,0,,), de grau menor do que ou igual a s, com coefici-
entes inteiros e onde oy, ..., 0, s40 0s polinomios simétricos elementares em fS1,..., O,
tal que:
Q(ﬁl,...,ﬁm):G<0'1,...,O'm). (555)
Por outro lado, temos:
_ -1 -1 -1
01 =C Cno1, 0O3=C Cmay.-., Om=2C Cp. (5.56)

Logo, de (5.54),(5.55), e (5.56) segue que a expressao (5.53)é um ndimero inteiro di-

visivel por p. Voltando a (5.52) concluimos que:

m

Y F(8) = pk. (5.57)

j=1
Nesse contexto, K; é um ntimero inteiro, e seu valor nao tem relevancia para nossos
objetivos. Continuando, e utilizando (5.51) e (5.57), podemos concluir que o lado esquerdo

da expressao (5.47) é um nimero inteiro com a seguinte forma:

ke + pK| (5.58)

Aqui, o valor de K é dado por K = c¢’kq+ K;l. Agora, selecionamos um nimero primo
p de tal forma que ele seja maior do que k, ¢, e ¢g. Como resultado, o inteiro indicado em
(5.58) nao é um divisivel por p, e, portanto, ¢ um niimero inteiro nao nulo.

Para concluir a demonstracao, necessitamos fazer a estimativa do termo do lado direito

de (5.47). Seja:

M :max(|61|7"‘7|6m|)'
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Logo,
c|® i
gj < 2MeM (p‘—| ol sup{|)\ﬁj|p ! IROABHP: 0< A< 1} (5.59)
onde usamos que 0 < A < 1. Seja a seguir:
N = max{|R(2)] : |z| < m},
a qual usada em (5.59) produz o seguinte resultado:
S
e, <omeM 1yt
(p— 1!
Como o fatorial domina qualquer exponencial, isto é,
An
lim — =0,
n—oo Nl
para qualquer A > 0, segue que, para p suficientemente grande, podemos fazer ¢; < m+r1
Logo,
= m
< < 1. 5.60
Z < (5.60)

A expressao (5.60), considerando também que o lado esquerdo de (5.47) é um ndimero

inteiro nao nulo, leva a uma contradicao. Portanto, concluimos que 7 é um numero

transcendente.

O



CONSIDERACOES

Este trabalho de conclusao de curso teve como objetivo estudar alguns problemas da
Teoria dos Numeros que utilizam ferramentas de Anélise Mateméatica na sua solugao,
destacando a interligagao entre essas subareas da Matematica. Para isso, foram abordados
os numeros 7 e e, dois numeros fundamentais na Matematica, sob trés aspectos: suas
origens e histéria, suas representacoes matematicas e suas propriedades. A metodologia
utilizada foi a pesquisa bibliografica, que permitiu acessar as contribuic¢oes historicas
¢ as descobertas mais recentes sobre esses nimeros. Além disso, foi feito um esforgo
para simplificar a linguagem e elaborar demonstragoes passo a passo, visando facilitar o
aprendizado dos alunos de graduacao.

A pesquisa realizada permitiu compreender melhor a esséncia desses nimeros, bem
como suas aplicacoes e implicagoes em diversas areas da Matematica. Também permitiu
evidenciar a importancia da Andlise Matematica para resolver problemas referentes a
nimeros inteiros, que sao o objeto de estudo da Teoria dos Numeros. Assim, o trabalho
contribuiu para o amadurecimento do pesquisador e para a divulgagao do conhecimento
matematico.

Como sugestao para trabalhos futuros, pode-se aprofundar o estudo de outros nimeros
importantes na Matematica, como os niimeros de Fibonacci, os niimeros primos e os
numeros complexos. Também pode-se explorar outras ferramentas de Analise Matemaética,
como as séries de Fourier, as equacoes diferenciais e as fungoes analiticas. Dessa forma,
espera-se que o trabalho possa estimular o interesse e a curiosidade dos alunos de gra-

duacao pela Matemaética e pela sua historia.
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