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RESUMO

Um dos principais desafios no contexto de aplicacdo dos métodos de Dinamica dos Flui-
dos Computacional (DF'C'), é a compreensao dos métodos e modelos utilizados nos diferentes
tipos de escoamentos simulados. Diante deste contexto, no presente trabalho apresenta-se a
metodologia utilizada para a construcdo de um cédigo computacional voltado a solugdo de
escoamentos newtonianos com e sem a transferéncia de energia térmica, além de escoamentos
nao-newtonianos. Inicialmente, apresentou-se um detalhamento a respeito do modelo fisico dos
escoamentos utilizados para validar as rotinas implementadas, apds ter detalhado as equacdes
para modelar os problemas abordados no presente trabalho, trazendo um breve contexto histé-
rico dos mesmos, bem como as especificidades tratadas na literatura a respeito destes. Apos
esta etapa foram detalhados os métodos numéricos utilizados para discretizar as equacdes, bem
como a metodologia de malha e os métodos para solucdo de sistemas lineares. Por fim, sdo
apresentados os resultados obtidos a partir da simulacio dos problemas elencados, bem como
a comparacao destes com a literatura e com modelos analiticos. Os mesmos se mostraram co-
erentes com a literatura, em especifico, nos escoamentos ndo-newtonianos, onde observou-se
a influéncia na escolha do invariante na qualidade dos resultados para os diferentes regimes
de escoamento. O cédigo corroborou para o entendimento dos desafios da implementagao dos
modelos e das limitacdes numéricas dos métodos utilizados. O trabalho foi desenvolvido no
Laboratério de Mecanica dos Fluidos da Faculdade de Engenharia Mecanica da Universidade
Federal de Uberlandia (M F'Lab-FEM EC-UFU).

Palavras-chave: Dinamica dos Fluidos Computacional, Fluidos Nao-Newtonianos, Escoa-
mentos Térmicos, Volumes finitos.



ABSTRACT

One of the main challenges in the context of applying Computational Fluid Dynamics
(CF D) methods is understanding the methods and models used in simulating different types of
flow. In this context, this study presents the methodology used to build a computational code
aimed at solving Newtonian flows with and without thermal energy transfer, as well as non-
Newtonian flows. Initially, a detailed description of the physical model of the flows used to
validate the implemented routines is provided, after detailing the equations used to model the
problems addressed in this work, along with a brief historical context and the specific aspects
addressed in the literature regarding them. Subsequently, the numerical methods used to discre-
tize the equations are detailed, as well as the mesh methodology and methods for solving linear
systems. Finally, the results obtained from simulating the selected problems are presented,
as well as their comparison with literature and analytical models. These results were consis-
tent with the literature, particularly in non-Newtonian flows, where the influence of invariant
choice on the quality of results for different flow regimes was observed. The code contributed
to understanding the challenges of implementing models and the numerical limitations of the
methods used. The work was developed at the Fluid Mechanics Laboratory of the Faculty of
Mechanical Engineering at the Federal University of Uberlandia (M F Lab-F EM EC-U FU).

Keywords: Computational Fluid Dynamics (C'F'D), Non-Newtonian Fluids, Thermal Flows,
Finite Volumes.
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1. INTRODUCAO

A Dinamica dos Fluidos Computacional (DF'C') é uma area fundamental da engenharia
moderna, que se destina a aplicacdo de métodos numéricos para a andlise e simulacao dos fend-
menos que envolvem fluidos em movimento (Fortuna, 2000). Utilizando o equacionamento
matematico para a modelagem dos fendmenos fisicos de interesse, o D F'C' possibilita a repre-
sentacdo de fenomenos fluidodinamicos complexos, como problemas nao lineares, térmicos ou
com reagdes quimicas (Versteeg e Malalasekera, 2007).

Recentes avancos em métodos matematicos, aliados ao progresso de hardware das ultimas
décadas, ampliaram as aplicacOes industriais da DFC, permitindo sua utilizacdo em setores
variados, indo desde a industria aeronautica, de petréleo e gés, até industrias farmacéuticas
e alimenticias. Dentro deste contexto, a DF'C' € utilizada para resolver diversos problemas
industriais, dentre eles a lavagem de gases, ou o mapeamento de reacdes quimicas em tanques
de mistura. Também € aplicado para a redug@o de custos, para, por exemplo, problemas de
bombeamento de polpa de minérios.

Entre as vantagens no uso de técnicas computacionais para a resolu¢do de problemas in-
dustriais estdo: a possibilidade de testar multiplos cendrios de maneira mais rdpida e menos
onerosa que outras técnicas de solu¢do de escoamentos como a experimentacdo e a possibili-
dade de testar ambientes nocivos, inacessiveis ou complexos de serem reproduzidos, mesmo em
menor escala. Exemplos deste tipo de escoamentos sdo: problemas de reentrada na atmosfera,
escoamentos de dcidos ou escoamentos sanguineos.

Um dos principais desafios no emprego desta ferramenta € a compreensdo dos diferentes
modelos e metodologias empregadas, nas diversas areas que esta ciéncia se divide. A simples
mudanca na escolha dos métodos utilizados, a mudanca na escolha dos modelos de fechamento,
ou a mudanca no método de discretizacdo para a adveccao, pode resultar na mudanga radical
dos resultados obtidos entre as diferentes condi¢des de simulag@o, ou determinar se 0 mesmo
ird convergir ou divergir.

O presente trabalho tem como objetivo, abordar e detalhar os métodos, modelos e equagdes
utilizados no desenvolvimento de um cddigo préprio, voltado para a solucdo de escoamentos
newtonianos isotérmicos € nao isotérmicos, além de escoamentos nao-newtonianos 1Sotérmicos.
Primeiramente serdo apresentados os problemas que serdo utilizados para validar os modelos
e as rotinas computacionais empregadas, para isto foram escolhidos escoamentos cldssicos da

literatura, como os escoamentos de Couette e Poiseuille. Apds esta etapa, serdo detalhadas as

BACHARELADO EM ENGENHARIA MECANICA



2 INTRODUCAO

equagdes matemadticas utilizadas, também um breve detalhamento tedrico a respeito dos méto-
dos abordados e das equacdes utilizadas, bem como a apresentagdo dos desafios e das especifi-
cidades numéricas que cada tipo de escoamento carrega.

Serdo abordadas todas as etapas de discretiza¢do e implementa¢do computacional das ro-
tinas utilizadas, bem como uma breve explicagdo tedrica dos métodos numéricos escolhidos.
Ao final, serdo apresentados os resultados obtidos com os escoamentos escolhidos, de forma
que se comparou dados obtidos com os da literatura, a fim de corroborar com a validag¢ao dos
resultados. Para a verificacao dos perfis de velocidade obtidos em alguns escoamentos, também

foram utilizados modelos analiticos desenvolvidos no apéndice A.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA



MoODELOS Fisicos 3

2. MODELOS Fisicos

O co6digo desenvolvido tem como objetivo resolver problemas cuja natureza fisica possa ser
descrita por um dominio bidimensional cartesiano e que apresente comportamento de escoa-
mento incompressivel. Apesar dessa generalidade, cada tipo de escoamento apresenta certas

peculiaridades, que serdo apresentadas adiante.

2.1 ESCOAMENTO DE COUETTE PLANO

Na Figura 2.1 apresenta-se o modelo fisico do problema conhecido na literatura como es-
coamento de Couette plano (Gibson et al., 2008; Case, 1960; Orszag e Kells, 1980; Bottin e
Chaté, 1998; Barkley e Tuckerman, 2007) e suas condicdes de contorno. O problema se trata de
um canal plano, cujas placas superior e inferior se movem com diferentes velocidades, assim o
que determina a dinamica do escoamento é a velocidade relativa resultante entre as fronteiras.

No presente trabalho foi considerada a fronteira superior se movendo com uma velocidade
constante V[ e a fronteira inferior com velocidade nula, caracterizando condi¢des de contorno
de Dirichlet, considerando também a condi¢@o de nao deslizamento entre as paredes e o fluido.
Nas paredes laterais do escoamento bidimensional, foram consideradas condi¢des de contorno
de Neumann, com derivada nula em ambas as componentes de velocidade para representar a

condi¢do de simetria. A Figura abaixo mostra o modelo fisico do escoamento de Couette.

%

v

Figura 2.1: Modelo Fisico do escoamento de Couette.

Fonte: Do proéprio autor

BACHARELADO EM ENGENHARIA MECANICA



4 MODELOS Fisicos

As fronteiras inferior e superior sdo separadas por uma altura H e possuem uma largura
L de forma que L = H. O eixo de coordenadas foi adotado no canto inferior esquerdo do
dominio computacional.

Para se manter a coeréncia numérica que serd demonstrada posteriormente, as condi¢des de
contorno foram impostas sobre os campos de pressdo, sendo mantida a condi¢ao de Dirichlet
nas fronteiras a esquerda e a direita e condi¢des de segunda espécie das fronteiras superior e
inferior.

Foi considerado um escoamento em regime transiente, com condicao inicial de velocidade
nula em todo o dominio, com exce¢do das fronteiras superior e inferior. O campo de pressao
inicial em todo o escoamento foi considerado uniforme.

O escoamento de Couette foi um dos utilizados para validar o modelo de fluidos nao-
newtonianos, nos quais as condi¢des de contorno e inicial adotadas sdo as mesmas do esco-
amento newtoniano.

Apesar deste escoamento ser popularmente reconhecido como escoamento de Couette, se
considera escoamentos de Couette a classe de escoamentos que possuem fronteiras maveis,

como tampas ou cilindros rotativos.

2.2 ESCOAMENTO DE POISEUILLE PLANO

Outro escoamento comumente encontrado na literatura para a validagao de rotinas computa-
cionais, € o promovido pela diferenca de pressao no interior de um canal, anular ou plano. Este
problema é normalmente chamado de escoamento de Poiseuille (Thomas, 1953; Bharti et al.,
2007), em homenagem ao médico e pesquisador de mesmo nome, que promoveu estudos em
escoamentos sanguineos, que podem ser considerados escoamentos de Poiseuille.

Na Figura 2.2 é mostrado o dominio fisico bem como as condi¢des de contorno do escoa-

mento de Poiseuille consideradas no presente trabalho:

Pl B A A AP D B B A AT A B i A A A A

P, > P,

> . N e T el e W e T A s o e W Moot

Figura 2.2: Modelo Fisico do escoamento de Poiseuille.
Fonte: Do préprio autor

Foi considerado um escoamento de Poiseuille em desenvolvimento, com um perfil uniforme
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de velocidade na entrada, a esquerda, e um perfil totalmente desenvolvido com condi¢do de de-
rivada nula, a direita. Nas fronteiras inferior e superior foram consideradas condi¢des de parede,
respeitando o critério de nao-deslizamento. As fronteiras inferior e superior sdo separadas por
uma distancia H e o canal tem uma largura L, de forma que H # L. O centro do sistema de
coordenadas foi colocado no canto inferior esquerdo do dominio fisico.

Assim foi considerada condi¢do de primeira espécie nas fronteiras superior, inferior e es-
querda para todas as componentes de velocidade e condi¢do de Neumann para a parede direita.
As condicdes de contorno para a pressao foram de primeira espécie para a parede direita e
segunda espécie para as demais.

A condig¢do inicial do escoamento foi um perfil de velocidade uniforme igual a velocidade
de entrada e um gradiente de pressdo uniforme em todo o escoamento. Este escoamento foi
utilizado para a validacdo dos modelos ndo-newtonianos, utilizando a solu¢do continua. As
condicdes de contorno consideradas sao as mesmas para os fluidos newtonianos

Como no caso do escoamento de Couette, a classe dos escoamentos de Poisseulle sdo todos
aqueles escoamentos promovidos por uma diferenca de pressdo entre a entrada e a saida do

escoamento.

2.3 ESCOAMENTO EM CAVIDADE COM TAMPA DESLI-
ZANTE

O escoamento de cavidade com tampa deslizante € um tipo de escoamento de Couette, ou
com fronteira mével, que possui condi¢des de parede, de velocidade nula, em todas as direcoes
do escoamento, com excecao da fronteira superior mével.

E mais um tipo de escoamento utilizado para a validacdo de cédigos préprios desenvolvidos
para escoamentos, sendo mais complexo que os anteriores por apresentar recirculagdes e a pre-
senca de maiores gradientes de pressao e velocidade. O dominio fisico e condi¢des de contorno
sd@o mostrados na Figura 2.3.

A cavidade possui dimensdes iguais na largura e na altura, com condicdes de contorno de
primeira espécie para as componentes de velocidade em todas as direcoes. A pressdo possui
condicdo de segunda espécie em todas as fronteiras.

A condic¢do inicial foi de velocidade nula em todo o escoamento com excecao da fronteira
superior, respeitando a condi¢do de ndo deslizamento. A condi¢do inicial de pressdo é de um
gradiente de pressao uniforme em todo o escoamento.

Modelos e estudos sobre este tipo de escoamento podem ser encontrados em diversos auto-
res como Santos (2022) Vasconcellos (2024) e Ghia et al. (1982).
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] L |
I |

Figura 2.3: Modelo Fisico da cavidade com tampa deslizante.

Fonte: Do préprio autor

2.4 ESCOAMENTO EM CAVIDADE DIFERENCIALMENTE
AQUECIDA

Um dos escoamentos térmicos mais simples que se encontra na literatura é o da cavidade
com convecgdo natural, ou cavidade diferencialmente aquecida. Este escoamento tem o mo-
vimento do fluido promovido pela variagdo da massa especifica, devido a uma diferenga de
temperatura ao longo dominio, que leva a uma diferenca de pressdo que bombeia uma recircu-
lagdo dentro da cavidade.

A Figura 2.4 mostra o modelo fisico do escoamento, no qual, diferente dos demais, possui

condig¢des para a temperatura, que € um campo escalar ao longo do escoamento.

L
¥ !

Figura 2.4: Modelo Fisico da cavidade diferencialmente aquecida.

Fonte: Do préprio autor

As componentes da velocidade recebem condi¢des de primeira espécie com velocidade nula
em todo o escoamento, de forma que a pressdo, para manter a coeréncia dos modelos, recebe

condi¢des de Neuman em todo o escoamento.
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A temperatura recebe condicdes de primeira espécie para as fronteiras laterais, o que ga-
rante a condi¢do de paredes diferencialmente aquecidas, e condi¢des de segunda espécie nas
fronteiras superior e inferior. A condicdo de segunda espécie para a temperatura, representa
uma condic¢ao de parede isolada, ou adiabética, na qual ndo ocorre troca de energia térmica com
0 meio.

Novamente as fronteiras sdo quadradas, com uma dimensdo de L e H idénticas. As condi-
coes iniciais para o problema siao as componentes de velocidade nulas, um gradiente de pressao
uniforme e uma temperatura uniforme ao longo do escoamento igual a média da temperatura

entre as paredes laterais.
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3. MODELO MATEMATICO DIFERENCIAL

Para representar adequadamente qualquer fendmeno fisico por meio de modelos matemati-
cos, € preciso que se adote hipdteses simplificadoras. Essas hipdteses sdo necessarias pois, na
maioria dos casos, a realidade € apenas parcialmente conhecida e mensurdvel pelos cientistas
(Silveira-Neto, 2020). Essas simplificacdes permitem que modelos matematicos oferecam solu-
¢oes aproximadas, porém valiosas para problemas complexos, refletindo aspectos fundamentais
do comportamento dos sistemas fisicos.

O estudo do escoamento de fluidos desperta interesse na humanidade desde civilizagdes an-
tigas, como a dos gregos e romanos. A primeira formulagdo matemadtica sobre o movimento dos
fluidos foi desenvolvida por Leonard Euler. No entanto, conceitos mateméticos mais avangados,
utilizados para representar esse comportamento com maior precisio, especialmente em proble-
mas complexos como os industriais que enfrentamos até os dias de hoje, foram desenvolvidos
e aprimorados séculos depois por grandes cientistas como Osborne Reynolds, George Stokes e
Augustin-Louis Cauchy (Fortuna, 2000). Esses modelos tém como objetivo descrever o balanco
de todas as propriedades vetoriais e escalares relevantes no dominio fisico do escoamento.

As equacdes fundamentais que representam os escoamentos sdo amplamente discutidas e
desenvolvidas por diversos autores para diferentes propdsitos, como (Silveira-Neto, 2020; For-
tuna, 2000; Bird et al., 1987; White, 2011; Versteeg e Malalasekera, 2007). Essencialmente,
sdo utilizadas ao menos trés equacdes para o problema de fluidos, a primeira € descrita pela
Equacio 3.1:

ap .
V- = A
ot T (pv) =0 (3.1)

Tal equagdo € chamada de equacdo da continuidade, na qual %§ representa a variagio da
massa especifica ao longo do tempo, v representa o vetor velocidade e p representa a propria
massa especifica do fluido. Tal modelo representa o balango de massa em todo o dominio fisico,
respeitando a lei de Lavoisier na qual hd a conservag¢ao da massa total, quando se considera tanto
o ambiente do escoamento quanto o ambiente externo. O operador V- representa a operacao
vetorial chamada de divergente.

A segunda formulagdo utilizada é descrita pela Equacao 3.2.

ov

por + o V)T = =V T+ pj (3.2)
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Esta equacdo é chamada de equacdo de Cauchy (Silveira-Neto, 2020) e descreve o balanco
da quantidade de movimento linear. Esta equagdo resulta da aplicacio da segunda lei de Newton
no teorema do transporte de Reynolds em sua forma diferencial Silveira-Neto (2020); Fortuna
(2000); Bird et al. (1987), que estabelece que a taxa de variacdo do momento linear de um
fluido € igual a soma das forcas que atuam sobre ele (Fortuna, 2000). Sua deduc¢do, assim como
a da equacao do balanco de massa é apresentada em detalhes por White (2011) e Silveira-Neto
(2020).

Na equagdo de Cauchy o termo g representa o campo gravitacional, o termo g—f representa
o acimulo de momentum linear no dominio do escoamento e o termo p (- V) U representa
o transporte advectivo de quantidade de movimento linear. O tensor 7 representa os efeitos de
pressdo e viscosidade presentes no escoamento (Silveira-Neto, 2020) e sua modelagem depende
da abordagem utilizada para representar a relagdo entre as forcas e a deformacgdo no fluido. No
caso de escoamentos newtonianos, o tensor de tensdes € diretamente proporcional ao gradiente
de velocidade o que resulta nas equagdes de Navier-Stokes. Ja para fluidos ndo-newtonianos,
essa relacdo é complexa, e diferentes modelos constitutivos sdo necessérios para descrever ade-
quadamente os efeitos das tensdes viscosas.

De forma geral o tensor 7, pode ser escrito como a soma de duas parcelas, Eq. 3.3:

(3.3)

mll

<Al

+

All

=D

Na Eq. 3.3 p representa a pressdo atuante no escoamento, normal a cada uma das direc¢des
e ¢ representa é o tensor identidade, de forma que a parcela pd pode ser escrita como mostra a,
Eq. 3.4:

4]
Sl
I

o o3

0
0 (3.4)
p

o o

Na equacgio 3.3, T é chamado de o tensor das tensdes viscosas, que deve ser modelado
de acordo com o modelo de fechamento adotado e representa transferéncia de quantidade de
movimento linear por meio das forcas viscosas presentes no fluido.

A 1ltima equacdo que serd descrita, se limita a escoamentos com efeitos térmicos, Eq. 3.5.

oT o)

— 4+ 0V -T=aV’T+ — 3.5

5 + v ! + o (3.5)
A Eq.3.5 é o chamado balanco de energia térmica (Silveira-Neto, 2020; Wylen, 2016), na

qual %—{ representa a variacao de energia térmica em uma particula de fluido ao longo do tempo,

ou o acumulo de energia térmica, V - (0T") representa o fluxo liquido advectivo de energia
térmica por meio das componentes do vetor velocidade, também chamado de transporte advec-
tivo de energia térmica, o V*T representa o fluxo liquido difusivo de energia térmica, por este

motivo é chamado de termo difusivo da equagdo da energia.
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O termo ¢ representa a transformacdo de energia cinética em energia térmica, por meio
dos efeitos viscosos, tal termo ndo foi considerado na andlise utilizada pois sua modelagem
apenas se torna relevante em escoamento onde os efeitos viscosos s@o muito fortes e provocam
aquecimentos relevantes. Exemplos deste tipo de problemas sdo o escoamento de lubrificante
no interior de um mancal, onde as dimensdes sdo muito pequenas, ou na reentrada de um corpo
na atmosfera, no qual as velocidades sdo muito altas. O escalar o € chamado de difusividade
térmica, e representa a jungdo de trés termos: p,C), que representa o calor especifico do material

e k que representa a condutividade térmica do mesmo.

3.1 ESCOAMENTOS NEWTONIANOS

Para fluidos newtonianos incompressiveis, que obedecem a lei da viscosidade de Newton
e ndo possuem uma variagdo de velocidade grande o suficiente para invalidar a hipétese de
incompressibilidade, o tensor 7 pode ser modelado utilizando o modelo de Stokes. Tal modelo
relaciona o tensor das tensdes com o gradiente do vetor velocidade, seguindo o0 mesmo principio
dalei da viscosidade de Newton. A deduc¢do das equacdes que modelam este tipo e fluido podem
ser encontradas em detalhes em Bird et al. (1987) e White (2011), sdo elas, Eq.3.6 a 3.10:

V-7 =0 (3.6)

5_"7+(g ﬁ)g__lﬁ + 1 (e e (3.7)

ot A ! '

T=—u (617—% 617T>

4 = <W+ %T) (3.9)

L (3.10)
P

Nas equacdes consideradas p € a viscosidade dindmica e v a viscosidade cinemadtica do
fluido. O tensor 7y é chamado de tensor taxa de cisalhamento (Bird et al., 1987), ele é propor-
cional ao gradiente e ao gradiente transposto de velocidade, em alusdo a lei da viscosidade de

newton este tensor pode ser escrito da seguinte forma, Eq. 3.11:

ou du v Ow ou
281} oy + ox Oz + 0z
o Ora ol — | ou oo w o ow | o
v = Vi+ Vi = o + o0 26y 5 T o5 (3.11)
ou ow  Ow v ow
0z + ox dy + 0z 282

Ou na forma bidimensional, Eq. 3.12:
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. . 99u Ou | v
J=Vo+ Vit =, % 0 (3.12)
g 2%
Y x Y
A abordagem utilizada para o fechamento da equagao de Cauchy e a consequente modela-
gem do tensor de tensdes de Cauchy foi inicialmente proposta por Stokes (White, 2011). Esta
formulacao, € vélida para fluidos newtonianos e pode ser simplificada de forma a eliminar as
derivadas cruzadas, esta simplificacdo nao serd apresentada no trabalho, pois a forma completa

do tensor taxa de cisalhamento € mais util para as formulacdes utilizadas no trabalho

3.2 FLUIDOS NAO-NEWTONIANOS

A lei da viscosidade de Newton, descreve o tensor 7 como sendo uma relacdo linear entre um
fator de correcdo (1 no caso de fluidos newtonianos) e a taxa de cisalhamento (). A principal
diferenca entre esse comportamento ao dos fluidos ndo-newtonianos € a ndo linearidade desta
relacdo, o que faz com que surja a necessidade de outras equacdes de ajuste desta relagcdo em
funcao de . Na Figura 3.1 sdo mostrados os comportamentos tipicos de varios exemplos destes

fluidos.

Tensio de o

cisalhamento Plﬂstlf:o ideal

T de Bingham

Plistico Dilatante
R ,/
//
/ Newtoniano
/
/

Tensdo de Pseudoplistico

escoamento

l
!

0 Taxa de deformagio 46 —=
por cisalhamento  dt

Figura 3.1: Comportamento geral dos diferentes tipos de fluido de acordo com a taxa de deformacao.
Fonte: White (2011) pag.43

Na Figura apresentada por White (2011) € possivel observar as principais classes de fluidos
nao-newtonianos, os quais divergem entre si pelo tipo de comportamento nao linear da tensao
de cisalhamento (7).

O comportamento caracteristico dos fluidos pseudoplésticos é que eles diminuem sua re-
sisténcia ao cisalhamento com o aumento do mesmo, exemplos desses fluido sdo o plasma
sanguineo e tinta. Os fluidos plasticos sdo os que possuem o mesmo comportamento dos pseu-

doplasticos de forma mais atenuada. O caso limite desses fluido s@o os plasticos de Bingham,

BACHARELADO EM ENGENHARIA MECANICA
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que necessitam de uma tensdo inicial grande o suficiente para que comecem a escoar (White,
2011).

Os fluidos dilatantes possuem comportamento oposto aos pldsticos, € aumentam sua resis-
téncia com o aumento da taxa de cisalhamento, um exemplo dessa classe de fluido € a areia
movedica. O presente trabalho nio teve como foco nenhum desses modelos especificos, fa-
zendo uma abordagem geral no limite de representatividade dos modelos adotados.

Para se modelar a relacdo ndo linear entre viscosidade e taxa de cisalhamento, diversos
tipos de abordagens e modelos podem ser encontrados na literatura, de forma que nao existe um
consenso de um modelo geral representativo de todos os tipos de fluidos. Dentre os modelos
mais utilizados estd a familia de modelos chamada de modelos de fluidos generalizados, que

tentam relacionar a viscosidade com o tensor taxa de cisalhamento, como demonstrado na Eq.
3.13:

T=-n(14 (3.13)

No qual 7 (¥) é chamado de viscosidade ndo-newtoniana e depende de 4. A fungdo que
define o tensor taxa de cisalhamento depende de cada modelo adotado. Esta formulacdo busca
adotar correlacdes empiricas para cada um dos fluidos estudados de forma que se consiga ajustar
parametros para representar seu comportamento fisico por meio desta viscosidade. A principal
diferenca entre os modelos de fluido generalizado é a quantidade de parametros a serem ajusta-
dos, sendo que de forma geral, quanto mais parametros a serem ajustados mais representativo é
o modelo, porém mais caro € a experimentacdo necessdria em termos de recursos e tempo.

Dentre as principais variacdes do modelo de fluido generalizado, as mais utilizadas sdo a Lei
de poténcia (em inglés Power Law) e a chamada Carreau-Yasuda, desenvolvida pelos autores
que levam seu nome (Bird et al., 1987).

A Figura 3.2 apresentada por Bird et al. (1987) mostra dados experimentais da variacdo de
com a taxa de cisalhamento para alguns fluidos reais. E possivel notar na Figura que a variagio
da viscosidade ndo-newtoniana pode ser dividida em duas regides principais, uma horizontal e
uma retilinea decrescente sendo essa segunda chamada de regido da Lei de Poténcia.

Para a maioria dos fluidos e escoamentos, utilizando os tipos mais simples de viscosimetros,
€ impossivel detectar a regido horizontal do comportamento de 7, de forma que a regido da Lei
de Poténcia, para esses casos, € a mais importante e representativa do escoamento (Bird et al.,
1987).

O modelo da Lei de Poténcia é um modelo empirico que busca modelar a regiio de mesmo
nome do comportamento da viscosidade ndo-newtoniana por meio de dois pardmetros experi-
mentais, m que € chamado de fator de condicionamento e n que tem grande influéncia no tipo
de comportamento ndo-newtoniano que serd apresentado pelo fluido. Tais parametros buscam
ajustar uma curva para 7 variando de fluido para fluido, por meio de experimenta¢do material.

Por ter poucos parametros de ajuste, a Lei de Poténcia se torna mais rapida e menos onerosa
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Figura 3.2: Viscosidade ndo-newtoniana de trés polimeros fundidos a partir da equagdo de viscosidade de Carreau
(a =2). Dados experimentais: Poliestireno (453 K), Polietileno de alta densidade (443 K) e Phenoxy-A (485 K),
com parametros 7y, 70, A € 1 especificos para cada polimero.

Fonte: Bird et al. (1987)

de se ajustar quando comparada com outras variacdes de modelos de fluidos generalizados.
Por esse motivo, por ser capaz de representar a maioria dos problemas industriais estudados e
por sua facil implementa¢do numérica computacional, esse modelo era um dos mais utilizados
dentro de sua familia de modelos para representar o comportamento nao-newtoniano a nivel
académico e industrial até poucos anos (Bird et al., 1987). Apesar disto, com a evolucao da
complexidade dos problemas estudados, outros métodos melhores surgiram para representar os
escoamentos (Vasconcellos, 2024). O modelo em questdao, com suas limitagdes, ainda € ttil para
validar os softwares para ndo-newtonianos antes de implementar modelos mais complexos.

O modelo matematico da Lei de poténcia € apresentado por Bird et al. (1987), Eq. 3.14:

. cn—1
() =my" (3.14)
Neste modelo o comportamento do fluido de acordo com n varia da seguinte forma:
* n < 1o fluido se comporta como pseudopldstico
* n =1 o fluido se comporta como newtoniano

* n.>1 o fluido se comporta como dilatante.

O fator mz como ja mencionado, € o fator o chamado fator de influéncia do modelo.
Apesar do modelo da lei de poténcia ser o mais utilizado industrialmente, a literatura contém
diversos outros modelos com suas vantagens e propriedades. Uma lista mais detalhada desses

modelos € apresentada por Vasconcellos (2024).
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3.3 MODELAGEM DO TENSOR 7 EM 7

Para manter a consisténcia da equacgdo do balango da quantidade de movimento linear, 7 ()
que € utilizado nos modelos de fluidos generalizados, deve ser um escalar. Dessa forma -y
nao pode ser considerado em sua forma literal, um tensor com seis componentes, devendo se
comportar também como escalar. Por este motivo, é preciso que se use um valor que seja
representativo do tensor taxa de cisalhamento ao longo de todo o escoamento. A solucdo mais
comum € o uso de invariantes.

Os invariantes sdo combinagdes dos termos de tensores, geralmente seguindo operagdes
matematicas como o traco ou o determinante do tensor, no qual o valor ndo varia com obser-
vador que as descreve, ou seja, ¢ independente do sistema de coordenadas. Uma abordagem
mais rigorosa desse critério pode ser encontrada em Silveira-Neto (2020), Bird et al. (1987) e
Vasconcellos (2024).

Viérias formas de invariantes podem ser encontrados na literatura, de forma que uma das
formas mais comuns € a apresentada e adotada por Vasconcellos (2024), para uma determinada

matriz A, tal que, Eq. 3.15:

S$$ Sacy S:vz
A=|s, 5, S, (3.15)
sz Szy Szz

Os invariantes podem ser escritos da seguinte forma, Eq. 3.16 a 3.18 (Silveira-Neto, 2020):

I = tr(A) = S + Sy + S.. (3.16)
1

Iy = 5(tr(A)* = tr(A%) = SeaSyy + SyySee + 5aSus — 53y = S2. = 8%, (3.17)

I = det(A) (3.18)

Nas equagdes acima, det() simboliza a operacdo de determinante e ¢r() o traco da matriz.

Outra forma de invariante € apresentado por Bird et al. (1987), Eq. 3.19 a 3.21:

I = tr(A) = S + Syy + S.. (3.19)
I, = tr(A%) = S,.° + S,,° + S..2 + 2S,,° + 25,.° + 25.,° (3.20)
Iy = tr(A%) (3.21)

Dentre as opcoes de invariante a serem utilizados, tem-se que em alguns escoamentos o pri-
meiro e o terceiro invariante, independente da abordagem, podem resultar em zero, impossibili-

tando sua escolha. Sendo assim, o segundo invariante € normalmente utilizado para representar
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o tensor taxa de deformacao.

Devido a natureza quadrética do segundo invariante, diversos autores propdem que opera-
cOes sejam feitas para que se possa utiliza-lo com consisténcia na modelagem das equacgdes de
balanco da quantidade de movimento linear. Uma das mais utilizada é apresentada por Vascon-
cellos (2024), Eq. 3.22:

g o= %IQ (3.22)
Devido ao uso da raiz na modelagem do tensor 7, é razodvel que se evite a utilizacdo de
valores negativos para o segundo invariante, por essa razao o modelo de invariante apresentado
por Bird et al. (1987) foi utilizado como referéncia neste trabalho, com excessao do escoamento
de Poiseuille no qual foram feitas comparacdes entre os modelos
Uma maior variedade de abordagens do tensor  pode ser encontrado no trabalho de Vas-
concellos (2024).
Considerando a matriz bidimensional mostrada na Eq. 3.12 o tensor em sua representacao

escalar, bidimensional, pode ser escrito da seguinte forma, Eq. 3.23:

) ou’? Ov? ou ov\ 2
i o= \/2% +og 4 <a_y + 8_x) (3.23)

Dessa forma € possivel manter 7 () como um escalar, preservar a compatibilidade na equa-

cdo de balanco e simplificando a abordagem numérica que serd descrita posteriormente.

3.4 APROXIMACAO DE OBERBECK-BOUSSINESQ PARA
ESCOAMENTOS NAO-ISOTERMICOS

Em escoamentos onde ha a variacdo de temperatura ao longo do dominio fisico, todas as
propriedades dependentes do fluido, como viscosidade, massa especifica e difusividade térmica
sdo diferentes para cada valor de temperatura, de forma que para a total representacao da reali-
dade seria necessdrio considerar essa varia¢cdo na modelagem matematica dos escoamentos.

Estudos experimentais e numéricos, porém, demonstraram que para pequenas variacdes de
temperatura e para escoamentos incompressiveis, essa variacao nas propriedades escalares des-
critas ndo € de grande relevancia para a qualidade dos resultados, sendo seu custo computacional
e pratico nao compativel com sua contribuicdo Borgnakke e Sonntag (2018) e Bird et al. (1987).

Durante estudos sobre convecgdo natural em escoamentos, Boussinesq (1903); Oberbeck
(1888) apud Santos (2022))concluiram que o campo de temperatura exerce influéncia no ba-
lanco da quantidade de movimento linear, através do desequilibrio forcas peso e empuxo oca-
sionadas pela variacdo da massa especifica do fluido. Dessa forma se utiliza a consideragdo de

que a variagdo da massa especifica € desprezivel em todos os termos com excecao do termo
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16 MODELO MATEMATICO DIFERENCIAL

gravitacional. Estd € a chamada aproximacgdo de Boussinesq-Oberbeck (Santos, 2022).
Utilizando esta aproximacao a equacdo de balanco do momentum linear fica da seguinte
forma, Eq. 3.24 € 3.25:

7 - 1o 1o _

9, (ﬁ-V)ﬁz——Vp+—V~?+BAT§ (3.24)
ot p p

AT = (Tpop — T) (3.25)

Na qual o termo [ é o coeficiente de expansao volumétrica, uma propriedade fisica inerente
do fluido de interesse e tem como fungdo correlacionar a variagdo de massa especifica com a
variacdo de temperatura do fluido. Um melhor detalhamento matematico dessas propriedades
pode ser encontrado em Borgnakke e Sonntag (2018).

Em escoamentos com fluido ndo-newtonianos, a variagdo dos parametros que descrevem
n (4), como m e n na lei de poténcia, ndo é desprezivel, mesmo utilizando a considera¢oes de
Boussinesq-Oberbeck e precisam de modelagem adicional para garantir a fidelidade dos resul-
tados simulados. Nao foram feitas simulacdes térmicas de fluidos ndo-newtonianos no presente
trabalho. Bird et al. (1987) apresenta exemplos de escoamentos nao-isotérmicos utilizando flui-
dos ndo-newtonianos com a Lei de Poténcia Carreau-Yasuda, principalmente para escoamentos

em canais anulares.

3.5 NUMEROS ADIMENSIONAIS

3.5.1 REYNOLDS

E geralmente aceito como parAmetro mais importante da grande maioria dos escoamentos,
sua formulag¢do foi dada primeiramente por Osborne Reynolds em 1883 (White, 2011) Este pa-
rametro pode ser interpretado como uma razao entre os efeitos advectivos e os efeitos difusivos
de um escoamento. Sua modelagem € escrita como sendo, Eq. 3.26:

Re = PvD = vb (3.26)
i v

Na qual U e D sao, respectivamente, a velocidade caracteristica e o tamanho caracteristico
do escoamento. Para as abordagens analiticas esses valores sdo definidos de acordo com o es-
coamento e ha um relativo consenso na literatura para os escoamentos classicos, de forma que
geralmente € definido pelo autor quais critérios o mesmo utiliza para a escolha dos parametros.
Na abordagem numérica, se pode definir o nimero de Reynolds local, no qual U € a veloci-
dade da célula computacional e D o dx ou dy que sdo as dimensdes da célula computacional

(Maliska, 2023).

O valor deste parametro € o principal, na maioria dos escoamentos, para se determinar o
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quao instavel é o problema e qual a sua probabilidade de transicionar para a turbuléncia devido
as instabilidades numéricas presentes no escoamento.

Para fluidos ndo-newtonianos, outras formas de se escrever o nimero de Reynolds sdo apre-
sentadas pela literatura, exemplos podem ser vistos em Madlener et al. (2009). Para a lei de

poténcia, uma abordagem comumente utilizada é a apresentada abaixo, Eq. 3.27.

pUQ—nLn
m

Re = (3.27)

Nos quais m e n sdo os parametros a serem ajustados utilizando a Lei de Poténcia.
Tal modelo adaptado, permite prever o comportamento dos fluidos ndo-newtonianos e a
comparar resultados entre diferentes trabalhos, de forma que estes se correlacionam pelos nu-

meros adimensionais.

3.5.2 PRANDTL

O numero de Prandtl € um importante niimero adimensional para escoamentos nao isotérmi-
cos. A defini¢do fisica deste parametro € descrita como a razdo da difusividade de momentum
linear pela difusividade térmica. Outra forma de se interpretar, segundo Santos (2022) ¢ a efe-
tividade do transporte por difusdo de quantidade de movimento linear pela térmica. O nimero
de Prandtl € definido como, Eq. 3.28:

(3.28)

3.5.3 GRASHOF

O numero de Grashof € utilizado em escoamentos ndo isotérmicos e pode ser descrito como
a razdo entre os efeitos de empuxo pelos efeitos viscosos (White, 2011). O nimero de Grashof

¢ definido como sendo, Eq. 3.29:

B gBATL?

2

Gr (3.29)

3.5.4 RAYLEIGH

Em escoamentos de convecc¢ao natural, o nimero de Rayleigh se torna tdo importante quanto
o nimero de Reynolds para definir qual serd o comportamento do escoamento. A defini¢do ini-
cial deste ndmero foi feita inicialmente por Lord Rayleigh (1842- 1919) (White, 2011) em seus
estudos em conveccdo natural. A defini¢ao fisica deste nimero pode ser dada também como
uma relacao entre os efeitos advectivos e os efeitos difusivos do escoamento, outra interpretacao
sdo os efeitos de empuxo sobre os efeitos viscosos (White, 2011). A formulacdo matematica

deste numero € dada por, Eq. 3.30:
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Ra = M (3.30)
vo

Na qual AT é uma diferenga de temperatura carateristica do escoamento, que deve ser
definida por cada autor de forma a manter a repetibilidade dos experimentos materiais € com-
putacionais, é a mesma definida pela Eq. 3.25. L € novamente uma dimensdo caracteristica

arbitraria do escoamento.
Outra forma de definir o nimero de Rayleigh comumente utilizada na literatura € com a
junc¢do de dois outros nimeros adimensionais, o nimero de Prandtl e o nimero de Grashof

(Santos, 2022) da seguinte forma, Eq. 3.31:

Ra = Pr Gr (3.31)

Para garantir a repetibilidade dos resultados, é necessario informar o valor dos trés parame-

tros adimensionais utilizados em cada uma das simulagdes ou experimentos materiais.

3.6 FORMULACAO GERAL

Pode-se resumir a forma das equagdes utilizadas no desenvolvimento dos modelos numérico

e computacionais como, Eq. 3.32 a 3.34:

V() =0 (3.32)
%_ 0T =aVT (3.33)
o7

ot <U V) :__VP+ V n(y)y+ BATg (3.34)

De forma que para fluidos newtonianos tem-se que 7 (%) = p.
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4. MODELO MATEMATICO-NUMERICO

Para a solucdo das equacdes diferenciais por modelos computacionais, se faz necesséria a
discretizac@o utilizando modelos discretos. Este capitulo tem como objetivo detalhar o trata-
mento numérico utilizado no desenvolvimento do presente trabalho, bem como exemplificar as
dificuldades encontradas. Também serdo abordado os modelos utilizados para a resolucao de
sistemas lineares e suas limitagdes.

Uma revisdo da teoria de malhas e de métodos de discretizag@o serd apresentada para expli-

car a origem e a formulacdo dos métodos utilizados na formulagdo do trabalho.

4.1 MALHA DESLOCADA

Quando se lida com malhas computacionais para fluidos normalmente se tem duas op¢des de
malha a serem utilizadas, malhas deslocadas (Figura 4.1) e malhas colocadas (Figura 4.2). Tais
métodos possuem diferentes aplicacdes e teorias computacionais desenvolvidas especificamente
para cada um, de forma que existem softwares abertos e comerciais com ambos os modelos
Versteeg e Malalasekera (2007).

-"1"--”—). >0 —)o —)o-:-)O ']' '

l ..... i ..... i ..... l ..... i ..... i

Figura 4.1: Modelo de malha deslocada
Fonte: Do préprio autor

Neste método de malha as informacdes escalares, como a temperatura e a pressao, sao guar-
dados no centro das células enquanto as componentes vetoriais sdo armazenadas nas fronteiras

laterais de cada célula. A componente u do vetor U, de forma que v = (u,v), é armazenado
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nas fronteiras verticais das células (setas horizontais), enquanto a componente v € armazenada
nas fronteiras horizontais (setas verticais), como mostrado na Figura 4.1 (Fortuna, 2000). Na
pratica, tem-se multiplas malhas computacionais, uma para cada uma das componentes vetori-
ais e uma para as componentes escalares, sendo que cada malha possui suas proprias fronteiras

e dominio.

E descrito por Versteeg e Malalasekera (2007), que esta abordagem corrige algumas incon-
sisténcias da malha colocada quanto a descricdo do campo de pressdo, que € crucial para a
convergéncia numérica do escoamento. Por este motivo a malha deslocada € a mais utilizada
em softwares que utilizam malhas estruturadas, na qual as fronteiras e o padrao de malha é bem

definido e normalmente cartesiano, apara a resolu¢cdao dos escoamentos.

PiPIPIPiPiP
vle[r[vle]v]e]v
AdLdididhdidKdRe
hdidkdididkdEdR4
2| v|v[e| 2| v #[?;

Figura 4.2: Modelo de malha colocada.
Fonte: Do préprio autor

Embora a malha colocada apresente algumas inconsisténcias no célculo do gradiente de
pressdo, ela ¢ amplamente utilizada em softwares que adotam malhas ndo estruturadas. Nesses
casos, nao existe um padrio rigido para a geracdo da malha, o que dificulta a aplicacdo de
multiplas malhas para diferentes varidveis, como ocorre na abordagem deslocada. Malhas ndo
estruturadas sdo frequentemente empregadas em softwares comerciais e de cédigo aberto, como
o Ansys e o OpenFOAM, devido a sua flexibilidade para lidar com geometrias complexas e
industriais. Existe uma vasta gama de teorias especificas que buscam mitigar as inconsisténcias

dessa abordagem (Versteeg e Malalasekera, 2007).

Apesar das limitagdes das malhas estruturadas em representar geometrias complexas, frente
as malhas ndo estruturadas, metodologias como a fronteira imersa oferecem uma solugao pratica
para representar geometrias espaciais complexas, tornando-as vidveis para uso em contextos in-
dustriais. Essa abordagem tem ganhado relevancia, especialmente em dreas como a engenharia

aerondutica e automotiva no Brasil, onde a demanda por solucdes eficientes € crescente.
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4.2 VOLUMES FINITOS

Dentre as possiveis metodologias para a discretizagdo de equacdes diferenciais parciais, o
mais utilizado para as equacdes que represemtam os escoamentos, ¢ o método dos volumes
finitos, por garantir o correto balanco das informagdes fisicas, como a conserva¢do da massa
global dos sistemas Versteeg e Malalasekera (2007) e Maliska (2023).

O método dos volumes finitos divide o dominio computacional em pequenos volumes de
controle, chamados células computacionais, e faz a média das informacdes fisicas ao longo
desses volumes, com a informacdo fisica sendo guardada no centro de cada um deles. Uma
abordagem matemdtica mais detalhada desta metodologia pode ser encontrada em Versteeg e
Malalasekera (2007) e Maliska (2023), a partir da discretizacdo das equacdes utilizadas serd
possivel obter um melhor entendimento da aplicagdo do método.

Seguindo esta abordagem, utilizando volumes finitos, uma estratégia muito utilizada para a
implementagdo das condi¢des de contorno € a das células fantasmas. Na Figura 4.3 ¢ mostrado
um dominio computacional com as células fantasmas em questdo. A estratégia € utilizar células
que nao pertencem ao dominio fluido para que as condi¢des de contorno sejam impostas de

forma indireta.

Figura 4.3: Dominio fisico com células fantasmas para condi¢des de contorno.

Fonte: Do préprio autor

As condi¢des sao impostas da seguinte forma para Dirichlet, Eq. 4.1:

E para Neumann, Eq. 4.2:

Pr = Pp 4.2)

Isso é feito para as outras células fantasmas, ndo foram considerados condicdes de terceira

espécie no presente trabalho.
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As direcdes definidas como positiva sdo as indicadas pela Figura 4.1. As dire¢des sao de-
finidas com a letra ¢ para a direcdo x e a letra j para a direcdo y, de forma que, Eq. 4.3 a
4.7:

Pp = P, 43)
Py = Py, 4.4)
Pp = Py 4.5)
Ps = Pij1 (4.6)
Pr=Fijn 4.7)

Na qual Ps € a célula acima da de interesse (superior) e P; a célula abaixo. Serd considerado
o .
n sobrescrlto(pij) para o passo de tempo anterior € n 4 1 para o passo de tempo atual.
Para o presente trabalho, a menos que se espeficique o contrario, as integrais triplas consi-
deradas sdo feitas no dominio computacional da célula, sendo assim a seguinte notagdo se torna

equivalente para este trabalho:
t+At Yirlay [Tirlae
/ / / dxdydt:///dxdydt
t yjf%Ay xi*%Az

4.3 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DA ENERGIA

Retomando a equacgdo 3.33 como ponto de partida temos:

oT )
E‘FW'T—O(VT

Aplicando os operadores e expandindo a equacdo, considerando o modelo bidimensional,
Eq. 4.8:

oT n T N aT o*T N 0*T 4.8)
- U—— v— | =al| = — .
ot ox dy 0x? 0x?

Para realizar a discretizacdo, se aplica a integral em cada um dos termos com relacdo as

variaveis x, y e t. comecando pelo termo temporal temos, Eq. 4.9:

t+At aT B il .
o drdydt = (T}, Tp) AxAy 4.9)
t

O passo de tempo no qual serd considerado os demais termos € arbitrario e diferentes aborda-
gens podem ser encontradas na literatura (Fortuna, 2000). Para a equacdo de balanco de energia
térmica, foi utilizado o método totalmente implicito, tomando todos os termos no tempo atual.

O método utilizado para o termo temporal é também chamado de método de Euler.
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Para a discretizacdo do termo advectivos temos, Eq. 4.10:

/// (ug—T + U??_T) dydzdt =u(Ty;—T,) Ay At + v (T; — Ts) Ax At (4.10)
T Y

Foi utilizado o método das diferencas centradas para calcular o valor das propriedades es-

calares nas paredes, de forma que Eq. 4.11 a 4.14:

T, = % (4.11)
Ty = # (4.12)
7= 1 J; Tr (4.13)
T = % (4.14)

Substituindo as equacdes 4.11 a 4.14 na equacgdo 4.10 e aplicando as devidas simplificacdes
temos, Eq. 4.15:

WO 0Ty (T T Ay At + v I =15 ax At (4.15)
ox oy 2 2

Apesar do método das diferencas centradas ndo levar em conta a orienta¢do do escoamento
(Versteeg e Malalasekera, 2007), seus resultados foram satisfatdrios para os problemas apresen-

tados.

Para o termo difusivo temos, Eq. 4.16:

0T o2T oT oT oT oT
‘“(w * @) - a((%d‘ %e) Ay + (a—y: a—ys) AX) At @16

Considerando novamente o esquema de diferengas centradas temos, Eq. 4.17 a 4.20:

orT Tp —1Tg

ore T BAx @17
Z_Zd _ % 4.18)
?9_2,- _ TIA‘YTP (4.19)
g—i _ TPA;yTS (4.20)

@.21)
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Substituindo as equacdes 4.17 a 4.20 na equacgdo 4.16 temos, Eq. 4.22:

o*T o*T B Ty — 2Tp +1p Tr — 2Tp + Ty
CY(w—i‘w) —a<( Ax )Ay—i—( Ay AX)At

(4.22)
Agrupando as equacdes 4.9, 4.15 e 4.22 temos, Eq. 4.23:

(TZ?Jrl — Tg) AxAy +u (%) Ay At
v <TI;TS> Ax At

Ty — 2T T Ty — 2T, T
_ (1B P+ DAy+ I p T S Ax ) At
Ax Ay

(4.23)

Substituindo pela nomenclatura adotada no tépico anterior e agrupando termos similares
temos, Eq. 4.24:

20At 2aAt
T (1 i
Y ( A T AzP)

_ TTE} aAt B T-"jl&At
T Ax? T Ax?

_ e aAt 1 AL

zj-i—lA_yQ ij—lA_yQ

T - T
nof 2L T At
+ U ( 2Ax

TTHrl - TTIHrl
+ ol (%) At =10 (4.24)

Com essa formulacdo € possivel montar um sistema de equagdes do tipo:

Ax = b

Que é compativel com os métodos de solucdo de sistemas lineares.

4.4 ACOPLAMENTO PRESSAO-VELOCIDADE

A solugdo da equacao de balanco da quantidade de movimento, acaba sendo dificultada pela

quantidade de incdgnitas a serem modeladas em relacdo a quantidade de equagdes disponiveis
(Silveira-Neto, 2020).

De fato, retomando as equacdes 3.32 e 3.34 temos:
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ov L2\ o = = N ~
§+ (v-V)v: —Vp+V - n(¥)y+ BATg

Nas equagdes de balango tem-se trés incOgnitas a serem modeladas: u, v e p de forma
que tem-se menos equacdes varidveis. Se faz necessdrio recorrer a equagao da continuidade,

retomando a equagdo 3.32 e abrindo temos, Eq. 4.25:

g_z n g_z _ 0 (4.25)

E possivel perceber que a equagio da continuidade nio contém a componente de pressio,
de forma que seria necessario manipulacdes matemadticas para utilizar a equagdo em conjunto
com as demais.

Metodologias como Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations (SIMPLE),
Pressure-Implicit with Splitting of Operators (PISO) e o método da projecdo de Chorin sdo
comumente utilizadas na literatura para lidar com este problema de fechamento (Versteeg e
Malalasekera, 2007). No desenvolvimento do software foi adotado uma variacdo do método de
Chorin, também chamado de método do passo fracionado (Fractional Step em inglés) (Santos,
2022).

A partir do campo inicial de pressdo, do passo de tempo anterior, chamado de p, é determi-

nado um campo de velocidade aproximado V*. De forma que, Eq. 4.26 € 4.27:

a/l_}’* N = - 1—’ 1_' . . —
E—F(U-V)v— Vpot YV n(i)d+ 6T (4.26)
v* — " I 1~ Ny .

< —I—(v-V)v— Vo + V()7 + GAT 4.27)

Foi considerado a integral em ¢ utilizando o método de Euler, para simplificar a descri¢ao
do modelo.

Enquanto a real velocidade seria, Eq. 4.28 e 4.29:

ovr 1 - 1> 1>
Zyc (U«V)ﬁ: —ZVp+ =V 0 (3)4 + BATG (4.28)
ot p p p

Al v v = P p P n\y)oy g .

Subtraindo a equagdo 4.27 da equacao 4.29 temos, Eq. 4.30:

—

= —;V (p — o) (4.30)

v — U

At
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E possivel definir um fator de corre¢do para levar o campo de pressdo do tempo anterior

para o tempo atual da seguinte forma, Eq. 4.31:

p=po+ P

De forma que podemos reorganizar os termos em, Eq. 4.32:

P =p—Dpo

Assim, substituindo a equacao 4.32 na equacdo 4.30, temos, Eq. 4.33:

v

<l

]_ —
— Iy
At P b

Aplicando o divergente em ambos os lados da equacdo, Eq. 4.34:

- U — U lo =
V- =—-V-Vy
At p b
V-G - V-0 1o
___vQ/
At P b

. Atop
e T
. Atoy
v

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

O que fecha a modelagem do acoplamento pressao-velocidade utilizando o método da pro-

jecao de Chorin.

Sintetizando as etapas para a resolucao dos campos de pressao e velocidade temos:

* Calculo do campo de velocidade aproximado com a pressiao do passo de tempo anterior
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usando a equacdo 4.27:

vt =" S o2\ o 1= > N .
+<U'V>U:—;Vpo+ V-n(¥)y+ BATg

|

* Calculo da correcdo do campo de pressao, Eq. 4.35:

* Correcdo do campo de pressdo para o passo de tempo posterior, Eq. 4.31:

p=po+ P

4.5 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DO ACOPLAMENTO
PRESSAO-VELOCIDADE

Expandindo a equacdo 3.34 em suas componentes temos, Eq. 4.39 e 4.40

ou ou ov 10p 15

— — — _ -_———— —_— . | \ 4.
at+<“a +U8y> pax+pv n (%)Y (4.39)
ov ov ov 10p 1= N

— - — | =——2X4+ V- AT 4.4
8t+(u8x+vay) Say TV n(3)i+BAT (4.40)

Devido a complexidade do termo difusivo € pertinente realizar o detalhamento deste termo

separadamente. Assim temos, Eq. 4.41, 4.42:

S ()5 - O n(3)2% a3 (2 + %)

Ven(i)y =V (%) (‘3—; + %) f,,@‘l;Qg_Z (4.41)
v - n(¥)23; UV)(B—“+8—;>

¥ n(7) (8—Z + 3—;) 77(7y28—z )

(202 + 2 (06 (2 + 2))

2 (77 (%) (2—; + g—j)) + gyy(n (V)Qa_z) (4.42)
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Resolvendo o divergente e substituindo nas equacdes 4.39 e 4.40 resulta em, Eq. 4.43 e
4.44:

@4_ u%—kv@ _1@4_13 ()2@ +12 () @4_@
ot ox dy pOxr  pox ey ox p Oy my dy ox

(4.43)

ov ov ov 10p 10 [ Ou ov 1 0 BN
ot (v o) = ha im0 (5 + 5)) +i g (102g) et

(4.44)

Tomando como referéncia o passo a passo adotado na discretizacdo dos termos da equacao

da energia, temos:

A discretizagdo do termo temporal, Eq. 4.45 e 4.46:

// —dxdydt —up) AxAy (4.45)

// —d:r:dydt vp —up) ArAy (4.46)

A discretizagdo do termo advectivo utilizando diferencas centradas, Eq. 4.47 e 4.48:

// —dxdydt +v // —dxdydt = U, ( ) Ay At + v, <U'I ; US) Az At

(4.47)
/// dmdydt—l—v/// —dxdydt = u, (UD;UE) Ay At + v, (W;Us) Az At
(4.48)
Para a discretizacdo do termo de pressao temos, Eq. 4.49 e 4.50:
0
S8 = Aty (v~ pr) (4.49)
X
0
oy = DAz (o —ps) (450)

Sendo essa notagdo baseada na defini¢do de dominio adotada no tdpico anterior.

A discretizagdo do termo difusivo pode ser feitas por partes, a primeira resulta em, Eq. 4.51
e 4.52:
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[ 3 (n65025 Jawavar = 2 (w052 ) = (e 55) ) Awae

2((n05) = (w0 G ) ) e =2 (n() 25 — ), WL ) axa
(4.52)

Para posterior uso nos métodos numéricos, € eficiente dividir o termo que resta da difusao
em duas partes, Eq. 4.53 e 4.54:

500G+ %) =5 005) <5 00 5)

7 (160 (5 + 5)) =5 (10 5) + 5= (060 51)

/// o ( ) drdydt + /// (% (n (%) %) drdydt

= (77 (9); = Ayup —n (), = A—yus ) Azt

+ (n () g_vi —n(7), gv ) AzAt “4.53)
/// o ( )da:dydt+ /// ( )dmdydt

- (n(’y)dg_zd—n(')eg )AyAt

. Up — 0 . vp — U
+ (n (Na= o — 1N =4, E) AyAt (4.54)

Unindo as equagdes 4.45, 4.47, 4.49, 4.51 e 4.53 para a coordenada u e 4.46, 4.48, 4.50,
4.52 e 4.54 temos, Eq. 4.55 e 4.56:
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(' — ulb) AzAy + up (#) AyAt + vp (“I 5 “5) AzAt

N AtAy 1 . Up — up . Up —uUg
= ; (pp — pE) + 2p (77 (Y)q N (), AL ) AyAt
1 .\ Ur — up .\ Uup— US)
+ — . — — 2 ) AxAt
; (n (¥); Ay n(¥), Ay
1 ov ov
- (A AzA 4,
+ p (n(v)z I (¥ )sa ) Tt (4.55)

(vp —vp) AzAy + up (UD _ UE) AyAt +vp <UI ; US) AxAt
AtAx

_ 1 ., Ur —vp .. Up —Ug
-, (p1 ps)+2p (n(v)i Ay UIGOR Ay >AxAt

1 ou ou
+=(n()y=— —n(). — |AyAt
(n ()a 9. (%), ay) Y

1 .\ Up—uvp .\ Up —Ug
- _ = AyAt AT 4.56
+2 (n (Va1 (e —x yAt + ATy (4.56)

Considerando o termo advectivo no passo de tempo anterior, para evitar ndo linearidades no
sistema de equagdes, e o termo difusivo, com excecdo das derivadas cruzadas no tempo atual

para aumentar a estabilidade do sistema. Para facilitar a escrita das equagdes serd considerado

que vp = v*"“ agrupando os termos das equacdes temos, Eq. 4.57 e 4.58:
n 2At " . At . .
upft = e [n(ys)uisy + n(y)uitl;] — AP [(yse0)ui i+ ny—0)uif 2] = b
(4.57)
vy = o ngp WG+ 0 (0,05%) = 205 ()G + 0 ()e) = by
(4.58)
At DY — Dy At . Ou . Ou
by = vt — — 4 1 gas ou
T, Ay phs (n (s dys (e &ye)
oo — A A——r L}
— UM AL i+1j i—1j LN i7+1 ij—1 E . Tre
uz] ( QA[L’ U’Lj 2Ay +ﬁ( J f)g
AL P — Dty ULy — UL ul g — Ul
by = ult — — 9 T g Ay (T TG ) gn Ay (Tt L
i p Ax i < 2Azx Vi 2Ay
At . Ov . Ov
t oAy (n(v)i—x,—n(v)sa— )
At At
0, = (1420t 1)) AL (0 (3):i+ 1 (7))
pAz? pAy?
(4.59)
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Para a discretizacdo do cdlculo da correcdo da pressao, a equagdo resultante € uma equacao
de Poisson, de forma que sua estabilidade numérica é mais delicada que as demais equacoes,
ndo atendendo por exemplo os requisitos de convergéncia dos métodos numéricos mais comuns,

como serd demostrado mais adiante. Retomando a equacgao 4.35 temos, Eq. 4.60:

— p —
v2/:_V.—»*
At v

02])/ N a2p/ _ i ou* N ov*
ox?  0Jy*> At \dxr Oy

(4.60)

Seguindo os mesmos critérios das equacdes anteriores temos, Eq. 4.61:

(p’DA— Pp p’pA— p’E) Ayt (p}A— Pp p’pA— p’s) Az

p * * * *
=N ((up —up)Ay + (vp — US)Ax)

N Pp — 20p + 1y N P — 20 + D
Ax? Ay?

b ({0 (b i) won)

T At Ax Ay

Agrupando termos semelhantes e substituindo a nomenclatura, Eq. 5.6-23:

3 2 n 2 _p/iJrlj _p/iflj_p;jJrl_p;jfl _ P (“Z - u;‘kflj) " (Uz*g - U;kjfl>
Pi\ Az T A2 ) A2 T A2 AyE A2 At Az Ay
(4.62)

O desenvolvimento numérico das demais etapas do método de Chorin € simples em relacao
aos demais, Eq. 4.63 a 4.65:

T= v — %ﬁp’ (4.63)
A /

we = SOV (4.64)
p Ox

B (4.65)
p Ox

Utilizando a nomenclatura adotada, Eq. 4.66 € 4.67:
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At p/ — p’.il.
n+l % ij i—1j
Uiy = Uy — 7 <—A1’ (4.66)
At (pi; — D
ot = o — = (pJA—ZJl) (4.67)

Finalmente, para a correcdo da pressdo, Eq. 4.68:

p=po+ p

P =0+ Py (4.68)

Com isso se tem todas as equagdes necessdrias para construir as rotinas computacionais.

4.6 METODOS DE SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

Para a solucao de sistemas lineares do tipo Ax=b comumente € utilizado os chamados mé-
todos iterativos. Dois dos métodos iterativos mais utilizados sdo o método de Gauss-Seidel,
utilizado principalmente no meio académico devido sua ficil implementagdo, e o método dos

Gradientes conjugados, utilizado principalmente pela sua rapida convergéncia.

4.6.1 METODO DE GAUSS-SEIDEL

O método de Gauss-Seidel se baseia-se na decomposi¢do da matriz A em uma soma de trés
componentes: a parte diagonal, a parte estritamente triangular inferior e a parte estritamente
triangular superior. A cada iteragdo, o método atualiza os valores de x utilizando diretamente
os resultados obtidos nas iteracdes anteriores (Fortuna, 2000).

Sua férmula iterativa pode ser expressa como, Eq. 4.69:

1
k+1 Z k41 Z k+1
Z; = a—(bZ — Clz‘jkj — aijkj (469)
i j<i J>i
Na qual zf“ € o valor atualizado da incdgnita ¢-€sima na k-ésima iteracao.

A condigdo de convergéncia do método de Gauss-Seidel é que a matriz A seja diagonal
dominante, ou seja, os termos da diagonal da matriz A devem ser maiores que a soma dos
demais termos na linha. Por este critério ser simples de se atender para sistemas transientes,
como as equacgdes do balanco do momentum linear. Nessas situacdes, o método de Gauss-
Seidel tende a convergir a uma taxa aceitavel.

Por outro lado, o método se torna pouco eficiente quando aplicado em equagdes como a
equagdo de Poisson, por esta ndo ter uma diagonal dominante claramente definida. Isto faz com

que a convergéncia se torne extremamente dificil para estes casos particulares.
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E importante ressaltar que apesar de sua robustez em alguns casos, o método de Gauss-
Seidel geralmente apresenta uma taxa de convergéncia mais lenta em comparacdo ao método
dos Gradientes Conjugados, mesmo quando os critérios de convergéncia sdao atendidos. Mais

informacdes a respeito deste método podem ser encontradas em Fortuna (2000).

4.6.2 METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

A teoria acerca do método dos gradientes conjugados, exige uma formulagdo complexa,
que dé origem a varios métodos de resolu¢do de sistemas lineares além deste, como os gradi-
entes biconjugados. Para o melhor entendimento desta formulacdo, uma descrigcdo matematica
detalhada é apresentada por Shewchuk (1994). No presente trabalho, serd abordado apenas
os critérios de convergéncia e as etapas para a aplicagdo do método, que serdo abordadas no
modelo computacional.

A convergéncia do método dos Gradientes Conjugados requer que a matriz A seja simétrica
e definida positiva. A condicio de definida positiva € satisfeita por todos os sistemas utilizados
na presente formulag@o. No entanto, a simetria da matriz depende do modelo fisico em questao.
Por exemplo, no caso de fluidos newtonianos, o sistema linear resultante do balanco da quan-
tidade de movimento linear € simétrico. Por outro lado, essa condicdo de simetria é violada
quando a viscosidade varia ao longo do dominio, o que impede a aplicacdo do método em todos
0s casos para este conjunto de sistemas.

Sistemas que envolvem propriedades escalares, como temperatura ou correcdo de pressao,
cuja matriz A ndo varia ao longo do dominio fisico, podem ser resolvidos eficientemente com o
método dos Gradientes Conjugados. Nessas situagdes, o método garante uma rapida convergén-
cia e supera as dificuldades enfrentadas pelo método de Gauss-Seidel, especialmente ao lidar
com a equagao de Poisson.

Unindo ambas as metodologias, o presente trabalho adotou o método de Gauss-Seidel para
a solugdo dos sistemas de u* e v*, e 0 método dos gradientes conjugados para a solugdo de p’ e
T.

4.7 CONVERGENCIA E ESTABILIDADE

Para garantir a estabilidade dos sistemas lineares de interesse, foi adotado a condi¢do de
Courant-Friedrichs-Lewy ou CFL (Courant et al., 1928). Que € um critério que garante que
as informacdes dentro do escoamento nao irdo “pular” de células dentro de um tnico passo de
tempo, o que poderia deixar o escoamento instdvel. Um exemplo do caso que € evitado pelo
C'F'L pode ser visto na Figura 4.4. O valor utilizado em todas as simula¢des presentes foi tal
que CFL <0.8.

Entre os métodos numéricos utilizados, o método de Gauss-Seidel, apesar de sua simplici-

dade e convergéncia mais lenta, demonstrou ser menos sensivel tanto aos critérios de conver-
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géncia quanto ao tamanho do passo de tempo nas simulagdes. Nos testes realizados, o0 método
alcancou a convergéncia mesmo com valores do niimero de C'F'L superiores a 2.

Em contraste, o método dos Gradientes Conjugados mostrou-se significativamente mais
sensivel as condi¢des do sistema linear e ao valor do C'F'L. Observou-se que, com valores de
C'F'L ligeiramente superiores a 1, o método perdeu sua convergéncia. Embora apresente uma
taxa de convergéncia mais rdapida quando dentro dos critérios de estabilidade, o método dos
Gradientes Conjugados exigiu um controle mais rigoroso sobre o passo de tempo para garantir

resultados estaveis.

Figura 4.4: informac@o pulando de célula, caso que ¢ evitado com o CFL.

Fonte: Do proéprio autor

Para verificar a convergéncia das simulac¢des, principalmente da equagdo de Poisson por ser
mais sensivel, se utilizou o critério do divergente do campo de pressdo. Considerando que a
equacgdo da continuidade, que deu origem a equacdo de Poisson para a correcdo da pressao,
tenha sido bem resolvida pelo sistema, tem-se que, Eq. 4.70:

- _ Ou ov

V- (D) =0 (4.70)

=3 + E)_y =

De forma que a soma dessa equacido em todo dominio numérico, ndo pode superar a toleran-
cia dos métodos numéricos adotados. Este calculo foi realizado a cada passo de tempo durante
a validacao das rotinas e € feito ao final de cada simulacao para garantir coeréncia fisica para os

resultados.
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5. MODELOS COMPUTACIONAIS

Com base no modelo numérico, foram construidas rotinas computacionais para solucionar
os escoamentos. O cddigo foi desenvolvido em linguagem C, utilizando as bibliotecas padrdes
de entrada e saida de dados. O software desenvolvido estd disponibilizado integralmente no
apéndice B, nesta seccdo serdo feitos comentdrios e explicacdes pontuais a respeito da imple-
mentacao dos métodos, as condi¢des de contorno e o valor das propriedades fisicas utilizadas

As propriedades fisicas do escoamento foram variadas a fim de garantir que os valores

adimensionais sejam compativeis com a literatura, para a comparacao de resultados.

5.1 COUETTE PLANO

Para o escoamento de Couette, como ja detalhado no modelo computacional e visivel da
Figura 2.1. Tem-se as seguintes condi¢des de contorno.

O valor de u na parede superior € igual a velocidade de referéncia, neste caso adotado como
1 [%] , com esta excecao, todos os valores de condicdes de contorno, respeitando a Tabela 5.1,

sdo iguais a zero.

Tabela 5.1: Condic¢des de contorno para o escoamento de Couette

Parede/Propriedade u v p
Esquerda 2* espécie 2% espécie 1% espécie
Direita 2% espécie 2% espécie 17 espécie
Superior 1* espécie  1* espécie 2% espécie
Inferior 1* espécie  1* espécie 2% espécie

Fonte: Do préprio autor

As propriedades 7, v e m foram variadas de forma que se obtivesse diferentes nimeros de
Reynolds ao longo do escoamento, tanto no caso newtoniano quanto no caso nao-newtoniano.
Os valores utilizados bem como os resultados correspondentes a eles sao detalhados no capitulo
de resultados.

Os valores adimensionais utilizados para os escoamentos de Couette simulados, bem como
as propriedades dos métodos numéricos como a tolerancia e a quantidade méxima de iteracdes

de Gauss-Seidel sdo dispostos na tabela 5.2, e serdo retomados na sec¢do de resultados.
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Tabela 5.2: Condi¢des de contorno para o escoamento de Couette

Propriedade Valor
Velocidade fronteira superior (v.ef) 1%

Massa especifica (p) 1t
Tolerancia 1079
H 1 [m]
L 1 [m]
Miximo de iteragdes 10

Fonte: Do préprio autor

O dominio utilizado foi de 41x41, sendo que, para garantir um C'F'L baixo, se utilizou 9600

passos de tempo, o que garantiu a convergéncia para todos os escoamentos simulados. O tempo

computacional final foi de 100(s).

O dominio utilizado € representado na Figura 5.1:

du
0x

ov
dx

—
o u="V=1
3y 0 v=20
— 0 6u_0
1 ox
61]_0
=0 ax
_ 6_p=0 =0 =0

Figura 5.1: Modelo computacional do escoamento de Couette.

Fonte: Do préprio autor

5.2 POISEUILLE PLANO

As condi¢des do escoamento de Poiseuille plano sdo mostrados na tabela 5.3, o escoamento

de Poiseulle, assim como o de Couette, foi utilizado para testar tantos fluidos newtonianos

quanto 0s ndo-newtonianos.
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Tabela 5.3: Condi¢des de contorno para o escoamento de Poiseuille

Parede/Propriedade u v p
Esquerda 1 espécie 1% espécie 27 espécie
Direita 2% espécie 2" espécie 1% espécie
Superior 1* espécie 1% espécie 2% espécie
Inferior 1* espécie  1* espécie 2% espécie

Fonte: Do préprio autor

Pare este escoamento, as condi¢des de contorno sio iguais a zero, com exce¢do da com-
ponente u do vetor velocidade a esquerda, que tem um perfil uniforme de velocidade, varidvel
entre os escoamentos.

As mesmas propriedades, que foram variadas no escoamento de Couette, foram variadas
para diferentes nimeros de Reynolds neste mesmo escoamento, porém, além destas também
se variou a velocidade de entrada a esquerda do escoamento. Como mostrado na seccdo de
resultados.

As dimensdes deste escoamento, ilustradas na Figura 5.2, sdo maiores que os demais, pois
o perfil de velocidade precisa de espago e tempo para se desenvolver completamente. Neste
caso a escolha do dominio fisico pode influenciar no transiente e no resultado, para diferentes
nimeros de Reynolds. A escolha de malha utilizada foi de 100x100, para garantir que para altos
nimeros de n e de Reynolds, o escoamento possa convergir.

p _
ay

v
ox

U = Vmed

ap p=0
dy ou

ax

< L o . o - . - e < o~

30

op
@=0 u=0 v=0

Figura 5.2: Modelo computacional do escoamento de Poiseulle.

Fonte: Do préprio autor

As propriedades fisicas que nio foram variadas para o escoamento de Poiseuille sdo as
mesmas que para o escoamento de Couette, com excecdo da dimensdo L, de forma que podem

ser referenciadas pela tabela 5.4.
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Tabela 5.4: Propriedades fisicas para o escoamento de Poiseuille

Propriedade Valor
Velocidade fronteira superior (v,e¢) 1m st
Massa especifica (p) lkgm™3
Tolerancia 1x107°
H 1m

L 30m
Miximo de iteracdes 104
Diferenga de pressdo (Ap) 0.6 Pa

Fonte: Do préprio autor

5.3 CAVIDADE COM TAMPA DESLIZANTE

Sendo o escoamento da cavidade com tampa deslizante um escoamento mais complexo que
os demais, tem-se que suas condi¢des de contorno, mostradas na Tabela 5.5, trazem complica-

¢Oes numéricas.

Tabela 5.5: Condic¢des de contorno para o escoamento de cavidade com tampa deslizante

Parede/Propriedade u v p
Esquerda 1* espécie 1* espécie 2% espécie
Direita 1* espécie  1* espécie 2% espécie
Superior 1* espécie  1* espécie 2% espécie
Inferior 1* espécie 1* espécie 2% espécie

Fonte: Do préprio autor

Para este escoamento, por ter condi¢des de segunda espécie em todas as direcdes de p, a
equacgdo de Poisson resulta em um sistema indeterminado e singular, com determinante igual
a zero. Tal condicdo faz com que a equacdo da corre¢do da pressao nao satisfaca os critérios
para a convergéncia do método de Gauss-Seidel. Esse ¢ um dos exemplos de escoamentos
que mostram a instabilidade da equagdo de correcao da pressdo e porque, dentre as equacdes
resolvidas para resolver escoamentos, esta ¢ uma das mais dificeis em termos numéricos.

Para os valores de condi¢dao de contorno, € mostrado na Figura 5.3 que todos os valores,
sdo iguais a zero, com excecao da fronteira superior que € igual a velocidade de referéncia. A
malha utilizada variou de acordo com o nimero de Reynolds, de forma que um maior nimero
de Reynolds exigiu uma malha mais refinada. Pode-se assumir que uma malha de 131x131
resolve todo o intervalo de nimero de Reynolds proposto.

Para este escoamento apenas a viscosidade foi variada a fim de se variar o nimero de Rey-
nolds, visto que este problema ndo foi utilizado para validar modelos ndo-newtonianos. As

propriedades constantes sdo as mesmas que as dos escoamentos de Couette e Poiseuille.
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u=20
v=20
1
ap_
@—0

Figura 5.3: Modelo computacional da cavidade com tampa deslizante.

Fonte: Do préprio autor

5.4 CAVIDADE DIFERENCIALMENTE AQUECIDA

Para este escoamento, se faz necessério a definicdo das condi¢des de contorno de mais uma

propriedade, a temperatura. As condi¢des de contorno sao descritas pela tabela 5.6:

Tabela 5.6: Condicdes de contorno para cavidade diferencialmente aquecida

Parede/Propriedade Uu v P T
Esquerda 1* espécie  1* espécie 2 espécie 1% espécie
Direita 1* espécie 1% espécie 2% espécie 17 espécie
Superior 1* espécie 1% espécie 2" espécie 2% espécie
Inferior 1* espécie 1* espécie 2" espécie 2% espécie

Fonte: Do préprio autor

Os valores utilizados para as condi¢des de contorno sdo zero em todos em todas as direcdes
para todas as propriedades com excecdo da temperatura. A temperatura das paredes esquerda
e direita sdo definidas como 80°C e 50°C respectivamente e permanecidas constantes durante
todo o escoamento.

As propriedades fisicas utilizadas sdo descritas pela Tabela 5.7.

O coeficiente de expansao térmica € varidvel e calculado a partir da seguinte equacdo, Eq.
5.1:

Ra-v-«
2 G Tuente — Ta) - 1T G-

De forma que se possa impor o valor de coeficiente de Rayligh para diferentes condi¢cdes de

escoamento. Possibilitando comparar estes valores com a literatura.
A Figura 5.4 exemplifica o dominio fisico utilizado para as equagdes, € possivel observar a
semelhanga com o escoamento anterior, mudando apenas a velocidade da fronteira superior € a

questao térmica do escoamento:
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Tabela 5.7: Propriedades fisicas utilizadas do escoamento de cavidade diferencialmente aquecida

Propriedade Valor
Velocidade fronteira superior (v,.¢) 1m s!
Massa especifica (p) lkgm™3
Tolerancia 1x107°

H 1m

L 1m
Miximo de iteracdes 104

«a 0.01m?s7!
g 9.81ms2
v 0.0071m?s7!
Pr=2 0.71

Fonte: Do préprio autor

= Tquente

Figura 5.4: Modelo computacional da cavidade térmica.

Fonte: Do préprio autor

A malha computacional utilizada para este escoamento foi de 100x100, a fim de se garantir

que todo o intervalo de nimeros de Rayleigh fosse atingido.
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5.5 ALGORITMOS DE SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

A implementa¢@o do método de Gauss-seidel € feita da como mostra a Figura 5.5

Inicio do while

implementacéo das
condigdes de contorno

l

iteragdo pelo sistema linear
utilizando a equagdo 5.7.1-1

numero maximo de
iteragdes ou erro menor
que a tolerancia

Fim do
Algoritmo

Figura 5.5: Légica do algoritmo de Gauss-Seidel utilizado no cédigo.

Fonte: Do préprio autor

Inicialmente, o método comeca com a atualizacdo das condi¢des de contorno, garantindo
que os valores das células fantasmas sejam atualizadas de forma correta. Em seguida, se aplica
a equagao 4.69, onde cada incognita € atualizada de forma sucessiva com base nos valores mais
recentes das demais incégnitas. Apds cada iteracdo, calcula-se o erro, comparando a solugao
atual com a obtida no passo anterior. O processo continua até que um dos critérios de parada
do nimero maximo de equacgdes ou o erro menor que o especificado seja atingido. Por ser um
método iterativo relativamente simples, o Gauss-Seidel requer menos etapas de implementacao
em comparagdo com os gradientes conjugados.

O método dos gradientes conjugados, por ser mais complexo, requer mais etapas para sua
implementagdo. seu algoritimo € representado pela Figura 5.6.

Inicialmente se inicializa os vetores de residuo r e o vetor conjugado p com o estado inicial
do sistema. Na rotina desenvolvida se utilizou como chute inicial para essa inicializa¢io o passo
de tempo anterior para acelerar a convergéncia do método. Apos isto se calcula um passo o e
se desloca os vetores x e r na dire¢do p com um passo «. Caso o critério de tolerancia nao
tenha sido atingido, se calcula uma corre¢do 3 de forma que se possa iniciar o passo de tempo
posterior

Devido a teoria de gradientes conjugados garantir a convergéncia do método em no maximo
n iteracOes para um sistema de n varidveis, ndo se utilizou o critério de nimero maximo de
iteragdes para a parada, uma vez que caso a convergéncia ndo tenha sido atingida antes desse

valor o método falhou em resolver o sistema. Neste caso o cddigo € interrompido.
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Inicializagdo
o = b-A* Xo
Po =To
k=0

ro < Tolerancia

nao

Inicio do
loop

Calculo do
passo «

|

Calculo de uma corregao
B e corregdo do veotr p
com este valor

deslocamento dos
vetoresr e p na
diregdode

ro < Tolerancia

sim

Fim do
método

—| sim

Fim do
método

Figura 5.6: Diagrama de blocos do método dos gradientes conjugados.

Fonte: Do préprio autor
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6. RESULTADOS

Nesta sec¢do serdo abordados os resultados obtidos através das simulagdes e sua compara-
cdo com diferentes autores, o objetivo é validar os métodos implementados e verificar o quao
aproximado estdo com a literatura. Serdo utilizados, além de artigos consolidados, resultados

analiticos do escoamento como mostrado no apéndice A.

6.1 ESCOAMENTO DE COUETTE PLANO

Para este escoamento, devido sua simplicidade, se dispde na literatura de solu¢des analiticas
para a modelagem de seu comportamento. Primeiramente foi feita a andlise em regime perma-
nente para fluidos newtonianos, a fim de se verificar a estabilidade do método. Nas figuras 6.1

e 6.2, € visivel a evolugdo do escoamento para fluidos newtonianos para diferentes nimeros de
Reynolds.
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(a) Perfil de velocidade para numéro de Reynolds (b) Perfil de velocidade para numéro de Reynolds
100. Utilizando v = 0.01 400. Utilizando v = 0.0025

Figura 6.1: Perfils de velocidade no centro da cavidade para valores de Reynolds de 100 e 400
Fonte: Do préprio autor

E possivel observar a influéncia do nimero de Reynolds no desenvolvimento do escoamento,
de forma que quanto maior esse valor, mais lentamente ele se desenvolve para o regime perma-
nente. Independentemente do nimero de Reynolds ou do tipo de fluido, o escoamento sempre

converge para uma reta, como € possivel demonstrar em sua solucdo analitica apresentada por
Vasconcellos (2024).
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Figura 6.2: Perfils de velocidade no centro da cavidade para valores de Reynolds de 1000 e 1600
Fonte: Do préprio autor

Para validar a simulagdo com o modelo analitico, foi simulado o escoamento de Couette,
com o tempo indo de 0 a 100, e se comparou as solu¢des numéricas e analiticas, Figura 6.3.
O valor de v = 0.000625 m{ foi utilizado para garantir o valor de Reynolds desejado (Re =
1600). E possivel observar o nivel de coeréncia entre os resultados, de forma que ndo sdo

perceptiveis desvios entre eles.

Perfil de velocidade para Re 1600
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Figura 6.3: Comparagdo entre o perfil analitico e o perfil numérico simulados para diferentes tempos com um
nimero de Reynolds de 1600 e um valor de v igual a 0.000625. As linhas continuas representam o perfil numérico
e as marcas * representam os pontos da solucao analitica.

Fonte: Do préprio autor

Para os modelos de escoamentos ndo-newtonianos, foi utilizado a Lei de poténcia e se variou

os valores de m e n para atingir os valores de Reynolds desejado com tempos fixos. Na Figura
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6.4 € mostrado o comportamento de fluidos com diversos valores de n para Re = 100 e Re =
400.
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(a) perfis de velocidade para diversos valores de n e (b) perfis de velocidade para diversos valores de n
para um nimero de Reynolds de 100, utilizando a e para um nimero de Reynolds de 400, utilizando a
Lei de Poténcia. Tempo final de simulagdo 5 s Lei de Poténcia. Tempo final de simulagdo 5 s

Figura 6.4: Perfils de velocidade no centro da cavidade para diferentes valores de Reynolds, utilizando fluidos
ndo-newtonianos

Fonte: Do préprio autor

E possivel observar que, apesar de seguirem a mesma tendéncia que os fluidos newtonianos
com a variagdo do ndimero de Reynolds, para um maior valor deste nimero mais lenta € a
estabilizacdo para regime permanente, os fluidos ndo-newtonianos sdo fortemente influenciados
pelos valores da Lei de Poténcia.

Para fluidos com n > 1 o escoamento se estabiliza mais rapidamente, um comportamento
esperado para fluidos dilatantes que aumentam sua viscosidade com a taxa de cisalhamento o
que gera um comportamento similar a um fluido newtoniano de alta viscosidade para o esco-
amento de Couette. Por outro lado, para valores de n < 1, tem-se uma demora maior para a
estabilizacdo do escoamento quando comparado com fluidos newtonianos (n =1), o que € um
comportamento esperado de fluidos pseudoplésticos, que tem o comportamento viscoso redu-
zido com o aumento da taxa de cisalhamento.

Na Figura 6.5 se compara os resultados obtidos no presente trabalho, com os resultados
obtidos por Vasconcellos (2024).

Nessa mesma Figura € possivel observar que apesar da semelhanca qualitativa entre os re-
sutlados, os valores ainda ndo sdo exatos entre os mesmos. Tal fato permanece em aberto no
presente trabalho e a principal suspeita € a escolha dos invariantes, que se deu de forma diferente
entre os trabalhos.

Fluidos com valor de n maiores que 2 ndo sio comumente utilizados ou encontrados na

literatura, de forma que estes apenas foram considerados para fins de visualizacdo de casos

limitrofes.
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(a) Perfil de velocidade para t = 5s. Préprio autor. (b) Perfil de velocidade para t = 5s. Vasconcellos
(2024).

Figura 6.5: Comparacio entre os resultados do presente trabalho e aqueles obtidos por Vasconcellos (2024)

6.2 ESCOAMENTO DE POISEUILLE PLANO

Para o escoamento de Poiseuille se tem os resultados das equacdes analiticas para comparar
os resultados da simulacdo. Como mencionado no modelo fisico, o escoamento de Poiseulle se
baseia na diferenca de pressdo entra a entrada e a saida do modelo fisico, de forma que se definiu
uma diferenca de pressao fixa, evidenciada no modelo computacional. Para que se imponha essa
diferenca de pressdo, a velocidade de entrada € ajustada de acordo com as equagdes do apéndice
A.

Inicialmente, para se validar as equagdes desenvolvidas para este escoamento, ¢ simulado

um escoamento newtoniano com valor de nimero de Re = 100. Para este escoamento foram
vy . . . . 2 .

utilizados uma viscosidade cinemitica de v = 0.01%- e um perfil de velocidade de entrada de

1

V=3 [%} para que se mantivesse a diferenca de pressdo inicialmente definida. O perfil de

velocidade resultante no escoamento ¢ mostrado na Figura 6.6.

E possivel observar, a partir desses resultados, o nivel de coeréncia do modelo analitico com
o computacional, de forma que se possa utilizar estes valores de forma confidvel para verificar
os resultados da simulacdo. A tabela 6.1 mostra a comparacdo entre os valores analiticos e

numeéricos € o erro entre eles.

Tem-se que os maiores erros ocorrem nas extremidades das curvas, enquanto o erro no
centro do dominio se aproxima de zero. Esse resultado mostra que apesar das consideracdes
feitas nas discretiza¢des do modelo numérico, os resultados obtidos pelo modelo computacional

sdo suficientes para comparagdo com a literatura.

Define-se a diferenca de pressdo no escoamento de maneira indireta a partir de outros para-

metros, com base nas seguintes equagdes (apéndice A):
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Perfil de velocidade para Re = 100
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Figura 6.6: Perfil de velocidade analitico em comparacdo com o modelo computacional, utilizando um valor de

Re = 100. Foram impostos uma viscosidade de v = 0.01 e um perfil de velocidade na entradade V' = é [%} .

Fonte: Do préprio autor

Tabela 6.1: Comparagido entre os valores da componente u analiticos e computacional para Re = 100

Distincia em y [m]  Analitico ”* Numérico ** Erro relativo (%)

0,99 0,012 0,012181 1,12
0,82 0,15 0,149436 0,02
0,67 0,22 0,220737 0,05
0,52 0,249 0,249257 0,06
0,50 0,25 0,249851 0,06
0,48 0,249 0,249257 0,06
0,33 0,22 0,220737 0,05
0,18 0,15 0,149436 0,02
0,012 0,012 0,012181 1,12

Fonte: Do préprio autor

N My
W= 1

A
Umedio = 12
1 Ap
A= ———
v L

Considerando uma altura H = 1[m], largura L = 30[m], viscosidade v constante, é possivel
impor a queda de pressdo neste tipo de escoamento a partir da imposicao da velocidade de
entrada u,,.q;. Para visualizacdo do efeito da viscosidade no escoamento, considerou-se uma
queda de pressio fixa de Ap = 0.6 Pa. Variando o nimero de Reynolds para diferentes valores,

obteve-se os perfis de velocidade mostrados na Figura 6.7.

Para Re = 100, o perfil de velocidade € mais estreito e a velocidade maxima € menor que 0s
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Perfil de velocidade para AP = 0.6
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Figura 6.7: Diferentes perfis de velocidade a Ap = 0.6 e diferentes niimeros de Reynolds.
Fonte: Do préprio autor

demais, de forma que os efeitos viscosos s@o maiores no escoamento, levando a gradientes de
velocidade menores nesta regido. Para valores de Reynolds de 400 e 1000, o perfil de velocidade
¢ mais acentuado e a velocidade maxima do escoamento € maior, gerando um aumento no
gradiente vertical de velocidade a medida que o numero de Reynolds sobe. Tal comportamento
€ esperado uma vez que os efeitos viscosos sd0 menos predominantes para altos numéros de
Reynolds, o escoamento tende a ficar menos amortecido e com gradientes maiores

Para escoamento de Poiseuille utilizando a Lei de Poténcia, se variou o nimero de n para
valores fixos de velocidade de entrada e se observou como o escoamento se comportou nestas
situacOes. Na Figura 6.8 mostra-se o comportamento do fluido para valores de n variando de 1
a 3, com Reynolds fixo em 100 e velocidade média de entrada fixaem V' = % [%] .

Os valores de n escolhidos, representam fluidos com comportamento newtoniano, para o
caso de n = 1, e dilatante. Os pontos **’ mostrados nas retas sdo os resultados do modelo
analitico desenvolvido no apéndice A.

Para o caso de n = 1 € possivel observar que o comportamento € o0 mesmo que quando si-
mulado utilizando a formulag@o puramente newtoniana ) = p, como o esperado. O escoamento
€ parabolico e o modelo analitico se ajusta perfeitamente a curva projetada.

Para um valor de n = 1.5 se observa uma tendéncia do perfil de velocidade a se tornar mais
agudo, com o aumento da viscosidade. Dessa forma se tem uma velocidade méxima maior para
uma mesma velocidade de entrada, o que indica uma maior queda de pressao deste escoamento.
A maior viscosidade leva a uma maior dificuldade do fluido escoar.

Para um perfil de velocidade com n = 3, um caso extremo e normalmente nao representativo
para fluidos, o perfil de velocidade se torna bastante agudo, indicando um forte gradiente de

pressdo presente no escoamento. Consequentemente, a diferénga de pressao deste perfil de
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Perfil de velocidade para Re = 100 para varios valores de n
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Figura 6.8: Diferentes perfis de velocidade para o escoamento de Poiseuille, com valores de n de 1, 1.5 e 3, para
velocidade de entrada constante. Comparacio com os resultados do modelo analitico

Fonte: Do préprio autor

velocidade € significativamente maior que os demais.

Como no escoamento de Poiseuille, se impds o perfil de velocidade de entrada, a queda de
pressdo resultante do escoamento, para se obter os dados de entrada para a equagdo analitica, é
obtido de forma indireta, de acordo com a velocidade méxima obtida na simulacdo numérica.
Dessa forma se tem as quedas de pressao obtidas em cada uma das simulagdes mostradas na

Figura 6.8, indicadas na tabela 6.2:
Fonte: Do préprio autor

Tabela 6.2: Valores de n e sua respectiva queda de pressdo para velocidade de entrada constante

Valor de n Queda de pressao (Pa)

1.00 12
1.5 24.06
3.0 203.26

Para comparar os efeitos da escolha do invariante na modelagem do tensor 7, foram simula-
dos escoamentos com valores de n = 0.5 e n = 2 com os diferentes os modelos descritos pela
Equacido 3.20 e pela Equag@o3.17. Os resultados foram comparados com a solucdo analitica do
modelo e sdo apresentados pelas Figuras 6.9 e 6.10.

Na Figura 6.9, € possivel observar que o modelo de invariante apresentado por Silveira-
Neto (2020) e apresentado da Equacdo 3.17, se adequa melhor aos fluidos com comportamento
dilatante, de forma que o perfil obtido utilizando o invariante de Bird et al. (1987) nio condiz
com um perfil fisicamente possivel para este escoamento. Desta forma, observou-se que este
comportamento é constante no geral, de forma que os perfis mostrados na Figura 6.2 foram

todos obtidos com o modelo de Silveira-Neto (2020), mostrando a consisténcia do mesmo aos
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Perfil de velocidade para n = 2.0 utilizando diferentes modelos de invariantes
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Figura 6.9: Perfis de velocidade pala um valor de n = 2 e um Ap = 50Pa. Comparacéo do perfil analitico com os
invariantes apresentados por Bird et al. (1987) e Silveira-Neto (2020).

Fonte: Do préprio autor

fluidos que sdo representados por um valor de » > 1 na lei de poténcia. Nota-se ainda que
apesar do ajuste compativel com o modelo analitico ao longo de todo o escoamento, ainda
ha uma diferénca de resultados no centro da cavidade, onde os gradientes de velocidade sdao
maiores.

Ja na Figura 6.10 € possivel observar o comportamento oposto do discutido anteriormente,
no qual o modelo apresentado por Bird et al. (1987) se ajustou perfeitamente ao modelo ana-
litico apresentado, enquanto o modelo de Silveira-Neto (2020) apresentou desvios no formato
parabolico do perfil de velocidades. Este comportamento se manteve constante durante testes
realizados na validacao dos modelos no qual se variou, para ambos os tipos de fluidos, o perfil
de velocidades de entrada e consequentemente a queda de pressdo presente no escoamento.

Apesar do resultado obtido para o perfil de velocidade para o escoamento de Poiseuille, ndo
se pode afirmar que o mesmo comportamento se repetird para escoamentos complexos, sendo
necessario a comparacio, de preferéncia com resultados experimentais com tais escoamentos.
Contudo, os perfis obtidos mostram claramente a influéncia da escolha do invariante no com-
portamento do fluido e do escoamento, sendo de grande importancia o estudo deste fator antes

de proceder com as simula¢gdes numéricas de diferéntes fluidos.
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Perfil de velocidade para n = 0.5 utilizando diferentes modelos de invariantes
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Figura 6.10: Perfis de velocidade para um valor de n = 0.5 e um Ap = /50 Pa. Comparacio do perfil analitico
com os invariantes apresentados por Bird et al. (1987) e Silveira-Neto (2020).

Fonte: Do préprio autor

6.3 CAVIDADE COM TAMPA DESLIZANTE

Para o escoamento da cavidade com tampa deslizante, se construiu, separadamente, os perfis
do escoamento para Re = 100, de forma a elucidar a analise feita para os diferentes nimeros
de Reynolds. Apds isto, apresenta-se os graficos para os demais nimeros de Reynolds. O perfil
de velocidade no centro geométrico da cavidade € representado pelas figuras 6.11 a 6.14.
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1.0 1 — Presente Trabalho
*  Referencia Ghia (1984)

—— Presente Trabalho
@ Referencia Ghia (1984)

0.8 0.1

0.6 1 0.0

Altura (m)
Velocidade u (m/s)

0.2 4
-0.2

0.0 4

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Velocidade u (m/s) Largura (m)
(a) Perfil de velocidade u em x = 0.5 para Re = 100. (b) Perfil de velocidade v em y = (.5 para Re = 100.

Figura 6.11: Perfil de velocidade u e v no centro geométrico da cavidade para Reynolds 100.
Fonte: Do préprio autor

Para valores de Re = 100, observa-se uma compatibilidade grande entre os resultados ob-
tidos e aqueles apresentados por Ghia et al. (1982), com discrepancias em regides com grande
gradiente de velocidade. Para um valor de Re = 400, tem-se que os pontos seguem compati-

veis com a referéncia. A complexidade do escoamento aumenta com o aumento do nimero de
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Perfil de velocidade u em x= 0.5 02 Perfil de velocidade v em y= 0.5
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(a) Perfil de velocidade u em x = 0.5 para Re = 400. (b) Perfil de velocidade v em y = (.5 para Re = 400.

Figura 6.12: Perfil de velocidade u e v no centro geométrico da cavidade para Reynolds 400.

Fonte: Do préprio autor
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(a) Perfil de velocidade u em x = 0.5 para Re = 1000. (b) Perfil de velocidade v em y = 0.5 para Re = 1000.

Figura 6.13: Perfil de velocidade u e v no centro geométrico da cavidade para Reynolds 1000.

Fonte: Do préprio autor

Reynolds, de forma que as diferencas entre os perfis de velocidade, principalmente nas extre-
midades, comeca a ficar mais acentuada.

Para perfis de Re = 1000 e Re = 3200 verifica-se um aumento das diferencas entre as
simulacdes, principalmente nas extremidades. Tais discrepancias ocorre pelo aumento da com-
plexidade das recirculacdes e do movimento do fluido proximo as paredes do escoamento. Além
disto, os métodos e a precisdo utilizada no presente trabalho, sdo diferentes dos utilizados por
Ghia et al. (1982), dado a diferenca de época dos trabalhos.

Para analisar os resultados obtidos, foram gerados graficos com as linhas de fluxo para o
escoamento com numero de Reynolds de 3200, este valor foi escolhido por apresentar maior
numero de recirculagdes primadrias e secunddrias. Na Figura 6.15 se ilustra os resultados obtidos
com o cddigo desenvolvido em comparagdo com os trazidos por Ghia et al. (1982).

Observa-se, nas duas figuras, uma boa concordancia quanto a presenca e a localizagdo da

recirculacdo primdria, que ocupa a regido central da cavidade, com seu nucleo posicionado
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Perfil de velocidade u em x= 0.5 Perfil de velocidade v em y= 0.5
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(a) Perfil de velocidade u em x = 0.5 para Re = 3200. (b) Perfil de velocidade v em y = 0.5 para Re = 3200.

Figura 6.14: Perfil de velocidade u e v no centro geométrico da cavidade para Reynolds 3200.

Fonte: Do préprio autor

ligeiramente abaixo da tampa deslizante. Essa recirculacdo € bem definida, com linhas de cor-
rente em espiral convergindo para um ponto de estagnacdo central, o que é esperado para este
escoamento devido o movimento promovido pela fronteira superior. Os resultados monstram a
precisao dos métodos empregados.

Além disso, as figuras mostram recirculacdes secunddrias nos cantos da cavidade, especi-
almente nos cantos inferiores esquerdo e direito e no canto superior esquerdo, que sdo carac-
teristicas do escoamento com tampa deslizante para Reynolds elevados. Essas recirculacdes
menores indicam a complexidade da estrutura de recirculacdo que surge devido as interagdes
entre a tampa em movimento e as paredes laterais da cavidade quando se aumenta o numéro de
Reynolds e, consequentemente, as instabilidades do escoamento. Pequenas variacdes no tama-
nho e na intensidade dessas recirculagdes entre as figuras podem ser atribuidas a diferencas na
discretizacdo espacial e na resolugdo numérica empregadas, visto que os métodos utilizados por

Ghia et al. (1982) sdo bem diferentes que os atuais.
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Linhas de Fluxo Re 3200
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(a) Linhas de fluxo para Re = 3200. Préprio autor
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Figura 6.15: Linhas de fluxo para Re = 3200.

Fonte: Do préprio autor

6.4 CAVIDADE DIFERENCIALMENTE AQUECIDA

Para avaliar o comportamento da cavidade diferencialmente aquecida, foram gerados resul-
tados com valores de Ra variando de 10 a 10°. Estes resultados foram comparados com os de
Santos (2022), nas figuras 6.16 e 6.17, mostra-se as isotermas obtidas com o c6digo do presente
trabalho, enquanto a Figura 6.18 mostra as isotermas apresentadas por Santos (2022).
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Figura 6.16: Isotermas para nimeros de Rayleigh de 103 a 10*
Fonte: Do préprio autor

Para Ra = 10°, ambos os resultados exibem isotermas com pequenas curvaturas, o que
caracteriza um regime predominantemente difusivo, de conducao térmica. Os resultados apre-
sentados sdo similares e indicam a baixa influéncia dos efeitos advectivos que se obtem com

baixos valores de Rayleigh.

Para valores de Rayleigh variando de 10* a 10°, as isotermas comegam a se curvar com
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Isotérmicas Para Ra = 1e5

Isotérmicas Para Ra = 1e6

40

w
S

Largura(m)
Largura(m)

N
)

20 10

[ 20 40 60 80

Altura (m) Altura (m)

() (b)

Figura 6.17: Isotermas para nimeros de Rayleigh de 105 e 105

Fonte: Do préprio autor

Figura 6.18: Isotermas apresentadas por Santos (2022) Da esquerda para a direita o Rayleigh varia de 10 a 105
em ordem crescente da esquerda para direita.

Fonte: Santos (2022)

relacdo ao centro da cavidade térmica, exibindo um grandiente de temperatura mais acentuado,
provocado pela maior agitacdo do fluido. E evidente que os efeitos advectivos sdo mais acen-

tuados para estes regimes de escoamento. A curvatura das isotermas também tende a indicar a

presenca de recirculagdes na regido.

Para um valor de Rayleigh igual a 10%, o escoamento é predominantemente advectivo, as
isotermas se alinham horizontalmente. As isotermas obtidas em ambos os trabalhos apresentam

semelhancas qualitativas, de forma que transmitem as mesmas informagdes sobre este regime
de escoamento

Foram geradas as linhas de fluxo para regimes de escoamento com Ra = 10* ¢ Ra =
10°. Os resultados mostram o comportamento do escoamento para as diferentes condi¢des. Os
resultados foram comparados com o Gangawane et al. (2015).A Figura 6.19 mostra as isotermas

do autor enquanto a Figura 6.20 as de Gangawane et al. (2015).
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Figura 6.19: Linhas de Fluxo para valores de Rayleigh 10%, a esquerda, e 10°, a direita.

Fonte: Do préprio autor
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Figura 6.20: Linhas de Fluxo para valores de Rayleigh 10%, a esquerda, e 10°, a direita. Gangawane et al. (2015).
Fonte: Gangawane et al. (2015)

As imagens evidenciam que os escoamentos foram feitos por diferentes referenciais entre
o presente trabalho e Gangawane et al. (2015), o que explica a rotacdo das imagens. Para
Ra = 10%, as duas simulagdes mostram uma recirculagao central, com uma certa simetria na
cavidade. Os escoamentos estdo qualitativamente coeréntes, de forma que a imagem trazida
pelo presente trabalho, trds um nimero maior de informagdes.

Para o escoamento com Ra = 10°, os efeitos advectivos se tornam mais intensos, de forma
que recirculagdes mais complexas aparecem no centro da cavidade. Os resultados mostrados
ndo sdo totalmente simétricos, o que pode indicar uma perturbacao numérica no mesmo. Con-
siderando a rotacdo dos eixos, devido ao eixo de coordenadas diferentes entre os autores, 0s
resultados estdo qualitativamente coerentes. Os resultados mostram a capacidade do codigo
desenvolvido em captar padrdes de recirculacdo complexos no interior da cavidade diferencial-
mente aquecida.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA



CONCLUSAO 57

7. CONCLUSAO

Apresentou-se neste trabalho uma descri¢do detalhada dos modelos e métodos utilizados
para o desenvolvimento das rotinas computacionais utilizadas. Foram abordados diferentes ti-
pos de escoamentos incompressiveis bidimensionais, incluindo newtonianos isotérmicos € nao
isotérmicos além de escoamentos Nao-Newtonianos. Simulou-se diferentes tipos de escoa-
mentos consagrados na literatura, como o escoamento de Poiseulle, de Couette, da cavidade
diferencialmente aquecida e da Cavidade com tampa deslizante, que serviram para a validagcdo
das rotinas implementadas. Comparagdes dos resultados obtidos com os de diversos autores
foram utilizadas a fim de validar e verificar a coeréncia dos métodos implementados.

Entre os escoamentos, variou-se parametros adimensionais, de forma a validar diferentes
regimes de escoamento e o comportamento fisico e numérico da simulagdo em cada um deles.
Foram utilizadas técnicas como a malha deslocada e o passo fracionado, os quais foram deta-
lhados durante o trabalho, para que se conseguisse a precisdo adequada para os escoamentos.

Os resultados obtidos com os escoamentos cldssicos mostraram um grau de compatibilidade
com a literatura consoante com os métodos utilizados nas rotinas implementadas, de tal forma
que foi possivel verificar a validade da implementa¢do computacional.

Um importante resultado obtido, foi a descricdo do comportamento dos diferentes mode-
los de invariantes, de acordo com o regime de escoamento simulado e com o tipo de fluido
nao-newtoniano que cada um dos modelos estava representando. De forma que o modelo apre-
sentado por Bird et al. (1987) lida melhor com fluidos newtonianos pseudoplasticos, € 0 modelo
apresentado por Silveira-Neto (2020) lida melhor com fluidos dilatantes.

Esta condi¢ao, apesar de se mostrar verdadeira no escoamento de Poiseuille, deve ser verifi-
cada em trabalhos futuros a fim de validar sua veracidade, uma vez que o escoamento simulado
€ de baixa complexidade e seus resultados podem néo transmitir o comportamento dos modelos
a niveis industriais.

Tem-se que o trabalho desenvolvido foi de essencial importancia para o aprofundamento no
entendimento a respeito da natureza e dos desafios dos métodos numéricos e computacionais

utilizados na solucao de escoamentos de diferentes naturezas.
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A. SOLUCAO ANALITICA PARA ESCOA-
MENTOS DE POISEUILLE

O escoamento de Poiseuille, com suas simplificagdes, permite que encontremos solucdes
analiticas para o regime permanente tanto para fluidos newtonianos quanto para fluidos nao-
newtonianos utilizando a Lei de Poténcia. De forma que este problema se torna util para a
valida¢do dos modelos de escoamento ndo-newtoniano € para o tratamento numérico utilizado.

Sendo entdo, pertinente a apresentagdo matematica de sua formulagdo analitica.

A.1 POISEUILLE NEWTONIANO

Considerando um escoamento em regime permanente, com apenas a componente u de ve-

locidade diferente de zero e um gradiente de velocidade e partindo da Equagao 3.34, tem-se:

Vp=V-1(i)7 (A1)
Considerando 7 (§) = pu:
op 0%u
- - /L_
ox 0y?
1 0p
Y
i Oox
0%u
=\ A2
e (A.2)

Considerando as condi¢des de contorno, u(0) = 0 e u(h) = 0, e realizando as devidas

integracoes tem-se:
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Ju
— = =)
oy y+a
/\2
u(y) = —Ty+01y+02
)\2
U(O):_TO+010+CQ :CQZO
\h?
u(h):—T—l—clh: 0
C &
T 9
A2 Ak
u (y) Ty Tty
Ay

(A.3)

Para este escoamento, a velocidade maxima atingida pelo fluido ocorre em y = frach?2,
que €é o meio da cavidade para o sistema de coordenadas adotado. Outro valor importante € a

velocidade média do escoamento, que deve ser igual a velocidade uniforme de velocidade de

entrada. tem-se entao que:

R AR AR R
Uu 9 = _8 4 = Umaz = 5
h h )\y2 Y
Umedio /0 U(y) Yy A ( 9 9 y) Yy
AP A L\ AR AR AR3
Umedio ( 6 4 Yy )0 6 4 12 ( )

Estas equacdes resolvem bem e completamente o escoamento de Poiseuille newtoniano.

A.2 POISEUILLE NAO-NEWTONIANO

Para fluidos ndo-newtonianos tem-se que 7 (%) = m~4"!, considerando as mesmas sim-
plificacOes feitas para o escoamento newtoniano tem-se que os dois perfis de invariantes apre-

sentados no presente trabalho levam ao mesmo resultado:

BACHARELADO EM ENGENHARIA MECANICA



62 SOLUCAO ANALITICA PARA ESCOAMENTOS DE POISEUILLE

op 0
dr  dy
op 0
or  dy

ox
w_ o (o
or Oy \dy

i@ = — )\ (A.5)
m ox

De forma que para esta formulacio, € util redefinir de forma temporaria o eixo de coorde-

nadas do dominio considerado. O dominio temporario € mostrado na figura A.1:

Placas Paralelas

y=h
[
y Diregéo do fluxo |
T /“
ap I
—< [
ox 0 |
v
=-h

Figura A.1: Dominio fisico temporario para a solu¢do do escoamento de Poiseuille ndo-newtoniano.

Fonte: Adaptado de Vasconcellos (2024)

De forma que neste novo sistema de coordenadas tem-se o dominio variando de —h a h e
com velocidade maxima ocorrendo em y = 0. Assim, aplicando as devidas integrais e utilizando

duas das novas condi¢des, sendo elas u(h) =0 e ag—éo) = 0, tem-se:
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ou"
— ANy +c=+—
1 oy
ou 1
(= n
ay ( y+cl)
ou 1
oy (—Ay+cq)n
0u(0)
= (= A0+cp)" =0
ay ( +Cl)
Ju (0
U():C1 _9
Ay
Ju |11
dy 4
/\%y%"'l )\%y%"’l
(y) I +CQ——nn+1 + ¢
Anhw +1
u(h) =—-n +c =0
n +1
Awhw +1
C =
2 n +1
Awyw 1 Ai ko 1
uly) = - n +1 nn+1

E possivel calcular o valor da velocidade médxima deste escoamento considerando u = 0:

Anhn +1
0) = n—— = Vpnaa A.6
u(0) = nte = (A6)
Pode-se entdo escrever a equagdo que descreve o perfil de velocidade em fun¢do desta velo-

cidade maxima:

w(Y) = Vmas (1 = (%) 3‘“) (A7)

Como se considerou a condi¢do de simetria no meio do escoamento, o perfil de velocidade
obtido pela equagdo pode gerar contornos irreais devido ao sinal negativo de y, para valores
inferiores a metade da cavidade. Isto se da pelo expoénte fraciondrio presente na equagdo. Para
solucionar este problema, se aplicou o0 médulo sobre a variavel dependente da equacao obtida

com o desenvolvimento apresentado. tem-se entao que:

U (Y) = VUmaz (1 — (%) leﬂ) (A.8)

Para que se possa utilizar a equagao no dominio considerado no presente trabalho, se utilizou
de um deslocamento de % da equacgdo acima em y, de forma que o perfil de velocidade obtido

esteja dentro do dominio indo de y = 0 a y = h. Finalmente a equacgdo obtida:
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’ _h‘ 1

=2 (A.9)
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B. CODIGO DESENVOLVIDO

Apresenta-se, em sua totalidade, o cédigo desenvolvido:

//****************************************************************

// Cédigo desenvolvido Na Universidade Federal de Uberldndia
// Luis Eduardo Silva Borges
// MFLAB — 2024

//****************************************************************

int main () {

double *u; //velocidade em x

double =*us; // u#* ustar, a velocidade estimada u com a pressa
O no passo de tempo anterior

double *v; //velocidade em y

double *vs; // v# vstar, a velocidade estimada v com a pressa
0 no passo de tempo anterior

double *p; //campo de pressdo

double *pl; //p’ € a corregdo de p

double +T; // temperatura

int nosx,nosy; //quantidade de ndés nas direcbes x e y

int nosx_u,nosy_u; // nos utilizados em u

int nosx_v,nosy_v; // nos utilizados em u

int nosx_p,nosy_p; // nos utilizados em u

int nost; //nds de tempo

double dt,dx,dy; // passos de tempo e de espaco

double 1x,1ly,1t; //altura, largura e tempo final

double erro_u = 1 ; //erro em relacdo a iteracdo anterior de
u

double erro_v = 1 ; //erro em relagdo a iteracdo anterior de
v

double erro_p 1 ; //erro em relacdo a iteracdo anterior de

p
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double erro_T = 1 ; //erro em relacdo a iteracdo anterior de

T
double *residual_T; // para os gradientes conjulgados
double =xresidual_p;
double *residual_u;
double *residual_v;
double =x*p_p;
double =x*p_u;
double xp_v;
double *p_t; // para os para os gradientes conjulgados
double xalpha; // para os para os gradientes conjulgados
double xbetha; // para os para os gradientes conjulgados
double tol = 1E-9; // tolerdncia do método iterativo
double v_ref = 1.0%0; // velocidade da tampa da cavidade
double ni = 0.04; // viscosidade cinemdtica do fluido
double rho = 1; // densidade do fluido

int iteracoes = 0;

double omega = 0.8 ; // fator de amortecimento para
convergencia

int count = 0; // variavel para contar as iteracgdes;

double alpha = 0.0071; //difusividade termica
double g = 9.81; // gravidade

double betha = 0.00013 ; // coeficiente de expansdo volumé

trica
double Tg = 80,Tf = 50; //temperatura quente e fria
double Tref = (Tg+Tf)/2; // temperatura de referencia da
convecgao
double Pr = ni/alpha; //numero de prandtl
double Ra = 1le3;
double xeta; // Viscosidade ndo—-newtoniana
double rgamax; // Fator de corregcdo de u
double xgamay; // fator de correg¢do de v
double m,n = 1; // coeficientes da lei de poténcia
int useTermal = 1.0;
clock_t start, end;

double cpu_time_used;

double v_medio = 0;
m = 0.01;
start = clock();

nosx = 33; //125
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nosy = 33;

nost = 1600;

1x = 1;

ly = 1;

1t = 120;

dx = 1x/(nosx);

dy = ly/ (nosy);
dt = 1t/ (nost);

betha = (Ra*ni*alpha)/ (g% (Tg-Tf)+lyxly*ly)useTermal;

printf ("Prandtl_=_%f",Pr);
printf ("\n_Raylgh = %f\n_",Ra);

nosx_u nosx+3;

nosy_u = nosy+2;

NnosxX_Vv = nosx+2;
nosy_v = nosy+3;
nosx_p = nosx+2;

nosy_p = nosy+2;

u = malloc((nosx_u) * (nosy_u) xsizeof (double)) ;
residual_u = malloc((nosx_u) * (nosy_u) rsizeof (double)) ;
p_u = malloc((nosx_u)* (nosy_u) *sizeof (double)) ;

us = malloc((nosx_u) * (nosy_u) rsizeof (double)) ;

cond_iniciais_u(u, (nosx_u), (nosy_u),v_ref,v_medio);
cond_iniciais_u(us, (nosx_u), (nosy_u),v_ref,v_medio);
cond_iniciais_conjul (p_u,nosx_u*nosy_u);

cond_iniciais_conjul (residual_u,nosx_uxnosy_u);

v = malloc((nosx_v) * (nosy_v) xsizeof (double)) ;

vs = malloc ((nosx_v) * (nosy_v) xsizeof (double)) ;

residual_v = malloc((nosx_v) * (nosy_v) xsizeof (double));

p_v = malloc((nosx_v)* (nosy_v) xsizeof (double)) ;

cond_iniciais_v (v, nosx_v,nosy_vV);

BACHARELADO EM ENGENHARIA MECANICA



105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

68

CODIGO DESENVOLVIDO

cond_iniciais_v(vs,nosx_v,nosy_v);
cond_iniciais_conjul (p_v,N0OSX_V*NOSy_V) ;

cond_iniciais_conjul (residual_v,nosx_v*nosy_V);

p = malloc((nosx_p) * (nosy_p) xsizeof (double)) ;
pl = malloc ((nosx_p)* (nosy_p) *sizeof (double));
residual_p = malloc((nosx_p) * (nosy_p) rsizeof (double) ) ;

P_p = malloc((nosx_p)* (nosy_p) *sizeof (double)) ;

cond_iniciais_p (p,nosx_p,nosy_p);
cond_iniciais_p(pl,nosx_p,nosy_p);
cond_iniciais_conjul (residual_p,nosx_p*nosy_p);

cond_iniciais_conjul (p_p,nNoSX_pP*nosy_p) ;

T = malloc((nosx_p)*(nosy_p) *sizeof (double)) ;
residual_T = malloc((nosx_p) * (nosy_p) rsizeof (double) ) ;

p_t = malloc((nosx_p) * (nosy_p) *sizeof (double)) ;

cond_iniciais_T(T,nosx_p,nosy_p,Tq,Tf, Tref);
cond_iniciais_conjul (residual_T,nosx_p*nosy_p);

cond_iniciais_conjul (p_t,nosx_p*nosy_p);

eta = malloc((nosx_p)*(nosy_p) *sizeof (double));
gamax = malloc ((nosx_p)* (nosy_p) xsizeof (double)) ;
gamay = malloc ((nosx_p) * (nosy_p) »rsizeof (double)) ;

saveXY (nosy_p, nosx_p, dx, dy);

for (int k=1; k<nost;k++)
{

/*campo de etax/

for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)
{
for (int j =1; Jj<nosx_p -1; j++)
{
double ux = (ul[j+i*nosx_u+l]-u[j+i*nosx_ul) /dx;
//influencia de u* em p por diferencas finitas
double vy = (v[j+(i+1l)*nosx_v]-v[Jj+ixnosx_v])/dy;

//influencia de v+ em p por diferencas
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finitas

double uy = ((u[j+(i+1l)*nosx_u+l]+ul[j+(i+1) *
nosx_ul) - (ul[jt(1i-1)*nosx_u+l]l+us[j+(1i-1) *
nosx_ul))/ (4*dy);

double vx = ((v[j+(i+l)*nosx_v +1]+v[j+i*nosx_v
+1]) - (v[Jj+(i+1l)+*nosx_v-1]+vs[j+i*nosx_v-1]))
/ (4%dx) ;

double invariante = abs (4x (ux*vy) - (uy+vx)x (uy+
VX)) ;

//double invariante =2+ ux#*ux + 2+uy+uy + (Uy+vx)

* (uy+vx) ;

double gama = sqgrt (invariante);
if (gama == 0 )
{
eta[jtirnosx_p] = m;
}
else
{
eta[jtirnosx_p] = mxpow(gama,n-1);

/***************************** */

/*campo de gamax e gamay*/
for(int i = 1;i<nosx_p-1;1i++)
{
etal[i] = 2+ (etali+tnosx_p] - etal[i+tnosx_p+nosx_p]l) +

etal[i+nosx_p+nosx_pl;//superior

etal[nosx_px* (nosy_p-1) + 1] = 2x(etal[nosx_px*(nosy_p
-1) + i - nosx_p] - etal[nosx_px*(nosy_p-1) + 1 -
nosx_p - nosx_pl) + etalnosx_px (nosy_p-1) + i -
nosx_p - nosx_pl; //inferior

}

/******************************* */
/*ghost cells esquerda e direitax/
for(int 1 = 1;i<nosy_p-1;i++)

{
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}

etal[i*nosx_p] = 2x(eta[i*nosx_p+l] - etal[i*nosx_p+2])
+ etal[i*nosx_p+2]; //esquerda

etal (i+1l) *nosx_p-1]= 2x (etal ((i+1l)*nosx_p-1)-1] - eta
[ ((i+1)*nosx_p-1)-2])+etal ((i+1l)*nosx_p-1)-21; //

direita

for(int i = 1;i<nosy_p-1;i++)

{
for (int j =1; Jj<nosx_p —-1;j++)
{
double ux = (u[j+ixnosx_u+l]-u[j+ixnosx_u])/
dx; //influencia de ux em p por diferencas
finitas
double vy = (v[Jj+(i+1l)*nosx_v]-v[j+i*nosx_v])
/dy; //influencia de v+ em p por difereng

as finitas

double uy = ((u[j+(i+1l)*nosx_u+l]l+ulj+(i+1) *
nosx_u]l) - (u[j+(i-1) #nosx_u+ll+ul[j+ (i
-1)*nosx_ul)) / (4+dx);

double vx = ((v[j+(i+1l)+*nosx_v +1]+v[j+ix
nosx_v +11) - (v[Jj+(i+1l)*nosx_v-1]+v[j+ix*
nosx_v-11))/ (4*dy) ;

double etax = (eta[j+ixnosx_p+l] — etalj+ix

double etay =

(
nosx_p-11)/ (2*dx) ;

(eta[j+(i+1l) *nosx_p] - etal[j+(i

)

-1)*nosx_pl)/ (2xdy) ;

gamax [ j+irnosx_p] (etax+* (2+xux) + etayx (uy+

VX)) ;

gamay [ jt+i*nosx_p] (etay=* (2xvy) + etaxx (uyt

VX)) ;

/***************************** */
erro_u=1l;

while (erro_u>tol)
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for(int i = 1;i<nosy_u-1;i++)
{
us [i*nosx_u+l] = v_medio + Oxus[i*nosx_u+2]; //
esquerda
us[ (i+1) *nosx_u—-2] = Oxus|[ (i+1) *nosx_u-2-11; //
direita

}

/*****************************/

/*ghost cells esquerda e direitax/

for(int i = 1;i<nosy_u-1;1i++)
{
us[i*nosx_u] = v_medio + Oxus[i*nosx_u+l]; //esquerda
us[ (1+1) xnosx_u-1] = Oxus|[ (i+1l)*nosx_u-1-21; //
direita

}

/*****************************/

/*ghost cells baixo e cima*#*#*%*/

for(int i = 1;i<nosx_u-1;i++)
{
us[i] = 2%v_ref - us[i + nosx_ul; // superior
us[ (nosx_u) x (nosy_u—-1)+i] = -us[(nosx_u) x (nosy_u-2)+i

1;//inferior

J ok k kA A A A A A A A A A A A A A A AR
Stk kA A A A A AT A A AINOL O A A A A A A kA A A
for(int i = 1;i<nosy_u-1;1i++)
{
for(int j = 2; j<nosx_u—-2; j++)
{
double etaij = (etal[jtixnosx_pl+etal[j+tirnosx_p
-11)/2;
double gamaxij = (gamax[jtixnosx_p]+tgamax|[j+ix

nosx_p-11/2);

double al = 1 + 2*dt*etaij/ (dxxdx)+2+xdt+etaij/ (dy

xdy); //coeficiente que acompanha uij

double difusivo =
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(etaijxdt/ (dx*dx)) * (us[j+i*nosx_u+l] + us[j+i=

nosx_u-1]) +

(etaijxdt/ (dy*dy) ) * (us[Jj+ (i+1)*nosx_u] + us[j+ (1

-1)*nosx_ul); // termo difusivo por diferencas

centradas implicito

double vij = (v[jt+ti*nosx_v]

+ v[jt+ti*nosx_v-11+ v|[

j+ (i+1) *nosx_v-1]1+ v[j+(i+1) *xnosx_v])/4;

double Pex

double Pey = vij*dy/etaii;

double advec;
double advecx;

double advecy;

advecx = (us[j+tir*nosx_u+l]
/2.0;

advecy = (us[Jj+(i+1l) »nosx_u]
1)/2.0;

advec =

u[Jj+i*nosx_u]*dx/etaij;

— us[Jjtixnosx_u-117)

- us[j+(i-1)*nosx_u

dt*u[j+i*nosx_u]+xadvecx/dx + dt=*vij*advecy/dy;

double fonte = u[Jj+i*nosx_u]

+ixnosx_pl-plj+ti*nosx_p-1])

us[Jj+tixnosx_u] = (
fonte
+ advec
+ difusivo

) /al;

}

/*****************************/
iteracoes = iteracoes +1;
if (iteracoes == 10000) {

break;

}

(dt/ (rho*dx) ) * (p[]

+ gamaxij=x0;

erro_u = calcula_erro(us,residual_u,nosx_u*nosy_u);
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for(int i = 0;i<(nosx_u) * (nosy_u);it+)
{
residual_ul[i] = usl[i];
}
}
printf ("passo_: _,%d_,iteracao_de_u,:%d\n",k,iteracoes);
erro_v = 1;
while(erro_v >tol) {
Sk rxhirkk SOlvVEr de Vs sxkixk/
/+parede esquerda e direita ghost cellsx/
for(int i = 1;i<nosy_v-1;1i++)
{
vs[i*nosx_v] = -vs[ixnosx_v+1]; //esquerda
vs[(i+1) *nosx_v-1] = -vs[((i+1l)*nosx_v-1)-11; //
direita

}

/******************************/

/*parede superior e inferior ghost cellsx/

for(int i = 1;i<nosx_v-1;i++)
{
vs[i] = 0; //superior
vs[ (nosy_v-1)xnosx_v + i] = 0; //inferior

}

/****************************/

/+parede superior e inferior#*/

}

for(int i = 1;i<nosx_v-1;1i++)
vs[nosx_v+i] = 0; //superior
vs[(nosy_v-2)*nosx_v + i] = 0; //inferior

/******************************/

J Ak kA AR AAAKNCL Ok k k kA kk &k kk k)

for(int i = 2;i<nosy_v-2;1i++)

{

for(int j = 1;j<nosx_v -1; J++)

{
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double etaij = (etal[j+ixnosx_pl+etal[j+(i-1)*
nosx_pl)/2;

double gamayij = (gamay[jtixnosx_p]+gamay[j+(i-1)
*nosx_pl)/2;

double al = 1 + 2*etaijxdt/ (dxxdx) + 2+etaij*dt/(

dy*dy) ; //coeficiente que acompanha uij

double difusivo =

(etaijxdt/ (dx*dx) ) * (vs[Jj+ixnosx_v+1]+vs[j+ix
nosx_v-1]) +

(etaijxdt/ (dy*dy) ) * (vs[J+ (i+1) *nosx_v] + vs[J+ (1
-1)*nosx_v]);// termo difusivo por diferencas

centradas implicito
double uij = (u[jt+i*nosx_u] + ul[j+t(i-1)*nosx_u] +

ul[J+(i-1) *nosx_u+l] + ul[j+ixnosx_u+l])/4;

double Pex = uijxdx/etaij;

double Pey = v[j+ixnosx_v]=*dy/etai;

double advec;

double advecx = (vs[j+i*nosx_v+1l] — vs[j+ix
nosx_v-11)/(2);

double advecy = (vs[j+(i+l)=*nosx_v] — vs[j+(i
-1)*nosx_v])/(2);

advec =

dt*uij*advecx/dx + dtxvs[j+i*nosx_v]*advecy/

dy;
double Tij = (T[Jj+i*nosx_pl+T[Jj+(i-1)*nosx_pl)/2;
double fonte = v[j+i*nosx_v] - (dt/(rhoxdy))*(p[]
+ixnosx_pl-pl[j+(i-1)+*nosx_pl) - gxbethaxdtx (
Tij - Tref) + gamayij*0;//termo de pressdo e

passo anterior

vs[Jj+ixnosx_v] = (fonte+advec+difusivo)/al;
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}

/*****************************/

/*****************************/

iteracoes = iteracoes +1;
if(iteracoes == 10000) {
break;
}
erro_v = calcula_erro(vs,residual_v,nosx_v+*nosy_V);
for(int i = 0;i<(nosx_v) * (nosy_v) ;i++)
{

residual_v[i] = vs[i];

printf ("passo_:_%d_,iteracao_de_v_:%d\n",k,iteracoes);

erro_p = 0;
for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)
{
for (int j =1; Jj<nosx_p -1; j++)
{
double uij = (us[j+tixnosx_u+l]-us[jt+i*nosx_ul);
//influencia de u* em p por diferencas finitas
double vij = (vs[Jj+(i+l)*nosx_v]-vs[j+i*xnosx_v]);

//influencia de v+ em p por diferencas

finitas

double px = pl[j+i*nosx_p+1l] + pl[j+ti+nosx_p-1];

double py = pl[j+(i+l)*nosx_p] + pl[j+(i-1)*
nosx_pl;

double af = rho/dt; // termo que acompanha as
derivadas

double al = 2/ (dx*dx)+2/ (dy=*dy) ;
double fonte = af*(uij/dx+vij/dy);

residual_p[jt+i*nosx_p] = - fonte - (pl[j+ix

nosx_pl*al-px/ (dx*dx)-py/ (dy*dy) ) ;
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p_pljt+ti*nosx_p] = residual_p[j+tirnosx_p]l;
erro_p = erro_p + residual_p[jt+ti*nosx_p]~*

residual_p[j+ixnosx_p];

erro_p = sqrt(erro_p);

iteracoes = 0;

while (erro_p>tol) {

for(int i = 1;i<nosx_p-1;i++)
{
p_pli]l = p_pli+nosx_pl;//superior
p_plnosx_px (nosy_p-1) + 1] = p_plnosx_px* (nosy_p
-1) + 1 - nosx_pl; //inferior
}
for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)
{
p_plixnosx_p] = p_pli*nosx_p+1]; //esquerda

p_pl (i+l)*nosx_p-11= p_p[((i+l)*nosx_p-1)-11; //

direita

double numerador = 0;
double numeradorBetha = 0;

double denominador = 0;

for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)
{
for (int j =1; Jj<nosx_p -1; j++)
{
double px = p_pl[jtixnosx_p+l] + p_pl[j+ix
nosx_p-17];
double py = p_pl[Jj+(i+1l)*nosx_pl + p_pl[j+(i-1)

*Nosx_p]l;
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double al = 2/ (dx*dx)+2/ (dy=*dy) ;

denominador = denominador + (p_pl[jtixnosx_p]x*

al-px/ (dx*dx)-py/ (dyxdy) ) *p_p[j+i*nosx_p]l;

numerador = numerador + residual_pl[jt+i*nosx_p

]xresidual_p[j+i*nosx_pl;

xalpha = numerador/denominador;
erro_p = 0;
for(int i = 1;i<nosy_p-1;i++)

{
for (int j =1; Jj<nosx_p -1; j++)
{
double px = p_pl[jtixnosx_p+l] + p_pl[j+ix
nosx_p-17];
double py = p_pl[Jj+(i+1l)*nosx_pl + p_pl[j+(i-1)

*Nosx_pJl;

double al = 2/ (dx*dx)+2/ (dy=*dy) ;

pl[j+ixnosx_p] = pl[j+tixnosx_p] + xalpha*p_pl

Jj+ixnosx_p];
residual_p[jt+ti*nosx_p] = residual_p[j+ix
nosx_p] - xalphax (p_pl[jt+tixnosx_p]l*ral-px/(

dx*dx) -py/ (dy*dy) ) ;

erro_p = erro_p t residual_p[jti*nosx_p]~*

residual_p[j+i*xnosx_p]l;

numeradorBetha = numeradorBetha + residual_p

[J+i*nosx_pl*residual_pl[jt+i*nosx_p]l;

erro_p = sqrt(erro_p);
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xbetha = numeradorBetha/numerador;

for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)

{
for(int j = 1; j<nosx_p -1; J++)
{

p_pljt+ti*nosx_pl] = residual_p[j+ixnosx_p] +

xbetha*p_p[j+i*nosx_p];

iteracoes = iteracoes +1;

if (iteracoes == 10000)
break;
}
for(int i = 1;i<nosx_p-1;1i++)

{

plli] plli+nosx_p]l;//superior

pl[nosx_p=*(nosy_p-1) + i] = pl[nosx_px*(nosy_p-1) + 1i

- nosx_pl; //inferior
}
J ok kA A A A A A A A A A AN A A A AN AAAA )
/*ghost cells esquerda e direitax/
for(int i = 1;i<nosy_p-1;i++)
{
pllixnosx_p] = plli*nosx_p+l]; //esquerda

pl[(i+1) *nosx_p—-1]1= pl[((i+l)*nosx_p-1)-11;

//direita

printf ("passo_:_%d_iteracao_de_P_:%d\n",k,iteracoes);

iteracoes = 0;

/*atualizacdo para a pressdox**x*/

/*******************************/
/*atualizacdo para a velocidadex/
JHArxxxkkratualizacdo de ur**rrxxx/
for(int i = 1;i<nosy_u-1;i++)

{

for(int j = 1; j<nosx_u-1; j++) {
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}

u[Jj+ixnosx_u] = us[jti*nosx_u] - (dt/ (rho*dx)) % (

pllj+ixnosx_pl-pl[j+ixnosx_p-11]);

/*******************************/

JHArxxxkkratualizacdo de Vakrrrxxx/

for(int 1 = 1;i<nosy_v-1;i++)

{

for(int j = 1; j<nosx_v-1; j++){

}

v[j+ixnosx_v] = vs[j+i*nosx_v] — (dt/ (rhoxdy)) * (

pl[j+ixnosx_pl-pl[j+(i-1)*nosx_pl) ;

/o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok k]

/o ok ke ko ok ok ok ok ok ok kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kk ok ok ok ok k]

for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)

{

for(int j = 1; j<nosx_p-1; j++){

}

plj+ixnosx_p] =pl[jti*nosx_pl+pl[jti*nosx_pl;

erro_T = 0;

for(int 1 = 1;i<nosy_p-1;i++)

{

for (int j = 1; Jj<nosx_p -1;J++)
{
double al = (1 + 2.0+dtxalpha/ (dx*dx) + 2.0%
dt+alpha/ (dy*dy)) ;

double uij = (u[jt+i*nosx_u+l]+ulj+irnosx_u])
/2.0;

double vij = (v[j+(i+1l)*nosx_v]+v[j+ti*snosx_v
1)/2.0;

double advec =

uijxdt/ (2+«dx) * (T[Jj+i*nosx_p+1]-T[J+i*nosx_p
-171)+

vijxdt/ (2xdy) x (T[Jj+ (i+1) *nosx_p]-T[J+ (i-1) *

nosx_plJl);

double difusivo =

alphaxdt«
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((T[J+ixnosx_p+1]+T[Jj+i*nosx_p-1])/ (dx*dx) +
(T[J+(1i+1) *nosx_pl+T[Jj+ (i-1)*nosx_p])/ (dy*dy)
)

residual_T[j+i*nosx_p] = —(T[Jj+i*nosx_p]l=*al-

difusivo+advec — T[j+i*nosx_p]l);

p_t[jt+ti*nosx_p] = residual_ T[j+ixnosx_pl;
erro_T = erro_T + residual_T[jt+i*nosx_p]~*

residual_T[j+i*nosx_pl;

}
erro_T = sqrt(erro_T);
iteracoes = 0;
S AR A A A Ak A KA LA AR A A A A A A kR ASOLVEL e Tk ok k sk sk ok ok ok k ok ke kA )
while (erro_T>tol && useTermal) {
erro_T = 0;
for(int i = 1;i<nosx_p-1;1i++)
{
p_t[i] = p_tli+nosx_p]l;//superior
p_t[nosx_px (nosy_p-1) + 1] = p_t[nosx_px (nosy_p
-1) + 1 - nosx_pl; //inferior
}
for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)
{

p_tl[i*nosx_p] = —-p_tli*nosx_p+l]; //esquerda
p_t[(i+l)*nosx_p-1]= —-p_t[((i+l)*nosx_p-1)-11; //
direita
}
double numerador = 0;

double numeradorBetha = 0;

double denominador = 0;

for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)
{
for(int j = 1; j<nosx_p -1;J++)
{
double al = (1.0 + 2.0xdtxalpha/ (dx*dx) +
2.0xdt*alpha/ (dy*dy));
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double uij = (u[jti*nosx_u+l]+tul[jtirnosx_u])
/2.0;
double vij = (v[Jj+(i+1l)*nosx_v]+v[Jj+tirnosx_v
1)/2.0;

}

double advec =

uijxdt/ (2+«dx) * (p_t [j+i*nosx_p+l1]-p_t[j+i=
nosx_p-1])+

vij+dt/ (2+dy) * (p_t [+ (i+1) *nosx_pl-p_t[J+ (1

—-1)*nosx_pl);

double difusivo =

alphaxdtx*

((p_t[j+i*nosx_p+l]+p_t[j+i*nosx_p-1])/ (dx*dx
)+

(p_t [+ (i+1) *nosx_pl+p_t[j+(i-1) *nosx_p]l)/ (dy
*dy) ) ;

denominador = denominador + (p_t[j+ixnosx_p]=*

al-difusivo+advec) xp_t[j+tirnosx_p];

numerador = numerador + residual_T[Jj+i*nosx_p

]xresidual_T[j+i*nosx_pl;

xalpha = numerador/denominador;

for(int i = 1;i<nosy_p-1;i++)

{

for(int j = 1; j<nosx_p -1;J++)
{
double al = (1.0 + 2.0xdtxalpha/ (dxxdx) +
2.0xdt*alpha/ (dyxdy)) ;

double uij = (u[jt+i*nosx_u+l]+ul[j+tirnosx_u])
/2.0;

double vij = (v[j+(i+l)*nosx_v]+v[jt+ti*nosx_v
1)/2.0;
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double advec =

uij*dt/ (2+dx) * (p_t[j+i*nosx_p+1]-p_t[J+i=
nosx_p-1])+

vijxdt/ (2+dy) * (p_t [J+ (i+1) *nosx_pl-p_t[J+ (i

—-1) *nosx_pl);

double difusivo =

alphaxdtx*

((p_t[Jj+i*nosx_p+l]l+p_t[Jj+ixnosx_p-1])/ (dx*dx
)+

(p_t [J+(i+1) *nosx_pl+p_t [j+(i-1)+nosx_p])/ (dy
*dy) ) ;

T[Jjti*nosx_p] = T[Jj+ti*nosx_p] + xalphaxp_t[j+

ixnosx_p];

residual_T[j+i*nosx_p] = residual T[j+ix
nosx_p] - xalphax* (p_t[j+ti*nosx_p]lxal-

difusivo+advec) ;

numeradorBetha = numeradorBetha + residual_T
[j+i*nosx_pl*residual_ T[j+irnosx_p];
erro_T = erro_T + residual_T[jt+i*nosx_p]~*

residual_T[j+i*nosx_pl;

erro_T = sqrt (erro_T);
xbetha

numeradorBetha/numerador;
for(int i = 1;i<nosy_p-1;i++)
{
for(int j = 1; j<nosx_p -1;J++)
{
p_t[Jjt+ti*nosx_p] = residual_ T[j+ixnosx_p] +

xbethaxp_t[j+i*nosx_pl;

iteracoes = iteracoes +1;

if (iteracoes == 1000)
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break;

}

for(int i = 1;i<nosx_p-1;1i++)

{
T[i] = Tl[i+nosx_pl;//superior
T[nosx_px (nosy_p-1) + i] = T[nosx_px*(nosy_p-1) + i -

nosx_pl; //inferior

}

Sk kA kA kA Ak A kA Ak A kA Ak A Ak A kA AR A A * )

/*ghost cells esquerda e direitax/

for(int i = 1;i<nosy_p-1;1i++)

{
T[i*nosx_p] = 2.0xTf - T[i*nosx_p+1l]; //esquerda
T[(i+1) *nosx_p-1]1= 2.0xTq -T[((i+1) *nosx_p-1)-11; //

end

cpu_time_used = ((double) (end - start)) / CLOCKS_PER_SEC;

}

printf ("passo_,

direita

,%d _,iteracao_de T_:%d\n",k,iteracoes);

clock () ;

saveToCSV(u,v, p,T,nosy_p,nosx_p,nosx_u,nNosx_V) ;

free
free

free

)i

)i

s) i

free(vs);

free

free pl),

free
free
free
free
free
free
free
free
free

free

(u
(u
(v
(
(P
(
(T
(
(
(
(
(
(
(
(
(

)i

residual_p);

residual_T
residual_u

residual_v

p_
p
p_
p_
e

t

t)
_P)
u) ;
V)
a)

4
4
4
.
4

4

’
4

)
)
)
)

4
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free (gamax) ;
free (gamay) ;

return O;

Listing B.1: Cédigo desenvolvido por Luis Eduardo Silva Borges - 2024
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