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Torres, L. A. Tipos de Holomorfia em Espacos de Banach. 2014. 86 p. Dissertacao de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é estudar a teoria de tipos de holomorfia entre
espagos de Banach, principalmente a diferenciacao de tipos de holomorfia e a relacao que
existe entre tipos de holomorfia globais e ideais de polinomios homogéneos. Para isso
estudamos primeiramente aplicagoes multilineares e polindomios homogéneos continuos
entre espagos de Banach. Em seguida definimos e damos varios exemplos de tipos de
holomorfia. Na sequéncia estudamos a diferenciacao de tipos de holomorfia como uma
forma de exibir novos tipos de holomorfia a partir de um tipo dado e também fazemos
um breve estudo sobre fungoes holomorfas associadas a um tipo de holomorfia. Por fim
mostramos que todo ideal de Banach de polinémios com a propriedade (B) é um tipo
de holomorfia global e que, no caso complexo, um ideal fechado de polinomios é um
tipo de holomorfia global se, e somente se, o ideal tem a propriedade (B). Finalizamos
a dissertagao provando que, surprendentemente, no caso real nenhum ideal fechado de
polinomios tem a propriedade (B).

Palavras-chave: espagos de Banach, polindmios homogéneos continuos, funcao holomorfa,
tipo de holomorfia, diferenciacao de tipos de holomorfia, ideais de polindmios homogéneos
continuos.
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Torres, L. A. Holomorphy Types in Banach Spaces. 2014. 86 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to study the theory of holomorphy types between
Banach spaces, mainly the differentiation of holomorphy types and the interplay between
holomorphy types and ideals of homogeneous polynomials. To do so we first study conti-
nuous multilinear mappings and homogeneous polynomials between Banach spaces. Then
we define and give examples of holomorphy types. Next we study the differentiation of
holomorphy types as a method to generate new holomorphy types from a given one and
we briefly study holomorphic functions associated to a given holomorphy type. Finally we
show that every Banach ideal of homogeneous polynomials with property (B) is a holo-
morphy type and that, in the complex case, a closed ideal of polynomials is a holomorphy
type if and only if it has property (B). We finish the work proving that, surprisingly, in
the real case no closed ideal of polynomials has property (B).

Keywords: Banach spaces, continuous homogeneous polynomials, holomorphic function,
holomorphy types, differentiation of holomorphy types, ideals of continuous homogeneous
polynomials.
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INTRODUCAO

Classes especiais de polinomios homogéneos entre espagos de Banach comegaram a ser
estudados, no ambito da holomorfia em dimensao infinita, no inicio da década de 1960.
No final desta mesma década, L. Nachbin introduziu em [27] a defini¢ao de tipo de ho-
lomorfia entre espacos de Banach com o propésito de unificar o estudo dessas classes de
polinomios que vinham sendo estudadas individualmente. Paralelamente, como uma con-
sequéncia natural do sucesso da teoria de ideais de operadores lineares, em 1983 A. Pietsch
em [31] introduziu a nocao de ideais de aplicagdes multilineares, que foi adaptada ime-
diatamente para polindmios homogéneos. O primeiro registro de polinomios homogéneos
estudados sob a perspectiva de ideais é a tese de H.A.-Braunss [10] de 1984. O fato de
classes de polinomios serem estudadas a partir dessas duas abordagens explica-se pelo fato
de polinémios homogéneos estarem a meio caminho entre operadores lineares e fungoes
holomorfas.

As duas abordagens descritas acima foram exploradas por muitos anos por varios
autores, até que, em 2006, Botelho, Braunss, Junek e Pellegrino [7] estabeleceram a
conexao entre tipos de holomorfia e ideais de polinomios homogéneos por meio da chamada
propriedade (B). O objetivo principal desta dissertagao é estudar e descrever os principais
resultados de [7], evidenciando a interagao entre tipos de holomorfia e ideais de polinomios
homogéneos. Um segundo objetivo é apresentar demonstracoes completas e detalhadas
dos resultados relativos a diferenciagao de tipos de holomorfia que aparecem em [27].
Trata-se de uma técnica de se obter novos tipos de holomorfia a partir de um tipo de
holomorfia dado usando diferenciagao. As demonstragoes que aparecem em [27] sdo apenas
esbocadas e com passagens muito pouco justificadas. Pretende-se aqui detalhar e justificar
essas demonstragoes.

A dissertagao esta estruturada da seguinte maneira:
e No Capitulo 1 apresentamos a teoria de aplicagbes multilineares e polinomios ho-
mogeéneos continuos entre espagos de Banach, com énfase nos resultados que serao tteis
ao longo da dissertacao. Alguns resultados sobre séries em espacos de Banach também
sdo estudados. As principais referéncias usadas neste capitulo foram [2], [5], [9] e [34].
e No Capitulo 2 introduzimos a defini¢ao de tipo de holomorfia e damos alguns exemplos
ilustrativos. Também introduzimos e exploramos a no¢ao de funcao holomorfa associada



a um tipo de holomorfia, igualmente introduzida por Nachbin [27]. As referéncias usadas
neste capitulo sao [21], [25] e [27].

e No Capitulo 3 apresentamos em detalhes a técnica de diferenciacao de tipos de ho-
lomorfia e também estudamos as funcgoes holomorfas associadas ao tipo de holomorfia
diferenciado. Para fazer este estudo precisamos de varios resultados da teoria de fungoes
holomorfas e uma secao inicial é dedicada a obtencao desses resultados preparatorios.
Este capitulo baseia-se, principalmente, em [25] e [27].

e No Capitulo 4 apresentamos os resultados que relacionam tipos de holomorfia aos ideais
de polinomios. Primeiramente estudamos ideais de aplicacoes multilineares e a proprie-
dade (B). Em seguida, a partir do conceito de tipo de holomorfia global, completamos
a relacao das duas nogoes por meio da propriedade (B)-polinomial. As referéncias mais
importantes para o estudo empreendido neste capitulo sao [1], [5], [13], [14], [20], [29],
(32], [33].

Leodan Acuna Torres

Uberlandia-MG@G, 4 de dezembro de 2014.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos a teoria basica de aplicagoes multilineares continuas e
polinomios homogéneos continuos entre espacos de Banach, assim como alguns resultados
sobre séries em espacgos normados que serao lteis ao longo da dissertacao.

1.1 Aplicacoes multilineares

Defini¢ao 1.1.1 Sejam n € N, Ey,..., F, e F espagos vetoriais sobre o corpo K (R ou
C). Dizemos que uma aplicagao A: E; X --- x E, — F é n-linear (ou multilinear) se é
linear em cada uma das suas variaveis, isto é,

Alxy, ooy mi+ AT ) = A(my, o @y ) H ANA(T, 2 ),
para quaisquer x;,z; € E;, com i =1,...,n,e A € K. Se F = K, dizemos que A é uma
forma n-linear.

O conjunto de todas as aplicacoes n-lineares de F4 x - -- X E,, em F serd denotado por
L(Ey,...,E,; F). Se F =K denotamos L(E, ..., E,;K) por L(E,..., E,). No caso em
que £ = E; = --- = E,, denotamos este conjunto por L("E;F). Se E = F; = --- = E,
e F = K escrevemos simplesmente L("FE). Se n = 1 temos que L('E; F) = L(E; F). Se
n=1eF =K entdo L(F;K) = E*= dual algébrico de E.

A seguir definiremos as operagoes algébricas usuais no conjunto L(Fj, ..., E,; F) no
sentido de torna-lo um espacgo vetorial sobre K :

1) A cada par de aplicagoes n-lineares de A, B € L(Ey,..., E,; F) fazemos corres-
ponder a aplicagao n-linear A+ B € L(Ey, ..., E,; F) definida por:

A+B: Ey x---x E, — F,
(A4 B)(x1,...,x,) = A(x1, ..., x0) + Bz, ..., xp).

2) A cada escalar A € K e cada aplicagdo n-linear A € L(Fy,..., E,; F) fazemos
corresponder a aplicagao n-linear NA € L(Ey,. .., E,; F) definida por:

3



MNM:Ey x---x E, — F;
ANA) (21, ... ) = AA(xq, ..., )

A demonstracao do resultado abaixo é imediata:

Proposicao 1.1.2 Sejamn € N, Fy,..., E, e F espagos vetoriais sobre o corpo K. Entao
L(FEy, ..., E,; F) é um espago vetorial com as operagoes algébricas definidas acima.

Exemplo 1.1.3 Sejam ¢, € Ef,..., ¢, € E' e b € F. Definindo

P1R--Rp, b By X --- X B, — F,
1 ® @ o @ b, .., 0) = p1(w1) - a(wa) - Pu(n) b

entdo Y1 ® -+ ® v, ®b € L(E,...,E,; F). De fato, dados x;, 2, € E;, i = 1,...,ne
A e K,

1R Ry b1, ..., 1+ Ahy . xy) = o1(x1) i + AT - pp(T,) - b
() - [i(a) + Api(@))] - - o) - b
1(@1) - @i(i) -+ pul@n) - b
+ () - Api(]) - o) - b
= p1(@1) - @il@i) - pnlan) - b
+ A1) i) - onlan) - b
=1 ® @, @b(x1,..., Ty, Ty)
+ A1 Q- R, Qb(Ty, ..., T xy).

Portanto 1 ® + -+ ® ¢, @ b € L(FEy, ..., E,; F).

O conjunto de todas as aplicagoes n-lineares gerado por aplicagoes multilineares do
tipo 1 @ -+ - ® ¢, ® b serd denotado por Ly(Ey, ..., E,; F). Seus elementos sao chamados
de aplicagoes multilineares de tipo finito. Assim, A € L;(E,..., E,; F) se, e somente se,

k
existem k €N, ;, € B, b€ F,j=1,...,n,i=1,... k taisque A=) ¢, ® &
i=1
©ni ® b;. Como

Li(Ey,...,Ey F) =span{p1 @ - @, ®b; b€ Fep; € B}, j=1,...,n},
segue que L¢(Ey, ..., E,; F) é subespago vetorial de L(Ey, ..., E,; F).

Exemplo 1.1.4 Sejam n € N, Fy,..., E, espacos vetoriais de dimensao finita e F' um
espaco vetorial. Vejamos que

L(E.,...,Ex;F) = Ly(Ey,...,E,F).
E claro que basta mostrar que L(Ey,....,E;;F) C L¢(Ey,...,E,; F). Para isso, seja

A€ L(Ey,...,E,;; F). Como Ey,...,E, tém dimensao finita, sejam B; = {yil, . ,yfl}
bases para os espacos F;,i = 1,...,n onde k; € N é a dimensao de F;. Logo se z; € E;,

4



k
t =1,...,n, existem escalares \;* , 7 =1,...,n; 5, = 1,...,k; tais que z; = g Ayl

Ji=1
1=1,...,n. Entao
k1 kn,
Azy,...,x,) = A (Z Nyt Z Af{@%")
Ji=1 jn=1
o kn 4
=D ML) ONRAW Ll
j1—1 Jn=1
= Z Z M Ny
J1=1 Jn=1
kh 7kn
= 20 A onAnt ).
J1yeendn=1
Definindo ‘ ‘ A
B — K, wli(x) = N,
temos /¢ (x;) € Ef parai=1,...,n, j; = 1,...,k;. Segue que
Kook
Alxy,. .. @) = Z i (zy) - m () Ayl )
1yegn=1

cassim A€ Ly(Ey,...,E,; F).

O objetivo do préximo exemplo é mostrar que em dimensao infinita existem aplicacoes
multilineares que nao sao de tipo finito.

Exemplo 1.1.5 Sejam FEy,... E, espagos vetoriais onde dim E,, = +00 e sejam ¢; €
Ef,...,on—1 € E;_, funcionais lineares nao nulos. Definimos

A By x---xE,—FE,

A(xb s 7$n) = @1(1’1) o Qpn71<xn71)xn'

Vejamos que A é n-linear:

Alxy, o xi+ A2 ) = or(xy) il + M) - o1 (T 1) T
= @1(@1) - [wilzi) + Api(@3)] - - on1(Tn—1)Tn
= ¢1(z1) - %(Iz) 1 (Tn1) T
+)\901(951) @i(7) + Pr-1(Tn-1)Tn
= A(xl,...,xi,..., Tp) + ANA(z1, .. 2 X)),

A(.Tl, ce s Tp—1, Ty + )\x',n) = 801(331) o Son—l(xn—l)[xn + /\ZU;Z]
= @1(71) 1 (Tn-1) T + Ap1(21) - P (Tho1) T,
= A(x1,. ., Tp1,Tn) + M2, ... 201, 7).



Afirmacao: Im(A) = E,.
De fato, dado y € E),, como ¢, € Ef,...,¢,—1 € E;_; sao nao nulos, existem z; €
Ey,...,x,_1 € E,_; tais que p;(z;) #0, i =1,...,n — 1. Logo temos

< a - Tnl ,y>€E1><~~~><En1><En
901(I1) @n—l(In—l)

A( x1 Tp—1 >_ < €1 ) < Tp—1 ) .
sol(xl)""’¢n_1(xn_1)’y - o1(x1) P On—1(Tn_1) y=v

E assim Im(A) = E,. Agora suponha que A seja uma aplicagdo n-linear de tipo finito.
Neste caso,

k
A(xb ce ,.Z'n) = Z 90]1(331) T Spfz(xn)b]’
j=1

onde b; € En,goz €EEfi=1,....,n;5 =1,...,k. Por tanto Im(A) C span{by,...,bs}.
Isso é uma contradicao pois dim Im(A) = dim E,, = 4o0.
Normas no produto cartesiano
Definicao 1.1.6 Seja F um espago vetorial sobre o corpo K = R ou C. Uma norma sobre
E é uma fungao
I-1|: E— [0, +00)

tal que

1. ||z|]| > 0 para todo = € E e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0.

2. || Az]| = |A|||z|| para todos x € E e A € K.

3. ||z +yl| < ||z + ||ly|]| para todos x,y € E.

Neste caso o par (E, ||-||) é chamado de espago vetorial normado. Um espago normado
que é completo na métrica definida por

d(z,y) = [lz —yll, =,y € E,
é chamado de espaco de Banach. Denotaremos a bola unitaria fechada de E por Bg, isto
é
Bp={x € FE:|z| <1}.

Defini¢ao 1.1.7 Sejan Fj, ..., E, espagos vetoriais normados sobre K. Para (z1,...,z,) €
Ey x -+ x E,, definimos:

[z, mn)lle = el + -+ flnll,
1/2
s, wallle = (ol 4+ a]2) 2,
(21, @)oo = max {{lall, ., [lza]l}-
E bem conhecido que as aplicacdes || - ||1,]| - |2 € || - [|oo G0 normas em Ey x - - - x E,,.

6



« o~ / . ~ .
Defini¢ao 1.1.8 Duas normas ||-|| e ||-|| no espago vetorial E sao equivalentes se definem
a mesma topologia em FE, ou, equivalentemente, se existem constantes ci, co > 0 tais que

allz|| < |lz| < ez|| para todo = € E.

Proposicao 1.1.9 Sejam Ey,..., E, espacos vetoriais normados .
1. Asnormas || - |1 , || - ]2 e || - [l Sd0 equivalentes em Ey x --- X E,.
2. Se Ey,...,FE, sio espacos de Banach, entao F1 X --- X E, € um espaco de Banach

com qualquer uma dessas trés normas .

Demonstracao. Veja [34, Proposigao 2.6]. m

Caracterizagoes das aplicagoes multilineares continuas

Dados espagos normados FE1, ..., E,, F, considerando em F; X --- X E, qualquer uma
das normas equivalentes da secao anterior, podemos considerar as aplicagoes n-lineares
de E; X --- X E, em F que sao continuas.

Proposicao 1.1.10 Sejam Fy, ..., E, e F espacgos vetoriais normados. Para cada aplicacao
A€ L(FEy,...,E,; F), as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. A € continua;
2. A € continua na origem;

3. Existe uma constante ¢ > 0 tal que
[A(@1, x| < e o] -l
para quaisquer x; € E; 5 =1,...,n;
4o Al = sup {[A(er, . ..oaa)| sy € By e gl < 1,j=1,...,n} < +oo.

Demonstracao.
(1) = (2) Trivial.

(2) = (3) Como A é continua na origem, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que se
|z]|co < J, entao ||A(z)|| < e. Tomando € = 1, existe § > 0 tal que se ||z||o < d, entdo
|A(x)|| < 1. Agora, sejax = (x1,...,x,) € By XX E,. Se algum z; = 0, a desigualdade

desejada se cumpre trivialmente. Se x; # 0,7 = 1,...,n, entao
| )H )
Lyevey= " —— Ty, = — <.
“( Tl 2 |zl o 2
Da n-linearidade de A segue que
o1 1 o 1 o 1
— e —— JJA(x, . x| = HA(—-—-xl,...,—-—-xn> ‘ <1,
20zl .l 2 |l 2 |z
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e portanto
n

2
1Ay, -zl < ozl - flzall.
Tomando ¢ = 3—: temos o resultado.
(3) = (4) Trivial.

(4) = (1) Mostraremos que A ¢é localmente lipschitziana, portanto continua. Dado
a=(ay,...,an,) € By X --- X E,, tome ¢ > 0 tal que |[a]joc <c¢. Sex € By X ---x E, é
tal que ||z|l < ¢, temos

|A(x) — A(a)]| = ||A(x1, ..., xn) — Alaq, ..., an)||

n

= Z[A(al,...,CLj,l,ZIZ'j,...,SCn) —A(al,...,aj,:cjﬂ,...,xnﬂ

J=1

n
= E A(al,...,aj,1,$j—Gj,l'jqu,...,l'n)
j=1

n
< Z HA(CLl, ey A1, T5 — Qg Tjgly - - ,.C(,’n)H
j=1
n
<D ALl — g
j=1

n
= Al "> Ml — agll = 1Al - ¢ - [l — allu.
j=1
[ ]

Proposicao 1.1.11 Sejam E;, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Para toda aplicacao
n-linear continua A: Fy X -+ X E, — F € verdade que:

(@) |A(z1, ..., zn)|| < Al - |21l - - - [|znll, para todos x; € Ej,j=1,...,n.

(0) ||A|l =inf{c >0: [|A(z1,...,z,)| < c-|lz1| - - ||zn|| para todos z; € E;,j =1,...,n}.

Demonstracao. Veja [34, Proposigao 2.8]. m

Definicao 1.1.12 Sejam F, E,...,E, e I espacos vetoriais normados. Denotaremos
o conjunto de todas as aplicagoes n-lineares continuas de E; x --- X E, em F por
L(Ey,...,E;F). Se By = --- = E, = FE escrevemos L("F;F). Nocason = 1e

F =K escrevemos E’ no lugar de L(F;K) e dizemos que E’ é o dual topolégico de E.

Proposicao 1.1.13 Sejam Fy, ..., E, e I espacos vetoriais normados.
(a) L(Ey,...,Ey; F) € subespago vetorial de L(Ey, ..., E,; F);

(b) O funcional A — ||Al| é uma norma em L(Ey, ..., E,; F);

8



(¢) Se F' é um espago de Banach, entao L(E\,...,E,;F) com a norma do item (b)
também é um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [34, Proposigoes 2.10 e 2.11]. m

Exemplo 1.1.14 Sejam Fi,...,E, e F sao espacos vetoriais normados. Dados ¢, €
Ei, ceeyOn € E;L e b e F, jasabemos do Exemplo 1.1.3 que a aplicacao

PR R, Rb: By X --- X B, — F|
(P1® @, @b)(T1,..., 7)) = p1(x1) - pnlxn)b

¢é n-linear. Mostraremos agora que ¢; ® - -+ ® , ® b é continua e que

l1 @ -+ @ @n @Ol = [[bl] - flpall - - - llepm]l-

De fato,
lp1® - @ @b|| = sup (1@ @ pn @b)(21,. .., 20) ||
TiEL;
o, l1<1
7j=1,....n
= sup |[pi(z1) - pnlza)0
Z‘jEEj
llzjlI<1
7j=1,..,n
= sup |pi(z1)] - [pnlza)| - 0]l
:EjEEj
[lz; <1
7j=1,....n
= [[b]] - sup |pi(z1)] - [pn(zn)]
$J‘6Ej
llz;lI<1
Jj=1,...n
= o]l - sup |pi(z1)] - sup |on(zn)]|
xleEl rn€E,
[lz1]I<1 lznl<1
= (1l llpall- - flnll < oo
Denotaremos

Ef(El,...,En;F):span{g01®---®cpn®b:bEF,gpjEE;-,jzl,...,n}.

Os elementos de L;(Ey, ..., E,; F') sao chamados de aplicagdes multilineares continuas de
tipo finito. Notemos que L¢(Ey, ..., E,; F) é subespago vetorial de L(Ey,. .., E,; F).

Definigcao 1.1.15 Sejam X um conjunto e V' um espago vetorial . Uma fungao f: X —
V' tem posto finito se o subespago span{f(X)} de V gerado pela imagem de f tem di-
mensao finita. Denotamos

Li(Ey,....,Ey; F):={Ae€ L(F,...,E,; F): A tem posto finito} .

Notemos que L¢(Ey, ..., Ey; F) C Ly(Ey, ..., En F).



Exemplo 1.1.16 Dados B € L(E},...,E,) e b € F, definindo

B®b: By x--- X E, — F,
B®b(xy,...,x,) = B(xy,...,x,) - b,
é facil ver que B ® b é n-linear e, ademais, é continuo:

IB&b] = sup{I(B@b)(ar,....an)l| 12 € By e oyl < Lij=1,....n)
=sup{||B(z1,...,2,) - bl 1z, € E; e |z;|| <1;5=1,...,n}
=sup{|B(z1,...,x,)| - ||b]l : x; € E; e |lzj|| <1;5=1,...,n}
= ||b|| - sup{|B(z1,...,2,)| 1 x; € Ej e |lzj|| <1;5=1,...,n}
= [loll - 1 B]-

Logo B®be L5(Ey,...,E. F).

Proposicao 1.1.17 Para todos espacos vetoriais normados Ey,...  E, e F,
k
Ls(Ey,... B F) = {ZBj ®@b;:B; € L(Ey,...,E,);bj € Fik e N}.
j=1
Em particular, Lz(E\, ..., E,.; F) € subespago vetorial de L(Ey, ..., E,; F).

Demonstracao. Seja A € Lz(Fy,...,E,; F). Entao A € L(E1,...,Ey; F) e [Im(A)]
tem dimensao finita. Suponhamos que dim[/m(A)] = k. Entdo existem by,...,b; €
Im(A) tais que F D [Im(A)] = [b, ..., bx]. Definimos

Tj: [bl,...,bk] —>K, Tj(Oé1b1+"'+Oékbk>=Ozj,

para j = 1,..., k. Notemos que cada T} ¢ linear e continua, pois dim[/m(A)] = k < +o0
k

(ver [23, Teorema 2.7.8]). Se y = aib; + - -+ + agby, entdo y = ZTj(y)bj. Definimos
i=1

também

Bj: By x---x E, — K,
Bi(x1,...,2y,) =Tj(A(x1, ..., 20)),

para j = 1,..., k. Vejamos que cada B; ¢ n-linear e continua:

Bi(xy,...,x; + 2 al, ..., xp) = Ti(A(zq, ..., 2 + M2l .. 2y
J 2 J 1
=Ti[A(xr, .o @iy ) + AN, T )]
=Tj(A(z1, . ey xn)) + AT A, o2 2y))
=B

(T1y e Ty e ) F ABj (@1, T ),

| B;ll = sup {||Bj(@1,...,x,)| : 2 € By, ||| < 1,0 =1,...,n}
=sup {||1j(A(z1,...,2zn))|| @i € By ||z|| < 1,i=1,...,n}
< || - sup {||A(z1, ..., xn)|| s 2w € By ||| < 1,i=1,...,n}
= 1751 - [[Al
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E por outro lado,

k
j=1 j=1 j=1
k
= ZY_VJ(A(ID 7xn))bj = A(:Clu 7xn)7
j=1

k
para todos x1 € Ey,...,x, € E,, provando que A = Z B;j®b;. A outra inclusao ¢ ébvia.

i=1
. J
Proposicao 1.1.18 Sejam Ey, ..., Epn espacos vetoriais com m,n € N.

(a) A correspondéncia
A€ L(Ey, ..., By F) s Ta € LBy, .., Ey; (Bt -+ s B F)),

dada por
TA(:L‘I) e 7mm)<xm+l7 s amm-I—n) = A(mb s 7J7m+n))

estabelece um isomorfismo entre os espagos vetoriais L(E1, ..., Epn; F) e
L(Ela s 7Em7 L(Em-‘rla s 7Em+n; F));

(b) Se Ey, ..., Epyn sdo espagos normados, entdo o isomorfismo do item (a) induz um
isomorfismo isométrico entre os espa¢os normados L(Ey, ..., Epnin; F) e
E(El, e ,Em, ;C(Em+17 ey Em+n7 F))

Demonstragao. Veja [34, Proposigao 2.12|. m
Definigao 1.1.19 Uma aplicagao multilinear A: E™ — F' ¢ dita ser simétrica se
A(l‘l, c. ,l'm) = A(Z‘g(l), ce ,l’o(m))

para todo (z1,...,x,) € E™ e toda permutagao o € S,,, onde S, denota o conjunto das
permutacoes dos primeiros m numeros naturais.

Os conjuntos das aplicagoes multilineares simétricas e das aplicagoes multilineares
simétricas continuas A: E™ — F serao denotados, respectivamente, por L*(™FE;F) e
L(ME;F).

E fécil ver que L*(™E; F) é subespaco vetorial de L(™E;F) e que L5("E;F) é su-
bespago vetorial de L(™E; F) .

Quando F' =K, escrevemos L5("E; F) = L(ME) e L5(ME; F) = L5(™FE). Param =0
escrevemos L°(°F; F) = F (espago das fungoes constantes a valores em F).

Definigao 1.1.20 Para cada m € N e cada multi-indice v = (n4,...,n;) € N&,
definimos :

Il =
k

= Hnj!
j=1

11



Definigao 1.1.21 Sejam A € L(™FE; F) e k < m. Para cada (x1,...,7;) € E* e cada

multi-indice v = (n4,...,nx) € N§ com ||v|| = m, definimos
n nNe _
Azt - —A(@’l,-",161/,---,3%,---,%)-
Vv Vv
ni vezes N vezes

Proposicao 1.1.22 Para cada A € L(™E; F), definimos
A E™ — F | A%(21,...,2m) |ZA.7:U e Tam))-
c€Sm

As sequintes propriedades sao satisfeitas :

(a

) A€ L*("E; F);

(b) A° = A se, e somente se, A € L*(™E; F);
)
)

(c) (A7) = A%

(d) O operador s: L("E; F) — L*(™E; F) definido por s(A) = A®, € linear, sobrejetor
e nao injetor;

(e) O operador S: L(ME; F) — L5(™E; F) definido por S(A) = A®, estd bem definido,

¢ linear, continuo, sobrejetor, ndao injetor e ||S|| = 1;
(f) Sex € E, entao Ax™ = A’z™

Demonstragao. Provemos o item (e). Para isso, seja A € L(™F;F) uma aplicagao
m-linear dada. Por (a) sabemos que S(A) = A* € L*(™FE; F). A linearidade de S segue
da linearidade de s (item (d)). Para todos z1,...,2,, € E com ||z;|| < 1,7 =1,...,m,
temos

1A% (21, ..., zm)| = ‘ ' D Aoy, To(m)
0ESm
S |ZHA$U ceey a'm))H
0ESm
< % DAL llzoll- - Iogmll = 1A
) oESm
Isso prova que [|S(A)|| = [|A%|| < [|A], e portanto S é continua e ||S|| < 1. Escolhendo
A€ L(ME; F) com ||A|| = 1 (basta tomar qualquer aplicagao m-linear simétrica nao-nula

e, caso necessario, dividir por sua norma), temos
IS = [[S(A)] = [|A%] = lA]l = 1,

provando que ||S|| = 1.
Do item (b) sabemos que A® = A para A € L5(™F; F), logo S(A) = A e assim temos
que S é sobrejetor.
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Para verificar que S nao é injetor basta tomar B € L(™F; F) tal que B & L(™E; F),
pois nesse caso é verdade que B # B® e, pelo item (c),

S(B) = B* = (B*)* = S(B°).

Para os demais itens veja [2, Proposi¢ao 1.1.6]. m

Teorema 1.1.23 (Férmula de Leibniz)
Sejam E, F' espagos vetoriais sobre K e A € L*(™E; F). Entdo para quaisquer 1, ..., Ty €
E, temos

m! n
Alxy + -+ xp)" = Z —|A9371“ ERF

Ivll=m
Demonstragao. Veja [5, Teorema 1.2.16]. m

Coroléario 1.1.24 (Férmula Binomial de Newton)
Se A e L*("E; F), entao para quaisquer x,y € E temos

Az +y)" = zm: (m) Az™ Iyl

=0 \J

Teorema 1.1.25 (Férmula de Polarizagao)
Sejam E; F espagos vetoriais sobre K. Se A € L*(™FE; F'), entdo

1
A,y ay) = —om Z e1EmA(To + €171 + -+ EmTm)™,
’ 5i::|:1

para quaisquer x; € B, com 7 =0,1,...,m
Demonstracao. Veja [5, Teorema 1.2.18]. m

Observagao 1.1.26 Segue da Férmula de Polarizagao que se A, B € L*(™E; F) sao tais
que Az™ = Bzx™ para todo x € E, entao A = B. De fato, para todos z,...,x, € F,

1

A(.I’l,...,fljm):m Z 81"'5mA(51$1+“'+5ml’m)m
' =+1
1

gi==*1

Ou seja, se A e B sao aplicagoes simétricas que coincidem na diagonal, entao coincidem
em todo o dominio.
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1.2 Polindmios homogéneos

As funcoes analiticas de uma variavel complexa sao aquelas que podem ser escritas como
séries de poténcias convergentes, ou seja, fungoes do tipo:

[TACC—C, f(z) =) anz",
n=0

onde A é um aberto em C e a sequéncia de nimeros complexos (a,)22 ; é tal que a série
converge uniformemente em uma vizinhanga de cada ponto de A.

Esse conceito nao pode ser estendido dessa forma para funcgoes entre espagos normados,
pois em espacos normados nao se pode multiplicar vetores. Precisamos entao de fungoes
que cumpram o papel das funcoes

fn: C—C, fu(z) =2"

Observamos que a propriedade fundamental satisfeita por essas fungoes é a seguinte: para
todos A, z € C,

fa(A2) = A" fu(2).
Por causa dessa propriedade tais funcoes sao chamadas de polinomios n-homogéneos.

Utilizamos a teoria de aplicagoes multilineares para obter fungdes em espacos normados
que reproduzem essa propriedade:

Definicao 1.2.1 Sejam £ e F' espacos vetoriais normados. Uma aplicagao P: £ — F
sera denominada polinomio m-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau m, se existir
uma aplicagdo A € L(™E; F) tal que P(z) = Az™ para todo = € E.

Note que a propriedade desejada de fato se cumpre: para todos A € Ke x € F,

PA\z) = A(x)™ = A(Ax, ..., Ax) = X" Az™ = N P(x).

Denotaremos por P(™FE; F') o espago vetorial dos polinémios homogéneos de grau m,
denotaremos também por P(™E; F) o subespaco vetorial de P(™F;F) formado pelos
polinomios m-homogéneos continuos. Quando F' = K, escrevemos P(™F) no lugar de
P(™E; F) e P("E) no lugar de P(™E; F).

Para cada P € P(™E; F), definimos

1P]} = sup {[|P(2)] - x € E, [lof <1}

Proposicao 1.2.2 Sejam E, F' espagos vetoriais normados. Para cada A € L(™E; F)
constdere a aplicacao dada por

AE—F, A\(x) = Ax™.

Desse modo, a correspondéncia A — A induz um isomorfismo entre os espagos vetoriais
L*(ME;F) e P("E; F). Mais ainda,

~ mm o~
1A < 4l < ) A).
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Demonstragao. Veja [2, Proposigao 1.2.2]. m

Observagao 1.2.3 De acordo com a Proposi¢ao 1.2.2, para cada P € P(™E; F) existe
uma unica aplica¢do multilinear simétrica A € L*(™E; F') tal que Az™ = P(x) para todo
x € E. Nesse caso denotamos P := A.

Proposicao 1.2.4 Sejam E, F espagos normados e P € P(™E; F'). Entdo as sequintes
condicoes sao equivalentes :

(a) P € continuo;
(b) P € continuo em algum ponto de E;
(¢) P € continuo no origem;
(d) [|P]| < oo,
(e) Eziste k >0 tal que ||P(x)|| < k- ||z||™ para todo x € E;
(f) P(A) € limitado em F sempre que A for limitado em E;
(g) P € limitado em toda bola B[z, r] C E;
(h) P € limitado em alguma bola Bg[zo, 7] C E;
(i) A aplicagdo n-linear simétrica P € continua;
)

Demonstragao. Veja [2, Proposigao 1.2.7]. m

Proposicao 1.2.5 Sejam E, F espacos normados. Entdo (P(™E; F),| -||) € um espago
normado (de Banach se F for Banach). Mais ainda,

[P() < 1P - =™
para todos P € P("E;F) ex € E.
Demonstragao. Veja [2, Proposigoes 1.2.8 e 1.2.10]. m
Proposicao 1.2.6 O operador
p: L("E; F) — P("E; F) , ¢(A) = 4,
€ um isomorfismo topolégico.

Demonstragao. Veja [2, Proposigao 1.2.9]. m

Definicao 1.2.7 Sejam E e F' espacos vetoriais normados. Dizemos que o espago F
contém uma copia isomorfa do espago F' se existe um subespago G' de E isomorfo (topo-
logicamente) a F.
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Proposicao 1.2.8 Sejam E e F espacos vetoriais normados. Entao o espago vetorial
normado P ("E; P("E; F)) contém uma cdpia isomorfa do espago normado P("™"E; F)
por meto do operador:

P € P(™ME; F) s P(x)(y) = P(a™,y").
Demonstracao. Veja [2, Proposigao 1.2.12]. m

Sejam F, F' espagos vetoriais. Denotaremos por Pz("E; F') o conjunto dos polinémios
P € P("E; F) de posto finito.

Exemplo 1.2.9 Sejam E e F espagos de Banach, n € N, Q € P("E) e b € F. Vejamos
que, definindo

temos Q ® b € P("E; F) e [[Q @ 0| = [|Q] - [|b]]. De fato, como @ € P("E) temos
Q € L5("E;K), e definindo

W:E" —F, Wi(x,...,2,) =Q(z1,...,2,)b,

é imediato que W € L°("E; F'). Além disso,

para todo x € E. Isso implica que W= QRbe P("E;F). E claro que () ® b tem posto
finito. Por fim,

1Q® b = sup [Q®bx)]| = sup |Q)bl| = sup |Q(x)] - [lb]

IISCII<1 HJCII<1 HJCII<1

= [1pl - sup Q=) = |1l - [bll-

IIxII<1
Proposicao 1.2.10 Para todos espacos de Banach E e F' en € N,

P;("E; F) = {Z@@b meN;Q; € P(" )bjeF}.

7=1

Em particular, Pz("E; F') é subespago vetorial de P("E; F).
Demonstragao. Pelo exemplo anterior temos

Ps("E; F) D {Z@@b meN;Q, € P("E),b; GF}

7=1

Agora seja P € Pz("E; F). Entao P € P("E; F) e [ m(P )] tem dimensao finita, digamos
dim[Im(P)] = k. Portanto existem b; € Im(P),i = 1,...,k, tais que F O [Im(P)] =
[b1,...,byk]. Definimos

Tj: [bl,...,bk] —)K, Tj(O&lb1+"'+Oékbk>:Ozj,
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paracadaj = 1,...,k. E ébvio que cada Tj é linear e também ¢é continua pois dim[Im(P)] =

k
k < co. Notemos que se y = a1by + - - - + agbg, entao y = ZTj(y)bj.
j=1
Definimos também

B;: E— K, Bj(z) =T;(P(x)).
E facil ver que B; € P("E). Ademais

=Y _Ti(P(a)b; = P(a),

k
para todo x € E, provando que P = Z B;®b;. m
j=1

Um subespaco importante do espago dos polindmios homogéneos de posto finito, cha-
mado de subespaco dos polinomios homogéneos de tipo finito, sera introduzido no Exemplo
2.3.2 e desempenhara um papel importante no Capitulo 3.

1.3 Alguns resultados sobre séries

Apresentamos nesta secao alguns resultados sobre séries convergentes em espagos norma-
dos que serao uteis mais adiante.
o

Definicao 1.3.1 Uma série an no espaco normado £ é dita absolutamente conver-

n=1

o0 o0
gente quando E |z, || é¢ uma série numérica convergente. Quando uma série E T, con-

n=1 n=1
e, o] o0
verge mas g ||x,|| diverge, dizemos que a série E x, é condicionalmente convergente.
n=1 n=1
o0
Definicao 1.3.2 Uma série E x, no espago normado E ¢ dita incondicionalmente con-
n=1
o0

vergente quando para toda bijecao o: N — N, a série Z To(n) € convergente.

n=1
o0
Proposigao 1.3.3 Seja E Tn uma série incondicionalmente convergente no espago nor-
n=1

mado E. Se 01,09: N — N sao funcoes bijetoras, entao

Z Loy(n) = Z Loa(n)-
n=1 n=1
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Demonstragao. Veja [9, Proposigao 5.3.8]. m
Teorema 1.3.4 Seja E um espaco normado. As sequintes afirmagoes sao equivalentes
(a) E é espaco de Banach.
(b) Toda série absolutamente convergente em E € convergente.
(¢) Toda série absolutamente convergente em E € incondicionalmente convergente.
Demonstracao. Veja [9, Proposigao 10.1.4]. m

Definicao 1.3.5 Sejam X um conjunto arbitrério e M um espaco métrico. Dizemos que
a sequéncia de fungoes ¢g,: X — M, n € N, converge uniformemente em X para a funcao
g: X — M se para todo numero real € > 0 existe ny € N tal que

d(gn(z),g(x)) < € para todos n > ng e x € X.

Proposigao 1.3.6 Sejam X um conjunto arbitrdario e (Y,|-||) um espago de Banach.
Entao a sequéncia de fungoes f,: X — Y, n € N, converge uniformemente em X para
alguma funcdao f: X — Y se, e somente se,

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que a sequéncia de fungoes f,: X — Y,
n € N, convirja uniformemente em X para alguma funcao f: X — Y. Neste caso, dado
e > 0 existe ng € N tal que se n > nyg, entao || f,(x) — f(z)|| < € para todo x € X. Dessa
forma, para todos m,n > ng e x € X, temos

(@) = frn() | < [[fn(2) = F@)] + [ frnl2) = fl2)]] < 2e.

Assim, para m,n > ng temos

sup || fu(2) = fm(z)] < 2e.
zeX

Entao, dado qualquer € > 0,

m,n—>00

0< lim sup|fu(z)— fi(2)] < 2,
zeX

0 que prova que
lim _sup || fn(z) — fm(z)] = 0.
€x

m,n—>00

Reciprocamente, suponhamos que

Logo, para todo € > 0 existe ng € N tal que se m,n > ngy, entao

sup || fn(2) — fm(2)|| <e.
reX
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Como
[ fo(®) = fr(@)|| < Sup [ fu(x) — fm(x)|| < € para todo z € X,

para todo € > 0 existe ng € N tal que se m,n > ng, entao
| fu(x) — fi(z)|| < € para todo x € X. (1.1)

Assim, de (1.1) segue que, para cada x € X, (fn(2))nen é uma sequéncia de Cauchy no
espaco de Banach Y, logo convergente. Podemos entao definir

[ X =Y, flo) = lim fu(). (1.2)

Provemos que a sequéncia (f,,)52, converge uniformemente em X para a funcao f. Para
isso, seja € > 0. De (1.1) e (1.2), como § > 0, temos

lim || fu(z) = fim(2)|| = [ fu(2) = f(2)]] <

m—>00

<e,

DO ™

para todosn >ngex € X. m

Teorema 1.3.7 (Convergéncia Uniforme e o Teste de Weierstrass)

Sejam (X, || - ||) um espago de Banach e (Y, d) um espago métrico. Seja também f,: Y —
X, n € N, uma sequéncia de fungoes para a qual existe uma sequéncia numérica (M, )nen C
[0, 4+00) tal que:

(@) [l faw)lx < M, para todon € N e todoy €Y.

(17) iMn < +o00.

n=1

oo oo
Entao as séries Z Il fn()lx e Z fa(y) sao uniformemente convergentes em Y .
n=1

n=1

Demonstracao. Da condigao (ii) sabemos que  lim Z M), = 0. Notemos que dados

m,n—> 00
k=n+1
m,n € N com m > n,
m m m
0<([ > AW|< Y. IAWI< Y M,
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
para todo y € Y. Logo
m m m
0<sup|| > fily)|| <sup Y AW D M,
VEY || st YEY p—nt1 k=n+1
e portanto
m m m
pdm e 30 )| <l swp 32 A<, fm 30 Mi=0
k=n+1 YSY k=n+1 k=n+1

Da Proposigao 1.3.6 segue o resultado. m
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Proposigao 1.3.8 Sejam (X, || -||) um espago de Banach e (Y,d) um espago métrico.
Sejam também f:Y — X wuma funcao e f,: Y — X, n € N, uma sequéncia de
funcoes.

(i) Se (fn)pen converge uniformemente em Y e lim f,(y) = f(y) para todo y € Y,

n—-oo
entao (fn),en converge uniformemente para f.

(ii) Se v € K e (fn),ey converge uniformemente emY para f, entao (afy,), oy converge
uniformemente em'Y para of.

Demonstracao. (i) Sabemos que
1fm(y) = Fa(W)]| < sUp [l fin(7) = ful@)]

para todos y € Y e m,n € N. Logo
[ fmy) = F) = T 1 fm(y) = Fa(@)I] < Tim sup [ fn(2) = fu(@)]

para todos y € Y e m € N. Assim

sup || fin(y) = f(y) < lim sup || fo(z) = fu()],
yey N0 zcy

e, pela Proposicao 1.3.6, segue que

lim sup | fru(y) = f(y)] € lim lim sup | fu(e) — ful(2)]

=, dm__sup | fu(2) = fula)| = 0.
(i7) De

[(efn)(y) = (@)W = lol - [1faly) = FWI < al-sup[[fuly) = f(H)]]

yey

para todo y € Y, segue que

0 < sup [|(afu)(y) = (aNWI < [ Sup 1fn(y) = FW)II,

yey

e portanto

0< tim_sup [[(afu)(w) ~ @/ < ol lim_supfuly) — F)] = 0.

n——0 4y yey
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CAPITULO 2
TIPOS DE HOLOMORFIA

O conceito de tipo de holomorfia foi introduzido por L. Nachbin em [27] com o obje-
tivo de sistematizar o estudo de classes especiais de polinomios homogéneos que vinham
sendo estudados individualmente na literatura. Neste capitulo apresentaremos alguns
preliminares de fungoes holomorfas, também definicao, exemplos de tipos de holomorfia e
o conceito de funcao holomorfa associada a um tipo de holomorfia, também introduzido
por Nachbin.

2.1 Funcoes holomorfas

Definicao 2.1.1 Uma série de poténcias do espaco de Banach E no espago de Banach

F em torno do ponto a € E é uma série de fungoes da forma Z P, (x — a), onde

m=0

P, € P("E; F) para todo m € Nj.

o
Note que a série de poténcias E P,.(xr — a) pode também ser escrita na forma
m=0

Z Anm(z —a)™, onde A, € L3(ME; F) e A,, = P,, para todo m.

m=0

Definicao 2.1.2 O raio de convergéncia, ou mais exatamente, o raio de convergéncia
o0

uniforme da série de poténcias g P,,(x —a) é o supremo do conjunto dos nimeros reais
m=0 o
r > 0 para os quais a série converge uniformemente na bola fechada B(a,r).

Teorema 2.1.3 Seja R o raio de convergéncia da série de poténcias ZPm(:z: —a).

m=0

Entao:
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(a) R é determinado pela formula de Cauchy-Hadamard

1
lim sup || P
—00

m

(b) A série de poténcias converge absolutamente e uniformemente em B(a,r) para todo
0<r<R.

Demonstragao. Veja [25, Theorem 4.3]. m
Agora estamos em condicoes de definir fungoes holomorfas:

Definicao 2.1.4 Sejam E, F' espagos de Banach complexos e U um subconjunto aberto
de E. Uma funcao f: U — F é dita holomorfa em U se para cada a € U existem uma
bola B(a,r) C U, r > 0, e uma sequéncia de polinémios homogéneos (P,, € P(™E; F))>_,
tais que

uniformemente para x € B(a,r).

A sequéncia de polindomios homogéneos (P,,)>_, ¢ determinada de maneira tnica pela
fungao holomorfa f e pelo vetor a (veja [25, Remark 5.2]).

Notagao. Estabelecemos agora a notac¢ao usual em holomorfia. Denotamos por H(U; F')
o conjunto de todas as fungoes holomorfas de U em F', que obviamente é um espaco
vetorial complexo. No caso em que F' = C escrevemos H(U;C) = H(U).

Denotaremos também P,, = P™f(a) para todo m € Ny. A série Z P,(x —a) é

m=0
chamada de série de Taylor de f em a.

Continuando com as notagoes, se, para cada m € Ny, A, € L*(™E; F) é a aplicagao
m-linear simétrica associada ao polinémio P, € P(™E; F) por F,, = A,,. Denotamos

d" f(a) = mlA,, e c/l\mf(a) =m!P,,.
Definimos as aplicagoes diferenciais
d"f:acU — d"f(a) € L("E;F) e d"f:aeU— d"f(a) € P("E;F),
e os operadores diferenciais
d": fe H(U; F) — d™f € H(U; L°("E; F)),

d™: f € H(U;F) —s d"f € H(U; P("E; F))

de ordens m = 0,1,2,... (as demonstragoes de que essas aplica¢oes de fato tomam va-
lores nos espagos que estamos indicando podem ser encontradas em, por exemplo, [27,
Proposition 3, Chapter 7]).

22



Finalmente, o polinomio de Taylor 7, t, de ordem m de f em a ¢ definido por

1
T, f.a(T Zk_ a)(x —a), x € E.
k=0

Na Secao 3.1 desenvolveremos um pouco da teoria de fungoes holomorfas. Para a
teoria geral indicamos os livros de Barroso [4], Dineen [14] e Mujica [25].

Provaremos agora que polinomios homogéneos sao exemplos de fungoes holomorfas:

Exemplo 2.1.5 P(™E; F) C H(U; F) param =0,1,2,...
De fato, dado P € P(™E; F) existe A € L5(™FE; F) tal que P = A. Fixado £ € E,
pela Férmula Binomial de Newton (Corolario 1.1.24) temos

P(z) = Az™ = A6 + (z — &)™ = Z (T;‘) AL (1 — €Y,

para todo x € E. Assim,

Z <m) AE™ I (1 — €)? = 0 para todo x € E =

J=0 J

zmj (m)Asm iz — €y

J=0 J

= (0 para todo =z € E.

Note que se kK > m
m k [eS)
Z( )Afm” — =) Wiz =& =) Wiz—¢)
5=0 §=0 5=0

para todo x € E, onde

(’;’.‘)A{m_jyj se 0<j<m

VVJE—>F7W](y):{ 0 Sej>m.

Logo, para k > m,

m k
a1 35 (7 aem -] s - Sowte 0] =0
z€eE j= zeE =0
e portanto
k
lim sup || P(x) — Wi(x — =0,
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provando P(z Z < )A{m I(z — €)7 uniformemente em E. Observe que:

7=0
(M)AE™ Ty se 0<j<m

FPOW = PP ={ W%

7! se j>m,

lwsz@(y)j:{ (?)Af)mjyj I

J! se 7 >m.

Observacao 2.1.6 Da demostragao acima decorre que
dPeP(MIEL(UE;F))e

#P e P("IE; PUE;F)),
para P € P("E;F)ej=0,...,m.

2.2 Tipos de holomorfia

Definicao 2.2.1 Sejam F, F espacos de Banach. Um tipo de holomorfia © de E em F
é uma sequéncia de espagos de Banach (Po(™FE; F), | - |le)_, para a qual sao vélidas as
seguintes afirmacoes:

(1) Cada Pe(™FE; F) é um subespago vetorial de P("E; F);
(2) Po(°E; F) coincide com P(°E; F) = F como espago vetorial normado;

(3) Existe um nimero real o > 1 tal que, dados k € Ng, m € No, k < m, a € E e
P € Po(™E; F), vale que
c/ikP(a) € Po("E;F) e

1 m m—
[z r@| <om1Ple- faim

S}

Observagao 2.2.2 Nas condigoes da Definigao 2.2.1, se P € Po(™FE; F') e k < m, entao

— (m —k)!

Pam—k = ——d"P(a) € Po(*E; F)
m:
¢ k
| Pant]| < Z R B o e,
e m!

De fato, como P € Po(™E; F) e Po(™E; F) é subespago vetorial de P(™FE; F), temos que
P e P(™E; F) e, pelo Exemplo 2.1.5

—c/lkP(a)(y) = (TZ) Pa™ Fqyk, 0<k<m.
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Assim

Logo, como d*P(a) € Po(*E; F), temos Pam—F = (mrg!k)!c/ﬁ“P(a) € Po(*E; F) e também
temos

d"P(a)

s

o], - e e,

<k!-(m—k).~

- |
o m:

_ k- (m —k)! Hi%P(a)

O resultado a seguir sera tutil para exibir exemplos de tipos de holomorfia.

o™ - |[Plle - [la]™*.

m)!

Proposicao 2.2.3 Sejam E e F espagos de Banach e, para cada m € N, Q("E; F) um

subespaco vetorial de P(ME; F) com Q(°E; F) = F. Se (?“P(a) € Q(*E; F) sempre que

kE<m,a€ FEePecQE;F), entao (Q(mE; F)) ¢ um tipo de holomorfia de E em
m=0

' com a norma usual de polinomios.

Demonstracao. De fato, por [23, Teorema 2.3.1] sabemos que (Q(™E; F),| - |)2_, é
uma sequéncia de espagos de Banach em que cada Q(™FE; F') é subespago vetorial de
P(ME;F). Dados k € Ng, m € Ng, k <m,a € Ee P e Q(mF; F), existe uma sequéncia
(Pj)32, em Q(ME; F) tal que lim; o || P — P[] = 0. Pelo que vimos na Observagao 2.1.5,

m! m!
d*Pj(a) = —— Pam* e d'P(a) = ————Pam*,
J(a> (m k‘) a e ((Z) (m ]{3) a
Como @“Pj(a) € Q(*E; F), temos Pjam* € Q(*E; F). Ademais,
[P = Byam=t] = sup [[Ban=(y) — By,
yerR
lyll<1
onde
|Pam=k(y) = Bam=H(y)|| = || (Pam— = Bam—+) (y)]
= | (Pa™ " = Pya™ %) (y)]
< [[Pa™™* = Pya™ || - |y,
e
[Pt = Pram¥ = sup | (P = ) (o,
;€
Jlzs <1
= sup HP(CL, ,a, X1, 7'Tk> - v](afv a, Xy, Jxk)H
T, €F
i ]| <1

IA

12 = Pi|| -+ [lal™*.
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Logo

—

|Pank(y) - Bramk(y)]| < [P = Bl lal™* - gl

’ Bomek _ o me 5P p o m” k
|Pam= = Pyam=*| < [P = Byl - al ™™ < (1P = By} -l
— I
Assim lim;_, || Pa™=* — P;jam=*|| = 0, onde (Pjam*k> é uma sequéncia em Q(*E; F).
j=1

—

Segue que Pam—* € Q(*E; F) e portanto c?“P(a) € Q(kE; F). Mais ainda,

—d"P = ‘ Pam—F ’ ,
Hk:! @) = T =y 179
e também sabemos que
| Part] = sup |[Par=]
yekE
llyl<1
Dai, se y € E e ||y|| < 1, entao
| Pam=t(w)|| = [[(Pa™ ) @) < 1PN - lal™* - |1y
m™ m—k ko m” m—k
< TP el ol < TP el
logo
| Pt < T 1P -l
m!
e
1~ m! m™
—d*pP < : NP - ||a|™ k.
5P @) < gy o 1Pl -l
Da conhecida expansao da exponencial real e* = Z x_' para todo x > 0 e da desi-
n!
n=0

k: n
m :'C m
gualdade 6bvia 2 < 5 — para k > m, segue que 7 < e, para todo x > 0, e portanto

n=0

- < e™. Por outro lado, 2™ > #Lk), (veja, por exemplo, [21, observacao 2.2.2]). Logo
temos
L= m m—
| P@)| < o1y o+
]

2.3 Exemplos de tipos de holomorfia

Quando omitirmos a norma, estaremos considerando a norma usual || - || (norma do su-
premo) de polinémios.
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Exemplo 2.3.1 Vejamos que, para quaisquer espagos de Banach E ¢ F', (P(™E; F))x_,
¢ um tipo de holomorfia de £ em F.
Isso é imediato a partir da Proposicao 2.2.3, pois P("E; F') = P(mE; F). Note que se

k€ Ny,meNycomk <m,a€ FEeP e P("E;F), vale que c?“P(a) = (mmflk)!Pam—k,

—

onde Pam—* € P(*E; F), e portanto d*P(a) € P(*E; F).

Exemplo 2.3.2 (Polinomios de tipo finito e polinémios aproximéaveis) Dados espagos de
Banach E e F, um funcional ¢ € E’, um vetor b € F e um numero natural m € N,
definimos

P @b: E— F, " ®0b(x) = p(x)"-b.

Afirmagéo. 9" ® b€ P("E;F) e [[¢™ @b|| = [lo][™ - [b]].
Do Exemplo 1.1.14 sabemos que a aplicacao

A:E™ — F | A(xy,...,xm) = @(x1) - - o(zm) - b,

é m-linear e continua. E imediato que ™ ® b(z) = Ax™ para todo x € E, logo ¢ ® b €
P(ME; F). Como A é simétrica, temos A = (¢™ ® b)". Mais ainda,

[™ @ 0| = sup |l¢™ @b(z)|| = sup |l¢(z)™ bl = sup [p(@)[™ - ||b]|
S €E cE

2l <1 jz]<1 Izl <1
= ( sup |<P(9U)|> 16l = [lel|™ - [[0]]-
zeE,||z||<1

Os elementos do conjunto

Pi(ME; F) :=span{¢" ®@b:pc E', be F}

k
:{Z@T@b‘j:kEN,gpjeEl’bjEF’j:]_7”.’k}

J=1

sao chamados de polinomios m-homogéneos continuos de tipo finito. Da expressao acima
é claro que P;(™E; F') é um subespaco vetorial de P("E; F').

Dizemos que um polinémio P € P(™E; F) é aprozimdvel se P € P¢(™E; F), isto é, se
existe uma sequéncia P; € Py("E; F), j € N, tal que

lim ||P — Py = 0.
Jj—o00

Denotamos por Pa("E; F) o conjunto dos polinomios m-homogéneos continuos apro-
ximaveis de F em F', ou seja,

Ps("E; F) =Ps(mE; F).

O objetivo deste exemplo é mostrar que a sequéncia (P4(™E; F), || - ||)o_, é um tipo
de holomorfia de £/ em F.
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Notemos que PA(°E; F) = F pois ¢’ ® b = b é constante. Pela Proposi¢ao 2.2.3 basta

—

provar que se P € Pr(™E; F), k <m, a € E, entao Pam—Fk ¢ Pi(FE; F).
!

De fato, como P € Py("E; F), entdo P = Zgz);" ® b; para alguns [ € N, ¢; € £,
j=1
!
b; € F. E claro que P= ZAj onde
j=1

Ajl Em — F s Aj(l’l, . ,[L‘m) = @j(l'l) i '@j([Em)bj,

para j =1,...,[. Assim,

ﬁk(y) a™ Ryt = (ZA) ZAj(a,...,a,y,...,y)

= Z[%‘(a)]m_k Lo WNF b = T - by - (05(a)™ ",

- !
Pank =3 ¢k o - (p3(a))™ ] € Py(“E: ).

—

Como d*P(a) = Pam—*, segue que d*P(a) € P;(*E; F).

_m!
(m—k)!
Exemplo 2.3.3 (Polinomios aproximéaveis por polinomios de posto finito) Vejamos que,
para todos espacos de Banach F e F, (W)m ¢ um tipo de holomorfia de E em
F. B

De fato, pela Proposicao 1.2.10 sabemos que

Ps("E; F) = {Z%@b leN;Q; € P("E),b; GF}

7j=1

Em particular, Ps(™E; F) é subespaco vetorial de P(™E; F). E imediato que P;(°E; F) =
F. Sejam k <m,a € Fe P e Pz("E; F). Entao

l
P=>"Q;®bjondel €N, Q; € P("E), b; € F.

j=1

!
Notemos que P = Z W;, onde
j=1

Wit E™ — F |, Wi(x1,...,2m) = Q;(1,...,2m,)bj,
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para j =1,...,[. Assim

_— I !
Pam—Fk(y) = Pa™ Fyk = (Z Wj> am Ry — Z Wila,...,a,y,....y)

j=1 j=1

l l e
= Z Qj(a’7 e 4, Y, Jy)b] = Z Q]a’mikykbj = Z Q]am_k(y)ij
j=1 j=1

donde segue que
!

—_—

Pam_k’ = Z Qjam—k & bj S Pg(kE, F),
j=1
pois Q;am* € P(*E). De d*P(a) = (mL_!k)!Pam*k concluimos que d*P(a) € P3(*E; F).

E assim pela Proposicao 2.2.3 temos o resultado.

Para o préximo exemplo precisamos do seguinte resultado preliminar:

o

Lema 2.3.4 Seja F' um espaco vetorial normado e seja E a, = a uma Série convergente

n=1

em F'. Entao .

Z(a%—l + ag) = a.

i=1
Demonstragao. Notemos que, para cada k € N,

k

2k
Z(azi_1 + CLQZ’) = (CLl + CLQ) + (ag + CL4) + -+ (a2k—1 + azk) = Z a;.
i=1 i=1

2k o.] oo
Mas ( g ai> é uma subsequéncia de ( E ai> , e esta ultima sequéncia converge

i=1 k=1 =1 k=1

00 2k o)
para a pois Z a, = a. Logo (Z al-) kﬂo a, e portanto Z(agi_l +ag)=a. m

Exemplo 2.3.5 (Polinomios m-homogéneos nucleares) Um polinomio P € P("E; F) é
dito nuclear se podemos escrever P na forma

P(z) = ai(2)"y, (2.1)
i=1
em ()2, C F e (y;)52, C F sdo sequéncias limitadas tais que
Dol -yl < oo (2.2)
i=1
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Neste caso definimos .
1Pllx = inf Y flfl™ - gl
i=1
onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias ()2, C E' e (y;)32, C F limitadas,
tais que (2.1) e (2.2) sao satisfeitas.

Denotamos por Py ("™ E; F) o conjunto de todos os polindmios m-homogéneos nucleares
de E em F. No caso linear denotamos por Ly(E; F) o conjunto de todos os operadores
nucleares de £ em F. Quando m = 0 definimos Py(°E; F) = F.

O objetivo deste exemplo é mostrar que a sequéncia (Py(™E; F), || - ||n)p— ¢ um tipo
de holomorfia de F em F. Para isso provemos que:

(i) Py(™E; F) é subespago vetorial de P(™FE; F') para m > 1.
Sejam P,Q € Py(™FE; F), digamos

Pe) =Y i)y, Q) =D 2i(x)™ws, (2:3)

=1

onde ()2, (20)2, C E' e (y:)21, (w;)$2, C F sao sequéncias limitadas tais que

S 2™ il < 00, > 2™ - Jwi| < oo (2.4)
i=1 i=1
Dado x € E, definamos a série
2y ()M yr + 21 ()M wy + 2 (2)Mye + 25 ()" wy + - - + 2 (1) "y, + 2L (1) M w, + -+ L (2.5)
Chamando
sy = [l I - o,
sg = |y [I™ - Nyl + 1z ™ - [lwn ],
s3 = 2L 1™ -yl + 1z 1™ - (ol + [J2o]]™ - [|yell,

por (2.4) sabemos que (s,)%; é uma sequéncia crescente e limitada de nimeros reais.
Logo a série

2™ a2l w2z ™ el 2™ w2l -+l ™y 1+l llwnll -

é convergente e, pelo Lema 2.3.4, converge para

oo oo o0
D U™ - Nall + 20 - ol = > ™ = Hyall + D 112401 - el
i=1 i=1 i=1

Vejamos que a série (2.5) converge para [P(z) + Q(x)]. De fato, a série (2.5) é absoluta-
mente convergente pois

lz3 @)™ |- yall + 22 @)™ - wall 4 - -+l (@)™ - lynll + 125 (2)™ ] - lwnll <
™ Nyl + 112007l | 4l ™ yall 2™ - Twall] )™
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Como F é Banach, pelo Teorema 1.3.4 concluimos que a série (2.5) é convergente e pelo
Lema 2.3.4 segue que (2.5) converge para

> (@) s+ zi (@) ) = Y al(w) yﬁz = P(z) + Q(x).

A demonstragao de que se P € Py("E; F) e A € K entdao AP € Py(™E; F) decorre
imediatamente da defini¢ao, por isso omitimos os detalhes.

(27) || - || é uma norma em Py("E; F), m > 1.

E claro que | P|lx > 0 para todo P € Py(™E; F) e que ||0||x = 0. Suponhamos que
P € Py(ME; F) é tal que ||P||y = 0. Para todo € > 0 existem sequéncias (z})2, C E' e
(y;)2, C F limitadas tais que

Zx "y e an I - il < e.

para todo x € E. Logo

lim Zx

k—o0

k
_ )
R D BEACI

1P(x)]| =

k
1= =

o
< lim angum-uxum-uyiuz DMl lll | - llal™ < e el
T i=1

para todo z € E. Entao ||P|| < e para todo € > 0, ou seja ||P|| = 0, donde segue que
P =0.

Novamente, a demonstragao de que se P € Py(™E;F) e A € K entao [|[AP|ny =
[A| - ||P||n é imediata e, uma vez mais, omitimos os detalhes.

Para provar a desigualdade triangular, sejam P, Q € Py("E; F). De acordo com (2.3)
e (2.4), ja provamos que

P(z Z )"y + zi(z)"w;) , para todo x € E, e
i=1

D U™yl + 1240 - w1y ZHﬂc’Hm ||yz!+Z||z’|Im [[wi]].
=1
Dai,
1P+ Qlly < > M4l™ - Hlyall + > 2™ - -
=1 =1

Tomando o infimo sobre todas as representacoes nucleares de P e de () segue a desigual-
dade triangular ||P + Q||lny < ||P||v + ||@] ¥

(17i) O espago normado (Py("E; F), || - ||n) é completo.
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[e.9]

Seja (P,)22 ; uma sequéncia em Py ("E; F') tal que Z | Pally < 00. Devemos provar

n=1

que a série ZP" converge em Py(™E; F). Como ||P,||y — 0, existe ng € N tal que
n=1
|Pllv < 1 para todo n > ng. Dai podemos supor, sem perda de generalidade, que
| P.lln < 1 para todo n € N. Dado € > 0, para cada n € N existem sequéncias limitadas
[e.9]

(Pni)3) C E' e (yni)i2y C F tais que P =Y (0ni) "Yni €
=1

S lull™ - Myill < (14 57) - I Pallv:
=1

Como ||P,||ny < 1 para todo n, segue que

ZH%II’” [Ynill < (1P ||N+ APl < 1Pl + o

2n
i=1

Para cada n,

k
P = su ni ni|| = SU lim ni ng
[Pl = up Zso "y = sup lim ZZIQO "y
H:v||<1 [lz]<1
k
< sup lim ni Nynsll < su lim 17777 | I I [
sup. lin Z fens(@)™ il < sup (Ho; Jiwl™ - | ||> o]
Hr||<1 = |z[[<1 i=
= Z lopnil1™ - s l| < [Pl + o
Assim,
STIPH D (IPlly+57) = Yo IPallx + - 5 = - I1Pally + < +oo.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Isso quer dizer que a série ZP” é absolutamente convergente no espaco de Banach
n=1

P("E; F). Pelo Teorema 1.3.4 segue que ZPn é convergente em P("E; F), digamos

n=1
ZP” =P e P(ME;F). Logo
n=1
P = Z Z Spmynl - Z szlzynla
n=1 n=1 =1 n,t=1
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onde a reordenacao é garantida pela convergencia absoluta e pelo Teorema 1.3.4. Ademais,

S wall™ - el = Z (Z lpwill™ - ||ym||) < Z (1Pl + )

n,1=1
£
= ; [V:ADS +;2—n = ; 1Pully + € < +o0,

provando que P € Py("E; F'). Por outro lado,

k 9]
p-r =[P Z Z% Uni
n=1 N n=k+1 N n=k+1 i=1
< Y lenl™ - llymill = Z (ZII@OmHm-HymII)
n=k+1 =1 n=k+1 \i=1
< Y (1+5) IRy < +e)- S IR
n=k+1 n=k+1
para todo k. Logo
k
lim [} P, —P| <(l+e)- Jim Z |P.|lv =0,
k—>o0 " N n il
0 que prova a convergencia da série Z P, para P em Py(™E; F).
n=1

(7v) Condicao (3) da Definigao 2.2.1,
Sejam k € Ng, m € Ng, k < m, a € Ee P € Py("E;F). Dado ¢ > 0. Como
P € Pn(™E; F), podemos escrever

Zx "y,

para todo x € E, onde ()72, C E' e (y;)72, C F s@o sequéncias limitadas tais que

Dol llyall < I1Pllx +e.

=1

33



Da Férmula de Polarizacao, para todos zy,...,x,, € E,

. 1
P($1,---,$m):W Z €1 P(eizy 4+ -+ epn)
1<]<m
1 o0
= —om Z €1 Em (; zi(egxy + -+ smwm)myl>
1<j<m -

1 o0
:WZ Z 51-.~8mﬂj‘;(81$€1—|—...+€mxm)myi

i=1 e;=+1
1<j<m

:mlsz Zfl emle1)(21) + -+ e ()] | -0

1<]<m
(%) 1 - 1om,./
= om z;m.Q () Zaz x1) ) Yi-
Em (x) usamos que, para todos escalares ay, ..., ay,
Z €1+ EplErar + -+ Eman]™ = ml2May - - apy,.
1<]<m
Segue entao que, para todo t € F,
LFP(a)(t) = - pam ik
— a = a
k! k'(m — k)!
e B Zx @) 2ilt) () 3
m— k vezes k vezes

= #lk' Z[a:xa)]m—‘“ )

Definindo, para cada ¢ € N,
w; =
de

—k _
lwill = A al ™ el

, m—k m!
I | IV Nl < ——2
kEl(m — k)! lz3(a)l loill < kl(m — k)!

34



segue que a sequéncia (w;)2, é limitada em F'. Além disso
1)1=1 9

Dol el = 3l g i@l i
i=1 =1

o)

m! 1k rym—=~k m—k
< sy I
o
= m m—k 1m
=3 iyl 1l B

< 2" fal™ " (Z )™ - rmu) < +oo,
=1

1
provando que —d*P(a) € Py(*E; F). Ocorre que

k!
L3 Pa) Lap@m)| = sup > 0 =" )
— a)|| = sup ||— = il s
k! N teg k! teg — Kllm—k)! = Y
[lt]]<1 lle<1 =

e para cada | € N, se [t <1,

l

l
! k m! , ek , B m) / -
I T M DLl R L (IR T
l
ik m! L m—k .
< il gy e el
l
m! . .
= Tm =yl ’“(Zluxzn ~\|yi||).
Portanto

H%;ﬂfp(a)(t)H < f el (i ™ ||yz-||>

m/!
< m=k (P <om (|| P . m—k
< it —pr el Py +e) <27 ([Plly + ) - ol

Como isso vale para todo € > 0, segue que

1 m m—
[ r@] <21ty ol

2.4 Funcoes holomorfas associadas a um tipo de ho-
lomorfia

As fungoes holomorfas associadas a um tipo de holomorfia foram introduzidas por Nachbin
em [27, Definition 9.2]. Este conceito foi muito utilizado quando foi introduzido (veja,
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por exemplo, [18, 19]), e também tem sido utilizado recentemente (veja, por exemplo,
3, 6, 11, 15]).

Definicao 2.4.1 Sejam (Peo(™FE; F))_, um tipo de holomorfia do espago de Banach E
no espaco de Banach F' e U um subconjunto aberto de E. Dizemos que uma funcao
holomorfa f € H(U; F) é de ©-tipo de holomorfia em & € U se:

(1) d™f(£) € Po(™E; F) para todo m € N.

(2) Existem numeros C' > 0 e ¢ > 0 tais que < (- ™ para todo m € N.

S}

1 m
—d"f(9)

Dizemos que f é de ©-tipo de holomorfia em U se f é O-tipo de holomorfia em todo
ponto de U. Denotaremos por He(U; F') o subconjunto de H(U; F') formado pelas fungoes
de O-tipo de holomorfia em U.

Proposigao 2.4.2 Se (Po(™E; F), F))5_ € um tipo de holomorfia do espago de Banach
E no espago de Banach F e é U um subconjunto aberto de E, entio He(U; F) é um
subespago vetorial de H(U; F).

Demonstragao. Por definigao sabemos que He(U; F') C H(U; F). Sejam f,g € He(U; F)
e seja & € U. Pela condicao (1) da Definicao 2.4.1 sabemos que d™f(£),d™g(&) €

Po(™E; F) para todo m € N e pela condigao (2) da mesma defini¢ao existem nimeros
C,c, K,k > 0 tais que

dmf(é) <K-k™

<(C-." H—dm

o

para todo m € N. Como f,g € ’H(U; F) e H(U; F) é espago vetorial, temos f+ygc¢€
H(U; F) e, mais ainda, P™(f+g)(§) = P™(f)(§) +P"(9)(€), onde P™(f)(§) = ;7d™ f (&)
e P™(g)(§) = ;d™g(€). Logo

P+ 9)(6) = @ (f +9)(E) = — @ f(€) + - d"g(€),
e portanto c?m(f +9)(&) = (jmf(f) + c?mg(é) € Po("E;F) e

|+ e

1 =, 1 -,
| @ + o)

1 ~ 1 ~
< _ m _ m
< ||+ [mse
<C-"+K-E"<S-s™

S}

onde S = max{C, K} e s = max{c, k}.
Sejam agora f € Ho(U; F), A € Ke & € U. Entao d™f(§) € Po(™E; F') para todo

m € N e existem nimeros C' > 0, ¢ > 0 tais que

<(C-"
e

|Linse

m)
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para todo m € N. Da mesma forma que antes, temos \f € H(U;F) e P"(Af)(§) =

AP™(f)(€), onde P™(f)(§) = Ld™ f(€). Logo
PRO)(E) = —d"(A)(E) = A" (€)
e portanto d™(Af)(€) = A" f(£) € Po(™E; F) e

< (]Al-C) -

e
S

1 =, B
=[] -

1 ~
A 1@
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CAPITULO 3

DIFERENCIACAO DE TIPOS DE
HOLOMORFIA

No Capitulo 10 de [27], L. Nachbin ensina como obter novos tipos de holomorfia a partir da
diferenciacao de um tipo de holomorfia dado. Entretanto, as demonstracao la apresentadas
sao apenas esquematizadas e com passagens muito pouco justificadas. O objetivo central
deste capitulo é dar demonstracoes completas, detalhadas e justificadas dos resultados
que aparecem no referido capitulo.

3.1 Resultados preliminares

Antes de falar sobre diferenciacao de tipos de holomorfia, precisamos apresentar alguns
resultados sobre funcoes holomorfas que serao necessarios. As primeiras definicoes e
notagoes sobre fungoes holomorfas foram apresentadas na Segao 2.4.

Nesta secao, F e F' serao espacgos de Banach complexos e U denotara um aberto de
E.

Proposigao 3.1.1 (Férmula integral de Cauchy) Sejam f € H(U;F), £ e U, x € U e
p > 1 tais que (1 — N)§ + Az € U para todo X\ € C com |\ < p. Entao
1 FI(L = NE + ]

= dA.
f(x) 21 [Al=p )\ —1

Demonstragao. Consideremos a fun¢ao continua
0:C— E, 0N\ =(1—-)NE+ M.

Como 0~1(U) é aberto em C, existe um aberto V C #~1(U) convexo tal que D(0,p) C V.
Dado ¢ € F', pela férmula integral de Cauchy para funcoes analiticas em C para abertos

convexos, temos
1 (pofob)(N)
1) = — W=7 2N
(po fod)(1) 2m/}\|:p 1 dX,
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pois 1 € D(0, p). Assim,

[Al=p

2m A—1 ’

e como f o é Bochner integravel em D(0, p) (veja [25, Definiciao 6.3 e Proposition 6.4]),

temos
i) e (g [, IS0

21

para todo ¢ € F'. Pelo Teorema de Hahn-Banach sabemos que F' separa pontos de F,
portanto

_ 1 FI(L = N)E + Aa]
N 27 [Al=p A—1

.

Proposicao 3.1.2 (Férmula integral de Cauchy) Sejam f € H(U;F), £ e U, x € E e
p >0 tais que £ + \x € U para todo \ € C com |A| < p. Entdo

1 ~ 1 A
%dmf(g)(x) =5 f<§:z_+1 x)dA

27 Sy
param=20,1,2,...
Demonstragao. Veja [25, Corollary 7.3| m

Proposicao 3.1.3 (Desigualdade de Cauchy) Se f € H(U; F), £ € U e p > 0 sao tais
que B,(§) C U, entdo

H—Wst%-wpwmn
P lz—¢&ll=p

param=0,1,2,... Aqui Bp(ﬁ) ¢ uma bola fechada de centro em & e raio p.

Demonstracao. Para cada m, pela Proposicao 3.1.2, temos

H—dmf H sup —d"f(€)()
lzll=
B 1 f(&+ A\x)
" e [ S
_ L fl€+ )
= o 2161]115) /)\|:p A d)\H .
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Usando a desigualdade triangular para a integral de Bochner (veja [9, Coroldrio 9.7.7] ou
[25, Proposition 6.4(b)]), obtemos que para x € FE com |[[z| =1

' f@+Amd4L§%; F(§ + M) dA:/; £+,

)\m—l—l )\m+1 pm—l-l

[Al=p

=)
=" | £(€ + Az)||dA
P a=
< — P - sup || f(§ + Az)|| - (comprimento de |A| = p)
[Al=p
2mp 2
=—=3 sw [[fW)ll=— sup [fWI
P y—li= P y—gli=p
Logo,
1
7@ < 25 sw Il
P ly=€ll=rp
n

Relembre que 7, ¢ denota o polinomio de Taylor de ordem m da funcao holomorfa f
em ¢ (veja Secao 2.4).

Lema 3.1.4 Sejam f € H(U; F), £ €U, x €U e p>1 tais que (1 — N)E+ Az € U para
todo A € C com |\ < p. Entao

L up (1 = N)E+ Al

17 = Tmpe(@l < 22— e

param =20,1,2,...

Demonstragao. Paratodos 0 #AX#1em =0,1,2,...,

1 m
A= 1) (A—1) kz B

Reescrevendo na forma

T 1
Z N mtl A—1)

obtemos .
Sl = §+>\x Zf ANE+ Az fI(L = A€+ A
(A — r Mo+l o AL\ — 1) ’
Dai,
fI1 - )f + A\ — — A€ + Az fI(1 = NE + Azl
d)\ d\ = d\
e ) e i e
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donde segue que

1 fl(1— 5 —I— ] NE + Az
2mi (N — d)\ Z 2mi //\| AFt1 ax

IAl=p
_ L FIA = A&+ A
C2mi e, APTEH(A 1)

dA.

Pelas Proposigoes 3.1.1 e 3.1.2, temos

flo) =) L@ = zim /M: f [(Alm :1X£j1;x] o

Usando novamente a desigualdade triangular para a integral de Bochenr, obtemos

1 1—A AT

1f(2) = Tonsell = = /Alpf[(AmH(/)\ﬁjl) ]dAH
1 fI(1 = XE+ Az

< o Nep || AN 1) .

Agora, como
AT = D= A= 1] > A (A = 1),

segtie que
SRR Mt
<o (liupp 1£1( = NE + mu) 2p- m
_ m - 5up 101 = N + e
.

Defini¢ao 3.1.5 (Conjunto &-equilibrado) Seja U C E um subconjunto aberto nao vazio.
U é dito &-equilibrado com respeito a um de seus pontos & se (1 —A\){+ Ax € U para todos
reUeleCcom |\ <.

Exemplo 3.1.6 Em qualquer espago de Banach complexo E, a bola aberta B,(0) com
r > 0 é 0-equilibrado. Além disso, se £ # 0, entao B,.(0) ndo é {-equilibrado

Lema 3.1.7 Sejam U aberto em E, W aberto emCxE, D={Ae€C: |\ <1} e K CU
um compacto tal que D x K C W. Entao existem p > 1 eV aberto em E tais que:

(i) KCcVcCU.
(i1) Dx K C D,(0) x V.C W, onde D,(0) = {\ € C: |\ < p}.
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Demonstragao. Usando a generalizacao do lema do tubo (veja, por exemplo, [26, Exer-
cise 26.9]), existem abertos A em C e B em F tais que

DxKCAxBCW.
LogoD C Ae K C B. Assim
K=KnUcBnUcCU,
e chamando V = B N U temos
DxKCAxVCAxBCW.

Afirmacgao. Existe p > 1 tal que D,(0) C A.

Para provar a afirmagao, suponhamos, por absurdo, que D,(0) € A para todo p > 1.
Chamando p, = 1 + + para todo n, existe uma sequéncia (a,)nen tal que a, € D, (0)
e a, ¢ A para todo n. Agora, como D,(0) é compacto e D, (0) C D5(0), entdo (a,)nen
admite uma subsequéncia convergente em D5(0). Existem entdo um subconjunto infinito
N de N e a € Dy(0) tais que lim a, = a. Neste caso, lan| < pn para todo n € N'. Assim,

neN

la] <1 eportantoa € D C A. Entao a € A, o que é um absurdo pois A é aberto e a,, ¢ A
para todo n € N. Isso prova a afirmacao, da qual segue que

Dx K CD,0)xKCD,0)xV xAxBcCW.

Proposicao 3.1.8 Sejam f € H(U; F) e € U. Se U € &-equilibrado, entdo a série de
Taylor de f em & converge a f uniformemente em alguma vizinhanga, contida em U, de
cada subconjunto compacto de U .

Demonstragao. Primeiramente notemos que f é continua em U por ser holomorfa [25,
Lemma 5.6]. Dado K C U compacto, consideremos a fungao

g:Dx K —FE, g\z)=(1-XNE+ M.
Notemos que g é continua e que D x K é compacto em C x E. Assim,
A=gDxK)={1-XN{+ :0e€ K,XeC, |\ <1}

é compacto em E. Por ser U &-equilibrado, temos A C U. Dessa forma obtemos que f é
limitada em A, pois todo espaco métrico compacto é limitado. Logo existe W aberto em
F limitado tal que f(g(D x K)) C W C F. Assim,

gD x K)C f7(W)cU e Dx K Cg (f(W)),

onde g~ }(f~H(W)) é aberto em C x E. Pelo Lema 3.1.7 existem p > 1 e V aberto em E
com K C V C U tais que

D x K C D,(0)x V C g (f~H(W)).
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Decorre que
9(Dp(0) x V) C g(g~ " (f71(W))) € f7H (W),

e portanto

Fg(D,(0) x V) € f(fH(W)) C W
Logo f(g9(D,(0) x V)) C W ¢ limitado e
9(D,(0) x V) € fH(f(g(D,(0) x V))) C fH(W) C U. (3.1)
Notemos que
9(D,(0) x V) ={(1 = N§+ Az 2 € VA€ C, |\ < p},
dai
sup [I£1(1 = NE + Aa]|| < +oo.

zeV
AeC,|N<L1

Pelo Lema 3.1.4 e por (3.1), temos

1
1f (@) = T pe(2)| < 1) 111 = A€+ Azl
1
< lp—1) WP [FI(1 = A)§ + A]],
[Al=p
logo
Sup 1/ (@) = T e ()] < pm(pl_ 5y s [F[(1 = A)§ + Al

|Al=p

e entdo lim sup ||f(z) — T re(x)]| =0 poisp > 1. m

Definigao 3.1.9 Sejam f € H(U;F)e e U.

(a) O raio de limitagao de f em § ¢é o supremo do conjunto formado pelos niimeros
r > 0 tais que B,.(§) C U e f é limitada em B,.(§). O raio de limitacao de f em & é
denotado por 7, f(€);

(b) O raio de convergéncia da série de Taylor de f em £ é denotada por r.f(£);

(c) A distancia de & a fronteira de U é denotada por d(&; 0U). No caso em que U = E
definimos, por conveniéncia, d(&;0U) = oo.

Lema 3.1.10 Sejam U C E aberto e £ € U. Entao

d(&0U) == inf{d(¢,a) : a € OU} = sup{r > 0: B,(£) C U}.
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Demonstracao. Notemos que a igualdade desejada se cumpre se U = FE pois d(&;0U) =
oo neste caso. Agora consideremos U # E e chamemos [ = d(§;0U) e S = sup{r > 0 :
B, (&) c U}. Dividiremos o argumento em quatro passos:

Passo 1. I > 0.
Suponhamos, por absurdo, que I = 0. Neste caso,

para todo r > 0 existe b € OU tal que 0 < d(&,b) < r. (3.2)

Agora, como £ € U existe 0 > 0 tal que Bs(§) C U, e de (3.2) segue a existéncia de
b € 0U tal que 0 < d(&,b) < . Dessa forma b € Bs(§) C U e portanto b € U, o que é um
absurdo pois b € OU.

Passo 2. B;(¢) C U.

Argumentando novamente por absurdo, suponhamos que exista a € Bj(§) tal que
a ¢ U. Neste caso d(§,a) < I, e portanto a & JU, pois se a € QU teriamos d(§,a) > I, o
que é um absurdo. Como U # E, a € U e a ¢ 0U, temos a € int(U¢). Consideremos a
funcao continua

f:00,1] — E, f(A) =(1—XNa+ A&

Os conjuntos f~H(U) e f~1(int(U¢)) sao abertos em [0,1], 0 € f~(int(U°)) e 1 € f~H(U).
Como [0,1] é conexo, existe A\g € (0,1) tal que A\g & f~1(U), \o &€ f~(int(U°)), portanto
f(Xo) € U e f(No) & int(U°). Assim f(Ag) € U® e para todo r > 0 existe y € B,.(f(\))
tal que y € U, ou seja, f(A\g) € OU. Logo d(§,a) > d(&, f(No)) > I, donde segue a
contradicao I > d(§,a) > 1.

Passo 3. I < S.

Seja ¢ tal que 0 < ¢ < I. Em primeiro lugar notemos que B;_.(£) C B;(€) C U pois,
se x € Br_.(€), entao ||z — &|| < I —¢e < I. Do Passo 2 decorre que I — ¢ < S. Entdo
I < S+ ¢ paratodo 0 < e < I, e dal concluimos que I < S.

Passo 4. I > S.

Suponha que I < S. Neste caso existe ¢ > 0 tal que I < ¢ < S. Pelas defini¢oes de
infimo e de supremo existe 7 > 0 tal que B.(§) C U ec <1 < S, e existe a € OU tal
que I < d(€,a) < c. Assim d(€,a) < ¢ < 7, e portanto a € B,.(¢) C U. Isso implica que
a € U, o que é um absurdo pois a € OU. m

Proposicao 3.1.11 Sejam f € H(U; F) e £ € U. Entao
ro.f(§) = min{r.f(¢), d(& 0U) }.

Demonstracao. Provemos primeiramente que r,f(§) < min{r.f(§),d(&;0U)}. Pelo
Lema 3.1.10, sabemos que d(&;0U) = sup{r > 0 : B,.(&§) C U}, logo ryf(€) < d(&;0U).
Por outro lado, se 0 < r < 1, f(€), entdo B,.(§) C U e f é limitada em B,(£), digamos
| f(z)]| £ M para todo x € B,(£). Pela Desigualdade de Cauchy (Proposigao 3.1.3), segue

que se f(x) = Z P(z — &), entdo
m=0

1 M
|Pnll < — - sup | f(x)|| < — para todo m=0,1,2,....
Tm rm

jo—€ll=r
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1

Assim, ||Pm|]% < =" e portanto, se n € N
r

1

1 M
sup || B < sup 0

m> m>n

o que implica
1
inf sup || 2| < sup || Pl < sup ——
n m>n m>n m>n T

e entao )

M» 1
lim sup HPmH% <limsup — = —.
m m r

1
lim sup HPmH%
r — 1 f(§) obtemos r.f(&) > rpf(£).

Provemos agora que ry, f(§) > min{r.f(£),d(§; 0U)}. Comegamos notando que r.f(§) >
0 e que d(&;0U) > 0 pois f é holomorfa e U é aberto. Agora, se

> r e pelo Teorema 2.1.3 temos 7.f({) > r. Fazendo

Disso segue que

0 <r<s <min{r.f(§),d(&0U)},

entdo s < d(&;0U), e pelo Lema 3.1.10 tem-se Bs(§) C U. Logo Bs(§) é &-equilibrado e
pela Proposigao 3.1.8 segue que para cada x € B(§),

fla)=>_ P f(&)(z— &),

pois {z} é compacto para cada x € B,(£). Pela formula de Cauchy-Hadamard (Teorema
2.1.3) e pela desigualdade s < r.f(&) temos

limsup || P" f(§)||= = ,

ou seja,
) m 11
inf sup [P ()] < —.

m>n

1
Existe entao ny € N tal que (sup Hme(f)lew) < —, ou seja,
s

m>ng

m L 1
sup {IPI@N1% - 1} <o.
m>ng S

Dessa forma, podemos tomar € > 0 tal que

1
Hme(g)H% 3 < —¢ para todo m > ny.
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Assim [P f(E)||m <L —ce

iPrael < (o) =4 <2

para todo m > ng. Logo |[|[P™f(§)| < < param =0,1,2,..., onde
Sm

c=max {1 [[P°f(OIl,....s™ PO}

Para cada x € B,(£) sabemos que

lim
k—oo

fl) =Y P"f(&)(w— 5)“ =0.

E para cada k € N e cada = € B,(£),

@) < [|f(@) =Y Pmf(©)(z— 9|+

< f@) =D PO =& + D IP"FE) @ -9
< F@) =Y PO -9 + Y o

Fazendo k — oo, obtemos

(o]
_ \™ r
para todo =z € B,(§). A série E (—) ¢ convergente pois — < 1, e dal segue que
s s
=0

rpf(€) > r. Usando a definigao dz; supremo e o fato de que 0 < r < min{r.f(&),d(&;0U)},
concluimos que min{r.f(£),d(&§;0U)} < rpf(§). m

Lema 3.1.12 Sejam U C E aberto, a € F eU —a = {x —a: x € U}. Para cada
f € H(U; F) definimos

fa:U—a— F | f.(t)= f(a+1).
Entao
(@) fo € H(U —a; F) e P"f,(t) = P™f(a+t) para todos t € (U —a) e m € Ny.

(b) O operador
v: HU F) — HU —a; F) , (f) = fa,

€ um isomorfismo de espacos vetoriais.
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Demonstragao.
(a) Como f € H(U;F), para cada £ € U existem B, (§) C U e uma sequéncia de po-

linbmios P™f(§) € P(ME; F) tais que f(x Z P™f(&)(x — &) uniformemente para

x € B,(€). Agora seja ¢ € (U —a). Entao ¢ = 5— a para algum £ € U. Notemos que
(Br(§) —a) C (U —a) pois B.(§) CU. Dado y € B.(§) — a, entdo y = x — a para algum
x € B,(§). Assim,

fa) = falw —a) = f(x) =Y _P"f()(z =& =D P"f(O)(y - )

uniformemente para y € B,.(§) — a. Ademais, pela unicidade da sequéncia de polinémios
da série de Taylor, segue que P"f,(¢) = P"f(a+ () para ¢ € (U —a) e m € Ny.
(b) Vejamos que 9 é linear. Sejam f,g € H(U;F) e A € C. Para todo t € (U — a),

O+ A9)(t) = (f + Ag)a(t) = (f + Ag)(a+ 1) = fla+1) + Agla+1)
= fa(t) + Aga(t) = (fa + Aga) (t) = (V(f) + Ab(9)) (1),

provando que ¥(f + Ag) = ¥(f) + AY(g).

Agora suponhamos que f € H(U; F) seja tal que ¢(f) = fo = 0. Neste caso f,(t) =
fla+1t) = 0 para todo t € (U —a). Dado x € U, (x —a) € (U — a), logo f(x) =
fla+ (x —a)) =0, provando que f = 0. Segue que 9 é injetora.

Dada g € H(U — a; F), por (a) temos g_, € H(U; F), onde

9-a: U —F, go(z) = g(x —a)
Logo ¥(9-a) = (9-a), = ¢, 0 que prova a sobrejetividade de 1. m
Proposicao 3.1.13 Se f € H(U; F), entdo
d"f e H(U; L°("E; F)) e
d"f € H(U; P("E; F))

para m = 0,1,2,.... Mais ainda, se f(x ZPJ (x — &) € a série de Taylor de f

em & € U, entao as séries de Taylor de d™f e dmf em & sao

d" f(x de [P f(E)](x =€) e
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Demonstragao. Provemos primeiramente o caso em que 0 € U. Como f(0) € F,
qualquer bola aberta BA(f(0)), A > 0, estd contidaem F. Assim 0 € f~'(Ba(f(0))) C U,
e como f~Y(Ba(f(0))) é aberto, uma vez que f é continua por ser holomorfa, existe r > 0
tal que

Bs,.(0) € f7H(Ba(f(0))) CcU

onde f ¢ limitada em Bas,.(0), isto pois

F(Bs(0)) € f(f7H(Ba(£(0)))) € Ba(£(0)).

Pela Proposigao 3.1.11 temos, em particular, que a série de Taylor de f na origem converge
a f uniformemente em By, (0). Entéo para todo > 0 existe ko € N tal que

<0

Hf(t) — ) _PIf0)(t)

J=0

sempre que k > kg e [|t|| < 2r. Dados € > 0 e m € N, tomando § = er™ segue que existe

ko € N tal que
k

Hf(t) — > PIF0)()

J=0

<er™

sempre que k > kg e ||t]| < 2r. Logo

f@) =Y PIf(0)(x)

sup
lz—t||=r

para cada t com ||t|| < r. Aplicando uma vez mais a Desigualdade de Cauchy (Proposigao
3.1.3) temos

k

P (f - Zij(0)> 0] < Tim il flz) = Zij(O)(fv) <e,
para cada t com ||t]| < r. Assim
( ZPJ ) =[P () = >_ PP O] < e

=0

para todos t com [[t|| < r e k > ko. Observe que aqui estamos usando o seguinte fato:
se f,9 € H(U;F), entao f+g € H(U; F) e P"(f +g)(a) = P"(f)(a) + P"(g)(a).

Concluimos que
P™f(t) Z P™[PIf(0

com convergéncia uniforme da série para HtH < r. Sabemos ademais que P™[P7f(0)] =0
para m > 7, logo

P f(t) Z P™[PYf(0 Z P[P £(0))(t)
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e como P™ f(0) € P(™YE; F), temos
P[P f(0)] € P(MHTMEP(ME; F)).
Facamos agora o caso geral. Dado a € U, definimos
for U—a—F, fo(t) = fla+1).
Pelo Lema 3.1.12 sabemos que f, € H(U — a; F) e P™f,(t) = P™f(a + t) para todos

t € (U—a) em € Ny. De forma andloga ao que fizemos no caso anterior, concluimos que
se f é limitada em B(a;3r) C U, entao f, é também limitada em B(0;3r) C (U — a).
Usando o caso ja provado, temos

P fla+t) = P™fu(t) ZPm [P £,(0 ZP’” [P f(a)](t)

uniformemente para ||t|| < r. Além disso, P"[P™" f(a)] € PUE; P(™E;F)). m

Observacao 3.1.14 Examinando a demonstracao anterior, notamos que se

é a série de Taylor da funcao holomorfa f € H(U; F) em £ € U, entao existe um niimero
real p > 0 tal que 0 < p <y, B,(§) CU e

= AP fE)r—¢)

uniformemente em B,(£) no sentido de P('E; F') para qualquer [ € N.

Corolario 3.1.15 Se f € H(U; F) e £ € U, entdo

Lr (L) o= L [l sae]

m! m! k+m)!
para k,m =0,1,....

Demonstragao. Como f € H(U;F) e £ € U, usando o fato de que se g € H(U; F) e
A € C, entao A\g € H(U; F) e P™(Ag)(a) = AP™g(a), obtemos

L (m, ’”f) ©=— [%c% (1) <f)} = [P (@) )]
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3.2 Diferenciacao de tipos de holomorfia

Estudamos nesta se¢cdo o método introduzido por Nachbin [27] de gerar novos tipos de
holomorfia a partir da diferenciacao de um tipo de holomorfia dado. Ao longo da secao,
E e F serao espacos de Banach complexos.

Proposigao 3.2.1 Seja (Po(™E; F))X_, um tipo de holomorfia de E em F. Para cada
m € Ny a aplicagao inclusao

Po("E; F)— P("E; F)

é continua e
|P|| <o™|Plle

para todo polindmio P € Pg(™E; F), onde o é a constante da condi¢ao (3) da Defini¢ao
2.2.1.

Demonstragao. Pela condigdo (1) da Definigao 2.2.1 sabemos que Pg(™FE; F') é su-
bespago vetorial de P(™FE; F') para cada m € Ny. Dado P € Pg(™FE; F'), tomando k = 0
e a € F, pela condigoes (2) e (3) da definigao 2.2.1 temos

dP(a) = P(a) € Po(°E; F) = F.
Assim também, pela condigao (3) da mesma definigao,

1P@)] = |P(a)]lo = ||~

aP@)| < a™|[Plellal™.
Disso decorre imediatamente que [|P|| < o™ || Pllo. ®

o!

Proposicao 3.2.2 Sejam E e F espacos de Banach, | € N e m € Ny. Entdo o operador
v Pt E F) — P("E; P(E; F)) , U(P) = l‘c?P
¢ um isomorfismo (de espagos de Banach) sobre sua imagem.

Demonstracao. (i) Vejamos que ¥ esta bem definida no sentido de que toma valores no
contradominio indicado.

De fato, como P € P("™E; F), entio d'P € P("E;P(.E; F)) como comprovado na
Observagao 2.1.6.
(ii) Vejamos que ¥ é linear.

Para isso sejam P, Q € P("*"E; F) e A € K (neste resultado podemos Considerar 0S
casos em que K = R ou C). Entdo (P4 \Q) € P(4™E; F) e U(P 4+ \Q) = 1d'(P + Q).
Pelo Exemplo 2.1.5, para todos =, y € E temos

V(P +AQ)(z)(y) = ;d(P—F)\Q)( y) = (Z+m>(P+)\Q)V m,

(
(

z
[+
z
U(P)(x)(y) + AT(Q)(x)(y)

z
l+m)(P+>\Q) ( )meyl+>\Qx ]

! il

m)pxmym(” )@ — LAP@) () + M- dQ) )
— [W(P) + AU(Q)](x)(y),
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provando que V(P + \Q) = V(P) + A\¥(Q).
(iii) Vejamos que W é injetora.
Suponhamos que P € P("™E; F) é tal que W(P) = 0. Como ¥(P) = 1d'P = 0, para

I
todos &, y € E,
1 I+m\ - ..
par©m = (") pend <o

Logo P&™y! = 0 para todos &, y € E. Assim

P(¢§) = Phm = Pemel =0,

para todo £ € E, o que prova que P = 0.

(iv) Provemos por fim que ¥ é continua e que ¥~!, definida na imagem de ¥, também é
continua.

Para isso seja P € P("*™E; F). Para todos =, y € E,

0wl = g@rew| = (")
= (e < () 1P e Lol
< (Hm)' CEm" o)l gl

! m)!
_ ((+m)! (I+ m)ler

Pll - m, !
N L A
(l_|_m)l+m m }
= S Pl
De
W (P)|| = sup [W(P)(z)(y)ll = sup sup [[¥(P)(z)(y)l]
ryck zel yek
llzl<1 llzll<1|ly||<1
llyl<1
segue que
(I +m)Hm
V(P <— P
le(P)| < == | P,

donde concluimos a continuidade de W.
Por outro lado, para todo = € E, ||z| <1,

P = 1Pas!) < sup [Pa"y] < sup sup |2
(S
yli<i RETE
1 I .
= ——— sup sup + m) Pzmylt

l
(—&-lm) zeE yeFE [
I=l<1lyl<1

1
=~ Sup sup H‘I’(P)<Z>(y)||
( ! ) z€E yeFE
l2lI<1 |y|<1

= v .
(Hm) (P

l

Disso segue que (Hlm) | P|| < ||¥(P)||, provando a continuidade de ¥~! sobre a imagem
de V. m
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Observacao 3.2.3 Analisemos mais detidamente o caso em que m = 0 na proposicao
acima. Neste caso temos

v: P('E;F) — PE;P(E; F)) =P(E;F) , ¥(P) = %cﬁp = P.

Com efeito, se P € P('E; F), entao

PO = g8 PE) = () Py = Pyt = P

para todos &,y € E. Isso nos dd V(P)(§) = P para todo £ € E, ou seja, ¥V(P) = P.

Agora podemos definir a diferenciacao de um tipo de holomorfia:

Definicao 3.2.4 Seja © um tipo de holomorfia de £ em F. Sabemos pela Proposicao
3.2.2 que para todos [, m € N, o operador

1

0
=t

v: P(HME; F) — P(ME; P('E; F)) , ¥(P)

é um isomorfismo sobre sua imagem. Dado P € Pgo('™™E; F), pela condi¢io (3) da
definicao 2.2.1 e como [ < m + [, temos

d'P(z) € Po('E; F),
logo
d'P € P("E;Po('E; F)).

Entao U(Pe("t™E; F)) é um subespaco vetorial de P(™E; Po('E; F)) e Po("™E; F)) e
U(Pe(™E; F)) sdo isomorfos como espagos vetoriais. Denotamos

@ Po (T E; F) := W(Po (" B, F),
e definimos
ks = IPle
para todo P € Pg("™E; F).
Os axiomas de norma para || - ||, seguem imediatamente do seguinte fato elementar:

Lema 3.2.5 Sejam U, V espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K, U normado com
norma || - ||. Se ¢: U — V' € um isomorfismo de espagos vetoriais, entdo a fung¢do

[11:V—R, [l = [ul,
é uma norma em V.

Demonstracgao. Verifiquemos os axiomas de norma:
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(@) flvll = lle™(v)|| = 0 para todo v € V.
(77) Dado v € V, da bijetividade de ¢,
[vli =0 <=l (V)| =0 = ¢ (v) =0 <= v =0.
(17i) Para todos v € V e A € K, da linearidade de ¢,
Aol = [l o)l = 1A -7 )T = AL le™ ()] = [A] - lv]la
(1v) Para todos v, w € V', usando novamente a linearidade de ¢,
lotwll = lle™ (vtw)ll = o™ (v)+¢ (W) < o™ @) [I+lle™ (W)l = [vll+]|w]).

]

Proposicao 3.2.6 Nas condicoes da Definicao 3.2.4,

L4 m
(ﬁd Po(+"E; F); | - HT) (33)
€ um espaco de Banach para todos [, m € N.

Demonstragao. J& sabemos que (3.3) é espago vetorial e os axiomas de norma seguem
do Lema 3.2.5. Resta mostrar que %@P@(HmE; F') é completo na norma || - ||,. Para isso

nos valeremos do Teorema 1.3.4. Seja E Pk uma série absolutamente convergente em

ﬁc/ﬁp (l+mE' F), com cada Py € Pe(l+mE; F). Isso quer dizer que a série de numeros

d Pk é convergente. Como
k=
o0 o0
ZHPkH@: 1P, < +00,
k=1 k=1 1" T
e (Po("™E; F), ||+ |le) é um espago de Banach, pelo Teorema 1.3.4 concluimos que a série
o0 o0

Z Py, ¢ convergente em Pg ("™ E; F), digamos Z P, = P € Po(""™E; F). Neste caso,
k=1 k=1
para cada n € N,

14 )
kzl,dpk—“dp

(Z Pk> c?P

L5
=I5 (Z P, — P>
k=1

n

- ZPk—P
k=1

T T

T

)

S}
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logo

1
lim ~d'P, - =dP|| =o0.
n—s00 || 4= Al Al
. — 1 Il 14 17 !
Isso quer dizer que E ﬁd P, = l_'d P em ;d"Pe (""" E; F') e a completude segue de uma
1! !

nova aplicagao do Teorema 1.3.4. m

Proposigao 3.2.7 Sejam © um tipo de holomorfia de E em F el € N. Entao a sequéncia
de espacos de Banach
1
(l—,c?Pe<’+mE; F))

meENy

¢ um tipo de holomorfia de E em Po('E; F) na norma 7 definida por

1
—dP

AP = 1Ple,

T

Este tipo de holomorfia serd denotado por l—l,c/ﬁ@

Demonstragao. Da Proposicao 3.2.6 ja sabemos que

1 m
(@Petsemyl- I,

o0

m=0
¢ uma sequencia de espacos de Banach e:
1
(1) Z—'@P@(HWE; F') é um subespago vetorial de P (mE; Po('E; F)) paratodom =0,1,2,....
(17) Pela Observagao 3.2.3,
1
ﬁc?P@(lE; F) =V (Po('E; F)) = Po('E; F),
onde Pg('E; F) é subespaco vetorial de P('E; F).
(i1i) Sejam k,m e N,k <m,rz € Fe P € %@P@(HmE; F). Como
1
I

entdo existe um tnico Q € P ('™ E; F) tal que ¥(Q) = P. Além disso, pelo Exemplo
2.1.5 e pelo Corolario 3.1.15,

P e dPo("""E; F) = U (Po ("™ E; F))

Fp(y _ LTk N _lap 1 sy

LR = L PUQ) = 1 (7Q) @) = @ | )]

Como Q € Po(""™E;F) e l+ k <1+ m, da condicdo (3) da Defini¢ao 2.2.1 segue que
d+Q(x) € Po(H*E; F). Entdo

1
l—'c?%(”kE; F).

1 1 1
Hc?vp(g;) = ﬁc? [ T k)!c/l”kQ(:v)} S
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Para completar a demonstracao basta provar que

1 m m—
[ r@| <@g, o

T

param = 0,1,2,..., onde o é o parametro associado ao tipo de holomorfia © de E em
F de acordo com a condi¢ao (3) da Definigao 2.2.1. Inicialmente, note que isso equivale
a mostrar que

d*Q2)|| < (@™ (|1Qlle - )™ ",

S}

L
(I +Ek)!
uma vez que V(Q)) = P e

L3P = l—lﬁ [ﬁ%k@@)} |

Agora notemos que se m = 0, como k < m, temos k = 0. Assim Q € Pg('E; F) e entao,

1
pela Observacao 3.2.3, temos F?Q(:v) = (Q, e portanto

Agora se m > 1, entao Q € Po(""™E; F) e | + k <1+ m. Pela condigao (3) da defini¢ao
2.2.1 concluimos que

1

= [1Qlle
(C]

=

0+ k:)!‘%kQ(x)

S UHm . ||Q||@ . ||x||l+mf(l+k)
[S)

o |Qlle - ™

< ()™ @lle - -

Observacao 3.2.8 Na demonstracao da Proposicao 3.2.7 usamos a seguinte desigual-
dade: se [,m € N, entao

Ul—i—m < O_lm—i—m _ O_(l-l—l)m'
Isso decorre do fato de que o > 1, pois neste caso a funcao

ffR— R, f(z) =0",

é crescente. De fato, como ! > 1, m > 1e0 < Il(m—1) =Im—1I, entdo Im >l e
Im +m > 1+ m, e dai segue que

ot = f(l+m) < f(Im+m) = g™t = glHm,

%)



3.3 Funcoes holomorfas associadas ao tipo de holo-
morfia diferenciado

Dado um tipo de holomorfia ©, na Secao 2.4 estudamos as func¢oes holomorfas associadas
a O e na Se¢ao 3.2 aprendemos a diferenciar © de modo a obter novos tipos de holomorfia
ll—!cﬁ@, [ € N. Torna-se natural entao estudar as fungoes holomorfas associadas aos tipos

de holomorfia l—l,cﬁ O, o que faremos nesta secao.
O seguinte resultado elementar de Andlise Funcional serd 1til mais adiante.

Proposicao 3.3.1 Sejam (X, | - ||x), (Y, - |ly) espacos normados tais que X CY e a
aplicagao inclusao X — Y ¢é continua. Sejay € Y e seja (xx)ren uma sequéncia em X
tal que:

(1) xp —> y na norma || - ||y;

(17) (xg)ren € convergente na norma || - || x.
Entioy € X e x, —> y na norma || - || x.
Demonstracao. Da condigao (ii) existe g € X tal que xy — 2z na norma || - |x. Da
continuidade da aplicagdo inclusao X < Y segue que x;, — x¢ na norma || - [|y. Mas

xr — y nanorma ||- ||y pela condigao (i), entao a unicidade do limite no espago normado
(Y] - |ly) assegura que y = xo € X. m

Lema 3.3.2 Sejam U C E aberto e © um tipo de holomorfia de E em F. Se f € H(U; F)
€ de ©-tipo de holomorfia em & € U, entao existe um numero real p > 0 tal que B,(§) C U
e:

(a) d™f(z) € Po(™E:F) para todos x € B,(§) em e N;

(b) Ezistem nimeros reais C > 0 e ¢ > 0 tais que

1 ~
H—‘dmf(x) <(C-d"
m! o
para todos x € B,(§) em € N;
(c) Para todos x € B,(§) em €N,
A" f(x) =Y d"Py(z ),
k=m

onde )
Py = E(?“f(ﬁ) para todo k € N

e a convergéncia se dd no sentido de Po(™E; IF).
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Demonstragao. Como a funcao f é holomorfa em U e ¢ € U, existem uma bola
B.(§) C U e uma sequéncia de polinomios P*f(¢) € P(*E;F), k € Ny, tais que

flz) = Z PFf(&)(x — &) uniformemente para = € B,.(€). Pela Observacio 3.1.14 existe
k=0

um numero real p > 0 tal que 0 < p <1y, B,(§) C U e
" f(x) =) d"P*f(€)(x ~€),
k=m

com convergéncia uniforme em B,(§) no sentido de P(™E; F') para qualquer m € N, onde
PEf(&) = %Eﬁ“f(g) para todo k. Agora, como f é de O-tipo de holomorfia em &, pela

condicdo (1) da Definicio 2.4.1 temos d¥ f(£) = kIP*f(£) € Po(*E; F) para todo k € N.
Com isso obtemos P*f(£) € Po(FE; F) para todo k. Dai, se ¢ > 1 é a constante cuja
existéncia é garantida pela condigao (3) da Defini¢ao 2.2.1, temos

d"P*f(€)(x — €) € Po("E; F)

%%J”*ﬂﬁ@—f> <ot I PF©lle -l — €l

para todo m < k. Logo

| P s =9 <mt-o* 1P FEle - o — €l (3.4

S}

Também pela condic¢ao (2) da Definigao 2.4.1 existem constantes C' > 0, ¢ > 0 tais que,
para todo k € N,

= IPF©)lle < - ()" (3.5)

0

De (3.4) e (3.5) segue que

|@" P —o)|| < mt-o* - IPEFE) e - o — €l
<ml-ob- O () - o — g

=l € gt () g

Sem perda de generalidade, podemos supor que o - ¢ - p < 1 (caso seja necessario, basta
trabalhar com min { 0, ﬁ} no lugar de p). Entao

[Pt r@) e~ ) <mt- ot (@ - P
m!-C’

Sm!.c/'o_k.(cl)k'pkfm: pm '(O"C/‘p)k,

para todos k e z € B,(§). Como

o 1. 1. PN ) 1.C. L \m
Y L <l ) L I iy Lo
pm

o U=o-dp)  (I—0-d-p)

k=m
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pelo Teste de Weierstrass (Teorema 1.3.7) segue que a série Z Hc?mPkf(ﬁ)(a: — 5)“@
k=m

converge uniformemente em B,(§). Mais ainda,

5 g o], < hCelo v

> dmPRf(E)(x —¢€) (3.7)

converge uniformemente em B, (&) no sentido de Po(™E; F'). Por outro lado sabemos que

essa mesma série converge para d™ f (x) uniformemente em B,(§) no sentido de P("E; F).
Combinando a Proposigao 3.2.1, a Proposigao 3.3.1, a convergéncia (3.7) e essa tltima
convergencia, concluimos que

c/i\mf(x) € Po("E; F)
para todos x € B,(§) e m € N, e, ainda mais,

S dm PRz — &) = d" f(x)

no sentido de Pg(™E; F') para todo x € B,(§). Assim ficam provados os itens (a) e (c).

m: o m: S) m! b o
e
S P re-o| <[ @Pree-9) .
k=m k=m
temos ’
)| <23 [erree-e,

para todo z € B,(§), completando a demonstragao do item (b). m

Proposicao 3.3.3 Sejam © um tipo de holomorfia de E em F e T = ll,cﬁ@ 0 correspon-
dente tipo de holomorfia de E em Pe('E; F) ondel € N. Se f € Ho(U; F), entdo

df € H.(U; Po('E; F)).
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Demonstragao. Mostraremos primeiramente que d f toma valores em Pg('E; F), mais
precisamente d'f € H(U; Po('E; F)). Dado ¢ € U, como f € He(U; F) pelo Lema 3.3.2
existe um ndmero real p > 0 tal que B,(§{) C U e

(a) d™f(z) € Po(™E; F) para todos = € B,(§) em e N,;

(b) Existem nimeros reais C' > 0, ¢ > 0 tais que

1
H—dmf(x) <C-c"
m! o
para todos x € B,(§) em € N;
(c) Para todos x € B,(§) em € N,
A" f(x) =Y d"Py(x ),
k=m

onde .
P = d*f(6).

para todo k € N, onde a convergéncia se da no sentido de Pg(™F; F).

Aplicando (¢) para [ € N, temos

para todo = € B,(§) onde, por (a),
1
B, = Ef?ﬂf(f) € Po("E; F)

e a convergéncia das séries se d4 no sentido de Pg('E; F). Logo

@ F(@) =3 @ Pulr — ) = > 1@ Ps(x — 6). (3.8)

Como | <[+ k, pela condicao (3) da Definigao 2.2.1 temos

d'Pry(z —€) € Po('E; F)

1 ke
Gd Pk(e =) < o™ |[Prlle - [z — = (3.9)
’ e

Agora, por (b),
1

i < Ot

S}

4 f(€)

| Prirlle =
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Combinando com (3.9) temos

<C- e — ¢t
(S}

=C- (0 - (0-)f |z ="
<C-(g-c)(o-c)f p
=C-(c-¢)-(c-c-p)k.

H l'd Pry(r —§)

Consequentemente, em (3.8), pelo Teste de Weierstrass segue que a série
> d' Pz =€) (3.10)

converge uniformemente em B,(§). Além disso, da igualdade (3.8) segue que, para todo
S BP(S))

LB @) =3 2@ Psla —€) (3.11)

com convergéncia uniforme em B,(¢) no sentido de Pg('E; F). E assim

igﬂpuk x—

k=0

converge uniformemente em B,(£) no sentido de Pg('E; F), onde
d Py, € P ("E;Po('E; F)).

Por outro lado, 2d'P,,; € @P@(ZME; F) e assim

T
1
gi7]3l+k € ﬁC/l?P@(HkES F),
para k=0,1,2,.... Por fim, de

1
H“@B%; — |Pille < C -

segue que
Id' Prys]l- < (11C) -

para k=0,1,2,... m
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CAPITULO 4

TIPO DE HOLOMORFIA GLOBAL E
IDEAIS DE POLINOMIOS

Como ja foi dito, o objetivo do conceito de tipo de holomorfia é unificar classes es-
peciais de polinomios que eram consideradas individualmente. Com o advento da teoria
de ideais de aplica¢oes multilineares, iniciada por Pietsch em [31], uma nova maneira de
estudar classes especiais de polinomios apareceu naturalmente, a saber, a teoria de ideais
de polindbmios homogéneos, que foi desenvolvida por varios autores, em especial por K.
Floret (veja [16, 17] dentre outros). Torna-se necessario entao saber relacionar tipos de
holomorfia com ideais de polinomios homogéneos e o objetivo deste capitulo é exatamente
estabelecer esta relacao. Os resultados apresentados neste capitulo foram provados em

7].

4.1 Tipo de holomorfia global

A definicao de tipo de holomorfia diz respeito a espacos de polindmios homogéneos de F
em F', para espagos de Banach E e F' fixados. Entretanto, como mostram os exemplos ex-
plorados até aqui, na maioria das vezes as classes estudadas funcionam para todos espagos
de Banach E e F'. Isso motivou a definigao de tipo de holomorfia global em [7]. A exemplo
do que se faz na teoria de ideais, generaliza-se o estudo no sentido de considerar espagos
quasi-normados e nao apenas espacos normados. Vejamos primeiramente as defini¢oes:

Definigao 4.1.1 Seja E um espago de vetorial sobre K.
(a) Uma quasi-norma em E é uma fungao || - ||: £ — [0, +00) tal que

(7) ||z|]| > 0 para todo x em E, e ||z|| = 0 se e somente se x = 0;
(17) ||Ax|| = |\| - ||z]| para todos x em E e A € K;

(i71) Existe uma constante ¢ > 1 tal que ||z +y|| < c(||z]| + |ly||) para quaisquer z,y € E.
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Quando ¢ = 1, a quasi-norma é uma norma.
(b) Seja 0 < p < 1. Uma p-norma em um espago vetorial £ é uma fungao || - || : £ —
[0, +00) tal que

(1) ||z|| > 0 para todo x em E, e ||z|| = 0 se e somente se x = 0;
(17) ||Ax|| = |\| - ||z]| para todo x em E e X € K;

(i13) ||z 4+ y||? < ||z||” + ||ly||” para quaisquer z,y € E.
Para a teoria de espagos quasi-normados e p-normados, veja [22]. Para nds o impor-
tante é que tanto faz trabalhar com quasi-normas ou com p-normas, mais precisamente:

e Toda p-norma é uma quasi-norma, com constante ¢ = % (veja [5, Proposicao 1.1.3]).
1
e Toda quasi-norma (com constante C') é uma p-norma onde C' = 271 (veja [22, p. 1102].
Dada uma p-norma || - || em E, a fungao

d: ExE — , d(z,y) = ||z —y|,

¢ uma métrica em FE. Quando esta métrica for completa, dizemos que (E,| - ||) é um
espago p-Banach ou espago quasi-Banach.

Definicao 4.1.2 Um tipo de holomorfia global Py é uma classe de polindmios homogéneos
continuos entre espagos de Banach tal que para todo niimero natural n e quaisquer espacos
de Banach E e F', a componente

Pu("E;F):=P("E;F)NPy

é um subespago vetorial de P("E; F') e que é um espago de Banach quando dotado de
uma norma P — ||P||g tal que

(a) Pu(°E; F) = F, como um espago vetorial normado para todos E e F;

(b) Existe o > 1 tal que para quaisquer espagos de Banach Fe F,n e N,k <n,a € E
e P € Py("E; F), tem-se

FP(a) € Pu(*E: F) o Hic/lkP(a)

o <" ||Pllz - la]" ™,

H
onde c/ikP(a) é a k-ésima diferencial de P em a.

Se tivermos quasi-normas em vez de normas (cada Py("E;F) é um espago quasi-
Banach com constante de quasi-norma nao dependendo dos espacos subjacentes F e F,
mas possivelmente dependendo de n), dizemos que Py é um quasi-tipo de holomorfia
global .
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Observagao 4.1.3 Se Py é um tipo (quasi-tipo) de holomorfia global com constante o
e || - ||k é uma outra norma (quasi-norma) em Py para a qual existe v > 1 tal que

1Plla < |IPllx <"1 Plla
para todos n, E,F' e P € Py("E; F), entdao (Py, || - ||x) é um tipo (quasi-tipo) de holo-

morfia global com constante ov. De fato, como v > 1,

[

<" [Pl al" ™ < (yo)" - (1Pl - flal" "

1 n n—
HH@“P(a) <9t <A* 0" 1P|l - lla]"

K

O conceito de ideais de operadores foi sintetizado por A. Pietsch [30] a partir de classes
especiais de operadores lineares estudados nas décadas anteriores.

Definicao 4.1.4 Um ideal de operadores Z é uma subclasse da classe £ de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espacos de
Banach F e F', as componentes

I(E;F):=L(E;F)NT
satisfazem:

(1) Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F) que contém os operadores de posto
finito;

(2) Propriedade de ideal: se u € L(E; F), v € Z(F;G) et € L(G; H), entdo tovou €
I(E; H).

Se existe uma fungao || - ||z: Z — [0, 4+00) tal que

(a) Para algum 0 < p < 1 se tem que || - ||z restrita a Z(E; F') é uma p-norma para
quaisquer espacos de Banach E e F;

(b) |jidx : K — K:id(X) = M|z =1;
(c) Seuwe LIE,F),veI(F;G) et e L(G;H), entao |[tovoulz <|t||-[|v]lz- [Ju,

entdo Z é chamado de ideal quasinormado (normado se p=1) de operadores. Se as compo-
nentes Z(F; F') sdo completas com respeito a ||- ||z, dizemos que Z é um ideal quasi-Banach
(Banach se p = 1) de operadores.

Em [31] A. Pietsch deu inicio a teoria de ideais de aplicagoes multilineares:

Definicao 4.1.5 Um ideal aplicacées multilineares é uma classe M de aplicagoes multi-
lineares continuas entre espagos de Banach tal que, para todo n € N e quaisquer espagos
de Banach Ei, ..., E, e F, as componentes

M(Ey,...,E; F):=L(Ey,...,E,;; F)N M

satisfazem:
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(1) M(E4,..., E,; F)éum subespago vetorial de L(F1, ..., E,; F) que contém as aplicagdes

n-lineares de tipo finito;

(2) Propriedade de ideal: Se A € M(Ey, ..., E,; F), u; € L(G;; E;) para j = 1,...,n,
ete€ L(F;H),entao to Ao (uy,...,u,) € M(Gy,...,Gy; H).

Se existe uma fungao || - ||y M — [0, +00) tal que

(a) Para cada natural n existe 0 < p, <1 tal que || - || s restrita a M(Ey, ..., E,; F) é
uma p,-norma para quaisquer espacos de Banach Fy,..., E, e F}

(b) [J[A: K* — K : A1, ..., M) = A1 Au|la = 1 para todo n;
(c) Se Ae M(Ey,...,Ey F),u; € L(Gj;Ej) paraj=1,...,n, et e L(F;H), entao
[t Ao (ur, ... un)llae < (IE] - [[Alla - fJuall - Jlunll,
entao M é chamado de ideal quasi-normado (normado se todo p, = 1) de aplicagoes
multilineares. Se as componentes M(Fy, ..., E,; F') sdo completas com respeito a

| - |lm, dizemos que M é um ideal quasi-Banach (Banach se todo p, = 1) de aplicagoes
multilineares. Para um ideal fixo M de aplicacoes multilineares e n € N, a classe

My= |J M(BE,... .E;F)

Ela"'yEﬂnF

¢ chamado de ideal de aplicagoes n-lineares. Um ideal de Banach de aplicagoes n-lineares
¢é chamada de fechado se sua norma ¢é a norma usual de L(E, ..., E,; F) e cada compo-
nente M(Ey,..., E,; F) é um subespago fechado de L(Fy,...,E,; F). Um ideal M de
aplicagoes multilineares é fechado se cada M,, é fechado.

A adaptacao para o caso de polinomios homogéneos é imediata:

Definicao 4.1.6 Um ideal de polinomios homogéneos ¢ uma classe Q de polinomios ho-
mogéneos continuos entre espacos de Banach tal que, para todo n € N e quaisquer espagos
de Banach E e F', as componentes

QE;F):=P("E; F)NQ

satisfazem:

(1) Q("E; F) é um subespaco vetorial de P("E; F') que contém os polinomios n-homogéneos

de tipo finito;

(2) Propriedade de ideal: seuw € L(G; E), P € Q("E;F)et € L(F; H), entao toPou €
Q"G H).

Se existe uma fungao || - ||g: @ — [0, +00) tal que

(a) Para cada natural n existe 0 < p, < 1 tal que || - ||g restrita a Q("E; F') é uma
pp-NOrma para quaisquer espacos de Banach F e F/
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(b) [|P:K— K: P(\) = \"||g =1 para todo n;
(c) Seue L(G,E), Pe Q"E;F)ete L(F;H), entao
[to Poullg <t [[Pllg- llull",
entao Q é chamado de ideal quasi-normado (normado se todo p, = 1) de polinémios
homogéneos. Se as componentes Q("E; F') sdo completas com respeito a || - || g, dizemos

que Q é um ideal quasi-Banach (Banach se todo p, = 1) de polindmios homogéneos. Para
um ideal fixo Q de polinomios homogéneos e n € N; a classe

Q.:=JQ("E; F)
E,F

¢ chamada de ideal de polinomios n-homogéneos. Um ideal de Banach de polinomios
n-homogéneos é chamado de fechado se sua norma é a norma usual de P("FE; F) e cada
componente Q("FE; F') é um subespaco fechado de P("FE; F'). Um ideal Q de polinémios
homogéneos é fechado se cada Q,, é fechado. Se Q é um ideal de polinémios, definimos
Q(°FE; F) = F para todos E e F.

A um ideal de aplica¢bes multilineares corresponde um ideal de polindmios de maneira
natural:

Proposicao 4.1.7 Seja M um ideal de aplicacoes multilineares, onde cada M, €é um
ideal p,-Banach de aplicacoes n-lineares. Definindo

Pu={P:PeM}, e|lPllp = P|m:

obtém-se um ideal quasi-Banach (Banach se M é Banach) de polinomios, chamado de
ideal de polinomios gerado por M.

Demonstragao. (1) Sejamn € Ne E, I espagos de Banach. Consideremos a componente
PM(nE; F) = 'P(nf?7 F) N PM

E claro que Pu("E; F) C P("E; F). Dados P, Q € Py("E;F) e A € K, temos P,Q €
M("E; F), e portanto

P4+ XQ = (P+ Q)Y € M("E; F),

provando que P+ \Q € Py ("E; F'). Vimos no Exemplo 2.3.2 que a aplicagao multilinear
simétrica associada a um polinomio homogéneo de tipo finito tem tipo finito. Como
M("E; F) contém as aplica¢oes multilineares de tipo finito, segue que P contém os
polinomios homogéneos de tipo finito.

(2) Sejam v € L(G;E), P € Py("E;F) et € L(F;H). Como M é ideal, temos
toPo(u,™ u)e M(™G;H) pois P € M("E; F). Assim, para todo z € E,

[t oPo(u, ™, u)] (., 2) = t(Plu(z) , ™., u(@)) = t(Pu(z))) = (to Pou)(z),
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. A
provando que [to Po (u, ™., u)] =to Pou,eportanto t o Pou € Py("E; F).

(a) Sejam P, Q € Py("E; F) e A € K. Temos Q, P € M("E; F), logo ||P||py, = | Pllpm >
0, uma vez que M("E; F') é p,-normado para algum 0 < p, < 1. Temos também

|P|lpy =0 <= ||[P|p =0+ P =0+ P=0.
Para completar os axiomas de p,-norma,
INPllp = AP [lag = X Pl = AL [1Pllac = [A] - [[Pllpyg e
1P+ QI = 1P+ @) Ik = 1P+ QIR < [P + IQIR: = 1P, + QI
Seja agora (P)%2; C Ppm("E; F') uma sequéncia de Cauchy. Entao (15]);’11 C M("E; F)

€
D B, n n " j,k—>00
1P, — Bill = 1P — Po)Y I = | P — Bills,, "= 0,

0 que prova que (]5]);“;1 ¢ uma sequéncia de Cauchy em M("E; F'). Como M("E;F) é

Jj—ro0

completo, existe A € M("E; F) tal que ||P; — Al ;"= 0. Da desigualdade
1P = All < 1175 = Allm

(veja, por exemplo, [5, Proposigao 1.2.16]), concluimos que ]53 — A na norma usual de
L("E; F). Como L*("E; F) é fechado em L("E; F) (veja Observagao 4.1.8), segue que
A€ L5("E; F) e portanto (A)Y = A€ M("E; F). Assim A € Py("E; F) e

1P — Allpy, = (P = A)Y|lam = |12 — (A)Y || = 1B — Al "= 0.
b) Seia P: K — K dado por P()\) = A\". E imediato que P: K* —s K é dada por
(b) Sej p q p
P, d) = A1 A

Logo [|Pllpy = [[Pllm = 1. 3
(c) Dadosu € L(G;E), P € Pu("E;F)et € L(F; H), como (toPou) =toPo(u,...,u),

[toPoullpy, =[(toPou)|pm=ItoPo(u,, u)m
< el Pl Mull™ = 1120 NPl - el
Para o caso em que o ideal é de Banach basta considerar p,, = 1 para todo n. m

Observacao 4.1.8 Vejamos que, de fato, L("E; F) é fechado em L("E; F'). Seja (A;)32,

¢ uma sequéncia em L5("E;F) tal que A; I 4 € L("E; F) na norma usual de
L("E; F). Pela Proposicao 1.1.22(e), o operador simetrizagao

B e L("E;F)— B* € L("E; F)

¢ continuo, portanto A; = A3 772%° A% na norma usual de L("E; F). Pela unicidade do
limite temos A = A® ou seja, A € L5("E; F).
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4.2 Exemplos e contraexemplos

Comecemos dando um exemplo de tipo de holomorfia global que nao é um ideal de po-
linémios:

Exemplo 4.2.1 Seja Py a classe de polinomios homogeéneos continuos definida da se-
guinte forma: para n = 1, definimos Py ("E; F) := L(F; F'), com a norma usual, para
todos E, F espacos de Banach. Para n > 1, definimos Py ("E; F) := P("E; F), com a
norma usual, se £ = F = {1, e Py("E; F) := {0} caso contrario. Vejamos que
e Py é um tipo de holomorfia global.

Para n = 1, temos Py(E; F) := L(E;F) = P(*E; F) que é um espago de Banach na
norma usual de L(E; F). Paran > 1e E = F = {4, temos que Py("E; F) := P("E; F),
que é um espago de Banach na norma usual de P("E; F'). Nos outros casos Py("E; F) :=
{0}, onde 0 é o polinomio nulo em P("E; F). Logo Py("E; F') é Banach em P("E; F) pois
{0} é fechado em P("E; F). Temos também Py (°E; F) = F. Como estamos trabalhando
com a norma usual de polinomios, a condicao sobre as derivadas de um polinomio seguem
do Exemplo 2.3.1.

e Py nao é um ideal de polinomios.
Tomando n > 1, {0} # E # ¢, ¢ F # {0}, temos Py("E; F) = {0} que nao contém os
polinémios n-homogéneos de tipo finito.

Para dar um exemplo de um ideal de polinéomios que nao é um tipo de holomorfia
global precisamos de algumas definigoes.
Dados p > 1 e um espaco de Banach F, definimos

6(E) = {(%)‘jil CE: Z ;1" < +OO},

que com as operacoes usuais de sequéncias se torna um espaco de Banach com a norma

e, - (zw)

Para a demonstracao veja, [33, Proposicao 2.3.2]. As sequéncias em (,(E) sao chamadas
de absolutamente p-somantes.
Definimos também

(B) = {(@))32, C B (pla))3, € L,(E) para todo ¢ € E'},

que, também com as operacoes usuais de sequéncias, se torna um espago de Banach com

a norma
1(z) 521w = sup (Z le(z; ||p)

iy Ni=t

Para a demonstragao veja, também, [33, Proposicao 2.3.4]. As sequéncias em (}(E) sao
chamadas de fracamente p-somdveis. E fécil ver que ¢,(E) C (E).
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Os operadores absolutamente p-somantes, que formam um dos ideais de operadores
mais estudados (veja [13]), sdo aqueles que transformam sequéncias fracamente p-soméveis
em sequéncias absolutamente p-somaveis. Muitas generalizagoes multilineares desses ope-
radores tém sido estudadas e a que definimos abaixo comegou a ser estudada em [1].

Definicao 4.2.2 Sejam n € N, 0 < p,q1,...,¢, < 400 onde % < q%+...+qln e

Ey,...,E,, F espacos de Banach. Uma aplicagao multilinear A € L(E;,...,E,; F) é

absolutamente (p; qi, .- ., qn)-somante, (ou (p;qu,-..,qn) Somante), se
) O
(A(g;j ol ))jl € (,(F)
o
sempre que <x§k)) € &;;C(Ek), k =1,...,n, ou, equivalentemente, se existe uma cons-
j=1

tante C' > 0 tal que, para todas sequéncias (x(k)> €ly (By), k=1,...,n,
j=1

J
(St e

O espago vetorial de todas as aplica¢oes multilineares absolutamente (p;qi, ..., qn)-
somantes de [ X - - - x E, em I é representado por Los(pig,...qn) (E1, - - ., By F). O infimo
das constantes C' tais que a desigualdade (4.1) é valida define uma p-norma completa
em Lospig,..an)(E1s - - - Eny F) que serd denotada por || - [|aspqr,..q.- Além isso, a classe
Laspiqr,...qn) de todas as aplicacoes multilineares (p;qi, ..., q,)-somantes ¢ um ideal p-
Banach de aplicacoes n-lineares (veja as demonstracoes desses fatos em [5] ou [29]).

(4.1)

w,qg

Note que a definicao acima faz todo sentido no caso linear, isto é, n = 1. Aproveitando
disso, dizemos que um espaco de Banach E tem a propriedade de Orlicz se o operador
identidade em FE é absolutamente (2;1)-somante.

Proposicao 4.2.3 Sen >2 e Ey,..., E, tém a propriedade de Orlicz, entao

L(Ey,...,EnF)=L By, ...,Ey F)

as(l;lf.rf.),l)<
para todo espaco de Banach F.
Demonstragao. Veja [1, Proposition 3.8]. =

Teorema 4.2.4 Sejam 1 < p < oo e E um espaco de Banach de dimensdo infinita.
Entao existe uma sequéncia (v;)32, € £)(E) tal que (v;)32, & (,(E), isto é, operador
identidade em E nao € absolutamente (p; p)-somante.

Demonstragao. Veja [13, Theorem 2.18]. m

Agora sim estamos em condigoes de dar um exemplo de ideal de polinomios que nao
¢ um tipo de holomorfia global.
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Exemplo 4.2.5 De acordo com a Defini¢ao 4.2.2, a classe

Loan = J Lo B Eni F)
Ei,....En,F
Banach
das aplica¢oes multilineares absolutamente (1;1, ..., 1)-somantes é um ideal de Banach de
aplicagoes multilineares com a norma || - ||4s.1:1,..1. Pela Proposigao 4.1.7, o ideal Pﬁas(m)

gerado por L,1;1) ¢ um ideal de Banach de polinomios homogéneos.

Vejamos que Pr, ) nao ¢ um tipo de holomorfia global. Para isso seja &/ um espago
de Banach de dimensao infinita com a propriedade de Orlicz, por exemplo L»[0, 1]. Sejam
a € Eeype E tais que p(a) = 1 e considere o polinémio 2-homogéneo

P:E— FE, P(z)=y(x)x.

E imediato que sua aplicagao bilinear simétrica associada é dada por

PExE—E, Pa,y) =+ lp(@)y+ o).

2
Pela Proposicio 4.2.3, sabemos que P € Lyg1.11)(?F; E) e assim P € Proin, CE; E)).
Como ¢(a) =1, temos
. 1.
Pla,-) = 3 [idp(-) + ¢(-)a]. (4.2)

2
Como E tem dimensao infinita, sabemos pelo Teorema 4.2.4 que idg € Losq.1)(E; E). E
claro que o operador linear ¢(-)a € L(E; E) é de tipo finito, logo ¢(-)a € Lasa,1)(£; E)
pois Las(1.1) é um ideal de operadores. Supondo entdo que P(a,-) € Las;)(E; E), por
(4.2) teriamos que idg(-) € Las1;1)(E; E), 0 que jé sabemos nio ocorrer. Segue entdo que
P(a,-) & Lasa)(E; E). De

3 Pla)(y) = - P(a)(y) = 2P(a)(y)

T
para todo y € E, segue que

d'P(a) = 2P(a,) & Lasa:)(E; E) = Pr,., (B E).

as(l;l)(

4.3 Propriedade (B) e tipos de holomorfia

Daremos nesta se¢ao uma condicao suficiente para que um ideal de Banach de polinomios
seja um tipo de holomorfia global, e veremos também quando esta condi¢ao é necessaria.

Definigao 4.3.1 Sejam FE, F', G espacos de Banach. Por simplicidade escreveremos ("E, G, F')
em vez de (E, ™. E,G; F).

e Uma aplicagao (n+1)-linear A € L("E, G; F') é chamada de simétrica nas primeiras
n-variaves se
Az, 20, y) = A@o(1)s - - -5 To(n) )

para toda permutagao ¢ do conjunto {1,...,n} e quaisquer z1,...,x, € E, y € G.
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e Dados A € L(Fy,...,E,;F) e a € E,, definimos Aa € L(E;,...,E, 1;F) por
Aa(xy, ..., xq1) = A(z1, ..., Tp_1, Q).

e Seja J uma classe de aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach
tal que, para todos n € N e espagos de Banach FEi, ..., F, e F, a componente

T(Br,.... B F) = L(Ey,....E F)NJT

é um subespago vetorial de L(FE1, ..., E,; F) equipada com uma quasi-norma deno-
tada por || - ||7. Dizemos que J tem propriedade (B) se existe C' > 1 tal que para
todo n € N, quaisquer espagos de Banach F e F' e toda A € J("E, K, F') simétrica
nas n primeiras variaveis,

ALe J("E; F) e ||Allly < CllAll7.

Dados a € E e k € N, por a* queremos dizer a, a, ..., a onde a aparece k vezes.

Teorema 4.3.2 Se o ideal de Banach M de aplicagoes multilineares tem a propriedade
(B) com constante C', entdo o ideal de Banach Py de polinémios homogéneos é um tipo
de holomorfia global com constante o = 2C'.

Demonstragao. Dados um vetor a € E e uma aplicacao simétrica A € M("" E; F),
definindo um funcional linear continuo ¢: K — FE por ¢(1) = a, e definindo

B:E"XxXK—F | B(x1,...,Tn,A) = A(x1, ..., 25, 0(N)),
pela propriedade de ideal temos
B =idpo Ao (idg,...,idg,p) € M("E,K; F).

Além disso, B é simétrica nas n-primeiras coordenadas. Como M tem a propriedade (B),
temos

Bl = Aa € M("E; F) (4.3)
e também
[Aaljp = [[Bl]lpm < C- Bl v
< C-|lidpo Ao (idg , ™., idg, p)||m
. . () .
< C-lidpl] - [| Al lledpll - lidell - [loll
= C-[[Alla- lall;
uma vez que ||¢|| = [|a]|. Assim,
[Aallae < C - f[Afl a1 - all- (4.4)

Pela Proposigao 4.1.7 sabemos que Ppq ¢ um ideal de Banach de polinomios. Dados
n € N e espagos de Banach E, F, Py ("F;F) é um subespago vetorial de P("E; F)
completo na norma || - ||p,,. Mais ainda:
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(i) Pum(°E; F) = F: V
(77) Sejam k < n,a € FEe P € Py("E;F). Entao P € M("E; F) e, por (4.3), temos
Pa € M("'E; F). Também por (4.4) temos

1Pallxe < C - IPllac- llal = C - || Pllpy, - llal-
Como Pa € M(" 'E; F) e é simétrica, entdo

Pa(zy,... &0 1) = P(zy,..., 20 1,0),

para todos z; € E. Entao Pax"' = P(z"',a) para todo x € E, logo (Pa)(z) =
P(x" 1 a)e )
(Pa)" € Pu("'E; F),

1(Pa)lpp, = [ Pallsg < C - [|Plpy - llall.
Agora, como Pa € M("'E; F), por (4.3) temos
Pa? := (Pa)a € M("2E; F),

onde Pa?(xy,...,xp_0) = P(x1,..., 70 2,a,a), e de (4.4) segue que

1Pa?|lp < CllPallas - flall < C* - [[Pllac - llall*.
Como Pa? € M("72E; F) é simétrica, entdo Pa’z"~? = P(2""2,a?), logo (Pa?)"(x) =
P(z" % a%) e (Pa*)" € Pp("2E; F). Assim,

[(Pa*) py = 1Pa*|lag < C* - | Pllag - llall® = C* - [[Pllpy - llall*.
Indutivamente temos que, para 1 < j < n, Pa’ := (Pa/~")a € M(" 7 E; F) é simétrica e
Pd’(zy,...  Tp_j) = P(x1, ...  Tp_j, A, ™) a),

1Pall g < C7 - [P aa- llall, (Pa’)" € Pu (" E; F),
1(Pa!)Mlpay = 1P lpg < C7 || Pllae - llall = €7 || Pllpyy - llall.

Usando a simetria de P, temos

1 n! 50— n! S0k n—k
" Pla)(y) = IR Lyt = IR TR
n! = n—k k n! D n—k\A
- m(Pa )(y") = m(Pa )" (),

para todo y € E. Assim c/lkP(a) € Pu(*E; F). Por [21, Observacio 2.2] e usando que
C > 1, segue que

n!

L~ n! —— _—
5P|, = 1P = g 1P
!
= m "R Pllpag - el

<2"-C"|[Pllpy, - llal"™* = 20)" - | Pllpy, - llal"™.
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Relembre que, dada uma aplicagdo n-linear A € L("E; F'), por A® denotamos a sime-
trizacao de A, isto é, A* € L("E; F) e

A%z, .. xp) = % Z A(To1), - Tom)),
0ESH
onde S,, é o grupo de permutagoes de {1,...,n}, para todos z1,...,z, € E.
Definicao 4.3.3 Um ideal de aplicagoes multilineares M é chamado de
e Simétrico se A* € M("E; F) sempre que A € M("E; F).

e Fechado para multiplica¢ao escalar (c.s.m) se M satisfaz pelo menos uma das se-
guintes condigoes:

(i) Se Ae M("E;F), p € E' e pA € L("E; F) dada por
CA(x1, .. Tuy1) = @(x1) - Ao, . .., Tpi),

entao pA € M("T1E; F);
(i) Se Ae M("E;F), o€ E' e Ap € L("™'E; F) é dada por

Ap(y, .y n1) = @(Tna1) - Alr, - n),
entdao Ap € M("ME; F).

O conceito de ideal simétrico foi introduzido em [16] e de ideal c.s.m. em [8]. Veremos
a seguir condicoes sobre o ideal para que a propriedade (B) seja equivalente a ser tipo de
holomorfia:

Teorema 4.3.4 As sequintes condicoes sao equivalentes para um ideal M fechado, c.s.m
e simétrico de aplicacoes multilineares:

(a) Para todos n, E,F, A1 € M("E;F) para toda A € M("E,K; F) simétrica nas n
primeiras varidveis;

(b) M tem propriedade (B) (com melhor constante C = 1);
(¢) Pm € um tipo de holomorfia global (com melhor constante o ndo maior que 2).

Demonstragao.
(a) = (b) Como M ¢é um ideal fechado, por definigdo sabemos que M(Ey, ..., E,; F) é
um subespago fechado de L(Ey, ..., E,; F), logo M(E, ..., E,; F) é Banach para todos
n € Ne Ey,...,E, F espacos de Banach. Se A € M("E,K;F) é simétrica nas n
primeiras varidveis, temos por (a) que A1 € M("E; F), e ainda mais

|Al| = sup [[A(x1,..., 20, A)|| = sup |A| - [JA(x1, ..., 20, 1)]]

[lzi]|<1 [lzi]|<1
IAI<1 A<t

— sup |\ sup [[AL(er,...,20)] = [|AL].
|AI<1 flz || <1
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(b) = (c) Segue do Teorema 4.3.2.

(¢) = (a) Por hipétese Pyq é um tipo de holomorfia global com constante o < 2. Sejam
n € N, E e F espacos de Banach e seja também A € M("E,K; F) simétrica nas n-
primeiras varidveis. Mostraremos a seguir que A1 € M("E; F'). Para isso sejam ¢ € F’
e a € E tais que ¢(a) = 1. Definindo

B:=idpo Ao (idg ™. idg, @), B(xy,...,Tn Tns1) = Alz1, ... 20, 0(Tns1)),

pela propriedade de ideal temos B € M(""'E; F). Segue que B* € M("TLE; F) pois
M é simétrico, e dai, pela Proposicao 1.1.22(f), temos B = Bs € Py (" E;F). Pela
definicao de tipo de holomorfia global,

d'B(a) € Pm('E; F), para todo [ < n+ 1. (4.5)
Para k =0,1,...,n, definimos

P.: E— F | Py(z) = p(z) - Al(a"F, 2%).
E imedidato que cada P, € P(*'E; F). Notemos também que

Py(z) = p(z) - Al(a" ", 2") = p(z) - A(a" 7", 2", 1),

para todos 0 < k <mn e x € E. Considerando a aplicagao multilinear continua

C: Ek+1 — F ) C(mla- .- 7xk+1) = QD(CEl) ’ A(an—kz’x% S 7$k+171)7

temos C* = C = P, € P(*1E; F).
Provaremos agora, por indugao, que

P, € Py(*"'E;F) para k =0,1,...,n. (4.6)

De fato. para k = 0, como F, é uma aplicagao 1-linear de tipo finito e M é um ideal, temos
Pye M(E,F) =Pu(E, F). Agora suponhamos que para 0 < k < n, P, € Py(*E, F).
Devemos mostrar que Py € Py(*2E,F). Como 0 < k < n, entdao k+1 <n+ 1. De
(4.5) temos d*™ B(a) € Pu(*E, F), onde

L3 Bla)(a) = B D pegn

(k+ 1)! (k+1)!(n—k)! )

, X
para todo x € E. Dado x € E, definindo
Ty = =Tk =0 Tyl = = Tnpy = T, €

PL= = Unk1 =2 = = Ik =0 Yok =" = Yn = Ikl = = 2 = T,
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e usando a simetria de A nas n primeiras variaveis, obtemos

(=BGt Ba) (o) = B (@, )

(n+1)!
1
= (n n 1)| Jgﬂ:ﬂ B([L’g(l), e ,ZEU(n+1)),
= (n —ll— 1)! Jgnjﬂ A(l‘a(l), e ,:Eg(n), @(ﬁg(mrl)))
, _
— TS _(n — k) UEZS:” AYo(1), -+ > Yon)> (@) | +
, -
CESI -(k +1) UEZS; A(Zo(1)s -+ - » Zo(n), go(q:))]
= 0 _il_ i [(n— k)nlA(a™ 1 2" p(a)) + nl(k + 1) A(a"*, 2%, p(2))]
= (n Z! 1! [(n—k)p(a) - A(@™* 1 2" 1) + (k4 Dp(z) - A(a" T, 2%, 1)]
T f oyt L0 = B)gpla) - AL, ) o ( + Dpla) - AL (e, "))
= n Z! I [(n— k)AL(@" " 2" ) + (k + D)p(z) - AL(a™*, 2")]
= (n le)! [(n _ k)Al(a”fk*l,ka) + (k + 1)Pk(x)]
- - 5 [(n =D)AL 4 (4 1) P
Dai,
(n—k)! 515 _ 1 n—k—1  k+1
it B@@ = gy [0 = WAL a ) + R+ DE()] . (47)

para todo z € E. Como d*"'B(a) e P, pertencem a Py (' E; F) e

(n B k)'&%—&—lg(a)(x) . (k+ 1)P (ZE) _ (n B k)Al(an_k_1,$k+1>,

(n+1)! (n+1) " (n+1)
para todo z € E, temos que, se Q(x) := Al(a" %1 2*1) entdo Q € Py(*1E; F). Logo
Q1. .., wpp1) = AL(@" 1 2y, L 2y,

para todos z1,..., 2541 € E, Q € M(*'E; F) e, ainda mais, Q é simétrica pois A é
simétrica nas n-primeiras variaveis.

Suponhamos que M satisfaca a condigdo (i) da definigdo de ideal (c.s.m). Como
QEMMFIEF)e g€ E, segue que @ € M(*2E; F), onde

QOQV(xlv s 7xk+2) = 90<x1) ’ Q<x27 s 7xk+2> = QD(SE'l) ’ Al(anikia L. - 7xk+2)7
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para todos x1, ..., 7510 € E. Agora notemos que, como Py, 1(z) = o(x)- Al(a"F1, 2+
entao

Pesr(z) = 0Q(z 52 2) = [(0Q)°]" (),

para todo z € E. Como pQ € M(*2E; F) e M é simétrico, temos (0Q)* € M(*2E; F)
e entdo Ppyy € Pu(F2E;F).
Usando o que acabamos de provar para o caso em que k = n — 1 temos P, ;| €
Pum("E; F), onde
P 1(7) = p(z) - Al(a, 2" 1),

para todo x € E. Por outro lado, usando (4.5) no caso em que [ = n, obtemos
d"B(a) € Pu("E; F).
De (4.7) para k = n — 1 segue que

o~ 1

(n+ 1)]dnB(a)($) T+l [AL(a®, 2") + nPyoy(2)]
o Jlr 7 (AN (@) + nPoa ()]
e entao
Y3 B(a)(x) - —Po(z) = ——(A1)(2)
(n+1)! nH 1T 0

para todo x € E. Logo (A1)" € Pu("E; F), e como Al é simétrica, segue que Al €
ME;F). m

4.4 A propriedade (B)-polinomial

Na tese [10] de H.-A. Braunss, estd provado que, sob determinada condigao, o ideal de
polinomios gerado por um ideal de aplica¢oes multilineares é um tipo de holomorfia global.
Veremos nesta segao que o mesmo ocorre com uma condi¢cao mais fraca.

Definicao 4.4.1 Seja R uma classe de polinomios homogéneos continuos entre espagos
de Banach tal que, para todo n € N e quaisquer espacos de Banach F e F', a componente

R"E; F)=P("E;F)NR

¢ um subespaco vetorial de P("E; F') dotado com uma quasi-norma || -||z. Como anterior-
mente, definimos R(°E; F) = F para quaisquer E, F. Dizemos que R tem a propriedade
(B) se existe C' > 1 tal que para todos n € N, P € R("E;F)ea € E,

PaeR("'E;F) e |Pallg < C||Pllr - [la].
onde Pa € P("'E;F) é dado por Pa(x) = P(z"',a) para todo z € E (e portanto

(Pa)V € L5("'E; F) é dada por (Pa)¥(z1,...,2n_1) = P(21,...,2,_1,a), para todos
T1,...,Tp—1 € E)
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Proposicao 4.4.2 Se R ¢ uma classe de polinomios homogéneos continuos com proprie-
dade (B) e constante C' tal que as componentes sao espagos quasi-Banach, entao R é um
quasi-tipo de holomorfia global (tipo de holomorfia global se as componentes sio espacos
de Banach) com constante o = 2C.

Demonstracao. Sejam n € N, E| F' espagos de Banach, k <n,a € Fe P e R("E; F).
Pela propriedade (B) temos Pa € R("'E;F) e ||Pa|r < C - ||P||% - |la|. Entao

Pa® .= (Pa)a € R("*E; F),

onde
((Pa)a)(z) = (Pa)"(«""%,a) = P(¢"% a,a) = P(z"*, %),

para todo z € E, e
|Pa*|lr < C - || Pallr - [lall < C*-[|P|= - [la]®
Indutivamente, para 1 < j < n temos
Pa? := (P’ Ya € R("JE;F), onde (Pa?)(z) = P(z"7,a?), e

IPa’|lr < C7-||Plx - llall’.

Da simetria de P decorre que

1 n! . n _ .
n! .

para todo y € E. Como Pa"* € R(*E; F), temos d*P(a) € R(*E; F) e

1 n! S n! — n—
HHCW“P(a) 1Pa" e < Pl - a7

o Kl(n—k) (n— k)
<2"-C"-[|P||g - [lal" 7.

Tendo em vista a proposicao anterior, nos interessa saber quando uma classe de po-
linomios tem (ou nédo) a propriedade (B). Trataremos primeiramente de alguns exemplos.

Denotaremos por Lk e Pk a classe de todas as aplicacoes multilineares continuas e
polinémios homogéneos continuos entre espacos de Banach sobre o corpo K = R ou C
com a norma usual, respectivamente.

Dados um espaco de Banach E e um inteiro positivo n, definimos a n-ésima constante
de polarizacao de E por

¢(n, E) =inf {M >0: ||P| < M -||P| para todo P € P("E)}.

- n'" . .
Da Proposicao 1.2.2 sabemos que, em geral, ¢(n, E) < —- Mas existem casos particulares
n!

em que estimativas melhores valem, por exemplo:
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Proposicao 4.4.3 Se H ¢é um espago de Hilbert, entao c(n,H) = 1 para todo n. Em
particular, ||P|| = ||P|| para todo P € P("H) e todo n.

Demonstracao. Veja [14, Proposition 1.44]. m

Exemplo 4.4.4 Seja K = R ou C e seja também Hg a subclasse de Pk formada por todos
os polinomios homogéneos continuos definidos em espacos de Hilbert. Mais precisamente,
dados espagos de Banach E e F sobre K e P € P("E; F), entdao P € Hx("E; F) se, e
somente se, E é um espaco de Hilbert ou P = 0. Vejamos que Hg tem a propriedade
polinomial (B) em rela¢do & norma usual de polinémios.

De fato, sejam H um espaco de Hilbert e F' um espaco de Banach, ambos sobre K,
neN, PeHg("H;F) eaec H. No caso em que a = 0 ndo ha o que fazer, podemos
entao supor a # 0. Note, antes de mais nada, que se ¢ € F' entdo p o P € P("H), pois
P e £5("H; F) e portanto ¢ o P € £L5("H), onde (¢ o P)" = ¢ o P. Da Proposicio 4.4.3
segue que )

lpo Pl = [l(¢oP)’| = [lpoPl. (4.8)

Aplicando duas vezes o Teorema de Hahn-Banach na forma de [9, Corolario 3.1.5] ¢ a
igualdade acima, temos

IPl| = sup [[P(z)| = sup sup |p(P(z))| = sup sup |p(P(zr))|
Jall<1 lall<1 peF” weF! |lal|<1
el el

= sup [[po Pl = sup [lpo Pl = sup sup |(poP)(x1,...,z,)]
s pEF’ PEF |lz;]|<1

lpll<1 el <t lpl<ti=1.n
— swp sup |(wo P)an,..owa) = sup [P(ar,. .zl = 1P

llzill<1 per” Nz <1

i=1,...n ||p||<1 i=1,....,n

Acabamos de provar que
| P|| = || P|| para todos n € N e P € Hyg("H; F). (4.9)
Segue que Pa € Hx("'H; F) e

(4.9) y
|Pal| =" ||(Pa)'|| = sup [P(x1,..., 20 1,a)

[l || <1
i=1,...,n
o a
| sup P(—)H el
]| <1 all
i=1,...,n
~ (4.9)
<[Pl - lla|l "="1IP| - |lal

Como Hg("H; F') é Banach, segue que Hy tem a propriedade (B), e pela Proposi¢ao 4.4.2
segue que Hxk é um tipo de holomorfia global com constante 2.

Por outro lado, Hx nao é um ideal de polindomios pois nao contém os operadores
lineares de posto finito (basta considerar um funcional linear continuo nao nulo definido
em um espaco de Banach sobre K que nao é de Hilbert).

A seguinte caracterizacao dos polinomios n-homogéneos de tipo finito nos serd ttil:
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Lema 4.4.5 Dados E, I espacos de Banach e n € N,
Pi("E; F) = span{¢" @b:p € E'be F} =span{p1 @ - @ ¢, @b:¢; € E'\b€ F}.
Demonstragao. Veja [14, p.42]. m

Usaremos o resultado acima para mostrar que polinomios homogéneos em espacos de
dimensao finita sao todos de tipo finito:

Lema 4.4.6 Sejam E e I espagos normados com E de dimensdo finita e n € N. Entao

P("E; F) =Pi("E; F).

Demonstracao. Seja {ej,...,e,} uma base de E. Para cada i € {1,...,n},
k
I: E—K, m (Z%q) = aj,
j=1

é um funcional linear continuo. Dados P € P("E; F) e x = aje; + - -+ + aue, € E,

P(x) = P(z") =P (i QG €y e s i ainein> = i o, -, Ple, ... e;)

i1=1 in=1

Logo

B1yeesin=1
Pelo Lema 4.4.5 segue que P € P;("E; F). m

O préximo resultado nos diz que, no caso complexo, para ideais fechados de polindmios
é equivalente ter a propriedade (B) e ser tipo de holomorfia global:

Proposigao 4.4.7 As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um ideal fechado Q de
polinomios homogéneos entre espacos de Banach complexos:

(a) Q tem a propriedade (B) (com melhor constante C' = e);
(b) Q € um tipo de holomorfia global (com melhor constante o < 2e);

(c) Para todosn, E ¢ F, Pa € Q" 'E;F) sempre que P € Q"E;F) ea € E.
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Demonstracao. (a) = (b) Da definigao de ideal fechado de polindémios sabemos que Q
¢ um ideal de Banach de polinomios. Pela Proposicao 4.4.2 concluimos que @ é um tipo
de holomorfia global com melhor constante o < 2e.

(b) = (c¢) Por hipétese Q é um tipo de holomorfia global com constante o < 2e. Sejam
n, EeF, Pe Q("E;F)eac E. Mostraremos a seguir que Pa € Q(""'E; F). De fato,
como P € Q("E; F) e Q é um tipo de holomorfia global, entao d"'P(a) € Q("'E; F),
onde

n! .

: o pmP @y =0 P a) = e Paly)

(n—1)!
para todo y € E. Logo Pa = %Jn_lP(a) € Q("'E; F).
(¢) = (a) Por hipétese, Pa € Q("'E; F) sempre que P € Q("E;F)ea € E.

Afirmagao 1. Para todosn € N, P € Q("E;F) ea € E, Pa € Q("'E;F) e ||Pa| <
e- || Pl - flall.
No caso n =1 temos

"' P(a)(y) =

Pa(z) = P(z'"",a) = P(a),
para todo x € E, logo Pa € Q°E;F)=F e

1Pall = [|P(@)] < 1Pl - lla]l < e-[[P] - fall,

uma vez que |P|| = || P|| em Q(E; F) = Q('E; F).

No caso n > 1, temos Pa € Q(""'E; F), onde Pa(x) = P(z" ', a) para todo x € E.
Facamos primeiramente o caso em que a = 0. Neste caso, PO( ) = 15( o)y =0e
PO =0, logo ||Pal|| <e-|P| -]|al. Agora, se a # 0, temos

a . a 1 . 1
P—(x)=P (x"_l, —> = —P(z"! a) = — Pa(x),

lal lall /- llall ol
para todo x € E, o que prova que P”aH = ”—1HPa. Mais ainda, como P € P("E; F') segue
que

. 1~
Pa(z) = P(z" ' a) = —‘d”_lP(a)(a:) (4.10)
n!
para todo x € E. Logo
||a||P— = Pa = —d" 'P(a).

Temos entao,

(4.10)
| Pall

15 a ~_ a
[lall —d P )| lall = = 1dt P (= ) lall
n! la] ! la]

nl {% 1P el = 3 | s 1P
=

1 n—1
O 1 = (14 25) 1P el < 1P el

—~
*

)

IN
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A passagem (*) decorre de uma aplicagao de [20, Corollary 3] para k =n — 1.

Por BAN denotamos a classe de todos os espacos de Banach complexos.
Afirmacgao 2.

e=inf{C>1:|Pa|| <C-|P|-|la]|] VneNE FeBAN,Pec Q("E;F),a € E}.

Por um lado, pela Afirmacdao 1 sabemos que para todos n € N, FE, F espacos de
Banach, P € Q("E;F) ea € E, temos ||Pal| <e-||P| - |al.

Por outro lado, suponhamos que exista 1 < C' < e tal que para todos n € N, E, F
espagos de Banach, P € Q("E; F) e a € E, tem-se

|Pal| < C-||P]| - [al| (4.11)

Paran € N, F = C" e F = C, definimos

P, (C ) — C, P(Ay s A) = A1 A

Aqui || - || é a norma da soma. Normalmente P, é chamado de n-ésimo polinomio de
Nachbin. Para cada+1=1,...,n,

L: C" — C, (A An) = A,

¢ um funcional linear continuo e, consequentemente, a aplicacao
A (CY —C, AW, .. 2™y =T (2W) - - - T, (z™),

é n-linear e continua. Para todo A = (A\y,...,\,) € C",

ANY) =TL(N) -+ - TL,(A) = Ay -+ Ay,
logo P, € P("(C")). Pelo Lema 4.4.6 temos P("(C")) = Pr("(C");C), assim P, €
Pr("(C"); C). Como Q ¢é um ideal de polinomios, temos P("(C");C) C Q("(C");C) e
portanto P, € Q("(C"); C). De (4.11), para a, = (1,0 ™7Y 0) € C, temos

[ Praan]] < Cl|Ball- (4.12)

Como P, = A®, segue que

|Poanl| = sup |I5n()\”_1,an)’ )
AEC™ ||A[1<1
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Dado A € C*, definindo 2z = ... = z(»=D = X\, 2" = q,,, temos

> n— 1 o o(n 1 o o(n
0€Sn 0€Sh
1 o o(n o o(n
- m( S0 M) @)+ Y Tia) Hn@f”))‘
UESn O'ESTL
o(l)=n o(l)#n
1 o(n) 1
= D Mi(ay) - M @™™) = =1 Y 120,
€Sy 0ESR
o(l)=n o(l)=n

1 (n—1)!
= Do\, Z 1| = o Xg] - A

O’GSn
o(l)=n
1 1 (Ao + -+ A\t
_ _’)\2’|)\n|§_(| 2| |_1|) '
n n (n—1)"
Logo
sup ‘Pn()\”_l,anﬂ < L ;1
Al <1 no(n—1)"

Tomando \ = (0, L (D) L) € C", como ||\]|; = 1, temos

n—1" n—1
. 1 1
Pn)\n_lan = T N1
‘ ( a )| n (n _ 1)n71
logo
1 1
[ Pran|| = =+ ——
n (n—1)
Por outro lado, definindo (") = ... = 2™ = X, temos
> n 1 o o(n 1
G’GSn UESn

(Aaf -+ D"

nn

= Ml <

)

o que implica

“ 1
sup |P,(A\")] < —.
wlg‘ )] n"

Tomando A = (% ) %) € C", como ||A|l; = 1, temos

nTL
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1
provando que || P,|| = —. Substituindo em (4.12), obtemos
nn

1 1 1
R o
n (n—1)n"1 = n"

n—1

n
e entao ———— < (' para todo n € N. Portanto

(n— 1)1
n—1
lim ( n ) =e<C(.
n—oo \ 1, — 1

Essa contradicao completa a demonstracao. m

O fato de estarmos trabalhando com escalares complexos foi importante na demons-
tragao acima. A pergunta é natural: sera que vale também no caso real? Terminaremos a
dissertacao provando que, surpreendentemente, no caso real as coisas nao funcionam tao
bem.

Definicao 4.4.8 Dados um inteiro positivo m e 0 < k < m, definimos
ke = sup {|PP(0)| : P € Py, |P(t)] < (1+|t|)™ para todo t € R},
onde P, denota o conjunto dos polinémios P: R — R de grau menor ou igual que m.

Observacao 4.4.9 De acordo com [20, p.477],

Cm.k o Cm,m—k

K (m—k)!

para todo 0 < k < m. Em particular, ¢,,0 =1, (m — 1)lcp1 = Cmm—1, Cmm = ml.

Proposicao 4.4.10 Nenhum ideal fechado de polinomios homogéneos entre espacos de
Banach reais tem a propriedade (B).

Demonstragao. Suponhamos que exista um ideal fechado @ de polinomios homogéneos
entre espacos de Banach reais que tem a propriedade (B) com constante C' > 1. Por [20,
Theorem 2|, para cada n € N existem um polinémio n-homogéneo P,: R?> — R e um
vetor nao nulo a, € R? tais que

Da demostragao de [20, Theorem 2] sabemos que || P,|| = 1. Logo

Como P, € P ("(R?);R), pelo Lema 4.4.6 temos P, € P ("(R?);R), donde segue que
P, € Q("(R?);R) pois Q é ideal de polinomios.

c?”_an(an)

= Cpn—1 ||an||1

4" P, (ay)

= Cnn1 - [[Ball - flanl1,
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Por [32, Theorem 1] existe ¢; > 0 tal que cinlogn < ¢, para todo n € N. Combi-
nando isso com o fato de que Q tem a propriedade (B) com constante C' > 1, temos

cr-ntlog(n) || Pull - llanly =

[I= 1A

IN

cr-n- (n—1Hog(n)|| Bl - [[anx
(n = Dlepi | Pl - [lanllx

|| Ball - llanllx

’c/l\"’lpn(an)
n!|| Ppay||
nlC|[Fall - llan 1

Isso implica que ¢q logn < C' para todo n € N, contradicao esta que completa a demons-

tracao. m
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