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Torres, L. A. Tipos de Holomorfia em Espaços de Banach. 2014. 86 p. Dissertação de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertação é estudar a teoria de tipos de holomorfia entre
espaços de Banach, principalmente a diferenciação de tipos de holomorfia e a relação que
existe entre tipos de holomorfia globais e ideais de polinômios homogêneos. Para isso
estudamos primeiramente aplicações multilineares e polinômios homogêneos cont́ınuos
entre espaços de Banach. Em seguida definimos e damos vários exemplos de tipos de
holomorfia. Na sequência estudamos a diferenciação de tipos de holomorfia como uma
forma de exibir novos tipos de holomorfia a partir de um tipo dado e também fazemos
um breve estudo sobre funções holomorfas associadas a um tipo de holomorfia. Por fim
mostramos que todo ideal de Banach de polinômios com a propriedade (B) é um tipo
de holomorfia global e que, no caso complexo, um ideal fechado de polinômios é um
tipo de holomorfia global se, e somente se, o ideal tem a propriedade (B). Finalizamos
a dissertação provando que, surprendentemente, no caso real nenhum ideal fechado de
polinômios tem a propriedade (B).

Palavras-chave: espaços de Banach, polinômios homogêneos cont́ınuos, função holomorfa,
tipo de holomorfia, diferenciação de tipos de holomorfia, ideais de polinômios homogêneos
cont́ınuos.
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Torres, L. A. Holomorphy Types in Banach Spaces. 2014. 86 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to study the theory of holomorphy types between
Banach spaces, mainly the differentiation of holomorphy types and the interplay between
holomorphy types and ideals of homogeneous polynomials. To do so we first study conti-
nuous multilinear mappings and homogeneous polynomials between Banach spaces. Then
we define and give examples of holomorphy types. Next we study the differentiation of
holomorphy types as a method to generate new holomorphy types from a given one and
we briefly study holomorphic functions associated to a given holomorphy type. Finally we
show that every Banach ideal of homogeneous polynomials with property (B) is a holo-
morphy type and that, in the complex case, a closed ideal of polynomials is a holomorphy
type if and only if it has property (B). We finish the work proving that, surprisingly, in
the real case no closed ideal of polynomials has property (B).

Keywords : Banach spaces, continuous homogeneous polynomials, holomorphic function,
holomorphy types, differentiation of holomorphy types, ideals of continuous homogeneous
polynomials.
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N {1, 2, . . .}
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de E1 × · · · × Em em F munido com a norma usual do sup.

L(nE;F ) L(E, (n). . ., E;F ).

L(mE;F ) L(E, (m). . ., E;F ).
Ls(nE;F ) subespaço vetorial de L(nE;F ) das aplicações multilineares

simétricas.
Ls(mE;F ) subespaço vetorial de L(mE;F ) das aplicações multilineares

simétricas.
Lf (E1, . . . , En;F ) subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ) das aplicações n-

lineares de tipo finito.
LF(E1, . . . , En;F ) subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ) das aplicações n-

lineares de posto finito.
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P (mE;F ) espaço vetorial sobre K dos polinômios m-homogêneos de E
em F .

P(mE;F ) espaço vetorial sobre K dos polinômios m-homogêneos
cont́ınuos de E em F .

Pf (
mE;F ) conjunto dos polinômios m-homogêneos de tipo finito de E

em F .
PF(mE;F ) conjunto dos polinômios m-homogêneos de posto finito entre

os espaços vetoriais E e F .
(P(mE;F ), ‖ · ‖) espaço vetorial normado sobre K dos polinômios m-

homogêneos cont́ınuos que aplicam E em F munido com a
norma usual do sup.

(Ls(mE;F ), ‖ · ‖) subespaço vetorial normado de (L(mE;F ), ‖·‖) das aplicações
multilineares simétricas.

(PΘ(mE;F ); ‖ · ‖Θ)∞m=0 tipo de holomorfia de E em F .
PN(mE;F ) polinômios m-homogêneos nucleares de E em F .
PA(mE;F ) polinômios m-homogêneos aproximáveis de E em F .
H(U ;F ) conjunto de todas as funções holomorfas de U em F .
HΘ(U ;F ) o subespaço vetorial deH(U ;F ) formado pelas funções Θ-tipo

de holomorfia em U .
I ideal de operadores.
M ideal de aplicações multilineares.
Q ideal de polinômios homogêneos cont́ınuos.
PM ideal de polinomios gerado pelo ideal M.
`p(E) o espaço Banach das sequências absolutamente p-somantes.
`wp (E) o espaço Banach das sequências fracamente p-somantes.
Las(p;q1,...,qn)(E1, . . . , En;F ) o espaço vetorial de todas as aplicações multilineares absolu-

tamente (p; q1, . . . , qn)-somantes de E1 × · · · × En em F .
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INTRODUÇÃO

Classes especiais de polinômios homogêneos entre espaços de Banach começaram a ser
estudados, no âmbito da holomorfia em dimensão infinita, no ińıcio da década de 1960.
No final desta mesma década, L. Nachbin introduziu em [27] a definição de tipo de ho-
lomorfia entre espaços de Banach com o propósito de unificar o estudo dessas classes de
polinômios que vinham sendo estudadas individualmente. Paralelamente, como uma con-
sequência natural do sucesso da teoria de ideais de operadores lineares, em 1983 A. Pietsch
em [31] introduziu a noção de ideais de aplicações multilineares, que foi adaptada ime-
diatamente para polinômios homogêneos. O primeiro registro de polinômios homogêneos
estudados sob a perspectiva de ideais é a tese de H.A.-Braunss [10] de 1984. O fato de
classes de polinômios serem estudadas a partir dessas duas abordagens explica-se pelo fato
de polinômios homogêneos estarem a meio caminho entre operadores lineares e funções
holomorfas.

As duas abordagens descritas acima foram exploradas por muitos anos por vários
autores, até que, em 2006, Botelho, Braunss, Junek e Pellegrino [7] estabeleceram a
conexão entre tipos de holomorfia e ideais de polinômios homogêneos por meio da chamada
propriedade (B). O objetivo principal desta dissertação é estudar e descrever os principais
resultados de [7], evidenciando a interação entre tipos de holomorfia e ideais de polinômios
homogêneos. Um segundo objetivo é apresentar demonstrações completas e detalhadas
dos resultados relativos a diferenciação de tipos de holomorfia que aparecem em [27].
Trata-se de uma técnica de se obter novos tipos de holomorfia a partir de um tipo de
holomorfia dado usando diferenciação. As demonstrações que aparecem em [27] são apenas
esboçadas e com passagens muito pouco justificadas. Pretende-se aqui detalhar e justificar
essas demonstrações.

A dissertação esta estruturada da seguinte maneira:
• No Caṕıtulo 1 apresentamos a teoria de aplicações multilineares e polinômios ho-
mogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach, com ênfase nos resultados que serão úteis
ao longo da dissertação. Alguns resultados sobre séries em espaços de Banach também
são estudados. As principais referências usadas neste caṕıtulo foram [2], [5], [9] e [34].
• No Caṕıtulo 2 introduzimos a definição de tipo de holomorfia e damos alguns exemplos
ilustrativos. Também introduzimos e exploramos a noção de função holomorfa associada
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a um tipo de holomorfia, igualmente introduzida por Nachbin [27]. As referências usadas
neste caṕıtulo são [21], [25] e [27].
• No Caṕıtulo 3 apresentamos em detalhes a técnica de diferenciação de tipos de ho-
lomorfia e também estudamos as funções holomorfas associadas ao tipo de holomorfia
diferenciado. Para fazer este estudo precisamos de vários resultados da teoria de funções
holomorfas e uma seção inicial é dedicada à obtenção desses resultados preparatórios.
Este caṕıtulo baseia-se, principalmente, em [25] e [27].
• No Caṕıtulo 4 apresentamos os resultados que relacionam tipos de holomorfia aos ideais
de polinômios. Primeiramente estudamos ideais de aplicações multilineares e a proprie-
dade (B). Em seguida, a partir do conceito de tipo de holomorfia global, completamos
a relação das duas noções por meio da propriedade (B)-polinomial. As referências mais
importantes para o estudo empreendido neste caṕıtulo são [1], [5], [13], [14], [20], [29],
[32], [33].

Leodan Acuña Torres
Uberlândia-MG, 4 de dezembro de 2014.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Neste caṕıtulo apresentaremos a teoria básica de aplicações multilineares cont́ınuas e
polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach, assim como alguns resultados
sobre séries em espaços normados que serão úteis ao longo da dissertação.

1.1 Aplicações multilineares

Definição 1.1.1 Sejam n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços vetoriais sobre o corpo K (R ou
C). Dizemos que uma aplicação A: E1 × · · · × En −→ F é n-linear (ou multilinear) se é
linear em cada uma das suas variáveis, isto é,

A(x1, . . . , xi + λx′i, . . . , xn) = A(x1, . . . , xi, . . . , xn) + λA(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn),

para quaisquer xi, x
′
i ∈ Ei, com i = 1, . . . , n, e λ ∈ K. Se F = K, dizemos que A é uma

forma n-linear.

O conjunto de todas as aplicações n-lineares de E1×· · ·×En em F será denotado por
L(E1, . . . , En;F ). Se F = K denotamos L(E1, . . . , En;K) por L(E1, . . . , En). No caso em
que E = E1 = · · · = En denotamos este conjunto por L(nE;F ). Se E = E1 = · · · = En
e F = K escrevemos simplesmente L(nE). Se n = 1 temos que L(1E;F ) = L(E;F ). Se
n = 1 e F = K então L(E;K) = E∗= dual algébrico de E.

A seguir definiremos as operações algébricas usuais no conjunto L(E1, . . . , En;F ) no
sentido de torná-lo um espaço vetorial sobre K :

1) A cada par de aplicações n-lineares de A,B ∈ L(E1, . . . , En;F ) fazemos corres-
ponder a aplicação n-linear A+B ∈ L(E1, . . . , En;F ) definida por:

A+B : E1 × · · · × En −→ F ;
(A+B)(x1, . . . , xn) = A(x1, . . . , xn) +B(x1, . . . , xn).

2) A cada escalar λ ∈ K e cada aplicação n-linear A ∈ L(E1, . . . , En;F ) fazemos
corresponder a aplicação n-linear λA ∈ L(E1, . . . , En;F ) definida por:
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λA : E1 × · · · × En −→ F ;
(λA)(x1, . . . , xn) = λA(x1, . . . , xn)

A demonstração do resultado abaixo é imediata:

Proposição 1.1.2 Sejam n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços vetoriais sobre o corpo K. Então
L(E1, . . . , En;F ) é um espaço vetorial com as operações algébricas definidas acima.

Exemplo 1.1.3 Sejam ϕ1 ∈ E∗1 , . . . , ϕn ∈ E∗n e b ∈ F. Definindo

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b : E1 × · · · × En −→ F ;
ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · ϕ2(x2) · · ·ϕn(xn) · b,

então ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b ∈ L(E1, . . . , En;F ). De fato, dados xi, x
′
i ∈ Ei, i = 1, . . . , n e

λ ∈ K,

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b(x1, . . . , xi + λx′i, . . . xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕi(xi + λx′i) · · ·ϕn(xn) · b
= ϕ1(x1) · · · [ϕi(xi) + λϕi(x

′
i)] · · ·ϕn(xn) · b

= ϕ1(x1) · · ·ϕi(xi) · · ·ϕn(xn) · b
+ ϕ1(x1) · · ·λϕi(x′i) · · ·ϕn(xn) · b

= ϕ1(x1) · · ·ϕi(xi) · · ·ϕn(xn) · b
+ λϕ1(x1) · · ·ϕi(x′i) · · ·ϕn(xn) · b

= ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b(x1, . . . , xi, . . . , xn)

+ λϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn).

Portanto ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b ∈ L(E1, . . . , En;F ).
O conjunto de todas as aplicações n-lineares gerado por aplicações multilineares do

tipo ϕ1⊗ · · ·⊗ϕn⊗ b será denotado por Lf (E1, . . . , En;F ). Seus elementos são chamados
de aplicações multilineares de tipo finito. Assim, A ∈ Lf (E1, . . . , En;F ) se, e somente se,

existem k ∈ N, ϕj,i ∈ E∗j , bi ∈ F , j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k, tais que A =
k∑
i=1

ϕ1,i ⊗ · · · ⊗

ϕn,i ⊗ bi. Como

Lf (E1, . . . , En;F ) = span{ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b; b ∈ F e ϕj ∈ E∗j , j = 1, . . . , n},

segue que Lf (E1, . . . , En;F ) é subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).

Exemplo 1.1.4 Sejam n ∈ N, E1, . . . , En espaços vetoriais de dimensão finita e F um
espaço vetorial. Vejamos que

L(E1, . . . , En;F ) = Lf (E1, . . . , En;F ).

É claro que basta mostrar que L(E1, . . . , En;F ) ⊂ Lf (E1, . . . , En;F ). Para isso, seja
A ∈ L(E1, . . . , En;F ). Como E1, . . . , En têm dimensão finita, sejam Bi =

{
y1
i , . . . , y

ki
i

}
bases para os espaços Ei, i = 1, . . . , n onde ki ∈ N é a dimensão de Ei. Logo se xi ∈ Ei,
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i = 1, . . . , n, existem escalares λjii , i = 1, . . . , n; ji = 1, . . . , ki tais que xi =

ki∑
ji=1

λjii y
ji
i ,

i = 1, . . . , n. Então

A(x1, . . . , xn) = A

(
k1∑
j1=1

λj11 y
j1
1 , . . . ,

kn∑
jn=1

λjnn y
jn
n

)

=

k1∑
j1=1

λj11 . . .

kn∑
jn=1

λjnn A(yj11 , . . . , y
jn
n )

=

k1∑
j1=1

. . .

kn∑
jn=1

λj11 . . . λ
jn
n A(yj11 , . . . , y

jn
n )

=

k1,...,kn∑
j1,...,jn=1

λj11 . . . λ
jn
n A(yj11 , . . . , y

jn
n ).

Definindo
πjii : Ei −→ K , πjii (xi) = λjii ,

temos πjii (xi) ∈ E∗i para i = 1, . . . , n, ji = 1, . . . , ki. Segue que

A(x1, . . . , xn) =

k1,...,kn∑
j1,...,jn=1

πj11 (x1) · · · πjnn (xn)A(yj11 , . . . , y
jn
n )

e assim A ∈ Lf (E1, . . . , En;F ).

O objetivo do próximo exemplo é mostrar que em dimensão infinita existem aplicações
multilineares que não são de tipo finito.

Exemplo 1.1.5 Sejam E1, . . . En espaços vetoriais onde dimEn = +∞ e sejam ϕ1 ∈
E∗1 , . . . , ϕn−1 ∈ E∗n−1 funcionais lineares não nulos. Definimos

A : E1 × · · · × En −→ En

A(x1, . . . , xn) 7→ ϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1)xn.

Vejamos que A é n-linear:

A(x1, . . . , xi + λx′i, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕi(xi + λx′i) · · ·ϕn−1(xn−1)xn

= ϕ1(x1) · · · [ϕi(xi) + λϕi(x
′
i)] · · ·ϕn−1(xn−1)xn

= ϕ1(x1) · · ·ϕi(xi) · · ·ϕn−1(xn−1)xn

+λϕ1(x1) · · ·ϕi(x′i) · · ·ϕn−1(xn−1)xn

= A(x1, . . . , xi, . . . , xn) + λA(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn),

A(x1, . . . , xn−1, xn + λx′n) = ϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1)[xn + λx′n]

= ϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1)xn + λϕ1(x1) · · ·ϕn−1(xn−1)x′n
= A(x1, . . . , xn−1, xn) + λA(x1, . . . , xn−1, x

′
n).
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Afirmação: Im(A) = En.
De fato, dado y ∈ En, como ϕ1 ∈ E∗1 , . . . , ϕn−1 ∈ E∗n−1 são não nulos, existem x1 ∈
E1, . . . , xn−1 ∈ En−1 tais que ϕi(xi) 6= 0, i = 1, . . . , n− 1. Logo temos(

x1

ϕ1(x1)
, . . . ,

xn−1

ϕn−1(xn−1)
, y

)
∈ E1 × · · · × En−1 × En

e

A

(
x1

ϕ1(x1)
, . . . ,

xn−1

ϕn−1(xn−1)
, y

)
= ϕ1

(
x1

ϕ1(x1)

)
. . . ϕn−1

(
xn−1

ϕn−1(xn−1)

)
y = y.

E assim Im(A) = En. Agora suponha que A seja uma aplicação n-linear de tipo finito.
Neste caso,

A(x1, . . . , xn) =
k∑
j=1

ϕj1(x1) · · ·ϕjn(xn)bj,

onde bj ∈ En, ϕ
j
i ∈ E∗i i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , k. Por tanto Im(A) ⊂ span{b1, . . . , bk}.

Isso é uma contradição pois dim Im(A) = dimEn = +∞.

Normas no produto cartesiano

Definição 1.1.6 Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K = R ou C. Uma norma sobre
E é uma função

‖ · ‖ : E −→ [0,+∞)

tal que

1. ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖ = 0 se, e somente se, x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para todos x ∈ E e λ ∈ K.

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todos x, y ∈ E.

Neste caso o par (E, ‖·‖) é chamado de espaço vetorial normado. Um espaço normado
que é completo na métrica definida por

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ E,

é chamado de espaço de Banach. Denotaremos a bola unitária fechada de E por BE, isto
é

BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1}.

Definição 1.1.7 Sejan E1, . . . , En espaços vetoriais normados sobre K. Para (x1, . . . , xn) ∈
E1 × · · · × En, definimos:

‖(x1, . . . , xn)‖1 = ‖x1‖+ · · ·+ ‖xn‖,

‖(x1, . . . , xn)‖2 =
(
‖x1‖2 + · · ·+ ‖xn‖2

)1/2
,

‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max {‖x1‖, . . . , ‖xn‖} .

É bem conhecido que as aplicações ‖ · ‖1,‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞ são normas em E1 × · · · × En.
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Definição 1.1.8 Duas normas ‖·‖ e ‖·‖′ no espaço vetorial E são equivalentes se definem
a mesma topologia em E, ou, equivalentemente, se existem constantes c1, c2 > 0 tais que

c1‖x‖ ≤ ‖x‖
′ ≤ c2‖x‖ para todo x ∈ E.

Proposição 1.1.9 Sejam E1, . . . , En espaços vetoriais normados .

1. As normas ‖ · ‖1 , ‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞ são equivalentes em E1 × · · · × En.

2. Se E1, . . . , En são espaços de Banach, então E1 × · · · ×En é um espaço de Banach
com qualquer uma dessas três normas .

Demonstração. Veja [34, Proposição 2.6].

Caracterizações das aplicações multilineares cont́ınuas

Dados espaços normados E1, . . . , En, F , considerando em E1× · · · ×En qualquer uma
das normas equivalentes da seção anterior, podemos considerar as aplicações n-lineares
de E1 × · · · × En em F que são cont́ınuas.

Proposição 1.1.10 Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Para cada aplicação
A ∈ L(E1, . . . , En;F ), as afirmações seguintes são equivalentes:

1. A é cont́ınua;

2. A é cont́ınua na origem;

3. Existe uma constante c ≥ 0 tal que

‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ c · ‖x1‖ · · · ‖xn‖,

para quaisquer xj ∈ Ej, j = 1, . . . , n;

4. ‖A‖ := sup {‖A(x1, . . . , xn)‖ : xj ∈ Ej e ‖xj‖ ≤ 1, j = 1, . . . , n} < +∞.

Demonstração.
(1) =⇒ (2) Trivial.

(2) =⇒ (3) Como A é cont́ınua na origem, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se
‖x‖∞ < δ, então ‖A(x)‖ < ε. Tomando ε = 1, existe δ > 0 tal que se ‖x‖∞ < δ, então
‖A(x)‖ < 1. Agora, seja x = (x1, . . . , xn) ∈ E1×· · ·×En. Se algum xi = 0, a desigualdade
desejada se cumpre trivialmente. Se xi 6= 0, i = 1, . . . , n, então∥∥∥∥(δ2 · 1

‖x1‖
· x1, . . . ,

δ

2
· 1

‖xn‖
· xn
)∥∥∥∥
∞

=
δ

2
< δ.

Da n-linearidade de A segue que

δn

2n
· 1

‖x1‖
· · · 1

‖xn‖
· ‖A(x1, . . . , xn)‖ =

∥∥∥∥A(δ2 · 1

‖x1‖
· x1, . . . ,

δ

2
· 1

‖xn‖
· xn
)∥∥∥∥ < 1,
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e portanto

‖A(x1, . . . , xn)‖ < 2n

δn
· ‖x1‖ · · · ‖xn‖.

Tomando c = 2n

δn
temos o resultado.

(3) =⇒ (4) Trivial.

(4) =⇒ (1) Mostraremos que A é localmente lipschitziana, portanto cont́ınua. Dado
a = (a1, . . . , an) ∈ E1 × · · · × En, tome c > 0 tal que ‖a‖∞ < c. Se x ∈ E1 × · · · × En é
tal que ‖x‖∞ < c, temos

‖A(x)− A(a)‖ = ‖A(x1, . . . , xn)− A(a1, . . . , an)‖

=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

[A(a1, . . . , aj−1, xj, . . . , xn)− A(a1, . . . , aj, xj+1, . . . , xn)]

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

A(a1, . . . , aj−1, xj − aj, xj+1, . . . , xn)

∥∥∥∥∥
≤

n∑
j=1

‖A(a1, . . . , aj−1, xj − aj, xj+1, . . . , xn)‖

≤
n∑
j=1

‖A‖ · cn−1 · ‖xj − aj‖

= ‖A‖ · cn−1 ·
n∑
j=1

‖xj − aj‖ = ‖A‖ · cn−1 · ‖x− a‖1.

Proposição 1.1.11 Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Para toda aplicação
n-linear cont́ınua A : E1 × · · · × En −→ F é verdade que:

(a) ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖, para todos xj ∈ Ej, j = 1, . . . , n.

(b) ‖A‖ = inf {c ≥ 0 : ‖A(x1, . . . , xn)‖ ≤ c · ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos xj ∈ Ej, j = 1, . . . , n}.

Demonstração. Veja [34, Proposição 2.8].

Definição 1.1.12 Sejam E,E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Denotaremos
o conjunto de todas as aplicações n-lineares cont́ınuas de E1 × · · · × En em F por
L(E1, . . . , En;F ). Se E1 = · · · = En = E escrevemos L(nE;F ). No caso n = 1 e
F = K escrevemos E ′ no lugar de L(E;K) e dizemos que E ′ é o dual topológico de E.

Proposição 1.1.13 Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados.

(a) L(E1, . . . , En;F ) é subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F );

(b) O funcional A −→ ‖A‖ é uma norma em L(E1, . . . , En;F );
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(c) Se F é um espaço de Banach, então L(E1, . . . , En;F ) com a norma do item (b)
também é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [34, Proposições 2.10 e 2.11].

Exemplo 1.1.14 Sejam E1, . . . , En e F são espaços vetoriais normados. Dados ϕ1 ∈
E
′
1, . . . , ϕn ∈ E

′
n e b ∈ F , já sabemos do Exemplo 1.1.3 que a aplicação

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b : E1 × · · · × En −→ F,
(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b)(x1, . . . , xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)b

é n-linear. Mostraremos agora que ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b é cont́ınua e que

‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b‖ = ‖b‖ · ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖.

De fato,

‖ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b‖ = sup
xj∈Ej

‖xj‖≤1
j=1,...,n

‖(ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b)(x1, . . . , xn)‖

= sup
xj∈Ej

‖xj‖≤1
j=1,...,n

‖ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)b‖

= sup
xj∈Ej

‖xj‖≤1
j=1,...,n

|ϕ1(x1)| · · · |ϕn(xn)| · ‖b‖

= ‖b‖ · sup
xj∈Ej

‖xj‖≤1
j=1,...,n

|ϕ1(x1)| · · · |ϕn(xn)|

= ‖b‖ · sup
x1∈E1
‖x1‖≤1

|ϕ1(x1)| · · · sup
xn∈En
‖xn‖≤1

|ϕn(xn)|

= ‖b‖ · ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕn‖ < +∞.

Denotaremos

Lf (E1, . . . , En;F ) = span
{
ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b : b ∈ F, ϕj ∈ E

′

j, j = 1, . . . , n
}
.

Os elementos de Lf (E1, . . . , En;F ) são chamados de aplicações multilineares cont́ınuas de
tipo finito. Notemos que Lf (E1, . . . , En;F ) é subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).

Definição 1.1.15 Sejam X um conjunto e V um espaço vetorial . Uma função f : X −→
V tem posto finito se o subespaço span{f(X)} de V gerado pela imagem de f tem di-
mensão finita. Denotamos

LF(E1, . . . , En;F ) := {A ∈ L(E1, . . . , En;F ) : A tem posto finito} .

Notemos que Lf (E1, . . . , En;F ) ⊆ LF(E1, . . . , En;F ).
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Exemplo 1.1.16 Dados B ∈ L(E1, . . . , En) e b ∈ F , definindo

B ⊗ b : E1 × · · · × En −→ F,
B ⊗ b(x1, . . . , xn) = B(x1, . . . , xn) · b,

é fácil ver que B ⊗ b é n-linear e, ademais, é cont́ınuo:

‖B ⊗ b‖ = sup {‖(B ⊗ b)(x1, . . . , xn)‖ : xj ∈ Ej e ‖xj‖ ≤ 1; j = 1, . . . , n}
= sup {‖B(x1, . . . , xn) · b‖ : xj ∈ Ej e ‖xj‖ ≤ 1; j = 1, . . . , n}
= sup {|B(x1, . . . , xn)| · ‖b‖ : xj ∈ Ej e ‖xj‖ ≤ 1; j = 1, . . . , n}
= ‖b‖ · sup {|B(x1, . . . , xn)| : xj ∈ Ej e ‖xj‖ ≤ 1; j = 1, . . . , n}
= ‖b‖ · ‖B‖.

Logo B ⊗ b ∈ LF(E1, . . . , En;F ).

Proposição 1.1.17 Para todos espaços vetoriais normados E1, . . . , En e F ,

LF(E1, . . . , En;F ) =

{
k∑
j=1

Bj ⊗ bj : Bj ∈ L(E1, . . . , En); bj ∈ F ; k ∈ N

}
.

Em particular, LF(E1, . . . , En;F ) é subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).

Demonstração. Seja A ∈ LF(E1, . . . , En;F ). Então A ∈ L(E1, . . . , En;F ) e [Im(A)]
tem dimensão finita. Suponhamos que dim[Im(A)] = k. Então existem b1, . . . , bk ∈
Im(A) tais que F ⊃ [Im(A)] = [b1, . . . , bk]. Definimos

Tj : [b1, . . . , bk] −→ K , Tj(α1b1 + · · ·+ αkbk) = αj,

para j = 1, . . . , k. Notemos que cada Tj é linear e cont́ınua, pois dim[Im(A)] = k < +∞

(ver [23, Teorema 2.7.8]). Se y = α1b1 + · · · + αkbk, então y =
k∑
i=1

Tj(y)bj. Definimos

também
Bj : E1 × · · · × En −→ K,

Bj(x1, . . . , xn) = Tj(A(x1, . . . , xn)),

para j = 1, . . . , k. Vejamos que cada Bj é n-linear e cont́ınua:

Bj(x1, . . . , xi + λx′i, . . . , xn) = Tj(A(x1, . . . , xi + λx′i, . . . , xn))

= Tj[A(x1, . . . , xi, . . . , xn) + λA(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn)]

= Tj(A(x1, . . . , xi, . . . , xn)) + λTj(A(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn))

= Bj(x1, . . . , xi, . . . , xn) + λBj(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn),

e

‖Bj‖ = sup {‖Bj(x1, . . . , xn)‖ : xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≤ 1, i = 1, . . . , n}
= sup {‖Tj(A(x1, . . . , xn))‖ : xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≤ 1, i = 1, . . . , n}
≤ ‖Tj‖ · sup {‖A(x1, . . . , xn)‖ : xi ∈ Ei, ‖xi‖ ≤ 1, i = 1, . . . , n}
= ‖Tj‖ · ‖A‖.
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E por outro lado,[
k∑
j=1

Bj ⊗ bj

]
(x1, . . . , xn) =

k∑
j=1

(Bj ⊗ bj)(x1, . . . , xn) =
k∑
j=1

Bj(x1, . . . , xn)bj

=
k∑
j=1

Tj(A(x1, . . . , xn))bj = A(x1, . . . , xn),

para todos x1 ∈ E1, . . . , xn ∈ En, provando que A =
k∑
j=1

Bj⊗bj. A outra inclusão é óbvia.

Proposição 1.1.18 Sejam E1, . . . , Em+n espaços vetoriais com m,n ∈ N.

(a) A correspondência

A ∈ L(E1, . . . , Em+n;F ) 7→ TA ∈ L(E1, . . . , Em;L(Em+1, . . . , Em+n;F )),

dada por
TA(x1, . . . , xm)(xm+1, . . . , xm+n) = A(x1, . . . , xm+n),

estabelece um isomorfismo entre os espaços vetoriais L(E1, . . . , Em+n;F ) e
L(E1, . . . , Em;L(Em+1, . . . , Em+n;F ));

(b) Se E1, . . . , Em+n são espaços normados, então o isomorfismo do item (a) induz um
isomorfismo isométrico entre os espaços normados L(E1, . . . , Em+n;F ) e
L(E1, . . . , Em;L(Em+1, . . . , Em+n;F )).

Demonstração. Veja [34, Proposição 2.12].

Definição 1.1.19 Uma aplicação multilinear A : Em −→ F é dita ser simétrica se

A(x1, . . . , xm) = A(xσ(1), . . . , xσ(m))

para todo (x1, . . . , xm) ∈ Em e toda permutação σ ∈ Sm, onde Sm denota o conjunto das
permutações dos primeiros m números naturais.

Os conjuntos das aplicações multilineares simétricas e das aplicações multilineares
simétricas cont́ınuas A : Em −→ F serão denotados, respectivamente, por Ls(mE;F ) e
Ls(mE;F ).

É fácil ver que Ls(mE;F ) é subespaço vetorial de L(mE;F ) e que Ls(mE;F ) é su-
bespaço vetorial de L(mE;F ) .

Quando F = K, escrevemos Ls(mE;F ) = L(mE) e Ls(mE;F ) = Ls(mE). Para m = 0
escrevemos Ls(0E;F ) = F (espaço das funções constantes a valores em F ).

Definição 1.1.20 Para cada m ∈ N e cada multi-́ındice γ = (n1, . . . , nk) ∈ Nk
0,

definimos : 
‖γ‖ = n1 + · · ·+ nk

γ! =
k∏
j=1

nj!
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Definição 1.1.21 Sejam A ∈ L(mE;F ) e k ≤ m. Para cada (x1, . . . , xk) ∈ Ek e cada
multi-́ındice γ = (n1, . . . , nk) ∈ Nk

0 com ‖γ‖ = m, definimos

Axn1
1 · · ·x

nk
k = A(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

n1 vezes

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
nk vezes

).

Proposição 1.1.22 Para cada A ∈ L(mE;F ), definimos

As : Em −→ F , As(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)).

As seguintes propriedades são satisfeitas :

(a) As ∈ Ls(mE;F );

(b) As = A se, e somente se, A ∈ Ls(mE;F );

(c) (As)s = As;

(d) O operador s : L(mE;F ) −→ Ls(mE;F ) definido por s(A) = As, é linear, sobrejetor
e não injetor;

(e) O operador S : L(mE;F ) −→ Ls(mE;F ) definido por S(A) = As, está bem definido,
é linear, cont́ınuo, sobrejetor, não injetor e ‖S‖ = 1;

(f) Se x ∈ E, então Axm = Asxm.

Demonstração. Provemos o item (e). Para isso, seja A ∈ L(mE;F ) uma aplicação
m-linear dada. Por (a) sabemos que S(A) = As ∈ Ls(mE;F ). A linearidade de S segue
da linearidade de s (item (d)). Para todos x1, . . . , xm ∈ E com ‖xi‖ ≤ 1, j = 1, . . . ,m,
temos

‖As(x1, . . . , xm)‖ =

∥∥∥∥∥ 1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m))

∥∥∥∥∥
≤ 1

m!

∑
σ∈Sm

∥∥A(xσ(1), . . . , xσ(m))
∥∥

≤ 1

m!

∑
σ∈Sm

‖A‖ · ‖xσ(1)‖ · · · ‖xσ(m)‖ = ‖A‖.

Isso prova que ‖S(A)‖ = ‖As‖ ≤ ‖A‖, e portanto S é cont́ınua e ‖S‖ ≤ 1. Escolhendo
A ∈ Ls(mE;F ) com ‖A‖ = 1 (basta tomar qualquer aplicação m-linear simétrica não-nula
e, caso necessário, dividir por sua norma), temos

‖S‖ ≥ ‖S(A)‖ = ‖As‖ = ‖A‖ = 1,

provando que ‖S‖ = 1.
Do item (b) sabemos que As = A para A ∈ Ls(mE;F ), logo S(A) = A e assim temos

que S é sobrejetor.

12



Para verificar que S não é injetor basta tomar B ∈ L(mE;F ) tal que B 6∈ Ls(mE;F ),
pois nesse caso é verdade que B 6= Bs e, pelo item (c),

S(B) = Bs = (Bs)s = S(Bs).

Para os demais itens veja [2, Proposição 1.1.6].

Teorema 1.1.23 (Fórmula de Leibniz)
Sejam E,F espaços vetoriais sobre K e A ∈ Ls(mE;F ). Então para quaisquer x1, . . . , xk ∈
E, temos

A(x1 + · · ·+ xk)
m =

∑
‖γ‖=m

m!

γ!
Axn1

1 · · ·x
nk
k .

Demonstração. Veja [5, Teorema 1.2.16].

Corolário 1.1.24 (Fórmula Binomial de Newton)
Se A ∈ Ls(mE;F ), então para quaisquer x, y ∈ E temos

A(x+ y)m =
m∑
j=0

(
m

j

)
Axm−jyj.

Teorema 1.1.25 (Fórmula de Polarização)
Sejam E;F espaços vetoriais sobre K. Se A ∈ Ls(mE;F ), então

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1

ε1 · · · εmA(x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m,

para quaisquer xj ∈ E, com j = 0, 1, . . . ,m

Demonstração. Veja [5, Teorema 1.2.18].

Observação 1.1.26 Segue da Fórmula de Polarização que se A,B ∈ Ls(mE;F ) são tais
que Axm = Bxm para todo x ∈ E, então A = B. De fato, para todos x1, . . . , xn ∈ E,

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1

ε1 · · · εmA(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m

=
1

m!2m

∑
εi=±1

ε1 · · · εmB(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m = B(x1, . . . , xm).

Ou seja, se A e B são aplicações simétricas que coincidem na diagonal, então coincidem
em todo o domı́nio.
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1.2 Polinômios homogêneos

As funções anaĺıticas de uma variável complexa são aquelas que podem ser escritas como
séries de potências convergentes, ou seja, funções do tipo:

f : A ⊆ C −→ C , f(z) =
∞∑
n=0

anz
n,

onde A é um aberto em C e a sequência de números complexos (an)∞n=1 é tal que a série
converge uniformemente em uma vizinhança de cada ponto de A.

Esse conceito não pode ser estendido dessa forma para funções entre espaços normados,
pois em espaços normados não se pode multiplicar vetores. Precisamos então de funções
que cumpram o papel das funções

fn : C −→ C , fn(z) = zn.

Observamos que a propriedade fundamental satisfeita por essas funções é a seguinte: para
todos λ, z ∈ C,

fn(λz) = λnfn(z).

Por causa dessa propriedade tais funções são chamadas de polinômios n-homogêneos.
Utilizamos a teoria de aplicações multilineares para obter funções em espaços normados
que reproduzem essa propriedade:

Definição 1.2.1 Sejam E e F espaços vetoriais normados. Uma aplicação P : E −→ F
será denominada polinômio m-homogêneo ou polinômio homogêneo de grau m, se existir
uma aplicação A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Axm para todo x ∈ E.

Note que a propriedade desejada de fato se cumpre: para todos λ ∈ K e x ∈ E,

P (λx) = A(λx)m = A(λx, . . . , λx) = λmAxm = λmP (x).

Denotaremos por P (mE;F ) o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau m,
denotaremos também por P(mE;F ) o subespaço vetorial de P (mE;F ) formado pelos
polinômios m-homogêneos cont́ınuos. Quando F = K, escrevemos P (mE) no lugar de
P (mE;F ) e P(mE) no lugar de P(mE;F ).

Para cada P ∈ P (mE;F ), definimos

‖P‖ := sup {‖P (x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1} .

Proposição 1.2.2 Sejam E,F espaços vetoriais normados. Para cada A ∈ L(mE;F )
considere a aplicação dada por

Â : E −→ F , Â(x) := Axm.

Desse modo, a correspondência A 7−→ Â induz um isomorfismo entre os espaços vetoriais
Ls(mE;F ) e P (mE;F ). Mais ainda,

‖Â‖ ≤ ‖A‖ ≤ mm

m!
‖Â‖.
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Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.2].

Observação 1.2.3 De acordo com a Proposição 1.2.2, para cada P ∈ P (mE;F ) existe
uma única aplicação multilinear simétrica A ∈ Ls(mE;F ) tal que Axm = P (x) para todo
x ∈ E. Nesse caso denotamos P̌ := A.

Proposição 1.2.4 Sejam E,F espaços normados e P ∈ P (mE;F ). Então as seguintes
condições são equivalentes :

(a) P é cont́ınuo;

(b) P é cont́ınuo em algum ponto de E;

(c) P é cont́ınuo no origem;

(d) ‖P‖ <∞;

(e) Existe k ≥ 0 tal que ‖P (x)‖ ≤ k · ‖x‖m para todo x ∈ E;

(f) P (A) é limitado em F sempre que A for limitado em E;

(g) P é limitado em toda bola BE[x0, r] ⊆ E;

(h) P é limitado em alguma bola BE[x0, r] ⊆ E;

(i) A aplicação n-linear simétrica P̌ é cont́ınua;

(j) Existe A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Axm para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.7].

Proposição 1.2.5 Sejam E,F espaços normados. Então (P(mE;F ), ‖ · ‖) é um espaço
normado (de Banach se F for Banach). Mais ainda,

‖P (x)‖ ≤ ‖P‖ · ‖x‖m

para todos P ∈ P(mE;F ) e x ∈ E.

Demonstração. Veja [2, Proposições 1.2.8 e 1.2.10].

Proposição 1.2.6 O operador

ϕ : Ls(mE;F ) −→ P(mE;F ) , ϕ(A) = Â,

é um isomorfismo topológico.

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.9].

Definição 1.2.7 Sejam E e F espaços vetoriais normados. Dizemos que o espaço E
contém uma cópia isomorfa do espaço F se existe um subespaço G de E isomorfo (topo-
logicamente) a F .
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Proposição 1.2.8 Sejam E e F espaços vetoriais normados. Então o espaço vetorial
normado P (mE;P(nE;F )) contém uma cópia isomorfa do espaço normado P(m+nE;F )
por meio do operador:

P ∈ P(m+nE;F ) 7→ P̃ (x)(y) = P̌ (xm, yn).

Demonstração. Veja [2, Proposição 1.2.12].

Sejam E,F espaços vetoriais. Denotaremos por PF(nE;F ) o conjunto dos polinômios
P ∈ P(nE;F ) de posto finito.

Exemplo 1.2.9 Sejam E e F espaços de Banach, n ∈ N, Q ∈ P(nE) e b ∈ F . Vejamos
que, definindo

Q⊗ b : E −→ F, Q⊗ b(x) = Q(x)b,

temos Q ⊗ b ∈ PF(nE;F ) e ‖Q ⊗ b‖ = ‖Q‖ · ‖b‖. De fato, como Q ∈ P(nE) temos
Q̌ ∈ Ls(nE;K), e definindo

W : En −→ F, W (x1, . . . , xn) = Q̌(x1, . . . , xn)b,

é imediato que W ∈ Ls(nE;F ). Além disso,

W (xn) = Q̌(xn)b = Q(x)b

para todo x ∈ E. Isso implica que Ŵ = Q⊗ b ∈ P(nE;F ). É claro que Q⊗ b tem posto
finito. Por fim,

‖Q⊗ b‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

‖Q⊗ b(x)‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

‖Q(x)b‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|Q(x)| · ‖b‖

= ‖b‖ · sup
x∈E
‖x‖≤1

|Q(x)| = ‖Q‖ · ‖b‖.

Proposição 1.2.10 Para todos espaços de Banach E e F e n ∈ N,

PF(nE;F ) =

{
m∑
j=1

Qj ⊗ bj : m ∈ N;Qj ∈ P(nE), bj ∈ F

}
.

Em particular, PF(nE;F ) é subespaço vetorial de P(nE;F ).

Demonstração. Pelo exemplo anterior temos

PF(nE;F ) ⊇

{
m∑
j=1

Qj ⊗ bj : m ∈ N;Qj ∈ P(nE), bj ∈ F

}
.

Agora seja P ∈ PF(nE;F ). Então P ∈ P(nE;F ) e [Im(P)] tem dimensão finita, digamos
dim[Im(P)] = k. Portanto existem bi ∈ Im(P), i = 1, . . . , k, tais que F ⊇ [Im(P)] =
[b1, . . . , bk]. Definimos

Tj : [b1, . . . , bk] −→ K , Tj(α1b1 + · · ·+ αkbk) = αj,
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para cada j = 1, . . . , k. É óbvio que cada Tj é linear e também é cont́ınua pois dim[Im(P)] =

k <∞. Notemos que se y = α1b1 + · · ·+ αkbk, então y =
k∑
j=1

Tj(y)bj.

Definimos também
Bj : E −→ K , Bj(x) = Tj(P (x)).

É fácil ver que Bj ∈ P(nE). Ademais(
k∑
j=1

Bj ⊗ bj

)
(x) =

k∑
j=1

(Bj ⊗ bj) (x) =
k∑
j=1

Bj(x)bj

=
k∑
j=1

Tj(P (x))bj = P (x),

para todo x ∈ E, provando que P =
k∑
j=1

Bj ⊗ bj.

Um subespaço importante do espaço dos polinômios homogêneos de posto finito, cha-
mado de subespaço dos polinômios homogêneos de tipo finito, será introduzido no Exemplo
2.3.2 e desempenhará um papel importante no Caṕıtulo 3.

1.3 Alguns resultados sobre séries

Apresentamos nesta seção alguns resultados sobre séries convergentes em espaços norma-
dos que serão úteis mais adiante.

Definição 1.3.1 Uma série
∞∑
n=1

xn no espaço normado E é dita absolutamente conver-

gente quando
∞∑
n=1

‖xn‖ é uma série numérica convergente. Quando uma série
∞∑
n=1

xn con-

verge mas
∞∑
n=1

‖xn‖ diverge, dizemos que a série
∞∑
n=1

xn é condicionalmente convergente.

Definição 1.3.2 Uma série
∞∑
n=1

xn no espaço normado E é dita incondicionalmente con-

vergente quando para toda bijeção σ : N −→ N, a série
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente.

Proposição 1.3.3 Seja
∞∑
n=1

xn uma série incondicionalmente convergente no espaço nor-

mado E. Se σ1, σ2 : N −→ N sao funçoes bijetoras, então
∞∑
n=1

xσ1(n) =
∞∑
n=1

xσ2(n).
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Demonstração. Veja [9, Proposição 5.3.8].

Teorema 1.3.4 Seja E um espaço normado. As seguintes afirmações são equivalentes

(a) E é espaço de Banach.

(b) Toda série absolutamente convergente em E é convergente.

(c) Toda série absolutamente convergente em E é incondicionalmente convergente.

Demonstração. Veja [9, Proposição 10.1.4].

Definição 1.3.5 Sejam X um conjunto arbitrário e M um espaço métrico. Dizemos que
a sequência de funções gn : X −→M , n ∈ N, converge uniformemente em X para a função
g : X −→M se para todo número real ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

d(gn(x), g(x)) < ε para todos n > n0 e x ∈ X.

Proposição 1.3.6 Sejam X um conjunto arbitrário e (Y, ‖ · ‖) um espaço de Banach.
Então a sequência de funções fn : X −→ Y , n ∈ N, converge uniformemente em X para
alguma função f : X −→ Y se, e somente se,

lim
m,n−→∞

sup
x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ = 0.

Demonstração. Suponhamos primeiramente que a sequência de funções fn : X −→ Y ,
n ∈ N, convirja uniformemente em X para alguma função f : X −→ Y . Neste caso, dado
ε > 0 existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0, então ‖fn(x)− f(x)‖ < ε para todo x ∈ X. Dessa
forma, para todos m,n ≥ n0 e x ∈ X, temos

‖fn(x)− fm(x)‖ ≤ ‖fn(x)− f(x)‖+ ‖fm(x)− f(x)‖ < 2ε.

Assim, para m,n ≥ n0 temos

sup
x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ ≤ 2ε.

Então, dado qualquer ε > 0,

0 ≤ lim
m,n−→∞

sup
x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ ≤ 2ε,

o que prova que
lim

m,n−→∞
sup
x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ = 0.

Reciprocamente, suponhamos que

lim
m,n−→∞

sup
x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ = 0.

Logo, para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que se m,n ≥ n0, então

sup
x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ < ε.
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Como
‖fn(x)− fm(x)‖ ≤ sup

x∈X
‖fn(x)− fm(x)‖ < ε para todo x ∈ X,

para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que se m,n ≥ n0, então

‖fn(x)− fm(x)‖ < ε para todo x ∈ X. (1.1)

Assim, de (1.1) segue que, para cada x ∈ X, (fn(x))n∈N é uma sequência de Cauchy no
espaço de Banach Y , logo convergente. Podemos então definir

f : X −→ Y , f(x) = lim
n−→∞

fn(x). (1.2)

Provemos que a sequência (fn)∞n=1 converge uniformemente em X para a função f . Para
isso, seja ε > 0. De (1.1) e (1.2), como ε

2
> 0, temos

lim
m−→∞

‖fn(x)− fm(x)‖ = ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε

2
< ε,

para todos n ≥ n0 e x ∈ X.

Teorema 1.3.7 (Convergência Uniforme e o Teste de Weierstrass)
Sejam (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach e (Y, d) um espaço métrico. Seja também fn : Y −→
X, n ∈ N, uma sequência de funções para a qual existe uma sequência numérica (Mn)n∈N ⊂
[0,+∞) tal que:

(i) ‖fn(y)‖X ≤Mn para todo n ∈ N e todo y ∈ Y .

(ii)
∞∑
n=1

Mn < +∞.

Então as séries
∞∑
n=1

‖fn(y)‖X e
∞∑
n=1

fn(y) são uniformemente convergentes em Y .

Demonstração. Da condição (ii) sabemos que lim
m,n−→∞

m∑
k=n+1

Mk = 0. Notemos que dados

m,n ∈ N com m > n,

0 ≤

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

fk(y)

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

k=n+1

‖fk(y)‖ ≤
m∑

k=n+1

Mk

para todo y ∈ Y . Logo

0 ≤ sup
y∈Y

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

fk(y)

∥∥∥∥∥ ≤ sup
y∈Y

m∑
k=n+1

‖fk(y)‖ ≤
m∑

k=n+1

Mk,

e portanto

lim
m,n−→∞

sup
y∈Y

∥∥∥∥∥
m∑

k=n+1

fk(y)

∥∥∥∥∥ ≤ lim
m,n−→∞

sup
y∈Y

m∑
k=n+1

‖fk(y)‖ ≤ lim
m,n−→∞

m∑
k=n+1

Mk = 0.

Da Proposição 1.3.6 segue o resultado.
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Proposição 1.3.8 Sejam (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach e (Y, d) um espaço métrico.
Sejam também f : Y −→ X uma função e fn : Y −→ X, n ∈ N, uma sequência de
funções.

(i) Se (fn)n∈N converge uniformemente em Y e lim
n−→∞

fn(y) = f(y) para todo y ∈ Y ,

então (fn)n∈N converge uniformemente para f .

(ii) Se α ∈ K e (fn)n∈N converge uniformemente em Y para f , então (αfn)n∈N converge
uniformemente em Y para αf .

Demonstração. (i) Sabemos que

‖fm(y)− fn(y)‖ ≤ sup
x∈Y
‖fm(x)− fn(x)‖

para todos y ∈ Y e m,n ∈ N. Logo

‖fm(y)− f(y)‖ = lim
n−→∞

‖fm(y)− fn(y)‖ ≤ lim
n−→∞

sup
x∈Y
‖fm(x)− fn(x)‖

para todos y ∈ Y e m ∈ N. Assim

sup
y∈Y
‖fm(y)− f(y)‖ ≤ lim

n−→∞
sup
x∈Y
‖fm(x)− fn(x)‖,

e, pela Proposição 1.3.6, segue que

lim
m−→∞

sup
y∈Y
‖fm(y)− f(y)‖ ≤ lim

m−→∞
lim
n−→∞

sup
x∈Y
‖fm(x)− fn(x)‖

= lim
m,n−→∞

sup
x∈Y
‖fm(x)− fn(x)‖ = 0.

(ii) De

‖(αfn)(y)− (αf)(y)‖ = |α| · ‖fn(y)− f(y)‖ ≤ |α| · sup
y∈Y
‖fn(y)− f(y)‖

para todo y ∈ Y , segue que

0 ≤ sup
y∈Y
‖(αfn)(y)− (αf)(y)‖ ≤ |α| · sup

y∈Y
‖fn(y)− f(y)‖,

e portanto

0 ≤ lim
n−→∞

sup
y∈Y
‖(αfn)(y)− (αf)(y)‖ ≤ |α| · lim

n−→∞
sup
y∈Y
‖fn(y)− f(y)‖ = 0.
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CAPÍTULO 2

TIPOS DE HOLOMORFIA

O conceito de tipo de holomorfia foi introduzido por L. Nachbin em [27] com o obje-
tivo de sistematizar o estudo de classes especiais de polinômios homogêneos que vinham
sendo estudados individualmente na literatura. Neste caṕıtulo apresentaremos alguns
preliminares de funções holomorfas, também definição, exemplos de tipos de holomorfia e
o conceito de função holomorfa associada a um tipo de holomorfia, também introduzido
por Nachbin.

2.1 Funções holomorfas

Definição 2.1.1 Uma série de potências do espaço de Banach E no espaço de Banach

F em torno do ponto a ∈ E é uma série de funções da forma
∞∑
m=0

Pm(x − a), onde

Pm ∈ P(mE;F ) para todo m ∈ N0.

Note que a série de potências
∞∑
m=0

Pm(x − a) pode também ser escrita na forma

∞∑
m=0

Am(x− a)m, onde Am ∈ Ls(mE;F ) e Âm = Pm para todo m.

Definição 2.1.2 O raio de convergência, ou mais exatamente, o raio de convergência

uniforme da série de potências
∞∑
m=0

Pm(x− a) é o supremo do conjunto dos números reais

r ≥ 0 para os quais a série converge uniformemente na bola fechada B(a, r).

Teorema 2.1.3 Seja R o raio de convergência da série de potências
∞∑
m=0

Pm(x − a).

Então:
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(a) R é determinado pela formula de Cauchy-Hadamard

1

R
= lim

m→∞
sup ‖Pm‖

1
m .

(b) A série de potências converge absolutamente e uniformemente em B(a, r) para todo
0 ≤ r < R.

Demonstração. Veja [25, Theorem 4.3].

Agora estamos em condições de definir funções holomorfas:

Definição 2.1.4 Sejam E,F espaços de Banach complexos e U um subconjunto aberto
de E. Uma função f : U −→ F é dita holomorfa em U se para cada a ∈ U existem uma
bola B(a, r) ⊂ U , r > 0, e uma sequência de polinômios homogêneos (Pm ∈ P(mE;F ))∞m=0

tais que

f(x) =
∞∑
m=0

Pm(x− a)

uniformemente para x ∈ B(a, r).

A sequência de polinômios homogêneos (Pm)∞m=0 é determinada de maneira única pela
função holomorfa f e pelo vetor a (veja [25, Remark 5.2]).

Notação. Estabelecemos agora a notação usual em holomorfia. Denotamos por H(U ;F )
o conjunto de todas as funções holomorfas de U em F , que obviamente é um espaço
vetorial complexo. No caso em que F = C escrevemos H(U ;C) = H(U).

Denotaremos também Pm = Pmf(a) para todo m ∈ N0. A série
∞∑
m=0

Pm(x − a) é

chamada de série de Taylor de f em a.
Continuando com as notações, se, para cada m ∈ N0, Am ∈ Ls(mE;F ) é a aplicação

m-linear simétrica associada ao polinômio Pm ∈ P(mE;F ) por P̂m = Am. Denotamos

dmf(a) = m!Am e d̂mf(a) = m!Pm.

Definimos as aplicações diferenciais

dmf : a ∈ U −→ dmf(a) ∈ Ls(mE;F ) e d̂mf : a ∈ U −→ d̂mf(a) ∈ P(mE;F ),

e os operadores diferenciais

dm : f ∈ H(U ;F ) −→ dmf ∈ H(U ;Ls(mE;F )),

d̂m : f ∈ H(U ;F ) −→ d̂mf ∈ H(U ;P(mE;F ))

de ordens m = 0, 1, 2, . . . (as demonstrações de que essas aplicações de fato tomam va-
lores nos espaços que estamos indicando podem ser encontradas em, por exemplo, [27,
Proposition 3, Chapter 7]).
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Finalmente, o polinômio de Taylor τm,f,a de ordem m de f em a é definido por

τm,f,a(x) =
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(a)(x− a), x ∈ E.

Na Seção 3.1 desenvolveremos um pouco da teoria de funções holomorfas. Para a
teoria geral indicamos os livros de Barroso [4], Dineen [14] e Mujica [25].

Provaremos agora que polinômios homogêneos são exemplos de funções holomorfas:

Exemplo 2.1.5 P(mE;F ) ⊂ H(U ;F ) para m = 0, 1, 2, . . .

De fato, dado P ∈ P(mE;F ) existe A ∈ Ls(mE;F ) tal que P = Â. Fixado ξ ∈ E,
pela Fórmula Binomial de Newton (Corolário 1.1.24) temos

P (x) = Axm = A[ξ + (x− ξ)]m =
m∑
j=0

(
m

j

)
Aξm−j(x− ξ)j,

para todo x ∈ E. Assim,

P (x)−
m∑
j=0

(
m

j

)
Aξm−j(x− ξ)j = 0 para todo x ∈ E =⇒

∥∥∥∥∥P (x)−
m∑
j=0

(
m

j

)
Aξm−j(x− ξ)j

∥∥∥∥∥ = 0 para todo x ∈ E.

Note que se k > m

P (x) =
m∑
j=0

(
m

j

)
Aξm−j(x− ξ)j =

k∑
j=0

Wj(x− ξ) =
∞∑
j=0

Wj(x− ξ)

para todo x ∈ E, onde

Wj : E −→ F , Wj(y) =

{ (m
j

)
Aξm−jyj se 0 ≤ j ≤ m

0 se j > m.

Logo, para k > m,

sup
x∈E

∥∥∥∥∥P (x)−
m∑
j=0

(
m

j

)
Aξm−j(x− ξ)j

∥∥∥∥∥ = sup
x∈E

∥∥∥∥∥P (x)−
k∑
j=0

Wj(x− ξ)

∥∥∥∥∥ = 0,

e portanto

lim
k→∞

sup
x∈E

∥∥∥∥∥P (x)−
k∑
j=0

Wj(x− ξ)

∥∥∥∥∥ = 0,
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provando P (x) =
m∑
j=0

(
m

j

)
Aξm−j(x− ξ)j uniformemente em E. Observe que:

1

j!
d̂jP (ξ)(y) = P jP (ξ)(y) =

{ (m
j

)
Aξm−jyj se 0 ≤ j ≤ m

0 se j > m,

e
1

j!
djP (ξ)(y)j =

{ (m
j

)
Aξm−jyj se 0 ≤ j ≤ m

0 se j > m.

Observação 2.1.6 Da demostração acima decorre que

djP ∈ P(m−jE;Ls(jE;F )) e

d̂jP ∈ P(m−jE;P(jE;F )),

para P ∈ P(mE;F ) e j = 0, . . . ,m.

2.2 Tipos de holomorfia

Definição 2.2.1 Sejam E,F espaços de Banach. Um tipo de holomorfia Θ de E em F
é uma sequência de espaços de Banach (PΘ(mE;F ), ‖ · ‖Θ)∞m=0 para a qual são válidas as
seguintes afirmações:

(1) Cada PΘ(mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F );

(2) PΘ(0E;F ) coincide com P(0E;F ) = F como espaço vetorial normado;

(3) Existe um número real σ ≥ 1 tal que, dados k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E e
P ∈ PΘ(mE;F ), vale que

d̂kP (a) ∈ PΘ(kE;F ) e∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
Θ

≤ σm · ‖P‖Θ · ‖a‖m−k.

Observação 2.2.2 Nas condições da Definição 2.2.1, se P ∈ PΘ(mE;F ) e k ≤ m, então

̂̌Pam−k =
(m− k)!

m!
d̂kP (a) ∈ PΘ(kE;F )

e ∥∥∥̂̌Pam−k
∥∥∥

Θ
≤ σm · (m− k)! · k!

m!
· ‖P‖Θ · ‖a‖m−k.

De fato, como P ∈ PΘ(mE;F ) e PΘ(mE;F ) é subespaço vetorial de P(mE;F ), temos que
P ∈ P(mE;F ) e, pelo Exemplo 2.1.5

1

k!
d̂kP (a)(y) =

(
m

k

)
P̌ am−kyk, 0 ≤ k ≤ m.
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Assim
1

k!
d̂kP (a)(y) =

m!

k! · (m− k)!
P̌ am−kyk =

m!

k! · (m− k)!
̂̌Pam−k(y)

Logo, como d̂kP (a) ∈ PΘ(kE;F ), temos ̂̌Pam−k = (m−k)!
m!

d̂kP (a) ∈ PΘ(kE;F ) e também
temos∥∥∥̂̌Pam−k

∥∥∥
Θ

=

∥∥∥∥(m− k)!

m!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
Θ

=
(m− k)!

m!

∥∥∥d̂kP (a)
∥∥∥

Θ

=
k! · (m− k)!

m!

∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
Θ

≤ k! · (m− k)!

m!
· σm · ‖P‖Θ · ‖a‖m−k.

O resultado a seguir será útil para exibir exemplos de tipos de holomorfia.

Proposição 2.2.3 Sejam E e F espaços de Banach e, para cada m ∈ N, Q(mE;F ) um

subespaço vetorial de P(mE;F ) com Q(0E;F ) = F . Se d̂kP (a) ∈ Q(kE;F ) sempre que

k ≤ m, a ∈ E e P ∈ Q(mE;F ), então
(
Q(mE;F )

)∞
m=0

é um tipo de holomorfia de E em

F com a norma usual de polinômios.

Demonstração. De fato, por [23, Teorema 2.3.1] sabemos que (Q(mE;F ), ‖ · ‖)∞m=0 é
uma sequência de espaços de Banach em que cada Q(mE;F ) é subespaço vetorial de
P(mE;F ). Dados k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E e P ∈ Q(mE;F ), existe uma sequência
(Pj)

∞
j=1 em Q(mE;F ) tal que limj→∞ ‖P −Pj‖ = 0. Pelo que vimos na Observação 2.1.5,

d̂kPj(a) =
m!

(m− k)!
̂̌Pjam−k e d̂kP (a) =

m!

(m− k)!
̂̌Pam−k.

Como d̂kPj(a) ∈ Q(kE;F ), temos ̂̌Pjam−k ∈ Q(kE;F ). Ademais,

‖̂̌Pam−k − ̂̌Pjam−k‖ = sup
y∈E
‖y‖≤1

‖̂̌Pam−k(y)− ̂̌Pjam−k(y)‖,

onde

‖̂̌Pam−k(y)− ̂̌Pjam−k(y)‖ = ‖
(
̂̌Pam−k − ̂̌Pjam−k

)
(y)‖

= ‖
(
P̌ am−k − P̌jam−k

)̂
(y)‖

≤ ‖P̌ am−k − P̌jam−k‖ · ‖y‖k,
e

‖P̌ am−k − P̌jam−k‖ = sup
xi∈E
‖xi‖≤1
i=1,...,k

‖
(
P̌ am−k − P̌jam−k

)
(x1, . . . , xk)‖

= sup
xi∈E
‖xi‖≤1
i=1,...,k

‖P̌ (a, . . . , a, x1, . . . , xk)− P̌j(a, . . . , a, x1, . . . , xk)‖

= sup
xi∈E
‖xi‖≤1
i=1,...,k

‖
(
P̌ − P̌j

)
(a, . . . , a, x1, . . . , xk)‖

≤ ‖P̌ − P̌j‖ · ‖a‖m−k.
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Logo

‖̂̌Pam−k(y)− ̂̌Pjam−k(y)‖ ≤ ‖P̌ − P̌j‖ · ‖a‖m−k · ‖y‖k,

e

‖̂̌Pam−k − ̂̌Pjam−k‖ ≤ ‖P̌ − P̌j‖ · ‖a‖m−k ≤
mm

m!
‖P − Pj‖ · ‖a‖m−k.

Assim limj→∞ ‖̂̌Pam−k− ̂̌Pjam−k‖ = 0, onde
(
̂̌Pjam−k

)∞
j=1

é uma sequência em Q(kE;F ).

Segue que ̂̌Pam−k ∈ Q(kE;F ) e portanto d̂kP (a) ∈ Q(kE;F ). Mais ainda,∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥ =
m!

k! · (m− k)!

∥∥∥̂̌Pam−k
∥∥∥ ,

e também sabemos que ∥∥∥̂̌Pam−k
∥∥∥ = sup

y∈E
‖y‖≤1

∥∥∥̂̌Pam−k(y)
∥∥∥ .

Dáı, se y ∈ E e ‖y‖ ≤ 1, então∥∥∥̂̌Pam−k(y)
∥∥∥ =

∥∥(P̌ am−k)(y)k
∥∥ ≤ ‖P̌‖ · ‖a‖m−k · ‖y‖k

≤ mm

m!
· ‖P‖ · ‖a‖m−k · ‖y‖k ≤ mm

m!
· ‖P‖ · ‖a‖m−k,

logo ∥∥∥̂̌Pam−k
∥∥∥ ≤ mm

m!
· ‖P‖ · ‖a‖m−k

e ∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥ ≤ m!

k! · (m− k)!
· m

m

m!
· ‖P‖ · ‖a‖m−k.

Da conhecida expansão da exponencial real ex =
∞∑
n=0

xn

n!
para todo x ≥ 0 e da desi-

gualdade óbvia xm

m!
≤

k∑
n=0

xn

n!
para k ≥ m, segue que xm

m!
≤ ex, para todo x ≥ 0, e portanto

mm

m!
≤ em. Por outro lado, 2m ≥ m!

k!·(m−k)!
(veja, por exemplo, [21, observação 2.2.2]). Logo

temos ∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥ ≤ (2e)m · ‖P‖ · ‖a‖m−k.

2.3 Exemplos de tipos de holomorfia

Quando omitirmos a norma, estaremos considerando a norma usual ‖ · ‖ (norma do su-
premo) de polinômios.
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Exemplo 2.3.1 Vejamos que, para quaisquer espaços de Banach E e F , (P(mE;F ))∞m=0

é um tipo de holomorfia de E em F .
Isso é imediato a partir da Proposição 2.2.3, pois P(mE;F ) = P(mE;F ). Note que se

k ∈ N0, m ∈ N0 com k ≤ m, a ∈ E e P ∈ P(mE;F ), vale que d̂kP (a) = m!
(m−k)!

̂̌Pam−k,

onde ̂̌Pam−k ∈ P(kE;F ), e portanto d̂kP (a) ∈ P(kE;F ).

Exemplo 2.3.2 (Polinômios de tipo finito e polinômios aproximáveis) Dados espaços de
Banach E e F , um funcional ϕ ∈ E ′, um vetor b ∈ F e um número natural m ∈ N,
definimos

ϕm ⊗ b : E −→ F , ϕm ⊗ b(x) = ϕ(x)m · b.

Afirmação. ϕm ⊗ b ∈ P(mE;F ) e ‖ϕm ⊗ b‖ = ‖ϕ‖m · ‖b‖.
Do Exemplo 1.1.14 sabemos que a aplicação

A : Em −→ F , A(x1, . . . , xm) = ϕ(x1) · · ·ϕ(xm) · b,

é m-linear e cont́ınua. É imediato que ϕm ⊗ b(x) = Axm para todo x ∈ E, logo ϕm ⊗ b ∈
P(mE;F ). Como A é simétrica, temos A = (ϕm ⊗ b)∨. Mais ainda,

‖ϕm ⊗ b‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

‖ϕm ⊗ b(x)‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

‖ϕ(x)m · b‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|ϕ(x)|m · ‖b‖

=

(
sup

x∈E,‖x‖≤1

|ϕ(x)|

)m

· ‖b‖ = ‖ϕ‖m · ‖b‖.

Os elementos do conjunto

Pf (mE;F ) := span {ϕm ⊗ b : ϕ ∈ E ′, b ∈ F}

=

{
k∑
j=1

ϕmj ⊗ bj : k ∈ N, ϕj ∈ E ′, bj ∈ F, j = 1, . . . , k

}

são chamados de polinômios m-homogêneos cont́ınuos de tipo finito. Da expressão acima
é claro que Pf (mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F ).

Dizemos que um polinômio P ∈ P(mE;F ) é aproximável se P ∈ Pf (mE;F ), isto é, se
existe uma sequência Pj ∈ Pf (mE;F ), j ∈ N, tal que

lim
j→∞
‖P − Pj‖ = 0.

Denotamos por PA(mE;F ) o conjunto dos polinômios m-homogêneos cont́ınuos apro-
ximáveis de E em F , ou seja,

PA(mE;F ) = Pf (mE;F ).

O objetivo deste exemplo é mostrar que a sequência (PA(mE;F ), ‖ · ‖)∞m=0 é um tipo
de holomorfia de E em F .
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Notemos que PA(0E;F ) = F pois ϕ0⊗ b = b é constante. Pela Proposição 2.2.3 basta

provar que se P ∈ Pf (mE;F ), k ≤ m, a ∈ E, então ̂̌Pam−k ∈ Pf (kE;F ).

De fato, como P ∈ Pf (mE;F ), então P =
l∑

j=1

ϕmj ⊗ bj para alguns l ∈ N, ϕj ∈ E ′,

bj ∈ F . É claro que P̌ =
l∑

j=1

Aj onde

Aj : Em −→ F , Aj(x1, . . . , xm) = ϕj(x1) · · ·ϕj(xm)bj,

para j = 1, . . . , l. Assim,

̂̌Pam−k(y) = P̌ am−kyk =

(
l∑

j=1

Aj

)
am−kyk =

l∑
j=1

Aj(a, . . . , a, y, . . . , y)

=
l∑

j=1

[ϕj(a)]m−k · [ϕj(y)]k · bj =
l∑

j=1

[ϕj(y)]k · [bj · (ϕj(a))m−k],

e

̂̌Pam−k =
l∑

j=1

ϕkj ⊗ [bj · (ϕj(a))m−k] ∈ Pf (kE;F ).

Como d̂kP (a) = m!
(m−k)!

̂̌Pam−k, segue que d̂kP (a) ∈ Pf (kE;F ).

Exemplo 2.3.3 (Polinômios aproximáveis por polinômios de posto finito) Vejamos que,

para todos espaços de Banach E e F ,
(
PF(mE;F )

)∞
m=0

é um tipo de holomorfia de E em

F .
De fato, pela Proposição 1.2.10 sabemos que

PF(mE;F ) =

{
l∑

j=1

Qj ⊗ bj : l ∈ N;Qj ∈ P(mE), bj ∈ F

}
.

Em particular, PF(mE;F ) é subespaço vetorial de P(mE;F ). É imediato que PF(0E;F ) =
F . Sejam k ≤ m, a ∈ E e P ∈ PF(mE;F ). Então

P =
l∑

j=1

Qj ⊗ bj onde l ∈ N, Qj ∈ P(mE), bj ∈ F.

Notemos que P̌ =
l∑

j=1

Wj, onde

Wj : Em −→ F , Wj(x1, . . . , xm) = Q̌j(x1, . . . , xm)bj,
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para j = 1, . . . , l. Assim

̂̌Pam−k(y) = P̌ am−kyk =

(
l∑

j=1

Wj

)
am−kyk =

l∑
j=1

Wj(a, . . . , a, y, . . . , y)

=
l∑

j=1

Q̌j(a, . . . , a, y, . . . , y)bj =
l∑

j=1

Q̌ja
m−kykbj =

l∑
j=1

ˇ̂Qjam−k(y)bj,

donde segue que

̂̌Pam−k =
l∑

j=1

ˇ̂Qjam−k ⊗ bj ∈ PF(kE;F ),

pois ˇ̂Qjam−k ∈ P(kE). De d̂kP (a) = m!
(m−k)!

̂̌Pam−k conclúımos que d̂kP (a) ∈ PF(kE;F ).
E assim pela Proposição 2.2.3 temos o resultado.

Para o próximo exemplo precisamos do seguinte resultado preliminar:

Lema 2.3.4 Seja F um espaço vetorial normado e seja
∞∑
n=1

an = a uma série convergente

em F . Então
∞∑
i=1

(a2i−1 + a2i) = a.

Demonstração. Notemos que, para cada k ∈ N,

k∑
i=1

(a2i−1 + a2i) = (a1 + a2) + (a3 + a4) + · · ·+ (a2k−1 + a2k) =
2k∑
i=1

ai.

Mas

(
2k∑
i=1

ai

)∞
k=1

é uma subsequência de

(
k∑
i=1

ai

)∞
k=1

, e esta última sequência converge

para a pois
∞∑
n=1

an = a. Logo

(
2k∑
i=1

ai

)
k−→∞−→ a, e portanto

∞∑
i=1

(a2i−1 + a2i) = a.

Exemplo 2.3.5 (Polinômios m-homogêneos nucleares) Um polinômio P ∈ P(mE;F ) é
dito nuclear se podemos escrever P na forma

P (x) =
∞∑
i=1

x′i(x)myi, (2.1)

em (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F são sequências limitadas tais que

∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖ <∞. (2.2)
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Neste caso definimos

‖P‖N := inf
∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as sequências (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F limitadas,

tais que (2.1) e (2.2) são satisfeitas.
Denotamos por PN(mE;F ) o conjunto de todos os polinômios m-homogêneos nucleares

de E em F . No caso linear denotamos por LN(E;F ) o conjunto de todos os operadores
nucleares de E em F . Quando m = 0 definimos PN(0E;F ) = F .

O objetivo deste exemplo é mostrar que a sequência (PN(mE;F ), ‖ · ‖N)∞m=0 é um tipo
de holomorfia de E em F . Para isso provemos que:

(i) PN(mE;F ) é subespaço vetorial de P(mE;F ) para m ≥ 1.
Sejam P,Q ∈ PN(mE;F ), digamos

P (x) =
∞∑
i=1

x′i(x)myi, Q(x) =
∞∑
i=1

z′i(x)mwi, (2.3)

onde (x′i)
∞
i=1, (z′i)

∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1, (wi)

∞
i=1 ⊂ F são sequências limitadas tais que

∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖ <∞,
∞∑
i=1

‖z′i‖m · ‖wi‖ <∞. (2.4)

Dado x ∈ E, definamos a série

x′1(x)my1 + z′1(x)mw1 + x′2(x)my2 + z′2(x)mw2 + · · ·+ x′n(x)myn + z′n(x)mwn + · · · . (2.5)

Chamando

s1 = ‖x′1‖m · ‖y1‖,
s2 = ‖x′1‖m · ‖y1‖+ ‖z′1‖m · ‖w1‖,
s3 = ‖x′1‖m · ‖y1‖+ ‖z′1‖m · ‖w1‖+ ‖x′2‖m · ‖y2‖,

...

por (2.4) sabemos que (sn)∞n=1 é uma sequência crescente e limitada de números reais.
Logo a série

‖x′1‖m·‖y1‖+‖z′1‖m·‖w1‖+‖x′2‖m·‖y2‖+‖z′2‖m·‖w2‖+· · ·+‖x′n‖m·‖yn‖+‖z′n‖m·‖wn‖+· · ·

é convergente e, pelo Lema 2.3.4, converge para

∞∑
i=1

(‖x′i‖m · ‖yi‖+ ‖z′i‖m · ‖wi‖) =
∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖+
∞∑
i=1

‖z′i‖m · ‖wi‖.

Vejamos que a série (2.5) converge para [P (x) +Q(x)]. De fato, a série (2.5) é absoluta-
mente convergente pois

‖x′1(x)m‖ · ‖y1‖+ ‖z′1(x)m‖ · ‖w1‖+ · · ·+ ‖x′n(x)m‖ · ‖yn‖+ ‖z′n(x)m‖ · ‖wn‖ ≤
[‖x′1‖m · ‖y1‖+ ‖z′1‖m · ‖w1‖+ · · ·+ ‖x′n‖m · ‖yn‖+ ‖z′n‖m · ‖wn‖] ‖x‖m.
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Como F é Banach, pelo Teorema 1.3.4 conclúımos que a série (2.5) é convergente e pelo
Lema 2.3.4 segue que (2.5) converge para

∞∑
i=1

(x′i(x)myi + z′i(x)mwi) =
∞∑
i=1

x′i(x)myi +
∞∑
i=1

z′i(x)mwi = P (x) +Q(x).

A demonstração de que se P ∈ PN(mE;F ) e λ ∈ K então λP ∈ PN(mE;F ) decorre
imediatamente da definição, por isso omitimos os detalhes.

(ii) ‖ · ‖N é uma norma em PN(mE;F ), m ≥ 1.
É claro que ‖P‖N ≥ 0 para todo P ∈ PN(mE;F ) e que ‖0‖N = 0. Suponhamos que

P ∈ PN(mE;F ) é tal que ‖P‖N = 0. Para todo ε > 0 existem sequências (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e

(yi)
∞
i=1 ⊂ F limitadas tais que

P (x) =
∞∑
i=1

x′i(x)myi e
∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖ < ε.

para todo x ∈ E. Logo

‖P (x)‖ =

∥∥∥∥∥ lim
k−→∞

k∑
i=1

x′i(x)myi

∥∥∥∥∥ = lim
k−→∞

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

x′i(x)myi

∥∥∥∥∥ ≤ lim
k−→∞

k∑
i=1

|x′i(x)|m · ‖yi‖

≤ lim
k−→∞

k∑
i=1

‖x′i‖
m · ‖x‖m · ‖yi‖ =

(
∞∑
i=1

‖x′i‖
m · ‖yi‖

)
· ‖x‖m < ε · ‖x‖m,

para todo x ∈ E. Então ‖P‖ ≤ ε para todo ε > 0, ou seja ‖P‖ = 0, donde segue que
P = 0.

Novamente, a demonstração de que se P ∈ PN(mE;F ) e λ ∈ K então ‖λP‖N =
|λ| · ‖P‖N é imediata e, uma vez mais, omitimos os detalhes.

Para provar a desigualdade triangular, sejam P,Q ∈ PN(nE;F ). De acordo com (2.3)
e (2.4), já provamos que

P (x) +Q(x) =
∞∑
i=1

(x′i(x)myi + z′i(x)mwi) , para todo x ∈ E, e

∞∑
i=1

(‖x′i‖m · ‖yi‖+ ‖z′i‖m · ‖wi‖) =
∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖+
∞∑
i=1

‖z′i‖m · ‖wi‖.

Dai,

‖P +Q‖N ≤
∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖+
∞∑
i=1

‖z′i‖m · ‖wi‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações nucleares de P e de Q segue a desigual-
dade triangular ‖P +Q‖N ≤ ‖P‖N + ‖Q‖N .

(iii) O espaço normado (PN(mE;F ), ‖ · ‖N) é completo.
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Seja (Pn)∞n=1 uma sequência em PN(mE;F ) tal que
∞∑
n=1

‖Pn‖N <∞. Devemos provar

que a série
∞∑
n=1

Pn converge em PN(mE;F ). Como ‖Pn‖N −→ 0, existe n0 ∈ N tal que

‖Pn‖N ≤ 1 para todo n ≥ n0. Dáı podemos supor, sem perda de generalidade, que
‖Pn‖N ≤ 1 para todo n ∈ N. Dado ε > 0, para cada n ∈ N existem sequências limitadas

(ϕni)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yni)

∞
i=1 ⊂ F tais que Pn =

∞∑
i=1

(ϕni)
myni e

∞∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖ <
(

1 +
ε

2n

)
· ‖Pn‖N .

Como ‖Pn‖N ≤ 1 para todo n, segue que

∞∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖ < ‖Pn‖N +
ε

2n
· ‖Pn‖N ≤ ‖Pn‖N +

ε

2n
.

Para cada n,

‖Pn‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

ϕni(x)myni

∥∥∥∥∥ = sup
x∈E
‖x‖≤1

lim
k−→∞

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

ϕni(x)myni

∥∥∥∥∥
≤ sup

x∈E
‖x‖≤1

lim
k−→∞

k∑
i=1

|ϕni(x)|m · ‖yni‖ ≤ sup
x∈E
‖x‖≤1

(
lim
k−→∞

k∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖

)
· ‖x‖m

=
∞∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖ < ‖Pn‖N +
ε

2n
.

Assim,

∞∑
n=1

‖Pn‖ ≤
∞∑
n=1

(
‖Pn‖N +

ε

2n

)
=
∞∑
n=1

‖Pn‖N +
∞∑
n=1

ε

2n
=
∞∑
n=1

‖Pn‖N + ε < +∞.

Isso quer dizer que a série
∞∑
n=1

Pn é absolutamente convergente no espaço de Banach

P(mE;F ). Pelo Teorema 1.3.4 segue que
∞∑
n=1

Pn é convergente em P(mE;F ), digamos

∞∑
n=1

Pn = P ∈ P(mE;F ). Logo

P =
∞∑
n=1

Pn =
∞∑
n=1

∞∑
i=1

ϕmniyni =
∞∑

n,i=1

ϕmniyni,
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onde a reordenação é garantida pela convergencia absoluta e pelo Teorema 1.3.4. Ademais,

∞∑
n,i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖ =
∞∑
n=1

(
∞∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖

)
≤

∞∑
n=1

(
‖Pn‖N +

ε

2n

)
=
∞∑
n=1

‖Pn‖N +
∞∑
n=1

ε

2n
=
∞∑
n=1

‖Pn‖N + ε < +∞,

provando que P ∈ PN(mE;F ). Por outro lado,

∥∥∥∥∥
k∑

n=1

Pn − P

∥∥∥∥∥
N

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=k+1

Pn

∥∥∥∥∥
N

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=k+1

∞∑
i=1

(ϕni)
myni

∥∥∥∥∥
N

≤
∞∑

n=k+1

∞∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖ =
∞∑

n=k+1

(
∞∑
i=1

‖ϕni‖m · ‖yni‖

)

≤
∞∑

n=k+1

(
1 +

ε

2n

)
· ‖Pn‖N < (1 + ε) ·

∞∑
n=k+1

‖Pn‖N ,

para todo k. Logo

lim
k−→∞

∥∥∥∥∥
k∑

n=1

Pn − P

∥∥∥∥∥
N

≤ (1 + ε) · lim
k−→∞

∞∑
n=k+1

‖Pn‖N = 0,

o que prova a convergência da série
∞∑
n=1

Pn para P em PN(mE;F ).

(iv) Condição (3) da Definição 2.2.1,

Sejam k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E e P ∈ PN(mE;F ). Dado ε > 0. Como
P ∈ PN(mE;F ), podemos escrever

P (x) =
∞∑
i=1

x′i(x)myi,

para todo x ∈ E, onde (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F são sequências limitadas tais que

∞∑
i=1

‖x′i‖m · ‖yi‖ < ‖P‖N + ε.
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Da Fórmula de Polarização, para todos x1, . . . , xm ∈ E,

P̌ (x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εmP (ε1x1 + · · ·+ εmxm)

=
1

m!2m

∑
εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εm

(
∞∑
i=1

x′i(ε1x1 + · · ·+ εmxm)myi

)

=
1

m!2m

∞∑
i=1

∑
εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εmx′i(ε1x1 + · · ·+ εmxm)myi

=
1

m!2m

∞∑
i=1

 ∑
εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εm[ε1x
′
i(x1) + · · ·+ εmx

′
i(xm)]m

 · yi
(∗)
=

1

m!2m

∞∑
i=1

m!2mx′i(x1) · · ·x′i(xm)yi =
∞∑
i=1

x′i(x1) · · ·x′i(xm)yi.

Em (∗) usamos que, para todos escalares a1, . . . , am,∑
εj=±1
1≤j≤m

ε1 · · · εm[ε1a1 + · · ·+ εmam]m = m!2ma1 · · · am.

Segue então que, para todo t ∈ E,

1

k!
d̂kP (a)(t) =

m!

k!(m− k)!
P̌ am−ktk

=
m!

k!(m− k)!

∞∑
i=1

x′i(a) · · · x′i(a)︸ ︷︷ ︸
m−k vezes

·x′i(t) · · ·x′i(t)︸ ︷︷ ︸
k vezes

·yi

=
m!

k!(m− k)!

∞∑
i=1

[x′i(a)]m−k · [x′i(t)]k · yi

=
∞∑
i=1

[x′i(t)]
k · m!

k!(m− k)!
· [x′i(a)]m−k · yi.

Definindo, para cada i ∈ N,

wi =
m!

k!(m− k)!
· [x′i(a)]m−k · yi ∈ F,

de

‖wi‖ =
m!

k!(m− k)!
· ‖x′i(a)‖m−k · ‖yi‖ ≤

m!

k!(m− k)!
· ‖x′i‖

m−k · ‖a‖m−k · ‖yi‖,
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segue que a sequência (wi)
∞
i=1 é limitada em F . Além disso,

∞∑
i=1

‖x′i‖k · ‖wi‖ =
∞∑
i=1

‖x′i‖
k · m!

k!(m− k)!
·
∥∥[x′i(a)]m−k · yi

∥∥
≤

∞∑
i=1

m!

k!(m− k)!
· ‖x′i‖

k · ‖x′i‖
m−k · ‖a‖m−k · ‖yi‖

=
∞∑
i=1

m!

k!(m− k)!
· ‖a‖m−k · ‖x′i‖

m · ‖yi‖

≤ 2m · ‖a‖m−k ·

(
∞∑
i=1

‖x′i‖
m · ‖yi‖

)
< +∞,

provando que
1

k!
d̂kP (a) ∈ PN(kE;F ). Ocorre que∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
N

= sup
t∈E
‖t‖≤1

∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)(t)

∥∥∥∥ = sup
t∈E
‖t‖≤1

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

[x′i(t)]
k · m!

k!(m− k)!
· [x′i(a)]m−k · yi

∥∥∥∥∥ ,
e para cada l ∈ N, se ‖t‖ ≤ 1,∥∥∥∥∥

l∑
i=1

[x′i(t)]
k · m!

k!(m− k)!
· [x′i(a)]m−k · yi

∥∥∥∥∥ ≤
l∑

i=1

‖x′i(t)‖
k · m!

k!(m− k)!
· ‖x′i(a)‖m−k · ‖yi‖

≤
l∑

i=1

‖x′i‖
k · m!

k!(m− k)!
· ‖x′i‖

m−k · ‖a‖m−k · ‖yi‖

=
m!

k!(m− k)!
· ‖a‖m−k ·

(
l∑

i=1

‖x′i‖
m · ‖yi‖

)
.

Portanto∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)(t)

∥∥∥∥ ≤ m!

k!(m− k)!
· ‖a‖m−k ·

(
∞∑
i=1

‖x′i‖
m · ‖yi‖

)

≤ m!

k!(m− k)!
· ‖a‖m−k · (‖P‖N + ε) ≤ 2m · (‖P‖N + ε) · ‖a‖m−k.

Como isso vale para todo ε > 0, segue que∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥ ≤ 2m · ‖P‖N · ‖a‖m−k.

2.4 Funções holomorfas associadas a um tipo de ho-

lomorfia

As funções holomorfas associadas a um tipo de holomorfia foram introduzidas por Nachbin
em [27, Definition 9.2]. Este conceito foi muito utilizado quando foi introduzido (veja,
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por exemplo, [18, 19]), e também tem sido utilizado recentemente (veja, por exemplo,
[3, 6, 11, 15]).

Definição 2.4.1 Sejam (PΘ(mE;F ))∞m=0 um tipo de holomorfia do espaço de Banach E
no espaço de Banach F e U um subconjunto aberto de E. Dizemos que uma função
holomorfa f ∈ H(U ;F ) é de Θ-tipo de holomorfia em ξ ∈ U se:

(1) d̂mf(ξ) ∈ PΘ(mE;F ) para todo m ∈ N.

(2) Existem números C ≥ 0 e c ≥ 0 tais que

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cm para todo m ∈ N.

Dizemos que f é de Θ-tipo de holomorfia em U se f é Θ-tipo de holomorfia em todo
ponto de U . Denotaremos porHΘ(U ;F ) o subconjunto deH(U ;F ) formado pelas funções
de Θ-tipo de holomorfia em U .

Proposição 2.4.2 Se (PΘ(mE;F ), F ))∞m=0 é um tipo de holomorfia do espaço de Banach
E no espaço de Banach F e é U um subconjunto aberto de E, então HΘ(U ;F ) é um
subespaço vetorial de H(U ;F ).

Demonstração. Por definição sabemos queHΘ(U ;F ) ⊂ H(U ;F ). Sejam f, g ∈ HΘ(U ;F )

e seja ξ ∈ U . Pela condição (1) da Definição 2.4.1 sabemos que d̂mf(ξ), d̂mg(ξ) ∈
PΘ(mE;F ) para todo m ∈ N e pela condição (2) da mesma definição existem números
C, c,K, k ≥ 0 tais que∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cm,
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mg(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ K · km

para todo m ∈ N. Como f, g ∈ H(U ;F ) e H(U ;F ) é espaço vetorial, temos f + g ∈
H(U ;F ) e, mais ainda, Pm(f+g)(ξ) = Pm(f)(ξ)+Pm(g)(ξ), onde Pm(f)(ξ) = 1

m!
d̂mf(ξ)

e Pm(g)(ξ) = 1
m!
d̂mg(ξ). Logo

Pm(f + g)(ξ) =
1

m!
d̂m(f + g)(ξ) =

1

m!
d̂mf(ξ) +

1

m!
d̂mg(ξ),

e portanto d̂m(f + g)(ξ) = d̂mf(ξ) + d̂mg(ξ) ∈ PΘ(mE;F ) e∥∥∥∥ 1

m!
d̂m(f + g)(ξ)

∥∥∥∥
Θ

=

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ) +

1

m!
d̂mg(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

+

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mg(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cm +K · km ≤ S · sm,

onde S = max{C,K} e s = max{c, k}.
Sejam agora f ∈ HΘ(U ;F ), λ ∈ K e ξ ∈ U . Então d̂mf(ξ) ∈ PΘ(mE;F ) para todo

m ∈ N e existem números C ≥ 0, c ≥ 0 tais que∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cm
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para todo m ∈ N. Da mesma forma que antes, temos λf ∈ H(U ;F ) e Pm(λf)(ξ) =

λPm(f)(ξ), onde Pm(f)(ξ) = 1
m!
d̂mf(ξ). Logo

Pm(λf)(ξ) =
1

m!
d̂m(λf)(ξ) = λ

1

m!
d̂mf(ξ)

e portanto d̂m(λf)(ξ) = λd̂mf(ξ) ∈ PΘ(mE;F ) e∥∥∥∥ 1

m!
d̂m(λf)(ξ)

∥∥∥∥
Θ

=

∥∥∥∥λ · 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

= |λ|
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ (|λ| · C) · cm
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CAPÍTULO 3

DIFERENCIAÇÃO DE TIPOS DE
HOLOMORFIA

No Caṕıtulo 10 de [27], L. Nachbin ensina como obter novos tipos de holomorfia a partir da
diferenciação de um tipo de holomorfia dado. Entretanto, as demonstração lá apresentadas
são apenas esquematizadas e com passagens muito pouco justificadas. O objetivo central
deste caṕıtulo é dar demonstrações completas, detalhadas e justificadas dos resultados
que aparecem no referido caṕıtulo.

3.1 Resultados preliminares

Antes de falar sobre diferenciação de tipos de holomorfia, precisamos apresentar alguns
resultados sobre funções holomorfas que serão necessários. As primeiras definições e
notações sobre funções holomorfas foram apresentadas na Seção 2.4.

Nesta seção, E e F serão espaços de Banach complexos e U denotará um aberto de
E.

Proposição 3.1.1 (Fórmula integral de Cauchy) Sejam f ∈ H(U ;F ), ξ ∈ U , x ∈ U e
ρ > 1 tais que (1− λ)ξ + λx ∈ U para todo λ ∈ C com |λ| ≤ ρ. Então

f(x) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λ− 1
dλ.

Demonstração. Consideremos a função cont́ınua

θ : C −→ E , θ(λ) = (1− λ)ξ + λx.

Como θ−1(U) é aberto em C, existe um aberto V ⊂ θ−1(U) convexo tal que D̄(0, ρ) ⊂ V .
Dado ϕ ∈ F ′ , pela fórmula integral de Cauchy para funções anaĺıticas em C para abertos
convexos, temos

(ϕ ◦ f ◦ θ)(1) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

(ϕ ◦ f ◦ θ)(λ)

λ− 1
dλ,
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pois 1 ∈ D(0, ρ). Assim,

ϕ(f(x)) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

[ϕ ◦ (f ◦ θ)](λ)

λ− 1
dλ,

e como f ◦ θ é Bochner integrável em D̄(0, ρ) (veja [25, Definição 6.3 e Proposition 6.4]),
temos

ϕ(f(x)) = ϕ

(
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λ− 1
dλ

)
para todo ϕ ∈ F ′. Pelo Teorema de Hahn-Banach sabemos que F

′
separa pontos de F ,

portanto

f(x) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λ− 1
dλ.

Proposição 3.1.2 (Fórmula integral de Cauchy) Sejam f ∈ H(U ;F ), ξ ∈ U , x ∈ E e
ρ > 0 tais que ξ + λx ∈ U para todo λ ∈ C com |λ| ≤ ρ. Então

1

m!
d̂mf(ξ)(x) =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ

para m = 0, 1, 2, . . .

Demonstração. Veja [25, Corollary 7.3]

Proposição 3.1.3 (Desigualdade de Cauchy) Se f ∈ H(U ;F ), ξ ∈ U e ρ > 0 são tais
que B̄ρ(ξ) ⊂ U , então ∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥ ≤ 1

ρm
· sup
‖x−ξ‖=ρ

‖f(x)‖

para m = 0, 1, 2, . . . Aqui B̄ρ(ξ) é uma bola fechada de centro em ξ e raio ρ.

Demonstração. Para cada m, pela Proposição 3.1.2, temos∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥ = sup
x∈E
‖x‖=1

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)(x)

∥∥∥∥
= sup

x∈E
‖x‖=1

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ

∥∥∥∥
=

1

2π
sup
x∈E
‖x‖=1

∥∥∥∥∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ

∥∥∥∥ .
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Usando a desigualdade triangular para a integral de Bochner (veja [9, Corolário 9.7.7] ou
[25, Proposition 6.4(b)]), obtemos que para x ∈ E com ‖x‖ = 1∥∥∥∥∫

|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ

∥∥∥∥ ≤ ∫
|λ|=ρ

∥∥∥∥f(ξ + λx)

λm+1

∥∥∥∥ dλ =

∫
|λ|=ρ

‖f(ξ + λx)‖
ρm+1

dλ

=
1

ρm+1
·
∫
|λ|=ρ
‖f(ξ + λx)‖dλ

≤ 1

ρm+1
· sup
|λ|=ρ
‖f(ξ + λx)‖ · (comprimento de |λ| = ρ)

=
2πρ

ρm+1
· sup
‖y−ξ‖=ρ

‖f(y)‖ =
2π

ρm
· sup
‖y−ξ‖=ρ

‖f(y)‖.

Logo, ∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(ξ)

∥∥∥∥ ≤ 1

ρm
· sup
‖y−ξ‖=ρ

‖f(y)‖.

Relembre que τm,f,ξ denota o polinômio de Taylor de ordem m da função holomorfa f
em ξ (veja Seção 2.4).

Lema 3.1.4 Sejam f ∈ H(U ;F ), ξ ∈ U , x ∈ U e ρ > 1 tais que (1− λ)ξ + λx ∈ U para
todo λ ∈ C com |λ| ≤ ρ. Então

‖f(x)− τm,f,ξ(x)‖ ≤ 1

ρm(ρ− 1)
· sup
|λ|=ρ
‖f [(1− λ)ξ + λx]‖

para m = 0, 1, 2, . . .

Demonstração. Para todos 0 6= λ 6= 1 e m = 0, 1, 2, . . . ,

1

λm+1(λ− 1)
=

1

(λ− 1)
−

m∑
k=0

1

λk+1
.

Reescrevendo na forma

1

(λ− 1)
−

m∑
k=0

1

λk+1
=

1

λm+1(λ− 1)
,

obtemos
f [(1− λ)ξ + λx]

(λ− 1)
−

m∑
k=0

f [(1− λ)ξ + λx]

λk+1
=
f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
.

Dáı,∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

(λ− 1)
dλ−

m∑
k=0

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λk+1
dλ =

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
dλ,
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donde segue que

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

(λ− 1)
dλ−

m∑
k=0

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λk+1
dλ

=
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
dλ.

Pelas Proposições 3.1.1 e 3.1.2, temos

f(x)−
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(x− ξ) =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
dλ.

Usando novamente a desigualdade triangular para a integral de Bochenr, obtemos

‖f(x)− τm,f,ξ‖ =
1

2π

∥∥∥∥∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
dλ

∥∥∥∥
≤ 1

2π

∫
|λ|=ρ

∥∥∥∥f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)

∥∥∥∥ dλ.
Agora, como

|λm+1(λ− 1)| = |λm+1| · |λ− 1| ≥ |λm+1| · (|λ| − 1),

segue que

1

2π

∫
|λ|=ρ

∥∥∥∥f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)

∥∥∥∥ dλ ≤ 1

2π

∫
|λ|=ρ

‖f [(1− λ)ξ + λx]‖
ρm+1(ρ− 1)

dλ

≤ 1

2π

(
sup
|λ|=ρ
‖f [(1− λ)ξ + λx]‖

)
· 2πρ · 1

ρm+1(ρ− 1)

=
1

ρm(ρ− 1)
· sup
|λ|=ρ
‖f [(1− λ)ξ + λx]‖.

Definição 3.1.5 (Conjunto ξ-equilibrado) Seja U ⊂ E um subconjunto aberto não vazio.
U é dito ξ-equilibrado com respeito a um de seus pontos ξ se (1−λ)ξ+λx ∈ U para todos
x ∈ U e λ ∈ C com |λ| ≤ 1.

Exemplo 3.1.6 Em qualquer espaço de Banach complexo E, a bola aberta Br(0) com
r > 0 é 0-equilibrado. Além disso, se ξ 6= 0, então Br(0) não é ξ-equilibrado

Lema 3.1.7 Sejam U aberto em E, W aberto em C×E, D = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} e K ⊂ U
um compacto tal que D×K ⊂ W . Então existem ρ > 1 e V aberto em E tais que:

(i) K ⊂ V ⊂ U .

(ii) D×K ⊂ Dρ(0)× V ⊂ W , onde Dρ(0) = {λ ∈ C : |λ| ≤ ρ}.

41



Demonstração. Usando a generalização do lema do tubo (veja, por exemplo, [26, Exer-
cise 26.9]), existem abertos A em C e B em E tais que

D×K ⊂ A×B ⊂ W.

Logo D ⊂ A e K ⊂ B. Assim

K = K ∩ U ⊂ B ∩ U ⊂ U,

e chamando V = B ∩ U temos

D×K ⊂ A× V ⊂ A×B ⊂ W.

Afirmação. Existe ρ > 1 tal que Dρ(0) ⊂ A.
Para provar a afirmação, suponhamos, por absurdo, que Dρ(0) * A para todo ρ > 1.

Chamando ρn = 1 + 1
n

para todo n, existe uma sequência (an)n∈N tal que an ∈ Dρn(0)
e an 6∈ A para todo n. Agora, como D2(0) é compacto e Dρn(0) ⊂ D2(0), então (an)n∈N
admite uma subsequência convergente em D2(0). Existem então um subconjunto infinito
N′ de N e a ∈ D2(0) tais que lim

n∈N′
an = a. Neste caso, |an| ≤ ρn para todo n ∈ N′ . Assim,

|a| ≤ 1 e portanto a ∈ D ⊂ A. Então a ∈ A, o que é um absurdo pois A é aberto e an 6∈ A
para todo n ∈ N. Isso prova a afirmação, da qual segue que

D×K ⊂ Dρ(0)×K ⊂ Dρ(0)× V × A×B ⊂ W.

Proposição 3.1.8 Sejam f ∈ H(U ;F ) e ξ ∈ U . Se U é ξ-equilibrado, então a série de
Taylor de f em ξ converge a f uniformemente em alguma vizinhança, contida em U , de
cada subconjunto compacto de U .

Demonstração. Primeiramente notemos que f é cont́ınua em U por ser holomorfa [25,
Lemma 5.6]. Dado K ⊂ U compacto, consideremos a função

g : D×K −→ E , g(λ, x) = (1− λ)ξ + λx.

Notemos que g é cont́ınua e que D×K é compacto em C× E. Assim,

A := g(D×K) = {(1− λ)ξ + λx : x ∈ K,λ ∈ C, |λ| ≤ 1}

é compacto em E. Por ser U ξ-equilibrado, temos A ⊂ U . Dessa forma obtemos que f é
limitada em A, pois todo espaço métrico compacto é limitado. Logo existe W aberto em
F limitado tal que f(g(D×K)) ⊂ W ⊂ F . Assim,

g(D×K) ⊂ f−1(W ) ⊂ U e D×K ⊂ g−1(f−1(W )),

onde g−1(f−1(W )) é aberto em C× E. Pelo Lema 3.1.7 existem ρ > 1 e V aberto em E
com K ⊂ V ⊂ U tais que

D×K ⊂ Dρ(0)× V ⊂ g−1(f−1(W )).
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Decorre que

g(Dρ(0)× V ) ⊂ g(g−1(f−1(W ))) ⊂ f−1(W ),

e portanto

f(g(Dρ(0)× V )) ⊂ f(f−1(W )) ⊂ W.

Logo f(g(Dρ(0)× V )) ⊂ W é limitado e

g(Dρ(0)× V ) ⊂ f−1(f(g(Dρ(0)× V ))) ⊂ f−1(W ) ⊂ U. (3.1)

Notemos que

g(Dρ(0)× V ) = {(1− λ)ξ + λx : x ∈ V, λ ∈ C, |λ| ≤ ρ},

dáı

sup
x∈V

λ∈C,|λ|≤1

‖f [(1− λ)ξ + λx]‖ < +∞.

Pelo Lema 3.1.4 e por (3.1), temos

‖f(x)− τm,f,ξ(x)‖ ≤ 1

ρm(ρ− 1)
· sup
|λ|=ρ
‖f [(1− λ)ξ + λx]‖

≤ 1

ρm(ρ− 1)
· sup
x∈V
|λ|=ρ

‖f [(1− λ)ξ + λx]‖,

logo

sup
x∈V
‖f(x)− τm,f,ξ(x)‖ ≤ 1

ρm(ρ− 1)
· sup
x∈V
|λ|=ρ

‖f [(1− λ)ξ + λx]‖

e então lim
m→∞

sup
x∈V
‖f(x)− τm,f,ξ(x)‖ = 0 pois ρ > 1.

Definição 3.1.9 Sejam f ∈ H(U ;F ) e ξ ∈ U .

(a) O raio de limitação de f em ξ é o supremo do conjunto formado pelos números
r > 0 tais que B̄r(ξ) ⊂ U e f é limitada em B̄r(ξ). O raio de limitação de f em ξ é
denotado por rbf(ξ);

(b) O raio de convergência da série de Taylor de f em ξ é denotada por rcf(ξ);

(c) A distância de ξ à fronteira de U é denotada por d(ξ; ∂U). No caso em que U = E
definimos, por conveniência, d(ξ; ∂U) =∞.

Lema 3.1.10 Sejam U ⊂ E aberto e ξ ∈ U . Então

d(ξ; ∂U) := inf{d(ξ, a) : a ∈ ∂U} = sup{r > 0 : B̄r(ξ) ⊂ U}.

43



Demonstração. Notemos que a igualdade desejada se cumpre se U = E pois d(ξ; ∂U) =
∞ neste caso. Agora consideremos U 6= E e chamemos I = d(ξ; ∂U) e S = sup{r > 0 :
B̄r(ξ) ⊂ U}. Dividiremos o argumento em quatro passos:

Passo 1. I > 0.
Suponhamos, por absurdo, que I = 0. Neste caso,

para todo r > 0 existe b ∈ ∂U tal que 0 ≤ d(ξ, b) < r. (3.2)

Agora, como ξ ∈ U existe δ > 0 tal que Bδ(ξ) ⊂ U , e de (3.2) segue a existência de
b ∈ ∂U tal que 0 ≤ d(ξ, b) < δ. Dessa forma b ∈ Bδ(ξ) ⊂ U e portanto b ∈ U , o que é um
absurdo pois b ∈ ∂U .

Passo 2. BI(ξ) ⊂ U .
Argumentando novamente por absurdo, suponhamos que exista a ∈ BI(ξ) tal que

a 6∈ U . Neste caso d(ξ, a) < I, e portanto a 6∈ ∂U , pois se a ∈ ∂U teŕıamos d(ξ, a) ≥ I, o
que é um absurdo. Como U 6= E, a 6∈ U e a 6∈ ∂U , temos a ∈ int(U c). Consideremos a
função cont́ınua

f : [0, 1] −→ E , f(λ) = (1− λ)a+ λξ.

Os conjuntos f−1(U) e f−1(int(U c)) são abertos em [0, 1], 0 ∈ f−1(int(U c)) e 1 ∈ f−1(U).
Como [0, 1] é conexo, existe λ0 ∈ (0, 1) tal que λ0 6∈ f−1(U), λ0 6∈ f−1(int(U c)), portanto
f(λ0) 6∈ U e f(λ0) 6∈ int(U c). Assim f(λ0) ∈ U c e para todo r > 0 existe y ∈ Br(f(λ0))
tal que y ∈ U , ou seja, f(λ0) ∈ ∂U . Logo d(ξ, a) ≥ d(ξ, f(λ0)) ≥ I, donde segue a
contradição I > d(ξ, a) ≥ I.

Passo 3. I ≤ S.
Seja ε tal que 0 < ε < I. Em primeiro lugar notemos que B̄I−ε(ξ) ⊂ BI(ξ) ⊂ U pois,

se x ∈ B̄I−ε(ξ), então ‖x − ξ‖ ≤ I − ε < I. Do Passo 2 decorre que I − ε ≤ S. Então
I ≤ S + ε para todo 0 < ε < I, e dáı conclúımos que I ≤ S.

Passo 4. I ≥ S.
Suponha que I < S. Neste caso existe c > 0 tal que I < c < S. Pelas definições de

ı́nfimo e de supremo existe r > 0 tal que B̄r(ξ) ⊂ U e c < r ≤ S, e existe a ∈ ∂U tal
que I ≤ d(ξ, a) < c. Assim d(ξ, a) < c < r, e portanto a ∈ B̄r(ξ) ⊂ U . Isso implica que
a ∈ U , o que é um absurdo pois a ∈ ∂U .

Proposição 3.1.11 Sejam f ∈ H(U ;F ) e ξ ∈ U . Então

rbf(ξ) = min{rcf(ξ), d(ξ; ∂U)}.

Demonstração. Provemos primeiramente que rbf(ξ) ≤ min{rcf(ξ), d(ξ; ∂U)}. Pelo
Lema 3.1.10, sabemos que d(ξ; ∂U) = sup{r > 0 : B̄r(ξ) ⊂ U}, logo rbf(ξ) ≤ d(ξ; ∂U).
Por outro lado, se 0 ≤ r < rbf(ξ), então B̄r(ξ) ⊂ U e f é limitada em B̄r(ξ), digamos
‖f(x)‖ ≤M para todo x ∈ B̄r(ξ). Pela Desigualdade de Cauchy (Proposição 3.1.3), segue

que se f(x) =
∞∑
m=0

Pm(x− ξ), então

‖Pm‖ ≤
1

rm
· sup
‖x−ξ‖=r

‖f(x)‖ ≤ M

rm
para todo m = 0, 1, 2, . . . .
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Assim, ‖Pm‖
1
m ≤ M

1
m

r
, e portanto, se n ∈ N

sup
m≥n
‖Pm‖

1
m ≤ sup

m≥n

M
1
m

r
,

o que implica

inf
n

sup
m≥n
‖Pm‖

1
m ≤ sup

m≥n
‖Pm‖

1
m ≤ sup

m≥n

M
1
m

r

e então

lim sup
m
‖Pm‖

1
m ≤ lim sup

m

M
1
m

r
=

1

r
.

Disso segue que
1

lim sup
m
‖Pm‖

1
m

≥ r e pelo Teorema 2.1.3 temos rcf(ξ) ≥ r. Fazendo

r −→ rbf(ξ) obtemos rcf(ξ) ≥ rbf(ξ).
Provemos agora que rbf(ξ) ≥ min{rcf(ξ), d(ξ; ∂U)}. Começamos notando que rcf(ξ) >

0 e que d(ξ; ∂U) > 0 pois f é holomorfa e U é aberto. Agora, se

0 ≤ r < s < min{rcf(ξ), d(ξ; ∂U)},

então s < d(ξ; ∂U), e pelo Lema 3.1.10 tem-se Bs(ξ) ⊂ U . Logo Bs(ξ) é ξ-equilibrado e
pela Proposição 3.1.8 segue que para cada x ∈ Bs(ξ),

f(x) =
∞∑
m=0

Pmf(ξ)(x− ξ),

pois {x} é compacto para cada x ∈ Bs(ξ). Pela formula de Cauchy-Hadamard (Teorema
2.1.3) e pela desigualdade s < rcf(ξ) temos

lim sup
m
‖Pmf(ξ)‖

1
m =

1

rcf(ξ)
<

1

s
,

ou seja,

inf
n

sup
m≥n
‖Pmf(ξ)‖

1
m <

1

s
.

Existe então n0 ∈ N tal que

(
sup
m≥n0

‖Pmf(ξ)‖
1
m

)
<

1

s
, ou seja,

sup
m≥n0

{
‖Pmf(ξ)‖

1
m − 1

s

}
< 0.

Dessa forma, podemos tomar ε > 0 tal que

‖Pmf(ξ)‖
1
m − 1

s
< −ε para todo m ≥ n0.
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Assim ‖Pmf(ξ)‖ 1
m < 1

s
− ε e

‖Pmf(ξ)‖ <
(

1

s
− ε
)m

=
(1− sε)m

sm
<

1

sm
,

para todo m ≥ n0. Logo ‖Pmf(ξ)‖ < c

sm
para m = 0, 1, 2, . . ., onde

c = max
{

1, ‖P 0f(ξ)‖, . . . , sn0−1‖P n0−1f(ξ)‖
}
.

Para cada x ∈ Bs(ξ) sabemos que

lim
k→∞

∥∥∥∥∥f(x)−
k∑

m=0

Pmf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥ = 0.

E para cada k ∈ N e cada x ∈ B̄r(ξ),

‖f(x)‖ ≤

∥∥∥∥∥f(x)−
k∑

m=0

Pmf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
k∑

m=0

Pmf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥f(x)−
k∑

m=0

Pmf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥+
k∑

m=0

‖Pmf(ξ)(x− ξ)‖

≤

∥∥∥∥∥f(x)−
k∑

m=0

Pmf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥+
k∑

m=0

c

sm
· rm.

Fazendo k −→∞, obtemos

‖f(x)‖ ≤
∞∑
m=0

c
(r
s

)m
= c ·

∞∑
m=0

(r
s

)m
,

para todo x ∈ B̄r(ξ). A série
∞∑
m=0

(r
s

)m
é convergente pois

r

s
< 1, e dáı segue que

rbf(ξ) ≥ r. Usando a definição de supremo e o fato de que 0 < r < min{rcf(ξ), d(ξ; ∂U)},
conclúımos que min{rcf(ξ), d(ξ; ∂U)} ≤ rbf(ξ).

Lema 3.1.12 Sejam U ⊂ E aberto, a ∈ E e U − a := {x − a : x ∈ U}. Para cada
f ∈ H(U ;F ) definimos

fa : U − a −→ F , fa(t) = f(a+ t).

Então

(a) fa ∈ H(U − a;F ) e Pmfa(t) = Pmf(a+ t) para todos t ∈ (U − a) e m ∈ N0.

(b) O operador
ψ : H(U ;F ) −→ H(U − a;F ) , ψ(f) = fa,

é um isomorfismo de espaços vetoriais.
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Demonstração.
(a) Como f ∈ H(U ;F ), para cada ξ ∈ U existem Br(ξ) ⊂ U e uma sequência de po-

linômios Pmf(ξ) ∈ P(mE;F ) tais que f(x) =
∞∑
m=0

Pmf(ξ)(x − ξ) uniformemente para

x ∈ Br(ξ). Agora seja ζ ∈ (U − a). Então ζ = ξ − a para algum ξ ∈ U . Notemos que
(Br(ξ)− a) ⊂ (U − a) pois Br(ξ) ⊂ U . Dado y ∈ Br(ξ)− a, então y = x− a para algum
x ∈ Br(ξ). Assim,

fa(y) = fa(x− a) = f(x) =
∞∑
m=0

Pmf(ξ)(x− ξ) =
∞∑
m=0

Pmfa(ζ)(y − ζ)

uniformemente para y ∈ Br(ξ)− a. Ademais, pela unicidade da sequência de polinômios
da série de Taylor, segue que Pmfa(ζ) = Pmf(a+ ζ) para ζ ∈ (U − a) e m ∈ N0.
(b) Vejamos que ψ é linear. Sejam f, g ∈ H(U ;F ) e λ ∈ C. Para todo t ∈ (U − a),

ψ(f + λg)(t) = (f + λg)a(t) = (f + λg)(a+ t) = f(a+ t) + λg(a+ t)

= fa(t) + λga(t) = (fa + λga)(t) = (ψ(f) + λψ(g))(t),

provando que ψ(f + λg) = ψ(f) + λψ(g).

Agora suponhamos que f ∈ H(U ;F ) seja tal que ψ(f) = fa = 0. Neste caso fa(t) =
f(a + t) = 0 para todo t ∈ (U − a). Dado x ∈ U , (x − a) ∈ (U − a), logo f(x) =
f(a+ (x− a)) = 0, provando que f = 0. Segue que ψ é injetora.

Dada g ∈ H(U − a;F ), por (a) temos g−a ∈ H(U ;F ), onde

g−a : U −→ F , g−a(x) = g(x− a)

Logo ψ(g−a) = (g−a)a = g, o que prova a sobrejetividade de ψ.

Proposição 3.1.13 Se f ∈ H(U ;F ), então

dmf ∈ H(U ;Ls(mE;F )) e

d̂mf ∈ H(U ;P(mE;F ))

para m = 0, 1, 2, . . .. Mais ainda, se f(x) =
∞∑
j=0

P jf(ξ)(x − ξ) é a série de Taylor de f

em ξ ∈ U , então as séries de Taylor de dmf e d̂mf em ξ são

dmf(x) =
∞∑
j=0

dm[Pm+jf(ξ)](x− ξ) e

d̂mf(x) =
∞∑
j=0

d̂m[Pm+jf(ξ)](x− ξ).
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Demonstração. Provemos primeiramente o caso em que 0 ∈ U . Como f(0) ∈ F ,
qualquer bola aberta B∆(f(0)), ∆ > 0, está contida em F . Assim 0 ∈ f−1(B∆(f(0))) ⊂ U ,
e como f−1(B∆(f(0))) é aberto, uma vez que f é cont́ınua por ser holomorfa, existe r > 0
tal que

B̄3r(0) ⊂ f−1(B∆(f(0))) ⊂ U

onde f é limitada em B̄3r(0), isto pois

f(B̄3r(0)) ⊂ f(f−1(B∆(f(0)))) ⊂ B∆(f(0)).

Pela Proposição 3.1.11 temos, em particular, que a série de Taylor de f na origem converge
a f uniformemente em B̄2r(0). Então para todo δ > 0 existe k0 ∈ N tal que∥∥∥∥∥f(t)−

k∑
j=0

P jf(0)(t)

∥∥∥∥∥ < δ

sempre que k ≥ k0 e ‖t‖ ≤ 2r. Dados ε > 0 e m ∈ N, tomando δ = εrm segue que existe
k0 ∈ N tal que ∥∥∥∥∥f(t)−

k∑
j=0

P jf(0)(t)

∥∥∥∥∥ < εrm

sempre que k ≥ k0 e ‖t‖ ≤ 2r. Logo

sup
‖x−t‖=r

∥∥∥∥∥f(x)−
k∑
j=0

P jf(0)(x)

∥∥∥∥∥ ≤ εrm

para cada t com ‖t‖ ≤ r. Aplicando uma vez mais a Desigualdade de Cauchy (Proposição
3.1.3) temos∥∥∥∥∥Pm

(
f −

k∑
j=0

P jf(0)

)
(t)

∥∥∥∥∥ ≤ 1

rm
· sup
‖x−t‖=r

∥∥∥∥∥f(x)−
k∑
j=0

P jf(0)(x)

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

para cada t com ‖t‖ ≤ r. Assim∥∥∥∥∥Pm

(
f −

k∑
j=0

P jf(0)

)
(t)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pmf(t)−
k∑
j=0

Pm[P jf(0)](t)

∥∥∥∥∥ ≤ ε

para todos t com ‖t‖ ≤ r e k ≥ k0. Observe que aqui estamos usando o seguinte fato:
se f, g ∈ H(U ;F ), então f + g ∈ H(U ;F ) e Pm(f + g)(a) = Pm(f)(a) + Pm(g)(a).
Conclúımos que

Pmf(t) =
∞∑
j=0

Pm[P jf(0)](t)

com convergência uniforme da série para ‖t‖ ≤ r. Sabemos ademais que Pm[P jf(0)] = 0
para m > j, logo

Pmf(t) =
∞∑
j=m

Pm[P jf(0)](t) =
∞∑
j=0

Pm[Pm+jf(0)](t)
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e como Pm+jf(0) ∈ P(m+jE;F ), temos

Pm[Pm+jf(0)] ∈ P(m+j−mE;P(mE;F )).

Façamos agora o caso geral. Dado a ∈ U , definimos

fa : U − a −→ F , fa(t) = f(a+ t).

Pelo Lema 3.1.12 sabemos que fa ∈ H(U − a;F ) e Pmfa(t) = Pmf(a + t) para todos
t ∈ (U − a) e m ∈ N0. De forma análoga ao que fizemos no caso anterior, conclúımos que
se f é limitada em B̄(a; 3r) ⊂ U , então fa é também limitada em B̄(0; 3r) ⊂ (U − a).
Usando o caso já provado, temos

Pmf(a+ t) = Pmfa(t) =
∞∑
j=0

Pm[Pm+jfa(0)](t) =
∞∑
j=0

Pm[Pm+jf(a)](t)

uniformemente para ‖t‖ ≤ r. Além disso, Pm[Pm+jf(a)] ∈ P(jE;P(mE;F )).

Observação 3.1.14 Examinando a demonstração anterior, notamos que se

f(x) =
∞∑
j=0

P jf(ξ)(x− ξ)

é a série de Taylor da função holomorfa f ∈ H(U ;F ) em ξ ∈ U , então existe um número
real ρ > 0 tal que 0 < ρ < rb, Bρ(ξ) ⊂ U e

d̂lf(x) =
∞∑
j=l

d̂lP jf(ξ)(x− ξ)

uniformemente em Bρ(ξ) no sentido de P(lE;F ) para qualquer l ∈ N.

Corolário 3.1.15 Se f ∈ H(U ;F ) e ξ ∈ U , então

1

k!
d̂k
(

1

m!
d̂mf

)
(ξ) =

1

m!
d̂m
[

1

(k +m)!
d̂k+mf(ξ)

]
para k,m = 0, 1, . . ..

Demonstração. Como f ∈ H(U ;F ) e ξ ∈ U , usando o fato de que se g ∈ H(U ;F ) e
λ ∈ C, então λg ∈ H(U ;F ) e Pm(λg)(a) = λPmg(a), obtemos

1

k!
d̂k
(

1

m!
d̂mf

)
(ξ) =

1

m!

[
1

k!
d̂k
(
d̂mf

)
(ξ)

]
=

1

m!

[
P k
(
d̂mf

)
(ξ)
]

=
1

m!
d̂m
[
Pm+kf(ξ)

]
= Pm

[
Pm+kf(ξ)

]
=

1

m!
d̂m
[

1

(m+ k)!
d̂m+kf(ξ)

]
.
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3.2 Diferenciação de tipos de holomorfia

Estudamos nesta seção o método introduzido por Nachbin [27] de gerar novos tipos de
holomorfia a partir da diferenciação de um tipo de holomorfia dado. Ao longo da seção,
E e F serão espaços de Banach complexos.

Proposição 3.2.1 Seja (PΘ(mE;F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . Para cada
m ∈ N0 a aplicação inclusão

PΘ(mE;F ) ↪→ P(mE;F )

é cont́ınua e
‖P‖ ≤ σm‖P‖Θ

para todo polinômio P ∈ PΘ(mE;F ), onde σ é a constante da condição (3) da Definição
2.2.1.

Demonstração. Pela condição (1) da Definição 2.2.1 sabemos que PΘ(mE;F ) é su-
bespaço vetorial de P(mE;F ) para cada m ∈ N0. Dado P ∈ PΘ(mE;F ), tomando k = 0
e a ∈ E, pela condições (2) e (3) da definição 2.2.1 temos

d̂0P (a) = P (a) ∈ PΘ(0E;F ) = F.

Assim também, pela condição (3) da mesma definição,

‖P (a)‖ = ‖P (a)‖Θ =

∥∥∥∥ 1

0!
P (a)

∥∥∥∥ ≤ σm‖P‖Θ‖a‖m.

Disso decorre imediatamente que ‖P‖ ≤ σm‖P‖Θ.

Proposição 3.2.2 Sejam E e F espaços de Banach, l ∈ N e m ∈ N0. Então o operador

Ψ: P(l+mE;F ) −→ P(mE;P(lE;F )) , Ψ(P ) =
1

l!
d̂lP,

é um isomorfismo (de espaços de Banach) sobre sua imagem.

Demonstração. (i) Vejamos que Ψ esta bem definida no sentido de que toma valores no
contradomı́nio indicado.

De fato, como P ∈ P(l+mE;F ), então d̂lP ∈ P(mE;P(lE;F )) como comprovado na
Observação 2.1.6.
(ii) Vejamos que Ψ é linear.

Para isso sejam P , Q ∈ P(l+mE;F ) e λ ∈ K (neste resultado podemos considerar os

casos em que K = R ou C). Então (P + λQ) ∈ P(l+mE;F ) e Ψ(P + λQ) = 1
l!
d̂l(P + λQ).

Pelo Exemplo 2.1.5, para todos x, y ∈ E temos

Ψ(P + λQ)(x)(y) =
1

l!
d̂l(P + λQ)(x)(y) =

(
l +m

l

)
(P + λQ)∨xmyl

=

(
l +m

l

)
(P̌ + λQ̌)xmyl =

(
l +m

l

)[
P̌ xmyl + λQ̌xmyl

]
=

(
l +m

l

)
P̌ xmyl + λ

(
l +m

l

)
Q̌xmyl =

1

l!
d̂lP (x)(y) + λ

1

l!
d̂lQ(x)(y)

= Ψ(P )(x)(y) + λΨ(Q)(x)(y) = [Ψ(P ) + λΨ(Q)](x)(y),

50



provando que Ψ(P + λQ) = Ψ(P ) + λΨ(Q).
(iii) Vejamos que Ψ é injetora.

Suponhamos que P ∈ P(l+mE;F ) é tal que Ψ(P ) = 0. Como Ψ(P ) = 1
l!
d̂lP = 0, para

todos ξ, y ∈ E,
1

l!
d̂lP (ξ)(y) =

(
l +m

l

)
P̌ ξmyl = 0.

Logo P̌ ξmyl = 0 para todos ξ, y ∈ E. Assim

P (ξ) = P̌ ξl+m = P̌ ξmξl = 0,

para todo ξ ∈ E, o que prova que P = 0.
(iv) Provemos por fim que Ψ é cont́ınua e que Ψ−1, definida na imagem de Ψ, também é
cont́ınua.

Para isso seja P ∈ P(l+mE;F ). Para todos x, y ∈ E,

‖Ψ(P )(x)(y)‖ =

∥∥∥∥ 1

l!
d̂lP (x)(y)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(l +m

l

)
P̌ xmyl

∥∥∥∥
=

(
l +m

l

)
‖P̌ xmyl‖ ≤

(
l +m

l

)
· ‖P̌‖ · ‖x‖m · ‖y‖l

≤
(
l +m

l

)
· (l +m)l+m

(l +m)!
· ‖P‖ · ‖x‖m · ‖y‖l

=
(l +m)!

l!m!
· (l +m)l+m

(l +m)!
· ‖P‖ · ‖x‖m · ‖y‖l

=
(l +m)l+m

l!m!
· ‖P‖ · ‖x‖m · ‖y‖l.

De
‖Ψ(P )‖ = sup

x,y∈E
‖x‖≤1
‖y‖≤1

‖Ψ(P )(x)(y)‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

sup
y∈E
‖y‖≤1

‖Ψ(P )(x)(y)‖,

segue que

‖Ψ(P )‖ ≤ (l +m)l+m

l!m!
· ‖P‖,

donde conclúımos a continuidade de Ψ.
Por outro lado, para todo x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1,

‖P (x)‖ = ‖P̌ xmxl‖ ≤ sup
y∈E
‖y‖≤1

‖P̌ xmyl‖ ≤ sup
z∈E
‖z‖≤1

sup
y∈E
‖y‖≤1

‖P̌ zmyl‖

=
1(
l+m
l

) sup
z∈E
‖z‖≤1

sup
y∈E
‖y‖≤1

∥∥∥∥(l +m

l

)
P̌ zmyl

∥∥∥∥ =
1(
l+m
l

) sup
z∈E
‖z‖≤1

sup
y∈E
‖y‖≤1

‖Ψ(P )(z)(y)‖

=
1(
l+m
l

)‖Ψ(P )‖.

Disso segue que
(
l+m
l

)
‖P‖ ≤ ‖Ψ(P )‖, provando a continuidade de Ψ−1 sobre a imagem

de Ψ.
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Observação 3.2.3 Analisemos mais detidamente o caso em que m = 0 na proposição
acima. Neste caso temos

Ψ: P(lE;F ) −→ P(0E;P(lE;F )) = P(lE;F ) , Ψ(P ) =
1

l!
d̂lP = P.

Com efeito, se P ∈ P(lE;F ), então

Ψ(P )(ξ)(y) =
1

l!
d̂lP (ξ)(y) =

(
l

l

)
P̌ ξl−lyl = P̌ yl = P (y),

para todos ξ, y ∈ E. Isso nos dá Ψ(P )(ξ) = P para todo ξ ∈ E, ou seja, Ψ(P ) = P .

Agora podemos definir a diferenciação de um tipo de holomorfia:

Definição 3.2.4 Seja Θ um tipo de holomorfia de E em F . Sabemos pela Proposição
3.2.2 que para todos l, m ∈ N, o operador

Ψ: P(l+mE;F ) −→ P(mE;P(lE;F )) , Ψ(P ) =
1

l!
d̂lP,

é um isomorfismo sobre sua imagem. Dado P ∈ PΘ(l+mE;F ), pela condição (3) da
definição 2.2.1 e como l ≤ m+ l, temos

d̂lP (x) ∈ PΘ(lE;F ),

logo
d̂lP ∈ P(mE;PΘ(lE;F )).

Então Ψ(PΘ(l+mE;F )) é um subespaço vetorial de P(mE;PΘ(lE;F )) e PΘ(l+mE;F )) e
Ψ(PΘ(l+mE;F )) são isomorfos como espaços vetoriais. Denotamos

1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ) := Ψ(PΘ(l+mE;F )),

e definimos ∥∥∥∥ 1

l!
d̂lP

∥∥∥∥
τ

:= ‖P‖Θ

para todo P ∈ PΘ(l+mE;F ).

Os axiomas de norma para ‖ · ‖τ seguem imediatamente do seguinte fato elementar:

Lema 3.2.5 Sejam U , V espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K, U normado com
norma ‖ · ‖. Se ϕ : U −→ V é um isomorfismo de espaços vetoriais, então a função

‖ · ‖1 : V −→ R , ‖ϕ(u)‖1 = ‖u‖,

é uma norma em V .

Demonstração. Verifiquemos os axiomas de norma:
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(i) ‖v‖1 = ‖ϕ−1(v)‖ ≥ 0 para todo v ∈ V .

(ii) Dado v ∈ V , da bijetividade de ϕ,

‖v‖1 = 0⇐⇒ ‖ϕ−1(v)‖ = 0⇐⇒ ϕ−1(v) = 0⇐⇒ v = 0.

(iii) Para todos v ∈ V e λ ∈ K, da linearidade de ϕ,

‖λv‖1 = ‖ϕ−1(λv)‖ = ‖λ · ϕ−1(v)‖ = |λ| · ‖ϕ−1(v)‖ = |λ| · ‖v‖1.

(iv) Para todos v, w ∈ V , usando novamente a linearidade de ϕ,

‖v+w‖1 = ‖ϕ−1(v+w)‖ = ‖ϕ−1(v)+ϕ−1(w)‖ ≤ ‖ϕ−1(v)‖+‖ϕ−1(w)‖ = ‖v‖1+‖w‖1.

Proposição 3.2.6 Nas condições da Definição 3.2.4,(
1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ); ‖ · ‖τ

)
(3.3)

é um espaço de Banach para todos l, m ∈ N.

Demonstração. Já sabemos que (3.3) é espaço vetorial e os axiomas de norma seguem

do Lema 3.2.5. Resta mostrar que 1
l!
d̂lPΘ(l+mE;F ) é completo na norma ‖ · ‖τ . Para isso

nos valeremos do Teorema 1.3.4. Seja
∞∑
k=1

1

l!
d̂lPk uma série absolutamente convergente em

1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ), com cada Pk ∈ PΘ(l+mE;F ). Isso quer dizer que a série de números

reais
∞∑
k=1

∥∥∥∥ 1

l!
d̂lPk

∥∥∥∥
τ

é convergente. Como

∞∑
k=1

‖Pk‖Θ =
∞∑
k=1

∥∥∥∥ 1

l!
d̂lPk

∥∥∥∥
τ

< +∞,

e (PΘ(l+mE;F ), ‖ ·‖Θ) é um espaço de Banach, pelo Teorema 1.3.4 conclúımos que a série
∞∑
k=1

Pk é convergente em PΘ(l+mE;F ), digamos
∞∑
k=1

Pk = P ∈ PΘ(l+mE;F ). Neste caso,

para cada n ∈ N, ∥∥∥∥∥
n∑
k=1

1

l!
d̂lPk −

1

l!
d̂lP

∥∥∥∥∥
τ

=

∥∥∥∥∥ 1

l!
d̂l

(
n∑
k=1

Pk

)
− 1

l!
d̂lP

∥∥∥∥∥
τ

=

∥∥∥∥∥ 1

l!
d̂l

(
n∑
k=1

Pk − P

)∥∥∥∥∥
τ

=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Pk − P

∥∥∥∥∥
Θ

,
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logo

lim
n−→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

1

l!
d̂lPk −

1

l!
d̂lP

∥∥∥∥∥
τ

= 0.

Isso quer dizer que
∞∑
k=1

1

l!
d̂lPk =

1

l!
d̂lP em 1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ) e a completude segue de uma

nova aplicação do Teorema 1.3.4.

Proposição 3.2.7 Sejam Θ um tipo de holomorfia de E em F e l ∈ N. Então a sequência
de espaços de Banach (

1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F )

)
m∈N0

é um tipo de holomorfia de E em PΘ(lE;F ) na norma τ definida por∥∥∥∥ 1

l!
d̂lP

∥∥∥∥
τ

= ‖P‖Θ,

Este tipo de holomorfia será denotado por 1
l!
d̂lΘ.

Demonstração. Da Proposição 3.2.6 já sabemos que(
1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ); ‖ · ‖τ

)∞
m=0

é uma sequência de espaços de Banach e:

(i)
1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ) é um subespaço vetorial de P

(
mE;PΘ(lE;F )

)
para todom = 0, 1, 2, . . ..

(ii) Pela Observação 3.2.3,

1

l!
d̂lPΘ(lE;F ) = Ψ

(
PΘ(lE;F )

)
= PΘ(lE;F ),

onde PΘ(lE;F ) é subespaço vetorial de P(lE;F ).

(iii) Sejam k,m ∈ N, k ≤ m, x ∈ E e P ∈ 1
l!
d̂lPΘ(l+mE;F ). Como

P ∈ 1

l!
d̂lPΘ(l+mE;F ) = Ψ

(
PΘ(l+mE;F )

)
,

então existe um único Q ∈ PΘ(l+mE;F ) tal que Ψ(Q) = P . Além disso, pelo Exemplo
2.1.5 e pelo Corolario 3.1.15,

1

k!
d̂kP (x) =

1

k!
d̂kΨ(Q)(x) =

1

k!
d̂k
(

1

l!
d̂lQ

)
(x) =

1

l!
d̂l
[

1

(k + l)!
d̂k+lQ(x)

]
.

Como Q ∈ PΘ(l+mE;F ) e l + k ≤ l + m, da condição (3) da Definição 2.2.1 segue que

d̂l+kQ(x) ∈ PΘ(l+kE;F ). Então

1

k!
d̂kP (x) =

1

l!
d̂l
[

1

(l + k)!
d̂l+kQ(x)

]
∈ 1

l!
d̂lPΘ(l+kE;F ).
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Para completar a demonstração basta provar que∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (x)

∥∥∥∥
τ

≤ (σl+1)m · ‖P‖τ · ‖x‖m−k

para m = 0, 1, 2, . . . , onde σ é o parâmetro associado ao tipo de holomorfia Θ de E em
F de acordo com a condição (3) da Definição 2.2.1. Inicialmente, note que isso equivale
a mostrar que ∥∥∥∥ 1

(l + k)!
d̂l+kQ(x)

∥∥∥∥
Θ

≤ (σl+1)m · ‖Q‖Θ · ‖x‖m−k,

uma vez que Ψ(Q) = P e

1

k!
d̂kP (x) =

1

l!
d̂l
[

1

(l + k)!
d̂l+kQ(x)

]
.

Agora notemos que se m = 0, como k ≤ m, temos k = 0. Assim Q ∈ PΘ(lE;F ) e então,

pela Observação 3.2.3, temos
1

l!
d̂lQ(x) = Q, e portanto

∥∥∥∥ 1

l!
d̂lQ(x)

∥∥∥∥
Θ

= ‖Q‖Θ.

Agora se m ≥ 1, então Q ∈ PΘ(l+mE;F ) e l + k ≤ l +m. Pela condição (3) da definição
2.2.1 conclúımos que∥∥∥∥ 1

(l + k)!
d̂l+kQ(x)

∥∥∥∥
Θ

≤ σl+m · ‖Q‖Θ · ‖x‖l+m−(l+k)

= σl+m · ‖Q‖Θ · ‖x‖m−k

≤
(
σl+1

)m · ‖Q‖Θ · ‖x‖m−k.

Observação 3.2.8 Na demonstração da Proposição 3.2.7 usamos a seguinte desigual-
dade: se l,m ∈ N, então

σl+m ≤ σlm+m = σ(l+1)m.

Isso decorre do fato de que σ ≥ 1, pois neste caso a função

f : R −→ R , f(x) = σx,

é crescente. De fato, como l ≥ 1, m ≥ 1 e 0 ≤ l(m − 1) = lm − l, então lm ≥ l e
lm+m ≥ l +m, e dáı segue que

σl+m = f(l +m) ≤ f(lm+m) = σlm+m = σ(l+1)m.
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3.3 Funções holomorfas associadas ao tipo de holo-

morfia diferenciado

Dado um tipo de holomorfia Θ, na Seção 2.4 estudamos as funções holomorfas associadas
a Θ e na Seção 3.2 aprendemos a diferenciar Θ de modo a obter novos tipos de holomorfia
1
l!
d̂lΘ, l ∈ N. Torna-se natural então estudar as funções holomorfas associadas aos tipos

de holomorfia 1
l!
d̂lΘ, o que faremos nesta seção.

O seguinte resultado elementar de Análise Funcional será útil mais adiante.

Proposição 3.3.1 Sejam (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) espaços normados tais que X ⊂ Y e a
aplicação inclusão X ↪→ Y é cont́ınua. Seja y ∈ Y e seja (xk)k∈N uma sequência em X
tal que:

(i) xk −→ y na norma ‖ · ‖Y ;

(ii) (xk)k∈N é convergente na norma ‖ · ‖X .

Então y ∈ X e xk −→ y na norma ‖ · ‖X .

Demonstração. Da condição (ii) existe x0 ∈ X tal que xk −→ x0 na norma ‖ · ‖X . Da
continuidade da aplicação inclusão X ↪→ Y segue que xk −→ x0 na norma ‖ · ‖Y . Mas
xk −→ y na norma ‖·‖Y pela condição (i), então a unicidade do limite no espaço normado
(Y, ‖ · ‖Y ) assegura que y = x0 ∈ X.

Lema 3.3.2 Sejam U ⊂ E aberto e Θ um tipo de holomorfia de E em F . Se f ∈ H(U ;F )
é de Θ-tipo de holomorfia em ξ ∈ U , então existe um número real ρ > 0 tal que Bρ(ξ) ⊂ U
e:

(a) d̂mf(x) ∈ PΘ(mE;F ) para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N;

(b) Existem números reais C ≥ 0 e c ≥ 0 tais que∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(x)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cm

para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N;

(c) Para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N,

d̂mf(x) =
∞∑
k=m

d̂mPk(x− ξ),

onde

Pk =
1

k!
d̂kf(ξ) para todo k ∈ N

e a convergência se dá no sentido de PΘ(mE;F ).
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Demonstração. Como a função f é holomorfa em U e ξ ∈ U , existem uma bola
Br(ξ) ⊂ U e uma sequência de polinômios P kf(ξ) ∈ P(kE;F ), k ∈ N0, tais que

f(x) =
∞∑
k=0

P kf(ξ)(x − ξ) uniformemente para x ∈ Br(ξ). Pela Observação 3.1.14 existe

um número real ρ > 0 tal que 0 < ρ < rb, Bρ(ξ) ⊂ U e

d̂mf(x) =
∞∑
k=m

d̂mP kf(ξ)(x− ξ),

com convergência uniforme em Bρ(ξ) no sentido de P(mE;F ) para qualquer m ∈ N, onde

P kf(ξ) = 1
k!
d̂kf(ξ) para todo k. Agora, como f é de Θ-tipo de holomorfia em ξ, pela

condição (1) da Definição 2.4.1 temos d̂kf(ξ) = k!P kf(ξ) ∈ PΘ(kE;F ) para todo k ∈ N.
Com isso obtemos P kf(ξ) ∈ PΘ(kE;F ) para todo k. Dáı, se σ ≥ 1 é a constante cuja
existência é garantida pela condição (3) da Definição 2.2.1, temos

d̂mP kf(ξ)(x− ξ) ∈ PΘ(mE;F )

e ∥∥∥∥ 1

m!
d̂mP kf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ σk · ‖P kf(ξ)‖Θ · ‖x− ξ‖k−m,

para todo m ≤ k. Logo∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ
≤ m! · σk · ‖P kf(ξ)‖Θ · ‖x− ξ‖k−m. (3.4)

Também pela condição (2) da Definição 2.4.1 existem constantes C ′ ≥ 0, c′ ≥ 0 tais que,
para todo k ∈ N, ∥∥∥∥ 1

k!
d̂kf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

= ‖P kf(ξ)‖Θ ≤ C ′ · (c′)k. (3.5)

De (3.4) e (3.5) segue que∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ
≤ m! · σk · ‖P kf(ξ)‖Θ · ‖x− ξ‖k−m

≤ m! · σk · C ′ · (c′)k · ‖x− ξ‖k−m

= m! · C ′ · σk · (c′)k · ‖x− ξ‖k−m.

Sem perda de generalidade, podemos supor que σ · c′ · ρ < 1 (caso seja necessário, basta
trabalhar com min

{
ρ, 1

2σ·c′
}

no lugar de ρ). Então∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ
≤ m! · C ′ · σk · (c′)k · ‖x− ξ‖k−m

≤ m! · C ′ · σk · (c′)k · ρk−m =
m! · C ′

ρm
· (σ · c′ · ρ)k,

para todos k e x ∈ Bρ(ξ). Como

∞∑
k=m

m! · C ′

ρm
· (σ · c′ · ρ)k =

m! · C ′

ρm
· (σ · c′ · ρ)m

(1− σ · c′ · ρ)
=
m! · C ′ · (σ · c′)m

(1− σ · c′ · ρ)
< +∞,
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pelo Teste de Weierstrass (Teorema 1.3.7) segue que a série
∞∑
k=m

∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ

converge uniformemente em Bρ(ξ). Mais ainda,

∞∑
k=m

∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ
≤ m! · C ′ · (σ · c′)m

(1− σ · c′ · ρ)
. (3.6)

Novamente pelo Teste de Weierstrass conclúımos que a série

∞∑
k=m

d̂mP kf(ξ)(x− ξ) (3.7)

converge uniformemente em Bρ(ξ) no sentido de PΘ(mE;F ). Por outro lado sabemos que

essa mesma série converge para d̂mf(x) uniformemente em Bρ(ξ) no sentido de P(mE;F ).
Combinando a Proposição 3.2.1, a Proposição 3.3.1, a convergência (3.7) e essa última
convergência, conclúımos que

d̂mf(x) ∈ PΘ(mE;F )

para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N, e, ainda mais,

∞∑
k=m

d̂mP kf(ξ)(x− ξ) = d̂mf(x)

no sentido de PΘ(mE;F ) para todo x ∈ Bρ(ξ). Assim ficam provados os itens (a) e (c).
De ∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(x)

∥∥∥∥
Θ

=
1

m!

∥∥∥d̂mf(x)
∥∥∥

Θ
=

1

m!

∥∥∥∥∥ lim
n−→∞

n∑
k=m

d̂mP kf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥
Θ

,

e ∥∥∥∥∥
n∑

k=m

d̂mP kf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥
Θ

≤
n∑

k=m

∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ
,

temos ∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(x)

∥∥∥∥
Θ

≤ 1

m!

∞∑
k=m

∥∥∥d̂mP kf(ξ)(x− ξ)
∥∥∥

Θ

(3.6)

≤ 1

m!

[
m! · C ′ · (σ · c′)m

(1− σ · c′ · ρ)

]
=

C ′

(1− σ · c′ · ρ)
· (σ · c′)m

para todo x ∈ Bρ(ξ), completando a demonstração do item (b).

Proposição 3.3.3 Sejam Θ um tipo de holomorfia de E em F e τ = 1
l!
d̂lΘ o correspon-

dente tipo de holomorfia de E em PΘ(lE;F ) onde l ∈ N. Se f ∈ HΘ(U ;F ), então

d̂lf ∈ Hτ (U ;PΘ(lE;F )).
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Demonstração. Mostraremos primeiramente que d̂lf toma valores em PΘ(lE;F ), mais

precisamente d̂lf ∈ H(U ;PΘ(lE;F )). Dado ξ ∈ U , como f ∈ HΘ(U ;F ) pelo Lema 3.3.2
existe um número real ρ > 0 tal que Bρ(ξ) ⊂ U e

(a) d̂mf(x) ∈ PΘ(mE;F ) para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N;

(b) Existem números reais C ≥ 0, c ≥ 0 tais que∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(x)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cm

para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N;

(c) Para todos x ∈ Bρ(ξ) e m ∈ N,

d̂mf(x) =
∞∑
k=m

d̂mPk(x− ξ),

onde

Pk =
1

k!
d̂kf(ξ),

para todo k ∈ N, onde a convergência se dá no sentido de PΘ(mE;F ).

Aplicando (c) para l ∈ N, temos

d̂lf(x) =
∞∑
k=l

d̂lPk(x− ξ),

para todo x ∈ Bρ(ξ) onde, por (a),

Pk =
1

k!
d̂kf(ξ) ∈ PΘ(kE;F )

e a convergência das séries se dá no sentido de PΘ(lE;F ). Logo

1

l!
d̂lf(x) =

∞∑
k=l

1

l!
d̂lPk(x− ξ) =

∞∑
k=0

1

l!
d̂lPl+k(x− ξ). (3.8)

Como l ≤ l + k, pela condição (3) da Definição 2.2.1 temos

d̂lPl+k(x− ξ) ∈ PΘ(lE;F )

e ∥∥∥∥ 1

l!
d̂lPl+k(x− ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ σl+k · ‖Pl+k‖Θ · ‖x− ξ‖k=l+k−l. (3.9)

Agora, por (b),

‖Pl+k‖Θ =

∥∥∥∥ 1

(l + k)!
d̂l+kf(ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · cl+k.
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Combinando com (3.9) temos∥∥∥∥ 1

l!
d̂lPl+k(x− ξ)

∥∥∥∥
Θ

≤ C · σl+k · cl+k · ‖x− ξ‖k

= C · (σ · c)l · (σ · c)k · ‖x− ξ‖k

< C · (σ · c)l · (σ · c)k · ρk

= C · (σ · c)l · (σ · c · ρ)k.

Consequentemente, em (3.8), pelo Teste de Weierstrass segue que a série

∞∑
k=0

1

l!
d̂lPl+k(x− ξ) (3.10)

converge uniformemente em Bρ(ξ). Além disso, da igualdade (3.8) segue que, para todo
x ∈ Bρ(ξ),

1

l!
d̂lf(x) =

∞∑
k=0

1

l!
d̂lPl+k(x− ξ) (3.11)

pontualmente. Logo de (3.10), (3.11) e pela Proposição 1.3.8 temos

1

l!
d̂lf(x) =

∞∑
k=0

1

l!
d̂lPl+k(x− ξ),

com convergência uniforme em Bρ(ξ) no sentido de PΘ(lE;F ). E assim

d̂lf(x) =
∞∑
k=0

d̂lPl+k(x− ξ)

converge uniformemente em Bρ(ξ) no sentido de PΘ(lE;F ), onde

d̂lPl+k ∈ P
(
kE;PΘ(lE;F )

)
.

Por outro lado, 1
l!
d̂lPl+k ∈ 1

l!
d̂lPΘ(l+kE;F ) e assim

d̂lPl+k ∈
1

l!
d̂lPΘ(l+kE;F ),

para k = 0, 1, 2, . . .. Por fim, de∥∥∥∥ 1

l!
d̂lPl+k

∥∥∥∥
τ

= ‖Pl+k‖Θ ≤ C · cl+k,

segue que
‖d̂lPl+k‖τ ≤ (l!C) · cl+k,

para k = 0, 1, 2, . . .
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CAPÍTULO 4

TIPO DE HOLOMORFIA GLOBAL E
IDEAIS DE POLINÔMIOS

Como já foi dito, o objetivo do conceito de tipo de holomorfia é unificar classes es-
peciais de polinômios que eram consideradas individualmente. Com o advento da teoria
de ideais de aplicações multilineares, iniciada por Pietsch em [31], uma nova maneira de
estudar classes especiais de polinômios apareceu naturalmente, a saber, a teoria de ideais
de polinômios homogêneos, que foi desenvolvida por vários autores, em especial por K.
Floret (veja [16, 17] dentre outros). Torna-se necessário então saber relacionar tipos de
holomorfia com ideais de polinômios homogêneos e o objetivo deste caṕıtulo é exatamente
estabelecer esta relação. Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram provados em
[7].

4.1 Tipo de holomorfia global

A definição de tipo de holomorfia diz respeito a espaços de polinômios homogêneos de E
em F , para espaços de Banach E e F fixados. Entretanto, como mostram os exemplos ex-
plorados até aqui, na maioria das vezes as classes estudadas funcionam para todos espaços
de Banach E e F . Isso motivou a definição de tipo de holomorfia global em [7]. A exemplo
do que se faz na teoria de ideais, generaliza-se o estudo no sentido de considerar espaços
quasi-normados e não apenas espaços normados. Vejamos primeiramente as definições:

Definição 4.1.1 Seja E um espaço de vetorial sobre K.
(a) Uma quasi-norma em E é uma função ‖ · ‖ : E −→ [0,+∞) tal que

(i) ‖x‖ ≥ 0 para todo x em E, e ‖x‖ = 0 se e somente se x = 0;

(ii) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ para todos x em E e λ ∈ K;

(iii) Existe uma constante c ≥ 1 tal que ‖x+y‖ ≤ c(‖x‖+‖y‖) para quaisquer x, y ∈ E.
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Quando c = 1, a quasi-norma é uma norma.

(b) Seja 0 < p ≤ 1. Uma p-norma em um espaço vetorial E é uma função ‖ · ‖ : E −→
[0,+∞) tal que

(i) ‖x‖ ≥ 0 para todo x em E, e ‖x‖ = 0 se e somente se x = 0;

(ii) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ para todo x em E e λ ∈ K;

(iii) ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p para quaisquer x, y ∈ E.

Para a teoria de espaços quasi-normados e p-normados, veja [22]. Para nós o impor-
tante é que tanto faz trabalhar com quasi-normas ou com p-normas, mais precisamente:

• Toda p-norma é uma quasi-norma, com constante c = 2
1
p (veja [5, Proposição 1.1.3]).

• Toda quasi-norma (com constante C) é uma p-norma onde C = 2
1

p−1 (veja [22, p. 1102].

Dada uma p-norma ‖ · ‖ em E, a função

d : E × E −→ , d(x, y) = ‖x− y‖p,

é uma métrica em E. Quando esta métrica for completa, dizemos que (E, ‖ · ‖) é um
espaço p-Banach ou espaço quasi-Banach.

Definição 4.1.2 Um tipo de holomorfia global PH é uma classe de polinômios homogêneos
cont́ınuos entre espaços de Banach tal que para todo número natural n e quaisquer espaços
de Banach E e F , a componente

PH(nE;F ) := P(nE;F ) ∩ PH

é um subespaço vetorial de P(nE;F ) e que é um espaço de Banach quando dotado de
uma norma P 7−→ ‖P‖H tal que

(a) PH(0E;F ) = F , como um espaço vetorial normado para todos E e F ;

(b) Existe σ ≥ 1 tal que para quaisquer espaços de Banach E e F , n ∈ N, k ≤ n, a ∈ E
e P ∈ PH(nE;F ), tem-se

d̂kP (a) ∈ PH(kE;F ) e

∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
H

≤ σn · ‖P‖H · ‖a‖n−k,

onde d̂kP (a) é a k-ésima diferencial de P em a.

Se tivermos quasi-normas em vez de normas (cada PH(nE;F ) é um espaço quasi-
Banach com constante de quasi-norma não dependendo dos espaços subjacentes E e F ,
mas possivelmente dependendo de n), dizemos que PH é um quasi-tipo de holomorfia
global .
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Observação 4.1.3 Se PH é um tipo (quasi-tipo) de holomorfia global com constante σ
e ‖ · ‖K é uma outra norma (quasi-norma) em PH para a qual existe γ ≥ 1 tal que

‖P‖H ≤ ‖P‖K ≤ γn‖P‖H

para todos n, E,F e P ∈ PH(nE;F ), então (PH , ‖ · ‖K) é um tipo (quasi-tipo) de holo-
morfia global com constante σγ. De fato, como γ ≥ 1,∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
K

≤ γk ·
∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
H

≤ γk · σn · ‖P‖H · ‖a‖n−k

≤ γn · σn · ‖P‖H · ‖a‖n−k ≤ (γσ)n · ‖P‖K · ‖a‖n−k.

O conceito de ideais de operadores foi sintetizado por A. Pietsch [30] a partir de classes
especiais de operadores lineares estudados nas décadas anteriores.

Definição 4.1.4 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer espaços de
Banach E e F , as componentes

I(E;F ) := L(E;F ) ∩ I

satisfazem:

(1) I(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F ) que contém os operadores de posto
finito;

(2) Propriedade de ideal: se u ∈ L(E;F ), v ∈ I(F ;G) e t ∈ L(G;H), então t ◦ v ◦ u ∈
I(E;H).

Se existe uma função ‖ · ‖I : I −→ [0,+∞) tal que

(a) Para algum 0 < p ≤ 1 se tem que ‖ · ‖I restrita a I(E;F ) é uma p-norma para
quaisquer espaços de Banach E e F ;

(b) ‖idK : K −→ K : id(λ) = λ‖I = 1;

(c) Se u ∈ L(E;F ), v ∈ I(F ;G) e t ∈ L(G;H), então ‖t ◦ v ◦ u‖I ≤ ‖t‖ · ‖v‖I · ‖u‖,

então I é chamado de ideal quasinormado (normado se p=1) de operadores. Se as compo-
nentes I(E;F ) são completas com respeito a ‖·‖I , dizemos que I é um ideal quasi-Banach
(Banach se p = 1) de operadores.

Em [31] A. Pietsch deu ińıcio à teoria de ideais de aplicações multilineares:

Definição 4.1.5 Um ideal aplicações multilineares é uma classe M de aplicações multi-
lineares cont́ınuas entre espaços de Banach tal que, para todo n ∈ N e quaisquer espaços
de Banach E1, . . . , En e F , as componentes

M(E1, . . . , En;F ) := L(E1, . . . , En;F ) ∩M

satisfazem:
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(1) M(E1, . . . , En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ) que contém as aplicações
n-lineares de tipo finito;

(2) Propriedade de ideal: Se A ∈ M(E1, . . . , En;F ), uj ∈ L(Gj;Ej) para j = 1, . . . , n,
e t ∈ L(F ;H), então t ◦ A ◦ (u1, . . . , un) ∈M(G1, . . . , Gn;H).

Se existe uma função ‖ · ‖M : M−→ [0,+∞) tal que

(a) Para cada natural n existe 0 < pn ≤ 1 tal que ‖ · ‖M restrita a M(E1, . . . , En;F ) é
uma pn-norma para quaisquer espaços de Banach E1, . . . , En e F ;

(b) ‖A : Kn −→ K : A(λ1, . . . , λn) = λ1 · · ·λn‖M = 1 para todo n;

(c) Se A ∈M(E1, . . . , En;F ), uj ∈ L(Gj;Ej) para j = 1, . . . , n, e t ∈ L(F ;H), então

‖t ◦ A ◦ (u1, . . . , un)‖M ≤ ‖t‖ · ‖A‖M · ‖u1‖ · · · ‖un‖,

então M é chamado de ideal quasi-normado (normado se todo pn = 1) de aplicações
multilineares. Se as componentes M(E1, . . . , En;F ) são completas com respeito a
‖ · ‖M, dizemos que M é um ideal quasi-Banach (Banach se todo pn = 1) de aplicações
multilineares. Para um ideal fixo M de aplicações multilineares e n ∈ N, a classe

Mn :=
⋃

E1,...,En,F

M(E1, . . . , En;F )

é chamado de ideal de aplicações n-lineares. Um ideal de Banach de aplicações n-lineares
é chamada de fechado se sua norma é a norma usual de L(E1, . . . , En;F ) e cada compo-
nente M(E1, . . . , En;F ) é um subespaço fechado de L(E1, . . . , En;F ). Um ideal M de
aplicações multilineares é fechado se cada Mn é fechado.

A adaptação para o caso de polinômios homogêneos é imediata:

Definição 4.1.6 Um ideal de polinômios homogêneos é uma classe Q de polinômios ho-
mogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para todo n ∈ N e quaisquer espaços
de Banach E e F , as componentes

Q(nE;F ) := P(nE;F ) ∩Q

satisfazem:

(1) Q(nE;F ) é um subespaço vetorial de P(nE;F ) que contém os polinômios n-homogêneos
de tipo finito;

(2) Propriedade de ideal: se u ∈ L(G;E), P ∈ Q(nE;F ) e t ∈ L(F ;H), então t◦P ◦u ∈
Q(nG;H).

Se existe uma função ‖ · ‖Q : Q −→ [0,+∞) tal que

(a) Para cada natural n existe 0 < pn ≤ 1 tal que ‖ · ‖Q restrita a Q(nE;F ) é uma
pn-norma para quaisquer espaços de Banach E e F ;
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(b) ‖P : K −→ K : P (λ) = λn‖Q = 1 para todo n;

(c) Se u ∈ L(G;E), P ∈ Q(nE;F ) e t ∈ L(F ;H), então

‖t ◦ P ◦ u‖Q ≤ ‖t‖ · ‖P‖Q · ‖u‖n,

então Q é chamado de ideal quasi-normado (normado se todo pn = 1) de polinômios
homogêneos. Se as componentes Q(nE;F ) são completas com respeito a ‖ · ‖Q, dizemos
que Q é um ideal quasi-Banach (Banach se todo pn = 1) de polinômios homogêneos. Para
um ideal fixo Q de polinômios homogêneos e n ∈ N, a classe

Qn :=
⋃
E,F

Q(nE;F )

é chamada de ideal de polinômios n-homogêneos. Um ideal de Banach de polinômios
n-homogêneos é chamado de fechado se sua norma é a norma usual de P(nE;F ) e cada
componente Q(nE;F ) é um subespaço fechado de P(nE;F ). Um ideal Q de polinômios
homogêneos é fechado se cada Qn é fechado. Se Q é um ideal de polinômios, definimos
Q(0E;F ) = F para todos E e F .

A um ideal de aplicações multilineares corresponde um ideal de polinômios de maneira
natural:

Proposição 4.1.7 Seja M um ideal de aplicações multilineares, onde cada Mn é um
ideal pn-Banach de aplicações n-lineares. Definindo

PM :=
{
P : P̌ ∈M

}
, e ‖P‖PM := ‖P̌‖M,

obtém-se um ideal quasi-Banach (Banach se M é Banach) de polinômios, chamado de
ideal de polinômios gerado por M.

Demonstração. (1) Sejam n ∈ N e E,F espaços de Banach. Consideremos a componente

PM(nE;F ) := P(nE;F ) ∩ PM.

É claro que PM(nE;F ) ⊂ P(nE;F ). Dados P , Q ∈ PM(nE;F ) e λ ∈ K, temos P̌ , Q̌ ∈
M(nE;F ), e portanto

P̌ + λQ̌ = (P + λQ)∨ ∈M(nE;F ),

provando que P +λQ ∈ PM(nE;F ). Vimos no Exemplo 2.3.2 que a aplicação multilinear
simétrica associada a um polinômio homogêneo de tipo finito tem tipo finito. Como
M(nE;F ) contém as aplicações multilineares de tipo finito, segue que PM contém os
polinômios homogêneos de tipo finito.

(2) Sejam u ∈ L(G;E), P ∈ PM(nE;F ) e t ∈ L(F ;H). Como M é ideal, temos

t ◦ P̌ ◦ (u (n), . . . , u) ∈M(nG;H) pois P̌ ∈M(nE;F ). Assim, para todo x ∈ E,[
t ◦ P̌ ◦ (u (n), . . . , u)

]
(x (n), . . . , x) = t(P̌ (u(x) (n), . . . , u(x))) = t(P (u(x))) = (t ◦ P ◦ u)(x),
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provando que
[
t ◦ P̌ ◦ (u (n), . . . , u)

]∧
= t ◦ P ◦ u, e portanto t ◦ P ◦ u ∈ PM(nE;F ).

(a) Sejam P,Q ∈ PM(nE;F ) e λ ∈ K. Temos Q̌, P̌ ∈M(nE;F ), logo ‖P‖PM = ‖P̌‖M ≥
0, uma vez que M(nE;F ) é pn-normado para algum 0 < pn ≤ 1. Temos também

‖P‖PM = 0⇐⇒ ‖P̌‖M = 0⇐⇒ P̌ = 0⇐⇒ P = 0.

Para completar os axiomas de pn-norma,

‖λP‖PM = ‖(λP )∨‖M = ‖λ · P̌‖M = |λ| · ‖P̌‖M = |λ| · ‖P‖PM e

‖P +Q‖pnPM = ‖(P +Q)∨‖pnM = ‖P̌ + Q̌‖pnM ≤ ‖P̌‖
pn
M + ‖Q̌‖pnM = ‖P‖pnPM + ‖Q‖p=n

PM .

Seja agora (Pj)
∞
j=1 ⊂ PM(nE;F ) uma sequência de Cauchy. Então (P̌j)

∞
j=1 ⊂ M(nE;F )

e
‖P̌j − P̌k‖pnM = ‖(Pj − Pk)∨‖pnM = ‖Pj − Pk‖pnPM

j,k−→∞−→ 0,

o que prova que (P̌j)
∞
j=1 é uma sequência de Cauchy em M(nE;F ). Como M(nE;F ) é

completo, existe A ∈M(nE;F ) tal que ‖P̌j − A‖M
j−→∞−→ 0. Da desigualdade

‖P̌j − A‖ ≤ ‖P̌j − A‖M

(veja, por exemplo, [5, Proposição 1.2.16]), conclúımos que P̌j −→ A na norma usual de
L(nE;F ). Como Ls(nE;F ) é fechado em L(nE;F ) (veja Observação 4.1.8), segue que

A ∈ Ls(nE;F ) e portanto (Â)∨ = A ∈M(nE;F ). Assim Â ∈ PM(nE;F ) e

‖Pj − Â‖PM = ‖(Pj − Â)∨‖M = ‖P̌j − (Â)∨‖M = ‖P̌j − A‖M
j−→∞−→ 0.

(b) Seja P : K −→ K dado por P (λ) = λn. É imediato que P̌ : Kn −→ K é dada por

P̌ (λ1, . . . , λn) = λ1 · · ·λn.

Logo ‖P‖PM = ‖P̌‖M = 1.
(c) Dados u ∈ L(G;E), P ∈ PM(nE;F ) e t ∈ L(F ;H), como (t◦P ◦u)∨ = t◦P̌ ◦(u, . . . , u),

‖t ◦ P ◦ u‖PM = ‖(t ◦ P ◦ u)∨‖M = ‖t ◦ P̌ ◦ (u (n), . . . , u))‖M
≤ ‖t‖ · ‖P̌‖M · ‖u‖n = ‖t‖ · ‖P‖PM · ‖u‖n.

Para o caso em que o ideal é de Banach basta considerar pn = 1 para todo n.

Observação 4.1.8 Vejamos que, de fato, Ls(nE;F ) é fechado em L(nE;F ). Seja (Aj)
∞
j=1

é uma sequência em Ls(nE;F ) tal que Aj
j−→∞−→ A ∈ L(nE;F ) na norma usual de

L(nE;F ). Pela Proposição 1.1.22(e), o operador simetrização

B ∈ L(nE;F ) 7→ Bs ∈ Ls(nE;F )

é cont́ınuo, portanto Aj = Asj
j−→∞−→ As na norma usual de L(nE;F ). Pela unicidade do

limite temos A = As, ou seja, A ∈ Ls(nE;F ).
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4.2 Exemplos e contraexemplos

Comecemos dando um exemplo de tipo de holomorfia global que não é um ideal de po-
linômios:

Exemplo 4.2.1 Seja PH a classe de polinômios homogêneos cont́ınuos definida da se-
guinte forma: para n = 1, definimos PH(nE;F ) := L(E;F ), com a norma usual, para
todos E, F espaços de Banach. Para n > 1, definimos PH(nE;F ) := P(nE;F ), com a
norma usual, se E = F = `1, e PH(nE;F ) := {0} caso contrário. Vejamos que

• PH é um tipo de holomorfia global.
Para n = 1, temos PH(E;F ) := L(E;F ) = P(1E;F ) que é um espaço de Banach na
norma usual de L(E;F ). Para n > 1 e E = F = `1, temos que PH(nE;F ) := P(nE;F ),
que é um espaço de Banach na norma usual de P(nE;F ). Nos outros casos PH(nE;F ) :=
{0}, onde 0 é o polinomio nulo em P(nE;F ). Logo PH(nE;F ) é Banach em P(nE;F ) pois
{0} é fechado em P(nE;F ). Temos também PH(0E;F ) = F . Como estamos trabalhando
com a norma usual de polinômios, a condição sobre as derivadas de um polinômio seguem
do Exemplo 2.3.1.

• PH não é um ideal de polinômios.
Tomando n > 1, {0} 6= E 6= `1 e F 6= {0}, temos PH(nE;F ) = {0} que não contém os
polinômios n-homogêneos de tipo finito.

Para dar um exemplo de um ideal de polinômios que não é um tipo de holomorfia
global precisamos de algumas definições.

Dados p ≥ 1 e um espaço de Banach E, definimos

`p(E) =

{
(xj)

∞
j=1 ⊂ E :

∞∑
j=1

‖xj‖p < +∞

}
,

que com as operações usuais de sequências se torna um espaço de Banach com a norma

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
p

=

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

.

Para a demonstração veja, [33, Proposição 2.3.2]. As sequências em `p(E) são chamadas
de absolutamente p-somantes.

Definimos também

`wp (E) =
{

(xj)
∞
j=1 ⊂ E : (ϕ(xj))

∞
j=1 ∈ `p(E) para todo ϕ ∈ E ′

}
,

que, também com as operações usuais de sequências, se torna um espaço de Banach com
a norma

‖(xj)∞j=1‖w,p = sup
ϕ∈E′
‖ϕ‖≤1

(
∞∑
j=1

‖ϕ(xj)‖p
) 1

p

.

Para a demonstração veja, também, [33, Proposição 2.3.4]. As sequências em `wp (E) são

chamadas de fracamente p-somáveis. É fácil ver que `p(E) ⊆ `wp (E).
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Os operadores absolutamente p-somantes, que formam um dos ideais de operadores
mais estudados (veja [13]), são aqueles que transformam sequências fracamente p-somáveis
em sequências absolutamente p-somáveis. Muitas generalizações multilineares desses ope-
radores têm sido estudadas e a que definimos abaixo começou a ser estudada em [1].

Definição 4.2.2 Sejam n ∈ N, 0 < p, q1, . . . , qn < +∞ onde 1
p
≤ 1

q1
+ · · · + 1

qn
e

E1, . . . , En, F espaços de Banach. Uma aplicação multilinear A ∈ L(E1, . . . , En;F ) é
absolutamente (p; q1, . . . , qn)-somante, (ou (p; q1, . . . , qn) somante), se(

A(x
(1)
j , . . . , x

(n)
j )
)∞
j=1
∈ `p(F )

sempre que
(
x

(k)
j

)∞
j=1
∈ `wqk(Ek), k = 1, . . . , n, ou, equivalentemente, se existe uma cons-

tante C > 0 tal que, para todas sequências
(
x

(k)
j

)∞
j=1
∈ `wqk(Ek), k = 1, . . . , n,

(
∞∑
j=1

∥∥∥A(x
(1)
j , . . . , x

(n)
j )
∥∥∥p) 1

p

≤ C ·
n∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qk

. (4.1)

O espaço vetorial de todas as aplicações multilineares absolutamente (p; q1, . . . , qn)-
somantes de E1×· · ·×En em F é representado por Las(p;q1,...,qn)(E1, . . . , En;F ). O ı́nfimo
das constantes C tais que a desigualdade (4.1) é valida define uma p-norma completa
em Las(p;q1,...,qn)(E1, . . . , En;F ) que será denotada por ‖ · ‖as,p;q1,...,qn . Além isso, a classe
Las(p;q1,...,qn) de todas as aplicações multilineares (p; q1, . . . , qn)-somantes é um ideal p-
Banach de aplicações n-lineares (veja as demonstrações desses fatos em [5] ou [29]).

Note que a definição acima faz todo sentido no caso linear, isto é, n = 1. Aproveitando
disso, dizemos que um espaço de Banach E tem a propriedade de Orlicz se o operador
identidade em E é absolutamente (2; 1)-somante.

Proposição 4.2.3 Se n ≥ 2 e E1, . . . , En têm a propriedade de Orlicz, então

L(E1, . . . , En;F ) = L
as(1;1(n),...,1)

(E1, . . . , En;F )

para todo espaço de Banach F .

Demonstração. Veja [1, Proposition 3.8].

Teorema 4.2.4 Sejam 1 ≤ p < ∞ e E um espaço de Banach de dimensão infinita.
Então existe uma sequência (xj)

∞
j=1 ∈ `wp (E) tal que (xj)

∞
j=1 6∈ `p(E), isto é, operador

identidade em E não é absolutamente (p; p)-somante.

Demonstração. Veja [13, Theorem 2.18].

Agora sim estamos em condições de dar um exemplo de ideal de polinômios que não
é um tipo de holomorfia global.
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Exemplo 4.2.5 De acordo com a Definição 4.2.2, a classe

Las(1;1) :=
⋃

E1,...,En,F
Banach

L
as(1;1(n),...,1)

(E1, . . . , En;F )

das aplicações multilineares absolutamente (1; 1, . . . , 1)-somantes é um ideal de Banach de
aplicações multilineares com a norma ‖ · ‖as,1;1,...,1. Pela Proposição 4.1.7, o ideal PLas(1;1)
gerado por Las(1;1) é um ideal de Banach de polinômios homogêneos.

Vejamos que PLas(1;1) não é um tipo de holomorfia global. Para isso seja E um espaço
de Banach de dimensão infinita com a propriedade de Orlicz, por exemplo L2[0, 1]. Sejam
a ∈ E e ϕ ∈ E ′ tais que ϕ(a) = 1 e considere o polinômio 2-homogêneo

P : E −→ E , P (x) = ϕ(x)x.

É imediato que sua aplicação bilinear simétrica associada é dada por

P̌ : E × E −→ E , P̌ (x, y) =
1

2
[ϕ(x)y + ϕ(y)x] .

Pela Proposição 4.2.3, sabemos que P̌ ∈ Las(1;1,1)(
2E;E) e assim P ∈ PLas(1;1)(2E;E)).

Como ϕ(a) = 1, temos

P̌ (a, ·) =
1

2
[idE(·) + ϕ(·)a] . (4.2)

Como E tem dimensão infinita, sabemos pelo Teorema 4.2.4 que idE 6∈ Las(1;1)(E;E). É
claro que o operador linear ϕ(·)a ∈ L(E;E) é de tipo finito, logo ϕ(·)a ∈ Las(1;1)(E;E)
pois Las(1;1) é um ideal de operadores. Supondo então que P̌ (a, ·) ∈ Las(1;1)(E;E), por
(4.2) teriamos que idE(·) ∈ Las(1;1)(E;E), o que já sabemos não ocorrer. Segue então que
P̌ (a, ·) /∈ Las(1;1)(E;E). De

d̂1P (a)(y) =
2!

1!1!
P̌ (a)(y) = 2P̌ (a)(y)

para todo y ∈ E, segue que

d̂1P (a) = 2P̌ (a, ·) 6∈ Las(1;1)(E;E) = PLas(1;1)(E;E).

4.3 Propriedade (B) e tipos de holomorfia

Daremos nesta seção uma condição suficiente para que um ideal de Banach de polinômios
seja um tipo de holomorfia global, e veremos também quando esta condição é necessária.

Definição 4.3.1 Sejam E,F,G espaços de Banach. Por simplicidade escreveremos (nE,G, F )

em vez de (E (n), . . . , E,G;F ).

• Uma aplicação (n+1)-linear A ∈ L(nE,G;F ) é chamada de simétrica nas primeiras
n-variáveis se

A(x1, . . . , xn, y) = A(xσ(1), . . . , xσ(n), y)

para toda permutação σ do conjunto {1, . . . , n} e quaisquer x1, . . . , xn ∈ E, y ∈ G.
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• Dados A ∈ L(E1, . . . , En;F ) e a ∈ En, definimos Aa ∈ L(E1, . . . , En−1;F ) por
Aa(x1, . . . , xn−1) = A(x1, . . . , xn−1, a).

• Seja J uma classe de aplicações multilineares cont́ınuas entre espaços de Banach
tal que, para todos n ∈ N e espaços de Banach E1, . . . , En e F , a componente

J (E1, . . . , En;F ) := L(E1, . . . , En;F ) ∩ J

é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ) equipada com uma quasi-norma deno-
tada por ‖ · ‖J . Dizemos que J tem propriedade (B) se existe C ≥ 1 tal que para
todo n ∈ N, quaisquer espaços de Banach E e F e toda A ∈ J (nE,K, F ) simétrica
nas n primeiras variáveis,

A1 ∈ J (nE;F ) e ‖A1‖J ≤ C‖A‖J .

Dados a ∈ E e k ∈ N, por ak queremos dizer a, a, . . . , a onde a aparece k vezes.

Teorema 4.3.2 Se o ideal de Banach M de aplicações multilineares tem a propriedade
(B) com constante C, então o ideal de Banach PM de polinômios homogêneos é um tipo
de holomorfia global com constante σ = 2C.

Demonstração. Dados um vetor a ∈ E e uma aplicação simétrica A ∈ M(n+1E;F ),
definindo um funcional linear cont́ınuo ϕ : K −→ E por ϕ(1) = a, e definindo

B : En ×K −→ F , B(x1, . . . , xn, λ) = A(x1, . . . , xn, ϕ(λ)),

pela propriedade de ideal temos

B = idF ◦ A ◦ (idE, . . . , idE, ϕ) ∈M(nE,K;F ).

Além disso, B é simétrica nas n-primeiras coordenadas. ComoM tem a propriedade (B),
temos

B1 = Aa ∈M(nE;F ) (4.3)

e também

‖Aa‖M = ‖B1‖M ≤ C · ‖B‖M
≤ C · ‖idF ◦ A ◦ (idE

(n), . . . , idE, ϕ)‖M

≤ C · ‖idF‖ · ‖A‖M · ‖idE‖
(n)
· · · ‖idE‖ · ‖ϕ‖

= C · ‖A‖M · ‖a‖,

uma vez que ‖ϕ‖ = ‖a‖. Assim,

‖Aa‖M ≤ C · ‖A‖M · ‖a‖. (4.4)

Pela Proposição 4.1.7 sabemos que PM é um ideal de Banach de polinômios. Dados
n ∈ N e espaços de Banach E,F , PM(nE;F ) é um subespaço vetorial de P(nE;F )
completo na norma ‖ · ‖PM . Mais ainda:
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(i) PM(0E;F ) = F ;
(ii) Sejam k ≤ n, a ∈ E e P ∈ PM(nE;F ). Então P̌ ∈ M(nE;F ) e, por (4.3), temos
P̌ a ∈M(n−1E;F ). Também por (4.4) temos

‖P̌ a‖M ≤ C · ‖P̌‖M · ‖a‖ = C · ‖P‖PM · ‖a‖.

Como P̌ a ∈M(n−1E;F ) e é simétrica, então

P̌ a(x1, . . . , xn−1) = P̌ (x1, . . . , xn−1, a),

para todos xi ∈ E. Então P̌ axn−1 = P̌ (xn−1, a) para todo x ∈ E, logo (P̌ a)∧(x) =
P̌ (xn−1, a) e

(P̌ a)∧ ∈ PM(n−1E;F ),

‖(P̌ a)∧‖PM = ‖P̌ a‖M ≤ C · ‖P‖PM · ‖a‖.
Agora, como P̌ a ∈M(n−1E;F ), por (4.3) temos

P̌ a2 := (P̌ a)a ∈M(n−2E;F ),

onde P̌ a2(x1, . . . , xn−2) = P̌ (x1, . . . , xn−2, a, a), e de (4.4) segue que

‖P̌ a2‖M ≤ C‖P̌ a‖M · ‖a‖ ≤ C2 · ‖P̌‖M · ‖a‖2.

Como P̌ a2 ∈ M(n−2E;F ) é simétrica, então P̌ a2xn−2 = P̌ (xn−2, a2), logo (P̌ a2)∧(x) =
P̌ (xn−2, a2) e (P̌ a2)∧ ∈ PM(n−2E;F ). Assim,

‖(P̌ a2)∧‖PM = ‖P̌ a2‖M ≤ C2 · ‖P̌‖M · ‖a‖2 = C2 · ‖P‖PM · ‖a‖2.

Indutivamente temos que, para 1 ≤ j ≤ n, P̌ aj := (P̌ aj−1)a ∈M(n−jE;F ) é simétrica e

P̌ aj(x1, . . . , xn−j) = P̌ (x1, . . . , xn−j, a
(n), . . . , a),

‖P̌ aj‖M ≤ Cj · ‖P̌‖M · ‖a‖j, (P̌ aj)∧ ∈ PM(n−jE;F ),

‖(P̌ aj)∧‖PM = ‖P̌ aj‖M ≤ Cj · ‖P̌‖M · ‖a‖j = Cj · ‖P‖PM · ‖a‖j.
Usando a simetria de P̌ , temos

1

k!
d̂kP (a)(y) =

n!

k!(n− k)!
P̌ (an−k, yk) =

n!

k!(n− k)!
P̌ (yk, an−k)

=
n!

k!(n− k)!
(P̌ an−k)(yk) =

n!

k!(n− k)!
(P̌ an−k)∧(y),

para todo y ∈ E. Assim d̂kP (a) ∈ PM(kE;F ). Por [21, Observação 2.2] e usando que
C ≥ 1, segue que∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
PM

=
n!

k!(n− k)!

∥∥(P̌ an−k)∧
∥∥
PM

=
n!

k!(n− k)!

∥∥P̌ an−k∥∥M
≤ n!

k!(n− k)!
· Cn−k · ‖P‖PM · ‖a‖n−k

≤ 2n · Cn · ‖P‖PM · ‖a‖n−k = (2C)n · ‖P‖PM · ‖a‖n−k.
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Relembre que, dada uma aplicação n-linear A ∈ L(nE;F ), por As denotamos a sime-
trização de A, isto é, As ∈ L(nE;F ) e

As(x1, . . . , xn) =
1

n!

∑
σ∈Sn

A(xσ(1), . . . , xσ(n)),

onde Sn é o grupo de permutações de {1, . . . , n}, para todos x1, . . . , xn ∈ E.

Definição 4.3.3 Um ideal de aplicações multilineares M é chamado de

• Simétrico se As ∈M(nE;F ) sempre que A ∈M(nE;F ).

• Fechado para multiplicação escalar (c.s.m) se M satisfaz pelo menos uma das se-
guintes condições:

(i) Se A ∈M(nE;F ), ϕ ∈ E ′ e ϕA ∈ L(n+1E;F ) dada por

ϕA(x1, . . . , xn+1) = ϕ(x1) · A(x2, . . . , xn+1),

então ϕA ∈M(n+1E;F );

(ii) Se A ∈M(nE;F ), ϕ ∈ E ′ e Aϕ ∈ L(n+1E;F ) é dada por

Aϕ(x1, . . . , xn+1) = ϕ(xn+1) · A(x1, . . . , xn),

então Aϕ ∈M(n+1E;F ).

O conceito de ideal simétrico foi introduzido em [16] e de ideal c.s.m. em [8]. Veremos
a seguir condições sobre o ideal para que a propriedade (B) seja equivalente a ser tipo de
holomorfia:

Teorema 4.3.4 As seguintes condições são equivalentes para um idealM fechado, c.s.m
e simétrico de aplicações multilineares:

(a) Para todos n,E, F , A1 ∈ M(nE;F ) para toda A ∈ M(nE,K;F ) simétrica nas n
primeiras variáveis;

(b) M tem propriedade (B) (com melhor constante C = 1);

(c) PM é um tipo de holomorfia global (com melhor constante σ não maior que 2).

Demonstração.
(a) =⇒ (b) Como M é um ideal fechado, por definição sabemos que M(E1, . . . , En;F ) é
um subespaço fechado de L(E1, . . . , En;F ), logo M(E1, . . . , En;F ) é Banach para todos
n ∈ N e E1, . . . , En, F espaços de Banach. Se A ∈ M(nE,K;F ) é simétrica nas n
primeiras variáveis, temos por (a) que A1 ∈M(nE;F ), e ainda mais

‖A‖ = sup
‖xi‖≤1
|λ|≤1

‖A(x1, . . . , xn, λ)‖ = sup
‖xi‖≤1
|λ|≤1

|λ| · ‖A(x1, . . . , xn, 1)‖

= sup
|λ|≤1

|λ| · sup
‖xi‖≤1

‖A1(x1, . . . , xn)‖ = ‖A1‖.
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(b)⇒ (c) Segue do Teorema 4.3.2.
(c) ⇒ (a) Por hipótese PM é um tipo de holomorfia global com constante σ ≤ 2. Sejam
n ∈ N, E e F espaços de Banach e seja também A ∈ M(nE,K;F ) simétrica nas n-
primeiras variáveis. Mostraremos a seguir que A1 ∈ M(nE;F ). Para isso sejam ϕ ∈ E ′
e a ∈ E tais que ϕ(a) = 1. Definindo

B := idF ◦ A ◦ (idE
(n). . ., idE, ϕ), B(x1, . . . , xn, xn+1) = A(x1, . . . , xn, ϕ(xn+1)),

pela propriedade de ideal temos B ∈ M(n+1E;F ). Segue que Bs ∈ M(n+1E;F ) pois

M é simétrico, e dáı, pela Proposição 1.1.22(f), temos B̂ = B̂s ∈ PM(n+1E;F ). Pela
definição de tipo de holomorfia global,

d̂lB̂(a) ∈ PM(lE;F ), para todo l ≤ n+ 1. (4.5)

Para k = 0, 1, . . . , n, definimos

Pk : E −→ F , Pk(x) = ϕ(x) · A1(an−k, xk).

É imedidato que cada Pk ∈ P(k+1E;F ). Notemos também que

Pk(x) = ϕ(x) · A1(an−k, xk) = ϕ(x) · A(an−k, xk, 1),

para todos 0 < k ≤ n e x ∈ E. Considerando a aplicação multilinear cont́ınua

C : Ek+1 −→ F , C(x1, . . . , xk+1) := ϕ(x1) · A(an−k, x2, . . . , xk+1, 1),

temos Ĉs = Ĉ = Pk ∈ P(k+1E;F ).

Provaremos agora, por indução, que

Pk ∈ PM(k+1E;F ) para k = 0, 1, . . . , n. (4.6)

De fato. para k = 0, como P0 é uma aplicação 1-linear de tipo finito eM é um ideal, temos
P0 ∈M(E,F ) = PM(E,F ). Agora suponhamos que para 0 < k < n, Pk ∈ PM(k+1E,F ).
Devemos mostrar que Pk+1 ∈ PM(k+2E,F ). Como 0 < k < n, então k + 1 < n + 1. De

(4.5) temos d̂k+1B̂(a) ∈ PM(k+1E,F ), onde

1

(k + 1)!
d̂k+1B̂(a)(x) =

(n+ 1)!

(k + 1)!(n− k)!
Bs(an−k, xk+1)

para todo x ∈ E. Dado x ∈ E, definindo

x1 = · · · = xn−k = a, xn−k+1 = · · · = xn+1 = x, e

y1 = · · · = yn−k−1 = z1 = · · · = zn−k = a, yn−k = · · · = yn = zn−k+1 = · · · = zn = x,
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e usando a simetria de A nas n primeiras variáveis, obtemos

(n− k)!

(n+ 1)!
d̂k+1B̂(a)(x) = Bs(an−k, xk+1)

=
1

(n+ 1)!

∑
σ∈Sn+1

B(xσ(1), . . . , xσ(n+1)),

=
1

(n+ 1)!

∑
σ∈Sn+1

A(xσ(1), . . . , xσ(n), ϕ(xσ(n+1)))

=
1

(n+ 1)!

[
(n− k)

∑
σ∈Sn

A(yσ(1), . . . , yσ(n), ϕ(a))

]
+

1

(n+ 1)!

[
(k + 1)

∑
σ∈Sn

A(zσ(1), . . . , zσ(n), ϕ(x))

]

=
1

(n+ 1)!

[
(n− k)n!A(an−k−1, xk+1, ϕ(a)) + n!(k + 1)A(an−k, xk, ϕ(x))

]
=

n!

(n+ 1)!

[
(n− k)ϕ(a) · A(an−k−1, xk+1, 1) + (k + 1)ϕ(x) · A(an−k, xk, 1)

]
=

n!

(n+ 1)!

[
(n− k)ϕ(a) · A1(an−k−1, xk+1) + (k + 1)ϕ(x) · A1(an−k, xk)

]
=

n!

(n+ 1)!

[
(n− k)A1(an−k−1, xk+1) + (k + 1)ϕ(x) · A1(an−k, xk)

]
=

n!

(n+ 1)!

[
(n− k)A1(an−k−1, xk+1) + (k + 1)Pk(x)

]
=

1

(n+ 1)

[
(n− k)A1(an−k−1, xk+1) + (k + 1)Pk(x)

]
Dáı,

(n− k)!

(n+ 1)!
d̂k+1B̂(a)(x) =

1

(n+ 1)

[
(n− k)A1(an−k−1, xk+1) + (k + 1)Pk(x)

]
, (4.7)

para todo x ∈ E. Como d̂k+1B̂(a) e Pk pertencem a PM(k+1E;F ) e

(n− k)!

(n+ 1)!
d̂k+1B̂(a)(x)− (k + 1)

(n+ 1)
Pk(x) =

(n− k)

(n+ 1)
A1(an−k−1, xk+1),

para todo x ∈ E, temos que, se Q(x) := A1(an−k−1, xk+1), então Q ∈ PM(k+1E;F ). Logo

Q̌(x1, . . . , xk+1) = A1(an−k−1, x1, . . . , xk+1),

para todos x1, . . . , xk+1 ∈ E, Q̌ ∈ M(k+1E;F ) e, ainda mais, Q̌ é simétrica pois A é
simétrica nas n-primeiras variáveis.

Suponhamos que M satisfaça a condição (i) da definição de ideal (c.s.m). Como
Q̌ ∈M(k+1E;F ) e ϕ ∈ E ′, segue que ϕQ̌ ∈M(k+2E;F ), onde

ϕQ̌(x1, . . . , xk+2) = ϕ(x1) · Q̌(x2, . . . , xk+2) = ϕ(x1) · A1(an−k−1, x2, . . . , xk+2),
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para todos x1, . . . , xk+2 ∈ E. Agora notemos que, como Pk+1(x) = ϕ(x)·A1(an−k−1, xk+1),
então

Pk+1(x) = ϕQ̌(x (k+2), . . . , x) =
[(
ϕQ̌
)s]∧

(x),

para todo x ∈ E. Como ϕQ̌ ∈M(k+2E;F ) eM é simétrico, temos (ϕQ̌)s ∈M(k+2E;F )
e então Pk+1 ∈ PM(k+2E;F ).

Usando o que acabamos de provar para o caso em que k = n − 1 temos Pn−1 ∈
PM(nE;F ), onde

Pn−1(x) = ϕ(x) · A1(a, xn−1),

para todo x ∈ E. Por outro lado, usando (4.5) no caso em que l = n, obtemos

d̂nB̂(a) ∈ PM(nE;F ).

De (4.7) para k = n− 1 segue que

1!

(n+ 1)!
d̂nB̂(a)(x) =

1

n+ 1

[
A1(a0, xn) + nPn−1(x)

]
=

1

n+ 1
[(A1)∧(x) + nPn−1(x)]

e então
1!

(n+ 1)!
d̂nB̂(a)(x)− n

n+ 1
Pn−1(x) =

1

n+ 1
(A1)∧(x)

para todo x ∈ E. Logo (A1)∧ ∈ PM(nE;F ), e como A1 é simétrica, segue que A1 ∈
M(nE;F ).

4.4 A propriedade (B)-polinomial

Na tese [10] de H.-A. Braunss, está provado que, sob determinada condição, o ideal de
polinômios gerado por um ideal de aplicações multilineares é um tipo de holomorfia global.
Veremos nesta seção que o mesmo ocorre com uma condição mais fraca.

Definição 4.4.1 Seja R uma classe de polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços
de Banach tal que, para todo n ∈ N e quaisquer espaços de Banach E e F , a componente

R(nE;F ) := P(nE;F ) ∩R

é um subespaço vetorial de P(nE;F ) dotado com uma quasi-norma ‖·‖R. Como anterior-
mente, definimos R(0E;F ) = F para quaisquer E,F . Dizemos que R tem a propriedade
(B) se existe C ≥ 1 tal que para todos n ∈ N, P ∈ R(nE;F ) e a ∈ E,

Pa ∈ R(n−1E;F ) e ‖Pa‖R ≤ C · ‖P‖R · ‖a‖,

onde Pa ∈ P(n−1E;F ) é dado por Pa(x) = P̌ (xn−1, a) para todo x ∈ E (e portanto
(Pa)∨ ∈ Ls(n−1E;F ) é dada por (Pa)∨(x1, . . . , xn−1) = P̌ (x1, . . . , xn−1, a), para todos
x1, . . . , xn−1 ∈ E).
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Proposição 4.4.2 Se R é uma classe de polinômios homogêneos cont́ınuos com proprie-
dade (B) e constante C tal que as componentes são espaços quasi-Banach, então R é um
quasi-tipo de holomorfia global (tipo de holomorfia global se as componentes são espaços
de Banach) com constante σ = 2C.

Demonstração. Sejam n ∈ N, E,F espaços de Banach, k ≤ n, a ∈ E e P ∈ R(nE;F ).
Pela propriedade (B) temos Pa ∈ R(n−1E;F ) e ‖Pa‖R ≤ C · ‖P‖R · ‖a‖. Então

Pa2 := (Pa)a ∈ R(n−2E;F ),

onde
((Pa)a)(x) = (Pa)∨(xn−2, a) = P̌ (xn−2, a, a) = P̌ (xn−2, a2),

para todo x ∈ E, e

‖Pa2‖R ≤ C · ‖Pa‖R · ‖a‖ ≤ C2 · ‖P‖R · ‖a‖2.

Indutivamente, para 1 ≤ j ≤ n temos

Paj := (Paj−1)a ∈ R(n−jE;F ), onde (Paj)(x) = P̌ (xn−j, aj), e

‖Paj‖R ≤ Cj · ‖P‖R · ‖a‖j.
Da simetria de P̌ decorre que

1

k!
d̂kP (a)(y) =

n!

k!(n− k)!
P̌ (an−k, yk) =

n!

k!(n− k)!
P̌ (yk, an−k)

=
n!

k!(n− k)!
(Pan−k)(y),

para todo y ∈ E. Como Pan−k ∈ R(kE;F ), temos d̂kP (a) ∈ R(kE;F ) e∥∥∥∥ 1

k!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
R

=
n!

k!(n− k)!
‖P̌ an−k‖R ≤

n!

k!(n− k)!
· Cn−k · ‖P‖R · ‖a‖n−k

≤ 2n · Cn · ‖P‖R · ‖a‖n−k.

Tendo em vista a proposição anterior, nos interessa saber quando uma classe de po-
linômios tem (ou não) a propriedade (B). Trataremos primeiramente de alguns exemplos.

Denotaremos por LK e PK a classe de todas as aplicações multilineares cont́ınuas e
polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach sobre o corpo K = R ou C
com a norma usual, respectivamente.

Dados um espaço de Banach E e um inteiro positivo n, definimos a n-ésima constante
de polarização de E por

c(n,E) = inf
{
M > 0 : ‖P̌‖ ≤M · ‖P‖ para todo P ∈ P(nE)

}
.

Da Proposição 1.2.2 sabemos que, em geral, c(n,E) ≤ nn

n!
. Mas existem casos particulares

em que estimativas melhores valem, por exemplo:
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Proposição 4.4.3 Se H é um espaço de Hilbert, então c(n,H) = 1 para todo n. Em
particular, ‖P̌‖ = ‖P‖ para todo P ∈ P(nH) e todo n.

Demonstração. Veja [14, Proposition 1.44].

Exemplo 4.4.4 Seja K = R ou C e seja tambémHK a subclasse de PK formada por todos
os polinômios homogêneos cont́ınuos definidos em espaços de Hilbert. Mais precisamente,
dados espaços de Banach E e F sobre K e P ∈ P(nE;F ), então P ∈ HK(nE;F ) se, e
somente se, E é um espaço de Hilbert ou P = 0. Vejamos que HK tem a propriedade
polinomial (B) em relação à norma usual de polinômios.

De fato, sejam H um espaço de Hilbert e F um espaço de Banach, ambos sobre K,
n ∈ N, P ∈ HK(nH;F ) e a ∈ H. No caso em que a = 0 não há o que fazer, podemos
então supor a 6= 0. Note, antes de mais nada, que se ϕ ∈ F ′, então ϕ ◦ P ∈ P(nH), pois
P̌ ∈ Ls(nH;F ) e portanto ϕ ◦ P̌ ∈ Ls(nH), onde (ϕ ◦ P̌ )∧ = ϕ ◦ P . Da Proposição 4.4.3
segue que

‖ϕ ◦ P‖ = ‖(ϕ ◦ P )∨‖ = ‖ϕ ◦ P̌‖. (4.8)

Aplicando duas vezes o Teorema de Hahn–Banach na forma de [9, Corolario 3.1.5] e a
igualdade acima, temos

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖ = sup
‖x‖≤1

sup
ϕ∈F ′
‖ϕ‖≤1

|ϕ(P (x))| = sup
ϕ∈F ′
‖ϕ‖≤1

sup
‖x‖≤1

|ϕ(P (x))|

= sup
ϕ∈F ′
‖ϕ‖≤1

‖ϕ ◦ P‖ = sup
ϕ∈F ′
‖ϕ‖≤1

‖ϕ ◦ P̌‖ = sup
ϕ∈F ′
‖ϕ‖≤1

sup
‖xi‖≤1
i=1,...,n

|(ϕ ◦ P̌ )(x1, . . . , xn)|

= sup
‖xi‖≤1
i=1,...,n

sup
ϕ∈F ′
‖ϕ‖≤1

|(ϕ ◦ P̌ )(x1, . . . , xn)| = sup
‖xi‖≤1
i=1,...,n

‖P̌ (x1, . . . , xn)‖ = ‖P̌‖.

Acabamos de provar que

‖P‖ = ‖P̌‖ para todos n ∈ N e P ∈ HK(nH;F ). (4.9)

Segue que Pa ∈ HK(n−1H;F ) e

‖Pa‖ (4.9)
= ‖(Pa)∨‖ = sup

‖xi‖≤1
i=1,...,n

‖P̌ (x1, . . . , xn−1, a)‖

=

 sup
‖xi‖≤1
i=1,...,n

∥∥∥∥P̌ (x1, . . . , xn−1,
a

‖a‖

)∥∥∥∥
 · ‖a‖

≤ ‖P̌‖ · ‖a‖ (4.9)
= ‖P‖ · ‖a‖.

Como HK(nH;F ) é Banach, segue que HK tem a propriedade (B), e pela Proposição 4.4.2
segue que HK é um tipo de holomorfia global com constante 2.

Por outro lado, HK não é um ideal de polinômios pois não contém os operadores
lineares de posto finito (basta considerar um funcional linear cont́ınuo não nulo definido
em um espaço de Banach sobre K que não é de Hilbert).

A seguinte caracterização dos polinômios n-homogêneos de tipo finito nos será útil:
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Lema 4.4.5 Dados E,F espaços de Banach e n ∈ N,

Pf (nE;F ) = span {ϕn ⊗ b : ϕ ∈ E ′, b ∈ F} = span {ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b : ϕj ∈ E ′, b ∈ F} .

Demonstração. Veja [14, p. 42].

Usaremos o resultado acima para mostrar que polinômios homogêneos em espaços de
dimensão finita são todos de tipo finito:

Lema 4.4.6 Sejam E e F espaços normados com E de dimensão finita e n ∈ N. Então

P(nE;F ) = Pf (nE;F ).

Demonstração. Seja {e1, . . . , en} uma base de E. Para cada i ∈ {1, . . . , n},

Πi : E −→ K , πi

(
k∑
j=1

αjej

)
= αi,

é um funcional linear cont́ınuo. Dados P ∈ P(nE;F ) e x = α1e1 + · · ·+ αnen ∈ E,

P (x) = P̌ (xn) = P̌

(
n∑

i1=1

αi1ei1 , . . . ,
n∑

in=1

αinein

)
=

n∑
i1,...,in=1

αi1 · · ·αinP̌ (ei1 , . . . , ein)

=
n∑

i1,...,in=1

Πi1(x) · · ·Πin(x)P̌ (ei1 , . . . , ein)

=
n∑

i1,...,in=1

[
Πi1 ⊗ · · · ⊗ Πin ⊗ P̌ (ei1 , . . . , ein)

]
(x).

Logo

P =
n∑

i1,...,in=1

Πi1 ⊗ · · · ⊗Πin ⊗ P̌ (ei1 , . . . , ein) ∈ span {ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ b : ϕj ∈ E ′, b ∈ F} .

Pelo Lema 4.4.5 segue que P ∈ Pf (nE;F ).

O próximo resultado nos diz que, no caso complexo, para ideais fechados de polinômios
é equivalente ter a propriedade (B) e ser tipo de holomorfia global:

Proposição 4.4.7 As seguintes afirmações são equivalentes para um ideal fechado Q de
polinômios homogêneos entre espaços de Banach complexos:

(a) Q tem a propriedade (B) (com melhor constante C = e);

(b) Q é um tipo de holomorfia global (com melhor constante σ ≤ 2e);

(c) Para todos n, E e F , Pa ∈ Q(n−1E;F ) sempre que P ∈ Q(nE;F ) e a ∈ E.
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Demonstração. (a) =⇒ (b) Da definição de ideal fechado de polinômios sabemos que Q
é um ideal de Banach de polinômios. Pela Proposição 4.4.2 conclúımos que Q é um tipo
de holomorfia global com melhor constante σ ≤ 2e.

(b) =⇒ (c) Por hipótese Q é um tipo de holomorfia global com constante σ ≤ 2e. Sejam
n, E e F , P ∈ Q(nE;F ) e a ∈ E. Mostraremos a seguir que Pa ∈ Q(n−1E;F ). De fato,

como P ∈ Q(nE;F ) e Q é um tipo de holomorfia global, então d̂n−1P (a) ∈ Q(n−1E;F ),
onde

1

(n− 1)!
d̂n−1P (a)(y) =

n!

(n− 1)!1!
P̌ (a, yn−1) = n · P̌ (yn−1, a) = n · Pa(y),

para todo y ∈ E. Logo Pa = 1
n!
d̂n−1P (a) ∈ Q(n−1E;F ).

(c) =⇒ (a) Por hipótese, Pa ∈ Q(n−1E;F ) sempre que P ∈ Q(nE;F ) e a ∈ E.

Afirmação 1. Para todos n ∈ N, P ∈ Q(nE;F ) e a ∈ E, Pa ∈ Q(n−1E;F ) e ‖Pa‖ ≤
e · ‖P‖ · ‖a‖.

No caso n = 1 temos
Pa(x) = P̌ (x1−1, a) = P̌ (a),

para todo x ∈ E, logo Pa ∈ Q(0E;F ) = F e

‖Pa‖ = ‖P̌ (a)‖ ≤ ‖P‖ · ‖a‖ ≤ e · ‖P‖ · ‖a‖,

uma vez que ‖P̌‖ = ‖P‖ em Q(E;F ) = Q(1E;F ).
No caso n > 1, temos Pa ∈ Q(n−1E;F ), onde Pa(x) = P̌ (xn−1, a) para todo x ∈ E.

Façamos primeiramente o caso em que a = 0. Neste caso, P0(x) = P̌ (xn−1, 0) = 0 e
P0 = 0, logo ‖Pa‖ ≤ e · ‖P‖ · ‖a‖. Agora, se a 6= 0, temos

P
a

‖a‖
(x) = P̌

(
xn−1,

a

‖a‖

)
=

1

‖a‖
P̌ (xn−1, a) =

1

‖a‖
Pa(x),

para todo x ∈ E, o que prova que P a
‖a‖ = 1

‖a‖Pa. Mais ainda, como P ∈ P(nE;F ) segue
que

Pa(x) = P̌ (xn−1, a) =
1

n!
d̂n−1P (a)(x) (4.10)

para todo x ∈ E. Logo

‖a‖P a

‖a‖
= Pa =

1

n!
d̂n−1P (a).

Temos então,

‖Pa‖ =

∥∥∥∥P a

‖a‖

∥∥∥∥ · ‖a‖ (4.10)
=

∥∥∥∥ 1

n!
d̂n−1P

(
a

‖a‖

)∥∥∥∥ · ‖a‖ =
1

n!

∥∥∥∥d̂n−1P

(
a

‖a‖

)∥∥∥∥ · ‖a‖
(∗)
≤ 1

n!

[
nn(n− 1)!

(n− 1)n−1
· ‖P‖

]
· ‖a‖ =

1

n

[
nn

(n− 1)n−1
· ‖P‖

]
· ‖a‖

=

(
n

n− 1

)n−1

· ‖P‖ · ‖a‖ =

(
1 +

1

n− 1

)n−1

· ‖P‖ · ‖a‖ < e · ‖P‖ · ‖a‖.
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A passagem (∗) decorre de uma aplicação de [20, Corollary 3] para k = n− 1.

Por BAN denotamos a classe de todos os espaços de Banach complexos.

Afirmação 2.

e = inf {C ≥ 1 : ‖Pa‖ ≤ C · ‖P‖ · ‖a‖ ∀ n ∈ N, E, F ∈ BAN,P ∈ Q(nE;F ), a ∈ E} .

Por um lado, pela Afirmação 1 sabemos que para todos n ∈ N, E, F espaços de
Banach, P ∈ Q(nE;F ) e a ∈ E, temos ‖Pa‖ ≤ e · ‖P‖ · ‖a‖.

Por outro lado, suponhamos que exista 1 ≤ C < e tal que para todos n ∈ N, E, F
espaços de Banach, P ∈ Q(nE;F ) e a ∈ E, tem-se

‖Pa‖ ≤ C · ‖P‖ · ‖a‖. (4.11)

Para n ∈ N, E = Cn e F = C, definimos

Pn : (Cn, ‖ · ‖1) −→ C, P ((λ1, . . . , λn)) = λ1 · · ·λn.

Aqui ‖ · ‖1 é a norma da soma. Normalmente Pn é chamado de n-ésimo polinômio de
Nachbin. Para cada i = 1, . . . , n,

Πi : Cn −→ C , Πi(λ1, . . . , λn) = λi,

é um funcional linear cont́ınuo e, consequentemente, a aplicação

A : (Cn)n −→ C , A(x(1), . . . , x(n)) = Π1(x(1)) · · ·Πn(x(n)),

é n-linear e cont́ınua. Para todo λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn,

A(λn) = Π1(λ) · · ·Πn(λ) = λ1 · · ·λn,

logo Pn ∈ P(n(Cn)). Pelo Lema 4.4.6 temos P(n(Cn)) = Pf (n(Cn);C), assim Pn ∈
Pf (n(Cn);C). Como Q é um ideal de polinômios, temos Pf (n(Cn);C) ⊂ Q(n(Cn);C) e

portanto Pn ∈ Q(n(Cn);C). De (4.11), para an = (1, 0 (n−1), . . . , 0) ∈ Cn, temos

‖Pnan‖ ≤ C‖Pn‖. (4.12)

Como P̌n = As, segue que

‖Pnan‖ = sup
λ∈Cn,‖λ‖1≤1

∣∣P̌n(λn−1, an)
∣∣ .
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Dado λ ∈ Cn, definindo x(1) = · · · = x(n−1) = λ, x(n) = an, temos

∣∣P̌n(λn−1, an)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

n!

∑
σ∈Sn

A(xσ(1), . . . , xσ(n))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

n!

∑
σ∈Sn

Π1(xσ(1)) · · ·Πn(xσ(n))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

n!

( ∑
σ∈Sn
σ(1)=n

Π1(xσ(1)) · · ·Πn(xσ(n)) +
∑
σ∈Sn
σ(1)6=n

Π1(xσ(1)) · · ·Πn(xσ(n))

)∣∣∣∣∣
=

1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
σ∈Sn
σ(1)=n

Π1(an) · · ·Πn(xσ(n))

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
σ∈Sn
σ(1)=n

1 · λ2 · · ·λn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣λ2 · · ·λn ·
∑
σ∈Sn
σ(1)=n

1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(n− 1)!

n!
· |λ2| · · · |λn|

=
1

n
· |λ2| · · · |λn| ≤

1

n
· (|λ2|+ · · ·+ |λn|)n−1

(n− 1)n−1
.

Logo

sup
‖λ‖1≤1

∣∣P̌n(λn−1, an)
∣∣ ≤ 1

n
· 1

(n− 1)n−1
.

Tomando λ =
(

0, 1
n−1

(n−1), . . . , 1
n−1

)
∈ Cn, como ‖λ‖1 = 1, temos

∣∣P̌n(λn−1, an)
∣∣ =

1

n
· 1

(n− 1)n−1
,

logo

‖Pnan‖ =
1

n
· 1

(n− 1)n−1
.

Por outro lado, definindo x(1) = · · · = x(n) = λ, temos

∣∣P̌n(λn)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

n!

∑
σ∈Sn

A(xσ(1), . . . , xσ(n))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

n!

∑
σ∈Sn

Π1(λ) · · ·Πn(λ)

∣∣∣∣∣
= |λ1| · · · |λn| ≤

(|λ1|+ · · ·+ |λn|)n

nn
,

o que implica

sup
‖λ‖1≤1

∣∣P̌n(λn)
∣∣ ≤ 1

nn
.

Tomando λ =
(

1
n

(n), . . . , 1
n

)
∈ Cn, como ‖λ‖1 = 1, temos

∣∣P̌n(λn)
∣∣ =

1

nn
,
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provando que ‖Pn‖ =
1

nn
. Substituindo em (4.12), obtemos

1

n
· 1

(n− 1)n−1
≤ C · 1

nn

e então
nn−1

(n− 1)n−1
≤ C para todo n ∈ N. Portanto

lim
n−→∞

(
n

n− 1

)n−1

= e ≤ C.

Essa contradição completa a demonstração.

O fato de estarmos trabalhando com escalares complexos foi importante na demons-
tração acima. A pergunta é natural: será que vale também no caso real? Terminaremos a
dissertação provando que, surpreendentemente, no caso real as coisas não funcionam tão
bem.

Definição 4.4.8 Dados um inteiro positivo m e 0 ≤ k ≤ m, definimos

cm,k := sup
{
|P (k)(0)| : P ∈ Pm, |P (t)| ≤ (1 + |t|)m para todo t ∈ R

}
,

onde Pm denota o conjunto dos polinômios P : R −→ R de grau menor ou igual que m.

Observação 4.4.9 De acordo com [20, p. 477],

cm,k
k!

=
cm,m−k

(m− k)!

para todo 0 ≤ k ≤ m. Em particular, cm,0 = 1, (m− 1)!cm,1 = cm,m−1, cm,m = m!.

Proposição 4.4.10 Nenhum ideal fechado de polinômios homogêneos entre espaços de
Banach reais tem a propriedade (B).

Demonstração. Suponhamos que exista um ideal fechado Q de polinômios homogêneos
entre espaços de Banach reais que tem a propriedade (B) com constante C ≥ 1. Por [20,
Theorem 2], para cada n ∈ N existem um polinômio n-homogêneo Pn : R2 −→ R e um
vetor não nulo an ∈ R2 tais que∥∥∥d̂n−1Pn(an)

∥∥∥ = cn,n−1‖an‖1.

Da demostração de [20, Theorem 2] sabemos que ‖Pn‖ = 1. Logo∥∥∥d̂n−1Pn(an)
∥∥∥ = cn,n−1 · ‖Pn‖ · ‖an‖1.

Como Pn ∈ P (n(R2);R), pelo Lema 4.4.6 temos Pn ∈ Pf (n(R2);R), donde segue que
Pn ∈ Q (n(R2);R) pois Q é ideal de polinômios.
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Por [32, Theorem 1] existe c1 > 0 tal que c1n log n ≤ cn,1 para todo n ∈ N. Combi-
nando isso com o fato de que Q tem a propriedade (B) com constante C > 1, temos

c1 · n! log(n)‖Pn‖ · ‖an‖1 = c1 · n · (n− 1)! log(n)‖Pn‖ · ‖an‖1

≤ (n− 1)!cn,1‖Pn‖ · ‖an‖1

4.4.9
= cn,n−1‖Pn‖ · ‖an‖1

=
∥∥∥d̂n−1Pn(an)

∥∥∥
= n!‖Pnan‖
≤ n!C‖Pn‖ · ‖an‖1.

Isso implica que c1 log n ≤ C para todo n ∈ N, contradição esta que completa a demons-
tração.
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