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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo o estudo acerca da utilizacdo de técnicas
robustas de controle ativo em estruturas constituidas de materiais compdsitos
laminados dotadas de atuadores piezelétricos. O projeto dos controladores usa o
enfoque das desigualdades matriciais lineares (LMI), que facilitam a inclusdo de
incertezas do tipo politépicas no projeto, tornando o controle robusto. A proposta é
comparar dois tipos de controladores robustos aplicados ao controle de vibracdes de
uma viga flexivel engastada-livre, constituida de material compésito, frente a

incertezas politopicas. Os controladores escolhidos foram o H_ e o regulador linear

quadratico (LQR), ambos com realimentacéo de estados obtidos por observadores e
ambos projetados com a utilizacdo de LMI. O modelo da estrutura compdsita
laminada, considerando o acoplamento eletromecanico com materiais piezelétricos,
foi obtido utilizando o método dos elementos finitos (MEF). Para a compatibilizacédo
do modelo com o procedimento de controle ativo, foi empregada a técnica de
reducdo de modelos baseada na representacdo balanceada. Foram consideradas
duas formas de introducdo das incertezas paramétricas: a primeira diz respeito a
direcdo das fibras em cada camada do material compdsito, caso que comumente
ocorre durante a fabricacdo do material. A segunda € pertinente a rigidez ndo ideal
do dispositivo de engaste, por meio da reducdo da rigidez dos elementos
diretamente ligados ao engaste. Os resultados, obtidos através de simulacdes
computacionais realizadas em ambiente, MATLAB®, sdo discutidos especialmente

no tocante a robustez das técnicas de controle estudadas.

Palavras-chave: Controle Robusto, Desigualdades Matriciais Lineares, Materiais

Compdsitos, Atuadores Piezelétricos, Controle LQR, Controle H_ .
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ABSTRACT

This work addresses the use of robust techniques for the active control of composite
structures coupled with piezoelectric actuators. The design of controllers uses the
approach of linear matrix inequalities (LMI), which facilitate the inclusion of polytopic
type uncertainties in the design of robust controllers. The proposal is to compare two
types of robust controllers applied to vibration control of a flexible composite

cantilever beam subjected to polytopic uncertainties. H_ and linear quadratic

o0

regulator (LQR) controllers, both with state-feedback obtained by observers and
designed with the use of LMI are chosen. The composite laminate model considering
the electromechanical coupling of piezoelectric materials is obtained using the finite
element method (FEM). The reduction method based on balanced realization is used
for the compatibilization of model dimension to the control procedures. Two kinds of
uncertainties are considered: the first is related to the direction of the fibers in each
layer of composite material, which commonly occurs during the manufacturing. The
second type pertains the non-ideal stiffness of the clamping device, by means of the
reduction of the elements directly linked to the clamp. The results, obtained through
numerical simulations in MATLAB® environment, are discussed with regard to the

robustness of the control techniques investigated.

Keywords: Robust Control, Linear Matrix Inequalities, Composite Materials,

Piezoelectric actuators, LQR Control, H_ Control.
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flexibilidade mecéanica (inverso da rigidez mecénica)
vetor deslocamento mecénico total elementar
vetor de saidas de desempenho
vetor de entradas exdgenas (ou de distarbios)
trabalho elementar e global
vetor de estado
vetor de saidas
componentes do deslocamento total
sistemas de coordenadas planas globais

vetor de entradas (ou de controle)

restricdo no sinal de entrada

sistema local de coordenadas planas do elemento

permissividade dielétrica
rotac6es em torno dos eixos

funcdes de interface
potencial elétrico elementar e global
deformacdo mecéanica

tensdo mecanica

funcéo de resposta em frequéncia
graus de liberdade
linear matrix inequation (Desigualdades Matriciais Lineares)
linear quadratic regulator (regulador linear quadrético)
método dos elementos finitos
fluorido de polivinilideno

zirconato titanato de chumbo
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CAPITULO |

Introducéo e Reviséo Bibliografica

1.1 Introducéo

O ritmo acelerado de nossa sociedade imp8e a necessidade de desenvolvimento de
novas tecnologias e a renovagdo das ja existentes, com exigéncias cada vez maiores de
sistemas mais precisos, leves, robustos e com maiores velocidades de operacdo. Mas tal
desenvolvimento sempre deve ter em vista a seguranga, eficiéncia e economia, o que
sempre proporciona um interessante desafio de engenharia, em especial para as areas de
vibrag&o e controle.

Um dos desafios de engenharia, criados por esse ritmo acelerado estda, justamente,
ligado a vibracéo e ruido, ja que esses, na maioria das situacdes, estao ligados diretamente
a queda de desempenho e de seguranca de uma vasta quantidade de sistemas. Em
resposta, varias técnicas de controle vém sendo aperfeicoadas e essas podem ser divididas
em trés categorias principais: controle passivo, controle semiativo e controle ativo.

As técnicas passivas podem ser consideradas o grupo mais conservativo dos trés, no
gual o controle é feito sem a adicao de energia ao sistema, sendo realizado pelas alteracdes
das caracteristicas dindmicas do sistema ou pela adicdo de absorvedor dindmico de
vibragbes ou materiais dissipativos (MEIROVITCH, 1989). Essas técnicas apresentam
custos de implementacdo relativamente baixos e sdo de facil instalacdo; entretanto, para
sua maior eficiéncia, € necessario um bom conhecimento das caracteristicas do sistema a
ser controlado, o que nem sempre é possivel na realidade industrial. Além disso, possuem
pouca versatilidade a alteragdes das propriedades do sistema (que ocorrem com frequéncia
na realidade) e geralmente acrescentam consideravel quantidade de peso.

J& a vertente do controle ativo implica a adicdo de energia ao sistema, geralmente

pela atuacdo de forcas de controle aplicadas por meio de atuadores. Apesar de serem de



implementag¢@o mais complicada e cara que as técnicas de controle passivo, as técnicas de
controle ativo sdo mais insensiveis a erros nas estimativas das propriedades dinamicas do
sistema, bem como a alteracdes durante seu funcionamento. Assim, essas técnicas sédo
mais robustas, o que pode significar aumento da eficiéncia e economia.

Geralmente, as técnicas de controle ativo (em inglés Active Vibration Control, AVC)
sdo divididas em dois subgrupos: controle de alimentacdo direta ou antecipativo
(feedforward) e controle por realimentacéo (feedback). O primeiro usa um sinal de referéncia
externo e a saida para ajustar continuamente o sinal de controle. O segundo realimenta o
sistema com informacdes do préprio sistema, saidas ou estados, sendo particularmente
mais eficiente para controlar modos de baixa frequéncia do que o feedforward (BUENO,
2007).

Como foi dito anteriormente, as técnicas ativas ainda mantém certo grau de
desempenho frente a pequenas alteracdes ou erros de estimativas dos parédmetros do
sistema, possuindo certa robustez intrinseca, principalmente o controle por realimentacao.
Entretanto, muitas vezes esse nivel de robustez ndo é suficiente para atender as
necessidades de algumas utilizacbes, sendo necessario recorrer a técnicas de controle
robusto.

Nesse contexto, umas das abordagens que vem ganhando grande notoriedade na
area de controle robusto sdo as Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix
Inequalities, LMI) que transformam o problema de controle em um problema de otimizag&o
com restricdes na forma de desigualdades matriciais (BOYD, 1994; CARAHUIRE, 2009). Se
o0 problema for convexo, h& véarias ferramentas numéricas que podem ser aplicadas na
resolucdo; caso ndo seja convexo, pode ser possivel aplicar tratamentos para transforma-lo
em um problema alternativo ou huma série de problemas convexos.

As LMI também sdo muito usadas em problemas de controle que ndo séao
considerados robustos, mas foi no controle robusto que elas ganharam maior espaco, haja
vista a facilidade proporcionada para modelar as incertezas do sistema (CARAHUIRE,
2009).

As técnicas de controle ativo necessitam de sensores para informar os niveis de
vibracdes, e o controlador informa aos atuadores a acéo a ser realizada. Tendo isso em
vista, fica clara a importancia do emprego de sensores e atuadores de alta confiabilidade e
de preferéncia pouco intrusivos, necessidade esta que o desenvolvimento dos chamados
materiais inteligentes tem ajudado a suprir.

Ha uma boa gama de materiais inteligentes com caracteristicas muito interessantes,
dentre as quais podemos destacar materiais piezelétricos, ligas com memodria de forma,

fibras 6pticas, materiais electrostrictivos e magnetoestritivos, e fluidos eletroreolégicos (LEO,



2006). Para a utilizacdo com sensores e atuadores em estruturas flexiveis, os materiais
piezelétricos tém recebido grande atencdo desde os trabalhos pioneiros de Crawley e De
Luis (1987).

Desde entdo, a utilizacao de pastilhas piezelétricas tem sofrido uma grande evolugéo
(SUNAR; RAO, 1999; CHOPRA, 2002) e os materiais piezelétricos conquistaram um
importante espaco junto ao controle ativo por apresentarem boa sensibilidade a alteracdes
estruturais e operacionais e adaptarem-se a essas novas situacées mantendo 0s nhiveis de
desempenho.

Deve-se destacar que o emprego dos materiais piezelétricos ja se faz presente em
varias areas da engenharia com o uso em avibes e veiculos espaciais, em especial no
controle de vibragdes e ruidos e no monitoramento estrutural nos chamados Smart Aircraft
Systems, tentando aumentar a eficiéncia e seguranca (LI, 2011). Em outras areas pode-se
constatar o emprego em material esportivo como em raquetes de ténis, bastbes de basebol
que diminuem o0s impactos nos bracos dos atletas e esquis que dissipam parte das
vibragbes oriundas das irregularidades do solo. HA também o emprego de materiais
piezelétricos no desenvolvimento de musculos artificiais para emprego em robdética, além de
aplicacdes na area de bioengenharia, como em ultra-sonografia (MANBACHI e COBBOLD;
2011).

Ainda falando das varias aplicacdes dos materiais piezelétricos, uma das aplicacfes
gue mais estd em evidéncia nos ultimos anos é a geracao de energia (power harvesting)
(SODANO, INMAN e PARK; 2004) que utiliza o efeito piezelétrico direto, ou seja, a
transformacdo de energia mecanica em elétrica, para armazenar energia elétrica gerada
através da deformacgéo ou vibracdo do material piezelétrico. A efervescéncia desse assunto
€ comprovada pelas varias pesquisas recentes sobre o assunto (KORLA et al., 2011; Chen,
YANG; YAO, 2011) e que também é abordado pelo Laboratério de Mecanicas de Estruturas
(LMEst) da Universidade Federal de Uberlandia.

Tendo em vista 0 contexto apresentado, este trabalho visa ao estudo e
implementacdo computacional de técnicas de controle, aplicadas ao controle de vibracdes
de estruturas compostas inteligente dotadas de atuadores piezelétricos, sob a influéncia de

incertezas politépicas em caracteristicas da estrutura (rigidez do engaste e orientacdo das

camadas). As técnicas de controle aqui considerados serdo o controle H_ e o controle LQR.

O controle H_ foi escolhido por ser uma das teorias de controle mais usadas em se

tratando de controle robusto, enquanto a teoria LQR € uma das teorias de controle 6timo

mais conhecidas e utilizadas.



A principal contribuicdo que se busca proporcionar, em relagdo aos estudos
anteriores dedicados ao controle robusto de estruturas flexiveis, é a extensdo dos
procedimentos desenvolvidos ao caso especifico de estruturas compostas laminadas. Este
tipo de estrutura tem grande aplicabilidade na industria aeroespacial e, dada a sua propria
natureza, requer procedimentos especiais de modelagem e apresentam tipos particulares de
incertezas.

Esta dissertacdo esta organizada em cinco capitulos cujos conteudos sao:

Este capitulo introdutério apresenta a contextualizacdo e as motivacdes para o
estudo e também traz uma revisdo acerca de algumas das principais contribuicbes no
estudo de controle robusto de estruturas inteligentes.

O segundo capitulo apresenta a formulagdo por elementos finitos de estruturas
compostas laminadas dotadas de transdutores piezelétricos, obtendo-se as equagfes gerais
do movimento do sistema eletromecénico. Para melhor elucidar essa formulagéo, alguns
conceitos sao trabalhados neste capitulo, sendo esses:

e Piezeletricidade linear, sendo apresentado um breve histérico da
piezeletricidade e as rela¢des constitutivas eletromecanicas;
e Compdsitos laminados, com énfase na Teoria Mista.

O terceiro capitulo apresenta os fundamentos da teoria de controle H_ e LQR; essas

abordagens sdo apresentadas em associacdo com desigualdades matriciais lineares (LMI).
A seguir, sdo mostratas formas de se representar matematicamente incertezas, em especial
a representacao politopica.

O quarto capitulo trata das simulagbes numéricas de modelos de estruturas
compostas laminadas inteligentes, dotadas de transdutores piezelétricos.

Por fim, o quinto capitulo apresenta os comentarios finais e conclusdes sobre o
trabalho e propostas para trabalhos futuros.

O trabalho de pesquisa foi desenvolvido no Laboratério de Mecanica de Estruturas
da Faculdade de Engenharia Mecanica da UFU, que é a sede do Instituto Nacional de
Ciéncia e Tecnologia de Estruturas Inteligentes em Engenharia (INCT-EIE), que se dedica
ao estudo dos fundamentos e aplicacdes tecnoldgicas de materiais inteligentes em

engenharia e em problemas multidisciplinares.



1.2 Reviséao Bibliogréfica

As técnicas de controle sofreram grandes modificagdes e avangos com o passar dos
anos e muitos acreditam que a engenharia de controle teve seu verdadeiro comec¢o no fim
do século XIX. Mas foi somente nas décadas de 1930 e 1940 que a engenharia de controle
realmente teve um grande desenvolvimento, gracas ao trabalho de varios pesquisadores
como: Harry Nyquist, Richard Bellman, Andrey Kolmogorov, Lev Pontryagin, entre outros.

As chamadas técnicas de controle classico tém como conceito principal a
estabilidade do sistema, e seu principal método de avaliacdo € a investigacao dos polos em
malha fechada da func@o de transferéncia. Nesse grupo se encontram os métodos dos
lugares das raizes, resposta em frequéncia, carta de Nichols, além de outros métodos
graficos (MEIROVITCH, 1989). Esses métodos foram desenvolvidos para sistemas com
uma entrada e uma saida (SISO — single input, single output), portanto com uma Unica
funcado de transferéncia, ou para um namero reduzido de entradas e saidas.

Entretanto, essas técnicas ndo conseguiam ser viaveis na resolucao de problemas
mais complexos, como os de mudltiplas entradas e saidas (MIMO- multiple input, multiple
output), ou com critérios de desempenho mais complexos, que resultam em leis de controle
nao lineares. Assim, fez-se necessaria a criacdo de técnicas de controle com uma nova
abordagem, sendo essa abordagem a minimizacdo de um critério de desempenho e essas
técnicas chamadas de controle 6timo e sdo parte das técnicas de controle moderno. Essas
técnicas modernas costumam ser baseadas em abordagem no dominio do tempo descritas
na representacao de espaco de estados. A técnica de alocacao dos polos também pode ser
considerada uma técnica de controle moderno.

Ja nas ultimas duas décadas, o controle robusto passou a receber grande interesse
dos pesquisadores, com varios tipos de controladores robustos desenvolvidos. Entre esses
controladores pode-se citar a p-sintese, que foi usado por Li et al. (2003) em um
experimento para controlar as vibragbes de uma placa de aluminio engastada-livre, com
dois atuadores piezelétricos, na qual massas variadas foram adicionadas para gerar as
incertezas. Na técnica p-sintese, os projetos sdo avaliados por um critério chamado valor
singular estruturado (u); essa abordagem esta mais bem fundamentada em nos trabalhos de
Sanches-Penfa et al. (1998) e de Skogestad et al. (1996).

Outra técnica a se destacar é controle fuzzy que utiliza a légica fuzzy, ou nebulosa
para calcular, através da realimentacdo do sistema, a resposta desejada, utilizando um
processo de “fuzzificagdo” para converter valores absolutos em valores “nebulosos”
(ARTERO, 2009).



A logica fuzzy tem destaque no controle de sistemas ndo-lineares. Gaino (2009)
realizou, em sua tese de doutorado, o controle ndo linear para uma protese de perna
utilizando modelos fuzzy Takagi-Sugeno baseados em LMI. Cardim (2009) prop6s um novo
método de controle de sistemas nédo lineares, descritos através de modelos fuzzy Takagi-

Sugeno, com projeto baseado em LMI.

Recentemente, os controladores H_ tém recebido grande atencd@o, pois s&o

controladores que produzem margens de ganho mais confidveis (KAR, 2000), sendo muito

usados no controle robusto. O controle H_ consiste na utilizagdo de uma lei de controle

6timo que minimiza a norma H_ da funcdo ou matriz de transferéncia da saida de
desempenho com respeito as entradas exdgenas, o que corresponde a minimizar o pico de
resposta em frequéncia do sistema em malha fechada. Uma das primeiras aplicagfes de um
controlador H_ com atuadores piezelétricos em estruturas foi realizado por Dosch et al.
(1995) que projetaram um controlador robusto para uma antena de satélite.

Dentre os trabalhos recentes, pode-se citar o de Jiang e Li (2011) no qual se

realizaram simulac6es numéricas de uma placa engastada-livre dotada de quatro atuadores
piezelétricos para reduzir vibragdes, sujeita a 20% de incertezas nas frequéncias modais e
no amortecimento. Para tal, foi utilizado um controlador robusto H_ formulado via
desigualdades. O sistema proposto pelos autores resultou em desigualdades bilineares,
portanto ndo se pode resolvé-las diretamente usando o0s pacotes computacionais de
otimizagdo convexa existentes, sendo necessaria a utilizagdo de procedimentos iterativos,
como o algoritmo proposto por Chen e Gui (2007), que aumentam consideravelmente o
custo computacional.

Ja no cenario nacional é possivel destacar os trabalhos de Abreu (2003) que estudou
um projeto H_ em estruturas flexiveis com materiais piezeletricos incorporados. Bueno
(2007) usou um controlador LQR para controlar uma trelica com incerteza na rigidez de seus
elementos, através de simulacdes numéricas e experimentais. Santos (2010) estudou
controladores H_ aplicados a suspensdes ativas veiculares, com dois, quatro e sete graus
de liberdade, sujeitas a incertezas paramétricas. Canahuire Cabello (2009) e Mazoni (2007)
usaram controladores H_ para o controle de vibracdes, sendo que Canahuire levou em

conta a saturacdo dos atuadores e Mazoni abordou varios tipos de incertezas (paramétricas,

dinamicas e politépicas). Todos esses controladores citados foram formulados via LMI.



CAPITULO 11

Modelagem de estruturas compaositas laminadas com transdutores

piezelétricos

Este capitulo aborda a modelagem de estruturas constituidas de compdsitos
laminados inteligentes, mais especificamente, estruturas dotadas de materiais piezelétricos
que podem atuar como sensores e/ou atuadores, sob varias condi¢des de contorno.

A modelagem de qualquer sistema fisico geralmente resulta em equacdes
complexas, de dificil ou até mesmo impossivel resolucao analitica (na maioria dos casos
tém-se equacdes diferenciais parciais), sendo necesséria a utilizacdo de métodos numéricos
para a resolucdo dos problemas. Um dos métodos numéricos mais populares € o Método
dos Elementos Finitos, que foi o método escolhido para o desenvolvimento deste trabalho.

A presente formulacao é a mesma usada no trabalho de Faria (2006), que considera
graus de liberdades nodais que incluem variaveis elétricas (potenciais elétricos) e variaveis
mecénicas (deslocamentos). Como serd mostrado no decorrer deste capitulo, essa
formulacdo é considerada uma formulagcdo mista, ja que os elementos retangulares planos
de oito nés usados discretizam o campo de deslocamento como uma camada Unica e 0s
potenciais elétricos como camadas discretas.

Esse capitulo tem como objetivo a obtencdo da equacdo geral do sistema
eletromecénico acoplado, e para isso serd necessério expressar as relagfes deformacgdes-
deslocamentos e campo elétrico-tenséo elétrica em funcdo das variaveis nodais e funcdes
de forma.

O capitulo esta dividido em trés se¢Bes: a primeira trata de uma revisdo dos
fundamentos da piezeletricidade linear, apresentando as equacdes eletromecanicas
constitutivas. Na segunda secdo sdo abordados os compositos laminados com enfoque na
Teoria Mista; e por fim, a terceira secdo aborda a formulacéo por elementos finitos segundo

o Principio Variacional de Hamilton.



2.1 Fundamentos da piezeletricidade linear

A piezeletricidade é o termo usado para definir o acoplamento entre os dominios
mecanicos e elétricos apresentados por alguns materiais (IKEDA, 1996). Esse acoplamento
se da pelo aparecimento de cargas elétricas no material quando submetido a algum tipo de
carregamento, sendo que esse fendmeno foi inicialmente relatado pelos irmdos Pierre
(1859-1906) e Jacques Curie (1856-1941) que, posteriormente, conseguiram prever em
quais cristais esse fenébmeno ocorre (BUENO, 2007). Outros pesquisadores observaram o
fenbmeno da piezeletricidade antes dos irmdos Curie, mas foram estes os primeiros a
apresentar esse efeito em um trabalho cientifico (FARIA, 2006).

O fendmeno acima descrito € o chamado efeito piezelétrico direto sendo que na
mesma época o fisico Lippmann ja havia previsto o efeito piezelétrico inverso através de
consideracgdes termodinamicas, que posteriormente foram comprovadas experimentalmente.
O efeito piezelétrico inverso é caracterizado pela deformacdo do material quando exposto a
um campo elétrico.

Um dos primeiros efeitos de surgimento de cargas elétricas em materiais devido a
interacdo com outras areas da fisica vem do século XVIII, quando o fisico alemao Aepinus
verificou o surgimento de cargas elétricas em cristais de turmalina quando esses eram
aquecidos. Esse fendmeno, posteriormente, recebeu o nome de efeito piroelétrico
(PIEFORT, 2001). O efeito inverso recebe o nome de eletrocaldrico.

Nesse momento inicial, as primeiras aplicacbes dos materiais ficaram restritas aos
laboratérios, mas com o tempo, aplicacfes mais praticas surgiram como o desenvolvimento
de sonares. Mas foi somente apés a Segunda Grande Guerra que ocorreu a grande
evolugdo dos materiais piezelétricos, principalmente pelo desenvolvimento de novos
materiais sintéticos, como o zirconato titanato de chumbo (PZT), que superaram alguns
problemas apresentados pelos materiais existentes até entéo.

Os materiais piezelétricos podem ser divididos em duas classes: monocristais
(cristais e filmes finos) e policristais (ceramicas e polimeros) (FARIA, 2006). Os cristais
piezelétricos destacam-se por suas altas temperaturas de operacdo e pequena influéncia da
variagdo de temperatura nas propriedades piezelétricas.

Os materiais ceramicos policristalinos, por outro lado, sdo mais baratos, possuem
uma grande variedade de composicbes que permitem uma grande variacdo de suas
propriedades fisicas e maior variedade de geometrias, mas, ainda restritas se comparadas
aos polimeros piezelétricos. Entretanto, suas propriedades eletromecanicas possuem maior

dependéncia da temperatura e variacdo de suas propriedades com o tempo.



Os materiais piezelétricos, em geral, costumam apresentar valores intermediarios de
médulo de elasticidade e densidade, se comparados a grande maioria dos materiais. As
ceramicas piezelétricas possuem modulo de elasticidade na faixa de 10 a 100GPa e
densidade em torno de 7000 a 8000 kg/m3. J& os polimeros piezelétricos sdo mais macios e
possuem maédulos na ordem de 1 a 3GPa, com densidade na faixa de 1000 a 2000 kg/m3
(LEO, 2006).

Os piezoceramicos nao apresentam a propriedade piezelétrica em seu estado
natural, pois ndo apresentam polarizacdo em nivel macroscopico. Eles apresentam, em
nivel microscoépico, dipolos elétricos que estdao dispostos de forma aleatéria e para
apresentarem a piezeletricidade é necessaria uma polarizacdo sob a aplicagdo de altos
campos elétricos, na ordem de KV/mm, na dire¢cdo escolhida, acima de uma determinada
temperatura, conhecida como temperatura de Curie.

Entretanto, apds a fabricagdo, as ceramicas piezelétricas ndo podem ultrapassar
uma temperatura limite (temperatura de Curie) na qual o material perde a polarizacdo. Esse
também ndo deve ser exposto a um campo elétrico alto e de sentido oposto ao do campo
aplicado na sua fabricacdo, que também causara despolarizacdo. Os valores da
temperatura de Curie e do campo elétrico dependem do tipo de ceramica piezelétrica
utilizada.

Além dos materiais citados, polimeros piezelétricos ganharam for¢ca nas Ultimas
décadas. Os polimeros piezelétricos surgiram como umas alternativas as ceramicas e sua
descoberta data ao final da década de 1960 pelo fisico Kawai, e ganharam aplicagdes mais
praticas nos anos de 1980, sendo o fluoreto de polovinilideno (PVDF) o mais conhecido
(FARIA, 2006).

Os polimeros piezelétricos apresentam como caracteristicas principais a baixa
densidade e flexibilidade, podem ser confeccionados em geometrias mais complexas que 0s
ceramicos e podem ser colados facilmente em superficies irregulares. Porém, sdo mais
dificeis de ser polarizados e apresentam constante dielétrica baixa. A tabela 2.1 mostra

algumas propriedades do PZT e PVDF.
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Tabela 2.1 — propriedades fisicas do PZT e PVDF (BUENO, 2007)

Propriedades PZT PVDF
Temperatura de Curie (°C) 210 100
Médulo de elasticidade (N/m?) 59,5x10° 3,0x10°
Coeficiente piezelétrico ds; (m/V) | 212x10*? 23x10™*
Campo elétrico maximo (V/m) 0,4x10° 40%10°

As aplicacbes dos materiais piezelétricos, enfocadas nesse trabalho se referem a
atuadores, e as caracteristicas mais importantes para materiais usados na fabricacdo de
atuadores sdo a forca e deslocamento que eles podem gerar, além da velocidade de
resposta a estimulos. Os materiais piezelétricos apresentam baixas deformacdes, da ordem
de 0,1%, mas conseguem produzir altas for¢as de atuacdo. Algumas ceramicas piezelétricas
podem produzir tensdes na ordem de 10MPa, ao passo que 0s polimeros piezelétricos
produzem tensdées bem menores.

Ja a velocidade de resposta é uma grandeza dificil de ser mensurada e que depende
de muitos fatores, sendo varios alheios ao material. Entretanto, os materiais piezelétricos
estdo entre os gque tém maiores velocidades de resposta a estimulos dentre os materiais

inteligentes; segundo Leo (2006) é possivel projetar um material piezelétrico que pode

alterar suas dimensdes numa escala de tempo de 10™° segundos.
2.1.1 Equag0es constitutivas da piezeletricidade linear

Na elasticidade linear a lei de Hooke relaciona o tensor de tensdes mecanicas o, 0
tensor de deformacdes ¢j;, e o tensor de rigidez C;,, por meio da seguinte relacéo

expressa em notagao indicial:

Gii=Ciju€u (2.1)

onde i, j, k e assumem valores de 1 a 3.
Como os tensores de tensGes e de deformacbes séo simétricos, suas nove

componentes sao reduzidas a seis componentes independentes, e a notacdo contraida fica:
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€78 0,76y
€,7€y 6,6y
€37€53 637033

€,7€p3 1€ 0,706,370,
€57€5 TE€3 057030y

€6TE€pTEy 0gT01,=0y

Assim, a lei de Hooke pode ser reescrita sobre a forma contraida dos tensores de

tenséo e de deformacdo e o tensor C,, de quarta ordem € reduzido a um tensor de segunda

ordem, de modo que a equacao (2.1) pode ser reescrita sob a forma:
G, =C;&; (2.2)

ondei,j=1, 2,..., 6.

Quando um material piezelétrico € submetido a uma tensdo mecéanica, além da
deformacédo ocorrera uma rotacdo dos dipolos elétricos produzindo deslocamento elétrico.
Se eletrodos forem colocados nas extremidades do material eles acusardo um fluxo elétrico,
caracterizando o efeito elétrico direto. Para niveis relativamente baixos de tensbes
mecanicas, o efeito piezelétrico direto pode ser modelado por relacdes lineares entre as
quantidades fisicas envolvidas. Para um elemento piezelétrico sem campo elétrico aplicado,

utilizando notacgdo contraida, escreve-se:

D,=d.c (2.3)
Considerando o caso em que um material piezelétrico é exposto a um campo
elétrico, esse campo ira produzir rotagdo nos dipolos elétricos e subsequente deformacéo,
caracterizando o efeito piezelétrico inverso. Para niveis relativamente baixos de campo
elétrico, o efeito piezelétrico inverso também pode ser modelado por rela¢des lineares entre
as quantidades fisicas envolvidas. Para um elemento piezelétrico livre de tensdes

mecanicas, escreve-se, ha notagdo contraida:

zaj-:djiEi , (2.4)
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Para as Eq. (2.3) e (2.4),i=1, 2,3 e j=1, 2,..., 6; D, € o vetor de deslocamentos
elétricos (C/mz), d;, é o tensor de constantes piezelétricas (C/N), o, é o vetor das
tensdes mecanicas (N/mz), g; € o vetor de deformacdes (m/m)e E, é o vetor dos campos

elétricos (V/m). Nota-se que a ordem dos indices do tensor de constantes piezelétricas da

Eq. (2.4) indica que esse é o transposto do tensor de constantes piezelétricas que aparece
na Eg. (2.3).

E facil perceber que o efeito piezelétrico direto e inverso sio expressos
matematicamente pela relacdo das grandezas mecéanicas tensdo e deformacdo com as
grandezas elétricas campo elétrico e deslocamento elétrico. Quando o carregamento
mecénico e o campo elétrico sdo aplicados simultaneamente ao material piezelétrico, o

acoplamento eletromecanico € descrito pela seguinte relacdo matricial:

{gi }: S @25)
Dm dmj Kmk Ek .

ondeiejvariamde 1 a6, mekvariamde 1 a3, y, € o tensor de permissividade, S éo

tensor de flexibilidade.

O acoplamento eletromecénico é fortemente influenciado pelas condigbes de
contorno elétricas e mecéanicas. Como condi¢des de contorno elétricas temos os eletrodos
em curto-circuito (E=0) ou em circuito aberto (D=0) ; para esses casos as equacdes da

deformacéo ficam:

€,=8;0;
(2.6)
€= (l-kijz)cj
onde k é coeficiente de acoplamento piezelétrico, dado por:
d.
k.= | (2.7)
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As eq. (2.6) demonstram que a matriz de flexibilidade depende das condi¢des de
contorno elétricas; assim sendo, é necessario especificar em qual condicdo de contorno a
matriz foi obtida. E convencionado usar os indices E e D sobrescritos para a condi¢do de
curto-circuito e circuito aberto, respectivamente.

Analogamente, as condicbes de contorno mecanicas também interferem nas
propriedades elétricas do material, sendo essas condi¢des o corpo livre de tensdes (o =0) e
o corpo livre de deformagbes (£=0), no qual os indices sobrescritos usados sdo ¢ e ¢,

respectivamente. Com a utilizacdo desses indices, a eq. (2.5) pode ser reescrita sob a
forma:

& _ SijE di |]O; 2.8)
D,, dmj Ak E, .
A Eq. (2.8) em sua forma matricial expandida, fica:

€ ST 31Ea Sty SlEs lee d, dy dy||o

€ S S» S; S Sy Sy O, dy dy [|0;

€3 S S» S; Su Sw Sw O Oy Oy || O

€4 551 sz 553 554 555 SEG d, dy di||0s

€ (=S5 Sp S So S;s S; O Oys Oy |10 (2.9)
€q SGEl ng Sgs SEA 555 Sge de dy dyg || G6

D, d, d, dy d, dy dg % %% xa||E

D, dy dy, dy dy dy dy X% %% X3 ||E2

D, _d31 dy, dg dy dy dye % A2 Xss A E,

Nao ha necessidade de que as equacdes constitutivas do material piezelétrico sejam
expressas com a tensdo e campo elétrico como as variaveis independentes e a deformagéo
e 0 deslocamento elétrico como as variaveis dependentes; esta é apenas a forma mais
usual encontrada na literatura. Assim, as equacdes constitutivas podem também ser escritas

na forma inversa:

Lls] : (2.10)
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0y Ch Cp ClEs Cis C1Es ClEe €1 €y Cyn || &
G, Cgl ng C§3 CEA CES CEG €y €5 €5 (|8
O3 Ci C3 Cg Ch Cs Cyp € € €5 ||%
Gy Cii Co Ca Ca Ca Cig €4 €y €5 ||&
Os (— C5E1 ng C§3 C§4 CsEs CsEs €5 €y €3 |18 (2.11)
G C(ISEl CeEz C§3 C§4 Cgs Cga € €x €5 || %
D, €, €, €y €, €5 €5 X, An Xu||E
D, €1 €n € €y €y Cx Xn X Xx ||E:
D, 1€ €3 €3 €5 €55 €y A1z A3z A3 1 E,

onde e; é o tensor de constantes dielétricas e y,, € o tensor de permissividade dielétrica.

Por conveniéncia, a Eg. (2.11) pode ser escrita com 0s tensores tensao e deslocamento

elétricos em equacgdes separadas:

o, =c;&; e, B, (2.12-a)

D =€i&; B (2.12-b)

2.2 Materiais compésitos laminados

Essa secdo se dedica a apresentar de forma sucinta os materiais compadsitos
laminados acoplados a materiais piezelétricos e sua modelagem quanto aos campos de
deslocamento mecénicos e elétricos. Busca-se fazer uma rapida introducdo a esses
materiais, apresentando 0s conceitos basicos e os principais modelos de placa usados,
dando-se maior atencéo a Teoria Mista, que, nesse caso, engloba a Teoria da Deformacéo
Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) e a Teoria de Camadas Equivalentes Discretas. Para
maior aprofundamento, o leitor deve consultar os trabalhos de Chee et al. (2000), Faria
(2006) e Lima et al. (2010).

Materiais compésitos sdo descritos como materiais que sdo compdsitos por uma
combinacdo de dois ou mais materiais diferentes visando explorar simultaneamente as
diferentes vantagens dos materiais componentes. Por sua natureza diversificada, os
materiais compositos podem nao ser, dependendo da escala estudada, homogéneos e,

frequentemente, apresentam comportamento mecanico anisotropico.
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Os materiais compositos podem ser classificados segundo varios critérios, mas
segundo a morfologia das estruturas de reforco, eles se dividem em: compoésitos
particulados, com fibras e estruturados (PEREIRA Jr., 2004; FARIA, 2006). Esses ultimos
ainda sao divididos em compdésitos do tipo sanduiche e compdsitos laminados.

Quanto a matriz, esses podem ser classificados de acordo com o material

constituinte da matriz, sendo os grupos principais:

e Matriz metdlica;
e Matriz ceramica;
e Matriz polimérica, que pode ser subdividido em termo-endurecivel e termo-

plastico.

Nessa dissertacao, o interesse dirigido somente aos compoésitos laminados que sdo
materiais formados por diferentes laminas fibrosas continuas cuja orientacdo e material sdo
parametros do projeto.

Os materiais compositos ndo foram tdo exaustivamente estudados como 0 0s
materiais mais tradicionais usados em engenharia, como 0 aco e o aluminio que possuem
informacgdes de facil acesso sobre suas propriedades; entretanto, costumam apresentar uma
melhor relacdo resisténcia/peso que 0s materiais tradicionais, sem sacrificar outras
propriedades mecéanicas (rigidez, resisténcia a fadiga) ou quimicas (resisténcia a corrosao).

A maior parte das teorias de materiais laminados vieram de teorias inicialmente
criadas para placas e cascas de materiais homogéneos e isotropicos e foram posteriormente
estendidas aos laminados anisotrépicos ou ortotrOpicos € com materiais piezelétricos
colados ou embutidos na estrutura. As teorias de materiais laminados, aplicaveis a placas,

se dividem em duas categorias (FARIA, 2006):

e Teoria da Camada Unica Equivalente (Equivalent Single Layer Theory);
e Teoria das Camadas Equivalentes Discretas (Layerwise Theory ou Discrete

Layer Theory);

Na primeira categoria, 0 compdésito laminado é modelado como uma Unica camada
equivalente que engloba a Teoria Classica dos Laminados (CLT); Teoria da Deformacéo
Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT), Teoria da Deformacdo Cisalhante de Ordem
Superior (HSDT) (REDDY, 1997; FARIA, 2006). Nessas teorias 0 compésito € visto como

uma Unica camada e associado uma Unica funcdo a essa camada.



16

Na segunda categoria incluem-se a Teoria das Camadas Independentes e a Teoria
das Camadas Dependentes (REDDY, 1997), em que cada camada é analisada de forma
independente, e assim, a cada uma delas é associada uma fungéo.

Para muitos casos, os dois grandes grupos de teorias isoladamente ndo apresentam
desempenho satisfatério em determinados modelos, notadamente em estruturas inteligentes
dotadas de transdutores piezelétricos. Para esses casos pode-se adotar uma terceira teoria
chamada de Teoria Mista, que, como o nome diz, associa duas teorias: a Teoria da Camada
Unica Equivalente é usada para a aproximacdo dos campos mecanicos, e a Teoria das
Camadas Equivalentes Discretas € usada para o potencial elétrico.

Essa teoria foi adotada pois a Teoria da Camada Unica Equivalente ndo é adequada
para representar os potenciais elétricos, entretanto, modelar todo a estrutura pela Teoria das
Camadas Equivalentes Discretas causaria um alto custo computacional, que pode ser
evitado usando a Teoria Mista.

A Teoria Mista aqui apresentada € mais aprofundada no trabalho de Faria (2006).
Nessa teoria o comportamento mecénico da placa laminada é representado pela FSDT,
sendo expresso por:

U(X,y,z,t)=uy (Xy.t) +zy, (x,y.t)
V(X,y.z,t)=v, (Xy.t) +2y, (xy.t) (2.13)
W(X,y,z,t)=w, (X.y.t)

onde u,, vV, e W,, sdo deslocamentos na direcbes X,y e Z, respectivamente, sendo o
plano X-y o plano médio ndo deformado da placa, y, e y, séo rotacdes em torno dos eixos

y e X, respectivamente. Essas grandezas séo apresentadas na Fig. (2.1).

A Eq. (2.13) pode ser reescrita na forma matricial:

u(xy.zt)| T1 0 0 z 0
v(xyzt) $=[0 1 0 0 z {O(X,y,t)} (2.14)
W(X,y,Z,t) 0 01 00O

ou na forma simplificada:

{uly2)b=[A(2) [{aOay)) (2.15)
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onde:

{U(xy.zt)={u(xyzt) v(xyzt) W(x,y,z,t)}T

T (2.16)
{G(X’ylt)}:{uo Vo Wo Wy \Ify}

Figura 2.1: eixos de referéncia (A) e a ilustracdo da deformacdo de uma secéo da

placa, segundo a FSDT (B)
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Para descrever as variaveis da Eq. (2.13) através do Método dos Elementos Finitos
(MEF) sdo necesséarias fungbes de forma e variaveis nodais adequadas. O elemento
considerado nessa formulacéo é o Serenpidity, um elemento plano com trés nds por aresta,
num total de oito n6s (REDDY,1997), o qual esté ilustrado na Figura (2.2) em coordenadas
globais e locais. As relacbes entre as coordenadas locais globais sdo dadas pelas Eqgs.
(2.17-a) e (2.17-b).

AN AY
6(0.1 :
761,120 0) 5(1,1) 7(¢r.y7)o—oe¥e) 0 5(Xs.ys)
8(-1,0) 4(1,0) ~ S(Xa.ys]ﬁ 4(xa,ys)
— ¢ v I G
1(-1,-1), 3(1,-1) 1(x1,y1) L 03{1(3,3:3]
2(0,-1) 2(x2,yz2)

(A) (B)

Figura 2.2: elemento Serenpidity em coordenadas locais (A) e globais (B)

_ (XX, %)
XX (2.17-a)
XZ%[&(XA-XB)+X4+XB:|
_ (2y'y6 Y, )
Ye¥2 (2.17-b)

y=%[n(ye Y)Y tYs |

A matriz jacobiana de transformacéo entre as coordenadas locais e globais é dada

por:

a_X Q (X4'X8) 0

[9] 6k 2 (2.18)

OX ay (ye 'yz)




19

sendo o determinante da matriz jacobiana dado por:

J= (Y5'Y2L(X4'X8) (2.19)

Tendo em mente as informagdes da relacdo entre as coordenadas locais e globais,

- -7 . A~ . ~ T
as cinco variveis mecanicas {u(x,y,t)}:{u0 Vo W, W, \py} podem ser expressas

T :
em fung&o das 40 varidveis mecanicas nodais: {ue(t)}:{ui vV, W, g, \pyi} , com i=1

a 8, como indicado na Eq. (2.20).

ul

Vl
0 'N, 0 0 0 O N, 0O 0O 0 O 0 ]| u,
v, 0N, O 0 0 0N, 0 0 0 0|V,
w,;={0 0 N, 0O 0 0 O N, 0 O 0 [{w, (2.20)
v,/ |0 0 0O N O O O 0O N, O 0 ||V,
v,/ [0 0 0 0N O 0 0 0 N, Ng | |y

\VXB

\IlyB

Assim, o campo de deslocamento mecéanico é escrito em fungédo das coordenadas
nodais da seguinte forma:

(Um0} LA, (][N, (En)] o, (0) @2y

onde: {U(&,n,z,t)}={u(§,n,z,t) v(&En.zt) w(&,n,z,t)}T, {ue(t)} é o0 vetor que contém
todas as variaveis nodais e [Nu (E_,,n)] € a matriz com as fungbes de forma associadas aos

graus de liberdade mecénicos, sendo que as fun¢des de forma N,=N, (é,n) , 1= 1 a 8 podem

ser expressas, em coordenadas locais, por:
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-l>||—\

N, (&m)=-- (1-€)(1-n)(1+&m)
N, (&n)==(1-€)(1+&)(1-n)

(1+€)(1-n)(1-&n)

N| -

-I>|H

N, (&n)=-

N |-

N, (&)= (1+€) (1) (1-n)

(2.22)

II
-l>||—\

N; (&n)=7 (1+8)(1+n)(1-En)

r\JII—‘

N; (&n) = (1-6)(Ln) (1+n)

N7(ém)=-—(1-é)(1+n)(1+&-n)
Ng (&n)= (é)(Hn)( n)

As deformacgbes podem ser expressas em funcdo das funcdes de forma e das

variaveis nodais por meio da seguinte relacao:

T T
[81 €, & & & 86] =|:8xx €y €4 Yy Tx 'ny} =
U ovoow [ov, ow (@Jra_UJ v (2.23)
OXx oy o0z \oz oy OX 0z oy OX

Usando a relacdo da Eg. (2.23) combinadas com a Eq. (2.21), as relacGes para a

deformacéo ficam:
{e(Em.zt)}=| B, (En.2) [{u, (1)} (2.24)

onde [Bu (E_,,n,z)]=[Dz (Z):II:NU (&,n)] e [DZ (z)] é uma matriz que contém operadores

diferenciais dada por:

[D,(z)]=[[Dy,]+z[D,]] (2.25-a)
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o 0 0 00
OX
0 o 0 00
oy
0 0 0 0O
[D,]= o o0 2 o1 (2.25-b)
oy
0 0 9 10
OX
A 0 00
Ly X ]
0 00 9 0
OX
0 00 O 9
oy
[D,]=|0 0 0 0 O (2.25-C)
000 O O
000 O O
000 o 9
L oy oy |

Com a aproximagdo para os deslocamentos mecéanicos realizada, parte-se para a
aproximacdo do campo elétrico, que através da Teoria Mista aqui usada, define o potencial
elétrico como na Teoria das Camadas Equivalentes Discretas, na qual a direcdo z (diregédo

ao longo da espessura) é desacoplada do plano de referéncia x-y; assim tem-se para

nc+1 interfaces do laminado, a aproximacéo para o potencial elétrico:

nc+l

(p(x,y,z,t)Z- Lj(z)(pj(x,y,t) (2.26)

j=

[y

onde L(z) é a chamada fungdo de camadas equivalentes e ¢;(x,y,t)s&o funcdes de

interface da j-ésima lamina do compésito do laminado. O potencial elétrico, conforme
apresentado na Eq. (2.26) é para toda a espessura z do compdésito. Considerando que a
estrutura € dividida em n camadas ao longo da espessura z, o potencial elétrico de cada

camada pode ser aproximado por funcdes lineares por partes:
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(pcamada(i) (X,y,Z,t) = Lid (Z) (Pi (X>y7t) + Liu (Z) (Pi+1 (XaY>t) (2-27)

Assim, cada potencial elétrico associado a cada camada € compdésito por duas

funcdes de interfase referentes as interfases inferior e superior, sendo L, e L,, funcbes de

interpolacdo Lagrangeanas lineares das interfaces inferiores e superiores, respectivamente,

dadas por:

(2.28)

Usando a definicdo de campo elétrico como o negativo do gradiente do potencial

elétrico, o campo elétrico da i-esima camada é expressa por:

{E (X’y’z’t)}camada(i) = -6@(X’y’z’t)camada(i) (229)
Expandindo:
aq)i XaYat a(pi+ (X7y7t)
Lo (o) e
E, (X)yzt
E ( y ) _ (Pi (X’y’t) 8(pi+l(XaYat)
, (xy.zt) = Lid(z)T+ L, (2) —————= (2.30)
EZ (X,y,Z,t) camada(i)
(Pl (X9Y>t) + (P1+1 (X9Y>t)
2,77y, i+1 41

O mesmo elemento € usado para descrever os potenciais elétricos que sdo descritos
como na Fig. (2.3), com os indices i associados ao nimero de interfaces e j associado a
cada no. Assim as fungBes de interface podem ser expressas por funcdes de forma e

potenciais elétricos nodais para cada interface do laminado, como expressas na Eq.(2.31):
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0y

P
0, _Nl 0 0 0 O N, O 0 0 0 01| o,
0, 0O N 0 0O O O N, O 0 0 0 Ogy
0, =0 0 N O 0 O 0 N, O 0 0 (P (2.31)
: 0 0 0O N O O 0 0 N, O 0 0y
Pne) _0 0 0 0 N, O 0 0 0 N, - Ns_ (1)

(pn8

Pnnje

Z
¥

el ]
gsit ][/ el 1]/ g . L

/ @
o e

Figura 2.3: Potenciais elétricos nodais de um elemento plano multicamadas.

O potencial elétrico, nas coordenadas locais, da k-ésima camada do e-ésimo

elemento é dado por:

(p(é,n,z,t)ZZ[... Lq(z) Ly (2) ...][N¢(é,n)]{(pe(t)} (2.32)

Simplificando:

(p(é,n,z,t): Z[N(P (&,n,z)]{(pe (t)} (2.33)
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onde [N(p (5,77, Z):I € a matriz das funcdes de forma associadas aos potenciais elétricos e

{0, (t)} sdo os potenciais elétricos nodais em nivel elementar.

Usando a definicdo de campo elétrico como o negativo do gradiente do potencial

elétrico, tem-se:

E(gnzt), =V N, (&nz) [{o. (1)} (2.34-a)

ou

E(&n.zt) =[ B, (&n.2) [{o. (1)} (2.34-)

com V[N, (&n.z) |=[B, (¢n.z) ]

2.3 Formulacé&o por elementos finitos

A formulacéo baseada no Principio de Hamilton Estendido € muito conveniente para
a modelagem de estruturas inteligentes, uma vez que ela trata todas as energias (mecéanica
e elétrica) de forma conjunta, sem a necessidade de equagfes adicionais, permitindo
incorporar todas as contribuicdes energéticas, tanto do substrato passivo, como dos
transdutores piezelétricos.

O Principio de Hamilton Estendido pode ser expresso da seguinte forma
(MEIROVITCH; 2001):

tj(al_mw)olt:tjl[&(K—P)+aw]dt =0 (2.35)

t t

onde L=K-P é o Lagrangeano. K é a energia cinética, P é a energia potencial e W é o
trabalho virtual das forcas ndo conservativas. Para desenvolver os termos das energias
cinética e potencial € necesséria a utilizagdo de funcdes de forma e varidveis nodais
adequadas na integracao.

A energia cinética, em nivel elementar, é expressa por:

K== p{U} {U}av, (2.3
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onde p é a densidade do material, V, é o volume elementar e U é o vetor de

deslocamentos, dado pela Eqg. (2.21). Assim, é possivel calcular a variacdo da energia

cinética do sistema através de wuma integral por partes, lembrando que

8U; (t,)=8U; (t,)=0:
}SKedtZT [p{s0} {0} dVedt=-T [ p{sU}" {U}dv,dt (2.37)
t to V, to V,
Substituindo a Eg. (2.21) na Eqg. (2.37), tem-se:

oK dt=-] {5u,}" [m, ] fi, }dt (2.38)

to to

onde [m, ]= j p[N ] [A] [AL ][N ]V,

e
Ve

A energia potencial inclui a parcela da energia potencial mecéanica e a parcela da

energia potencial elétrica, sendo dada por:
j 5P dt= j j ({0} {se}-{D}" {sE})av,dt (2.39)

A energia potencial elementar pode ser expressa da seguinte forma em termos das
propriedades dos materiais, das deformac¢des mecanicas e do campo elétrico através das

Eq. (2.12) (os sobrescritos foram ocultados por simplificacéo):

j oPdt= I f ( {5E})dVedt
- tj Vj ({SSb}T([C]{s}—[e]T{E}))dVedt (2.40)
(982 (el 2 av
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A equacao (2.40) leva em conta tanto o efeito piezelétrico direto como o efeito
piezelétrico inverso, permitindo que o material funcione como sensor ou como atuador.
Substituindo as deformag6es e campo elétrico dados pelas Eq. (2.24) e (2.34-b) na equagéo
da energia potencial Eq. (2.40) e fazendo as devidas manipula¢des, tem-se:

oo 5. v

+t“{5ue} B,] [¢][ B, |{p.}dV.dt
(2.41)
+ j j 50.)" [B, | [e][B,]{u.}dV.dt

[’}

| [130)"[B.] Tl B, J o aviae

tO Ve

A equacéo (2.40), por estar integrando ao longo de todo o volume, esta considerando
todos os diferentes tipos de materiais das diferentes camadas ao longo da espessura; assim
é possivel reescrever a Eq. (2.40) sob a forma:

j 5P,dt= j{j | Z j B, ]+[C,]- [Dk]}dzdydx}dt (2.42)

to\ x y k=1 z=7,

A equacao (2.42) estda em funcado, no plano, das coordenadas (x,z), e pode ser
reescrita nas coordenadas locais (§ e n):

j 5P, dt= j[ | j [Z(j) +[C, ]- [Dk]}dz]Jdndé’;]dt (2.43)

to| &-1n=-1 k=1, Zy

onde J é apresentado na Eq. (2.18), e:
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(2.44)

De acordo com Lima et al. (2010), a Eq. (2.43) inclui as seguintes matrizes de

acoplamento elementar:

Zs1

j | ( )szdndZ; (2.45)

n=-1z=z,

<]

1

i f f J( )szdndi (2.46)

k=1 E=-1n=12z=z,

K:, = Zj j j([B [e][ )szdnda (2.47)

k=1 E=-1n=1z=z,

1 Zyay

CAE ”ZC [ ([, Tel[B, ])saetn (2.48)

k=1 &=-1n=12z=z,

onde [KTJUJ é a matriz elementar de rigidez elastica, [wa] e [wa] sdo as matrizes

elementares de acoplamento eletromecanico e [KZJ € a matriz elementar dielétrica. Assim

a Eq. (2.43) pode ser reescrita como:

4
[op.dt=
o (2.49)

']

J ({837 [, D+ o, [K3, T+ 0K T+ (o0 [KE, o Ja

to

Da equacdo (2.35) ainda falta o termo referente ao trabalho virtual das forcas

externas, que é dado por:
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TSWedtZif [{3U}' {F, }av,+[ {(8U}' {F.}dS,+{3U}" {F.}-[ {30} {Qs}dS, Jdt (2.50)

to 0

onde K, sé&o as forcas de corpo, F; séo as forcas de superficie, F, s&o forcas pontuais e

Q séo as cargas elétricas de superficie. Substituindo as Eq (2.22) e (2.34-b) em (2.50) e

reorganizando, tem-se:

4

fowat={ (fou.}" £.}-{o0.}" @.})at 2

to to

onde {F,} e {Q,} séo as forgas e cargas nodais generalizadas em nivel elementar.

Substituindo as energias das Eq. (2.38), (2.49) e (2.51) em (2.35), tem-se:

ty
[ (8K,-5P, +5W, ) dt=
to

ty

[ oK dt=[ {ou,}" [m, ]{ii, e+
o o (2.52)

ty

J (BTG, Jhue b+ (3} [KS, JloJ+ (30} [KE, J{ucj+ {30 [KS, Jfo. ) Jdts

to
ty

J(fou.}" {F.}-foo0.)" {Q.})ar=0

to

Evocando o Lema Fundamental do calculo variacional, obtém-se as equacdes

acopladas do movimento em nivel elementar:

% ey pcaielfl

Para a construcdo das equacfes em nivel global, a partir das equacées em nivel
elementar, € necessario levar em conta a conectividade entre os elementos. Para n

elementos, as matrizes e vetores globais sdo dados por (RADE, 2002).
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Equacao (2.53) esté expressa em nivel elementar e para passa-la para nivel global &

necessario usar a matriz de conectividade [He]. Para n elementos, as matrizes e vetores

globais sao dados por:

(M, J=2(HT [M.](H.]
CADICAITHICE
(K8, J=2 M [k, ]
(ke J=2 M ke ] @50

[k, J=2 (M [k, JIH

onde [He] sdo matrizes booleanas que permitem levar em conta a conectividade

Com base nas equacdes apresentadas em (2.54) pode-se escrever a equacéo geral

do modelo em nivel global:

O et
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Equacéo (2.55) permite modelar estruturas com camadas de materiais passivos e
ativos, sendo que esses Ultimos podem ser sensores ou atuadores; portanto essa
formulacdo adotada é bem geral.

As ordens das matrizes e vetores presentes na Eq (2.44) dependem do ndmero de

nés nn, do nimero de camadas nc e do nimero de graus de liberdade por né (nesse caso 5

g.d.l.). A matriz [Mg] € quadrada de ordem 5 x nn, a matriz [Kﬂu} também é quadrada de

ordem 5 x nn, a matriz [Kﬂd € de ordem (5nn)x(nn(nc+1)) e [Ki(p] € de quadrada de
ordem nn(nc+1).

Os vetores {Fg}, {Ug} e {ug} sdo de ordem (5nn)x1 e os vetores {(pg} {(pg} e

{Qg} sdo de ordem nn(nc+1)x1.



CAPITULO 111

TECNICAS DE CONTROLE ROBUSTO

3.1. Introducéo

s

Todo modelo fisico é uma representacdo de realidade e, como tal, deve ser
concebido sob hip6teses redutoras e aproximacgdes. Isso faz com que o modelo sempre
possua erros em relacdo ao sistema real; ndo importando o qudo complexo 0 modelo seja,
ele sempre sera uma aproximacao da realidade.

Essa é uma realidade com a qual todos os seres humanos devem lidar, inclusive, e
principalmente, os pesquisadores. Uma das alternativas para tentar aliviar essa situagéo € a
criacdo de modelos incertos (ou robustos), ou seja, modelos de levam em conta a existéncia
de algum tipo de incerteza, podendo ser erros de aproximacdo ou sobre parametros
estimados. O mesmo é valido para as técnicas de controle, sendo essas chamadas de
controle robusto.

Para melhor compreensao da teoria aqui apresentada, esse capitulo esta dividido em
guatro sec¢Oes descritas a seguir:

A primeira secdo discorre sobre as desigualdades matriciais lineares (LMI),
apresentando um breve histérico, sua definicdo e alguns dos conceitos principais que serédo

Uteis ao longo desse capitulo.

A segunda secdo apresenta a teoria de controle H_, com seu conceito e formulagdo

através de LMI e, por fim, o problema que caracteriza o controlador H_ via LMI.

A terceira secdo apresenta a teoria de controle LQR e, de forma anéloga a sec¢éo

anterior, apresenta o conceito e a formulacdo que caracteriza o controlador LQR via LMI.
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Finalmente, a quarta secdo apresenta o conceito de representacdo de incertezas

politopicas e o problema dos controladores H_ e LQR robustos. Os codigos dos

controladores em MatLab® estdo no Apéndice |

3.2 Desigualdades Matriciais Lineares

Os desenvolvimentos apresentados nesta sec¢do foram adaptados dos trabalhos de
Bueno (2007), Canahuire (2009), Mazoni (2008) e Silva (2005).

3.2.1 Defini¢cbes

Segundo Boyd (1994), recebe 0 nome de desigualdade matricial linear, ou LMI, uma
desigualdade matricial na forma:

[F(X)]:[F0]+§Xi[|:i]>o 3.1)

em que o vetor {xjeR" é a variavel do problema de otimizag&o,x; é o seu i-ésimo

elemento, e as matrizes [E]:[ET]e R™,i=0,1,..,m sdo dadas. Johnson e Erkus (2006)

apresentam algumas observagdes acerca da inequacao (3.1):

e A inequacéo [F(X)] >0 implica que [F(X)] é uma matriz positiva definida;
portanto, as partes reais de todos os autovalores de [F(x)] sao positivos;
e O vetor {x} gue satisfaz a inequacéo (3.1) é conhecido como solugéo factivel

da LMI. O conjunto formado pela solucgéo factivel, {{x}l[F(x)] >0} é um

conjunto convexo. Convexidade € uma importante caracteristica nesse tipo de
problema, pois existem técnicas numéricas eficientes para resolugdo de
problemas com conjuntos convexos.

e Varias inequacfes que ndo estdo na forma da inequacédo (3.1) podem ser
convertidas nessa LMI através de manipulacdes algébricas. Além disso,
multiplas LMI podem ser convertidas em uma Unica LMI através de uma

mudanca de variaveis.
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Na maioria dos casos, ndo é conveniente escrever uma desigualdade matricial linear
na forma padréo da inequagéo (3.1). Assim, recebe o nome de LMI qualquer desigualdade
matricial cuja equivaléncia com uma desigualdade na forma padréo da inequagéo (3.1) seja
Obvia.

Deve-se ressaltar que algumas desigualdades ndo lineares podem ser convertidas
na forma de LMI através do uso do complemento de Schur (VAN ANTWERP e BRAATZ,

2000). Assim, seja a desigualdade matricial ndo linear:

[Q-[SIIRT'[S] >0,

3.2
[R]>0 (3.2

onde [Q(X)JZ[Q(X)JT,[R(X)JZ[R(X)]T e [S(x)] séo dependentes afins (lineares) de

x. O sistema de inequacdes (3.2) é equivalente a:

Q] 18],
{ : [J 0 69

3.2.2 Estabilidade quadratica

Seja o sistema dindmico representado por:
{Xp=[Alx}, (3.4)

considerando que esse sistema seja assintoticamente estavel , ou seja, que [A] possua

todos os seus autovalores com a parte real negativa. Considere a existéncia de uma funcao

na forma quadratica:

V(x)={x} [P]{x] (35)

sendo [P] uma matriz simétrica positiva definida. Segundo Lyapunov esse sistema sé sera

estavel se a funcéo V(x), conhecida como funcdo de Lyapunov, for positiva e a derivada
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primeira de V(x) no tempo for negativa. Assim, uma condi¢cao necesséria e suficiente para

a Eq. (3.5) ser estavel é solucionar o seguinte problema de factibilidade da LMI:

AT P[Pl e
Pl=[PT >0

Definindo uma nova variavel [Q]=[P]'1 tem-se:

[QIIAT +[AJlg]<0 -
[Q]=[Q] >0

Agora, considere o sistema dindmico representado por:
{Xp=[Al{x}+[B]{w} (3.8)

onde {W} é um disturbio, {x} o vetor de estados, [A] a matriz dinamica e [B] a matriz de

entrada. Segundo Johnson e Erkus (2006), a estabilidade no sentido de Lyapunov &

garantida se, e somente se:

[A]' [P]+[P][A]+[s]<0
[P]=[P]' >0 (3.9)
[SJ=[s] >0

onde [P] é a matriz de Lyapunov. Considerando o caso em que [S]:[B][B]T, a inequacao

(3.9) fica:

(3.10)
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3.2.3 Realimentacé&o de estados via LMI

Considere agora um sistema linear e invariante no tempo:

xj=[Alxj+[B[{wj+[B,]{z}

ty}=[C]{x}+[D,]{w}+[D,]{z} (3.11)

onde:
T 7
{X}(nxl) =[X1 X, ...xn] € o vetor de estado.
T
{W}(aXI) :[wl w, ...wa] € o0 vetor de entradas exdgenas (ou de disturbios).
T
{Z}(m) :[Zl 22...zr] € o vetor de entradas (ou de controle).
T A 7
{y}(m) =[y1 Y, ...ym] é o vetor de saidas.
Além disso, [A] = é a matriz dinamica, [B,]  é a matriz de entradas exégenas,
(nxn) (nxa)
[Bz](nxr) é a matriz de entradas de controle, [C](mxn) & a matriz de saida e as matrizes

[D,] . e [D,] . s&o as matrizes de transmissao direta.
1 Inxa 2 Inxr

Assumindo controle por realimentacdo de estados para a Eq. (3.11), uma lei de

controle linear pode ser dada por:

(20=[K ]{x} (3.12)

sendo [Kc] a matriz de ganho de realimentag&o a ser determinada. Considere-se também

que [D,]=0 e [D]=[D,]. Substituindo a Eqg. (3.12) em (3.11), tem-se:

= [AL[B]IK. ] {x} +[B.] fw}
ty}=[IC]-[P.]IKC]J{x} + D J{w)

(3.13)
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As matrizes de estado em condi¢c&do de malha fechada s&o dadas por:
[Ac]=[A]=[B.][K:] (3.14)

[C.]=[C]-[D][K.] (3.15)

O objetivo é encontrar os ganhos estabilizantes definidos por:
[KJ={[K.J-A] € asint. estavel| (3.16)

Ou seja, todos os autovalores de [Af] devem ter parte real negativa. Este calculo

também pode levar em consideracdo restricbes que atendam algumas especificacdes de
desempenho e robustez, como limitacdo de sinais de saida, limitacdo de sinais de entrada,
taxa de decaimento.

3.2.4 Estabilidade quadratica em malha fechada

Retomando o sistema da Eq. (3.11), este é quadraticamente estabilizavel via

realimentagdo de estados se, e somente se:

[[AT+[B.J[KI] [PI+[PI[[A]+[B. ][K.]] <0

[P]>O (3.17)
ou, na forma dual:
[QI[[Al+[B,][K.]] +[[Al+[B,][K.]][Q]<0 (3.18)

[Q]>0

Aqui, as variaveis sdo as matrizes [P] ou [Q] e [K_]. Como existe multiplicagao

entre elas, as restricbes geradas pelas inequacdes (3.17) e (3.18) ndo sdo convexas nas
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variaveis de interesse. No entanto, definindo a variavel [Y]=[K_][Q] e substituindo na

inequacdo (3.18), o problema se torna convexo:

[A][QI+[QI[A] +[B.][Y]+[Y] [B.]' <O
[Q]>O
(3.19)

sendo [Y] e [Q] as variaveis da inequagéo e o ganho de realimentagéo é determinado por:

[K.]=[Y][QI" (3.20)

De acordo com Mazoni (2007), de forma geral, os problemas de controle via LMIs

seguem 0s seguintes passos:

e Tem-se uma planta linear representada por suas matrizes de estado e se deseja
projetar um controlador (estéatico ou dinamico, realimentando estados ou saidas);

e A representacdo do controlador é concatenada com a da planta produzindo as
matrizes de malha fechada;

e Em seguida, as matrizes de malha fechada s&o submetidas a um teste matricial de
estabilidade pelo critério de Lyapunov; isso constitui uma condicdo matematica que
as matrizes do controlador devem respeitar;

e Ainequacao matricial resultante é a expressao a ser satisfeita para estabilidade do
sistema em malha fechada. As varidveis dessa inequagdo sdo as matrizes do
controlador e a matriz original da desigualdade de Lyapunov. Se for possivel

encontrar tais matrizes, o problema é factivel,

Sujeitas a inequacdo anterior, as matrizes do controlador e da planta sdo usadas
para estabelecer algum objetivo de controle;

Assim, 0 problema consiste em encontrar as matrizes do controlador que satisfazem a

desigualdade matricial e minimizam o objetivo de controle escolhido;
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3.2.5 Observadores de estado via LMI

Na maior parte das aplicagcdes de realimentagdo de estados, ndo é viavel medir todos
estados, pois sao de dificil acesso ou mesmo nao possuem um significado fisico claro,
fazendo-se necessario o uso de observadores de estados.

Para um sistema como descrito pela Eq. (3.13) um observador de estado é dado por:
(% =[A]{x}+[B]{w}+[L][{y}-[C]{%}] (3.21)
onde [L] é o matriz do observador; {X} € o vetor de estado do observador. Segundo

Koroishi et al. (2010) o estudo de estabilidade do observador pode ser dado pela seguinte
LMI:

[PI((A-[LI[C])+([Al-[L][c]) [P]<0 (3.22)

Efetuando algumas manipulagdes matematicas, escreve-se:
[PI[AI-[PI[LI[CI+[A] [P)-[CT [L] [P]<0 (3:23)
Pré-multiplicando e pés-multiplicando ambos os lados da Eq. (3.23) por [P]%, tem-se:
[AI[PT-[L[CIIPT +[PT'[A] -[PT'[C] [L] <0 (3.24)
Para linearizar a Eq. (3.24) faz-se [X]=[P]" e [G]=[P]"[L]=[X][L]. assim:

[AIIX]+[X][AT [6][c]-[c] [e] <o

3.25
[X]>0 (3.29)

O ganho do observador € dado por:

[L]=[X]"[G] (3.26)
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3.3 Controle H

O controlador H_ tem como medida de desempenho a minimizagdo da normaH_, o

que representa a minimizacdo da funcdo de transferéncia da saida de desempenho em
relacdo as entradas exégenas. No dominio da frequéncia isso representa a minimizacdo da
méxima amplitude da funcao de transferéncia.

Essa teoria de controle também pode ser interpretada como um problema de
otimizacdo em que a varidvel a ser otimizada é o préprio controlador, sendo essa
interpretagéo que a abordagem por LMI utiliza para desenvolver o problema do controlador
(MAZONI, 2008).

3.3.1ANorma H_

Segundo Canahuire (2009) considerando sistemas estaveis, a norma H_ da fungdo de

transferéncia [G (s)] para sistemas de uma entrada e uma saida (SISO) é:

IGE)Il.. =sup, [[Glw)]i (3.27)

A norma H_ da matriz de transferéncia [G (s)] para sistemas com mdltiplas entradas e

multiplas saidas (MIMO) é:
IG(S)IL =5UP, 5 vex ([ G (i) ]) (3.28)
sendo o, (G(jo)) o maior valor singular da matriz de transferéncia [G (s)] :

3.3.2 Projeto de controladores H

Seja um sistema dindmico que seja representado pelo conjunto de equacdes:



onde;

T 7
{x}(m) =[xl X, ...xn] é o vetor de estado.
T
{W}(axl) :[Wl w, ...wa] € o vetor de entradas exégenas (ou de disturbios).
T
{Z}(m) :[21 z, ...zr] é o vetor de entradas (ou de controle).

{u}(mxl) =[u1 u2...um]T € o vetor de saidas de desempenho

{Y}(qx1) =[y1 Yo Y ]T é o vetor de saidas.

A planta a ser controlada é dada pela matriz [G] abaixo:

A B B,
[G] =G, D, Dy |
C2 D21 D22

O sistema em malha fechada pode ser descrito pelo diagrama de blocos:

u W

- Ll

K

Figura 3.1: controlador H

40

(3.29)

(3.30)
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sendo G a planta e K o controlador. O projeto de um controlador 6timo H_ pode ser definido

como (ZHOU e DOYLE; 1998):

Controlador 6timo H_ : encontrar todos controladores K, admissiveis (que tornem o
sistema estavel) que minimizem a norma ||Hw|| da funcéo de transferéncia entre as entradas

{w} e as saidas {z}.

Entretanto, encontrar o controlador H_ 6timo nem sempre é facil e, na pratica,

geralmente ndo é desejavel, ou mesmo necessario encontrar a solugdo oOtima. Assim,

lancando mé&o de problema subotimo, que € definido como (ZHOU e DOYLE; 1998):

Controlador subo6timo H_ : encontrar todos os controladores K_ admissiveis, tal que

IH,|<y.Para y>0.

Aqui € necessario inserir um importante conceito: o Lema do Limite Real. E através
desse lema que € possivel converter o projeto de um controlador em um problema de
otimizacdo com restricbes matriciais lineares. Dentre os varios corolarios decorrentes do
Lema do limite Real serdo mostrados a seguir apenas os utilizados; o lema completo é
mostrado em (Zhou e Doyle, 1998)

A B

Corolario: Seja a planta de um sistema dada por [G]:{C D

} e a matriz de

transferéncia entre a entrada {w} e a saida {y} dada por [va} Assim, H[TYW] <y, com
v>0, se e somente se existir uma matriz simétrica positiva definida [P] tal que:
[AIPI+IPIAT" [P][B] [C]
[B]'[P] u[1] [D] |<0 (3.31)

[©] (O] -uf1]

A partir do Lema do Limite Real é possivel escrever o problema do controlador H_

por realimentacdo de estados que sera formulado nessa secdo. Configuracdes alternativas
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seriam a realimentacdo estatica de saida e a realimentacdo dindmica de saida. Tendo o

sistema;

x}=[A){x}+[B,]{w}+[B,]{z

v} =[Cl{x}+[D,]{w} +[D,]{z (3.32)
e realimentacao de estados,

{z=[K:]{x) 333

com [KC] sendo o ganho de realimentacdo a ser definido. Substituindo a Eg. (3.33) em

(3.32) tem-se o sistema controlado:

(3.34)

(3.35)

Usando o Lema do Limite Real para o sistema em malha fechada (3.34) e com

auxilio do complemento de Schur, o problema de otimizacao é descrito como:
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min p=*
w[P]
sujeito a:
AIPHPIAT | [P][B] [CT— (3.36)
[B]'[P] -] [B] |<o |
] [B] ]

PI=[P >0, 10

Fazendo uma transformacédo de congruéncia na restricdo do problema H_ chega-se

ao problema na forma em que ele é comumente encontrado na literatura:

(8] [P] ] [D

Ppr ] [OTA][P]+[P][A] P[[?] [e]| {[Pr o] [o]
€] [B] -l

Fazendo [Q]=[P]'l tem-se:

[QUAT+AIQ! [B] [Q][¢] |
[B:'T —[|] [f)] <0 (3.38)
[C][Q]  [B] -u[1 _

Substituindo as matrizes do sistema controlado (3.35) em (3.38) obtém-se:

[AllQI+[BIIYI+[QIIAT +[Y] [B.] [B.] [QI[CT +[Y]'[P.]
I T

com [Y]=[K_][Q].
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Finalmente, o problema de controle H_ para a realimentac¢édo de estados é reescrito

como:

min p=y’

w[QL[Y]

sujeito a: (3.40)
(3.39)

[Q]=[Q] >0, >0

em que as variaveis de otimizagdo séo [Q],[Y] e p, e a matriz de ganho de realimentac&o

é obtida de [KC]=[Y][Q]'1. O cédigo implementado em MatLab® é visto no Apéndice |.

3.4 Controle LQR

O regulador linear quadratico (Linear Quadratic Regulator — LQR) possui grande
importancia na teoria de controle, pois, além de ser uma poderosa ferramenta de controle de
sistemas MIMO, é a base de muitos outros métodos de controle 6timo.

Ainda sdo poucas as abordagens do LQR via LMI, apesar dele ter sido inicialmente
proposto na década de 1970, sendo que nesta abordagem podemos citar Erkus e Lee
(2004) e no cenério nacional o trabalho de Bueno (2007).

O LQR se baseia na minimizacdo de uma funcao de desempenho quadratica que
geralmente possui a forma (Ogata, 2003):

0

3=[ ()7 [Qu ) +w) [Ry J{w} it (3.41)

0

sendo as matrizes [Q,q,] e [R } matrizes hermitianas.

lgr

Nas abordagens convencionais, primeiramente é definido o ganho do controlador
para depois verificar sua estabilidade; ja em abordagens utilizando o usando o teorema de
Lyapunov faz-se o inverso, ou seja, primeiro séo verificadas as condi¢cbes de estabilidade e,
posteriormente, o controlador € projetado respeitando as restrigbes criadas no primeiro

passo.
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A formulagéo aqui apresentada é a mesma usada por Johnson e Erkus (2006), na
gual o problema de controle LQR € apresentado na forma classica de um problema de
otimizagédo. Retornando ao sistema representado pela Eq. (3.32):

(x}=[A]{x}+[8,]w} +[8, ]2} 8422)
(v} =[Clix+[Du)w)+[D, )iz} 8.42)

e usando uma lei de realimentacdo de estados como a da Eq. (3.33), Johnson e Erkus

(2006) formulam o problema de controle LQR como: encontrar o ganho do controlador [KC]

gue satisfaca o problema de otimizagéo:

N €] )" [Qu i)+ (w)T [Ry Jfw)+ oy INJ(w) + ) [N] )]

[K.] (3.43)
sujeitoa:(3.42-a)e {z}=-[K,]{x}

onde [Q,q,]:[Q,qr]T >0, [qu,]:[R,qr]T >0 e [N] s&o matrizes de ponderag&o. A matriz
[N] representa a insercdo de um ruido ao sistema e ndo sera utilizada nesse trabalho,

sendo, portanto, considerada nula. Substituindo {z}=-[KC]{x} na funcéo objetivo e na

restricdo dada pela Eq. (3.42-a), tem-se:

min €[ {x)"[Qq J(x}+{x} K] [Riy JIK.]{X}]

[K.] (3.44)

sujeitoa:{x} =([A]-[B,][K.])x} [8; {2

Considerando que as matrizes [qu,] e [R,q,] satisfazem [qur}; [qurﬁ:[Q,qr} e

[R]% [R]% =[R]. o problema (3.44) pode ser expresso sob a forma:

min | (7[00, i T Ik R LR T <100
sujeitoa:{x} =([A]-[B,][K.]){x} +[B,]{z}

(3.45)
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Assumindo que E({X}{X}T):[P], usando o operador trago Tr(+), que é definido

como a soma dos elementos da diagonal principal, e a inequagcéo de Lyapunov dada por
(3.10), o problema (3.45) fica:

mine{ [0, F{el[Q, J |+re{[R, F [l (R, T

[Ke].[P]
sujeitoa:([A]-[B,][K.])[P]+[P]([A]-[B.][K.]) +[B.][B.] <0; [P]=[P] >0

(3.46)

O problema de otimizag&o (3.46) ainda n&o representa uma LMI, pois possui o termo

ndo linear [K ][P] e a primeira inequagdo da restricdo é bilinear. Para converter essa

inequac&o bilinear em linear é necessario introduzir uma nova variavel [Y]=[K_][P] em

(3.46);

min ([0, F 0, J Jor| (R, F VIS D[R T

[YL[P]
T T T

sujeitoa:[A][P]-[B,][Y]+[P][A] -[Y] [B.] +[B.][B,] <O;[P]=[P] >0

(3.47)

A néao linearidade na funcao objetivo pode ser substituida pela solucdo de um

problema de otimizacéo:

1 L 1 mInTR([X])
To{ [Ru YISV [Ru e -| 1 | e
sujeitoa:[ X]>[R]2 [Y][S]'l [Y]T [R]2

onde a matriz [X] € uma variavel auxiliar. A prova para da Eq. (3.48) é encontrada em

Johnson e Erkus (2006). A inequacao presente na restricdo do segundo lado da Eq. (3.47)

pode ser reescrita usando o complemento de Schur:

(3.49)
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Assim, o problema (3.47) pode ser escrito:

1

min Tr[[Q.q,]i[P][Q.qr]zjm([X])
[Y].[P]. [X]
) (3.50)

sujeitoa Al[P]-[B. Y]+ [PIAT [T [ +[eliel <o O, (REDT ) gepso

1

[YIRE [8]

O ganho do controlador é dado por [K ]=[Y][P]. O cédigo implementado se

encontra no Apéndice |I.

3.5 Restri¢do no Sinal de Controle

Muitas vezes € necessario restringir o sinal (esforco) de controle, pois em simulacfes

numeéricas o esfor¢o de controle pode ser irrealista, sendo que pode nao existir atuador que

consiga realizar tal esforco. Esse € um fato recorrente em controladores H_ quando o

controlador encontrado € o controlador 6timo; assim essa restricdo coloca o problema como
um controlador subotimo. A forma da restricdo aqui apresentada esta na forma de uma LMI,

conforme foi apresentado por Canahuire (2009).

Dadas as matrizes [Q]=[P]'1 >0 e [Y], as quais formam o ganho do controlador

[Kc]=[Y][Q]'1 e seja ¢ o elipséide definido por:

e={{x} e R"I{x}"[Q]" {x} <1} . (3.51)

Este elipsoide é dito invariante para o sistema representado por (3.32) se para toda
trajetoria que comecar dentro deste elipséide, todos os estados permanecerem dentro dele,

ou seja:
{X(O)} ce =Vt >0,{X(t)} €e (3.52)

Segundo Boyd et al. (1994) é possivel escrever:
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max|iz}] = max|[YI[Q]" {x}] < max [ Y][Q]" {x}| =--

| [0 T [Y][Q]zljfwc 259

onde B, representa a restricdo no sinal de entrada e A, (.) 0 maior autovalor. Usando o

complemento de Schur, a inequacéo final de (3.53) pode ser rescrita como uma inequagéo

matricial:
{ ) 5 J 0 (3.54)

Essa inequacgéo pode ser incluida como uma restricdo nos problemas (3.40) e (3.50)

e B, é um dos parametros do projeto.

3.6 Reducéo do Modelo

Modelos de ordem muito elevadas muitas vezes impedem a avaliacdo desses e para
gue seja possivel analisa-los é necessario encontrar um modelo de ordem menor, mas que
seja representativo do sistema de ordem original. Nesse trabalho é utilizada a reducéo
através da representacédo balanceada.

Realizacdo balanceada consiste em descrever o modelo do sistema na
representacdo de espaco de estados combinando as matrizes de observabilidade e de
controlabilidade usando os graminianos de observabilidade e de controlabilidade do sistema.
A reducdo do modelo através da realizacdo balanceada é chamada de truncamento
balanceado (ZHOU e DOYLE, 1998). Esse método foi escolhido pela sua simplicidade e
facilidade de implementacdo e devido ao fato de ser facilmente descrito através das
equacdes de Lyapunov. Aqui o modelo reduzido é obtido através da negligéncia dos estados
associados a pequenos valores singulares (ASSUNCAO e HEMERLY, 1992; ZHOU e
DOYLE, 1998).

Dado um sistema descrito pelas equagoes:
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(3.55)

a realizacdo balanceada minima desse sistema € assintoticamente estavel se os

graminianos de observabilidade e controlabilidade do sistema forem iguais e diagonais

([2]=diag(csl,02,...,csn)) e se respeitarem as seguintes equacdes de Lyapunov:

[AJ[=]+[=][AT +[B][B]-0 56
(AT [=]+[=][AT+[cT [c]-0 |

Aqui, o, 1=1,2,...,n. s8o os valores singulares do sistema. A cada ¢, € associado um
estado X; do sistema balanceado e esse valor quantifica a contribuicéo do correspondente

estado para a resposta do sistema. Assim, o modelo é reduzido através da analise dos
valores singulares e o modelo final é formado pelos estados referentes aos maiores valores

singulares.

3.7 Incertezas Politépicas

Todos os modelos e sistemas sdo aproximacdes da natureza e apresentam
incertezas em relagdo aos sistemas reais. Essas incertezas ocorrem por varios motivos,
como a dificuldade de se medir ou estimar com precisdo os parametros do sistema, ou a
linearizacdo e aproximacdes feitas no modelo.

As incertezas podem ser divididas em dois tipos: incertezas ndo estruturadas ou
estaticas e incertezas estruturadas ou dindmicas. As incertezas ndo estruturadas ou
dindmicas séo referentes ao modelo, no caso de controle sdo incertezas na planta,
geralmente causadas pela desconsideragéo de efeitos fisicos no modelo, seja por causa de
hipoteses simplificadoras, auséncia de uma equacao que os descreva ou pelo truncamento
do modelo (ZHOU, 1996). Esse tipo de incerteza é geralmente descrita em termos de sua
amplitude e limitadas por normas (OLIVEIRA e ARRIFANO, 2001).

Os tipos de modelos de incertezas ndo estruturadas mais comuns sdo: modelo com

incerteza aditiva, modelo com incerteza multiplicativa na saida e modelo com incerteza
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multiplicativa na entrada. Esse trabalho ndo abordard a incertezas ndo estruturadas,
focando exclusivamente as estruturadas.

As incertezas estruturadas sdo geralmente causadas por erros na medicdo e
estimagéo dos parametros, assim como a alteragdo desses ao longo do funcionamento do
sistema. A caracterizacao destas incertezas pode ser feita através de modelos politopicos,
modelos a parametro dependente afim e modelos com matrizes de incerteza.

A forma aqui considerada no projeto de controle € através da abordagem politépica.

Dado um conjunto de S, esse conjunto é convexo se, e somente se, para quaisquer pontos

X, € X, €S, o segmento de reta que liga esses dois pontos também pertence a esse

conjunto S. A figura 3.2 apresenta um conjunto convexo e outro ndo convexo.

Figura 3.2: Exemplo de conjunto convexo e ndo convexo.

Na representacao politopica é apresentado um conjunto de varios sistemas possiveis

como uma combinacdo convexa de sistema totalmente conhecidos. Considera-se que as

matrizes de estado [A],[B],[C],[D]da planta s&o incertas. O conjunto convexo @, é dado

por:

®={<[A],[B],[C],[D]>=Zai([Ai],[BJ,[ci],[Di])igafwo} 57
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A figura 3.3 apresenta uma representacdo grafica do conjunto expresso pela Eq.

(3.57), que é resultado de uma combinag&o convexa dos vértices ([A],[B].[C].[D]);- O

controlador assim projetado é robusto levando em conta os valores minimos e maximos dos

parametros.

[£5].[B,].[C,].[Ds] [4,].[B,].[C,].[Dy]

Figura 3.3: Politopo formado pelos sistemas extremos das incertezas em cada vértice.

Aqui, o conceito de estabilidade quadratica apresentado na sec¢do 3.1.3 sera aplicado
para garantir a estabilidade do sistema. Assim, o sistema incerto pode ser descrito por um
politopo com os sistemas extremos em cada vértice do politopo, sendo adotada uma

restricdo em cada vértice para resolver o problema matematico com todas as restricdes.

Supondo que um sistema incerto pertenca a um politopo de vértices [Ai], 0 sistema sera

estavel se e somente se:
[P][AJ+[A] [P]<0ii=1,...,p (3.58)

A seguir, a prova da inequacao (3.58) apresentada por Santos (2010). Considera-se

um politopo definido pelos vértices [Ai] ; 0s vertices desse politopo séo estaveis se:
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(3.59)
PI[A, J+[A, ] [P]<0,

Seja um sistema com matriz de estado [A] no interior deste politopo, obedecendo a

equacéo:
[A]=2 o [A] (3.60)

onde o, >0. E possivel multiplicar as inequacdes (3.59) por o, que s&o nlimeros positivos,

assim, as inequacgdes continuardo sendo negativas, ou seja:

a([PI[AJ+ AT [P]<0,
g([P]{AzHAz]T [P])<0,

[PI[A J+ [, ] [PD<o.

(3.61)

Somando as inequagdes (3.61), tem-se:

> o ([P][A,J+[A, ] [P])<0 (3.62)

i=1

Portanto:
[PI[A]+[A] [P]<0 (3.63)

Nas Secdes 3.2 e 3.3 foram apresentados os problemas sem considerar as

incertezas parameétricas, nos sistema (3.40) por H_ e (3.50) por LQR. Agora, deve-se

considerar 0 caso de sistemas com incertezas paramétricas na forma que foram aqui

abordadas, os sistemas (3.40) e (3.50) podem ser escritos criando uma restricdo para cada
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um dos vértices do politopo considerado. Aqui, cada restricdo aplicada ao vértice i sera
chamada aqui de LMI(i).

[H].. =min p=y*

sujeito a:

LMI, <0

LMI, <0 (3.64)

LMI, <0
[Q]=[Q]" >0, >0

1

min E{Tr[[Q.qr]; [P][ Qe ]Zj”f([xl)}

Y,P.X

sujeitoa:

LMI, <0

LMI, <0 (3.65)

LMI, <0;

] [RELY]
YR [s]

;[P]>0

Os problemas de otimizacdo assim descritos devem encontrar um controlador que
satisfaca todas as restricdes, sendo estavel em todos os vértices e, por conseguinte, estavel
em toda a regido do politopo. E facil perceber que ao se projetar um controlador que
satisfaca todos os vértices a0 mesmo tempo, esse nao é 6timo em nenhum dos vértices
isoladamente, mas sim ao politopo como um todo (Santos, 2010).



CAPITULO IV

Simulacdes Numéricas

4.1 Introducao

Neste capitulo sdo descritas implementagces numéricas dos procedimentos de
controle estudados no Capitulo I, aplicados ao controle das vibracfes transversais de uma
viga engastada-livre constituida de material compdsito. Sdo considerados dois tipos de
incertezas consideradas relevantes para o tipo de estrutura em questdo, a saber: incertezas
sobre as orientacdes relativas das camadas do material compdésito, e incertezas sobre a

rigidez do engastamento.

4.2 Viga laminada de material compdsito com atuadores piezelétricos

A viga laminada de material composito utilizada, ilustrada na Fig. 4.1, possui um
total de cinco camadas feitas de grafite/epoxi (AS4/3501), em que a orientacdo nominal das
camadas € [45°/0°/45°/0°/45°], ou na notacgdo contraida, [45°/0°);. A camada orientada a 0° é
paralela ao eixo x e a espessura de cada camada é de 0,2 mm. A condicdo de contorno
adotada é a engastada livre; foi adotado um amortecimento viscoso proporcional as matrizes

de massa e de rigidez, com coeficientes de proporcionalidade o=5 e B=10°,

respectivamente, como pode ser visto na Eq. (4.1).

[Can [=a[M]+B[K,, ] (4.2)
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onde [C,,] é a matriz de amortecimento, [K | é a matriz de rigidez e [M] a matriz de

massa. Esses valores foram obtidos na trabalho de Faria et. al. (2010), que como as
dimensdes e orientacdo das camadas sdo 0os mesmo desse trabalho. O atuador piezelétrico
se encontra a 1 mm do engaste e as demais propriedades geométricas e fisicas da viga sao
apresentadas na Tabela 4.1 e as do PZT na Tabela 4.2.

O modelo de elementos finitos, elaborado de acordo com a Teoria Cisalhante de
Primeira Ordem, apresentada no Capitulo Il, possui uma malha regular de 10 elementos e
um numero total de 400 graus de liberdade mecénicos, com um impulso unitério aplicada na
extremidade da viga (ponto Il) e a resposta é capturada no ponto I, distantes 30,6mm.

v
PZT Pontol Pontoll b

Atuador \ 1
%- b [

‘ PZT

Figura 4.1: Viga de material compdésito com atuador piezelétrico

Tabela 4.1: Propriedades da viga

Propriedades Valores

Constantes de rigidez elasticas (GPa)
Cy 173,60
C,,=C, 7,61
C, =C. 2,48
C,, 2,31
Cu 1,38
C55 = Ces 3,45

3 1578
Densidade (Kg/m )
Comprimento L (mm) 306
Largura h (mm) 25,50
Espessura b (mm) 1,00

O sistema real possui infinitos graus de liberdade e, portanto, infinitas frequéncias

naturais. Assim € necessario usar um modelo reduzido que represente o sistema real. Para
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fins de avaliacdo da técnica de reducdo de modelos denominada realizagdo balanceada,
apresentada na Secdo 3.6, sera adotado um modelo com os trés primeiros modos que
foram obtidos através do processo de reducdo. A fim de comparacao, o modelo reduzido a
trés modos € comparado com o modelo com mais modos, reduzido. A Tabela 4.3 apresenta
as seis primeiras frequéncias dos modos da viga acoplada com o atuador de PZT.

A comparacdo das funcbes de resposta em frequéncia dos deslocamentos
(mobilidade), dos modelos completo e reduzido a trés modos pode ser vista na Figura 4.2,
mostrando que o0 modelo reduzido representa convenientemente o comportamento dinamico

na faixa de frequéncia abrangendo as trés primeiras frequéncias naturais de vibracao.

Tabela 4.2 - Propriedades do PZT

Propriedades Valores

Constantes de rigidez elasticas (GPa)

Cll :C22 :C33 102,23
C12 :ClS :CZS 5’04
C44 :C55 :CGG 2'59
Densidade (kg/m®) 7700
Constantes piezelétricas (C/m2)

€y -18,30
€, =€y -9,013

Permissividade elétrica (F/m)

X117 X22 X33 1800 80*
Comprimento (mm) 30,60
Largura (mm) 25,50
Espessura (mm) 1

* constante de permissividade elétrica do vacuo: 8,8542x102F/m
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Tabela 4.3 - Frequéncias naturais da viga

Modo Frequéncia (Hz)

1° 13,0

20 84,9

3° 203,0

40 251,0

50 456,0

6° 650,0

Resposta FRF

-40 ————re ————————————— ——r
s |

-100

-120

M agnitude (dB)

140 F

-160

-180

200 1 L1 a1 al 1 11 el 1 11l 1 11l
10" 10 10° 107 10t
Freqguency (Hz)

Figura 4.2: FRF do modelo completo e reduzido.

4.2.1 Modelo com incertezas nas dire¢cdes das camadas

Como ja foi discutido anteriormente neste trabalho, todos os modelos adotados
possuem erros e uma forma de levar em conta esses erros é a adog¢do de modelos incertos.
Para o caso de materiais compa@sitos laminados, uma das principais fontes de erro advém

da propria fabricacdo dos materiais, no tocante a orientacao relativas das fibras das
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diferentes camadas, ja que existe uma imprecisdo quanto ao verdadeiro angulo em que
essas fibras estéo dispostas.

Assim, esse primeiro teste numérico visa a projetar um controlador que seja robusto
a variagcdes paramétricas dos angulos das camadas, para diminuir a amplitude apenas do
primeiro modo. Para tal, foi adotada a formulacdo politdpica apresentada no Capitulo I,
sendo criado um politopo com quatro vértices, sendo [45°/0°; os valores nominais dos
angulos

Cada um dos quatro vértices do politopo foi criado considerando um erro aleatério de

+4,5%°em cada camada (10% do valor angulo). Na Fig. 4.3 é mostrada a FRF para cada um

dos quatro vertices e na Fig. 4.4, ampliacdo do primeiro pico da FRF.

Resposta FRF
'4[' T T T

T

mMagnitude (dB)
o
=

-110

-120

-130

40 1 1 1 1
a0 100 150 200 250

Freguency [(Hz)

Figura 4.3: FRFs da familia de plantas a serem usadas no projeto do controlador.
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Figura 4.4: FRFs da familia de plantas a serem usadas no projeto do controlador (ampliacédo
do primeiro pico da FRF).

Foram sintetizados dois controladores, um H_ e outro LQR, os dois via LMI, através

da resolugéo dos problemas de otimizagédo dados no Capitulo Ill, considerando a familia de
plantas da Fig. 4.3 e utilizando o parametro ,=0,5 (apresentado no item 3.5) para os dois

controladores; este valor foi retirado do trabalho de Silva (2005), que validou seu modelo
com experimentos com uma viga de aluminio com dimensdes semelhantes. Foi considerada
a realimentacdo de estados estimados por um observador dindmico, calculado a partir do
problema LMI também dado no Capitulo 111

Na Fig. 4.5 sdo apresentadas as FRFs do sistema com e sem controle, inicialmente
sem consideracgdo das incertezas.

Para o sistema incerto como ja foi descrito, foram obtidos os seguintes ganhos do
controlador:

Lor=[-0.1611 1.0035]

K
K, =[-2.7516 2.8788]

Os gréficos das FRFs para os sistemas com controle e sem controle para o modelo
na condicdo nominal e para os quatro veértices do politopo sdo mostrados nas Fig. 4.6 e 4.7,

respectivamente.
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(condi¢&o nominal): H_ e LQR.

60



61

Observa-se que para o sistema incerto, o controlador H_ conseguiu reduzir a

amplitude do primeiro modo em aproximadamente 10 dB, enquanto o LQR reduziu apenas 4

dB. E interessante ressaltar que para o sistema sem incertezas a técnica LQR causou uma

maior atenuag&o que o controlador H_ (reducéo de aproximadamente 20 dB para o LQR e

16 dB para H_), sendo esse um indicativo de que a técnica de controle H_ é mais robusta

de a técnica LQR. Apesar de uma amplificacdo de 1 dB ter ocorrido no segundo modo, esta
nao tem influéncia significativa na resposta do sistema, comparado ao primeiro modo, como
a resposta no tempo mostra nas Fig. 4.8 e 4.9 para o sistema na condicdo nominal e para 0s
quatro vértices do politopo, respectivamente. Além disso, o sistema é estavel como pode ser
visto no mapeamento dos polos do sistema em malha fechada na condicdo nominal na Fig.
4.10 e para os vértices do politopo na Fig. 4.11. O sinal de controle no dominio do tempo é
apresentado nas Fig. 4.12 e 4.13, para o sistema nominal e para os vértices do politopo,

respectivamente.
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Figura 4.7: FRF para os quatros vértices do politopo do sistema incerto (ampliagéo do

primeiro pico da FRF): H_ e LQR.
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Figura 4.8: Sinal de resposta no tempo para condigdo nominal: H_ e LQR.
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Figura 4.9: Sinal de resposta no tempo, vértices: V1, V2, V3, V4.
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Figura 4.11: Polos dos vértices do politopo: V1, V2, V3, V4.
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Figura 4.12: Sinal de controle para condicdo nominal: H_ .
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Figura 4.13: Sinal de controle para cada vértice na ordem: V1, V2, V3, V4.
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4.2.2 Modelo com incertezas na rigidez do engaste

Outra grande fonte de incertezas frequentemente presente no tipo de sistema aqui
estudado é a rigidez do engastamento. Com efeito, € amplamente reconhecido que
condicbes de engastamento ideais raramente podem ser reproduzidas experimentalmente.
Normalmente, os modelos consideram esse engaste totalmente rigido, mas na prética, essa
rigidez ndo é garantida, e para tentar emular essa incerteza foi considerada uma variacao de
30% na rigidez do elemento finito que esté ligado ao engaste. O sistema hominal € 0 mesmo
apresentado no item anterior e as FRF do sistema com a variagdo de rigidez sdo

apresentadas na Fig. 4.14.
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Figura 4.14: Familia de plantas a serem usadas.

De maneira analoga ao item estudo numeérico anterior, foram implementados os
controladores H_ e LQR, via LMI, com realimentacdo de estados estimados por um
observador dindmico. Os ganhos dos controladores sdo mostrados abaixo e as FRF sdo

apresentadas na Fig. 4.15. J& na Fig. 4.16, sdo mostradas as FRF para cada extremo do

sistema incerto.
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K oz =[-5:4120 17.2618]

Ky =[-11.6476 21.0567]

Neste caso, a diferen¢a de desempenho entre o controlador H_ e LQR n&o foi tdo

notavel quanto no caso anterior, mas, novamente, o controle H_ apresentou um

desempenho um pouco melhor, com reducdo de aproximadamente 15 dB e 13 dB para o

controle H_ e LQR, respectivamente. Nesse caso, também ocorreu um pequeno aumento

na amplitude do segundo modo, mas, assim como no caso anterior, ele teve pouca
influéncia no desempenho do sistema, como pode ser visto na resposta no tempo,
apresentadas nas Fig. 4.17 e 4.18, e nos mapeamentos dos polos apresentados na Fig.
4.19 e 4.20. O sinal do controlador no dominio do tempo é apresentado nas Fig. 4.21 e 4.22.
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Figura 4.15: FRF para os sistemas sem incertezas com malha aberta e os dois de malha

fechada: H_ e LQR.
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Figura 4.16: FRF para os dois extremos do sistema incerto: H_ e LQR
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Figura 4.17: Sinal de resposta no tempo para condigdo nominal: H_ e LQR.
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Figura 4.21: Sinal de controle para condi¢do nominal: H_ .
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Figura 4.22: Sinal de controle para os extremos do sistema incerto.

4.3 Andlise dos Resultados

Inicialmente, a comparacdo entre o sistema completo e o modelo reduzido mostra que o
modelo reduzido representa adequadamente na faixa de frequéncia até a terceira
frequéncia, possibilitando uma analise coerente dos controladores.

E possivel perceber que os controladores conseguiram alcancar desempenhos
satisfatorios para todos os casos estudados, com a reducdo das amplitudes do primeiro
modo e mantendo o sistema estavel, atenuando consideravelmente o sinal em menos de 0,5
segundos, com excecdo do controlador LQR para caso de incertezas nas direcdes das
camadas que apresentou um desempenho baixo.

Como j& foi mostrado nesse capitulo, o controlador LQR teve um desempenho

melhor que o H_ para o sistema sem incertezas (20dB do LQR contra 16dB do H_), mas

o controlador H_ apresentou desempenho melhor em frente as incertezas, indicando que o

7

controlador H_ é mais robusto (10 dB para o caso com incertezas nas dire¢cbes das

camadas e 15 dB para 0 caso com incertezas na rigidez do engaste, usando controlador

H_ , contra 4 dB e 13 dB para o controlador LQR).
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7

Também é interessante ressaltar que a ordem de grandeza do sinal de controle
apresentados sao aceitaveis, mostrando que a utilizacdo dessas metodologias em
experimentos sdo €, em primeira analise, possivel. Outro ponto que € interessante ressaltar
€ que se tentou implementar os controladores citados para o caso em que as duas
incertezas estudadas fossem consideradas no mesmo sistema, entretanto esse caso se
mostrou demasiado complexo e resultando em um sistema infactivel durante a resolucéo
dasLMls.



CAPITULO V

Conclusdes e Sugestdes Para Trabalhos Futuros

5.1 Conclusdes

Na presente dissertagdo foram empregadas as técnicas de controle H_ e LOR,

ambas através de realimentacdo de estados estimados por observadores, modeladas por
LMI com a inclusédo de incertezas do tipo politépicas (nas dire¢cdes das camadas e na rigidez
do engaste).

A abordagem por desigualdades matriciais lineares para modelar as incertezas se
mostrou uma metodologia de facil implementacdo computacional e, apesar do
conservadorismo inerente da utilizacdo da abordagem por incertezas politopicas projetadas
com estabilidade quadratica, essa apresenta resultados satisfatérios, sendo uma alternativa
viavel para as técnicas convencionais da abordagem de incertezas.

Quando se considera o desempenho dos controladores para o caso nominal (sem

incertezas), o controlador LQR apresentou um desempenho melhor que o controlador H_;

entretanto, quando os sistemas com incertezas foram examinados, o controlador H

apresentou um desempenho superior ao do LQR, sendo um indicio de que o controlador

H_ se apresenta como mais robusto.

Por fim, destaca-se que a inclusdo de incertezas torna o sistema de controle mais
realista, em especial para o caso de materiais compdésitos que apresentam uma gama maior
de parémetros que podem alterados, em comparacdo com materiais convencionais e,

assim, causar maiores erros na operacdo pratica dos sistemas controlados. Também se
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destaca que o desempenho dos controladores pode sofrer alteracdo quando aplicados a

sistemas incertos.

5.2 Sugestdes para trabalhos futuros

Esse trabalho possibilitou o desenvolvimento profissional e pessoal do autor e abre

perspectivas de novos trabalhos:

Realizacao de experimentos para validacdo dos resultados;

Utilizacdo de técnicas de otimizagcdo para posicionamento dos atuadores
piezelétricos ao longo da superficie e ao longo das camadas do compdsito;

Utilizacdo de outras formas de modelagem de incertezas, além da inclusédo de outros
tipos de incertezas, como a influéncia da dinamica residual no sistema truncado;
Analise da influéncia da camada de adesivo sobre o desempenho do controlador;
Extensdo da metodologia a estruturas do tipo placas e cascas laminadas,
configuracbes estas de maior interesse industrial, especialmente no ramo

aeroespacial.
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Apéndice |

Cdodigo para MatLab® dos controladores robustos H,_ e LQR (via LMI)
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$Inicio da montagem das LMIs

[bobo, tam]=size (Bwl) ;
0000000000000000000000000000000000000000
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n=length (Al) ;

setlmis([]);

mi=lmivar (1, [1 11]);

Z=lmivar (2, [nnnn n]l);
W=lmivar(l, [n 1]);
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%$Declaracao que Gama e uma variavel escalar
$Declaracao que Z e uma matriz retangular 1 x n
%$Declaracao que W e uma matriz simetrica nx
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CwW

DZ

1

1*mi

A*W+W*A'
Bu*Z+Z'*Bu'
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Imiterm([-2 1 1 wW],1,1); $ LMI #2: W

Imiterm([-3 1 1 W],1,1); %$ LMI #1: w

Imiterm([-3 2 1 Z1,1,1); $ LMI #1: Z

Imiterm([-3 2 2 0],alfa"2*eye (tam)) ; % LMI #1: Bw'
Imicontroloo=getlmis; $Termino da montagem das LMIs
nvarl=decnbr (lmicontroloo) ; %$Numero de variaveis de decisao das LMIs
objcl=zeros (nvarl,1l); $Definindo a variavel a ser otimizada
objcl (1l)=1; $Variavel de otimizacao: gama
[objcopt, xopt]=mincx (lmicontroloo,objcl);

miopt=dec2mat (lmicontroloo, xopt,mi) ;

Wf=dec2mat (lmicontroloo, xopt, W) ;

Zf=dec2mat (lmicontroloo, xopt, Z) ;

K sistema c _pole=Zf*inv (Wf); %Ganho do controlador
minHoo=sqgrt (miopt) ; $Norma Hoo do sistema a malha fechada

nn=length (Al);

0=1000*eye (nn) ;

R=0.001*eye (length(Bul(1,:)));
B=Bul;

E=Bwl;

B2=Bu2;

B3=Bu3;

nstate=size (Al,1);
setlmis ([]); % Assim se inicia todos os algoritmos via LMI

% definindo as variaveis da LMI
S=1lmivar(l, [nstate,1]);
X=lmivar (2, [1,1]);
Y=1lmivar (2, [size (B, 2),nstate]);

%**************************************************************************

% Subject function, LMI #1
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Imiterm([1 1 1 S],Al,1,'s"); % LMI #1:A*S+S*A!
Imiterm([1 1 1 Y],B,-1,"'s"); % LMI #1: -B*Y-Y'*B'
Imiterm([1 1 1 O],E*E"); % LMI #1: E*E'

Imiterm([11 1 1 S],A2,1,'s");
Imiterm([11 1 1 YI],B2,-1,'s");
Imiterm([11 1 1 O],E*E");

oe

LMI #1:A*S+S*A'
LMI #1l: -B*Y-Y'*B'
LMI #1l: E*E'

o\

oe

Imiterm([12 1 1 S]1,A3,1,'s");
Imiterm([(12 1 1 Y],B3,-1,"'s'");
Imiterm([12 1 1 O],E*E");

oe

LMI #1:A*S+S*A'
LMI #1l: -B*Y-Y'*B'
LMI #1: E*E'

o\

o°

%**************************************************************************

% Subject function, LMI #2
Imiterm([-2 1 1 X1,1,1);
Imiterm([-2 2 1 -Y],1,sqgrt(R));
Imiterm([-2 2 2 S1,1,1);

o

ILMI #2: X
LMI #2: Y'*sqrt(R)
ILMI #2: S

o

o\

Imiterm([-3 1 1 s],1,1)
Imiterm([-3 2 1 YI],1,1)
Imiterm([-3 2 2 0],alfa”2*eye(l));
% Create the LMI system
Imisys=getlmis;

n=decnbr (1lmisys) ;
c=zeros(n,1);

for i=1:n;
[S),X],Y¥j]l=defcx(lmisys,1i,S,X,Y);
% c(i)=trace (Q*Sj)+trace (Xj)-trace(Yj*N)-trace(N'*Y3'");
c(i)=trace(Q*Sj)+trace(Xj); % Considerando sem ruido (N=0)
end

% Solving LMIs

[copt, xopt]=mincx (lmisys,c,options);
% Results

Xopt=dec2mat (lmisys, xopt,X) ;
Yopt=dec2mat (lmisys, xopt,Y) ;
Sopt=dec2mat (1lmisys, xopt, S) ;

K sistema c pole=Yopt*inv (Sopt); %Ganho do controlador



