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Fernandes, A. P. Funções de Green: Soluções Analíticas Aplicadas a Problemas
Inversos em Condução de Calor. 2009. 130f. Dissertação de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Este trabalho dedica-se à obtenção e aplicação de soluções analíticas baseadas em funções
de Green (FG) em técnicas de problemas inversos. Especialmente, o estudo é voltado a pro-
blemas decorrentes de fonte de calor desconhecidas como a geração de calor devido ao atrito
presentes em processos de usinagem ortogonal e, principalmente, à medição de propriedade
térmicas usando técnicas de otimização e estimativas de parâmetros. A grande força do uso
das FG está na possibilidade de obtenção de soluções de problemas de condução de calor dos
tipos mais variados e complexos, como por exemplo, problemas tridimensionais transientes,
com termos de geração de calor transientes e não uniformes e que possam ainda estar sujeitos
as condições de contorno não homogêneas variando com o tempo e o espaço. Apresentam-se
neste trabalho a solução analítica de vários problemas de condução de calor unidimensio-
nais, bidimensionais e tridimensionais transientes. Além do desenvolvimento destas soluções,
apresentam-se também resultados em forma de grá�cos permitindo um melhor entendimento
físico das soluções e a sua veri�cação. Dois problemas de otimização são abordados através
da aplicação de soluções analíticas. Um dos problemas trata da estimativa de propriedades
térmicas enquanto o outro se refere ao desenvolvimento do método de observadores dinâmicos
usando funções de Green. O uso das FG na estimativa de parâmetros reduziu drasticamente o
tempo computacional gasto enquanto no método dos observadores introduziu maior con�ança
e estabilidade à técnica.

Palavras-chave: funções de Green, solução analítica, problema inverso, condução de calor



Fernandes, A. P. Green's function: Analytical Solutions to Be Applied in Inverse
Heat Conduction Problems. 2009. 130p. Master's Thesis, Universidade Federal de
Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

This work presents the developing of analytical solutions based on Green's function to be
applied in inverse problems techniques. Special attention is given to the problems that deals
to unknown heat �ux input such as the heat generation due to the friction in orthogonal
machining processes or to the thermal properties measurement using optimization techniques.
The great advantage of using Green's function is the ability of obtaining solutions of complex
heat conduction problem that involves transient heat source or non homogenous boundary
conditions as heat �ux input or prescribed temperature varying with time and space. In
this work, analytical solutions of one, two and three-dimensional transient heat conduction
problems are presented. A practical application of using analytical solution in optimization
problem is also presented. Any inverse or optimization technique has a basic and common
characteristic: both of them need to solve the direct solution several times. This characteristic
is the cause of the large time consumed. In heat conduction problem, the time consumed is,
usually, due to the use of numerical solutions of multidimensional models with re�ned mesh.
In this case, if analytical solutions are available the computational time can be reduced
drastically. This study presents the development and application of a 3D-transient analytical
solution based on Green's function to obtain thermal properties of solids materials.

Keywords: Green's function, analytical solution, inverse problem, heat conduction
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Capítulo 1

Introdução

A muito que a história da humanidade pode ser contada através de suas descobertas

cientí�cas. Por exemplo, a invenção da roda, o uso da energia, a revolução industrial ou a

chegada do homem à lua em naves tripuladas. Cada época poderia, então, ser identi�cada

por alguma característica importante de nossa evolução.

Uma característica marcante dos tempos atuais pode ser sem dúvida, o uso de computa-

dores ou as grandes simulações numéricas que nos permite construir as diversas realidades

virtuais a que nos acostumamos de forma bem natural. Di�cilmente nos imaginamos hoje

sem um computador e todo o tipo de aparato eletro-eletrônico.

Todavia, se nos atentarmos um pouco mais à essência de cada simulação numérica, de

cada cálculo computacional, com certeza no depararíamos com alguma observação físico-

experimental ou, em última instância, com alguma lei da natureza descrita matematicamente.

Não é por acaso que a matemática e a física representam a base de todo o conhecimento e

evolução do homem.

A matemática é uma forte aliada na busca da simplicidade, segurança e con�ança dese-

jáveis sempre que qualquer solução numérica ou cálculo computacional proposto não possa

ser observado experimentalmente. A física por sua vez, é base importante para a explicação,

descrição e previsão dos mais diversos fenômenos da natureza e suas aplicações práticas.

Da união destas duas ciências surgiu o espírito e a motivação deste trabalho.

Propõem-se aqui a obtenção e o uso de soluções matemáticas que possam descrever fe-

nômenos físicos importantes e presentes em aplicações de engenharia, como os problemas

térmicos decorrentes de algum processo de fabricação. Podem-se citar, por exemplo, proble-

mas térmicos que surgem devido ao atrito entre duas peças (usinagem, furação, frezamento

entre outros), devido a uma fonte externa de calor como na soldagem, ou na aplicação de

um processo a laser. Além do estudo destes problemas, dedicam-se também atenção a pro-
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blemas térmicos propriamente ditos, como a identi�cação de propriedades termofísicas ou a

contribuição ao desenvolvimento de novas técnicas inversas como os observadores dinâmicos

baseados em funções de Green. Ou seja, este trabalho tem a sua atenção voltada à solu-

ção de problemas inversos em condução de calor e que por sua natureza são de�nidos como

problemas mal postos matematicamente. O procedimento proposto aqui é o da obtenção de

soluções analíticas e seu uso direto em algoritmos numéricos já desenvolvidos e aplicados a

diferentes problemas inversos em condução de calor.

A grande meta, no uso de soluções matemáticas exatas e analíticas em algoritmos de

otimização é o da contribuição para obtenção de soluções mais simples, mais seguras e mais

con�áveis do ponto de vista matemático, agregando aos algoritmos computacionais maior

robustez, menor gasto computacional e maior con�ança em suas estimativas.

Resumindo, este trabalho dedica-se à obtenção e aplicação direta de soluções analíticas,

baseadas em funções de Green, em técnicas de problemas inversos voltados a aplicação de

problemas térmicos presentes em engenharia. Especi�camente, o estudo é voltado a proble-

mas decorrentes de fonte de fontes de calor desconhecidas como a geração de calor devido

ao atrito presentes em processos de usinagem ortogonal e, principalmente, à medição de

propriedade térmicas usando técnicas de otimização e estimativas de parâmetros.

Algoritmos inversos usualmente necessitam do cálculo do problema direto várias vezes.

O uso de soluções analíticas, neste caso, contribui não só para o aumento da precisão destas

técnicas, como também para a redução drástica de tempo computacional. Além disso, as

soluções analíticas podem ser usadas para a validação de soluções numéricas.

Neste caso, indica-se o uso do método de Funções de Green uma vez que as condições de

contorno variam com o tempo, o que, descarta de imediato o método de separação de variáveis.

Uma vez identi�cada a Função de Green, a solução da equação torna-se um simples problema

de integração matemática de cada termo envolvido. Além disso, para cada termo da solução

é possível a interpretação física.

Uma outra vantagem no uso de soluções integrais por FG é a possibilidade de se construir,

sem di�culdades adicionais, soluções multidimensionais a partir da obtenção das funções de

Green unidimensionais. Neste caso, as versões da equação-solução 2D e 3D são absolutamente

equivalentes à equação unidimensional e as FG podem ser obtidas a partir de produtos de

soluções 1D nas diversas direções.

A grande força do uso de Funções de Green está na possibilidade de obtenção de soluções

de problemas de condução de calor dos tipos mais variados e complexos. Por exemplo, citam-

se problemas tridimensionais transientes, com termos de geração de calor transientes e não

uniformes e que possam ainda estar sujeitos as condições de contorno não homogêneas. Essas
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não homogeneidades podem ainda variar com o tempo e o espaço. A aplicação deste potencial

de solução de problemas difusivos é na realidade a grande motivação do desenvolvimento deste

trabalho.

Apresenta-se no Capítulo 2, uma revisão bibliográ�ca, parte-se da literatura clássica em

condução de calor e do uso de soluções exatas em condução de calor aplicados a engenharia.

A intenção deste trabalho é obter soluções, tanto quanto possível, de problemas térmicos com

grande aplicação em engenharia e que não tenham sido explorados na literatura clássica.

Observa-se que trabalho não só apresenta a formulação, o desenvolvimento e a obtenção

das soluções analíticas, mas também a sua implementação computacional. Este procedimento

permite assim análises dos processos físicos, segurança na sua aplicação, entendimento e o

domínio completo de passos intermediários importantes. No Capítulo 3 são tratados os

fundamentos teóricos das Funções de Green e suas aplicação à problemas térmicos 1D, 2D

e 3D. Na seqüência, no Capítulo 4, são apresentadas validações de soluções a partir da

comparação com outras funções, condições de contorno e comparação com soluções numéricas.

O Capítulo 5 trata-se de duas aplicações. A primeira delas refere-se ao uso soluções

analíticas para a estimativa de propriedades térmicas de amostras sólidas de geometria re-

tangular usando o método de aquecimento parcial desenvolvido por Borges, Lima e Silva

& Guimarães (2006). A segunda, refere-se ao uso direto de uma solução analítica de um

modelo 2D transiente contribuindo para o desenvolvimento da técnica inversa baseada em

observadores dinâmicos (SOUSA, 2006).
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Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

2.1 Introdução

Dois objetivos norteiam o desenvolvimento deste trabalho: O primeiro busca o desenvol-

vimento de um material que dê suporte didático a engenheiros ou a pro�ssionais de física ou

matemática aplicada que se defrontam com problemas de difusão ou condução de calor; O

segundo refere-se à aplicação direta de soluções analíticas no desenvolvimento de técnicas de

problemas inversos voltados a aplicação de problemas térmicos. Especi�camente a atenção

é voltada à problemas térmicos decorrentes de fontes de calor desconhecidas como a gera-

ção de calor devido ao atrito presentes em processos de usinagem ortogonal e à medição de

propriedade térmicas usando técnicas de otimização e estimativas de parâmetros.

2.2 Literatura Clássica em Condução de Calor

Existem na literatura trabalhos clássicos que representam a base da condução de calor

ensinada nas escolas de engenharia. Citam-se os importantes trabalhos de Carslaw & Jaeger

(1959) com o livro Conduction of Heat in Solids ; Arpaci (1966) com o livro Conduction Heat

Transfer ; Özi³ik (1993) com o texto Heat Conduction e Beck et al. (1992) com o excelente

Heat Conduction Using Green's Function.

O trabalho de Carslaw & Jaeger é um dos mais completos de toda a literatura no que

se refere à apresentação de soluções de diversos problemas físicos relacionados com a difusão

de calor. Entretanto, como a sua atenção é voltada principalmente à compilação dessas

soluções, o leitor geralmente não tem acesso aos procedimentos intermediários das obtenções

o que, por sua vez, di�culta bastante o seu entendimento. O trabalho de Carslaw & Jaeger

pode ser considerado um tratado de soluções analíticas em problemas de difusão de calor e

5
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eletromagnetismo.

Com uma atenção maior no desenvolvimento, tanto da formulação dos problemas físicos

como das técnicas de soluções, Arpaci (1966) também apresenta soluções para vários pro-

blemas de condução de calor, entretanto, o trabalho de Arpaci tem uma forte componente

física, uma vez que ele dedica boa parte de seu conteúdo à formulação dos problemas nas

suas diversas possibilidades, ou seja, nas formulações: integral, diferencial e global. Embora

várias técnicas de soluções sejam apresentadas, Arpaci (1966) basicamente aborda de forma

mais profunda a obtenção de soluções por Separação de Variáveis, Transformadas de Laplace

e Teorema de Duhamel. Soluções aproximadas também são apresentadas.

Özi³ik (1993) é um dos textos mais importantes na obtenção de soluções de condução de

calor de problemas homogêneos encontrados na literatura. Apresenta de forma bem completa

a técnica de Separação de Variáveis e é uma excelente fonte de consulta quando se busca

soluções analíticas baseadas em séries de Fourier. Além da técnica de Separação de Variáveis,

Özi³ik (1993) apresenta também o Teorema de Duhamel, Transformadas de Laplace e soluções

baseadas em Funções de Green. De forma sucinta, são abordados, ainda, soluções numéricas,

soluções analíticas aproximadas e uma pequena introdução a problemas inversos em condução

de calor e mudança de fase.

Comparando-se super�cialmente os trabalhos de Özi³ik (1993) e Arpaci (1966), em termos

de conteúdo, percebe-se um maior interesse na abrangência das técnicas de solução apresen-

tadas por Özi³ik em detrimento do desenvolvimento da formulação física do problema que

é apresentada de forma direta. Do ponto de vista didático, infere-se que o trabalho de Ar-

paci avança mais na formulação e na abordagem de diferentes problemas físicos enquanto

o de Özi³ik detêm-se mais detalhadamente no desenvolvimento das técnicas de solução de

problemas em coordenadas cartesianas, cilíndricas e esféricas.

O trabalho de Beck et al. (1992) apresenta, por sua vez, características didáticas inter-

essantes, pois além de desenvolver a formulação dos problemas físicos, busca a solução de

problemas mais complexos com não homogeneidades presentes tanto na equação de difusão

como nas condições de contorno. Tem, portanto, as características de solução de problemas

complexos como apresentados em Carslaw & Jaeger (1959), características de formulação de

problemas físicos como encontrados em Arpaci (1966) e apresenta a técnicas de solução com

um grande interesso didático para o seu entendimento como o buscado por Özi³ik (1993). A

sua grande diferença em relação aos três trabalhos anteriores está na maior atenção voltada

a apenas uma técnica de solução que é a baseada em Funções de Green. Beck et al. (1992)

usam, entretanto, como base para a obtenção das funções de Green os métodos de Separa-

ção de Variáveis e o da Transformada de Laplace. Todavia, pouca atenção é dedicada ao
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desenvolvimento destas técnicas.

A grande força do uso de Funções de Green está na possibilidade de obtenção de soluções

de problemas de condução de calor dos tipos mais variados e complexos. Por exemplo, citam-

se problemas tridimensionais transientes, com termos de geração de calor transientes e não

uniformes e que possam ainda estar sujeitos as condições de contorno não homogêneas. Essas

não homogeneidades podem ainda variar com o tempo e o espaço. Este potencial de solução

de problemas difusivos é na realidade a grande motivação do desenvolvimento deste trabalho

que, por sua vez, se baseia fundamentalmente nos trabalhos de Beck et al. (1992) e Özi³ik

(1993).

A intenção aqui é a de obter soluções, tanto quanto possível, de problemas térmicos

com grande aplicação em engenharia e que não tenha sido explorados na literatura clássica.

Além disso, de forma diferente das referências citadas, este trabalho não só apresenta a

formulação, o desenvolvimento e a obtenção das soluções analíticas, mas também a sua

implementação computacional. Isto permite análises dos processos físicos, segurança na sua

aplicação, entendimento e o domínio completo de passos intermediários importantes como a

obtenção e implementação numérica de autovalores. A validação dessas soluções a partir da

comparação com outras funções, condições de contorno e comparação com soluções numéricas

também representam uma contribuição ao entendimento da condução de calor analítica em

sólidos.

2.3 Uma Breve Revisão de Soluções Exatas em Condução

de Calor Aplicados a Engenharia

As soluções analíticas representam uma importante ferramenta para a solução de proble-

mas de engenharia (BECK et al., 2008), uma vez que podem ser usadas para a validação de

soluções aproximadas, facilitam a análise e o entendimento de problemas físicos, podem ser

usadas na construção de novos algoritmos numéricos em bloco, como o método transiente

de elemento super�cial (BECK et al., 1992) ou possuem aplicação direta em problemas reais

reduzindo o custo computacional e permitindo a obtenção de soluções exatas do modelo

estudado.

Exemplos de soluções analíticas desenvolvidas para a veri�cação ou validação de soluções

aproximadas obtidas a partir de métodos numéricos, como algoritmos baseados em diferenças

�nitas, volumes �nitos ou elementos �nitos podem ser encontradas nos trabalhos de Beck et al.

(2004), Beck et al. (2006) ou Macmasters et al., (2002) entre outros. Em Beck et al., (2004),

desenvolvem-se soluções analíticas para um problema de condução térmica transiente com um
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sólido em movimento. Transformações são usadas para eliminar o termo de movimento na

equação da difusão. As soluções são baseadas em dois tipos de funções de Green: uma obtida

do método de Laplace e a outra por separação de variáveis. O método de solução é e�ciente,

pois incorpora veri�cações internas dos resultados numéricos para casos onde o tempo é

curto e longo. Condições de contorno do tipo �uxo e temperatura prescrita são estudadas.

Em Beck et al. (2006) o objetivo principal é o de veri�car soluções numéricas baseadas

em diferenças �nitas. Três soluções para casos transientes e permanentes são testadas em

problemas bidimensionais com aquecimento parcial da superfície.

Podem-se citar, ainda, vários modelos térmicos envolvendo condução de calor, como pro-

blemas multidimensionais em paralelepípedos (BECK et al., 2004), problemas bidimensionais

transiente com aquecimento periódico em barras cilíndricas multicamadas (MILOSEVIC; RAY-

NOUD, 2004) ou sólidos com aquecimento se movendo (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002), (MAC-

MASTERS et al., 2002), (HAJI-SHEIKH; BECK; AGONAFER, 2003) e (HAJI-SHEIKH; AMOS; BECK,

2009).

A complexidade de um modelo térmico, do ponto de vista de obtenção de soluções analíti-

cas, normalmente encontra-se em problemas multidimensionais transientes submetidos a não

homogeneidades como condições de contorno de �uxo prescrito, geração de calor ou condi-

ções de contorno como temperatura variando com o tempo. Como problemas práticos de

engenharia normalmente envolvem todos estes aspectos o procedimento mais usual é o uso

de hipóteses simpli�cativas ou a aplicação de modelos numéricos.

Um exemplo de aplicação em engenharia com forte demanda de modelo térmico pode

ser dado pelos problemas térmicos decorrentes de um processo de usinagem ortogonal. A

determinação da temperatura máxima e a distribuição de temperatura ao longo da interface

de corte peça-ferramenta-cavaco em um processo de usinagem ortogonal é particularmente

importante para o cálculo da in�uência na vida da ferramenta assim como na qualidade da

peça usinada com conseqüente impacto no setor de produção.

Vários pesquisadores têm dedicado atenção especial à obtenção de soluções analíticas

para o problema térmico decorrente de processos de usinagem ortogonal, sempre a partir do

conhecimento prévio do calor gerado na interface cavaco-ferramenta ou de modelos simpli�-

cados.

Longbottom & Lanham, (2005) e Abukhshim, Mativenga & Sheikh, (2006) apresentam

ótimas revisões sobre a investigação de campos térmicos em processos de usinagem, incluindo

neste caso, além dos métodos numéricos e medições experimentais as contribuições em solu-

ções analíticas. Radulescu & Kapoor (1994), por exemplo, apresentam um modelo tridimen-

sional analítico da ferramenta de corte e do cavaco para determinar os campos de temperatura
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durante a usinagem com corte interrompido e corte contínuo a partir da simulação de uma

fonte de calor conhecida. Todavia, na modelagem da ferramenta, as condições de contorno

são simpli�cadas desprezando-se os efeitos convectivos e de resistência de contato. Além

disso, na modelagem do cavaco a formulação só é válida para o regime quase permanente.

Tay (1993) apresenta uma revisão sobre métodos analíticos para a determinação da tempe-

ratura durante o processo de torneamento. Na formulação do problema térmico são adotados

modelos com fonte de calor móvel e modelos semi-analíticos. Ambas as técnicas fornecem

valores médios da temperatura no cavaco e ferramenta de corte a partir uma fonte de calor

pré-de�nida por meio de cálculos envolvendo a força de atrito, velocidade de corte e a área de

contato cavaco-ferramenta. A maioria dos modelos térmicos para predição de temperaturas

em usinagem usa o método baseado em princípios válidos apenas para dois corpos em movi-

mento relativo, ou seja, somente na interface de corte, desprezando todos os efeitos térmicos

adjacentes entre a peça, ferramenta e cavaco. A maioria dos modelos também assumem

condições em regime permanente, como no trabalho de Trigger & Chao (1951), Loewen &

Shaw (1954) e Venuvinod & Lau, (1986). De forma diferente, Stephenson, Jen & Lavine

(1997) desenvolveram um modelo térmico para o cálculo de temperaturas em ferramentas

sob condições transientes. Entretanto, para a obtenção da solução, Stephenson, Jen & La-

vine (1997) aplicam algumas hipóteses simpli�cativas como condições de isolamento nas faces

expostas a ar.

Observa-se que a distribuição de temperatura na ferramenta de corte é fortemente depen-

dente de várias variáveis, como, as propriedades térmicas ferramenta, da quantidade de calor

perdida por radiação e convecção e pelas condições e características de usinagem, tanto da

peça a ser usinada como da própria ferramenta.

Um modelo térmico adequado a este tipo de problema, certamente deve considerar as ca-

racterísticas multidimensionais, transientes e levar em consideração as condições de contorno

estabelecidas pela ação de �uidos de corte e meio ambiente (convecção) e a geração de calor

por atrito na interface peça/ferramenta. Como já mencionado, a construção de um modelo

analítico com estas características é uma das motivações deste trabalho.

Outra aplicação importante é o uso de soluções analíticas em problemas inversos ou

problemas de otimização como na estimativa de propriedades térmicas. Observa-se que neste

caso, os algoritmos inversos usualmente necessitam do cálculo do problema direto várias

vezes. O uso de soluções analíticas, neste caso, contribui não só para o aumento da precisão

destas técnicas, mas também para a redução drástica de seu tempo computacional.

A maioria das técnicas experimentais que determinam propriedades térmicas usa solu-

ções analíticas. Podem-se citar, por exemplo, as técnicas clássicas para a medição de pro-
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priedades como o método �ash (PARKER et al., 1961) e suas variações (DEGIOVANNI, 1988),

(SRAMKOVA; LOG, 1995), (THERMITUS; LAURENT, 1997), (ALBERS et al., 2001), (MAILLET;

MOYNE; REAMY, 2000), para a estimativa da difusividade térmica o método do �o quente

proposto por Blackwell, (1954) e aplicado por diversos autores para a estimativa da condu-

tividade térmica de sólidos (GRAZZINI; BALOCCO; LUCIA, 1996), (GROSS; LE-THANH-SON,

2004), (ABU-HAMDEH; KHDAIR; REEDER, 2001), (XIE et al., 2006), (COQUARD; BAILLIS; QUE-

NARD, 2006). Podem-se citar ainda vários trabalhos que utilizam soluções analíticas para

a estimativa de propriedades como Guimarães, Philippi & Thery, (1995), Nicolau, Güths &

Silva, (2002) e Lima e Silva, Ong & Guimarães, (2003). Entretanto, todas estas técnicas

são aplicadas à medição de propriedades térmicas de materiais não condutores a partir de

modelos térmicos unidimensionais.

A hipótese de um modelo unidimensional normalmente é garantida por um valor alto da

razão geométrica (área/espessura). Neste caso, o gradiente térmico necessário à obtenção das

propriedades térmicas é obtido na direção do �uxo de calor imposto. Este procedimento, por

sua vez, encontra di�culdade de aplicação em materiais condutores devido à baixa sensibili-

dade das propriedades térmicas em relação à variação de temperatura na direção do �uxo,

exigindo-se equipamentos muito potentes ou amostras de grandes espessuras. (BORGES; LIMA

E SILVA; GUIMARÃES, 2006).

A limitação quanto a investigação de amostras �nas ou materiais condutores representa

um dos motivos da tendência de se buscar modelos térmicos mais complexos que se aproximem

mais das condições reais de um experimento e que, por isso mesmo, permitam o desenvolvi-

mento de projetos experimentais mais simples, menos onerosos e com uma maior �exibilidade

em relação à geometria das amostras. Assim modelos multidimensionais com soluções nu-

méricas tem sido introduzidos e incorporados à técnicas experimentais como no trabalhos

de Dowding, Beck & Blackwell, (1996), Aviles-Ramos et al., (2001), Murphy et al., (2005) e

Borges, Lima e Silva & Guimarães, (2006).

A técnica desenvolvida por Borges, Lima e Silva & Guimarães (2006) baseia-se na a meto-

dologia do aquecimento parcial e na construção de um algoritmo numérico e�ciente, o DPT, e

que entre outras atribuições, possui uma alta capacidade de adaptação e solução de modelos

térmicos complexos. Por exemplo, o algoritmo possibilita a medição de propriedades tér-

micas a partir de modelo tridimensional transiente e com condições de contorno transientes

como �uxo de calor imposto variando com o tempo e o espaço. Esta técnica é do ponto de

vista de otimização bastante robusta e competitiva em termos de faixa de aplicação (mate-

riais condutores e não condutores) de geometria (amostras em forma de disco, retangulares

e irregulares). A incorporação de soluções analíticas e exatas com características multidi-
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mensionais e de não homogeneidades temporais e espaciais no DPT representa, assim, uma

grande contribuição no sentido de diminuição efetiva do tempo computacional, de estabili-

dade numérica e de estimativas mais precisas sem, contudo onerar o projeto experimental.

Esta aplicação é apresentada no Capítulo 5.

Apresenta-se a seguir o desenvolvimento de soluções analíticas de vários modelos térmicos

1D, 2D e 3D transientes. Os modelos térmicos desenvolvidos têm sempre a motivação do

ganho de conhecimento físico, do uso em validações de modelos numéricos e da possibilidade

de aplicação na modelagem térmica de uma ferramenta de corte ortogonal ou em técnicas de

estimativas de propriedades térmicas.
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Capítulo 3

Fundamentos Teóricos

3.1 Introdução

Apresenta-se, inicialmente, a equação-solução de um problema de condução de calor ba-

seada em funções de Green (FG) através da abordagem de um problema geral de condução de

calor unidimensional transiente com geração de calor variando com espaço e tempo e sujeito

a condições de contorno não homogêneas. Embora este problema geral não seja resolvido

integralmente (apenas a equação-solução é apresentada), vários aspectos físicos, matemáticos

e as principais características das soluções por FG são discutidos. Resolve-se a seguir, para

exempli�car, um problema particular clássico cujas características térmicas são descritas pelo

problema geral.

Nas seções seguintes, vários problemas térmicos são, então, propostos e resolvidos, sempre

em ordem crescente de di�culdade, ou seja, problemas uni, bi e tridimensionais transientes.

Várias combinações entre as condições de contorno são analisadas para obter-se uma maior

generalização das soluções encontradas.

Conclui-se o capítulo apresentando-se as obtenções matemáticas dos autovalores necessá-

rios para cada tipo de solução. O grande interesse na apresentação de soluções por funções

de Green seguindo certa ordem de di�culdade é o de permitir, a princípio, uma maior fami-

liaridade com os conceitos matemáticos inerentes a essas funções juntamente com o auxílio

à percepção de seu poder de solução. Por se tratar de um conceito fundamental e clássico,

muitos detalhes matemáticos são omitidos neste trabalho deixando, ao interessado, a consulta

aos trabalhos de Beck et al., (1992) e Özi³ik (1993). Entretanto, para uma maior completude

deste trabalho, algumas propriedades importante das FG, suas interpretações físicas e uma

demonstração da obtenção matemática da equação-solução para um problema térmico geral

unidimensional transiente são apresentadas no Anexo A.

13
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3.1.1 Equação-solução baseada em Funções de Green

Considere uma placa de grandes dimensões, inicialmente a uma temperatura T (x, 0) =

F (x) sendo subtamente submetida a um meio convectivo e um �uxo de calor radiante em

suas duas superfícies. A Figura 3.1 representa esquematicamente este problema. A parede é

também sujeita à geração de calor interna, não uniforme g(x, t). Admite-se, neste caso, que

todos os termos não homogêneos possam variar com o tempo.

h ,T2 ?

L

x

g(x,t)

T(x,0)=F(x)

h ,T1 ?

q (t)1 q (t)2

Figura 3.1: Problema térmico geral 1D-transiente sujeito à condições de contorno não homo-
gêneas, envolvendo, �uxo calor prescrito e convecção de calor.

O problema representado pela Figura 3.1 pode ser descrito pela equação da difusão de

calor como sendo:

∂2T (x, t)

∂x2
+

1

k
g(x, t) =

1

α

∂T (x, t)

∂t
(3.1a)

Sujeito às condições de contorno, em x=0

k1
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ h1T (0, t) = f1(t) = −(q1(t) + h1T∞) (3.1b)

em x=L

k2
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ h2T (L, t) = f2(t) = q2(t) + h2T∞ (3.1c)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) (3.1d)

Observa-se que o problema (3.1) envolve os três tipos de condições de contorno não
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homogêneos possíveis em um problema de condução de calor clássico. Por exemplo, obtém-

se na face esquerda, a condição de �uxo de calor prescrito fazendo h1 = 0; a condição de

convecção fazendo q1 = 0 e; a condição de temperatura prescrita considerando k1 = 0.

A equação-solução integral baseada em funções de Green para o problema (3.1) pode ser

escrita como (BECK et al., 1992)

T (x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)F (x′)dx′

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, τ)
g(x′, τ)

k
dx′dτ

+ α

∫ t

τ=0

G(x, t|0, τ)
f1(τ)

k1
dτ

+ α

∫ t

τ=0

G(x, t|L, τ)
f2(τ)

k2
dτ

(3.2)

Observa-se que todas não homogeneidades presentes no problema térmico (3.1) tem sua

in�uência expressa de forma independente nos vários termos que aparecem na Equação-

solução (3.2).

O primeiro termo representa a in�uência da condição inicial F (x), o segundo a geração de

calor interna transiente e não uniforme g(x, t). O terceiro e quarto termos representam, res-

pectivamente, as diversas combinações possíveis de �uxo de calor prescrito, exposição ao meio

convectivo ou temperatura prescrita, nas duas faces. O caso de temperatura prescrita deve

ser modi�cado levemente considerando na Eq.(3.2) − ∂G
∂x′

∣∣
x′=0

fi(τ) no lugar de G|x′=0
fi(τ)
ki

sendo i = 1 ou 2. (BECK et al., 1992).

Por exemplo, se a face direita do problema (3.1) estiver submetida a evolução de uma

temperatura prescrita T2(t), ao invés do �uxo de calor prescrito com convecção, o último

termo da Eq.(3.2).

+α

∫ t

τ=0

G(x, t|L, τ)
f2(τ)

k2
dτ (3.3)

será trocado por

−α
∫ t

τ=0

f2(τ)
∂G

∂x′

∣∣∣∣
x′=L

dτ (3.4)
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onde f2 = T2.

Na equação (3.2) o termo G(x, t/x′, τ) representa a Função de Green associada ao pro-

blema térmico, e ∂G
∂x′

a sua derivada. Observe que G(x, t/x′, τ) nada mais é do que a solução

de um problema auxiliar cuja de�nição é dada pela versão homogênea do problema original

(3.1), ou seja,

∂2G(x, t)

∂x2
=

1

α

∂G(x, t)

∂t
(3.5a)

Sujeito às condições de contorno, em x=0

+k1
∂G

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ h1G(0, t) = 0 (3.5b)

em x=L

−k2
∂G

∂x

∣∣∣∣
x=L

+ h2G(L, t) = 0 (3.5c)

e à condição inicial

G(x, 0) = F (x) (3.5d)

Tanto as técnicas de obtenção das Funções de Green (FG) como a demonstração da

equação-solução, Eq.(3.2), são apresentadas no Anexo A. Como já mencionado, outros de-

talhes podem ser encontrados em Beck et al. (1992) para a obtenção das equações-soluções

2D e 3D.

3.1.2 Vantagens do Método de Funções de Green

Uma vez que as condições de contorno variam com o tempo, descarta-se de imediato a

solução deste problema usando-se o método de separação de variáveis. Além da vantagem

aparente do ponto de visa de interpretação física de cada termo na Eq.(3.2), uma vez identi-

�cado a FG, a solução da equação torna-se um simples problema de integração matemática

de cada termo envolvido. Assim, caso a integral não possa ser resolvida analiticamente, o uso

de funções numéricas ou métodos numéricos de integração podem ser aplicados sem perdas

que comprometam a exatidão do problema.

Problemas mais simples, onde as não homogeneidades não estão presentes podem ser

imediatamente obtidos da Equação (3.2), simplesmente anulando-os na equação. Ou seja,
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as in�uências de termos homogêneos só são observadas na obtenção das FG e não aparecem

explicitamente na equação-solução. De fato esta vantagem é extremamente relevante e simpli-

�ca bastante a solução �nal de problemas que envolvem condições de contorno homogêneas,

como mostrado nos exemplos a seguir.

Cabe ainda ressaltar, neste ponto, que a determinação das FG é bem estabelecida sendo

facilmente encontradas em tabelas na literatura. Várias referências tratam deste tópico,

sendo que o usuário de FG pode encontrar em Beck et al., (1992) a maioria das FG presentes

em problemas de condução de calor.

Uma outra vantagem no uso de soluções integrais por FG é a possibilidade de se construir,

sem di�culdades adicionais, soluções multidimensionais a partir da obtenção das funções de

Green unidimensionais. Neste caso, as versões da equação-solução 2D e 3D são absolutamente

equivalentes à equação unidimensional e as FG podem ser obtidas a partir de produtos de

soluções 1D nas diversas direções. Os modelos 2D e 3D, assim como as FG multidimensionais

são apresentadas ainda neste capítulo em seções subseqüentes.

Uma vez familiarizados com a equação-solução em termos de FG, apresenta-se a seguir

a descrição e solução de um problema clássico 1D em condução de calor por meio dessas

funções.

Antes porém, apresenta-se um sistema de numeração cuja �nalidade é o de simpli�car a

notação o uso das FG nos vários problemas.

3.2 Sistema de Numeração

Como o número de soluções exatas em condução de calor transiente é grande devido

as diversas combinações das condições de contorno e suas geometrias, Beck et al. (1992)

propôs um sistema de notação. O principal objetivo é o de facilitar e identi�car rápida

e facilmente o problema térmico em questão. Embora as geometrias cilíndrica e esféricas

sejam contempladas neste sistema, este trabalho apresentará apenas o sistema de numeração

cartesiano.

Para um sistema de coordenadas retangulares, serão usados os símbolos X, Y e Z para

as coordenadas x, y, e z respectivamente e neste caso a equação da difusão pode ser escrita

como

k

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
= ρc

∂T

∂t
(3.6)

A Eq.(3.6) pode estar sujeita às seguintes condições de contorno:
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• Condição natural ou seja geometria in�nita;

• Temperatura prescrita;

T (ri, t) = fi(r, t) (3.7)

• Fluxo de calor prescrito;

−k ∂T
∂η

∣∣∣∣
ri

= fi(ri, t) (3.8)

• Condição de contorno de convecção;

−k ∂T
∂η

∣∣∣∣
ri

+ hiT |ri = fi(ri, t) (3.9)

• Condição de contorno do quarto tipo;

Para um �lme �no colado a uma superfície com �uxo de calor prescrito fi para a

superfície, pode-se escrever

−k ∂T
∂η

∣∣∣∣
ri

= fi(ri, t)− (ρcb)i
∂T

∂t

∣∣∣∣
ri

(3.10)

O produto (ρcb)i é para o �lme na i-ésima superfície, e b é a sua espessura. Um

exemplo físico deste tipo de condição de contorno é transferência de calor entrando em

um grande objeto cerâmico com um uma �na camada de metal em sua superfície.

• Condição de contorno do quinto tipo;

A condição de contorno em uma superfície com um �lme colado e permitindo-se perdas

de calor por convecção do �lme pode ser

k
∂T

∂η

∣∣∣∣
ri

+ hiTi = fi(ri, t)− (ρcb)i
∂T

∂t

∣∣∣∣
ri

(3.11)

O produto (ρcb)i é para o �lme na i-ésima superfície, e b é a sua espessura. Um

exemplo físico deste tipo de condição de contorno é transferência de calor entrando em

um grande objeto cerâmico com um uma �na camada de metal em sua superfície.

Assim, considerando as coordenadas retangulares, de�ne-se a numeração das seis dife-

rentes condições de contorno possíveis, como mostra a Tabela 3.1 e a Figura 3.2.
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Tabela 3.1: Tipos de condição de contorno (BECK et al., 1992)

Notação nome da condição de contorno descrição da condição de contorno
0 zero (natural) nenhum tipo de condição física (in�nito)
1 Dirichlet temperatura prescrita, (3.7)
2 Neumann �uxo de calor prescrito, (3.8)
3 Robin condição de convecção, (3.9)
4 quatro tipo (Carlaw) espessura �na (sem convecção), (3.10)
5 quinto tipo (Jaeger) espessura �na (com convecção), (3.11)

X00

X10

X30
X20

X40
X50

X11

X31
X21

X41
X51

X32
X22

X42
X52

X33
X43
X53

X44
X54 X55

geometria infinita

sem regime permanente 

geometria semi-finita

geometria finita

Figura 3.2: Representação grá�ca do sistema de numeração (BECK et al., 1992)

Por exemplo, representa-se a Função de Green 1D, com condições de contorno do tipo

�uxo prescrito, em x=0, e convecção de calor do lado oposto, como GX23. No caso de uma

Função de Green 2D representada por GX23Y 33, identi�ca-se as condições de contorno do tipo

�uxo prescrito e convecção de calor na direção do eixo x e convecção de calor na direção do

eixo y. Para a Função de Green 3D representada por GX23Y 33Z22, identi�ca-se o acréscimo

da coordenada z com condições de contorno do tipo �uxo prescrito nas duas faces.

A Figura 3.3 é a representação grá�ca das condições de contorno das Funções de Green

GX23; GX23Y 33 e GX23Y 33Z22, para o caso 3D o �uxo prescrito é dado por

−k∂T
∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0 e por −k∂T
∂z

∣∣∣∣
z=R

= 0. (3.12)

Para casos em coordenadas cilíndricas, outras geometrias e condições de contorno modi-

�cadas consulte Beck et al., (1992).
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h

x

x=0 x=L

q(t)

y

h3

y=W

x=y=0 x=L
x

h2

h1

q(t)

x
z=R

x=L
h2

y

y=W

z
h1

h3

superfície isolada
plano xy; z=0 e z=R

q(t)

Figura 3.3: Representação grá�ca das condições de contorno dos problemas X23; X23Y 33 e
X23Y 33Z22

3.3 Descrição e solução de problemas térmicos 1D-transiente

por FG

3.3.1 Caso particular X22

O problema de uma placa sendo submetida a um �uxo de calor constante e isolada na

superfície oposta é um dos problemas clássicos em condução com maior aplicação, principal-

mente em modelos térmicos para a obtenção de propriedades térmicas. Como já mencionado,

citam-se neste caso o método Flash (PARKER et al., 1961) ou o método de impedância gene-

ralizada (GUIMARÃES; PHILIPPI; THERY, 1995).

xq(t)

T0

x=0 x=L

Figura 3.4: Problema térmico clássico: Placa sujeita a um �uxo de calor em uma superfície
e isolada na superfície oposta.

O Problema representado pela Fig. 3.4 pode ser descrito por

∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
(3.13a)



21

Sujeito às condições de contorno

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t);
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (3.13b)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) = T0 (3.13c)

A equação-solução, Eq.(3.2), pode assim ser aplicada para a solução do problema térmico

(3.13) em termos de funções de Green considerando

h1 = 0; f1(t) = q(t); h2 = 0; e f2(t) = 0 (3.14)

Ou seja, aplicando-se a Eq.(3.13) na Eq.(3.2) obtém-se

T (x, t) = T0 + α

∫ τ

0

GX22(x, t|x′, t− τ)
q(τ)

k

∣∣∣∣
x′=0

dτ (3.15)

Veri�ca-se que, para este caso que∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)F (x′)dx′ = T0 (3.16)

A GX22(x, t|x′, t − τ) representa a função de Green do problema auxiliar 1D que é a versão

homogênea do problema (3.13). A FG, GX22(x, t|x′, t − τ), pode ser facilmente encontrada

(Apêndice X, Beck et al. (1992)) e escrita como

GX22(x, t) =
1

L
+

2

L

∞∑
m

e−(mπL )
2
α(t−τ) cos

(mπx
L

)
cos

(
mπx′

L

)
(3.17)

sendo n = 1, 2, 3...

Avaliando-se a integral temporal na Eq.(3.15) obtém-se

T (x, t) = T0 +
qα

k

[∫ τ

0

1

L
dτ +

2

L

∞∑
m

e−(mπL )
2
αt cos

(mπx
L

)∫ τ

0

e(
mπ
L )

2
ατdτ

]
(3.18)

Assim

T (x, t) = T0 +
qα

k

1

L
t+

q

k

2

L

∞∑
m

cos
(
mπx
L

)(
mπ
L

)2 − q

k

2

L

∞∑
m

cos
(mπx

L

) e(mπL )
2
αt(

mπ
L

)2 (3.19)
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Observa-se que parte do segundo termo da Eq.(3.19) pode ser substituído por sua forma

fechada (Anexo B).

2

L

∞∑
m

cos
(
mπx
L

)
(mπ)2

=
L

3
− x+

x2

2L
(3.20)

E assim, substituindo a Eq.(3.20) na Eq.(3.19) obtém-se a solução como

T (x, t) = T0 +
qα

k

1

L
t+

q

k
L2

(
L

3
− x+

x2

2L

)
− q

k

2

L

∞∑
m

cos
(mπx

L

) e(mπL )
2
αt(

mπ
L

)2 (3.21)

A solução dada pela Eq.(3.21) pode ser representada gra�camente, Fig.3.5, para um caso

particular onde o �uxo de calor prescrito é igual 100000 [W/m2], T0 = 30[oC], L = 0.01 [m],

α = 3.95× 10−6 [m2/s] e k = 14.9 [W/mk].

0 10 20 30 40 50 60

Tempo (s)

0

40

80

120

160

200

240

T
e
m

p
e
ra

tu
ra

(°
C

)

Posição em x
x=0

x=L/2

x=L

Figura 3.5: Evolução da temperatura de uma parede, em três posições ao longo de sua
espessura, sujeita a um �uxo de calor constante em x = 0 e isolado em x = L.

Observa-se a validade da Eq.(3.15) para qualquer �uxo de calor variando temporalmente.

Ou seja, qualquer que fosse a dependência com o tempo, como por exemplo periódica, ex-

ponencial ou polinomial, o problema a ser resolvido seria dado pela solução da integral, que

pode ser analítica ou numérica, dependendo da di�culdade matemática.
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3.3.2 Caso Particular X23

O problema térmico representado pela Fig.3.6, uma placa a uma temperatura inicial é

sujeita a um �uxo de calor prescrito q(t) enquanto o lado oposto é exposto a um meio com

um coe�ciente de convecção h e temperatura ambiente T∞.

x

T0

x=0 x=L

h ,T ?

q(t)

Figura 3.6: Caso 1D - X23

Considerando que não há geração de energia, ou seja, g(x, t) = 0, da Eq.(3.1) tem-se

∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
(3.22a)

sujeito às condições de contorno

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t) (3.22b)

e

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=L

= h(T − T∞) (3.22c)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) (3.22d)

Observa-se que a condição de contorno em x = L expressa pela Eq.(3.22c) é não homo-

gênea. Esta condição pode então ser homogeneizada de�nindo-se uma nova variável, ou seja,

fazendo

θ(x, t) = T (x, t)− T∞ (3.23)
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Assim, substituindo a Eq.(3.37) nas Eqs.(3.22) obtém-se

∂2θ

∂x2
=

1

α

∂θ

∂t
(3.24a)

sujeito à

−k ∂θ
∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t); −k ∂θ
∂x

∣∣∣∣
x=L

= hθ (3.24b)

e à condição inicial

θ(x, 0) = T (x, 0)− T∞ (3.24c)

Observa-se que, neste caso particular, a Eq.(3.2) é reduzida a

θ(x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)θ(x′, 0)dx′ + α

∫ t

τ=0

dτ
2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, t|xi, τ)

]
(3.25)

Observando na Eq.(3.25) que f1(τ) = q(t) e f2(τ) = 0, obtém-se

θ(x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)θ(x′, 0)dx′ + α

∫ t

τ=0

q(τ)

k
G(x, t|0, τ)dτ (3.26)

Como já mencionado, a Função de Green G(x, t|x′, τ) pode ser obtida no Apêndice X de

Beck et al. (1992). Neste caso, a função G(x, t|x′, τ) = GX23 é dada por (BECK et al., 1992)

GX23(x, t|x′, τ) =
2

L

∞∑
m=1

e−β
2
mα(t−τ)/L2 β2

m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) cos(βm

x′

L
) (3.27)

sendo βm tan βm = B e B = hL
k
. A obtenção dos autovalores βm da equação transcendental

são descritas na seção 3.12.

Avaliando a Eq.(3.27) para x′ = 0 e τ = 0 respectivamente obtém-se

G(x, t|0, τ) =
2

L

∞∑
m=1

e−β
2
mα(t−τ)/L2 β2

m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) (3.28)

G(x, t|x′, 0) =
2

L

∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2 β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) cos(βm

x′

L
) (3.29)
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Portanto, a obtenção da distribuição de temperatura θ(x, t) dada pela Eq.(3.25) depende

somente da integração espacial e temporal dos termos representados pelas Eqs.(3.28) e (3.29)

respectivamente.

De fato, esta característica representa uma grande vantagem do uso da técnica de Funções

de Green. Ou seja, caso θ(x′, τ) ou f(x, τ) sejam funções matematicamente complicadas, as

integração das respectivas equações podem ser realizadas numericamente. Como no caso

representado por este exemplo, θ(x′, τ) e f(x, τ) são assumidas por funções constantes, ou

seja, θ(x, 0) = θ0 e f(x, τ) = q as respectivas integrais são prontamente obtidas.

Integrar as Equações (3.28) e (3.29) conforme os termos de (3.26) para este caso é bastante

simples, caso contrário a integração pode ser realizada numericamente. Assim,

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)θ(x′, 0)dx′ =
2θ0
L

∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2 β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
)

∫ L

x′=0

cos(βm
x′

L
)dx′

(3.30)

e ainda∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)dθ(x′, 0)x′ =
2θ0
L

∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2 β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) sin(βm)(

L

βm
) (3.31)

e ∫ t

τ=0

f(τ)

k
G(x, t|0, τ)dτ =

2q

kL

∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
)e−β

2
mαt/L

2

∫ t

τ=0

eβ
2
mατ/L

2

dτ (3.32)

obtendo-se∫ t

τ=0

G(x, t|0, τ)
f(τ)

k
dτ =

2q

kL

∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
)
L2

β2
mα

[
1− e

−β2mαt
L2

]
(3.33)

Assim, a solução analítica do problema (3.24) é obtida substituindo-se as Eqs. (3.31) e

(3.33) na equação (3.26), ou seja

θ(x, t) = 2θ0

∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) sin(βm)(

1

βm
)e−β

2
mαt/L

2

+ 2L
q

k

∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
)

1

β2
m

[
1− e

−β2mαt
L2

] (3.34)
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Retornando à variável original obtém-se

T (x, t) = 2(T0 − T∞)
∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) sin(βm)(

1

βm
)e−β

2
mαt/L

2

+ 2L
q

k

∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
)

1

β2
m

[
1− e

−β2mαt
L2

]
+ T∞

(3.35)

Cumpre-se observar, neste ponto, que o problema descrito pelas Eqs.(3.22) pode também

ser resolvido sem o auxílio da variável θ(x, t). Neste sentido caso haja mais de um meio

convectivo (com temperaturas diferentes), basta considerar o termo não homogêneo fi como

sendo hT∞
k

na Eq.(3.22c).

3.3.3 Caso particular X33

No problema térmico, representado pela Fig.3.7 e pelas Eqs.(3.36), tem-se uma placa a

uma temperatura inicial que está sujeita a meios convectivos, cujos coe�cientes de convecção

são h1 e h2 e temperatura ambiente T∞.

x

T0

x=0 x=L

h ,T1 ?

h ,T2 ?

Figura 3.7: Caso particular X33

Este problema pode ser descrito pela equação da difusão de calor unidimensional

∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
(3.36a)

sujeito às condições de contorno

k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= h1(T − T∞) (3.36b)
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e

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=L

= h2(T − T∞) (3.36c)

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) (3.36d)

Observa-se que a condições de contorno em x = 0 e x = L expressas pelas Eqs.(3.36b) e

(3.36c) não são homogêneas. Assim, de�nindo-se uma nova variável

θ(x, t) = T (x, t)− T∞ (3.37)

e substituindo a Eq.(3.37) nas Eqs.(3.36) obtém-se o problema homogêneo

∂2θ

∂x2
=

1

α

∂θ

∂t
(3.38a)

sujeito à

k
∂θ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= h1θ; −k ∂θ
∂x

∣∣∣∣
x=L

= h2θ (3.38b)

e à condição inicial

θ(x, 0) = T (x, 0)− T∞ (3.38c)

Observa-se que, neste caso particular, a Eq.(3.1) é reduzida a

θ(x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, 0)θ(x′, 0)dx′ (3.39)

onde f1(τ) = 0 e f2(τ) = 0.
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Neste caso, a função G(x, t|x′, τ) = GX33 é dada por (BECK et al., 1992)

GX33(x, t|x′, τ) =
2

L

∞∑
m=1

e−β
2
mα(t−τ)/L2

[
βm cos

(
βmx

L

)
+B1 sin

(
βmx

L

)]

×

βm cos
(
βmx′

L

)
+B1 sin

(
βmx′

L

)
(β2

m +B2
1)
[
1 + B2

β2
m+B2

2

]
+B1


(3.40)

sendo tan βm = βm(B1+B2)
β2
m−B1B2

, B1 = h1L
k

e B2 = h2L
k
. A obtenção dos autovalores βm da equação

transcendental são descritas na seção 3.12.

Avaliando a Eq.(3.40) em τ = 0 obtém-se

GX33(x, t|x′, 0) =
2

L

∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2

[
βm cos

(
βmx

L

)
+B1 sin

(
βmx

L

)]

×

βm cos
(
βmx′

L

)
+B1 sin

(
βmx′

L

)
(β2

m +B2
1)
[
1 + B2

β2
m+B2

2

]
+B1


(3.41)

e para x′ = 0

GX33(x, t|0, τ) =
2

L

∞∑
m=1

e−β
2
mα(t−τ)/L2

[
βm cos

(
βmx

L

)
+B1 sin

(
βmx

L

)]

×

 βm

(β2
m +B2

1)
[
1 + B2

β2
m+B2

2

]
+B1


(3.42)

Portanto, a obtenção da distribuição de temperatura θ(x, t) dada pela Eq.(3.39) depende

somente da integração espacial e temporal dos termos representados pelas Eqs.(3.41) e (3.42)

respectivamente.

Integrar a Equações (3.41) e (3.42) conforme os termos de (3.39) para este caso é bastante

simples, caso contrário a integração pode ser realizada numericamente.
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Obtém-se assim, a solução analítica do problema

θ(x, t) = 2θ0

∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2

[
βm cos

(
βmx

L

)
+B1 sin

(
βmx

L

)]

×

 1

(β2
m +B2

1)
[
1 + B2

β2
m+B2

2

]
+B1

[L sin βm −
B1L

βm
(cos(βm)− 1)

] (3.43)

Retornando à variável original obtém-se

T (x, t) = 2(T0 − T∞)
∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2

[
βm cos

(
βmx

L

)
+B1 sin

(
βmx

L

)]

×

 1

(β2
m +B2

1)
[
1 + B2

β2
m+B2

2

]
+B1

[L sin βm −
B1L

βm
(cos(βm)− 1)

]
+ T∞

(3.44)

A representação grá�ca deste problema é apresentada no capítulo 4.

3.4 Solução Geral 2D

Analogamente, o problema geral de condução de calor bidimensional, transiente e com

geração de calor interna, pode ser representado pela equação de difusão de calor

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+

1

k
g(x, t) =

1

α

∂T

∂t
(3.45a)

sujeito às condições de contorno

ki
∂T

∂ni

∣∣∣∣
si

+ hiT |si = fi(x, y, t)− (ρcb)i
∂T

∂t

∣∣∣∣
si

(3.45b)

e à condição inicial

T (x, y, 0) = F (x, y) (3.45c)

onde ni é a direção perpendicular ao contorno e si representa os contornos (i=1, 2, 3, 4).

Similarmente ao caso 1D a Equação (3.45b) representa os diferentes tipos de condições de
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contorno mostrados na seção 3.2.

A versão bidimensional da solução do problema (3.45) em termos de Funções de Green

pode ser escrita como (BECK et al., 1992)

T (x, y, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

G(x, y, t|x′, y′, 0)F (x′, y′)dx′dy′ (a)

+

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

α

k
G(x, y, t|x′, y′, τ)g(x′, y′, τ)dx′dy′dτ (b)

+ α

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, t|xi, y, τ)

]
dy′dτ (c)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, t|x, yi, τ)

]
dx′dτ (d)

− α
∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

∂G

∂n
′
i

∣∣∣∣
x′=xi

]
dy′dτ (e)

− α
∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

∂G

∂n
′
i

∣∣∣∣
y′=yi

]
dx′dτ (f)

(3.46)

A Função de Green, G(x, y, t|x′, y′, τ), será diferente para cada conjunto de condições

de contorno. Em coordenadas retangulares faz-se o uso da propriedade G(x, y, t|x′, y′, τ) =

G(x, t|x′, τ)G(y, t|y′, τ) para obtê-la.

3.4.1 Caso Particular X22Y33

Analogamente, a solução geral para um problema 2D é também facilmente aplicada para

um caso particular de problema de condução de calor, como mostra a Fig. 3.8. Neste exemplo

uma placa é submetida a um �uxo de calor prescrito q(t) em x = 0 enquanto a sua superfície

oposta (x = L) é isolada. Na direção y, ambas as superfícies encontram-se expostas a meios

convectivos, com coe�ciente de troca de calor h1 e h2, respectivamente.

Considerando que não há geração de energia, o problema representado pela Fig. 3.8 pode
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y

q(t)

y=W

0 x=L
x

h ,T1 ,1?

h ,T2 ,2?

Figura 3.8: Caso 2D - X23Y 23

ser escrito como

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
=

1

α

∂T

∂t
(3.47a)

sujeito às condições de contorno na direção x

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t), +k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (3.47b)

e às condições de contorno na direção y

+k
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

= h1(T − T∞,1) (3.47c)

−k∂T
∂y

∣∣∣∣
y=W

= h2(T − T∞,2) (3.47d)

e à condição inicial

T (x, y, 0) = F (x, y) (3.47e)

Observa-se que as condições de contorno em y = 0 e y = W expressas respectivamente

pela equações (3.47c) e (3.47d) não são homogêneas. Da mesma forma, de�nindo-se uma

nova variável θ = T − T∞ e considerando T∞ = T∞,1 = T∞,2 obtém-se, como no caso 1D, a

equação solução do problema homogêneo
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∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
=

1

α

∂θ

∂t
(3.48a)

sujeito às condições de contorno

−k ∂θ
∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t), +k
∂θ

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0, (3.48b)

+k
∂θ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= h1θ, −k∂θ
∂y

∣∣∣∣
y=W

= h2θ (3.48c)

e à condição inicial

θ(x, y, 0) = F (x, y)− T∞ (3.48d)

Assim, observa-se que neste caso a Eq.(3.46) é reduzida a

θ(x, y, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

G(x, y, t|x′, y′, 0)θ(x, y, 0)dx′dy′

+ α

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, t|xi, y, τ)

]
dy′dτ (a)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, t|x, yi, τ)

]
dx′dτ (b)

(3.49)

E ainda considerando um caso particular onde f1(τ) = q e f2(τ) = 0 em (a) e que

f1(τ) = 0 e f2(τ) = 0 em (b), e θ0 constante pode-se escrever

θ(x, y, t) = θ0

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

G(x, y, t|x′, y′, 0)dx′dy′+α
q

k

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

G(x, y, t|0, y′, τ)dy′dτ (3.50)
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A Função de Green G(x, y, t|x′, y′, τ) pode então ser obtida observando-se os tipos de

condições de contorno, nas direções de x e y. Assim obtém se a função G(x, y, t|x′, y′τ) como

o produto G(x, y, t|x′, y′τ) = GX22GY 33 onde

GX22(x, t|x′, τ) =
1

L
+

2

L

∞∑
m=1

e−α
2
mα(t−τ)/L2

cos
(
αm

x

L

)
cos

(
αm

x′

L

)
(3.51)

sendo αm = mπ, e

GY 33(y, t|y′, τ) =
2

W

∞∑
n=1

e−β
2
nα(t−τ)/W 2

[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]

×

βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1


(3.52)

onde tan βn = βn(B1+B2)
β2
n−B1B2

, B1 = h1L
k

e B2 = h2L
k
. Como já mencionado, a obtenção dos

autovalores αm e βn é descrita em detalhes na seção 3.12, no �nal deste capítulo.

Assim,

GX22GY 33(x, y, t|x′, y′, τ) =

2

LW

∞∑
n=1

e−β
2
nα(t−τ)/W 2

[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1



+
4

LW

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e−(
α2m
L2 +

β2n
W2 )α(t−τ) cos

(
αm

x

L

)
cos

(
αm

x′

L

)[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]

×

βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1


(3.53)
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logo para τ = 0 tem-se

GX22GY 33(x, y, t|x′, y′, 0) =

2

LW

∞∑
n=1

e−β
2
nαt/W

2

[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1



+
4

LW

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e−(
α2m
L2 +

β2n
W2 )αt cos

(
αm

x

L

)
cos

(
αm

x′

L

)[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]

×

βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1


(3.54)

e para qualquer τ e x′ = 0 tem-se

GX22GY 33(x, y, t|0, y′, τ) =

2

LW

∞∑
n=1

e−β
2
nα(t−τ)/W 2

[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1



+
4

LW

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e−(
α2m
L2 +

β2n
W2 )α(t−τ) cos

(
αm

x

L

)[
βn cos

(
βny

W

)
+B1 sin

(
βny

W

)]

×

βn cos
(
βny′

W

)
+B1 sin

(
βny′

W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1


(3.55)

Faz-se, então, a substituição da Eqs.(3.54) e (3.55) na Eq.(3.58) e a sua conseqüente

integração. Observa-se novamente que as integrais podem ser realizadas, conforme as di-

�culdades matemáticas, analiticamente ou numericamente. No exemplo, aqui apresentado,
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obtém-se prontamente as integrais analíticas como

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

GX22GY 33(x, y, t|x′, y′, 0)dx′dy′ =

2

LW

∞∑
n=1

e−β
2
nαt/W

2

 βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[W sin (βn)− B1W

βn
(cos (βn)− 1)

]
(3.56)

e a integral em dy′dτ é obtida como

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

GX22GY 33(x, y, t|0, y′, τ)dy′dτ =

2

LW

∞∑
n=1

(
1− e−β2

nαt/W
2

β2
nα/W

2

] βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[W sin (βn)− B1W

βn
(cos (βn)− 1)

]

+
4

LW

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1− e−(
α2m
L2 +

β2n
W2 )αt

(α
2
m

L2 + β2
n

W 2 )α

 cos
(
αm

x

L

)

×

 βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[W sin (βn)− B1W

βn
(cos (βn)− 1)

]
(3.57)
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Obtém-se assim a solução do problema térmico dados pelas Eqs (3.63) como

θ(x, y, t) =

2θ0

∞∑
n=1

e−β
2
nαt/W

2

 βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]

× α2q

Lk

∞∑
n=1

(
1− e−β2

nαt/W
2

β2
nα/W

2

] βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]

× α4q

Lk

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1− e−(
α2m
L2 +

β2n
W2 )αt

(α
2
m

L2 + β2
n

W 2 )α

 cos
(
αm

x

L

)

×

 βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]
(3.58)
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retornando à variável original obtém-se

T (x, y, t) =

2(T0 − T∞)
∞∑
n=1

e−β
2
nαt/W

2

 βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]

× α2q

Lk

∞∑
n=1

(
1− e−β2

nαt/W
2

β2
nα/W

2

] βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]

× α4q

Lk

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1− e−(
α2m
L2 +

β2n
W2 )αt

(α
2
m

L2 + β2
n

W 2 )α

 cos
(
αm

x

L

)

×

 βn cos
(
βny
W

)
+B1 sin

(
βny
W

)
(β2

n +B2
1)
[
1 + B2

β2
n+B

2
2

]
+B1

[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]
(3.59)

Da mesma forma anterior a representação grá�ca desta solução é também apresentada no

capítulo 4.
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3.5 Solução Geral 3D

Um problema geral de condução de calor tridimensional, transiente, com geração interna

de calor pode ser descrito pela equação da difusão de calor

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
+

1

k
g(x, t) =

1

α

∂T

∂t
(3.60a)

sujeito às condições de contorno

ki
∂T

∂ni

∣∣∣∣
si

+ hiT |si = fi(x, y, z, t)− (ρcb)i
∂T

∂t

∣∣∣∣
si

(3.60b)

e à condição inicial

T (x, y, z, 0) = F (x, y, z) (3.60c)

onde ni é a direção perpendicular ao contorno e si representa os contornos (i=1,2,3,4,5,6).

Analogamente, a Eq. (3.60b) representa os diferentes tipos de condições de contorno.

A solução geral das Eqs.(3.60) pode ser expresso em termos de Funções de Green como

(BECK et al., 1992)

T (x, y, z, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, 0)F (x′, y′, z′)dx′dy′dz′ (a)

+

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

α

k
G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ)g(x′, y′, z′, τ)dx′dy′dz′dτ (b)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, z, t|x, y, zi, τ)

]
dx′dy′dτ (c)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ R

z′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)

]
dx′dz′dτ (d)

+ α

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, z, t|xi, y, z, τ)

]
dy′dz′dτ (e)
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− α
∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

∂G

∂n
′
i

∣∣∣∣
z′=zi

]
dx′dy′dτ (f)

− α
∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ R

z′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

∂G

∂n
′
i

∣∣∣∣
y′=yi

]
dx′dz′dτ (g)

− α
∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

∂G

∂n
′
i

∣∣∣∣
x′=xi

]
dy′dz′dτ (h)

(3.61)

Similarmente aos casos 1D e 2D, os termos (a) a (h) da Eq.(3.61) representam os efeitos

físicos da:

(a) condição inicial

(b) geração de energia

(c) das condições de contorno, em z = 0 e z = R, do tipo dois à cinco, no plano xy

(d) das condições de contorno, em y = 0 e y = W , do tipo dois à cinco, no plano xz

(e) das as condições de contorno, em x = 0 e x = L, do tipo dois à cinco, no plano yz

(f) das as condições de contorno tipo um, em z = 0 e z = R, para o plano xy

(g) das as condições de contorno tipo um, em y = 0 e y = W , para o plano xz

(h) das as condições de contorno tipo um, em x = 0 e x = L, para o plano yz

3.5.1 Caso Particular X23Y33Z33 - Abordagem Analítica de um

Problema de Usinagem

O problema térmico criado por um processo de usinagem pode ser representado na Figura

3.9. Nota-se nesta �gura um material sendo deformado plasticamente com uma conseqüente

quantidade de energia sendo convertida em calor. Na usinagem, o material é submetido

a tensões extremamente altas e a deformação elástica representa uma pequena parcela na
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proporção da deformação total. Usualmente, assume-se que toda a energia é convertida em

calor (BOOTHROYD, 1963).

A conversão em calor ocorre em duas regiões principais de deformação plástica (Fig.3.9).

A zona de cisalhamento, ou zona primária de deformação, AB e a zona secundária de defor-

mação BC. Se a ferramenta de usinagem apresenta algum desgaste de �anco ou se o ângulo

de folga (α0) for pequeno, uma terceira fonte de calor BD pode estar presente, originária do

atrito entre a ferramenta e parte da superfície da peça usinada (BOOTHROYD, 1963).

A

B

D

C ferramenta

cavaco

peça

geração de calor

zona primária

de deformação 

zona secundária

de deformação 

a0

Figura 3.9: Geração de calor num processo de usinagem ortogonal

3.5.1.1 Identi�cação do problema térmico na ferramenta de usinagem

Identi�ca-se, na Figura 3.9, do ponto de vista da transferência de calor, a presença de pelo

menos três domínios, todos, conectados á mesma interface: i) transferência de calor para a

peça; ii) transferência de calor para o cavaco e; iii) transferência de calor para a ferramenta.

Embora os três domínios sejam importantes, voltamos inicialmente o nosso interesse ao estudo

da ferramenta, ou seja, à zona secundária da deformação plástica (Fig.3.9).

Assim, numa primeira aproximação, a ferramenta pode ser vista como sendo um material

submetido a um �uxo de calor super�cial, sendo a superfície oposta submetida a um meio

convectivo (ambiente), como mostrado na Fig.3.10.
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x

z=R

0 x=L

y

y=W

z

h ,T3 ?

h ,T2 ?

h ,T4 ?

h ,T5 ?

h ,T6 ?

R1

W1

 região A )1fluxo de calor (

superfície exposta a meios convectivos

q(t)
h ,T1 ?

Figura 3.10: Ferramenta de usinagem de corte ortogonal submetida a �uxo de calor devido
ao atrito entre peça-cavaco-ferramenta

Observa-se que todas as faces, exceto a região de contato entre peça, ferramenta e o cavaco

estão sujeitas à uma troca de calor por convecção. Este procedimento, por sua vez, procura

dar uma maior generalidade ao modelo térmico proposto. Em um processo de usinagem

pode-se identi�car claramente que as superfícies laterais e parte da superfície superior estão,

de fato, expostas ao meio ambiente. Entretanto as demais superfícies estão em contato com o

suporte porta ferramenta. Neste caso, os coe�cientes de troca de calor, hi podem representar

o efeito desta troca, permitindo-se que se obtenha experimentalmente valores equivalentes

à resistência térmica deste suporte. Por fugir do escopo deste trabalho, a abordagem do

problema inverso de uma ferramenta de usinagem não será tratada aqui. Ou seja, para a

obtenção da solução do problema direto, tanto o �uxo de calor imposto, como as propriedades

térmicas e os diversos parâmetros como os coe�cientes hi que aparecem na equação são

considerados conhecidos. Além disso, nesta simulação, a troca de calor entre a superfície

inferior da ferramenta em contato com o suporte será considerada nula. Esta condição pode

ser obtida experimentalmente através do uso de uma superfície isolante entre a ferramenta e

o suporte.

O problema térmico dado pela Fig.3.10 pode então ser descrito pela equação da difusão

de calor como
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∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(3.62a)

sujeito às condições de contorno na direção x

k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −q(t)− h1(T − T∞); (3.62b)

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=L

= h2(T − T∞) (3.62c)

e às condições de contorno na direção y

k
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

= h3(T − T∞) (3.62d)

−k∂T
∂y

∣∣∣∣
y=W

= h4(T − T∞) (3.62e)

e às condições de contorno na direção z

k
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

= h5(T − T∞) (3.62f)

−k∂T
∂z

∣∣∣∣
z=W

= h6(T − T∞) (3.62g)

e à condição inicial

T (x, y, z, 0) = F (x, y, z)− T∞ (3.62h)

Observa-se que as condições de contorno onde ocorre convecção, expressas respectivamente

pela equações (3.62b) - (3.62g), não são homogêneas. Da mesma forma, de�nindo-se a variável

θ = T − T∞ e aplicando-a nas Eqs. (3.77) obtém-se
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∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
+
∂2θ

∂z2
=

1

α

∂θ

∂t
(3.63a)

sujeito às condições de contorno

k
∂θ

∂x

∣∣∣∣
x=0

= −q(t)− h1θ; −k
∂θ

∂x

∣∣∣∣
x=L

= h2θ; (3.63b)

k
∂θ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= h3θ; −k
∂θ

∂y

∣∣∣∣
y=W

= h4θ; (3.63c)

k
∂θ

∂y

∣∣∣∣
z=0

= h5θ; −k
∂θ

∂y

∣∣∣∣
z=R

= h6θ (3.63d)

e à condição inicial

θ(x, y, z, 0) = F (x, y, z)− T∞ (3.63e)

Assim, observa-se que neste caso a Eq.(3.61) é reduzida a

θ(x, y, z, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)θ(x, y, z, 0)dx′dy′dz′

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, z, t|x, y, zi, τ)

]
dx′dy′dτ (a)

+ α

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

∫ R

z′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, z, t|x, yi, z, τ)

]
dx′dz′dτ (b)

+ α

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

2∑
i=1

[
fi(τ)

ki
G(x, y, z, t|xi, y, z, τ)

]
dy′dz′dτ (c)

(3.64)

Considerando que fi(τ) = 0 em (a) e (b) e que f1(τ) = q, constante, na região dada por

0 ≤ y ≤ W1; 0 ≤ z ≤ R1 e f2(τ) = 0 em (c)
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θ(x, y, z, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)θ(x, y, z, 0)dx′dy′dz′

+ α
q

k

∫ t

τ=0

∫ W1

y′=0

∫ R1

z′=0

[G(x, y, z, t|0, y′, z′, τ)] dy′dz′dτ

(3.65)

A Função de Green G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) pode então ser obtida (BECK et al., 1992)

observando-se os tipos de condições de contorno, nas direções de x, y e z. Assim obtém-

se a função G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) como o produto G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) = GX33GY 33GZ33

onde

GX33(x, t|x′, τ) =
2

L

∞∑
m=1

e−α
2
mα(t−τ)/L2

[
αm cos

(αmx
L

)
+B1 sin

(αmx
L

)]

×
[
αm cos

(
αmx′

L

)
+B1 sin

(
αmx′

L

)]
(α2

m +B2
1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]
(3.66)

onde tanαm = αm(B1+B2)
α2
m−B1B2

e B1 = h1L
k

e B2 = h2L
k
.

GY 33(y, t|y′, τ) =
2

W

∞∑
n=1

e−β
2
nα(t−τ)/W 2

[
βn cos

(
βny

W

)
+B3 sin

(
βny

W

)]

×

[
βn cos

(
βny′

W

)
+B3 sin

(
βny′

W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

]
(3.67)

onde tan βn = βn(B3+B4)
β2
n−B3B4

e B3 = h3W
k

e B4 = h4W
k
.

GZ33(z, t|z′, τ) =
2

R

∞∑
p=1

e−γ
2
pα(t−τ)/R2

[
γp cos

(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)]

×

[
γp cos

(
γpz′

R

)
+B5 sin

(
γpz′

R

)]
(
γ2p +B2

5

) [
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]
(3.68)
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onde tan γp = γp(B5+B6)

γ2p−B5B6
e B5 = h5R

k
e B6 = h6R

k
.

Novamente, como já mencionado, a obtenção dos autovalores αm, βn e γp é descrita em

detalhes na seção 3.12, no �nal deste capítulo.

Assim,

GX33GY 33GZ33(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) =
8

LWR

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
α(t−τ)

×
[
αm cos

(
αmx′

L

)
+B1 sin

(
αmx′

L

)]
(α2

m +B2
1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]
[
βn cos

(
βny′

W

)
+B3 sin

(
βny′

W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

]

×

[
γp cos

(
γpz′

R

)
+B5 sin

(
γpz′

R

)]
(γ2p +B2

5)
[
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×
[
αm cos

(αmx
L

)
+B1 sin

(αmx
L

)] [
βn cos

(
βny

W

)
+B3 sin

(
βny

W

)]

×
[
γp cos

(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)]

(3.69)
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Logo para τ = 0 tem-se

GX33GY 33GZ33(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0) =
8

LWR

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
αt

×
[
αm cos

(
αmx′

L

)
+B1 sin

(
αmx′

L

)]
(α2

m +B2
1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]
[
βn cos

(
βny′

W

)
+B3 sin

(
βny′

W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

]

×

[
γp cos

(
γpz′

R

)
+B5 sin

(
γpz′

R

)]
(γ2p +B2

5)
[
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×
[
αm cos

(αmx
L

)
+B1 sin

(αmx
L

)] [
βn cos

(
βny

W

)
+B3 sin

(
βny

W

)]

×
[
γp cos

(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)]

(3.70)

e avaliando a função em x′ = 0 obtém-se

GX33GY 33GZ33(x, y, z, t|0, y′, z′, τ) =
8

LWR

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
α(t−τ)

× αm

(α2
m +B2

1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]
[
βn cos

(
βny′

W

)
+B3 sin

(
βny′

W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

]

×

[
γp cos

(
γpz′

R

)
+B5 sin

(
γpz′

R

)]
(γ2p +B2

5)
[
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×
[
αm cos

(αmx
L

)
+B1 sin

(αmx
L

)] [
βn cos

(
βny

W

)
+B3 sin

(
βny

W

)]

×
[
γp cos

(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)]

(3.71)
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Desta forma, substitui-se as Eqs.(3.70) e (3.71) na Eq.(3.65) para a resolução das integrais.

Porém, mesmo para o caso 3D apresentado, as integrais analíticas são facilmente obtidas.

Analogamente restam a resolução das integrais prevista na Eq.(3.65).

Assim, obtém-se para o primeiro termo

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)θ0dx
′dy′dz′ =

8θ0
LWR

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
αt

×
[
αm cos

(
αmx
L

)
+B1 sin

(
αmx
L

)]
(α2

m +B2
1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

] [βn cos
(
βny
W

)
+B3 sin

(
βny
W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

] [γp cos
(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)]
(γ2p +B2

5)
[
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×
∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

[
αm cos

(
αmx

′

L

)
+B1 sin

(
αmx

′

L

)]

×
[
βn cos

(
βny

′

W

)
+B3 sin

(
βny

′

W

)][
γp cos

(
γpz
′

R

)
+B5 sin

(
γpz
′

R

)]
dx′dy′dz′

(3.72)

e resolvendo a integral

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

[
αm cos

(
αmx

′

L

)
+B1 sin

(
αmx

′

L

)][
βn cos

(
βny

′

W

)
+B3 sin

(
βny

′

W

)]

×
[
γp cos

(
γpz
′

R

)
+B5 sin

(
γpz
′

R

)]
dx′dy′dz′ =

LWR

αmβnγp

× [αm sinαm −B1(cosαm − 1)] [βn sin βn −B3(cos βn − 1)] [γp sin γp −B5(cos γp − 1)]

(3.73)
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O mesmo procedimento para o segundo termo produz

∫ t

τ=0

∫ W1

y′=0

∫ R1

z′=0

G(x, y, z, t|0, y′, z′, τ)dy′dz′dτ =
8

LWR

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
αt

×
[
αm cos

(
αmx
L

)
+B1 sin

(
αmx
L

)]
αm

(α2
m +B2

1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

] [
βn cos

(
βny
W

)
+B3 sin

(
βny
W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

] [γp cos
(γpz
R

)
+B4 sin

(γpz
R

)]
(γ2p +B2

5)
[
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×
∫ t

τ=0

∫ W1

y′=0

∫ R1

z′=0

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
ατ
[
βn cos

(
βny

′

W

)
+B3 sin

(
βny

′

W

)]

×
[
γp cos

(
γpz
′

R

)
+B5 sin

(
γpz
′

R

)]
dy′dz′dτ

(3.74)

Integrando espacialmente e temporalmente obtém-se

∫ t

τ=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|0, y′, z′, τ)dy′dz′dτ =
8

L

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
αm cos

(
αmx
L

)
+B1 sin

(
αmx
L

)]
αm

(α2
m +B2

1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]

×
[
βn cos

(
βny
W

)
+B3 sin

(
βny
W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

] [γp cos
(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)](
γ2p +B2

5

) [
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×

(
1− e

−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
αt

)
(
α2
m

L2 + β2
n

W 2 +
γ2p
R2

)
α

1

βnγp

[
βn sin

(
βnW1

W

)
−B3(cos

(
βnW1

W

)
− 1)

]

[
γp sin

(
γpR1

R

)
−B5(cos

(
γpR1

R

)
− 1)

]
(3.75)

Portanto, substituindo (3.72) e (3.75) na Eq.(3.65), obtém-se a solução analítica para este
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caso.

θ(x, y, z, t) =

8θ0
LWR

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
αt

×
[
αm cos

(
αmx
L

)
+B1 sin

(
αmx
L

)]
(α2

m +B2
1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

] [βn cos
(
βny
W

)
+B3 sin

(
βny
W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

] [γp cos
(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)]
(γ2p +B2

5)
[
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

× LWR

αmβnγp
[αm sinαm −B1(cosαm − 1)] [βn sin βn −B3(cos βn − 1)] [γp sin γp −B5(cos γp − 1)]

+
8αq

Lk

∞∑
p=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

[
αm cos

(
αmx
L

)
+B1 sin

(
αmx
L

)]
αm

(α2
m +B2

1)
[
1 + B2

(α2
m+B2

2)
+B1

]

×
[
βn cos

(
βny
W

)
+B3 sin

(
βny
W

)]
(β2

n +B2
3)
[
1 + B4

(β2
n+B

2
4)

+B3

] [γp cos
(γpz
R

)
+B5 sin

(γpz
R

)](
γ2p +B2

5

) [
1 + B6

(γ2p+B
2
6)

+B5

]

×

(
1− e

−
(
α2m
L2 +

β2n
W2+

γ2p

R2

)
αt

)
(
α2
m

L2 + β2
n

W 2 +
γ2p
R2

)
α

1

βnγp

[
βn sin

(
βnW1

W

)
−B3(cos

(
βnW1

W

)
− 1)

]

[
γp sin

(
γpR1

R

)
−B5(cos

(
γpR1

R

)
− 1)

]
(3.76)

A solução em termos da variável original T é dada por T = θ + T∞.

Esta solução pode ser aplicada diretamente a um problema de usinagem de corte ortogonal

desde que os coe�cientes de troca de calor hi sejam conhecidos. Obviamente, o problema

térmico seria descrito em dois domínios. Um dado pela ferramenta e outro pelo suporte.

Os coe�cientes de troca de calor na região de contato ferramenta/suporte representariam,
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de fato, a in�uência térmica do suporte. Neste trabalho não se abordará a solução deste

problema, porém todas as condições analíticas estão disponíveis para futuras aplicações.

3.5.2 Caso Particular X22Y22Z22 - Aplicação a estimativas de pro-

priedades térmicas

Apresenta-se nesta seção a formulação e a solução de um problema térmico tridimensional

transiente relativo a um problema de estimativas de parâmetros termofísicos a ser explorado

no Capítulo 5. De fato este problema representa uma amostra sólida de geometria retangular

sendo submetida a um �uxo de calor em parte de sua superfície enquanto todas as outras são

mantidas perfeitamente isoladas do ambiente. A obtenção do campo de temperatura deste

problema representa a solução de um problema direto associado à técnica de otimização a

ser empregada para obtenção das propriedades: condutividade e difusividade térmica. A

aplicação da solução analítica nesta técnica, que é descrita no Capítulo 5 representa uma das

contribuições propostas neste trabalho.

x

q(t)

z=R

x=y=z=0 x=L

y

y=W

z

R1

R2

L1 L2

 fluxo de calor

superfície isolada

Figura 3.11: Modelo térmico 3D

Assim, considerando que não há geração de energia, o problema anteriormente descrito e

representado pela Fig. 3.11 pode ser dado pela equação de difusão como:

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2
=

1

α

∂T

∂t
(3.77a)

sujeito às condições de contorno na direção x

−k∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 +k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (3.77b)
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e às condições de contorno na direção y

+k
∂T

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 −k∂T
∂y

∣∣∣∣
y=W

= q(t) na região L1 ≤ x ≤ L2 e R1 ≤ Z ≤ R2 (3.77c)

e às condições de contorno na direção z

∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=R

= 0 (3.77d)

e à condição inicial

T (x, y, z, 0) = F (x, y, z) = T0 (3.77e)

A solução geral em termos de Função de Green é dada por

T (x, y, z, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)T (x, y, z, 0)dx′dy′dz′

+
α

k

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[q(τ)G(x, y, z, t|x′,W, z′, τ)] dx′dz′dτ

(3.78)

sendo G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) = GX22.GY 22.GZ22, onde

GX22 =
1

L

[
1 + 2

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2α(t−τ) cos

(mπx
L

)
cos

(
mπx′

L

)]
(3.79)

GY 22 =
1

W

[
1 + 2

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2α(t−τ) cos

(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)]
(3.80)

GZ22 =
1

R

[
1 + 2

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2α(t−τ) cos

(pπz
R

)
cos

(
mπz′

R

)]
(3.81)
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Logo obtém-se o produto das FG como sendo

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) = GX22.GY 22.GZ22 =
1

LWR

+
2

LWR

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2α(t−τ) cos

(mπx
L

)
cos

(
mπx′

L

)

+
2

LWR

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2α(t−τ) cos

(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)

+
2

LWR

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2α(t−τ) cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)

+
4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
4

LWR

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
n2

W2+
p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
8

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2α(t−τ)

× cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

(3.82)
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Avaliando a FG em τ = 0 tem-se

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0) =
1

LWR

+
2

LWR

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2αt cos

(mπx
L

)
cos

(
mπx′

L

)

+
2

LWR

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2αt cos

(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)

+
2

LWR

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2αt cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2

)
π2αt

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)

+
4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + p2

R2

)
π2αt

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
4

LWR

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
n2

W2+
p2

R2

)
π2αt

cos
(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
8

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2αt

× cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(nπy
W

)
cos

(
nπy′

W

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

(3.83)
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E em y′ = W

G(x, y, z, t|x′,W, z′, τ) =
1

LWR

+
2

LWR

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2α(t−τ) cos

(mπx
L

)
cos

(
mπx′

L

)

+
2

LWR

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2α(t−τ) cos

(nπy
W

)
cos (nπ)

+
2

LWR

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2α(t−τ) cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(nπy
W

)
cos (nπ)

+
4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
4

LWR

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
n2

W2+
p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(nπy
W

)
cos (nπ) cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

+
8

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2α(t−τ)

× cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)
cos
(nπy
W

)
cos (nπ) cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)

(3.84)
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Resolvendo as integrais da eq. (3.78) separadamente pode-se demonstrar que∫ L

0

∫ W

0

∫ R

0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)T0dx
′dy′dz′ = T0 (3.85)

Uma vez que somente o primeiro termo da Eq.(3.83) apresenta contribuição não nula na

integral espacial contida no primeiro termo dessa equação.

T0

∫ L

0

∫ W

0

∫ R

0

1

LWR
dx′dy′dz′ = T0 (3.86)

Integrando o segundo termo da Eq.(3.78)∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[q(τ)G(x, y, z, t|x′,W, z′, τ)] dx′dz′dτ (3.87)

E considerando isoladamente cada termo da Eq.(3.84) obtém-se as seguintes integrais

parciais I1, I2, I3, I4, I5, I6, I7 e I8.

Ou seja,

I1 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

1

LWR

]
dx′dz′dτ =

1

LWR
[L2 − L1][R2 −R1]

∫ t

0

q(τ)dτ (3.88)

I2 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

2

LWR

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2α(t−τ) cos

(mπx
L

)
cos

(
mπx′

L

)]
dx′dz′dτ

=
2

WR
[R2 −R1]

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2αt cos

(mπx
L

)[
sin

(
mπL2

L

)
− sin

(
mπL1

L

)]
1

mπ

×
∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
m=1

e
m2

L2 π
2ατ

]
dτ

(3.89)
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I3 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

2

LWR

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2α(t−τ) cos

(nπy
W

)
cos (nπ)

]
dx′dz′dτ

=
2

LWR
[L2 − L1][R2 −R1]

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2αt cos

(nπy
W

)
cos (nπ)

×
∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
n=1

e
n2

W2 π
2ατ

]
dτ

(3.90)

I4 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

2

LWR

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2α(t−τ) cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)]
dx′dz′dτ

=
2

LW
[L2 − L1]

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2αt cos

(pπz
R

)[
sin

(
pπR2

R

)
− sin

(
pπR1

R

)]
1

pπ

×
∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
p=1

e
p2

R2 π
2ατ

]
dτ

(3.91)

I5 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)

× cos
(nπy
W

)
cos (nπ)

]
dx′dz′dτ

=
4

WR
[R2 −R1]

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2

)
π2αt

cos
(mπx

L

)[
sin

(
mπL2

L

)
− sin

(
mπL1

L

)]

× 1

mπ
cos
(nπy
W

)
cos (nπ)

∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e

(
m2

L2 + n2

W2

)
π2ατ

]
dτ

(3.92)
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I6 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

4

LWR

∞∑
m=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)

× cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)]
dx′dz′dτ

=
4

W

∞∑
m=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + p2

R2

)
π2αt

cos
(mπx

L

)[
sin

(
mπL2

L

)
− sin

(
mπL1

L

)]
1

mπ

× cos
(pπz
R

)[
sin

(
pπR2

R

)
− sin

(
pπR1

R

)]
1

pπ

×
∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
m=1

∞∑
p=1

e

(
m2

L2 + p2

R2

)
π2ατ

]
dτ

(3.93)

I7 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

4

LWR

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
n2

W2+
p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(nπy
W

)
cos (nπ)

× cos
(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)]
dx′dz′dτ

=
4

LW
[L2 − L1]

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
n2

W2+
p2

R2

)
π2αt

cos
(nπy
W

)
cos (nπ) cos

(pπz
R

)

×
[
sin

(
pπR2

R

)
− sin

(
pπR1

R

)]
1

pπ

∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e

(
n2

W2+
p2

R2

)
π2ατ

]
dτ

(3.94)
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I8 =

∫ t

τ=0

∫ L2

L1

∫ R2

R1

[
q(τ)

8

LWR

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2α(t−τ)

cos
(mπx

L

)
cos

(
mπx′

L

)

× cos
(nπy
W

)
cos (nπ) cos

(pπz
R

)
cos

(
pπz′

R

)]
dx′dz′dτ

=
8

W

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2αt

cos
(mπx

L

)[
sin

(
mπL2

L

)
− sin

(
mπL1

L

)]
1

mπ

cos
(nπy
W

)
cos (nπ) cos

(pπz
R

)[
sin

(
pπR2

R

)
− sin

(
pπR1

R

)]
1

pπ

×
∫ t

0

[
q(τ)

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∞∑
p=1

e

(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2ατ

]
dτ

(3.95)

Desta forma, a solução analítica do problema (3.77) é obtida somando-se as respectivas

integrais parciais, ou seja,

T (x, y, z, t) = T0

+
α

k

1

LWR
[L2 − L1][R2 −R1]

∫ t

0

q(τ)dτ

+
α

k

2

WR
[R2 −R1]

∞∑
m=1

e−
m2

L2 π
2αt cos

(mπx
L

)[
sin

(
mπL2

L

)
− sin

(
mπL1

L

)]

× 1

mπ

∫ t

0

[
q(τ)e

m2

L2 π
2ατ

]
dτ
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+
α

k

2

LWR
[L2 − L1][R2 −R1]

∞∑
n=1

e−
n2

W2 π
2αt cos

(nπy
W

)
cos (nπ)

∫ t

0

[
q(τ)e

n2

W2 π
2ατ

]
dτ

+
α

k

2

LW
[L2 − L1]

∞∑
p=1

e−
p2

R2 π
2αt cos

(pπz
R

)[
sin

(
pπR2

R

)
− sin

(
pπR1

R

)]

× 1

pπ

∫ t

0

[
q(τ)e

p2

R2 π
2ατ

]
dτ

+
α

k

4

WR
[R2 −R1]

∞∑
m=1

∞∑
n=1

e
−
(
m2

L2 + n2

W2

)
π2αt

cos
(mπx

L

)[
sin

(
mπL2

L

)
− sin

(
mπL1

L

)]

× 1

mπ
cos
(nπy
W

)
cos (nπ)

∫ t

0

[
q(τ)e

(
m2

L2 + n2

W2

)
π2ατ

]
dτ

+
α

k
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×
∫ t

0

[
q(τ)e

(
m2

L2 + n2

W2+
p2

R2

)
π2ατ

]
dτ (3.96)

3.6 Autovalores

Observa-se que para a obtenção computacional de todas as soluções apresentadas até aqui

é necessário a obtenção dos respectivos autovalores, quaisquer que sejam os exemplos 1D, 2D

ou 3D.

Felizmente, nota-se, porém, que para a obtenção dos autovalores apenas problemas uni-

dimensionais precisam ser considerados, pois a solução de problemas bidimensionais e tridi-

mensionais, em coordenadas retangulares, são obtidas a partir do produto das Funções de

Green para cada direção.

Assim, sem perda de generalidade é su�ciente o cálculo dos autovalores para os problemas

unidimensionais que possuam as possíveis combinações de condição de contorno: do primeiro

(temperatura prescrita), segundo (�uxo prescrito) e terceiro tipo (condição de convecção).

Esta seção dedica-se a obtenção de todos os possíveis autovalores presentes em um pro-

blema unidimensional, ou seja, problemas X11, X12, X13, X22, X23 e X33.

3.6.1 Autovalores para problemas do tipo X11, X12 ou X21, X22

Em problemas homogêneos do tipo X11, ou seja onde a condição de contorno é de tem-

peratura igual a zero em todas as faces ou X22 onde a condição é de isolamento em todas as

superfícies, os autovalores são obtidos aplicando-se diretamente as condições de contorno na

equação de Sturm-Liouville (ÖZI�IK, 1993). Nestes casos, obtém-se como condição de solução

não trivial que cos(αm) = 0 e portanto os autovalores são determinados por

αm = mπ m=1,2,... (3.97)

Deve-se observar ainda que para o caso X22, α = 0 também representa um autovalor.

Para problemas homogêneos mistos como X12 ou X21 a aplicação das condições de

contorno homogêneas resultam na imposição de sin(αm) = 0, o que implica também na
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obtenção direta dos autovalores

αm = (2m− 1)
π

2
m=1,2 (3.98)

3.6.2 Autovalores para problemas do tipo X13 ou X31, X23 ou X32,

X33

Embora o procedimento para a obtenção dos autovalores para problemas envolvendo

convecção ou seja X13, X23 ou X33 seja o mesmo, a aplicação das condições de contorno

homogêneas no problema de Sturm-Liouville não é su�ciente para suas obtenções. O pro-

blema adicional se deve à característica transcendental das respectivas equações, ou seja,

para problemas do tipo X13 ou X31, os autovalores αm são obtidos resolvendo-se a equação

transcendental

αm cotαm = −B onde B ≡ hL

k
(3.99)

Para problemas do tipo X23 ou X32 obtém-se os autovalores resolvendo

αm tanαm = B B ≡ hL

k
(3.100)

E para o caso de convecção em ambas as faces, X33, resolvendo a equação

tanαm =
αm(B1 +B2)

α2
m −B1B2

B1 ≡
h1L

k
e B2 ≡

h2L

k
(3.101)

As soluções das equações dadas pelas Eqs.(3.99)-(3.101) podem ser obtidas aplicando-

se vários métodos matemáticos, Neste sentido Özi³ik (1993) sugere várias técnicas clássicas

como o método como Método de Newton-Raphson, Bissecção e Secante. Na verdade qualquer

um destes métodos são su�cientes para obtenção das raízes destas equações. Entretanto um

cuidado especial deve ser tomado em relação a obtenção de todas as raízes. Observa-se como

os métodos são iterativos, corre-se algum risco de se perder o primeiro autovalor dependendo

das características físicas e geométricas do problema e do primeiro autovalor estimado.

Beck et al. (1992) e Haji-Sheik & Beck (2000) apresentam soluções para a equação trans-

cendental baseadas em aproximações assintóticas que evitam estes problemas.

Para um melhor entendimento do comportamento destas raízes é importante a visualiza-

ção de suas representações grá�cas, conforme apresenta-se na Fig.3.12.

A Figura 3.12 apresenta o comportamento das raízes da Eq.(3.100) onde a intersecção
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p/2a1 a2 a3

Z=tana

Z=B/a

p/2 p

B=0.1 B=1.0 B=10 B=100

Figura 3.12: Representação grá�ca dos autovalores, Eq.(3.100)

das curvas Z = tanα e Z = B
αm

representam os autovalores da equação.

Observando-se a Fig.3.12 conclui-se que se B → 0, ou seja, se h → 0, os autovalores

tendem a αm → mπ, que representam os autovalores obtidos para o caso de superfícies

isoladas (Eq.(3.97)).

Neste trabalho optou-se pelo uso das aproximações sugeridas por Beck et al. (1992) para

os casos X23 ou X32, devido a facilidade de implementação, segurança e precisão no cálculo

destas raízes.

A aproximação proposta por Beck et al. (1992), com erro de 0, 08% para os casos X23 ou

X32 são dados por

Para 0 ≤ B ≤ 2

β1 ≈

[
3B

3 +B

(
1− 1

45

(
3B

3 +B

)2
)] 1

2

(3.102)

Para m ≥ 2 e B pequeno

βm ≈
(m− 1)π

2(B + 3)

[
2B + 3 + 3

[
1 +

4B(B + 3)

3(m− 1)2π2

] 1
2

]
(3.103)

Para m ≥ 1 e B grande, isto, é B > 2

β1 ≈
(2m− 1πB)

2(B + 1)

[
1 +

[(2m− 1)π]2

12(B + 1)3 + [(2m− 1)π]2 (2B − 1)

]
(3.104)
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Para validação dessas aproximações foram implementadas também cálculos usando pa-

cotes matemáticos para solução de raízes transcendentais como o descrito pela função FZERO

do MATLAB c©.

As Tabelas 3.2, 3.3 e 3.4 apresentam comparações entre os autovalores obtidos para os

casos X23 usando-se as aproximações de Beck et al. (1992), de Haji-Sheik & Beck (2000) e

da função FZERO do MATLAB c©.

Os resultados apresentam um resíduo na nona casa decimal o que garante o uso da

aproximação de Beck et al. (1992) neste trabalho e da função FZERO para os casos X13 e

X33.
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Capítulo 4

Representação grá�ca, validação física e

comparações

Neste capítulo apresentam-se as representações grá�cas dos casos particulares 1D, 2D e

3D descritos no capítulo 3 relativos aos problemas X22, X23 e X33, X22Y 33 e X22Y 22Z22.

Tais modelos são essenciais para as análises dos processos físicos a partir das soluções analí-

ticas computacionais. Apresenta-se a validação das soluções a partir da comparação com

outras funções, avaliando-se as condições de contorno além da comparação com soluções nu-

méricas. Observa-se ainda que tais representações grá�cas são também uma contribuição ao

entendimento da condução de calor analítica em sólidos.

4.1 Problemas térmicos 1D-transientes: X22, X23 e X33

As soluções para os casos particulares, 1D, mostrados nas seções anteriores e representados

pelas Fig. 4.1 podem ser comparadas entre si, nas posições T1 = T (x)|x=0, T2 = T (x)|x=L
2
e

T3 = T (x)|x=L, fazendo-se o coe�ciente de convecção h→ 0.

As soluções para estes dois problemas, X22 e X23, reescritas pelas Eqs. (4.1) e (4.2),

respectivamente, para possibilitar uma melhor análise, são apresentadas na Fig.4.1.

65
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xq(t)

x=0 x=L

T1 T2 T3
xq(t)

x=0 x=L

h ,T ?

T1 T2 T3

Figura 4.1: Casos 1D - X22 e X23

T (x, t) = T0 +
qα

k

1
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) e(mπL )
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αt(

mπ
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e

T (x, t) = 2(T0 − T∞)
∞∑
m=1

β2
m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
) sin(βm)(

1

βm
)e−β

2
mαt/L

2

+ 2L
q
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m +B2

β2
m +B2 +B

cos(βm
x

L
)

1

β2
m

[
1− e

−β2mαt
L2

]
+ T∞

(4.2)

Observa-se na Fig.4.1 que mesmo possuindo funções de Green completamente diferentes a

distribuição de temperatura T (x, t) do problema exposto à convecção tende à mesma solução

do problema cuja superfície é isolada quando o coe�ciente de convecção h tende a zero.

Para uma melhor visualização apresenta-se o desvio entre as temperaturas em três posições

(Fig.4.1) na Fig.4.3. Observa-se ainda, que neste caso, o maior desvio situa-se próximo ao

instante inicial, t = 0, com o seu valor máximo próximo a 0, 008% o que indica a consistência

física entre as soluções.

Por sua vez, a comprovação computacional da temperatura para o problema (4.1) é apre-

sentado na Tabela 4.1 comparando-se os resultados com soluções disponíveis na literatura

(BECK et al., 1992).

Analogamente, as soluções são comparadas nas posições x = 0, x = L
2
e x = L (Fig.4.1).

Ainda nesta comparação são �xados os valores das variáveis q(t) = 105 [W/m2], L = 0.01 [m],

α = 3.95× 10−6 [m2/s], k = 14.9 [W/mK], h = 0.001 [W/m2K], T0 = 30[oC] e T∞ = 10[oC].

Observa-se, neste caso, que a solução disponível na literatura para comparação encontra-se
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em forma adimensional de�nidas por

T+ ≡ T − T0
qL/k

, t+ ≡ αt

L2
, x+ ≡ x

L
(4.3)

Pode-se observar, ainda, a perfeita concordância entre os resultados. A pequena dispersão

se deve aos valores de t+ não serem exatamente os termos de t+∗;

A Figura 4.6 apresenta �sicamente o efeito do coe�ciente de convecção (h = 1000[W/m2K])

na temperatura para as três posições observadas. Observa-se que enquanto o problema (4.1)

não admite solução em regime permanente o efeito convectivo é observado na diminuição dos

níveis de temperatura e no alcance do regime permanente nestas temperaturas.
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Figura 4.2: Comparação entre os casos X22 e X23, quando h = 0.001 [W/m2K]

Concluindo a análise dos problemas unidimensionais apresenta-se na Fig.4.6 as tempera-

turas calculadas para o problema X33 (Fig.4.5 e Eq.(4.4)) em x = L/2 usando os mesmos

dados físicos e geométricos do problema X23 acrescentando os coe�cientes de convecção

h1 = 10 [W/m2K] e h2 = 20 [W/m2K].
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Figura 4.3: Erro entre casos X22 e X23, quando h = 0.001 [W/m2K]

T (x, t) = 2(T0 − T∞)
∞∑
m=1

e−β
2
mαt/L

2

[
βm cos

(
βmx
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βmx

L

)]

×

 1
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[
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β2
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2

] +B1

[L sin βm −
B1L

βm
(cos(βm)− 1)

]
+ T∞

(4.4)

Como esperado, a medida que o tempo evolui a temperatura em x = L/2. Assim com

todas as outras tendem a temperatura de equilíbrio representada por T∞ = 10oC
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Figura 4.4: X23, quando h = 1000 [W/m2K]

Tabela 4.1: Validação do problema X23

t+ T1 T2 T3 T1∗ T2∗ T3∗ T1− T1∗ T2− T2∗ T3− T3∗

0,1 0,356824 0,059431 0,007885 0,356826 0,059311 0,007885 -0,000002 0,000120 0,000000
0,2 0,505163 0,158472 0,061464 0,505165 0,158352 0,061464 -0,000002 0,000120 0,000000
0,3 0,622839 0,258454 0,143824 0,622842 0,258334 0,143824 -0,000003 0,000120 0,000000
0,4 0,729421 0,358453 0,237244 0,729423 0,358333 0,237244 -0,000002 0,000120 0,000000
0,5 0,831874 0,458453 0,334791 0,831876 0,458333 0,334791 -0,000002 0,000120 0,000000
0,6 0,932788 0,558453 0,433877 0,932790 0,558333 0,433877 -0,000002 0,000120 0,000000
0,7 1,033129 0,658453 0,533536 1,033131 0,658333 0,533536 -0,000002 0,000120 0,000000
0,8 1,133256 0,758453 0,633409 1,133258 0,758333 0,633409 -0,000002 0,000120 0,000000
0,9 1,233303 0,858453 0,733361 1,233305 0,858333 0,733361 -0,000002 0,000120 0,000000
1,0 1,333321 0,958453 0,833344 1,333323 0,958333 0,833344 -0,000002 0,000120 0,000000

(∗) (BECK et al., 1992)
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Figura 4.5: Problema X33
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Figura 4.6: X33, em x = L/2, quando h1 = 10 [W/m2K] e h2 = 20 [W/m2K]
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4.2 Problema térmico 2D-transiente: X22Y 33

Analisa-se nesta seção o problema bidimensional X22Y 33 mostrado esquematicamente

na Fig.4.7.

Observa-se na Fig.4.8 que a solução do problema (Eq.(4.5)) produz efeito em ambas as

direções devido a in�uência dos coe�cientes de calor h1 e h2.

Observa-se ainda que como h1 = h2 o per�l de temperatura deve ser absolutamente

simétrico em relação a uma linha ortogonal que divide a altura W (direção y) ao meio. Esta

simetria é melhor veri�cada na Fig.4.9.

A veri�cação física da solução de X22Y 33 expressa pela Eq.(4.5)

T (x, y, t) =

2(T0 − T∞)
∞∑
n=1

e−β
2
nαt/W

2

 βn cos
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βny
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+B1 sin
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(β2
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1)
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β2
n+B

2
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]
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[sin (βn)− B1

βn
(cos (βn)− 1)

]

× α4q0
Lk

∞∑
m=1

∞∑
n=1
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α2m
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β2n
W2 )αt

(α
2
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W 2 )α

 cos
(
αm
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(
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(
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)
(β2
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[
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β2
n+B

2
2
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+B1

[sin (βn)− B1
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(cos (βn)− 1)

]
(4.5)

pode se dar através da redução do problema bidimensional, sob certas condições, a dois

problemas unidimensionais distintos, descritos a seguir.

Observa-se que se h1 e h2 forem muito pequenos o problema X22Y 33 adquire caracterís-

ticas unidimensionais uma vez que o calor aplicado em x = 0 será forçado a ser conduzido

apenas na direção x. Outro problema unidimensional oriundo do problema térmico X22Y 33

é aquele cujo �uxo de calor imposto for muito pequeno ou igual a zero. Neste caso somente
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haverá gradiente de temperatura na direção y.

y

q(t)

y=W

0 x=L
x

h ,T1 ?

h ,T2 ?

y

y=0

y=W

h ,T ?

T2

h ,T ?

x
q(t)

x=0 x=L

T1 T2 T3

T1 T2 T3

Figura 4.7: Problema bidimensional X22Y 33 também representado por reduções físicas uni-
dimensionais
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Figura 4.8: X22Y 33, quando h1 = 100 [W/m2K] e h2 = 100 [W/m2K] (Dados físicos e
geométricos similares aos problemas X22 e Y 33)

Analogamente ao caso anterior faz-se uma comparação entre as temperaturas do problema

bidimensional com as respectivas soluções unidimensionais X33 e Y 33, considerando i) h1 =

h2 = 0; e ii) q = 0, respectivamente. Os resultados são apresentados nas Figuras 4.10-4.12.

A �gura 4.11 mostra o erro obtido para cada uma das posições T1(x = 0) = 0, T2(x =

L/2) = L
2
e T3(x = L) = L.

Como o problema 2D se reduz ao mesmo problema 1D, observa-se uma perfeita concor-

dância entre os resultados para a evolução de temperatura nas três posições. O resíduo
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Figura 4.9: Linhas isotérmicas do problema X22Y 33, quando h1 = h2 = 100 [W/m2K]

máximo obtido é de 0, 08oC para a temperatura T2.

O efeito do �uxo de calor igual a zero com a conseqüente redução a um problema unidi-

mensional na direção x é mostrado na Fig.4.12.

Como o problema 1D reduzido é equivalente ao caso Y 33 apresenta-se, na Fig.4.13, uma

comparação para temperaturas calculadas em y = W/2. Neste caso, não se observa nenhum

desvio entre as soluções X22Y 33 e Y 33. Esta concordância perfeita se deve à obtenção

das mesmas expressões matemáticas quando se aplica q = 0. Ou seja, Eq.(4.5) se reduz à

Eq.(4.4).
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Figura 4.10: Comparação entre soluções X22 e X22Y 33, h1 = h2 = 0.0001 [W/m2K]
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Figura 4.12: Isotérmicas para o problema X22Y 33, considerando h1 = h2 = 0.0001[W/m2K]
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4.3 Problema térmico 3D-transiente X22Y 22Z22

Os resultados obtidos durante o desenvolvimento do modelo térmico tridimensional

X22Y 22Z22, descrito pela Eq.(3.96) apresentada na seção 3.5.2, são apresentados. Compa-

rações com soluções analíticas já estabelecidas para problemas mais simples são apresentadas

como forma de assegurar a precisão da solução analítica obtida. Uma comparação com a so-

lução numérica do problema em questão, assim como o resultado de sua aplicação na técnica

de estimativas de propriedades térmicas são apresentadas no Capítulo 5.

A solução apresentada pela Eq.(3.96) comporta um problema particular cuja área de

aquecimento pode ser representada por toda a superfície superior. Neste caso, a literatura

dispõe de valores já consolidados (WALKER; BECK, 2008). Analogamente aos casos testes

simulados são usados os mesmos parâmetros físicos geométricos com a adição da terceira

dimensão R = L = W = 10−2 [m]. A Figura 4.14 representa esquematicamente o posicio-

namento das posições usadas para a comparação das temperaturas. Enquanto os resultados

são apresentados na Tab.5.2 e Fig.4.3.

x
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x=y=z=0 x=L

y

z

fluxo de calor

superfície isolada

T1

q(t)

T2

T3

T4

T5

Figura 4.14: Posições das temperaturas usadas para comparação entre as soluções analíticas
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Figura 4.15: Resíduo entre as soluções analíticas obtidas neste trabalho e na literatura Walker
& Beck (2008)

Observando-se a Tabela 5.2 e a Fig.4.3 obtém-se resultados com desvios inferiores a

0, 00015oC o que comprova a precisão do cálculo computacional da temperatura do problema

X22Y 22Z22 a ser usado para estimativas de parâmetros no próximo Capítulo.



Capítulo 5

Uso de Soluções Analíticas em

Problemas Inversos

5.1 Introdução

Como já mencionado, uma das motivações deste trabalho refere-se à aplicação de solu-

ções analíticas no desenvolvimento de técnicas de problemas inversos voltados a aplicação

de problemas térmicos. Neste capítulo, a atenção é voltada à aplicação em técnicas experi-

mentais para a obtenção de propriedades térmicas e para as estimativas de �uxo de calor em

problemas inversos de condução de calor.

Observa-se que neste caso, os algoritmos inversos usualmente necessitam do cálculo do

problema direto várias vezes. O uso de soluções analíticas, neste caso, contribui não só para

o aumento da precisão destas técnicas, mas também para a redução drástica de seu gasto

computacional.

Uma aplicação típica destas soluções é a incorporação de soluções analíticas ao software

DPT, código de otimização para a Determinação de Propriedades Térmicas de amostras

sólidas de geometria retangular, que utiliza o método de aquecimento parcial desenvolvido

por Borges, Lima e Silva & Guimarães, (2006).

Outra aplicação, refere-se ao uso direto de uma solução analítica de um modelo 2D tran-

siente contribuindo para o desenvolvimento de uma técnica inversa baseada em observadores

dinâmicos. A solução analítica, neste caso, contribui para o aumento da robustez e da pre-

cisão da técnica.

79
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5.2 Uso de Funções de Green na Obtenção de Proprie-

dades Térmicas de Materiais Condutores

A técnica desenvolvida por Borges, Lima e Silva & Guimarães (2006) é bastante robusta

e competitiva graças principalmente à capacidade de adaptação e solução de modelos tér-

micos mais complexos. Por exemplo um modelo tridimensional transiente e com condições

de contorno transientes como �uxo de calor imposto variando com o tempo e o espaço. A

possibilidade de incorporação de soluções analíticas e exatas com estas características térmi-

cas representa uma grande contribuição para a diminuição efetiva do tempo computacional

gasto, para a estabilidade numérica e para estimativas mais precisas sem, contudo onerar o

projeto experimental.

5.2.1 Descrição da técnica experimental para obtenção da difusivi-

dade e condutividade térmica

O princípio básico do procedimento é dividido em cinco passos distintos: i) desenvolvi-

mento de um aparato experimental que permite a imposição do �uxo de calor em uma parte

da amostra enquanto as superfícies remanescentes permanecem isoladas do meio; ii) obtenção

de um modelo térmico deste aparato; iii) obtenção de uma grandeza proporcional ao �uxo

de calor imposto na amostra, q+(t), usando o método seqüencial com função especi�cada

(BECK; BLACKWELL; ST. CLAIR, 1995); iv) obtenção da difusividade térmica; v) comparação

entre a taxa de calor total fornecida pelo elemento de aquecimento e a grandeza proporcional

ao �uxo de calor imposto na amostra durante o ciclo de liga/desliga de aquecimento e a

consequente obtenção da condutividade térmica.

5.2.1.1 Montagem experimental

Observa-se que as condições de contorno presentes no modelo teórico devem ser garantidas

experimentalmente. Isto signi�ca que a condição de isolamento em todas as superfícies que

não estão em contato (amostra e aquecedor) deve ser alcançada para que a técnica obtenha

sucesso. Uma forma e�ciente de se obter isolamento experimental do ponto de vista de perdas

de calor por convecção é a obtenção de um ambiente exposto a vácuo. A Figura 5.1 apresenta

um aparato experimental que é constituído basicamente de um forno a vácuo que proporciona

ao conjunto aquecedor e amostra um ambiente sem troca de calor por convecção. O sistema

de aquisição de dados é comandado por computador.
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a)

 

amostra

elemento aquecedor

vácuo

vácuo

b)

Figura 5.1: a) Aparato experimental. b) Esquema de montagem do elemento aquecedor
resistivo em parte da amostra



82

5.2.1.2 Modelo térmico

O problema térmico proposto a ser reproduzido experimentalmente é dado por uma amos-

tra inicialmente a uma temperatura uniforme T0. A amostra é então submetida a um �uxo de

calor
[
W
m2

]
enquanto todas as outras superfícies mantêm-se isoladas. A Figura 5.2 apresenta

o modelo térmico.

x

z=R

x=L

y

y=W

z

fluxo de calor
superfície isoladaq(t)

T1 T2

Figura 5.2: Modelo térmico equivalente tridimensional transiente

5.2.1.3 Problema inverso: obtenção do �uxo de calor adimensional φ(t)

Várias técnicas de problemas inversos podem ser usadas para a estimativa do �uxo de calor

imposto. A grande di�culdade, no entanto, reside no fato em que as propriedades térmicas

da amostra são também desconhecidas. Neste caso, a técnica proposta por Borges, Lima

e Silva & Guimarães (2006) propõe a adimensionalização do problema térmico e a obtenção

do �uxo de calor q+, proporcional ao �uxo realmente imposto, q(t). Posteriormente, o �uxo

de calor, q(t), real é então identi�cado. Este trabalho usa o método sequencial baseado em

função especi�cada descrita por Beck, Blackwell & St. Clair (1995) para a estimativa desse

�uxo.

Na literatura, uma variedade de aproximações analíticas e numéricas são propostas para

a solução dos problemas inversos em condução de calor. Beck, Blackwell & St. Clair (1995)

desenvolveram o método da função especi�cada sequencial, que é até hoje uma das técnicas

de solução de problemas inversos mais usada. A técnica consiste na minimização sucessiva

do erro quadrático entre temperaturas calculadas e medidas para apenas o tempo atual e

alguns passos de tempo futuros, ou seja, na minimização de

S =
r∑
i=1

(T (tM+i−1)− Y (tM+i−1))
2 (5.1)
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onde T e Y são as temperaturas teóricas e medidas experimentalmente, respectivamente,

num ponto qualquer da amostra (nesse caso, como indicado na Figura 5.2). A minimização

se faz em relação a �uxo de calor q′′(i) que se deseja estimar.

O procedimento seqüencial pode ser resumido nos seguintes passos

1. Uma forma funcional para q(t) é assumida para tempos tM+1, tM+2, tM+3, ..., tM+r−1

sendo que para t < tM+1 o �uxo de calor é conhecido;

2. A minimização de uma função erro quadrático é usada para esses tempos;

3. Componentes de �uxos de calor são estimados para a forma funcional assumida;

4. Somente a primeira componente qM é retida;

5. M é aumentado em um passo e o procedimento é repetido.

Uma vez que a estimação se dá para cada tempo discreto (i), pode-se representar o valor

q(t) por qM , onde M representa o tempo (i) com i = 1, 2, 3, ...,M,M + 1,M + 2, ..., N sendo

N o número total de tempos de medição Beck, Blackwell & St. Clair (1995). A Figura 5.3a

representa a discretização da história do �uxo de calor imposto a ser estimado enquanto a Fig.

5.3b representa a discretização do �uxo de calor com r tempos futuros onde as componentes

qM , qM+1, qM+2, ..., qM+r−1 são feitas constantes temporariamente.

Assim derivando a Equação (5.1) em relação a qM obtém-se a equação de recorrência para

qM como sendo

qM =
r∑
i=1

Ki

(
YM+i−1 − T ∗M+i−1

∣∣
qM=...=0

)2
(5.2a)

com

Ki =
φi
r∑
j=1

φ2
j

(5.2b)

onde

φi−j =
∂Ti
∂qj

i ≥ j e φi−j = 0 i < j (5.2c)

sendo ∆φj =

j−1∑
i

∆φi e T as temperaturas teóricas calculadas a partir do conhecimento de

qi com i < M + i− 1.
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Figura 5.3: Fluxo de calor imposto em uma amostra: a) forma arbitrária; b) constante para
r-1 tempos futuros

O método seqüencial será aplicado na solução do problema inverso proposto diretamente,

não sendo proposta nenhuma alteração. A princípio é aplicado para a estimativa de propor-

cional ao �uxo de calor q(t) (Figura 5.2), cuja de�nição é dada por

q+(t) =
q(t)

k

kref
qref

(5.3)

onde kref e qref são valores de referência para a condutividade térmica e densidade de �uxo

de calor, respectivamente, podendo assumir, a priori, qualquer valor como, por exemplo, o

valor unitário.

A solução do problema direto adimensional é descrita e apresentada na próxima seção.

5.2.1.4 Obtenção da difusividade térmica, α

Para a obtenção da difusividade térmica escolheu-se um sistema dinâmico, equivalente

ao modelo térmico apresentado na Fig. 5.2. O sistema tem a característica de uma entrada

cujo sinal, X(t), é dado pelo �uxo de calor adimensional, X(t) = q+(t) , e por uma saída,

representada pela diferença de temperatura entre duas posições distintas na amostra, Y (t) =

θ1(t)− θ2(t), onde θ é de�nido como T − T0.
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A resposta em freqüência, H(f), deste sistema pode então ser de�nida por

H(f) =
θ1(f)− θ2(2)

φ(f)
(5.4)

E seu fator de fase, ϕ, pode então ser calculado como

ϕ = arctan

(
=H(f)

<H(f)

)
(5.5)

onde =H(f) e <H(f) são a parte imaginária e real de H(f), respectivamente.

Guimarães, Philippi & Thery (1995) observaram que o atraso entre o �uxo de calor e a

diferença entre as respostas das temperaturas, ou seja, o fator de fase, ϕ , é uma função ex-

clusiva da difusividade térmica. Este fato representa a base do procedimento para a obtenção

da difusividade térmica através da minimização de uma função objetivo baseada na diferença

entre os valores calculados e experimentais de ϕ. Esta função pode, então, ser escrita por:

Sϕ =

Nf∑
i=1

(ϕe(i)− ϕ(i))2 (5.6)

onde ϕe e ϕ são os valores experimentais e calculados do fator de fase de H(f), respecti-

vamente. Os valores de α serão então os valores que minimizam a Eq.(5.5), sendo aplicado

neste caso o método da seção áurea com aproximação polinomial (VANDERPLAATS, 1984).

5.2.1.5 Obtenção simultânea do �uxo de calor, q(t) e da condutividade térmica,

k

Uma vez determinado a difusividade térmica e a taxa de calor adimensional q+(t), resta, a

obtenção �uxo de calor absorvido pela superfície, q(t) e da condutividade térmica da amostra,

k.

O princípio consiste na aplicação de um �uxo de calor, fornecido por efeito Joule de um

elemento resistivo diretamente colado à superfície da amostra de interesse. Para que todo

o calor gerado pelo elemento seja totalmente imposto à amostra, exige-se que o ambiente

esteja evacuado. Desta forma o calor total fornecido à amostra pode ser obtido simplesmente

multiplicando-se a tensão pela corrente imposta na resistência elétrica.

Conclui-se que o �uxo de calor será totalmente absorvido pela superfície somente depois

de decorrido um determinado tempo tf . Ou seja, se P (t) representa a potência por unidade

de área do aquecedor
[
W
m2

]
dissipada pelo elemento resistivo e q(t) representa o �uxo de calor

efetivamente entregue à amostra então, aplicando-se o princípio da conservação da energia
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após um determinado tempo, tf , pode-se escrever:∫ tf

0

q(t)Adt =

∫ tf

0

V (t)I(t)dt (5.7)

onde V (t) e I(t) representam a tensão e a corrente imposta no aquecedor elétrico resistivo.

Mas da de�nição dada pela Eq. (5.3) pode-se obter a condutividade térmica k, como

k =

∫ tf

0

V (t)I(t)

[
qref
kref

∫ tf

0

q+(t)dt

]
dt (5.8)

5.2.1.6 Problema direto

Observa-se que o procedimento usado para a obtenção �nal das propriedades envolve

dois problemas de otimização (Problema inverso) que são de�nidos pela obtenção de q+(t)

e de α através da minimização da Eq.(5.2) e Eq.(5.6) respectivamente. Ambas estimativas

envolvem, por sua vez, a avaliação das temperaturas calculadas pelo modelo térmico, T1(t) e

T2(t) e que representam na realidade a solução do problema direto.

Assim, do ponto de vista da aplicação da técnica experimental proposta por Borges, Lima

e Silva & Guimarães (2006) não existe nenhuma imposição quanto a escolha entre método

de solução do problema direto. Ou seja, pode-se usar, sem perda de generalidade, qualquer

método numérico como volumes �nitos ou elementos �nitos, ou também, se possível soluções

analíticas. Como já mencionado, este trabalho propõe a incorporação de soluções analíticas

na técnica experimental de determinação da condutividade térmica e difusividade térmica

usando o método de aquecimento de parte da superfície sem transdutor de �uxo de calor

proposto por Borges, Lima e Silva & Guimarães (2006) diminuindo o custo computacional e

aumentando a precisão nos cálculos numéricos.

Descreve-se a seguir, o modelo térmico, representado pela Fig. 5.2 e a obtenção de sua

solução analítica usando-se Funções de Green.

5.2.2 Solução exata do modelo térmico usando funções de Green

O problema térmico proposto a ser reproduzido experimentalmente é dado por uma amos-

tra inicialmente a uma temperatura uniforme T0, Fig. 5.2. A amostra é então submetida a

um �uxo de calor [ W
m2 ] enquanto todas as outras superfícies mantêm-se isoladas.

∂2ϑ

∂u
+
∂2ϑ

∂v
+
∂2ϑ

∂w
=
∂ϑ

∂µ
(5.9a)



87

Na região A e µ+ > 0, sujeita as condições de contorno:

− ∂ϑ

∂v

∣∣∣∣
v=W

= q+(t) na região A1:
L1

L
≤ u ≤ L2

L
e
R1

R
≤ w ≤ R2

R
(5.9b)

∂ϑ

∂v

∣∣∣∣
v=W

= 0 em A− A1 (5.9c)

∂ϑ

∂u

∣∣∣∣
u=0

=
∂ϑ

∂u

∣∣∣∣
u=L

=
∂ϑ

∂v

∣∣∣∣
v=0

=
∂ϑ

∂w

∣∣∣∣
w=0

=
∂ϑ

∂w

∣∣∣∣
w=W

= 0 (5.9d)

e à condição inicial,

ϑ(u, v, w, 0) = 0 (5.9e)

sendo que A é de�nido por (0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ w ≤ 1) e A1 é a região onde o �uxo de calor é

aplicado. Nas Equações (5.9) os grupos adimensionais são de�nidos como:

u =
x

L
; v =

y

W
; w =

z

R
(5.10a)

µ =
αref t

W 2
; ϑ(u, v, w, µ) =

T (x, y, z, t)− T0
qrefL

kref

q+ =
q(t)

k

kref
qref

(5.10b)

Observa-se que as Eqs.(5.9) representam um problema direto de condução de calor desde

que a função densidade de �uxo de calor adimensional q+ seja especi�cada. Por sua vez,

o problema inverso é estabelecido quando este valor é desconhecido. As várias técnicas de

solução de problemas inversos ou problemas de otimização têm como procedimento a avaliação

de problemas diretos, várias vezes, sempre a partir de valores estimados ou calculados das

densidades de �uxo de calor em um processo iterativo. Assim, a solução do problema direto

dados pelas Eqs.(5.9) pode ser obtida diretamente da solução do problema (3.77) descrito no

Capítulo 3 considerando-se um �uxo de calor transiente, q+, qualquer, porém conhecido.

Neste caso, uma vez conhecido q+ as evoluções das temperaturas T1(x1, y1, z1, t) e

T2(x2, y2, z2, t) são prontamente obtidas avaliando-se as integrais envolvidas na Eq.(3.78).
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5.2.3 Análise e discussão de resultados

5.2.3.1 Obtenção de propriedades térmicas de uma amostra de ferro fundido

usando DPT e soluções analíticas

Apresenta-se a seguir uma comparação entre resultados obtidos numericamente e analiti-

camente usando o algoritmo de estimação DPT. Como as temperaturas calculadas represen-

tam a solução do problema direto, para essa comparação são usados o �uxo de calor estimado

no último passo do algoritmo de Borges, Lima e Silva & Guimarães (2006). O teste experi-

mental analisado é representado por uma amostra de ferro fundido com largura de 65 [mm]

e dimensões laterais 80, 5 [mm] × 80 [mm] com temperatura inicial 30oC é submetida a um

�uxo de calor unidirecional e uniforme. A taxa total de �uxo é fornecida por aquecedor de

resistência elétrica de 318 Ω, revestido por uma borracha de silicone, com dimensões laterais

de 50× 50 [mm] e de espessura 0, 3 [mm].

A Figura 5.4 apresenta os �uxos estimados a partir das soluções numéricas e analíticas e

a Figura 5.5 os respectivos resíduos.

0 100 200 300 400

Tempo [s]

0

10000

20000

Fl
u

xo
d

e
C

a
lo

r
[W

/m
2
]

Analítico

Numérico

Figura 5.4: Fluxo de calor estimado analítica e numericamente para uma amostra de ferro
fundido

Observa-se a boa concordância entre elas, veri�cando-se um desvio máximo entre os �uxos

estimados em 3% (Fig.5.5). Na Figura 5.6 apresenta-se o cálculo da temperatura �nal,

usando-se os dois métodos, a partir do respectivo �uxo estimado. Observa-se neste caso um
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Figura 5.5: Resíduo entre os �uxos estimados analiticamente e numericamente pelo DPT

desvio máximo de 0,12K (0.4%) que inclui não só efeitos da dispersão numérica, mas também

a in�uência de cada �uxo na solução (Figs.5.4-5.5).

Neste caso, a grande contribuição, pode então ser veri�cada no tempo computacional

gasto usando-se a solução analítica, apresentada na Tabela 5.1. Observa-se, inicialmente que

o desvio nas temperaturas e no �uxo de calor foram responsáveis por valores estimados para

a condutividade e difusividade térmica, com um desvio de 1,7% e 2,6% respectivamente.

Entretanto, a diferença entre os tempos computacionais obtidos nas estimativas para os dois

procedimentos é da ordem de 7600 %. Observa-se que as propriedades térmicas são esti-

madas com o procedimento padrão (numérico) com um tempo computacional gasto de 6,4

horas. Uma vez implementada a solução analítica o tempo total gasto cai para 5 minu-

tos. Este tempo corresponde a todos os procedimentos intermediários para a obtenção das

propriedades, incluindo o processo de iterativo de otimização.

Tabela 5.1: Comparação entre valores estimados e tempo computacional gasto usando-se o
DPT com as soluções numéricas e analíticas

Solução Difusividade térmica [m2/s] Condutividade térmica [W/mK] Tempo [s]
Analítica 1.13× 10−5 ± 0.023× 10−5 42.59± 0.51 305.00s (0.085h)
Numérica 1.10× 10−5 ± 0.017× 10−5 43.32± 0.39 23040.00s (6.4h)
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Figura 5.6: Temperaturas calculadas analítica e numericamente para uma amostra de ferro
fundido a partir dos respectivos �uxo de calor estimados e apresentados na Fig.5.4
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Figura 5.7: Resíduos ente as temperaturas calculadas analítica e numericamente para uma
amostra de ferro fundido a partir dos respectivos �uxo de calor estimados e apresentados na
Fig.5.4
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5.3 Uso de Soluções Analíticas no Método de Observa-

dores Dinâmicos Baseados em Funções de Green

Em muitos casos de engenharia, a solução do problema direto pode ser complexa, uma vez

que alguns parâmetros do processo necessários à solução podem ser de difícil identi�cação.

Neste caso, o uso de técnicas de problemas inversos surgem como alternativa.

Os problemas inversos possuem aplicações relevantes em várias áreas de atuação humana,

com especial destaque para engenharia e medicina, podendo ser aplicados sob diversas formas.

A principal característica deste tipo de abordagem é a obtenção da solução do problema físico

de maneira indireta, como por exemplo, a determinação de campos térmicos em superfícies

sem acesso. O problema é então resolvido a partir de informações oriundas de sensores

localizados em pontos acessíveis. Descreve-se nesta seção o uso de soluções analíticas na

técnica de observadores dinâmicos baseados em funções de Green desenvolvida por Sousa

(2006).

A técnica dos observadores pode ser dividida em dois passos distintos: i) obtenção da

função transferência do modelo térmico, GH e; ii) obtenção das funções transferência GQ, GN

e do algoritmo de identi�cação. A função transferência, GH , é obtida de um sistema dinâmico

usando a teoria de funções de Green. Neste caso, a modi�cação reside na obtenção analítica

da função transferência ao invés da obtenção numérica. A grande contribuição do uso de

soluções analíticas encontra-se na simpli�cação do procedimento inverso e na minimização

de erros dando maior robustez e estabilidade à técnica.

5.3.1 Descrição de Observadores Dinâmicos Baseados em Funções

de Green

A técnica baseada em funções de Green e observadores dinâmicos (SOUSA, 2006) baseia-se

na obtenção da função transferência através do uso de funções de Green e da de�nição de

sistemas dinâmicos equivalentes. A aplicação em problemas multidimensionais é imediata

e permite a abordagem indistinta de um problema térmico uni, bi ou tridimensional, desde

que as condições de contorno não ativas sejam homogêneas e o �uxo de calor desconhecido

seja imposto em uma determinada região. A técnica inversa ainda incorpora parâmetros

de ajuste que variam dependendo do nível de ruído presente nos dados experimentais. O

algoritmo interpreta o problema inverso de condução de calor como um �ltro passa-baixo das

componentes do sinal de �uxo verdadeiro, enquanto rejeita as componentes de alta freqüência

evitando uma excessiva ampli�cação do efeito do ruído na estimação.
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Dentre as características desta técnica inversa, citam-se o baixo custo operacional, sendo

robusta quanto à sensibilidade a ruídos presentes nas medições experimentais. Além disso, a

técnica apresenta um processo simples de implementação e é competitiva, se comparada às

técnicas conhecidas de otimização do ponto de vista da obtenção de resultados Sousa (2006).

Para melhor entender o funcionamento da técnica, faz-se uso de um problema 2D de condução

de calor, mostrado a seguir.

Seja o problema térmico bidimensional transiente descrito pela equação da difusão de

calor,

∂2θ

∂x2
+
∂2θ

∂y2
=

1

α

∂θ

∂t
(5.11a)

na região R (0 < x < L, 0 < y < W ) e t > 0, sujeita às condições de contorno,

−k ∂θ
∂x

∣∣∣∣
x=0

= q(t) em S1 (0 ≤ y ≤ YH) (5.11b)

−k ∂θ
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 em S2 (0 ≥ YH) (5.11c)

∂θ

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
∂θ

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
∂θ

∂y

∣∣∣∣
y=W

= 0 (5.11d)

E condição inicial

θ(x, y, 0) = T (x, y, t)− T0 (5.11e)

onde S é de�nido por (0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ c) e XH e ZH são os limites da região S1 onde a

taxa de calor é aplicada.

A solução das Eqs.(5.11) pode ser dada em termos de função de Green como

T (x, y, t) =
α

k

∫ t

τ=0

[∫ YH

0

G+
H(x, y, t|x′, y′, τ)q(τ)dy′

]
dτ (5.12)

ou ainda

T (x, y, t) =

∫ t

τ=0

[
G+
H(x, y, t/τ)q(τ)

]
dτ (5.13)
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onde

GH(x, y, t/τ) =
α

k

∫ XH

0

∫ YH

0

G+
H(x, y, t|x′, y′, τ)

∣∣
y′=0

dx′dy′ (5.14)

então aplicando-se a de�nição de convolução (ÖZI�IK, 1993), representada pelo símbolo (∗), a
Eq.(5.13) para uma temperatura localizada na superfície oposta da amostra, pode ser escrita

como

T (x, y, t) = GH(x, y, t− τ) ∗ q(τ) (5.15)

Se ainda, o modelo térmico da Fig.5.8 puder ser representado por um sistema dinâmico do

tipo entrada/saída (BLUM; MARQUARDT, 1997) então aplicando transformada de Laplace

(ÖZI�IK, 1993) em ambos os lados da Eq.(5.15) obtém-se

GH

GC

q

q̂

N
TM

TM

TM

TM
^q̂

GH
^

+

++

*

Figura 5.8: Diagrama de bloco de um sistema dinâmico

T (x, y, s) = GH(x, y, s)q(s) (5.16)

Pode ser observado do diagrama de bloco que:

i) o �uxo de calor desconhecido q(s) é aplicado ao condutor (modelo térmico), GH , o que

resulta em um sinal medido de temperatura θM que é corrompido por um ruído de medição
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N ,

θM = θ +N = GH · q +N (5.17)

ii) O valor estimado q̂ é, assim, calculado do sinal de saída θM .

Neste caso, o estimador pode ser representado em forma de uma função transferência

como

q̂ =
Gc

1 +GcGH

θM (5.18)

que caracteriza o comportamento do algoritmo de solução.

Substituindo a Eq.(5.17) na Eq.(5.18) obtém-se

q̂ =
GcGH

1 +GcGH

q +
Gc

1 +GcGH

N (5.19)

ou

q̂ = GQq +GNN (5.20)

onde

GQ =
GcGH

1 +GcGH

e GN =
GQ

GH

=
Gc

1 +GcGH

(5.21)

A função transferência GQ é escolhida ter um comportamento de um �ltro Chebychev

tipo I cuja magnitude da resposta em freqüência assume a forma

GQ(s) =
kcheb

(s− scheb,1)(s− scheb,2)...(s− scheb,nQ)
(5.22)

Por sua vez a função GN é identi�cada pela Eq.(5.13) desde que GH seja então obtida.

Assim, da Eq.(5.18) resulta o algoritmo de estimativa de q como sendo

q̂(s) = GN(s)θM(s) (5.23)

ou no domínio da freqüência

q̂(jw) = GN(jw)θM(jw) (5.24)
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Observa-se da Eq.(5.24) que se o algoritmo estima o �uxo de calor corretamente, GQ

deve ser igual a unidade, GQ = 1, e a freqüência w permanece dentro da banda de análise.

Neste caso, a função transferência GN é igual ao inverso da função transferência do condutor

(modelo térmico) (G−1H ).

Como o observador é um esquema "on-line", isto é, estima o �uxo requerido com base em

medidas de temperaturas do tempo, atual e passado, isso acarreta uma mudança ou atraso

de fase, interferindo nos valores estimados. Se o problema inverso for resolvido "o�-line", o

atraso de fase pode ser removido, adaptando uma �ltragem de trás para frente. Neste caso,

propõe-se a estimativa do �uxo através das equações no domínio do plano transformado z.

q(k) =
nn∑
i=0

biYM(k − i)−
nn∑
i=0

aiq(k − i) (5.25)

e

q̂(k) =
nn∑
i=0

biYM(k − i)−
nn∑
i=0

aiq̂(k − i) (5.26)

Os coe�cientes ai e bi que aparecem nas Eqs.(5.25) e (5.26) são obtidas usando-se Eq.(5.21).

Neste caso, o procedimento inverso é concluído com a identi�cação de GH(x, y, s).

Um trabalho anterior apresentado por Sousa (2006) propõe a identi�cação de GH(x, y, s)

baseada na correlação cruzada de duas funções randômicas e no ajuste polynomial de fun-

ções em um determinado intervalo de amostragem. Embora e�ciente, esta técnica requer

alguma habilidade e conhecimentos matemáticos mais profundos devido à complexidade do

procedimento de otimização.

Um procedimento mais simples e direto é proposto aqui. Ou seja, propõe-se a obtenção

da função transferência GH(x, y, s) de forma exata e analítica.

5.3.2 Obtenção analítica do modelo térmico e da função transferên-

cia, GH

Se o sistema dinâmico é linear e �sicamente invariável a resposta da função de transfe-

rência GH(ri, s) é a mesma. Observa-se que como ri é uma representação generalizada para

coordenadas cartesianas, pode-se representar um problema uni, bi ou tridimensional, inde-

pendente do par entrada/saída (SOUSA, 2006). Assim, a função de transferência do modelo

(GH(ri, s)) pode ser obtida através de um problema auxiliar que é uma versão homogênea

do problema original. O problema auxiliar é então resolvido para a mesma região com, tem-



96

peratura inicial zero e uma fonte de impulso unitário localizada na mesma região da fonte

de calor no problema original. A solução obtida para o problema auxiliar é representada por

T
+

(ri, s)(obtido na seção anterior) e portanto GH(ri, s) pode ser obtida usando a relação:

GH(ri, s) = sT
+

(ri, s) (5.27)

onde s e T
+

(ri, s) representam, respectivamente, a transformada no domínio de Laplace de

uma constante unitária e o calor imposto no problema auxiliar.

A solução analítica para o problema auxiliar de�nido pela imposição de um �uxo unitário,

na mesma região onde do �uxo de calor do problema original e com temperatura inicial igual

a zero.

Ou seja,

q = 1
W

m2
na superfície S1 e q = 0 na superfície S2 (5.28)

pode ser escrita em termos de funções de Green e usando-se um procedimento simular àquele

empregado no Capítulo 3

θ+(x, y, t) =
α

k

∫ YH

y′

∫ t

τ=0

GXY (x, y, t|x′, y′, t− τ)|x′=0 dτdy
′ (5.29)

onde

GXY (x, y, t|x′, y′, t− τ) = GX(x, t|x′, τ)GY (y, t|y′, τ) (5.30)

Como as condições de contorno são homogêneas e iguais em ambas as direções x e y, as

funções de Green em cada direção podem ser escritas como,

GX =
1

L
+
∞∑
m=1

e−Amt
cos
(
βmx
L

)
cos
(
βmx′

L

)
N1

(5.31)

e

GY =
1

W
+
∞∑
n=1

e−Bnt
cos
(
γny
W

)
cos
(
γny′

W

)
N2

(5.32)

onde 1
N1

= 2
L
, 1
N2

= 2
W
, βm = mπ, γn = nπ, Am =

(
βm
L

)2
e Bn =

(
γn
W

)2
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Substituindo as Eqs.(5.31) e (5.32) na Eq.(5.29) tem-se

θ+(x, y, t) =

[
∞∑
m=1

AXm +
∞∑
n=1

AYn +
∞∑
m=1

∞∑
n=1

AXYmn

]
+ A1t

−

[
∞∑
m=1

AXme
−Amt +

∞∑
n=1

AYne
−Bnt +

∞∑
m=1

∞∑
n=1

AXYmne
−Fmnt

] (5.33)

onde

AXm =
1

kL
W1W

2

∞∑
m=1

cos(β2
mx/L)

N1βn
;

AYn =
α

kL
cos(γny/W )W

sin(γ2nW1/W )

N2γ2n

1

Bn

;

A1 =
α

k

W1

WL
;

AXYmn =
α

k

(
cos(βnx/L)

N1

cos(γny/W )

N2

)
W

sin(γnW1/W )

γn

1

Fn

Fmn = Am +Bn =

(
β2
m

L2
+

γ2n
W 2

)
α;

Aplicando-se a transformada de Laplace na Eq.(5.33) obtém-se

θ
+

(x, y, s) =

[
T0 +

∞∑
m=1

AXm +
∞∑
n=1

AYn +
∞∑
m=1

∞∑
n=1

AXYmn

]
1

s
+ A1

1

s2

−

[
∞∑
m=1

AXm
1

s+ Am
+
∞∑
n=1

AYn
1

s+Bn

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

AXYmn
1

s+ Fmn

] (5.34)

E, assim, a função de transferência no domínio de Laplace pode ser obtida substituindo

Eq.(5.34) na Eq.(5.27), ou seja

θ
+

(x, y, s) = sθ
+

(x, y, s) =

[
T0 +

∞∑
m=1

AXm +
∞∑
n=1

AYn +
∞∑
m=1

∞∑
n=1

AXYmn

]
+ A1

1

s

−

[
∞∑
m=1

AXm
s

s+ Am
+
∞∑
n=1

AYn
s

s+Bn

+
∞∑
m=1

∞∑
n=1

AXYmn
s

s+ Fmn

] (5.35)

Uma vez que, a Eq.(5.35) não apresenta nenhum pólo para s > 0, esta inversão é estável,

o que garante mais robustez ao algoritmo inverso.



98

5.3.3 Análise e discussão de resultados

Esta seção apresenta alguns testes experimentais, simulados e controlados, que visam

explorar a técnica inversa apresentada por Sousa (2006) a partir do uso de soluções analíticas.

5.3.3.1 Caso simulado: Função de transferência analítica

O problema 2D (Eq.(5.11)) é revisto nesta seção. A distribuição de temperatura para

o problema direto é gerada através da solução da Eq.(5.12), considerando uma evolução de

�uxo de calor conhecida (q(t)). Erros aleatórios são adicionados a estas temperaturas. As

temperaturas corrompidas são então usadas como dados de entrada, no algoritmo inverso,

para reconstruir o �uxo de calor imposto. As temperaturas simuladas são calculadas a partir

da seguinte equação.

Y (L, t) = T (L, t) + εj (5.36)

onde εj representa um número randômico com distribuição uniforme no intervalo de [0, 1].

Os testes simulam uma amostra de aço inox AISI 304 exposta a uma fonte de calor. Dois

�uxos diferentes de calor são impostos a amostra: i) �uxo de calor senoidal e, ii) �uxo de

calor triangular. O parâmetro εj assume valores na faixa de ±5◦C para o caso senoidal e, na

faixa de ±1◦C no caso de �uxo triangular. Ambos os ruídos representam 5% da temperatura

máxima em cada caso.

As Figuras 5.9 e 5.10 apresentam as temperaturas experimentais simuladas para a posição

1, e obtidas com os diferentes �uxos de calor senoidal e triangular, respectivamente. As

posições dos quatro termopares virtuais são denominadas 1, 2, 3 e 4 e apresentadas na Tabela

Apresentam-se inicialmente as estimativas obtidas a partir de um único per�l de temperatura

(sensor 1) e em seguida com todos os "sensores".

Tabela 5.2: Geometria e posições dos termopares simulados para os testes 1

YH = 0.01 [m] L = 0.01 [m] W = 0.03 [m]

Posição xi 10
−3 [m] yi 10

−3 [m]

1 5.0 0.0

2 0.0 15.0

3 10.0 15.0

4 5.0 30.0

As estimativas usando-se a solução analítica e numérica são comparadas nas Figuras 5.11

a 5.14 para os dois tipos de �uxo testados (senoidal e triangular) respectivamente. Observa-se
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Figura 5.9: Temperatura experimental simulada numericamente na posição 1 para �uxo de
calor senoidal

uma a boa concordância entre eles, sendo um desvio máximo obtido de 18% e 3% para os

�uxo senoidal e triangular. As �gura apresentam, também, o �uxo de calor real imposto em

cada teste.

A grande vantagem, neste caso, do uso da forma analítica da GH é a facilidade em se

obter os valores de temperatura para qualquer posição no modelo, enquanto que na técnica

original, com aproximação numérica, cada termopar deve ser tratado individualmente, o que

requer mais passos e com isso maior tempo computacional. Além disso, a estimação, obtida

com a função analítica, é mais aproximada que a obtida com a técnica original, como pode

ser observado nas (Fig.5.11 e Fig.5.13). Em ambos os testes o �uxo estimado com a técnica

modi�cada, ou seja, usando a GH analítica, fornece melhores resultados.

5.3.3.2 Caso Simulado: múltiplos sensores

Sabe-se que o uso de informações de mais de uma temperatura simultâneas atenua os

efeitos de ruídos e a baixa sensibilidade das medições, proporcionando um estimação mais

precisa (BECK; ARNOLD, 1977). Estas informações, por sua vez, podem ser obtidas do modelo

analítico sem qualquer esforço adicional, uma vez que a solução é válida para qualquer posição

e instante.

Apenas para demonstrar a melhoria do uso de mais de uma informação de temperatura,
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Figura 5.10: Temperatura experimental simulada numericamente na posição 1 para �uxo de
calor triangular

apresenta-se na Figura 5.15 uma comparação entre a estimação do �uxo de calor obtida a par-

tir de informações de um único sensor e a estimação, para o �uxo de calor, obtida usando uma

função de transferência global, ou seja, equivalente aos quatro termopares simultaneamente,

denominada função global (SOUSA et al., 2008).

Observa-se que usando a função de transferência global, resultados melhores podem ser

obtidos. A Figura 5.16 apresenta a comparação entre o �uxo de calor calculado com a GH

analítica e o �uxo de calor estimado usando a função de transferência global, obtida com

aproximação numérica. A Figura 5.17 mostra o desvio residual. Os bons resultados ob-

tidos demonstram a �exibilidade da técnica para lidar com um problema real onde vários

termopares podem estar localizados na amostra. Nota-se que apesar de ambos os resultados

estarem bem próximos do �uxo de calor real imposto, o �uxo de calor estimado usando a fun-

ção de transferência analítica ainda apresenta resultados mais precisos. Este comportamento

�ca claro na análise do resíduo, Fig.5.17.
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Figura 5.11: Componentes do �uxo de calor senoidal estimado e imposto
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Figura 5.12: Resíduo do �uxo de calor senoidal estimado e imposto
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Figura 5.13: Componentes do �uxo de calor triangular estimado e imposto
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Figura 5.14: Resíduo do �uxo de calor triangular estimado e imposto
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Figura 5.15: Comparação entre �uxos de calor senoidal estimado e imposto usando GH

numérica.
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Figura 5.16: Comparação entre �uxos de calor senoidal estimado e imposto usando GH global
obtido numericamente e GH analítico.
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5.3.3.3 Teste experimental: Múltiplos sensores

A Figura 5.18 e Tabela 5.3 apresentam, respectivamente, a geometria e a posição dos ter-

mopares na amostra de aço, AISI 304, que fez parte do experimento controlado desenvolvido

no LTCM/UFU.

Tabela 5.3: Geometria e posições dos termopares simulados para os testes 2

YH = 0.01 [m] L = 0.006 [m] W = 0.138 [m] t = 0.05 [m]

Posição xi 10
−3 [m] yi 10

−3 [m] zi 10
−3 [m]

1 11.5 62.5 25

2 0.0 62.5 25

3 10.0 86.0 25

W

t

L

3

2

1

yH

x

y

z

fluxo de calor

Figura 5.18: Esquema da amostra experimental e posição dos termopares.

A amostra de aço inoxidável AISI304, usada no experimento, tem espessura de 6 mm e

dimensões laterais de 50 × 138 mm. A amostra, inicialmente em equilíbrio térmico a uma

temperatura To, é então submetida a um �uxo de calor unidirecional. O �uxo de calor

é alimentado por um aquecedor de resistência elétrica de 318Ω, coberto por borracha de

silicone, com dimensões laterais de 50 × 50 mm e espessura de 0.3 mm. As temperaturas

são medidas usando termopares de contato (tipo k). Os sinais de tensão e temperatura são

adquiridos por um sistema de aquisição de dados HP Series 75000 com voltímetro E1326B

controlado por computador pessoal. Três termopares foram �xados na amostra. O sinal

adquirido para cada termopar é mostrado na Fig.5.19.

A Figura 5.20 mostra o �uxo de calor estimado usando os observadores com a função

analítica. Visando avaliar os resultados, as temperaturas obtidas experimentalmente foram

comparadas com as temperaturas estimadas, obtidas através da solução do problema direto

considerando o �uxo de calor estimado como entrada. Esta comparação é mostrada na

Fig. 5.20. O resíduo, fruto da diferença entre a temperatura experimental e temperatura

estimada pela técnica de observadores dinâmicos é apresentado na Fig. 5.21. Os resultados
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Figura 5.19: Evolução da temperatura experimental para os termopares 1, 2 e 3 Tab.5.22.

mostram uma diferença menor que 0, 3◦C que é igual à incerteza dos termopares usados no

experimento.

Para assegurar a con�ança dos resultados, a energia total imposta pela resistência elétrica

durante o tempo total do experimento, 368J , foi comparada com faixa total de calor estimada,

ou seja, a energia estimada, que é obtida integrando o �uxo de calor estimado no tempo de

duração do experimento que foi calculada em 390J . Neste caso, a incerteza foi menor que

3% para a técnica de observadores com funções analíticas.

Resíduo entre temperaturas medida experimentalmente e estimada usando o �uxo de

calor estimado pela técnica de observadores e GH global.

A grande vantagem da técnica baseada em observadores dinâmicos modi�cada é a fa-

cilidade e rapidez de implementação numérica para qualquer tipo de problema, 1D, 2D ou

3D (SOUSA et al., 2008). O uso das funções analíticas e global, garantem um resultado mais

preciso, aumentando a robustez e mantendo o baixo custo computacional. A obtenção da

função de transferência 3D analítica (apresentada para a primeira aplicação deste capítulo)

pode ser implementada imediatamente.
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Figura 5.20: Estimativa do �uxo de calor usando observadores dinâmicos com GH analítica.
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Figura 5.21: Comparação entre as temperaturas medida e estimadas
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Figura 5.22: Diferença entre as temperaturas medida e estimadas



Capítulo 6

Conclusão

Propôs-se aqui a obtenção e o uso de soluções matemáticas que descrevessem fenômenos

físicos importantes e presentes em aplicações de engenharia, como os problemas térmicos

decorrentes de um processo de usinagem ortogonal em uma peça. Além disso, também se

propôs o uso destas soluções em problemas de identi�cação de propriedades termofísicas e

sua aplicação em técnicas de otimização. Um objetivo secundário, também proposto foi uma

apresentação didática das obtenções das soluções analíticas propriamente ditas. Observa-se,

por meio de uma análise dos resultados apresentados ao longo deste trabalho que os objetivos

iniciais foram alcançados de forma satisfatória.

Inicialmente apresentou-se a equação-solução de um problema de condução de calor ba-

seada em funções de Green (FG) através da abordagem de um problema geral de condução de

calor unidimensional transiente com geração de calor variando com espaço e tempo e sujeito a

condições de contorno não homogêneas. Embora este problema geral não tenha sido resolvido

integralmente vários aspectos físicos, matemáticos e as principais características das soluções

por FG foram discutidas. Posteriormente, vários problemas térmicos foram propostos e re-

solvidos, em ordem crescente de di�culdade, sendo apresentado também um rápido estudo

das obtenções matemáticas dos autovalores. Observa-se que sempre que a convecção de ca-

lor esteja presente, existe alguma di�culdade na obtenção destes parâmetros. Um método

prático e e�ciente foi apresentado para a sua obtenção.

A aplicação direta de soluções analíticas no desenvolvimento de técnicas de problemas

inversos voltados a aplicação de problemas térmicos foi realizada com sucesso. Especi�ca-

mente, foram introduzidas soluções analíticas em técnicas experimentais para a obtenção

de propriedades térmicas e para as estimativas de �uxo de calor em problemas inversos de

condução de calor. Uma vez que os algoritmos inversos usualmente necessitam do cálculo do

problema direto várias vezes, o uso de soluções analíticas, neste caso, contribuiu não só para
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o aumento da precisão destas técnicas, mas também para a redução drástica de seu tempo

computacional. A aplicação apresentada neste trabalho referiu-se a incorporação de soluções

analíticas no código de otimização DPT para a estimativa de propriedades térmicas de amos-

tras sólidas de geometria retangular usando o método de aquecimento parcial desenvolvido

por Borges et al, (2006). Esta aplicação permitiu uma redução da ordem de 1600% (o tempo

gasto de 6h foi reduzido a 5 minutos) no tempo computacional gasto em relação ao uso do

algoritmo com soluções numéricas. A inserção das soluções analíticas permitiu também uma

maior precisão nas estimativas.

A outra aplicação, referiu-se ao uso direto de uma solução analítica de um modelo 2D

transiente em uma técnica inversa baseada em observadores dinâmicos. A solução analítica,

neste caso, contribuiu para o aumento da robustez, da precisão da técnica e com, certeza,

com o seu desenvolvimento.

A modelagem analítica de um problema de usinagem ortogonal foi também abordada

neste trabalho, embora, neste caso, não tenha sido completamente explorada. Porém, o

modelo térmico desenvolvido neste trabalho tem todas as possibilidades de ser aplicado à

uma ferramenta de usinagem e ser acoplado a um modelo mais completo, em dois domínios,

que envolva também o porta ferramentas.
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Propostas de trabalhos futuros

O uso de soluções analíticas em diversos problemas térmicos demonstrou ser uma grande

alternativa, principalmente quando se trata de sua aplicação em problemas inversos ou de

otimização. Portanto, propõe-se como trabalhos futuros a investigação destas soluções e sua

aplicação em:

1. Problemas de soldagem ou problemas térmicos que envolvam fontes móveis. Observa-se

que neste caso as soluções analíticas existentes baseiam-se em modelos extremamente

modi�cados, havendo neste campo grandes possibilidades de contribuição no desenvol-

vimento de modelos térmicos mais completos como as soluções analíticas baseadas em

funções de Green.;

2. Desenvolvimento e concepção de soluções inversas usando Funções de Green e o mé-

todo quadrupolo que possibilitem a inversão direta de funções transferência analítica.

Um exemplo destas técnicas pode ser o desenvolvimento da técnica dos observadores

dinâmicos baseados em funções de Green;

3. Modelagem completa de problemas térmicos decorrentes de usinagem ortogonal. Neste

caso, devem ser desenvolvidas soluções em mais de um domínio para se abordar de

maneira completa este problema;

4. Desenvolvimento de técnicas inversas que possibilitem a estimativa de mais de uma

componente de �uxo de calor.
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Anexo A

Obtenção da equação solução em termos

de funções de Green

Seja o seguinte problema de difusão de calor

∇2T (r, t|r′, τ) +
g(r, t)

k
=

1

α

∂T

∂t
(A.1a)

sujeito às condições de contorno

+k
∂T

∂η
+ hiT = fi(r, t) em Si (A.1b)

e condição inicial

T (r, t) = F (r) para t = 0 (A.1c)

Considere o seguinte problema auxiliar

∇2G(r, t|r′, τ) +
δ(r − r′)δ(t− τ)

k
=

1

α

∂G

∂t
(A.2a)

sujeito às condições de contorno

+k
∂G

∂η
+ hiG = 0 em Si (A.2b)

e condição inicial

G(r, t|r′, τ) = 0 para t = 0 (A.2c)
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Da propriedade de reciprocidade tem-se que

G(r, t|r′, τ) = G(r′,−τ |r,−t) (A.3)

esta relação de reciprocidade implica que o efeito em uma posição r devido a um impulso em

r′ a um tempo τ < t é igual ao efeito em r′ a um tempo −τ devido a um impulso em r em

um tempo −t.

De�ne-se que ∇2
0 é a aplicação do laplaciano em r′, e ainda se trocando t por −τ pode se

escrever

∇2
0G+

δ(r − r′)δ(t− τ)

k
=
−1

α

∂G

∂t
(A.4)

onde o sinal menos indica a troca de t por −τ , ou seja

∂G

∂τ
=
∂G

∂t

∂t

∂τ
= −∂G

∂t
pois se t→ −τ ∂t

∂τ
= −1 (A.5)

Trocando t por τ e r′ por r na Eq.(A.1a) obtém-se

∇2
0T (r′, τ |r, t) +

g(r′, τ)

k
=

1

α

∂T (r′, τ |r, t)
∂τ

(A.6)

Multiplicando (A.4) por T e (A.6) por G

G∇2
0T +G

g(r′, τ)

k
= G

1

α

∂T

∂τ
(A.7a)

T∇2
0G+ T

δ(r − r′)δ(t− τ)

α
= T
−1

α

∂G

∂τ
(A.7b)

e subtraindo a Eq.(A.7a) de (A.7b)

G∇2
0T − T∇2

0G+G
g(r′, τ)

k
− T δ(r − r

′)δ(t− τ)

α
=

1

α

[
G
∂T

∂τ
+ T

∂G

∂τ

]
(A.8)

ou

G∇2
0T − T∇2

0G+G
g(r′, τ)

k
− T δ(r − r

′)δ(t− τ)

α
=

1

α

∂

∂τ
[G× T ] (A.9)
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Integrando a Eq.(A.9) sobre a região R e em um intervalo de tempo τ = 0 até t∗ = t+ ε∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

[
G∇2

0T − T∇2
0G
]
dν ′ +

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

[
G
g(r′, τ)

k
− T δ(r − r

′)δ(t− τ)

α

]
dν ′

=

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

[
1

α

∂

∂τ
[G× T ]

]
dν ′

(A.10)

Usando as propriedades da função Delta de Dirac∫ t∗

τ=0

∫
R

T (r′, τ)δ(r − r′)δ(t− τ)dτdν ′ =

∫ t∗

τ=0

T (r, τ)δ(t− τ)dτ = T (r, t∗) (A.11)

Assim,

T (r, t∗) = α

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

[
Gν20T − Tν20G

]
dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

G
g(r′, τ)

k
dν ′ +

∫ t∗

τ=0

dτα

∫
R

∂

∂t
[G× T ] dν ′

(A.12)

Do teorema de Green obtém-se que

∫
R

[
G∇2

0T − T∇2
0G
]
dν ′ =

S∑
s=1

∫
Si

[
G
∂T

∂ηi
− T ∂G

∂ηi

]
dSi (A.13)

Logo

T (r, t∗) = α

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

∂

∂τ
[G(r, t|r′, τ)T (r′, τ)] dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

G(r, t|r′, τ)
g(r′, τ)

k
dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ

S∑
s=1

∫
Si

[
G(r, t|r′, τ)

∂T

∂νi
− T (r′, τ)

∂G

∂νi

]
dSi

(A.14)



122

Tem-se que∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

∂

∂τ
[G(r, t|r′, τ)T (r′, τ)] dν ′ =

∫
R

∂

∂τ
[G(r, t|r′, τ)T (r′, τ)]

t∗
0 dν

′ =

∫
R

G(r, t|r′, τ)|τ=0 F (r′)dν ′

(A.15)

E a Eq.(A.14) se torna

T (r, t∗) = α

∫
R

G(r, t|r′, τ)|τ=0 F (r′)dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

G(r, t|r′, τ)
g(r′, τ)

k
dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ
S∑
s=1

∫
Si

[
G(r, t|r′, τ)

∂T

∂ηi
− T (r′, τ)

∂G

∂ηi

]
dSi

(A.16)

O último termo da Eq.(A.14) pode ser obtido através das condições de contorno.

Assim, multiplicando as condições de contorno por T e G respectivamente, tem-se[
+k

∂T

∂η
+ hiT

]
G = fi(r, t)G (A.17)

[
+k

∂G

∂η
+ hiG

]
T = 0 (A.18)

e subtraindo

+k
∂T

∂η
G− k∂G

∂η
T = fi(r, t)G (A.19)

ou ainda

∂T

∂η
G− ∂G

∂η
T =

fi(r, t)

k
G (A.20)

Portanto a solução do problema original pode ser escrita em termos de Funções de Green
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como

T (r, t) = α

∫
R

G(r, t|r′, τ)|τ=0 F (r′)dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ

∫
R

G(r, t|r′, τ)
g(r′, τ)

k
dν ′

+ α

∫ t∗

τ=0

dτ

S∑
s=1

∫
Si

fi(r
′, τ)

k
G(r, t|r′, t− τ)dSi

(A.21)
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Anexo B

Obtenção da forma fechada de uma das

séries do problema X22

Observa-se que parte do segundo termo da Eq.(3.19) pode ser substituído por sua forma

fechada:

2

L

∞∑
m

cos
(
mπx
L

)
(mπ)2

=
L

3
− x+

x2

2L
(B.1)

Como essa série é independente do tempo pode ser de difícil sua convergência. Por isso,

uma boa alternativa é a obtenção deste somatório (se existir) em termos de forma fechada.

A primeira tentativa para a obtenção de uma forma alternativa para a (B.1) é através da

solução do problema (B.2) em sua versão homogênea (problema auxiliar).

Esse procedimento garante que os autovalores e a autofunção do problema auxiliar sejam

os mesmos do problema original, o que por sua vez também garante a validade da existência

de um eventual somatório de interesse.

Assim, de�ne-se o problema auxiliar,

Este problema pode ser escrito como

∂2T

∂x2
=

1

α

∂T

∂t
(B.2a)

sujeito às condições de contorno

k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0; k
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0 (B.2b)
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x

T0

x=0 x=L

Figura B.1: Problema auxiliar X22

e à condição inicial

T (x, 0) = F (x) = T0 (B.2c)

A solução desse problema por separação de variáveis é dada por

T (x, t) =

∫ L

0

1

L
F (x′)dx′ +

∞∑
m=1

2

L
e−(mπL )

2
αt cos

(mπx
L

)∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
F (x′)dx′ (B.3)

Se t = 0 e F (x) = T0 então

F (x) = T0 +
∞∑
m=1

2

L
cos
(mπx

L

)∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
T0dx

′ (B.4)

e pode-se escrever

T0 = T0 +
∞∑
m=1

1

L
cos
(mπx

L

)
T0I1 (B.5)

onde

I1 =

∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
dx′ = 0 (B.6)

portanto

T0 = T0 (B.7)

Neste caso, I1 não apresentou qualquer resultado interessante. Porém, este mesmo proce-

dimento pode ser usado para funções diferentes. Ou seja, observa-se que a Eq.(B.3) é válida
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para qualquer função de x. Nesse caso, pode-se aplicá-la para as funções

F (x) = x; F (x) = x2 (B.8)

Assim, obtém-se

x =
∞∑
m

1

L
cos
(mπx

L

)∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
x′dx′ = 0 (B.9)

ou

x2 =
∞∑
m

1

L
cos
(mπx

L

)∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
x′2dx′ = 0 (B.10)

As Eqs.(B.9) e (B.10) podem fornecer a formas fechadas da Eq.(B.1).

Calculando a integral

I2 =

∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
x′dx′ =

cos(mπ)(
mπ
L

)2 − 1(
mπ
L

)2 (B.11)

e resolvendo para F (x) = x tem-se da Eq.(B.3) quando t = 0 então

x =

∫ L

0

1

L
x′dx′ +

∞∑
m=1

2

L
cos
(mπx

L

)∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
x′dx′

=
L

2
+
∞∑
m=1

2

L
cos
(mπx

L

)[cos(mπ)(
mπ
L

)2 − 1(
mπ
L

)2
]

=
L

2
+

2L

π2

∞∑
m=1

cos
(mπx

L

) cos(mπ)

m2
− 2L

π2

∞∑
m=1

cos
(mπx

L

) 1

m2

(B.12)

portanto

∞∑
m=1

cos
(mπx

L

) 1

m2
=
L

2
− x+

2L

π2

∞∑
m=1

cos
(mπx

L

) cos(mπ)

m2
(B.13)

Observa-se que a Eq.(B.13) possui, ainda, um somatório independente do tempo a ser
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determinado. Assim, repete-se o procedimento para F (x) = x2

x2 =

∫ L

0

1

L
x′2dx′ +

∞∑
m=1

2

L
cos
(mπx

L

)∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
x′2dx′ (B.14)

Resolvendo a integral

I3 =

∫ L

0

cos

(
mπx′

L

)
x′2dx′ =

2L(
mπ
L

)2 cos (mπ) (B.15)

Desta forma

x2 =
L2

3
+
∞∑
m=1

2

L
cos
(mπx

L

) 2L(
mπ
L

)2 cos (mπ)

=
L2

3
+
∞∑
m=1

4L2

π2
cos
(mπx

L

) cos (mπ)

m2

(B.16)

portanto

∞∑
m=1

4L2

π2
cos
(mπx

L

) cos (mπ)

m2
= x2 − L2

3
(B.17)

ou seja,

∞∑
m=1

2L

π2
cos
(mπx

L

) cos (mπ)

m2
=
x2

2L
− L

6
(B.18)

Assim, substituindo a Eq.(B.18) na Eq.(B.13) obtém-se

2

L

∞∑
m

cos
(
mπx
L

)
(mπ)2

=
L

3
− x+

x2

2L
(B.19)
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