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Fernandes, A. P. Funcoes de Green: Solugoes Analiticas Aplicadas a Problemas
Inversos em Conducao de Calor. 2009. 130f. Dissertacao de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho dedica-se a obtencao e aplicacao de solugoes analiticas baseadas em funcgoes
de Green (FG) em técnicas de problemas inversos. Especialmente, o estudo é voltado a pro-
blemas decorrentes de fonte de calor desconhecidas como a geracao de calor devido ao atrito
presentes em processos de usinagem ortogonal e, principalmente, & medi¢ao de propriedade
térmicas usando técnicas de otimizacao e estimativas de parametros. A grande forca do uso
das F'G esta na possibilidade de obtencao de solucoes de problemas de conducao de calor dos
tipos mais variados e complexos, como por exemplo, problemas tridimensionais transientes,
com termos de geracao de calor transientes e nao uniformes e que possam ainda estar sujeitos
as condigoes de contorno nao homogéneas variando com o tempo e o espaco. Apresentam-se
neste trabalho a solucao analitica de varios problemas de condugao de calor unidimensio-
nais, bidimensionais e tridimensionais transientes. Além do desenvolvimento destas solucoes,
apresentam-se também resultados em forma de graficos permitindo um melhor entendimento
fisico das solugoes e a sua verificacao. Dois problemas de otimizagao sao abordados através
da aplicacao de solucoes analiticas. Um dos problemas trata da estimativa de propriedades
térmicas enquanto o outro se refere ao desenvolvimento do método de observadores dinamicos
usando func¢oes de Green. O uso das F'G na estimativa de parametros reduziu drasticamente o
tempo computacional gasto enquanto no método dos observadores introduziu maior confianga
e estabilidade a técnica.

Palavras-chave: funcoes de Green, solucao analitica, problema inverso, conducao de calor



Fernandes, A. P. Green’s function: Analytical Solutions to Be Applied in Inverse
Heat Conduction Problems. 2009. 130p. Master’s Thesis, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work presents the developing of analytical solutions based on Green’s function to be
applied in inverse problems techniques. Special attention is given to the problems that deals
to unknown heat flux input such as the heat generation due to the friction in orthogonal
machining processes or to the thermal properties measurement using optimization techniques.
The great advantage of using Green’s function is the ability of obtaining solutions of complex
heat conduction problem that involves transient heat source or non homogenous boundary
conditions as heat flux input or prescribed temperature varying with time and space. In
this work, analytical solutions of one, two and three-dimensional transient heat conduction
problems are presented. A practical application of using analytical solution in optimization
problem is also presented. Any inverse or optimization technique has a basic and common
characteristic: both of them need to solve the direct solution several times. This characteristic
is the cause of the large time consumed. In heat conduction problem, the time consumed is,
usually, due to the use of numerical solutions of multidimensional models with refined mesh.
In this case, if analytical solutions are available the computational time can be reduced
drastically. This study presents the development and application of a 3D-transient analytical
solution based on Green’s function to obtain thermal properties of solids materials.

Keywords: Green’s function, analytical solution, inverse problem, heat conduction
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Capitulo 1
Introducao

A muito que a histéria da humanidade pode ser contada através de suas descobertas
cientificas. Por exemplo, a invencao da roda, o uso da energia, a revolugao industrial ou a
chegada do homem & lua em naves tripuladas. Cada época poderia, entao, ser identificada
por alguma caracteristica importante de nossa evolucao.

Uma caracteristica marcante dos tempos atuais pode ser sem duvida, o uso de computa-
dores ou as grandes simulagoes numéricas que nos permite construir as diversas realidades
virtuais a que nos acostumamos de forma bem natural. Dificilmente nos imaginamos hoje
sem um computador e todo o tipo de aparato eletro-eletronico.

Todavia, se nos atentarmos um pouco mais a esséncia de cada simulacao numérica, de
cada céalculo computacional, com certeza no deparariamos com alguma observagao fisico-
experimental ou, em tltima instancia, com alguma lei da natureza descrita matematicamente.
Nao é por acaso que a matematica e a fisica representam a base de todo o conhecimento e
evolucao do homem.

A matematica é uma forte aliada na busca da simplicidade, seguranca e confianca dese-
javeis sempre que qualquer solucao numeérica ou célculo computacional proposto nao possa
ser observado experimentalmente. A fisica por sua vez, é base importante para a explicacao,
descricao e previsao dos mais diversos fenomenos da natureza e suas aplicacoes praticas.

Da uniao destas duas ciéncias surgiu o espirito e a motivacao deste trabalho.

Propoem-se aqui a obtencao e o uso de solu¢oes matematicas que possam descrever fe-
nomenos fisicos importantes e presentes em aplicagoes de engenharia, como os problemas
térmicos decorrentes de algum processo de fabricacao. Podem-se citar, por exemplo, proble-
mas térmicos que surgem devido ao atrito entre duas pecas (usinagem, furacgao, frezamento
entre outros), devido a uma fonte externa de calor como na soldagem, ou na aplicagao de

um processo a laser. Além do estudo destes problemas, dedicam-se também atencao a pro-



blemas térmicos propriamente ditos, como a identificacao de propriedades termofisicas ou a
contribuicao ao desenvolvimento de novas técnicas inversas como os observadores dinamicos
baseados em funcoes de Green. Ou seja, este trabalho tem a sua atencao voltada a solu-
¢ao de problemas inversos em conducao de calor e que por sua natureza sao definidos como
problemas mal postos matematicamente. O procedimento proposto aqui é o da obtencao de
solucoes analiticas e seu uso direto em algoritmos numeéricos ja desenvolvidos e aplicados a

diferentes problemas inversos em conducao de calor.

A grande meta, no uso de solugoes matematicas exatas e analiticas em algoritmos de
otimizacao é o da contribuicao para obtencao de solucoes mais simples, mais seguras e mais
confiaveis do ponto de vista matemético, agregando aos algoritmos computacionais maior

robustez, menor gasto computacional e maior confianca em suas estimativas.

Resumindo, este trabalho dedica-se a obtencao e aplicacao direta de solucoes analiticas,
baseadas em funcoes de Green, em técnicas de problemas inversos voltados a aplicacao de
problemas térmicos presentes em engenharia. Especificamente, o estudo ¢ voltado a proble-
mas decorrentes de fonte de fontes de calor desconhecidas como a geracao de calor devido
ao atrito presentes em processos de usinagem ortogonal e, principalmente, & medicao de

propriedade térmicas usando técnicas de otimizacao e estimativas de parametros.

Algoritmos inversos usualmente necessitam do célculo do problema direto varias vezes.
O uso de solugoes analiticas, neste caso, contribui nao s6 para o aumento da precisao destas
técnicas, como também para a reducao drastica de tempo computacional. Além disso, as

solucoes analiticas podem ser usadas para a validacao de solugoes numéricas.

Neste caso, indica-se o0 uso do método de Funcgoes de Green uma vez que as condicoes de
contorno variam com o tempo, o que, descarta de imediato o método de separacao de variaveis.
Uma vez identificada a Funcao de Green, a solucao da equacao torna-se um simples problema
de integracao matematica de cada termo envolvido. Além disso, para cada termo da solugao

é possivel a interpretacao fisica.

Uma outra vantagem no uso de solucoes integrais por FG ¢é a possibilidade de se construir,
sem dificuldades adicionais, solu¢coes multidimensionais a partir da obtencao das funcoes de
Green unidimensionais. Neste caso, as versoes da equagao-solugao 2D e 3D sao absolutamente
equivalentes & equacao unidimensional e as FG podem ser obtidas a partir de produtos de

solucoes 1D nas diversas direcoes.

A grande for¢a do uso de Fungdes de Green esté na possibilidade de obtencao de solugoes
de problemas de conducao de calor dos tipos mais variados e complexos. Por exemplo, citam-
se problemas tridimensionais transientes, com termos de geracao de calor transientes e nao

uniformes e que possam ainda estar sujeitos as condicoes de contorno nao homogéneas. Essas



nao homogeneidades podem ainda variar com o tempo e o espaco. A aplicacao deste potencial
de solucao de problemas difusivos é na realidade a grande motivacao do desenvolvimento deste
trabalho.

Apresenta-se no Capitulo 2, uma revisao bibliogréfica, parte-se da literatura classica em
conducao de calor e do uso de solucoes exatas em conducao de calor aplicados a engenharia.
A intencao deste trabalho é obter solucdes, tanto quanto possivel, de problemas térmicos com
grande aplicagao em engenharia e que nao tenham sido explorados na literatura cléssica.

Observa-se que trabalho nao s6 apresenta a formulacao, o desenvolvimento e a obtencao
das solucoes analiticas, mas também a sua implementacao computacional. Este procedimento
permite assim andlises dos processos fisicos, seguranca na sua aplicacao, entendimento e o
dominio completo de passos intermediarios importantes. No Capitulo 3 sdo tratados os
fundamentos teoricos das Funcoes de Green e suas aplicacao a problemas térmicos 1D, 2D
e 3D. Na seqiiéncia, no Capitulo 4, sao apresentadas validacoes de solucoes a partir da
comparac¢ao com outras funcoes, condig¢oes de contorno e comparagao com solucoes numeéricas.

O Capitulo 5 trata-se de duas aplicacoes. A primeira delas refere-se ao uso solugoes
analiticas para a estimativa de propriedades térmicas de amostras solidas de geometria re-
tangular usando o método de aquecimento parcial desenvolvido por Borges, Lima e Silva
& Guimardes (2006). A segunda, refere-se ao uso direto de uma solu¢do analitica de um

modelo 2D transiente contribuindo para o desenvolvimento da técnica inversa baseada em
observadores dinamicos (SOUSA, 2006).






Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Introducao

Dois objetivos norteiam o desenvolvimento deste trabalho: O primeiro busca o desenvol-
vimento de um material que dé suporte didatico a engenheiros ou a profissionais de fisica ou
matematica aplicada que se defrontam com problemas de difusao ou conducao de calor; O
segundo refere-se a aplicacao direta de solucoes analiticas no desenvolvimento de técnicas de
problemas inversos voltados a aplicacao de problemas térmicos. Especificamente a atencao
é voltada a problemas térmicos decorrentes de fontes de calor desconhecidas como a gera-
cao de calor devido ao atrito presentes em processos de usinagem ortogonal e & medicao de

propriedade térmicas usando técnicas de otimizagao e estimativas de parametros.

2.2 Literatura Classica em Conducao de Calor

Existem na literatura trabalhos classicos que representam a base da conducao de calor
ensinada nas escolas de engenharia. Citam-se os importantes trabalhos de Carslaw & Jaeger
(1959) com o livro Conduction of Heat in Solids; Arpaci (1966) com o livro Conduction Heat
Transfer; Ozisik (1993) com o texto Heat Conduction e Beck et al. (1992) com o excelente
Heat Conduction Using Green’s Function.

O trabalho de Carslaw & Jaeger é um dos mais completos de toda a literatura no que
se refere a apresentacao de solucoes de diversos problemas fisicos relacionados com a difusao
de calor. Entretanto, como a sua atencao ¢ voltada principalmente & compilacao dessas
solucoes, o leitor geralmente nao tem acesso aos procedimentos intermediarios das obtencoes
o que, por sua vez, dificulta bastante o seu entendimento. O trabalho de Carslaw & Jaeger

pode ser considerado um tratado de solugoes analiticas em problemas de difusao de calor e



eletromagnetismo.

Com uma atencao maior no desenvolvimento, tanto da formulacao dos problemas fisicos
como das técnicas de solugdes, Arpaci (1966) também apresenta solugbes para varios pro-
blemas de conducao de calor, entretanto, o trabalho de Arpaci tem uma forte componente
fisica, uma vez que ele dedica boa parte de seu contetido & formulagao dos problemas nas
suas diversas possibilidades, ou seja, nas formulacoes: integral, diferencial e global. Embora
varias técnicas de solugdes sejam apresentadas, Arpaci (1966) basicamente aborda de forma
mais profunda a obtencao de solucoes por Separacao de Variaveis, Transformadas de Laplace

e Teorema de Duhamel. Solucoes aproximadas também sao apresentadas.

Ozisik (1993) ¢ um dos textos mais importantes na obtencio de solucdes de conducio de
calor de problemas homogéneos encontrados na literatura. Apresenta de forma bem completa
a técnica de Separacdo de Varidveis e é uma excelente fonte de consulta quando se busca
solucoes analiticas baseadas em séries de Fourier. Além da técnica de Separacao de Variaveis,
Ozisik (1993) apresenta também o Teorema de Duhamel, Transformadas de Laplace e solucdes
baseadas em Func¢oes de Green. De forma sucinta, sao abordados, ainda, solu¢oes numéricas,
solucoes analiticas aproximadas e uma pequena introducao a problemas inversos em conducao

de calor e mudanca de fase.

Comparando-se superficialmente os trabalhos de Ozisik (1993) e Arpaci (1966), em termos
de contetido, percebe-se um maior interesse na abrangéncia das técnicas de solucao apresen-
tadas por Ozisik em detrimento do desenvolvimento da formulacio fisica do problema que
é apresentada de forma direta. Do ponto de vista didatico, infere-se que o trabalho de Ar-
paci avanca mais na formulacao e na abordagem de diferentes problemas fisicos enquanto
o de Ozisik detém-se mais detalhadamente no desenvolvimento das técnicas de solucio de

problemas em coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas.

O trabalho de Beck et al. (1992) apresenta, por sua vez, caracteristicas didaticas inter-
essantes, pois além de desenvolver a formulacao dos problemas fisicos, busca a solugao de
problemas mais complexos com nao homogeneidades presentes tanto na equacao de difusao
como nas condicoes de contorno. Tem, portanto, as caracteristicas de solucao de problemas
complexos como apresentados em Carslaw & Jaeger (1959), caracteristicas de formulagao de
problemas fisicos como encontrados em Arpaci (1966) e apresenta a técnicas de solugao com
um grande interesso didatico para o seu entendimento como o buscado por Ozisik (1993). A
sua grande diferenca em relacao aos trés trabalhos anteriores estd na maior atencao voltada
a apenas uma técnica de solugdo que é a baseada em Fungdes de Green. Beck et al. (1992)
usam, entretanto, como base para a obtencao das funcoes de Green os métodos de Separa-

cao de Variaveis e o da Transformada de Laplace. Todavia, pouca atencao é dedicada ao



desenvolvimento destas técnicas.

A grande for¢a do uso de Fungdes de Green esté na possibilidade de obtencao de solugoes
de problemas de conducao de calor dos tipos mais variados e complexos. Por exemplo, citam-
se problemas tridimensionais transientes, com termos de geracao de calor transientes e nao
uniformes e que possam ainda estar sujeitos as condi¢oes de contorno nao homogéneas. Essas
nao homogeneidades podem ainda variar com o tempo e o espaco. Este potencial de solucao
de problemas difusivos é na realidade a grande motivagao do desenvolvimento deste trabalho
que, por sua vez, se baseia fundamentalmente nos trabalhos de Beck et al. (1992) e Ozisik
(1993).

A intencao aqui é a de obter solucdes, tanto quanto possivel, de problemas térmicos
com grande aplicacao em engenharia e que nao tenha sido explorados na literatura classica.
Além disso, de forma diferente das referéncias citadas, este trabalho nao s6 apresenta a
formulacao, o desenvolvimento e a obtencao das solucoes analiticas, mas também a sua
implementacao computacional. Isto permite anélises dos processos fisicos, seguranca na sua
aplicagao, entendimento e o dominio completo de passos intermediarios importantes como a
obtencao e implementacao numérica de autovalores. A validacao dessas solucoes a partir da
comparacao com outras funcoes, condicoes de contorno e comparacao com solucoes numeéricas
também representam uma contribuicao ao entendimento da conducao de calor analitica em

solidos.

2.3 Uma Breve Revisao de Solucoes Exatas em Conducao

de Calor Aplicados a Engenharia

As solugoes analiticas representam uma importante ferramenta para a solucao de proble-
mas de engenharia (BECK et al., 2008), uma vez que podem ser usadas para a validacao de
solucoes aproximadas, facilitam a andlise e o entendimento de problemas fisicos, podem ser
usadas na construcao de novos algoritmos numéricos em bloco, como o método transiente
de elemento superficial (BECK et al., 1992) ou possuem aplica¢ao direta em problemas reais
reduzindo o custo computacional e permitindo a obtencao de solugoes exatas do modelo
estudado.

Exemplos de solugoes analiticas desenvolvidas para a verificacao ou validagao de solucoes
aproximadas obtidas a partir de métodos numéricos, como algoritmos baseados em diferencas
finitas, volumes finitos ou elementos finitos podem ser encontradas nos trabalhos de Beck et al.
(2004), Beck et al. (2006) ou Macmasters et al., (2002) entre outros. Em Beck et al., (2004),

desenvolvem-se solucoes analiticas para um problema de conducao térmica transiente com um



sOlido em movimento. Transformagoes sao usadas para eliminar o termo de movimento na
equacao da difusao. As solucgoes sao baseadas em dois tipos de fung¢oes de Green: uma obtida
do método de Laplace e a outra por separagao de variaveis. O método de solucao ¢ eficiente,
pois incorpora verificagcoes internas dos resultados numéricos para casos onde o tempo é
curto e longo. Condigoes de contorno do tipo fluxo e temperatura prescrita sao estudadas.
Em Beck et al. (2006) o objetivo principal é o de verificar solugdes numéricas baseadas
em diferencas finitas. Trés solucoes para casos transientes e permanentes sao testadas em

problemas bidimensionais com aquecimento parcial da superficie.

Podem-se citar, ainda, varios modelos térmicos envolvendo conducao de calor, como pro-
blemas multidimensionais em paralelepipedos (BECK et al., 2004), problemas bidimensionais
transiente com aquecimento periodico em barras cilindricas multicamadas (MILOSEVIC; RAY-
NOUD, 2004) ou solidos com aquecimento se movendo (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002), (MAC-
MASTERS et al., 2002), (HAJI-SHEIKH; BECK; AGONAFER, 2003) e (HAJI-SHEIKH; AMOS; BECK,
2009).

A complexidade de um modelo térmico, do ponto de vista de obtencao de solucoes analiti-
cas, normalmente encontra-se em problemas multidimensionais transientes submetidos a nao
homogeneidades como condicoes de contorno de fluxo prescrito, geracao de calor ou condi-
¢oes de contorno como temperatura variando com o tempo. Como problemas préticos de
engenharia normalmente envolvem todos estes aspectos o procedimento mais usual é o uso

de hipoteses simplificativas ou a aplicacao de modelos numeéricos.

Um exemplo de aplicacdo em engenharia com forte demanda de modelo térmico pode
ser dado pelos problemas térmicos decorrentes de um processo de usinagem ortogonal. A
determinacao da temperatura maxima e a distribuicao de temperatura ao longo da interface
de corte peca-ferramenta-cavaco em um processo de usinagem ortogonal é particularmente
importante para o célculo da influéncia na vida da ferramenta assim como na qualidade da

pecga usinada com conseqiiente impacto no setor de producao.

Varios pesquisadores tém dedicado atencao especial a obtencao de solucoes analiticas
para o problema térmico decorrente de processos de usinagem ortogonal, sempre a partir do
conhecimento prévio do calor gerado na interface cavaco-ferramenta ou de modelos simplifi-

cados.

Longbottom & Lanham, (2005) e Abukhshim, Mativenga & Sheikh, (2006) apresentam
6timas revisoes sobre a investigacao de campos térmicos em processos de usinagem, incluindo
neste caso, além dos métodos numéricos e medicoes experimentais as contribuicoes em solu-
¢oes analiticas. Radulescu & Kapoor (1994), por exemplo, apresentam um modelo tridimen-

sional analitico da ferramenta de corte e do cavaco para determinar os campos de temperatura



durante a usinagem com corte interrompido e corte continuo a partir da simulacao de uma
fonte de calor conhecida. Todavia, na modelagem da ferramenta, as condicoes de contorno
sao simplificadas desprezando-se os efeitos convectivos e de resisténcia de contato. Além

disso, na modelagem do cavaco a formulacao sé é valida para o regime quase permanente.

Tay (1993) apresenta uma revisao sobre métodos analiticos para a determinagdo da tempe-
ratura durante o processo de torneamento. Na formulagao do problema térmico sao adotados
modelos com fonte de calor mével e modelos semi-analiticos. Ambas as técnicas fornecem
valores médios da temperatura no cavaco e ferramenta de corte a partir uma fonte de calor
pré-definida por meio de célculos envolvendo a forca de atrito, velocidade de corte e a area de
contato cavaco-ferramenta. A maioria dos modelos térmicos para predicdo de temperaturas
em usinagem usa o método baseado em principios validos apenas para dois corpos em movi-
mento relativo, ou seja, somente na interface de corte, desprezando todos os efeitos térmicos
adjacentes entre a peca, ferramenta e cavaco. A maioria dos modelos também assumem
condigbes em regime permanente, como no trabalho de Trigger & Chao (1951), Loewen &
Shaw (1954) e Venuvinod & Lau, (1986). De forma diferente, Stephenson, Jen & Lavine
(1997) desenvolveram um modelo térmico para o calculo de temperaturas em ferramentas
sob condicoes transientes. Entretanto, para a obtencao da solucao, Stephenson, Jen & La-
vine (1997) aplicam algumas hipoteses simplificativas como condigoes de isolamento nas faces

expostas a ar.

Observa-se que a distribuicao de temperatura na ferramenta de corte é fortemente depen-
dente de varias varidveis, como, as propriedades térmicas ferramenta, da quantidade de calor
perdida por radiagao e convecgao e pelas condigoes e caracteristicas de usinagem, tanto da

peca a ser usinada como da propria ferramenta.

Um modelo térmico adequado a este tipo de problema, certamente deve considerar as ca-
racteristicas multidimensionais, transientes e levar em consideracao as condi¢oes de contorno
estabelecidas pela acao de fluidos de corte e meio ambiente (convecgdo) e a geracdo de calor
por atrito na interface peca/ferramenta. Como ja mencionado, a constru¢ao de um modelo

analitico com estas caracteristicas ¢ uma das motivacoes deste trabalho.

Outra aplicacao importante é o uso de solugoes analiticas em problemas inversos ou
problemas de otimizacao como na estimativa de propriedades térmicas. Observa-se que neste
caso, os algoritmos inversos usualmente necessitam do calculo do problema direto varias
vezes. O uso de solugoes analiticas, neste caso, contribui nao sé para o aumento da precisao

destas técnicas, mas também para a reducao dréastica de seu tempo computacional.

A maioria das técnicas experimentais que determinam propriedades térmicas usa solu-

coes analiticas. Podem-se citar, por exemplo, as técnicas classicas para a medicao de pro-
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priedades como o método flash (PARKER et al., 1961) e suas variagoes (DEGIOVANNI, 1988),
(SRAMKOVA; LOG, 1995), (THERMITUS; LAURENT, 1997), (ALBERS et al., 2001), (MAILLET;
MOYNE; REAMY, 2000), para a estimativa da difusividade térmica o método do fio quente
proposto por Blackwell, (1954) e aplicado por diversos autores para a estimativa da condu-
tividade térmica de sélidos (GRAZZINT; BALOCCO; LUCIA, 1996), (GROSS; LE-THANH-SON,
2004), (ABU-HAMDEH; KHDAIR; REEDER, 2001), (XIE et al., 2006), (COQUARD; BAILLIS; QUE-
NARD, 2006). Podem-se citar ainda varios trabalhos que utilizam solugbes analiticas para
a estimativa de propriedades como Guimaraes, Philippi & Thery, (1995), Nicolau, Giiths &
Silva, (2002) e Lima e Silva, Ong & Guimaraes, (2003). Entretanto, todas estas técnicas
sao aplicadas a medicao de propriedades térmicas de materiais nao condutores a partir de

modelos térmicos unidimensionais.

A hipoétese de um modelo unidimensional normalmente é garantida por um valor alto da
razao geométrica (area/espessura). Neste caso, o gradiente térmico necesséario a obtengao das
propriedades térmicas ¢ obtido na direcao do fluxo de calor imposto. Este procedimento, por
sua vez, encontra dificuldade de aplicacao em materiais condutores devido a baixa sensibili-
dade das propriedades térmicas em relacao a variagao de temperatura na direcao do fluxo,
exigindo-se equipamentos muito potentes ou amostras de grandes espessuras. (BORGES; LIMA
E SILVA; GUIMARAES, 2006).

A limitacao quanto a investigacao de amostras finas ou materiais condutores representa
um dos motivos da tendéncia de se buscar modelos térmicos mais complexos que se aproximem
mais das condigoes reais de um experimento e que, por isso mesmo, permitam o desenvolvi-
mento de projetos experimentais mais simples, menos onerosos e com uma maior flexibilidade
em relacao a geometria das amostras. Assim modelos multidimensionais com solu¢oes nu-
méricas tem sido introduzidos e incorporados a técnicas experimentais como no trabalhos
de Dowding, Beck & Blackwell, (1996), Aviles-Ramos et al., (2001), Murphy et al., (2005) e
Borges, Lima e Silva & Guimaraes, (2006).

A técnica desenvolvida por Borges, Lima e Silva & Guimaraes (2006) baseia-se na a meto-
dologia do aquecimento parcial e na construcao de um algoritmo numérico eficiente, o DPT, e
que entre outras atribuicoes, possui uma alta capacidade de adaptacao e solucao de modelos
térmicos complexos. Por exemplo, o algoritmo possibilita a medicao de propriedades tér-
micas a partir de modelo tridimensional transiente e com condicoes de contorno transientes
como fluxo de calor imposto variando com o tempo e o espaco. Esta técnica ¢ do ponto de
vista de otimizagao bastante robusta e competitiva em termos de faixa de aplicagdo (mate-
riais condutores e ndo condutores) de geometria (amostras em forma de disco, retangulares

e irregulares). A incorporacao de solugbes analiticas e exatas com caracteristicas multidi-



11

mensionais e de nao homogeneidades temporais e espaciais no DPT representa, assim, uma
grande contribuicao no sentido de diminuicao efetiva do tempo computacional, de estabili-
dade numérica e de estimativas mais precisas sem, contudo onerar o projeto experimental.
Esta aplicacao é apresentada no Capitulo 5.

Apresenta-se a seguir o desenvolvimento de solucoes analiticas de varios modelos térmicos
1D, 2D e 3D transientes. Os modelos térmicos desenvolvidos tém sempre a motivacao do
ganho de conhecimento fisico, do uso em validagoes de modelos numéricos e da possibilidade
de aplicacao na modelagem térmica de uma ferramenta de corte ortogonal ou em técnicas de

estimativas de propriedades térmicas.
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Capitulo 3

Fundamentos Tedricos

3.1 Introducao

Apresenta-se, inicialmente, a equacao-solucao de um problema de conducao de calor ba-
seada em fungoes de Green (FG) através da abordagem de um problema geral de condugao de
calor unidimensional transiente com geragao de calor variando com espago e tempo e sujeito
a condicoes de contorno nao homogéneas. Embora este problema geral nao seja resolvido
integralmente (apenas a equacao-solucgao é apresentada), varios aspectos fisicos, matematicos
e as principais caracteristicas das solucoes por FG sao discutidos. Resolve-se a seguir, para
exemplificar, um problema particular classico cujas caracteristicas térmicas sao descritas pelo
problema geral.

Nas se¢oes seguintes, varios problemas térmicos sao, entao, propostos e resolvidos, sempre
em ordem crescente de dificuldade, ou seja, problemas uni, bi e tridimensionais transientes.
Varias combinacoes entre as condicoes de contorno sao analisadas para obter-se uma maior
generalizacao das solugoes encontradas.

Conclui-se o capitulo apresentando-se as obtencoes matematicas dos autovalores necessa-
rios para cada tipo de solucao. O grande interesse na apresentacao de solugoes por funcoes
de Green seguindo certa ordem de dificuldade ¢ o de permitir, a principio, uma maior fami-
liaridade com os conceitos matemaéticos inerentes a essas funcoes juntamente com o auxilio
a percepcao de seu poder de solucao. Por se tratar de um conceito fundamental e classico,
muitos detalhes mateméaticos sao omitidos neste trabalho deixando, ao interessado, a consulta
aos trabalhos de Beck et al., (1992) e Ozisik (1993). Entretanto, para uma maior completude
deste trabalho, algumas propriedades importante das FG, suas interpretacoes fisicas e uma
demonstragao da obtengao matematica da equacao-solugao para um problema térmico geral

unidimensional transiente sao apresentadas no Anexo A.

13
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3.1.1 Equacgao-solucao baseada em Funcoes de Green

Considere uma placa de grandes dimensoes, inicialmente a uma temperatura 7'(z,0) =

F(z) sendo subtamente submetida a um meio convectivo e um fluxo de calor radiante em

suas duas superficies. A Figura 3.1 representa esquematicamente este problema. A parede é

também sujeita a geracao de calor interna, nao uniforme g(x,t). Admite-se, neste caso, que

todos os termos nao homogéneos possam variar com o tempo.
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Figura 3.1: Problema térmico geral 1D-transiente sujeito a condi¢oes de contorno nao homo-
géneas, envolvendo, fluxo calor prescrito e convecgao de calor.

O problema representado pela Figura 3.1 pode ser descrito pela equacao da difusao de

calor como sendo:

O?T(x,t) 1 10T (x,t)
oz TR = 0

Sujeito as condicoes de contorno, em x=0

oT
T =0
em x=L
oT
kga— + hgT(L, t) = fg(t) = QQ(t) + hQTOO
Z r=L

e & condicao inicial

T(x,0) = F(x)

(3.1a)

(3.1b)

(3.1c)

(3.1d)

Observa-se que o problema (3.1) envolve os trés tipos de condigées de contorno nao
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homogéneos possiveis em um problema de conducgao de calor classico. Por exemplo, obtém-
se na face esquerda, a condicao de fluxo de calor prescrito fazendo h; = 0; a condicao de
conveccao fazendo ¢; = 0 e; a condicao de temperatura prescrita considerando k; = 0.

A equagao-solugio integral baseada em fungées de Green para o problema (3.1) pode ser
escrita como (BECK et al., 1992)

T(x,t) = / G(xz,t|2’,0)F (2")dz!

'—0

t L /
+ a/ / G(z, |2, T)g(:c ’T>d:r’d7'
=0 J2'=0 k

(3.2)

+oz/t G(x,t|0,7‘)¥d7‘

=0 1

t
+ a/ G(I,t|L,T)MdT
=0 kQ

Observa-se que todas ndo homogeneidades presentes no problema térmico (3.1) tem sua
influéncia expressa de forma independente nos varios termos que aparecem na Equacao-
solucado (3.2).

O primeiro termo representa a influéncia da condigao inicial F'(z), o segundo a geragao de
calor interna transiente e ndo uniforme g(x,t). O terceiro e quarto termos representam, res-
pectivamente, as diversas combinagoes possiveis de fluxo de calor prescrito, exposi¢ao ao meio
convectivo ou temperatura prescrita, nas duas faces. O caso de temperatura prescrita deve

o Ji(T) no lugar de G|,_, %:)

ser modificado levemente considerando na Eq.(3.2) — 25
sendo ¢ = 1 ou 2. (BECK et al., 1992).

Por exemplo, se a face direita do problema (3.1) estiver submetida a evolugao de uma
temperatura prescrita T5(t), ao invés do fluxo de calor prescrito com convecgao, o tltimo
termo da Eq.(3.2).

ta / e T)%T)ch (3.3)

2

serd trocado por

dr (3.4)
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onde fo = Ts.
Na equagao (3.2) o termo G(x,t/x',7) representa a Fun¢ao de Green associada ao pro-
blema térmico, e % a sua derivada. Observe que G(z,t/2’,7) nada mais é do que a solugao

de um problema auxiliar cuja definicao é dada pela versao homogénea do problema original

(3.1), ou seja,

0*G(x,t)  10G(x,1)

oz a ot (3-52)
Sujeito as condigoes de contorno, em x=0
oG
+k1— + hG(0,t) =0 (3.5b)
0z |,_,
em x=L
oG
—ky— hoG(L.,t) =0 3.5
2amx:L+2(a) (3.5¢)
e a condicao inicial
G(z,0) = F(x) (3.5d)

Tanto as técnicas de obtencao das Fungoes de Green (FG) como a demonstragiao da
equagao-solucdo, Eq.(3.2), sdo apresentadas no Anexo A. Como ji mencionado, outros de-
talhes podem ser encontrados em Beck et al. (1992) para a obtenc¢ao das equagoes-solugoes
2D e 3D.

3.1.2 Vantagens do Método de Fungoes de Green

Uma vez que as condigoes de contorno variam com o tempo, descarta-se de imediato a
solucao deste problema usando-se o método de separacao de variaveis. Além da vantagem
aparente do ponto de visa de interpretagao fisica de cada termo na Eq.(3.2), uma vez identi-
ficado a FG, a solucao da equacao torna-se um simples problema de integracao matematica
de cada termo envolvido. Assim, caso a integral nao possa ser resolvida analiticamente, o uso
de funcoes numeéricas ou métodos numéricos de integracao podem ser aplicados sem perdas
que comprometam a exatidao do problema.

Problemas mais simples, onde as nao homogeneidades nao estao presentes podem ser

imediatamente obtidos da Equacdo (3.2), simplesmente anulando-os na equagao. Ou seja,
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as influéncias de termos homogéneos s6 sao observadas na obtencao das FG e ndao aparecem
explicitamente na equagao-solucao. De fato esta vantagem ¢é extremamente relevante e simpli-
fica bastante a solu¢ao final de problemas que envolvem condicoes de contorno homogéneas,
como mostrado nos exemplos a seguir.

Cabe ainda ressaltar, neste ponto, que a determinacao das FG é bem estabelecida sendo
facilmente encontradas em tabelas na literatura. Varias referéncias tratam deste topico,
sendo que o usuario de FG pode encontrar em Beck et al., (1992) a maioria das FG presentes
em problemas de conducao de calor.

Uma outra vantagem no uso de solucoes integrais por FG é a possibilidade de se construir,
sem dificuldades adicionais, solucoes multidimensionais a partir da obtencao das funcoes de
Green unidimensionais. Neste caso, as versoes da equacao-solugao 2D e 3D sao absolutamente
equivalentes a equacao unidimensional e as FG podem ser obtidas a partir de produtos de
solucoes 1D nas diversas direcoes. Os modelos 2D e 3D, assim como as FG multidimensionais
sao apresentadas ainda neste capitulo em se¢oes subseqiientes.

Uma vez familiarizados com a equacgao-solucao em termos de FG, apresenta-se a seguir
a descricao e solugao de um problema classico 1D em conducao de calor por meio dessas
funcoes.

Antes porém, apresenta-se um sistema de numeracao cuja finalidade é o de simplificar a

notac¢ao o uso das FG nos vérios problemas.

3.2 Sistema de Numeracao

Como o ntumero de solucoes exatas em conducao de calor transiente é grande devido
as diversas combinagoes das condi¢oes de contorno e suas geometrias, Beck et al. (1992)
propos um sistema de notacao. O principal objetivo é o de facilitar e identificar réapida
e facilmente o problema térmico em questao. Embora as geometrias cilindrica e esféricas
sejam contempladas neste sistema, este trabalho apresentara apenas o sistema de numeracao
cartesiano.

Para um sistema de coordenadas retangulares, serao usados os simbolos X, Y e Z para
as coordenadas x, y, e z respectivamente e neste caso a equacao da difusao pode ser escrita

como

(82T 0T 82T> oT
b Y

Ox? + Oy? * 022 ot (36)

A Eq.(3.6) pode estar sujeita as seguintes condigoes de contorno:
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Condicao natural ou seja geometria infinita;

Temperatura prescrita;
T(ri, t) = fi(r,t) (3.7)

Fluxo de calor prescrito;

orT

k5 = fi(ri, t) (3.8)

T

Condicao de contorno de conveccao;

or
—k e

T

Condicao de contorno do quarto tipo;
Para um filme fino colado a uma superficie com fluxo de calor prescrito f; para a

superficie, pode-se escrever

or

= fi(ri,t) — (peb); ol (3.10)

O produto (pcb); é para o filme na i-ésima superficie, e b é a sua espessura. Um
exemplo fisico deste tipo de condicao de contorno é transferéncia de calor entrando em

um grande objeto cerdmico com um uma fina camada de metal em sua superficie.

Condicao de contorno do quinto tipo;
A condicao de contorno em uma superficie com um filme colado e permitindo-se perdas

de calor por convecc¢ao do filme pode ser

oT oT

7l Filrs )= (b | (3.11)
O produto (pcb); é para o filme na i-ésima superficie, e b é a sua espessura. Um
exemplo fisico deste tipo de condicao de contorno é transferéncia de calor entrando em

um grande objeto cerdmico com um uma fina camada de metal em sua superficie.

Assim, considerando as coordenadas retangulares, define-se a numeracao das seis dife-

rentes condicoes de contorno possiveis, como mostra a Tabela 3.1 e a Figura 3.2.
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Tabela 3.1: Tipos de condigdo de contorno (BECK et al., 1992)

Notacao|nome da condicao de contorno|descricao da condicao de contorno
0  |zero (natural) nenhum tipo de condi¢ao fisica (infinito)
Dirichlet temperatura prescrita, (3.7)
Neumann fluxo de calor prescrito, (3.8)
Robin condi¢ao de convecgao, (3.9)

U = W N =

quatro tipo (Carlaw)
quinto tipo (Jaeger)

espessura fina (sem convecgao), (3.10)
espessura fina (com convecgao), (3.11)

l—»geometria infinita

X00
X10
X20
X30
X40
X50

X51 X52 X53 X54 X55

sem regime permanente

geometria finita

|—»geometria semi-finita

Figura 3.2: Representagao grafica do sistema de numeracao (BECK et al., 1992)

Por exemplo, representa-se a Fungao de Green 1D, com condicoes de contorno do tipo

fluxo prescrito, em x=0, e conveccao de calor do lado oposto, como G x23. No caso de uma

Funcao de Green 2D representada por G xa3y33, identifica-se as condig¢oes de contorno do tipo

fluxo prescrito e convecgao de calor na direcao do eixo x e convecgao de calor na direcao do

eixo y. Para a Funcao de Green 3D representada por Gxa3ysszoe, identifica-se o acréscimo

da coordenada z com condi¢oes de contorno do tipo fluxo prescrito nas duas faces.

A Figura 3.3 é a representacao grafica das condigoes de contorno das Funcoes de Green

G x23; Gxa3yss € Gxasysszoee, para o caso 3D o fluxo prescrito é dado por

9T
0z z=0

or

=0 epor —k—

0z z=R

— 0. (3.12)

Para casos em coordenadas cilindricas, outras geometrias e condi¢oes de contorno modi-
ficadas consulte Beck et al., (1992).
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e y h, y p O superficie isolada
x" y=W 4 3( plano xy; z=0 e z=R
______ = ) —
R h __}y y_W H
qt) —> > X qt) —> ~—h, qt) 15>,
s — il —_h
— — z T>25° !
— e | — > X \——P —>
— . x=y= { x=L =R X .
o g TR
= = 2

Figura 3.3: Representagao grafica das condicoes de contorno dos problemas X23; X23Y 33 e
X23Y 337222

3.3 Descricao e solucao de problemas térmicos 1D-transiente
por FG

3.3.1 Caso particular X22

O problema de uma placa sendo submetida a um fluxo de calor constante e isolada na
superficie oposta é um dos problemas classicos em condugao com maior aplicagao, principal-
mente em modelos térmicos para a obtencao de propriedades térmicas. Como ja mencionado,
citam-se neste caso o método Flash (PARKER et al., 1961) ou o método de impedancia gene-
ralizada (GUIMARAES; PHILIPPI; THERY, 1995).

G
.....

.....

Figura 3.4: Problema térmico classico: Placa sujeita a um fluxo de calor em uma superficie
e isolada na superficie oposta.

O Problema representado pela Fig. 3.4 pode ser descrito por

PT 10T

97 " ool (3-132)
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Sujeito as condigoes de contorno

aT oT
= = . _ = 1

e a condicao inicial
T(x,0)=F(z) =T, (3.13c)

A equagao-solugao, Eq.(3.2), pode assim ser aplicada para a solugdo do problema térmico

(3.13) em termos de fun¢des de Green considerando

Ou seja, aplicando-se a Eq.(3.13) na Eq.(3.2) obtém-se

T(Qf,t) :T0+()é/ GXQQ(x,t|x/7t_7_)% dr (315)
0 /

z'=0
Verifica-se que, para este caso que
L
/ Gla, t|2', 0 F(2')da! = Ty (3.16)
/=0

A Gxoo(z, t|a',t — 7) representa a fungao de Green do problema auxiliar 1D que é a versao
homogénea do problema (3.13). A FG, Gxaa(z,t|x’,t — 7), pode ser facilmente encontrada
(Apéndice X, Beck et al. (1992)) e escrita como

g (%=)* ) cos (mgx) cos (mzx’) (3.17)

GX22 ($ t

b«l
b«lw

sendon =1,2,3...

Avaliando-se a integral temporal na Eq.(3.15) obtém-se

t) = TO—FE

T(zx, ?
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Observa-se que parte do segundo termo da Eq.(3.19) pode ser substituido por sua forma
fechada (Anexo B).

2yl L2 (3.20)

E assim, substituindo a Eq.(3.20) na Eq.(3.19) obtém-se a solu¢ao como

qol —q o (L x? g2 (mmc) e(1") ot
T(x,t)=Ty+—=t+-L" | = — — ) — == 3.21
(@) =To+ oty (3 Sy kL;COS L) () (3:21)

A solugao dada pela Eq.(3.21) pode ser representada graficamente, Fig.3.5, para um caso
particular onde o fluxo de calor prescrito ¢ igual 100000 [W/m?], Ty = 30[°C], L = 0.01 [m],
a=3.95x107%[m?/s] e k = 14.9 [W/mk].

240 ‘
200 — ]
Posicao em x - —
S X:O /// P
. n x=L/2 7 "
o 160 e . .
5 | ]
2
© 120 — N
(V]
o |
E —
(O]
= 80— i
40 — N
0 | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
Tempo (s)

Figura 3.5: Evolucao da temperatura de uma parede, em trés posicoes ao longo de sua
espessura, sujeita a um fluxo de calor constante em x = 0 e isolado em x = L.

Observa-se a validade da Eq.(3.15) para qualquer fluxo de calor variando temporalmente.
Ou seja, qualquer que fosse a dependéncia com o tempo, como por exemplo perioddica, ex-
ponencial ou polinomial, o problema a ser resolvido seria dado pela solugao da integral, que

pode ser analitica ou numeérica, dependendo da dificuldade matemaética.



23

3.3.2 Caso Particular X23

O problema térmico representado pela Fig.3.6, uma placa a uma temperatura inicial é
sujeita a um fluxo de calor prescrito ¢(t) enquanto o lado oposto é exposto a um meio com

um coeficiente de conveccao h e temperatura ambiente T,.

.....

qt) — > X

o
--------

Figura 3.6: Caso 1D - X23

Considerando que nao héa geragao de energia, ou seja, g(x,t) = 0, da Eq.(3.1) tem-se

T 10T
Z - - 22
ox? «a Ot (3-222)
sujeito as condicoes de contorno
oT
) Mttt — q(t 3.22b
or |,_, alt) ( )
e
oT
—k— =h(T — Ty 3.22
or|,_, ( ) (3.22¢)
e a condicao inicial
T(x,0) = F(x) (3.22d)

Observa-se que a condigao de contorno em = = L expressa pela Eq.(3.22¢) é nao homo-
génea. Esta condicao pode entao ser homogeneizada definindo-se uma nova variavel, ou seja,

fazendo

O(z,t) =T (z,t) — T (3.23)
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Assim, substituindo a Eq.(3.37) nas Eqs.(3.22) obtém-se

0%0 100
sujeito a
00 00
) Sl — : k== = 24
k&c q(t); kax . ho (3.24b)
e a condicao inicial
0(x,0) =T (x,0) — T (3.24¢)

Observa-se que, neste caso particular, a Eq.(3.2) é reduzida a

9(x7t):/ G(as,t|a:’,0)9(:v’,0)d:z:’+a/ drz {fl( )G(a:,t|ati,7) (3.25)

'=0 =0 i=1 Z

Observando na Eq.(3.25) que fi(7) = q(t) e fo(7) = 0, obtém-se

L ¢
O(z,t) = / G(x,tl2’,0)0(z',0)dz" + a/ %G(m,ﬂOﬁ)dT (3.26)
x 7=0

=0

Como ja mencionado, a Func¢do de Green G(z,t|z’,7) pode ser obtida no Apéndice X de
Beck et al. (1992). Neste caso, a fun¢do G(z,t|z’,7) = G x93 ¢ dada por (BECK et al., 1992)

2 !
@a-nr_ ButB z
Gxos(x, t|a', 7) E e 74 B B¢ (ﬁm )cos(ﬂ L) (3.27)

sendo B,,tanf3,, = Be B = hTL A obtencao dos autovalores (,, da equacdo transcendental

sao descritas na secao 3.12.

Avaliando a Eq.(3.27) para 2’ = 0 e 7 = 0 respectivamente obtém-se

o0 2 2
7,83“04 t—7)/L> Bm + B x
G(z,t]0,7) mE (t=7)/ 6—% BB cos(ﬁmz) (3.28)
2 = gz B2+ B? T z'
_ —B5,at/L m -
G(z,t|2’,0) = 17 g e / o] cos(ﬁmL) cos(ﬁm—L) (3.29)

m=1
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Portanto, a obtengao da distribui¢ao de temperatura 6(z,t) dada pela Eq.(3.25) depende
somente da integragao espacial e temporal dos termos representados pelas Eqgs.(3.28) e (3.29)

respectivamente.

De fato, esta caracteristica representa uma grande vantagem do uso da técnica de Funcoes
de Green. Ou seja, caso 0(2',7) ou f(z,7) sejam fungdes matematicamente complicadas, as
integracao das respectivas equagoes podem ser realizadas numericamente. Como no caso
representado por este exemplo, 6(z',7) e f(z,7) sdo assumidas por fun¢oes constantes, ou

seja, 0(z,0) =0y e f(x,T) = q as respectivas integrais sdo prontamente obtidas.

Integrar as Equacoes (3.28) e (3.29) conforme os termos de (3.26) para este caso é bastante

simples, caso contrario a integracao pode ser realizada numericamente. Assim,

2&0 —B2 at/L? 572”4—32 x L x!
/ Gl tle', 00w, O)de’ = 772 ) e mm“ﬂmz)/ﬂm“ﬁmf)dﬁ'
(3.30)

e ainda

2«9 2+ B?
<Y0 e—B?nat/LQ 5771 +

/ G e, 0)db (o', 0)a’ = 2 cos(ﬁm%)sm(ﬁm)(i) (3.31)

— 32 +B+B Brn
e
/ ) x,t]0, 7 Z P+ B s(ﬁmf)e_ﬁgﬂo‘tﬂ:2 /t Pnem/V 7 (3.32)
52 + B2 B L =0
obtendo-se
t > 2 2 2 5
/Tzo G(z, 10, T)%dT = :—i mz: ﬁzﬁ—t% (ﬁm%)% [1 e } (3.33)

Assim, a solu¢do analitica do problema (3.24) é obtida substituindo-se as Eqgs. (3.31) e
(3.33) na equacao (3.26), ou seja

]_ 2 t 2
O(z,t) = 2902 52 —|—32 B¢ os(Bm— )sm(ﬁm)(—)e_ﬂmo‘ /L

(3.34)

B2, + B? z, 1 63 at
= Z i s
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Retornando a variavel original obtém-se

-+ B 1 o
) .

(3.35)

32 + B? z, 1 63t
”%me(ﬁmzw R

Cumpre-se observar, neste ponto, que o problema descrito pelas Eqgs.(3.22) pode também
ser resolvido sem o auxilio da variavel 0(x,t). Neste sentido caso haja mais de um meio

convectivo (com temperaturas diferentes), basta considerar o termo nao homogéneo f; como
hTo
sendo "= na Eq.(3.22c).

3.3.3 Caso particular X33

No problema térmico, representado pela Fig.3.7 e pelas Eqs.(3.36), tem-se uma placa a
uma temperatura inicial que esta sujeita a meios convectivos, cujos coeficientes de conveccao

sao hi e hy e temperatura ambiente T,.

L

------- T, h,,T
N
h,,T, > X
1
x=0 x=L

Figura 3.7: Caso particular X33

Este problema pode ser descrito pela equacao da difusao de calor unidimensional

o*T 1 oT
S 3.36
0r2  a ot (3.36a)
sujeito as condigoes de contorno
oT
k— =h(T —Tx) (3.36b)

oz |,

=0
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oT
k- = ho(T — Ts) (3.36¢)

e & condicao inicial

T(x,0) = F(x) (3.36d)

Observa-se que a condigoes de contorno em x = 0 e z = L expressas pelas Eqgs.(3.36b) e

(3.36¢) nao sdo homogéneas. Assim, definindo-se uma nova variavel
O(x,t) =T (z,t) — Too (3.37)

e substituindo a Eq.(3.37) nas Eqgs.(3.36) obtém-se o problema homogéneo

P9 100

927~ ot (3-38a)

sujeito a
00 00

k= = h6: —k=| = hot 3.38b
or| _, or| _, ( )

e a condigao inicial
0(x,0) =T (x,0) — Ty (3.38¢)
Observa-se que, neste caso particular, a Eq.(3.1) é reduzida a
L
Oz, 1) / G(a, tl2, 0)0(x’, 0)da’ (3.39)
z'=0

onde fi(1) =0e fo(r) = 0.



28

Neste caso, a fungao G(x,t|2’,7) = Gxs3 é dada por (BECK et al., 1992)

Gxss(x, t|a', 7) %W:i )/ L2 [ﬁmcos (62 ) + By sin (ﬁLx)l

(3.40)

B COS ( ) + B sin ('B’zx/)

X
<5T2n+B%) |:1+ 52 +B2] +Bl

Bm(B1+B2 hiL
Sl Br="4t ¢ B, =

transcendental sao descritas na secao 3.12.

sendo tan (3, = hT A obtencao dos autovalores (3, da equacgao

Avaliando a Eq.(3.40) em 7 = 0 obtém-se

2 o= 22 B B
ﬁmoct/L m m
Gxa3(x, t]2’,0) =7 mE {6,71008( 7 )—l—Blsm( 7 )]

(3.41)
. B cOS (B’"I ) + By sin </3mx >
(32 + BY) 1+ 5| + B
e paraz =0
Gt = e [ o (57) i (B
(3.42)
y Brm

(B2 + BY) [1 + 5 +BQ] + By

Portanto, a obtengao da distribuigao de temperatura 6(z,t) dada pela Eq.(3.39) depende
somente da integracao espacial e temporal dos termos representados pelas Eqgs.(3.41) e (3.42)

respectivamente.

Integrar a Equagdes (3.41) e (3.42) conforme os termos de (3.39) para este caso é bastante

simples, caso contrario a integracao pode ser realizada numericamente.
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Obtém-se assim, a solucao analitica do problema

e = 5 e () 5 (5]

m=1
(3.43)
1 B L
X [L Sin By — —— (cos(Bm) — 1)]
(82,4 BY) [1 4 5257 ] + By o
Retornando a variavel original obtém-se
T(x,t)=2(Ty — T )ieﬁgﬂ/o‘tw2 Bm €OS P + By sin P
’ 0 e Pt m I 1 I
(3.44)
1

X

[L sin 8, — % (cos(Bm) — 1)} + Ty

(3, + BY) |1+ 55| + By

A representacao grafica deste problema é apresentada no capitulo 4.

3.4 Solucao Geral 2D

Analogamente, o problema geral de conducao de calor bidimensional, transiente e com

geracao de calor interna, pode ser representado pela equacgao de difusao de calor

o*rT  0*T 1 10T
I )= —— 3.45
02 + oy? + kg(a:, ) a Ot ( a)
sujeito as condigoes de contorno
or oT
uc|, T = i) = oot | (3.45D)
e & condicao inicial
T(xz,y,0) = F(z,y) (3.45¢)

onde n; é a diregdo perpendicular ao contorno e s; representa os contornos (i=1, 2, 3, 4).

Similarmente ao caso 1D a Equagao (3.45b) representa os diferentes tipos de condigoes de
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contorno mostrados na segao 3.2.

A versao bidimensional da solu¢do do problema (3.45) em termos de Fungoes de Green
pode ser escrita como (BECK et al., 1992)

L w
T(x,y,t) = / O/ . Gz, y,tl2',y,0)F (', y")da'dy’ (a)
= y'=

t L
L Sttt s
=0 Ja'=0 Jy’ Uk

SVRERN G
+04/T O/y OZ k G(z,y, tlxi, y,7)| dy'dr (c)

~—

(3.46)

+Oz/t /L 22: —fi(T)G(x tlx, y; 7')_ dx'dr (d)
T:0 I,_O :1 | k/’ 7y7 7y7/7

t w 2 T
oG
-« E fi(1T) =— dy'dr e

tlx'=x;

t L 27T
oG
-« E fi(T 7
/To //0 i—1 ( ) 8ni

do’ dr (f)

yY'=y;

A Funcgado de Green, G(z,y,t|2’,y',7), serda diferente para cada conjunto de condigbes
de contorno. Em coordenadas retangulares faz-se o uso da propriedade G(z,y,t|z',y',7) =

G(z,tlx', 7)G(y, t|y, T) para obté-la.

3.4.1 Caso Particular X22Y 33

Analogamente, a solucao geral para um problema 2D é também facilmente aplicada para
um caso particular de problema de condugao de calor, como mostra a Fig. 3.8. Neste exemplo
uma placa é submetida a um fluxo de calor prescrito ¢(¢) em x = 0 enquanto a sua superficie
oposta (x = L) é isolada. Na direcao y, ambas as superficies encontram-se expostas a meios

convectivos, com coeficiente de troca de calor hy e ho, respectivamente.

Considerando que nao hé geracao de energia, o problema representado pela Fig. 3.8 pode
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y hZITm,Z
y=W :
[ 2
a . 2
> 3
X
0 4 x=L
hllToc,l
Figura 3.8: Caso 2D - X23Y23
ser escrito como
oPT  9*Tr 10T
—t——=—— 3.47
Ox? * oy? «a Ot (3.47a)
sujeito as condicoes de contorno na direcao x
aor oT
—k— =q(t k— =0 3.47b
oz |,_, att), * or|,_; ( )
e as condicoes de contorno na direcao y
oT
+k?— = hl (T — Too,l) (347C)
oy y=0
oT
—k— =ho(T — T 2) (3.47d)
oy =
e & condicao inicial

Observa-se que as condicoes de contorno em y = 0 e y = W expressas respectivamente
pela equagoes (3.47¢) e (3.47d) nao sdo homogéneas. Da mesma forma, definindo-se uma
nova varidvel 0 = T' — Ty, e considerando T, = Tt 1 = T2 obtém-se, como no caso 1D, a

equagao solucao do problema homogéneo
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P9 90 109

A TS 4
Ox? + dy>  aot (3.482)
sujeito as condicoes de contorno
00 00
—k— =q(t k— =0 3.48b
al’ =0 Q( )7 " 6x r=L ’ ( )
ay y=0 ay y=W
e a condicao inicial
0(z,y,0) = F(z,y) — T (3.48d)
Assim, observa-se que neste caso a Eq.(3.46) é reduzida a
L oW
0(z,y.1) =/ / Gz, y,tl2',y',0)0(z, y, 0)da'dy’
z'=0 Jy'=0
t w2 -fz‘(7-> h
va [ S 6w dng | avar (@
—0Jy=0* ki
T=0Jy'=0 ,_1 L i (349)
—I—Oz/t /L 22: fl(T)G(x tlx, y; 7')— dx'dr (b)
T:O 1‘/:0 221 I kl 7y’ ’yz) |
E ainda considerando um caso particular onde fi(7) = g e fo(7) = 0 em (a) e que

fi(r) =0e fo(7) =0 em (b), e Oy constante pode-se escrever

L %% q t %%
6z, y,1) = 6o / / Gyt o/, 0)da'dyf +0 L / / G(a,y,1[0, o/, 7)dy/dr (3.50)
z/=0 Jy'=0 k =0 Jy'=0
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A Funcao de Green G(z,y,t|x’,y',7) pode entdo ser obtida observando-se os tipos de
condicoes de contorno, nas dire¢oes de x e y. Assim obtém se a funcdo G(z,y, t|z',y'T) como

o produto G(z,y, t|x’,y'T) = Gx22Gy3s3 onde

Gxaa(z, t)2’ L2 EOO 2= cos (a7 ) v (3.51)
rt|le )= =+ = e~ m cos (o= | cos |, — .
X22 L L L

m=1

sendo o, = mm, e

! 2 = —_ 2a —T 2 n n
= & 55 e (3) 5 ()

n=1
(3.52)
5, cos (ﬁ”y ) + B sin <5”y )
X
(52 + B [1+ 2] + B,
onde tanf, = %, B, = }“TL e By = hQTL Como ja mencionado, a obtencao dos

autovalores «y,, e 3, é descrita em detalhes na secao 3.12, no final deste capitulo.

Assim,

GXZQGY33(:C7 Y, t|f1]l, y/7 T) =

2 NN - Ba-n)/w? [/3 o (ﬁny) © Bysim (Bnyﬂ 5ncos<6ny>+Blsm (%d
s WIT B2+ By 1+ 52| + B

Z Zei( a(t T) COoS <am%> CcOS (C(m%) |:ﬂn COS (%) + Bl sin (%)}

mlnl

5, cos (ﬁ”y > + B sin (5"}[}/)

X
(B2 + BY) [1+ 62+BQ] + B

(3.53)
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logo para 7 = 0 tem-se

GX22GY33('I7 Y, tlfl?/, y/7 0) =

- Bny' 1 Bny’
2 o~ Brat/W? 8, cos ﬁny + B sin 5ny B COS< W ) + By sm( 1 >
LW " W

B%+B3
4 oo 0 agn % , : :
+ W m221 ; e—(ﬁ+%)at CoS (amx> cos (am%) {&L CoS <%> + By sin (@)1

3, cos (B"y > + By sin <5"y )

(32 + B [1+ 525] + B

X

(3.54)

e para qualquer 7 e 2’ = 0 tem-se

GXQQGY33('I7 Y, t|07 y/7 T) -

00 Bny’ B Bny’
2 o 2{ (ﬁny) , (Bny)} Bncos< )+ 1sm<”,>
Brat—7)/W 6 wnJ
E e ., COS + Bj sin
n=1

W WITL @+ By |1+ 5| + B

4 le; —( )a t=7) cos (Ozm%> [ﬁn coS (%) + B, sin (5{;;/)}

3, cos (’6"y ) + By sin (5’”’ )

(32 + BY) [1+ 525 + B

X

(3.55)

Faz-se, entdo, a substitui¢ao da Eqs.(3.54)

e (3.55) na Eq.(3.58) e a sua conseqiiente
integragao.

Observa-se novamente que as integrais podem ser realizadas, conforme as di-

ficuldades matematicas, analiticamente ou numericamente. No exemplo, aqui apresentado
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obtém-se prontamente as integrais analiticas como

L w
/ / GX22GY33(I7y7t|xlay,70)d‘r,dy/ =
z'=0 Jy'=0

2 N~ szayw? | Bocos (5%) + Bisin () { : bW
TT1/ e W sin (/Bn) - T a ( (ﬂn) - 1)
LW Z (B2 + B?) [1 + BHBQ} + B B cos

(3.56)

e a integral em dy'dr é obtida como

¢ 1%
/ / Gx2Gyss(x,y,t)0,y', 7)dy'dr =
7=0

y'=0

9 i 1 — e—Baat/w? B, cos (5"?’) + B sin ( Wy)
LW = (

. B\W
w ) — n) — 1
L | Fmy oo v [ sin (8,) = 5 (cos (8,) = 1)

n

2
“L’% b )at

A oo 00 1—e" T
R\ T e ) )
m=1 n= L2 W2
Bny Bny
B, cos (52) + By sin (22) {Wsin (B.) — B\W (cos (B,) — 1)

(32 + BY) |1+ 25| + B
(3.57)
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Obtém-se assim a solu¢ao do problema térmico dados pelas Eqgs (3.63) como

O(z,y,t) =

Bn
200 Z —Brat/W? P 08 ( y) £ ( Wy) {Sin (ﬁn) - &
= (32 + BY) |1+ 55| + B

2 (cos ()~ )

a2q 1 — e Brat/w? B COS( % ) + By sin ( e ) [ B i B ]
Z ( Bro/W? ] _(572,, + BY) [ ﬂ2+B2] + By i) P teos () = 1)

a2 52
a4 1 — e (T8 Hwhlat x
5 oo (o2
m—1 n—1 L2 + W2)a

[, cos ( T ) + By sin (ﬁw )
(62 +B2) [ 52?_23%} +B1

sin () = 5 (cos (3,) = 1)

B
(3.58)
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retornando a variavel original obtém-se

T(z,y,t) =
2Ty~ T f: —2at/W? By cos (B24) + B sin (52) {sm (B,) — By (cos (Bn) — 1)}
n=1 (832 + BY) [ ,82+BQ] + D &

5 (1) om0 B (590 | ) B3 5]
’ ; < Bra/W? ] (82 + B?) [1 n B2+B2] "B, sin (53,) 3, (cos (Bn) — 1)

04g o o [[1— e (TR x
X — = 5 coS (am—)
B, cos (24 4+ By sin (8ny B
(2w) - G| [ain (Ba) — 6_1 (cos (Bn) — 1)
(B2 + B7) [1 + ggfg;} + By n

(3.59)

Da mesma forma anterior a representagao grafica desta solugao é também apresentada no

capitulo 4.



38

3.5 Solucao Geral 3D

Um problema geral de conducao de calor tridimensional, transiente, com geracao interna

de calor pode ser descrito pela equacao da difusao de calor

82T+82T+82T+1 ( t)_l(‘?_T
ox?  0y? 022 AL T

(3.60a)

sujeito as condicoes de contorno

oT oT
za—m . + hiT|si = fi(z,y,2,t) — (pcb); ot . (3.60b)

k
e & condicao inicial

T(J}7y,Z,O) = F(J},y, Z) (360C)

onde n; é a diregdo perpendicular ao contorno e s; representa os contornos (i=1,2,3,4,5,6).
Analogamente, a Eq. (3.60b) representa os diferentes tipos de condic¢oes de contorno.

A solucao geral das Eqs.(3.60) pode ser expresso em termos de Fungdes de Green como
(BECK et al., 1992)

L W R
T(x,y,z,t) = / / / G(x,y, 2, tlx' y , 0)F (', , 2" )da'dy' d2' (a)
z'=0 Jy'=0 J z/=0

t L w R a
T / / / / O sy, 2ty Vg P dyddr (b)
7=0 Ja'=0 Jy'=0 J /=0 k

! b W fl(T) r g0
+a ) G(x,y, 2, t|x,y, 2, 7) | da'dy'dr (c)
7=0 J2'=0 y/=0 i=1 k:l

' r S -fi(T) I
+a E G(z,y, 2z, t|z,y;, 2, 7) | do'dz'dr (d)
r=0Jar=0Jr=0 %= | K

! v B -fi(7-> ] 13t
+a > G(z,y, 2, tai,y, z,7) | dy'd2dr (e)
7=0Jy'=0J2'=0 ;-7 L ki J
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of / /W S 10 2] | avaya (t)
J— I3 T -7 T
=0 Ja'=0Jy'=0 ;1 | 8%1 2=z
¢ L R 2T ]
oG
— f’L T - dmle/dT g
/To /m’O /zfog i ") M |y—y, | ®
¢ w R 2 T |
oG
— f’L T b dy/dZ/dT h
/To /y’O //o; i ") on, o'=z; | .
(3.61)

Similarmente aos casos 1D e 2D, os termos (a) a (h) da Eq.(3.61) representam os efeitos

fisicos da:

(a) condigao inicial

(b) geragao de energia

(c) das condigoes de contorno, em z =0 e z = R, do tipo dois & cinco, no plano xy
(d) das condigoes de contorno, em y =0 e y = W, do tipo dois & cinco, no plano xz
(e) das as condigoes de contorno, em 2 =0 e x = L, do tipo dois & cinco, no plano yz
(f) das as condigoes de contorno tipo um, em z = 0 e z = R, para o plano xy

(g) das as condigoes de contorno tipo um, em y =0 e y = W, para o plano xz

(h) das as condigoes de contorno tipo um, em x = 0 e z = L, para o plano yz

3.5.1 Caso Particular X23Y33Z33 - Abordagem Analitica de um

Problema de Usinagem

O problema térmico criado por um processo de usinagem pode ser representado na Figura
3.9. Nota-se nesta figura um material sendo deformado plasticamente com uma conseqiiente
quantidade de energia sendo convertida em calor. Na usinagem, o material é submetido

a tensoes extremamente altas e a deformacao elastica representa uma pequena parcela na
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proporcao da deformacao total. Usualmente, assume-se que toda a energia é convertida em
calor (BOOTHROYD, 1963).

A conversao em calor ocorre em duas regides principais de deformacao plastica (Fig.3.9).
A zona de cisalhamento, ou zona primaria de deformacao, AB e a zona secundaria de defor-
macgao BC. Se a ferramenta de usinagem apresenta algum desgaste de flanco ou se o angulo
de folga () for pequeno, uma terceira fonte de calor BD pode estar presente, originéaria do

atrito entre a ferramenta e parte da superficie da pega usinada (BOOTHROYD, 1963).

## geracao de calor

cavaco

bl

C

A //

ferramenta

—> 0
“D
zona primaria zona secundaria
de deformacéao de deformacao

Figura 3.9: Geragao de calor num processo de usinagem ortogonal

3.5.1.1 Identificagcao do problema térmico na ferramenta de usinagem

Identifica-se, na Figura 3.9, do ponto de vista da transferéncia de calor, a presenca de pelo
menos trés dominios, todos, conectados & mesma interface: i) transferéncia de calor para a
pega; ii) transferéncia de calor para o cavaco e; iii) transferéncia de calor para a ferramenta.
Embora os trés dominios sejam importantes, voltamos inicialmente o nosso interesse ao estudo
da ferramenta, ou seja, a zona secundaria da deformagao plastica (Fig.3.9).

Assim, numa primeira aproximacao, a ferramenta pode ser vista como sendo um material

submetido a um fluxo de calor superficial, sendo a superficie oposta submetida a um meio
convectivo (ambiente), como mostrado na Fig.3.10.
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[ fluxo de calor (regido A,)
[ superficie exposta a meios convectivos

—~— h,,T

27T

Figura 3.10: Ferramenta de usinagem de corte ortogonal submetida a fluxo de calor devido
ao atrito entre peca-cavaco-ferramenta

Observa-se que todas as faces, exceto a regiao de contato entre peca, ferramenta e o cavaco
estao sujeitas & uma troca de calor por conveccao. Este procedimento, por sua vez, procura
dar uma maior generalidade ao modelo térmico proposto. Em um processo de usinagem
pode-se identificar claramente que as superficies laterais e parte da superficie superior estao,
de fato, expostas ao meio ambiente. Entretanto as demais superficies estao em contato com o
suporte porta ferramenta. Neste caso, os coeficientes de troca de calor, h; podem representar
o efeito desta troca, permitindo-se que se obtenha experimentalmente valores equivalentes
a resisténcia térmica deste suporte. Por fugir do escopo deste trabalho, a abordagem do
problema inverso de uma ferramenta de usinagem nao serd tratada aqui. Ou seja, para a
obtencao da solugao do problema direto, tanto o fluxo de calor imposto, como as propriedades
térmicas e os diversos parametros como os coeficientes h; que aparecem na equagao Sao
considerados conhecidos. Além disso, nesta simulacdo, a troca de calor entre a superficie
inferior da ferramenta em contato com o suporte sera considerada nula. Esta condicao pode
ser obtida experimentalmente através do uso de uma superficie isolante entre a ferramenta e
0 suporte.

O problema térmico dado pela Fig.3.10 pode entao ser descrito pela equagao da difusao

de calor como
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T PT 9T 10T

- .62
Ox? + 0y? + 022« Ot (3.622)
sujeito as condicoes de contorno na direcao x
oT
k— =—q(t) — (T —Tx); (3.62Db)
ox |,_,
aoT
—k— = ho(T — T 3.62
G| =TT (3.62)
e as condicoes de contorno na direcao y
aoT
k— = h3(T — Tw) (3.62d)
Y | ,=o
aT
—k— =hy(T — Tw) (3.62e)
Y | =
e as condicoes de contorno na direcao z
oT
k— = hs(T — Ty 3.62f
52| =Ml =T (3.621)
ar
—k— = he(T — Ty 3.62
0z | _yy 6 ) ( g)
e a condicao inicial
T(x,y,2,0) = F(z,y,z) — T (3.62h)

Observa-se que as condic¢oes de contorno onde ocorre conveccao, expressas respectivamente
pela equagoes (3.62b) - (3.62g), ndo sao homogéneas. Da mesma forma, definindo-se a variavel

0 =T — T, e aplicando-a nas Eqgs. (3.77) obtém-se



0 o o 1o
0x2  O0y?2 022 ot

sujeito as condicoes de contorno

00 00
b - —q(t) =l —k - - hayf:
i hsf): 390 ha0:

8y y=0 8y y=W
i — hs0): 390 e

8y 2=0 ay z=R

e & condicao inicial
0(x,y,2,0)=F(x,y,2) — Ta

Assim, observa-se que neste caso a Eq.(3.61) é reduzida a

L W R
O(x,y,z,t) = / / / G(x,y, 2ty 2, 0)0(x, y, z,0)dz'dy' d '
z'=0 Jy'=0 J z'=0

! L " -fi<7— ’g0
+a E G(z,y, 2, tlx,y, 2, 7)| da'dy’dr
7=0J2/=0Jy'=0 ,— L kl

~—

+@/t /L /R 22: _fz(T)G<x Y,z t’g; Vi, 2 7.)- da'dz dr
7=0J2/'=0J2'=0 ,_; L kz B ) Iy |

+a/t /W /R i [fi(T)G(JJ y, 2 sy, 2, 7) | dy'de'dr
=0 Jy'=0 J2/=0 Py kl y Yy <~y iUy 2,
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(3.63a)

(3.63D)

(3.63¢)

(3.63d)

(3.63e)

(3.64)

(c)

Considerando que f;(7) =0 em (a) e (b) e que fi1(7) = ¢, constante, na regido dada por

0<y<Wi0<2<Rye fo(r) =0 em (c)
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L R
9(x7y7z7t> = / / G("'E? y?’Z’t‘I/?y/?Z/? 0)0(‘7;7 y?'Z?O)dx/dy/dZ/
/ 0 / 0 /70

+a-— / / / G(x,y,2,t0,y, 2, 1) dy' dz'dr
7=0 2!

A Funcio de Green G(z,vy,z,t|2',y,2',7) pode entdao ser obtida (BECK et al., 1992)

(3.65)

observando-se os tipos de condicoes de contorno, nas direcoes de x, y e z. Assim obtém-

se a fungao G(z,y, z,t|a’,y/, 2/, 7) como o produto G(x,y, z, t|z',y, 2, 7) = Gx33Gy33G 733

onde
2 — O, O, T
Gxss(z, t|z', 7) sz:le oft-)/L? [ozmcos( 7 )—l—Blsln( 7 )]
(3.66)
[am cos ("m” ) + Bj sin (O‘Tz’“/)}
(a2, + BY) [1 + e + B
onde tan o, = m};gz) e By ="%¢ By = TL
2 g > .
Gygg(y,t|y',7') _ W ;e—ﬂna(t—ﬂ/w |:ﬁn COS (6 y) + Bysin (BVVEU):|
(3.67)
[Bn coS ( ) + Bssin (B”y )]
X
(82 + B) |1+ gy + B
onde tan 5, = % e By = h3kW e By = %
2 [o.¢]
Guaslz,t]2, 7) = = ; o Vpa(t—")/R? ['yp coS (%) + Bjsin (%)]
(3.68)
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’Yp(BS+BG) h5R hGR
—,%—BsBG e Bs e Bg = >

Novamente, como ja menc'lonado, a obtencao dos autovalores o, 3, e 7, é descrita em

onde tan~y, =

detalhes na secao 3.12, no final deste capitulo.

Assim,

oooooo(

Gxs3GyssGzss(w,y, 2ty 2, 7) LWRZZZ@

p=1 m=1n=1

1\3‘3 N

2
[32
+25+ 3 )a(t—n)

[ cos (232 + B sin (2222)] [ Bacos (57) + Bysin (%)

(a2, + B?) [1 + (W + BI] (B2 + B3) [1 T @ T Bg]

(ﬁ2 +

[”yp cos < ) + Bs sm< = )} (3.69)
B
(72 + B?) [1+(7%+—63§)+B5}

X :O‘m Ccos <¥) + B sin <a_zx)] |:Bn cos (%}J) + B3 sin (%/y)}

X -vp coS (7;% ) + Bjsin (7;;)]

X
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Logo para 7 = 0 tem-se

] © © 0 i ﬁ ﬁ
Gx33Gy33Gz3s(m,y, 2, t|' 2/, 0) = —ZZZG (L W )at

[ cos (232) + By sin (222)] [Bacos (%) + Bysin (%))

X

(03, 4+ B) |1+ (gl + Ba| (82 4+ B3) |1+ (i + Ba)

. (3.70)
X [ i < ) < f )]

(134 BY) |1+ s + Bs|
i QT . (T Bny By
X |om cos <T)+Blsm<T>] [Bncos(w>+Bgs <W>}

<o () 5 ()]

e avaliando a funcao em =/ = 0 obtém-se

8 | &m
Gx33Gy33Gzas(@,y, 2,10,y 2, 7) = ——— Z Z e (L2 et

o [Bn cos (5’”’ ) + Bssin (%j )]
X
(a2, + BY) [1 + @it Bl] (% + Bi) [1 twem Bg]
Yp COS + Bysin (22 o
X [ P ( ) < i )]

(72 + B3) [1 + W + 35}
r QT . [ QT Bry By
X | Qun COS <T>+Blsm<T>] {6ncos<w>+Bgs (W)}

I z . z
<o () 5 ()]
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Desta forma, substitui-se as Eqs.(3.70) e (3.71) na Eq.(3.65) para a resolucgao das integrais.
Porém, mesmo para o caso 3D apresentado, as integrais analiticas sao facilmente obtidas.

Analogamente restam a resolugao das integrais prevista na Eq.(3.65).

Assim, obtém-se para o primeiro termo

L w R
/ / / G(z,y, 2, t|a',y, 2, 0)0oda’ dy' d2' =
z'=0 Jy'=0 J 2/=0
)at

ﬁ%
W

TARNCNCE

TR 2 2 2°

p=1 m=1n=1

w‘s N
M\@ -

[, cos (222) + By sin (222 )} [ﬁncos(ﬁ"y) + Bssin (%)] [ypcos( )+B5sm( = 31

(a2, + BY) |1+ (g + Bi| (B2 + B3) |1+ gy + Bs| (02 + B3) |1+ iy + Bs
(a3, +B3) (6+ ) (vp+B§)

Sl oo (557) o ()]
Uy COS

z'=0 Jy'=0 J z/=0 L ' L

X | By cos fuyf + Bssin Suyf 7, COS W + Bssin /i dx'dy'dz’
w W P R R

X

(3.72)

e resolvendo a integral

L fomeos (255) = sin (%55)] [seon (52) o (5]

!/ /!
L
X {”yp Cos (VEZ ) + Bs sin (Vp; )] de'dy'dz" = ozml/;/,ﬁp

X [ sin oy, — By (cos ay, — 1) [By sin 5, — Bs(cos 5, — 1)] [y, siny, — Bs(cosvy, — 1)]
(3.73)
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O mesmo procedimento para o segundo termo produz
S ES S (i)
“(TFtwhtaz e
/To/ Gazy,zt\Oy 2 T)dydsz——RZZZe

Lo cos (%42) + Busin (24%) ] am [y cos (55%) + Bysin ()] [ cos (%) + Basin (%)
(a2, + BY) [1 + @t + 31] (67 + B3) [1 + e+ Ba} (2 + B?) [1 + aean T 35]

— i L oT / /
/T o/y /Z L RZ) {ﬁncos (ﬁ;[/y ) + Bssin (ﬁ;ﬁ )}
/ !/
X [% cos (7%2 ) + Bssin (Vp; )] dy'dz dr

S o

(3.74)

Integrando espacialmente e temporalmente obtém-se

t w R - ' amx
7=0 y’:O z’:O E

plm 1n=1 B%)[1+W+Bl]

y [5n coS (%) + Bysin (&m}’)} [vp coS ( ) + Bssin (71’% )}
(82 + BY) |1+ i + Ba| (13 + B2) |1+ o + Bs]

(3.75)

Portanto, substituindo (3.72) e (3.75) na Eq.(3.65), obtém-se a solugao analitica para este
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caso.

o o5 (23) + By sim (232)] [ cos (%2) + Bysin (%2)] [y cos (%) + Bysin ()]
(02, + BY) 1+ a2y + Br| (B2 + BY) |1+ iy + Ba| (02 + B2) [1+ 8y + B

o LWR
amﬁan

[, SIn vy, — By(cos oy, — 1)] [Brsin B, — Bs(cos B, — 1)] [vp siny, — Bs(cos~y, — 1)]

SMJZZZ QU @wt) + Bysin (*2*) ] aun

=1l m=1n=1 (02 +B%) [1—1-(0%3#%)%—31]

[Bn cos (%) + Bjssin (Wy)} ['yp coS ( ) + Bjsin (vjp% )}
(B2 + B?) [1 + (ﬁ2+32) + 33] (%,, + Bg) [1 +5 2+32) + Bs]

1\3‘3 N
"ﬁ N

X

(1—6_(l+&;+ﬂ)“>
5 o (57 = s (572) =)

(% +8h+%)a O W

o () i ()

A solucao em termos da variavel original T é dada por T'= 0 + T.

(3.76)

Esta solucao pode ser aplicada diretamente a um problema de usinagem de corte ortogonal
desde que os coeficientes de troca de calor h; sejam conhecidos. Obviamente, o problema
térmico seria descrito em dois dominios. Um dado pela ferramenta e outro pelo suporte.

Os coeficientes de troca de calor na regidao de contato ferramenta/suporte representariam,
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de fato, a influéncia térmica do suporte. Neste trabalho nao se abordara a solucao deste

problema, porém todas as condicoes analiticas estao disponiveis para futuras aplicagoes.

3.5.2 Caso Particular X22Y22722 - Aplicacao a estimativas de pro-

priedades térmicas

Apresenta-se nesta secao a formulacao e a solu¢do de um problema térmico tridimensional
transiente relativo a um problema de estimativas de parametros termofisicos a ser explorado
no Capitulo 5. De fato este problema representa uma amostra solida de geometria retangular
sendo submetida a um fluxo de calor em parte de sua superficie enquanto todas as outras sao
mantidas perfeitamente isoladas do ambiente. A obtengao do campo de temperatura deste
problema representa a solucao de um problema direto associado a técnica de otimizacao a
ser empregada para obtencao das propriedades: condutividade e difusividade térmica. A
aplicagao da solugao analitica nesta técnica, que é descrita no Capitulo 5 representa uma das

contribuicoes propostas neste trabalho.

Y q(t) [ fluxo de calor
[ superficie isolada

.
.o
.

Figura 3.11: Modelo térmico 3D

Assim, considerando que nao ha geracao de energia, o problema anteriormente descrito e

representado pela Fig. 3.11 pode ser dado pela equacao de difusao como:

T 9T 9T 19T

= - 3.77
Ox? i 0y? * 022  « Ot (3.77a)
sujeito as condicoes de contorno na direcao x
aT aT
—k— =0 +k— =0 (3.77b)

ax =0 8LE =L



e as condicoes de contorno na direcao y

oT
ey

T
=0 _ka_
y=0 %y

y=W
e as condicoes de contorno na direcao z

oT
0z |,_,

orT

=0 -
8,2 z=R

=0

e a condigao inicial
T(x,y,2,0) = F(x,y,z) =Ty

A solugao geral em termos de Fungao de Green ¢ dada por

L R
T(x7y7 Z? t) = / / G(x7y727t|'r/7y/7 Z,7O)T<x7y7z7 O)dx/dy,dz/
/ 0 / 0 /_0

Lo
/ / / G(x,y, z, tla', W, 2 1) da'd2'dr
7=0J Ly

sendo G(z,y, z,t|x’, vy, 2/, T) = G x92.Gy29.G 799, onde

1 2 w2 !
Gxo = T 1+ 2; e~ Tz™alt=T) (oo (m;ms) cos (mza: )]
/
GY22— 1+226 W2’T *alt=7) og (%) cos <n‘7/[r/y)]
1 /
Gz = = 1+ 2p216 RZ’T 2a(t=7) (g (pgz> cos (m;;z )
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=¢q(t) mnaregido L) <z <Lse R <Z <Ry (3.77c)

(3.77d)

(3.77¢)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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Logo obtém-se o produto das FG como sendo

1
LWR

2 = m? '
+ TR Zl e~ Tz olt=T) oog <_m£rx> cOS (mzx )

G([E, Yy, z, t|x,7 yla Zla 7—) = GXQQ-GYZQ‘GZ22 -

4  — —(m2 a2 m2a(t—1 !
S S ) g () (mgm)cos(”_g)cos (Wy) 552

1 S _<%;+§i)w2a(t—r) mmx mma’ pTz pr2’
+ TWE Z Ze cos ( i ) cos i cos <?> cos I

4 P (22 2a(t—T ! !
+ﬁZZe (W +RQ) g )Cos <%> Cos (n;/gv/)cos (%) Ccos (p;z)

[ ol S Ne ]

8 - ﬂi-&-ﬁ-i-ﬁ m2a(t—T)
IR 2 2 2 (i)

m=1 n=1 p=1

o (7)o (M o () o () o (5 o (%5



Avaliando a FG em 7 = 0 tem-se

1

G(.’L’, Y, z, tlxlv y/7 Zl: 0) = m
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Eemy =W

1
LWR

LWR Z e*ﬁﬂ' 2a(t—T) 0s (?) oS (mle)

G(z,y, z, tl', W, 2", 1) =

LWR Z e—mw a(t—r) COS <nWy> cos (TL?T)

LWR Z Ze (LQ RQ)W a(t—7) cos (mLI> cos (mzx’) cos (%> s <p7];z/)

g o S TR o (MY o ) con (72 cos (227

X COS (m;m) cos <mzx’> cos (%) cos (n) cos (%) cos (p;z’)



%)

Resolvendo as integrais da eq. (3.78) separadamente pode-se demonstrar que

L W /R
/ / / G(z,y, z, t|d',y, 2, 0)Todx' dy' dz' = Ty (3.85)
o Jo Jo

Uma vez que somente o primeiro termo da Eq.(3.83) apresenta contribuicdo nio nula na

integral espacial contida no primeiro termo dessa equacao.

T/L/W/R ! do'dy'dz" =T, (3.86)
°Jo Jo Jo LWR ° '

Integrando o segundo termo da Eq.(3.78)

t Lo Rs
/ / / [q(T)G(z,y, 2, t|x' W, 2/, 7)| da’ d2'dT (3.87)
7=0J Ly Ry

E considerando isoladamente cada termo da Eq.(3.84) obtém-se as seguintes integrais

parciais ]1, ]2, ]3, ]4, ]5, ]67 I7 e ]8.

Ou seja,

I - / 0 /L - / [ LWR} dx’dz’drzﬁ[Lg—Ll][Rg—Rl] /O Cy()dr (3.89)

o0 /
2 = Z e_%j”%‘(t_ﬂ cos (m;m:) cos (mzx )] dx'dz dr
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Lo 00 )
(o) o (MY ,
I35 = /TO/L / [ LWR;e w cos<W>cos( )]d;cdsz

2

- —"—271'2005 Y
LWR[LQ Ly][Ry — Ry] ; e w2™ " cos <W> cos (nm) (3.90)

Lo 4 0o 0 /
Wa(t ) mMmnT mnx
Is = // / [ mmzzl cos (77 )( I )

X COS (%) cos (mr)} da'dz'dr

= gl = 1 305 (0 o (M0 [ (52 ) i (121

m=1 n=1

(3.92)
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n;i il (% %)Wza(t—f) cos (mzx) cos (mzx’>

AL [

(3.94)
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m=1 n=1 p=1

t Lo Ry 8 . .= 7(m72+ﬁ+ﬁ>7r2a(t77') mmnx m'/TCE/
L L P G . )
) O TR 22 22 7 7

e
N

/
X COS (%) cos (n) cos (%) cos (p;z >] de'dz'dr
o o o0 (.2 .2 20 I I 1
S S e (e (1) (2522) i ()]
m=1 n=1 p=1

oS (%) cos (nm) cos (%) {Sin <p7;§2) — sin <p7r}§1)} L
pr

o) 172

0o 00 <m2+n2+ )
T2 T2 Ty |TTOT
SN el dr

m=1n=1 p=1

t

X /0 [(J(T)
(3.95)

Desta forma, a solugao analitica do problema (3.77) é obtida somando-se as respectivas

integrais parciais, ou seja,

T(x,y,zt) =To

a 1 ¢
+ Em[LQ — Ll][RQ — Rl] /O q(T)dT

a 2 L m2ay, mnx . (mmLs . (mrmly
R — 2 [ —
+ i WR[RQ Ry E e L cos ( 7 ) [sm ( 7 > sin ( 7 )]
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4 N 2+ ) r2a
+g—[L2—L1]ZZe (W2+R2) tcos(”—ﬁ)cos(nw)cos(%)
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¢ (&’2+"—2+ﬁ>7r2a7
></ [q(T)e 12w R dr (3.96)
0

3.6 Autovalores

Observa-se que para a obtencao computacional de todas as solucoes apresentadas até aqui
é necessario a obtencao dos respectivos autovalores, quaisquer que sejam os exemplos 1D, 2D
ou 3D.

Felizmente, nota-se, porém, que para a obtencao dos autovalores apenas problemas uni-
dimensionais precisam ser considerados, pois a solugao de problemas bidimensionais e tridi-
mensionais, em coordenadas retangulares, sao obtidas a partir do produto das Funcoes de
Green para cada direcao.

Assim, sem perda de generalidade é suficiente o calculo dos autovalores para os problemas
unidimensionais que possuam as possiveis combinacgoes de condicao de contorno: do primeiro
(temperatura prescrita), segundo (fluxo prescrito) e terceiro tipo (condigdo de convec¢ao).

Esta secao dedica-se a obtencao de todos os possiveis autovalores presentes em um pro-
blema unidimensional, ou seja, problemas X11, X12, X13, X22, X23 e X33.

3.6.1 Autovalores para problemas do tipo X11, X12 ou X21, X22

Em problemas homogéneos do tipo X 11, ou seja onde a condicao de contorno é de tem-
peratura igual a zero em todas as faces ou X22 onde a condicao ¢ de isolamento em todas as
superficies, os autovalores sdo obtidos aplicando-se diretamente as condigoes de contorno na
equagao de Sturm-Liouville (OZISIK, 1993). Nestes casos, obtém-se como condigao de solugao

nao trivial que cos(a,,) = 0 e portanto os autovalores sdo determinados por
Qp =mn  m=12_.. (3.97)

Deve-se observar ainda que para o caso X22, a = 0 também representa um autovalor.

Para problemas homogéneos mistos como X12 ou X21 a aplicacao das condigoes de

contorno homogéneas resultam na imposicao de sin(a,,) = 0, o que implica também na
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obtencao direta dos autovalores

™

Q= (2m — 1) 5 m=1,2 (3.98)

3.6.2 Autovalores para problemas do tipo X13 ou X31, X23 ou X32,
X33

Embora o procedimento para a obtencao dos autovalores para problemas envolvendo
convecgao ou seja X 13, X23 ou X33 seja o mesmo, a aplicacao das condigoes de contorno
homogéneas no problema de Sturm-Liouville ndao é suficiente para suas obtencoes. O pro-
blema adicional se deve a caracteristica transcendental das respectivas equacoes, ou seja,

para problemas do tipo X13 ou X 31, os autovalores «,, sao obtidos resolvendo-se a equacao

transcendental
am, cota,, = —B onde B= h?L (3.99)
Para problemas do tipo X23 ou X 32 obtém-se os autovalores resolvendo
am tan oy, = B B = % (3.100)
E para o caso de conveccao em ambas as faces, X33, resolvendo a equagao
tan oy, = % B, = thL e B, = hQTL (3.101)

As solugdes das equagbes dadas pelas Eqs.(3.99)-(3.101) podem ser obtidas aplicando-
se varios métodos matematicos, Neste sentido Ozigik (1993) sugere varias técnicas cldssicas
como o método como Método de Newton-Raphson, Bisseccao e Secante. Na verdade qualquer
um destes métodos sao suficientes para obtencao das raizes destas equagoes. Entretanto um
cuidado especial deve ser tomado em relacao a obtencao de todas as raizes. Observa-se como
os métodos sao iterativos, corre-se algum risco de se perder o primeiro autovalor dependendo
das caracteristicas fisicas e geométricas do problema e do primeiro autovalor estimado.

Beck et al. (1992) e Haji-Sheik & Beck (2000) apresentam solugoes para a equacao trans-
cendental baseadas em aproximacoes assintoticas que evitam estes problemas.

Para um melhor entendimento do comportamento destas raizes é importante a visualiza-
cao de suas representacoes graficas, conforme apresenta-se na Fig.3.12.

A Figura 3.12 apresenta o comportamento das raizes da Eq.(3.100) onde a interseccao
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A
(1:1;11;/2/7[ (I’vz / ('13 >

| —B=01 —B=10 —B=10 —B=100 |

Figura 3.12: Representagao grafica dos autovalores, Eq.(3.100)

B

das curvas Z = tana e Z = Z> representam os autovalores da equagao.
m

Observando-se a Fig.3.12 conclui-se que se B — 0, ou seja, se h — 0, os autovalores
tendem a «,, — mm, que representam os autovalores obtidos para o caso de superficies
isoladas (Eq.(3.97)).

Neste trabalho optou-se pelo uso das aproximagoes sugeridas por Beck et al. (1992) para
0s casos X23 ou X 32, devido a facilidade de implementacao, seguranca e precisao no céalculo

destas raizes.

A aproximagao proposta por Beck et al. (1992), com erro de 0,08% para os casos X23 ou
X 32 sao dados por

Para0 < B <2

b~ ?)i—BB (1 - 4—15 (3‘1—33)2> 5 (3.102)
Para m > 2 e B pequeno
ﬁmz% 23+3+3{1+%F] (3.103)
Para m > 1 e B grande, isto, ¢ B > 2
B B 2
i (2273 Ji?)g) 12(B + 1) EEQ[T(Zm 1—)71T])7r]2 2B —1) (3.104)
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Para validacao dessas aproximacoes foram implementadas também calculos usando pa-
cotes matematicos para solucao de raizes transcendentais como o descrito pela fungao FZERO
do MATLAB(©).

As Tabelas 3.2, 3.3 e 3.4 apresentam comparagoes entre os autovalores obtidos para os
casos X 23 usando-se as aproximagoes de Beck et al. (1992), de Haji-Sheik & Beck (2000) e
da funcao FZERO do MATLAB(@©.

Os resultados apresentam um residuo na nona casa decimal o que garante o uso da
aproximacao de Beck et al. (1992) neste trabalho e da fun¢do FZERO para os casos X13 e
X33.
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Capitulo 4

Representacao grafica, validacao fisica e

comparacoes

Neste capitulo apresentam-se as representagoes graficas dos casos particulares 1D, 2D e
3D descritos no capitulo 3 relativos aos problemas X22, X23 e X33, X22Y 33 e X22Y22722.
Tais modelos sao essenciais para as analises dos processos fisicos a partir das solucoes anali-
ticas computacionais. Apresenta-se a validacao das solugoes a partir da comparacao com
outras funcoes, avaliando-se as condicoes de contorno além da comparacao com solugoes nu-
méricas. Observa-se ainda que tais representacoes graficas sao também uma contribuigao ao

entendimento da conducao de calor analitica em so6lidos.

4.1 Problemas térmicos 1D-transientes: X22, X23 e X33

As solucoes para os casos particulares, 1D, mostrados nas se¢des anteriores e representados
pelas Fig. 4.1 podem ser comparadas entre si, nas posi¢oes T1 = T(x)|z=0, T2 = T(x)|x:% e
T3 = T(x)|y=r, fazendo-se o coeficiente de conveccao h — 0.

As solugoes para estes dois problemas, X22 e X23, reescritas pelas Eqs. (4.1) e (4.2),

respectivamente, para possibilitar uma melhor analise, sao apresentadas na Fig.4.1.
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-------------- Vthx
I T, T — 1, T
q(t) —> o qt) —P¢———eo—¢—>Xx
e —
—_— —_—
_ e _ e
> i
x=0 x=L X=O x=L
Figura 4.1: Casos 1D - X22 e X23
T(x,t) = T, +qoz 1t+q2§:cos(mgm) qgi (mﬂx> (1) ot (1)
x,t) = ——t+ = — == cos .
’ Tk L kL mey? kL L /) (wr)?
m L m L
e
> /87271+B2 X 1 _52 Oét/L2
T(aot) = 2T = To) 32 1" cos ) ) )
(4.2)
7~~~ [(%+ B? PPN Bt
+2Lz;m%<ﬁmz>z Lme | s

Observa-se na Fig.4.1 que mesmo possuindo fungoes de Green completamente diferentes a
distribuicao de temperatura T'(x,t) do problema exposto & conveccao tende & mesma solucao

do problema cuja superficie é isolada quando o coeficiente de conveccao h tende a zero.

Para uma melhor visualizacao apresenta-se o desvio entre as temperaturas em trés posicoes
(Fig.4.1) na Fig.4.3. Observa-se ainda, que neste caso, o maior desvio situa-se proximo ao
instante inicial, ¢ = 0, com o seu valor maximo proximo a 0,008% o que indica a consisténcia

fisica entre as solucoes.

Por sua vez, a comprovagao computacional da temperatura para o problema (4.1) é apre-
sentado na Tabela 4.1 comparando-se os resultados com solucoes disponiveis na literatura
(BECK et al., 1992).

Analogamente, as solugbes sao comparadas nas posicoes © = 0, x = % e x = L (Fig.4.1).
Ainda nesta comparagao sao fixados os valores das variaveis ¢(t) = 10° [W/m?], L = 0.01[m],
a=3.95x107%[m?/s], k = 14.9 [W/mK], h = 0.001 [W/m?K], T, = 30[°C] e Ty, = 10[°C].

Observa-se, neste caso, que a solucao disponivel na literatura para comparacao encontra-se
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em forma adimensional definidas por

T—To _Oét

T =
qL/k

(4.3)

Pode-se observar, ainda, a perfeita concordancia entre os resultados. A pequena dispersao

se deve aos valores de t* nao serem exatamente os termos de ¢t+*;

A Figura 4.6 apresenta fisicamente o efeito do coeficiente de convecgao (h = 1000[W/m?K])
na temperatura para as trés posi¢oes observadas. Observa-se que enquanto o problema (4.1)
nao admite solucao em regime permanente o efeito convectivo é observado na diminuicao dos

niveis de temperatura e no alcance do regime permanente nestas temperaturas.

400 \ \ \ \

— — — X273 BN
O O OX23:T1 <& D
+ o+ X232 o
O O Ox23:T3 & |

300 —

200 —

Temperatura [°C]

100 —

N |

0 \ \ \ \

0 20 40 60 80 100
Tempo [s]

Figura 4.2: Comparacao entre os casos X22 e X23, quando h = 0.001 [W/m?*K]

Concluindo a analise dos problemas unidimensionais apresenta-se na Fig.4.6 as tempera-
turas calculadas para o problema X33 (Fig.4.5 ¢ Eq.(4.4)) em x = L/2 usando 0s mesmos
dados fisicos e geométricos do problema X23 acrescentando os coeficientes de convecgao
hy =10 [W/m?K] e hy = 20 [W/m*K].
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Figura 4.3: Erro entre casos X22 e X23, quando h = 0.001 [W/m?*K]

T(z,t) =2(To — To) i g Pmat/L? {Bm cos (%) + B sin (BLL‘W)}

m=1
(4.4)

B{L

+ By {Lsinﬁm - =

m

1
(82, + BY) [1 + #ﬁ]gg]

X (cos(Bm) — 1)} + T

Como esperado, a medida que o tempo evolui a temperatura em x = L/2. Assim com

todas as outras tendem a temperatura de equilibrio representada por T, = 10°C
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Figura 4.4: X23, quando h = 1000 [W/m?*K]

Tabela 4.1: Validagao do problema X23

1000

69

t+

71

12

T3

71"

172"

T3*

Tl -1T1*

T2 -T2

T3 -13"

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

0,356824
0,505163
0,622839
0,729421
0,831874
0,932788
1,033129
1,133256
1,233303
1,333321

0,059431
0,158472
0,258454
0,358453
0,458453
0,558453
0,658453
0,758453
0,858453
0,958453

0,007885
0,061464
0,143824
0,237244
0,334791
0,433877
0,533536
0,633409
0,733361
0,833344

0,356826
0,505165
0,622842
0,729423
0,831876
0,932790
1,033131
1,133258
1,233305
1,333323

0,059311
0,158352
0,258334
0,358333
0,458333
0,558333
0,658333
0,758333
0,858333
0,958333

0,007885
0,061464
0,143824
0,237244
0,334791
0,433877
0,533536
0,633409
0,733361
0,833344

-0,000002
-0,000002
-0,000003
-0,000002
-0,000002
-0,000002
-0,000002
-0,000002
-0,000002

-0,000002

0,000120
0,000120
0,000120
0,000120
0,000120
0,000120
0,000120
0,000120
0,000120
0,000120

0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000
0,000000

) (BECK et al., 1992)
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Figura 4.5: Problema X33
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Figura 4.6: X33, em z = L/2, quando hy = 10 [W/m?K] e hy = 20 [W/m*K]
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4.2 Problema térmico 2D-transiente: X22Y 33

Analisa-se nesta secdo o problema bidimensional X22Y 33 mostrado esquematicamente
na Fig.4.7.

Observa-se na Fig.4.8 que a solu¢do do problema (Eq.(4.5)) produz efeito em ambas as

direcoes devido a influéncia dos coeficientes de calor h; e hs.

Observa-se ainda que como h; = hy o perfil de temperatura deve ser absolutamente
simétrico em relagdo a uma linha ortogonal que divide a altura W (dire¢ao y) ao meio. Esta

simetria é melhor verificada na Fig.4.9.

A verificagao fisica da solugao de X22Y 33 expressa pela Eq.(4.5)

T(z,y,t) =
_g2atyw? | PnCOS (52) + Bisin (522) : b
2Ty Z e {sm (Bn) — = (cos (B,) — 1)]
= (82 + B [1+ 5253] + By fn

s () = 5 (cos (3,) ~ 1)

n

L 020 i <1 - eﬁzat/w] By cos (22 + By sin (222)
Lk i\ B/ ] {52+ B [14 525 + B

(%% 4+ 28 Y

4 1 — —(F+35)a
TS ) o) L=tk PAYAES

m=1 n=1 L2+W2)a

3, cos (B”y) + By sin (ﬂw )

(32 + BY) [1+ 525 + B

s () = 2 (eos(5) - )

Bn
(4.5)

pode se dar através da reducao do problema bidimensional, sob certas condigoes, a dois

problemas unidimensionais distintos, descritos a seguir.

Observa-se que se hy e hy forem muito pequenos o problema X22Y 33 adquire caracteris-
ticas unidimensionais uma vez que o calor aplicado em x = 0 sera forcado a ser conduzido
apenas na direcao x. Outro problema unidimensional oriundo do problema térmico X22Y 33

¢ aquele cujo fluxo de calor imposto for muito pequeno ou igual a zero. Neste caso somente
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havera gradiente de temperatura na diregao y.

Yy T, Ty
_y=w 2 } """""" y=W
. 2
a) g ¢ Ti q(0 T.¢
. .
) 2
0 (F=T "y=0

hlVTY

Figura 4.7: Problema bidimensional X22Y 33 também representado por reducoes fisicas uni-
dimensionais

face exposta ao

250
fluxo de calor ™

245

240
235 face isolada

230

Temperatura [°C]

Figura 4.8: X22Y33, quando h; = 100 [W/m?K] e hy = 100 [W/m?K]| (Dados fisicos e
geométricos similares aos problemas X22 e Y33)

Analogamente ao caso anterior faz-se uma comparacao entre as temperaturas do problema,
bidimensional com as respectivas solu¢oes unidimensionais X33 e Y33, considerando i) hy =

hy = 0; e ii) ¢ = 0, respectivamente. Os resultados sao apresentados nas Figuras 4.10-4.12.

A figura 4.11 mostra o erro obtido para cada uma das posigoes Ti(z = 0) = 0, To(z =
L)2)=%eTy(x=L)=L.

Como o problema 2D se reduz ao mesmo problema 1D, observa-se uma perfeita concor-

dancia entre os resultados para a evolucao de temperatura nas trés posicoes. O residuo
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face exposta ao
meio convectivo

face exposta ao g face isolada
fluxo de calor /

\

» X

face exposta ao
meio convectivo

Figura 4.9: Linhas isotérmicas do problema X22Y 33, quando h; = hy = 100 [W/m?*K]

maximo obtido é de 0,08°C' para a temperatura 75.

O efeito do fluxo de calor igual a zero com a conseqiiente redugao a um problema unidi-
mensional na direcao x é mostrado na Fig.4.12.

Como o problema 1D reduzido é equivalente ao caso Y 33 apresenta-se, na Fig.4.13, uma
comparagao para temperaturas calculadas em y = W /2. Neste caso, ndo se observa nenhum
desvio entre as solucoes X22Y33 e Y33. Esta concordancia perfeita se deve a obtencao

das mesmas expressoes matematicas quando se aplica ¢ = 0. Ou seja, Eq.(4.5) se reduz a
Eq.(4.4).
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Figura 4.11: Residuo entre solugoes X 22 e X22Y 33, considerando hy = hy = 0.0001[W/m*K]
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4.3 Problema térmico 3D-transiente X22Y 22722

Os resultados obtidos durante o desenvolvimento do modelo térmico tridimensional
X22Y22722, descrito pela Eq.(3.96) apresentada na secao 3.5.2, sdo apresentados. Compa-
racoes com solugoes analiticas ja estabelecidas para problemas mais simples sao apresentadas
como forma de assegurar a precisao da solucao analitica obtida. Uma comparacao com a so-
lugao numérica do problema em questao, assim como o resultado de sua aplicacao na técnica
de estimativas de propriedades térmicas sao apresentadas no Capitulo 5.

A solugdo apresentada pela Eq.(3.96) comporta um problema particular cuja area de
aquecimento pode ser representada por toda a superficie superior. Neste caso, a literatura
dispoe de valores ja consolidados (WALKER; BECK, 2008). Analogamente aos casos testes
simulados sao usados os mesmos parametros fisicos geométricos com a adicdo da terceira
dimensao R = L = W = 1072 [m]. A Figura 4.14 representa esquematicamente o posicio-
namento das posicoes usadas para a comparacao das temperaturas. Enquanto os resultados

sao apresentados na Tab.5.2 e Fig.4.3.

qt) Y [] fluxo de calor
‘ ‘ ‘ [ ] superficie isolada
L1227
oTl,
@
AP
o7, ol
\ __________________________________________ -;-.,
z=R ~_ | @ T
P — > X
X:y:z:O T4 X= |_

Figura 4.14: Posicoes das temperaturas usadas para comparacao entre as solucoes analiticas
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Figura 4.15: Residuo entre as solucoes analiticas obtidas neste trabalho e na literatura Walker
& Beck (2008)

Observando-se a Tabela 5.2 e a Fig.4.3 obtém-se resultados com desvios inferiores a
0,00015°C" o que comprova a precisao do calculo computacional da temperatura do problema

X22Y 22722 a ser usado para estimativas de parametros no proximo Capitulo.



Capitulo 5

Uso de Solucoes Analiticas em

Problemas Inversos

5.1 Introducao

Como ja mencionado, uma das motivacoes deste trabalho refere-se a aplicacao de solu-
coes analiticas no desenvolvimento de técnicas de problemas inversos voltados a aplicacao
de problemas térmicos. Neste capitulo, a atencao é voltada a aplicacao em técnicas experi-
mentais para a obtencao de propriedades térmicas e para as estimativas de fluxo de calor em

problemas inversos de conducao de calor.

Observa-se que neste caso, os algoritmos inversos usualmente necessitam do célculo do
problema direto varias vezes. O uso de solucoes analiticas, neste caso, contribui nao s6 para
o aumento da precisao destas técnicas, mas também para a reducao drastica de seu gasto

computacional.

Uma aplicacao tipica destas solugoes é a incorporacao de solucoes analiticas ao software
DPT, cédigo de otimizacgao para a Determinacao de Propriedades Térmicas de amostras
solidas de geometria retangular, que utiliza o método de aquecimento parcial desenvolvido

por Borges, Lima e Silva & Guimaraes, (2006).

Outra aplicagao, refere-se ao uso direto de uma solugao analitica de um modelo 2D tran-
siente contribuindo para o desenvolvimento de uma técnica inversa baseada em observadores
dinamicos. A solucao analitica, neste caso, contribui para o aumento da robustez e da pre-

cisao da técnica.

79
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5.2 Uso de Funcoes de Green na Obtencao de Proprie-

dades Térmicas de Materiais Condutores

A técnica desenvolvida por Borges, Lima e Silva & Guimaraes (2006) ¢ bastante robusta
e competitiva gracas principalmente & capacidade de adaptacao e solugao de modelos tér-
micos mais complexos. Por exemplo um modelo tridimensional transiente e com condigoes
de contorno transientes como fluxo de calor imposto variando com o tempo e o espaco. A
possibilidade de incorporacao de solucoes analiticas e exatas com estas caracteristicas térmi-
cas representa uma grande contribuicao para a diminuigao efetiva do tempo computacional
gasto, para a estabilidade numérica e para estimativas mais precisas sem, contudo onerar o

projeto experimental.

5.2.1 Descricao da técnica experimental para obtencao da difusivi-

dade e condutividade térmica

O principio bésico do procedimento é dividido em cinco passos distintos: i) desenvolvi-
mento de um aparato experimental que permite a imposicao do fluxo de calor em uma parte
da amostra enquanto as superficies remanescentes permanecem isoladas do meio; ii) obtencao
de um modelo térmico deste aparato; iii) obtengao de uma grandeza proporcional ao fluxo
de calor imposto na amostra, ¢*(¢), usando o método seqiiencial com fungao especificada
(BECK; BLACKWELL; ST. CLAIR, 1995); iv) obtencao da difusividade térmica; v) comparagao
entre a taxa de calor total fornecida pelo elemento de aquecimento e a grandeza proporcional
ao fluxo de calor imposto na amostra durante o ciclo de liga/desliga de aquecimento e a

consequente obtencao da condutividade térmica.

5.2.1.1 Montagem experimental

Observa-se que as condigoes de contorno presentes no modelo tedrico devem ser garantidas
experimentalmente. Isto significa que a condicao de isolamento em todas as superficies que
nao estao em contato (amostra e aquecedor) deve ser alcancada para que a técnica obtenha
sucesso. Uma forma eficiente de se obter isolamento experimental do ponto de vista de perdas
de calor por convecgao é a obtencao de um ambiente exposto a vacuo. A Figura 5.1 apresenta
um aparato experimental que é constituido basicamente de um forno a vicuo que proporciona
a0 conjunto aquecedor e amostra um ambiente sem troca de calor por conveccao. O sistema

de aquisicao de dados é comandado por computador.
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a)

Vacuo

elemento aquecedor

~M
i

amostra

Vacuo

b)

Figura 5.1: a) Aparato experimental. b) Esquema de montagem do elemento aquecedor
resistivo em parte da amostra
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5.2.1.2 Modelo térmico

O problema térmico proposto a ser reproduzido experimentalmente é dado por uma amos-
tra inicialmente a uma temperatura uniforme 7. A amostra é entao submetida a um fluxo de
calor [%] enquanto todas as outras superficies mantém-se isoladas. A Figura 5.2 apresenta

o modelo térmico.

y [ fluxo de calor
T q(t) [ superficie isolada
T, T, y=W|]
d AAR AR AR 4
e A A A v
—>X
x=L
z z=R

Figura 5.2: Modelo térmico equivalente tridimensional transiente

5.2.1.3 Problema inverso: obtengao do fluxo de calor adimensional ¢(t)

Varias técnicas de problemas inversos podem ser usadas para a estimativa do fluxo de calor
imposto. A grande dificuldade, no entanto, reside no fato em que as propriedades térmicas
da amostra sao também desconhecidas. Neste caso, a técnica proposta por Borges, Lima
e Silva & Guimaraes (2006) propde a adimensionaliza¢do do problema térmico e a obtengao
do fluxo de calor ¢*, proporcional ao fluxo realmente imposto, ¢(t). Posteriormente, o fluxo
de calor, ¢(t), real é entao identificado. Este trabalho usa o método sequencial baseado em
fungao especificada descrita por Beck, Blackwell & St. Clair (1995) para a estimativa desse

fluxo.

Na literatura, uma variedade de aproximacoes analiticas e numéricas sao propostas para
a solucdo dos problemas inversos em conducao de calor. Beck, Blackwell & St. Clair (1995)
desenvolveram o método da funcao especificada sequencial, que é até hoje uma das técnicas
de solucao de problemas inversos mais usada. A técnica consiste na minimizacao sucessiva
do erro quadratico entre temperaturas calculadas e medidas para apenas o tempo atual e

alguns passos de tempo futuros, ou seja, na minimizacao de

S = Z (T(tarsior) = Y (targior)) (5.1)
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onde T' e Y sao as temperaturas tedricas e medidas experimentalmente, respectivamente,
num ponto qualquer da amostra (nesse caso, como indicado na Figura 5.2). A minimizacao
se faz em relagao a fluxo de calor ¢”(i) que se deseja estimar.

O procedimento seqiiencial pode ser resumido nos seguintes passos

1. Uma forma funcional para ¢(t) é assumida para tempos tari1, tare2, tar43, - Earar—1

sendo que para t < tj;41 o fluxo de calor é conhecido;
2. A minimizacao de uma funcao erro quadratico é usada para esses tempos;
3. Componentes de fluxos de calor sao estimados para a forma funcional assumida;
4. Somente a primeira componente q; € retida;

5. M é aumentado em um passo e o procedimento é repetido.

Uma vez que a estimagdo se da para cada tempo discreto (i), pode-se representar o valor
q(t) por qur, onde M representa o tempo (i) com i =1,2,3,...., M, M +1, M +2,..., N sendo
N o namero total de tempos de medigao Beck, Blackwell & St. Clair (1995). A Figura 5.3a
representa a discretizacao da histéria do fluxo de calor imposto a ser estimado enquanto a Fig.
5.3b representa a discretizacao do fluxo de calor com r tempos futuros onde as componentes
qn, qva1, QMa2, - urer—1 Sa0 feitas constantes temporariamente.

Assim derivando a Equacao (5.1) em relagdo a ¢y obtém-se a equagio de recorréncia para

gy como sendo

" 2
qm = Z K; (YM+i—l - T;\kd—i-i—l‘qM:m: ) (5.2a)

=1

com

K — 9 (5.2b)

onde

_ 9T,
dq;

Qbi—j 1> ] e Qbi—j =0 1< ] (52C)

j—1
sendo A¢; = Z A¢; e T as temperaturas tedricas calculadas a partir do conhecimento de

q comi < M+i—1.
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Figura 5.3: Fluxo de calor imposto em uma amostra: a) forma arbitraria; b) constante para
r-1 tempos futuros

O método seqiiencial seré aplicado na solugao do problema inverso proposto diretamente,
nao sendo proposta nenhuma alteracao. A principio é aplicado para a estimativa de propor-
cional ao fluxo de calor ¢(t) (Figura 5.2), cuja definigao é dada por

q+(t) _ Q(t) Ereg (5'3)

k Qref
onde ke e gref sao valores de referéncia para a condutividade térmica e densidade de fluxo
de calor, respectivamente, podendo assumir, a priori, qualquer valor como, por exemplo, o
valor unitéario.

A solucao do problema direto adimensional é descrita e apresentada na proxima secao.

5.2.1.4 Obtencao da difusividade térmica, o

Para a obtencao da difusividade térmica escolheu-se um sistema dinamico, equivalente
ao modelo térmico apresentado na Fig. 5.2. O sistema tem a caracteristica de uma entrada
cujo sinal, X(t), é dado pelo fluxo de calor adimensional, X (t) = ¢ (¢) , e por uma saida,
representada pela diferenca de temperatura entre duas posiges distintas na amostra, Y (t) =
01(t) — 02(t), onde 0 ¢ definido como T — Tj.
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A resposta em freqiiéncia, H(f), deste sistema pode entdo ser definida por

01(f) — 02(2)

H(f)= 5.4
(f) o) (5.4)
E seu fator de fase, ¢, pode entao ser calculado como
SH (f))
= arctan 9.9
’ (#7 5:9)

onde SH(f) e RH(f) sdo a parte imaginaria e real de H(f), respectivamente.

Guimaraes, Philippi & Thery (1995) observaram que o atraso entre o fluxo de calor e a
diferenca entre as respostas das temperaturas, ou seja, o fator de fase, ¢ , ¢ uma funcao ex-
clusiva da difusividade térmica. Este fato representa a base do procedimento para a obtencao
da difusividade térmica através da minimizacao de uma fung¢ao objetivo baseada na diferenca

entre os valores calculados e experimentais de ¢. Esta funcao pode, entao, ser escrita por:

Nf

Sp =) (pe(i) — (i) (5.6)

=1

onde ¢, e ¢ sao os valores experimentais e calculados do fator de fase de H(f), respecti-
vamente. Os valores de « serdo entdo os valores que minimizam a Eq.(5.5), sendo aplicado

neste caso o método da se¢ao durea com aproximagao polinomial (VANDERPLAATS, 1984).

5.2.1.5 Obtencao simultanea do fluxo de calor, ¢(¢) e da condutividade térmica,
k

Uma vez determinado a difusividade térmica e a taxa de calor adimensional ¢*(t), resta, a
obtengao fluxo de calor absorvido pela superficie, ¢(t) e da condutividade térmica da amostra,
k.

O principio consiste na aplicacao de um fluxo de calor, fornecido por efeito Joule de um
elemento resistivo diretamente colado a superficie da amostra de interesse. Para que todo
o calor gerado pelo elemento seja totalmente imposto a amostra, exige-se que o ambiente
esteja evacuado. Desta forma o calor total fornecido a amostra pode ser obtido simplesmente
multiplicando-se a tensao pela corrente imposta na resisténcia elétrica.

Conclui-se que o fluxo de calor serd totalmente absorvido pela superficie somente depois
de decorrido um determinado tempo t;. Ou seja, se P(t) representa a poténcia por unidade
de area do aquecedor [%] dissipada pelo elemento resistivo e ¢(t) representa o fluxo de calor

efetivamente entregue & amostra entao, aplicando-se o principio da conservacao da energia
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ap6s um determinado tempo, t¢, pode-se escrever:

/ 7 o) Adt — / TV (5.7)

onde V(t) e I(t) representam a tensdo e a corrente imposta no aquecedor elétrico resistivo.

Mas da definigdo dada pela Eq. (5.3) pode-se obter a condutividade térmica k, como

k= /Otf V(t)I(t) {qr—ef /Otf q+(t)dt] dt (5.8)

k:ref

5.2.1.6 Problema direto

Observa-se que o procedimento usado para a obtencao final das propriedades envolve
dois problemas de otimizag¢ao (Problema inverso) que sdo definidos pela obtengao de ¢*(t)
e de « através da minimizagdo da Eq.(5.2) e Eq.(5.6) respectivamente. Ambas estimativas
envolvem, por sua vez, a avaliacdo das temperaturas calculadas pelo modelo térmico, 71 (t) e
Ty(t) e que representam na realidade a solu¢do do problema direto.

Assim, do ponto de vista da aplicacao da técnica experimental proposta por Borges, Lima
e Silva & Guimaraes (2006) nao existe nenhuma imposi¢do quanto a escolha entre método
de solucao do problema direto. Ou seja, pode-se usar, sem perda de generalidade, qualquer
método numérico como volumes finitos ou elementos finitos, ou também, se possivel solugoes
analiticas. Como ja mencionado, este trabalho propoe a incorporacao de solugoes analiticas
na técnica experimental de determinacao da condutividade térmica e difusividade térmica
usando o método de aquecimento de parte da superficie sem transdutor de fluxo de calor
proposto por Borges, Lima e Silva & Guimaraes (2006) diminuindo o custo computacional e
aumentando a precisao nos calculos numéricos.

Descreve-se a seguir, o modelo térmico, representado pela Fig. 5.2 e a obtencao de sua

solucao analitica usando-se Func¢oes de Green.

5.2.2 Solucao exata do modelo térmico usando funcoes de Green

O problema térmico proposto a ser reproduzido experimentalmente é dado por uma amos-
tra inicialmente a uma temperatura uniforme Tj, Fig. 5.2. A amostra é entdo submetida a

um fluxo de calor [%] enquanto todas as outras superficies mantém-se isoladas.

0?0 N 0?0 N o0 o
ou v ow  Ou

(5.9a)
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Na regiao A e ut > 0, sujeita as condi¢oes de contorno:

oV L Ly, R R
—%UZW:qJF(t) na regiao Ai: fl <u< f e El Swgﬁz (5.9b)
oV
— =0 emA-—-A4 (5.9¢)
ov |, _w
g0 _ o9 _ 90 _ o9\ _ 99} _, (5.9d)
oul,_g Oul,_, Ov|,_, Ow|,_o OW|,_w
e a condicao inicial,
PHu,v,w,0) =0 (5.9¢)

sendo que A é definido por (0 <u < 1,0 <w < 1) e Ay é a regido onde o fluxo de calor é

aplicado. Nas Equagoes (5.9) os grupos adimensionais sao definidos como:

Oéreft' T(l‘7 Y, z, t) - TO + C](t) kref
n= W2 ; ﬁ(u,v,w“u) = q]:efL q = Tqr—ef (510b)
ref

Observa-se que as Egs.(5.9) representam um problema direto de condugao de calor desde
que a funcao densidade de fluxo de calor adimensional ¢* seja especificada. Por sua vez,
o problema inverso é estabelecido quando este valor é desconhecido. As véarias técnicas de
solucao de problemas inversos ou problemas de otimizacao tém como procedimento a avaliacao
de problemas diretos, varias vezes, sempre a partir de valores estimados ou calculados das
densidades de fluxo de calor em um processo iterativo. Assim, a solu¢ao do problema direto
dados pelas Eqs.(5.9) pode ser obtida diretamente da solu¢ao do problema (3.77) descrito no

Capitulo 3 considerando-se um fluxo de calor transiente, ¢*, qualquer, porém conhecido.

Neste caso, uma vez conhecido ¢+ as evolugoes das temperaturas Ty (xq,y1, 21,1) €

Ty (g, Y2, 22,t) sdo prontamente obtidas avaliando-se as integrais envolvidas na Eq.(3.78).
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5.2.3 Analise e discussao de resultados

5.2.3.1 Obtencao de propriedades térmicas de uma amostra de ferro fundido

usando DPT e solugoes analiticas

Apresenta-se a seguir uma comparacao entre resultados obtidos numericamente e analiti-
camente usando o algoritmo de estimagao DPT. Como as temperaturas calculadas represen-
tam a solucao do problema direto, para essa comparacao sao usados o fluxo de calor estimado
no tltimo passo do algoritmo de Borges, Lima e Silva & Guimardes (2006). O teste experi-
mental analisado é representado por uma amostra de ferro fundido com largura de 65 [mm]
e dimensoes laterais 80,5 [mm] x 80 [mm] com temperatura inicial 30°C' é submetida a um
fluxo de calor unidirecional e uniforme. A taxa total de fluxo é fornecida por aquecedor de
resisténcia elétrica de 318 €2, revestido por uma borracha de silicone, com dimensoes laterais
de 50 x 50 [mm] e de espessura 0,3 [mm].

A Figura 5.4 apresenta os fluxos estimados a partir das solu¢des numeéricas e analiticas e

a Figura 5.5 os respectivos residuos.

‘ \
— Analitico
20000 — & Numérico| |

N
£

S i
S
©
()

o 10000 —
o
o
X
=)

u- —

0 <

\ \ \ \

0 100 200 300 400
Tempo [s]

Figura 5.4: Fluxo de calor estimado analitica e numericamente para uma amostra de ferro
fundido

Observa-se a boa concordancia entre elas, verificando-se um desvio méaximo entre os fluxos
estimados em 3% (Fig.5.5). Na Figura 5.6 apresenta-se o célculo da temperatura final,

usando-se os dois métodos, a partir do respectivo fluxo estimado. Observa-se neste caso um
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Figura 5.5: Residuo entre os fluxos estimados analiticamente e numericamente pelo DPT

desvio méaximo de 0,12K (0.4%) que inclui ndo s6 efeitos da dispersdo numérica, mas também
a influéncia de cada fluxo na solugao (Figs.5.4-5.5).

Neste caso, a grande contribuicdo, pode entao ser verificada no tempo computacional
gasto usando-se a solucao analitica, apresentada na Tabela 5.1. Observa-se, inicialmente que
o desvio nas temperaturas e no fluxo de calor foram responséveis por valores estimados para
a condutividade e difusividade térmica, com um desvio de 1,7% e 2,6% respectivamente.
Entretanto, a diferenca entre os tempos computacionais obtidos nas estimativas para os dois
procedimentos ¢ da ordem de 7600 %. Observa-se que as propriedades térmicas sdo esti-
madas com o procedimento padrao (numérico) com um tempo computacional gasto de 6,4
horas. Uma vez implementada a solucao analitica o tempo total gasto cai para 5 minu-
tos. Este tempo corresponde a todos os procedimentos intermediarios para a obtencao das

propriedades, incluindo o processo de iterativo de otimizacao.

Tabela 5.1: Comparacao entre valores estimados e tempo computacional gasto usando-se o
DPT com as solugoes numéricas e analiticas

Solugao |Difusividade térmica [m?/s||Condutividade térmica [W/mK]||  Tempo |[s]
Analitica | 1.13 x 107° 4+ 0.023 x 107° 42.59 £ 0.51 305.00s (0.085h)
Numérica| 1.10 x 107> £0.017 x 107° 43.32 £0.39 23040.00s (6.4h)
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Figura 5.6: Temperaturas calculadas analitica e numericamente para uma amostra de ferro
fundido a partir dos respectivos fluxo de calor estimados e apresentados na Fig.5.4
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Figura 5.7: Residuos ente as temperaturas calculadas analitica e numericamente para uma
amostra de ferro fundido a partir dos respectivos fluxo de calor estimados e apresentados na
Fig.5.4
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5.3 Uso de Solucoes Analiticas no Método de Observa-

dores Dinamicos Baseados em Funcoes de Green

Em muitos casos de engenharia, a solugao do problema direto pode ser complexa, uma vez
que alguns parametros do processo necesséarios a solucao podem ser de dificil identificacao.
Neste caso, o uso de técnicas de problemas inversos surgem como alternativa.

Os problemas inversos possuem aplicagoes relevantes em varias areas de atuacao humana,
com especial destaque para engenharia e medicina, podendo ser aplicados sob diversas formas.
A principal caracteristica deste tipo de abordagem é a obtencao da solucao do problema fisico
de maneira indireta, como por exemplo, a determinagao de campos térmicos em superficies
sem acesso. O problema é entao resolvido a partir de informacoes oriundas de sensores
localizados em pontos acessiveis. Descreve-se nesta secao o uso de solucoes analiticas na
técnica de observadores dinamicos baseados em funcoes de Green desenvolvida por Sousa
(2006).

A técnica dos observadores pode ser dividida em dois passos distintos: i) obtencao da
funcao transferéncia do modelo térmico, Gy e; ii) obtengao das fungoes transferéncia G, Gy
e do algoritmo de identificagao. A funcao transferéncia, Gy, é obtida de um sistema dinamico
usando a teoria de funcoes de Green. Neste caso, a modificacao reside na obtencao analitica
da funcao transferéncia ao invés da obtencao numérica. A grande contribuicao do uso de
solugoes analiticas encontra-se na simplificacdo do procedimento inverso e na minimizacao

de erros dando maior robustez e estabilidade a técnica.

5.3.1 Descricao de Observadores Dinamicos Baseados em Funcgoes

de Green

A técnica baseada em funcoes de Green e observadores dinamicos (SOUSA, 2006) baseia-se
na obtencao da funcao transferéncia através do uso de fungoes de Green e da definicao de
sistemas dinamicos equivalentes. A aplicacao em problemas multidimensionais é imediata
e permite a abordagem indistinta de um problema térmico uni, bi ou tridimensional, desde
que as condicoes de contorno nao ativas sejam homogéneas e o fluxo de calor desconhecido
seja imposto em uma determinada regidao. A técnica inversa ainda incorpora parametros
de ajuste que variam dependendo do nivel de ruido presente nos dados experimentais. O
algoritmo interpreta o problema inverso de conducao de calor como um filtro passa-baixo das
componentes do sinal de fluxo verdadeiro, enquanto rejeita as componentes de alta freqiiéncia

evitando uma excessiva amplificacao do efeito do ruido na estimacao.
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Dentre as caracteristicas desta técnica inversa, citam-se o baixo custo operacional, sendo
robusta quanto a sensibilidade a ruidos presentes nas medicoes experimentais. Além disso, a
técnica apresenta um processo simples de implementacao e é competitiva, se comparada as
técnicas conhecidas de otimizagao do ponto de vista da obtengao de resultados Sousa (2006).
Para melhor entender o funcionamento da técnica, faz-se uso de um problema 2D de conducao

de calor, mostrado a seguir.

Seja o problema térmico bidimensional transiente descrito pela equagao da difusao de

calor,

0 90 109

— 4+ —=— 5.11
0x? + oy?  «aot (5.112)
naregiao R (0 <z < L, 0 <y < W) et >0, sujeita as condi¢oes de contorno,
00
—k — = q(t) em S; (0<y<Yy) (5.11Db)
0x|,_,
00
—k — =0 em Sy (0>Yy) (5.11c)
0x|,_o
00 00 00
- = - =0 (5.11d)
or|,_, 0Oy =0 dy =
E condicao inicial
0(x,y,0) =T(x,y,t) — To (5.11¢)

onde S é definido por (0 < x <a, 0 < z<c¢)e Xy e Zy sao os limites da regido S; onde a

taxa de calor é aplicada.

A solugao das Eqs.(5.11) pode ser dada em termos de fungao de Green como

Q ! i / / /
two) = [ [ Gty | ar (5.12)

ou ainda

T(x,y,t) = / [G;}(x,y,t/T)q(T)} dr (5.13)

=0
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onde

o Xy Yy
GH(x7y7t/T> = _/ G;}(I,y,t‘x/,y/,THy,:O dl’/dy/ (514)
0 0

k
entao aplicando-se a defini¢ao de convolucao (OZISIK, 1993), representada pelo simbolo (x), a
Eq.(5.13) para uma temperatura localizada na superficie oposta da amostra, pode ser escrita

como
T(I,y,t) = GH(x7y7t_T) *Q(T) (515)

Se ainda, o modelo térmico da Fig.5.8 puder ser representado por um sistema dinamico do
tipo entrada/saida (BLUM; MARQUARDT, 1997) entao aplicando transformada de Laplace
(OZISIK, 1993) em ambos os lados da Eq.(5.15) obtém-se

q Ty
—_— G. ——>Q<«——N
+ | +
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T .
G. Ty l+
g . T
= @, -

g

v

Figura 5.8: Diagrama de bloco de um sistema dinamico

T(z,y,s) = Gulz,y,s)q(s) (5.16)

Pode ser observado do diagrama de bloco que:

i) o fluxo de calor desconhecido ¢(s) é aplicado ao condutor (modelo térmico), G, o que

resulta em um sinal medido de temperatura 6,; que é corrompido por um ruido de medicao
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N,
0y =0+N=Gg-q+N (5.17)
ii) O valor estimado ¢ é, assim, calculado do sinal de saida 6.
Neste caso, o estimador pode ser representado em forma de uma funcao transferéncia
como

Ge

] = ————F0 5.18

Tiraa ™ (5.18)
que caracteriza o comportamento do algoritmo de solugao.

Substituindo a Eq.(5.17) na Eq.(5.18) obtém-se
G.Gy G.

§ = 5.19

1T GG T T GGy (519)
ou

q§=Goq+GyN (5.20)
onde

G.Gy Go G.
G — Gy = —% —__~¢ 5.21
CT14GGr TN TGy 1+G.Ga 21

A funcao transferéncia G é escolhida ter um comportamento de um filtro Chebychev

tipo I cuja magnitude da resposta em freqiiéncia assume a forma

kcheb
Go(s) = 5.22
Q( ) (S - Scheb,l)(s - Scheb,Q)---(s - Scheb,nQ) ( )

Por sua vez a funcdo Gy é identificada pela Eq.(5.13) desde que G seja entao obtida.

Assim, da Eq.(5.18) resulta o algoritmo de estimativa de q como sendo
q(s) = Gn(s)0u(s) (5.23)
ou no dominio da freqiiéncia

q(jw) = Gy (jw)Ou (jw) (5.24)
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Observa-se da Eq.(5.24) que se o algoritmo estima o fluxo de calor corretamente, Gg
deve ser igual a unidade, G = 1, e a freqiiéncia w permanece dentro da banda de anélise.
Neste caso, a fungao transferéncia Gy ¢ igual ao inverso da fungao transferéncia do condutor
(modelo térmico) (G3').

Como o observador é um esquema "on-line”, isto é, estima o fluxo requerido com base em
medidas de temperaturas do tempo, atual e passado, isso acarreta uma mudanca ou atraso
de fase, interferindo nos valores estimados. Se o problema inverso for resolvido "off-line”, o
atraso de fase pode ser removido, adaptando uma filtragem de tras para frente. Neste caso,

propoe-se a estimativa do fluxo através das equacoes no dominio do plano transformado z.

k) =YYk =) = Y aalk — ) (5.25)
) = D2 bYarlk — ) = Yk~ (5.26)

Os coeficientes a; e b; que aparecem nas Eqs.(5.25) e (5.26) sao obtidas usando-se Eq.(5.21).
Neste caso, o procedimento inverso é concluido com a identificacio de Gy (x,y, s).

Um trabalho anterior apresentado por Sousa (2006) propde a identificacio de Gy (z,y, s)
baseada na correlacao cruzada de duas func¢oes randomicas e no ajuste polynomial de fun-
¢oes em um determinado intervalo de amostragem. Embora eficiente, esta técnica requer
alguma habilidade e conhecimentos mateméticos mais profundos devido a complexidade do
procedimento de otimizacao.

Um procedimento mais simples e direto é proposto aqui. Ou seja, propoe-se a obtencao

da funcio transferéncia Gy (z,y, s) de forma exata e analitica.

5.3.2 Obtencao analitica do modelo térmico e da funcao transferén-

cia, Gy

Se o sistema dinamico é linear e fisicamente invariavel a resposta da funcdo de transfe-
réncia Gy (r;, s) ¢ a mesma. Observa-se que como r; ¢ uma representagao generalizada para
coordenadas cartesianas, pode-se representar um problema uni, bi ou tridimensional, inde-
pendente do par entrada/saida (SOUSA, 2006). Assim, a fun¢do de transferéncia do modelo
(Gu(ri,s)) pode ser obtida através de um problema auxiliar que é uma versdo homogénea

do problema original. O problema auxiliar é entao resolvido para a mesma regiao com, tem-
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peratura inicial zero e uma fonte de impulso unitario localizada na mesma regiao da fonte
de calor no problema original. A solucao obtida para o problema auxiliar é representada por

T+(ri, s)(obtido na se¢ao anterior) e portanto G (r;, s) pode ser obtida usando a relagao:

Gu(ri,s) =T (r;,s) (5.27)
onde s e T+(ri, s) representam, respectivamente, a transformada no dominio de Laplace de
uma constante unitaria e o calor imposto no problema auxiliar.

A solucao analitica para o problema auxiliar definido pela imposicao de um fluxo unitario,

na mesma regiao onde do fluxo de calor do problema original e com temperatura inicial igual

a Zero.
Ou seja,
g=1 na superficie S; e ¢ = 0 na superficie S, (5.28)

m2

pode ser escrita em termos de funcoes de Green e usando-se um procedimento simular aquele

empregado no Capitulo 3

Q Yu t
9+(ZE, Y, t) = E/ / ny(l’, Y, t’l‘/v y/) t— T)|x’:0 dey/ (529)
y’ =0
onde

GXY(xv Y, t|[E/, ylvt - 7—) = GX<:U7 t|ZU/, T)Gy(y, t|y,7 7—) (530)

Como as condigoes de contorno sao homogéneas e iguais em ambas as diregoes x e y, as

funcoes de Green em cada direcao podem ser escritas como,

Bmz Bma’
B 1 0 B thOS (T) COS (T)
Gx =7+ mZZIe N (5.31)
e
1 > 5 ,C0 (22) cos (Vaﬁ/)
Gy =3 + ; e 7, (5.32)
onde NLl = %; ]\/vL2 - %7 6m =m7T, Yn = NT, Am - (6Tm)2 € Bn = (%)2
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Substituindo as Eqgs.(5.31) e (5.32) na Eq.(5.29) tem-se

(z,y,t ZAX +ZAY +ZZAXYmn + At
m=1 n=1 (533)
Z AX e At 4 Z AY,e Bt 4 Z Z AXY,me” ant]
m=1 n=1
onde
1 . cos(B2x/L)
AX,, = —W,W? m ;
oAU Py -y
sin(2W, /W) 1
AY, = — T —
W=7 cos(Vny /W)W Ny? B
« W1
A, = — L.
YT RwL
AXY,, — a (cos(Bnz/L) cos(yay/W) Wsm(%I/Vl/W)i
k N1 N2 ’yn Fn
52

Aplicando-se a transformada de Laplace na Eq.(5.33) obtém-se

§+(m,y,s) To—i-ZAX —i—ZAY —i—ZZAXYmn %—I—Alsig
m=1 n=1 (534)
- Z +ZAY +ZZAXYW
m=1 m=1 n=1 mn

E, assim, a funcao de transferéncia no dominio de Laplace pode ser obtida substituindo
Eq.(5.34) na Eq.(5.27), ou seja

§+(x,y,s) :$§+(:E,y, T0+ZAX +ZAY —{—ZZAXYmn —{—A1—
m=1 n=1 (535)
[Z AX,, +Z AYy +ZZAXYmn
m=1 n=1 mn

Uma vez que, a Eq.(5.35) ndo apresenta nenhum polo para s > 0, esta inversao é estavel,
0 que garante mais robustez ao algoritmo inverso.
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5.3.3 Analise e discussao de resultados

Esta secao apresenta alguns testes experimentais, simulados e controlados, que visam

explorar a técnica inversa apresentada por Sousa (2006) a partir do uso de solugoes analiticas.

5.3.3.1 Caso simulado: Funcao de transferéncia analitica

O problema 2D (Eq.(5.11)) é revisto nesta se¢do. A distribui¢do de temperatura para
o problema direto é gerada através da solugdo da Eq.(5.12), considerando uma evolucao de
fluxo de calor conhecida (q(t)). Erros aleatorios sdo adicionados a estas temperaturas. As
temperaturas corrompidas sao entao usadas como dados de entrada, no algoritmo inverso,
para reconstruir o fluxo de calor imposto. As temperaturas simuladas sao calculadas a partir

da seguinte equacao.
Y(L,t) =T(L,t) + ¢, (5.36)

onde ¢; representa um nimero randémico com distribuicao uniforme no intervalo de [0, 1].

Os testes simulam uma amostra de ago inox AISI 304 exposta a uma fonte de calor. Dois
fluxos diferentes de calor sao impostos a amostra: i) fluxo de calor senoidal e, i) fluxo de
calor triangular. O parametro €; assume valores na faixa de £5°C para o caso senoidal e, na
faixa de £1°C no caso de fluxo triangular. Ambos os ruidos representam 5% da temperatura
méaxima em cada caso.

As Figuras 5.9 e 5.10 apresentam as temperaturas experimentais simuladas para a posicao
1, e obtidas com os diferentes fluxos de calor senoidal e triangular, respectivamente. As
posicoes dos quatro termopares virtuais sao denominadas 1, 2, 3 e 4 e apresentadas na Tabela
Apresentam-se inicialmente as estimativas obtidas a partir de um tnico perfil de temperatura

(sensor 1) e em seguida com todos os "sensores.

Tabela 5.2: Geometria e posigoes dos termopares simulados para os testes 1

Y = 0.01 [m]|L = 0.01 [m][W = 0.03 [m]
Posigao x; 1073 [m] | y; 1073 [m]
1 5.0 0.0
2 0.0 15.0
3 10.0 15.0
4 5.0 30.0

As estimativas usando-se a solugao analitica e numérica sao comparadas nas Figuras 5.11

a 5.14 para os dois tipos de fluxo testados (senoidal e triangular) respectivamente. Observa-se
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Figura 5.9: Temperatura experimental simulada numericamente na posicao 1 para fluxo de
calor senoidal

uma a boa concordancia entre eles, sendo um desvio maximo obtido de 18% e 3% para os
fluxo senoidal e triangular. As figura apresentam, também, o fluxo de calor real imposto em
cada teste.

A grande vantagem, neste caso, do uso da forma analitica da Gy ¢é a facilidade em se
obter os valores de temperatura para qualquer posicao no modelo, enquanto que na técnica
original, com aproximacao numérica, cada termopar deve ser tratado individualmente, o que
requer mais passos e com isso maior tempo computacional. Além disso, a estimacao, obtida
com a funcao analitica, é mais aproximada que a obtida com a técnica original, como pode
ser observado nas (Fig.5.11 e Fig.5.13). Em ambos os testes o fluxo estimado com a técnica

modificada, ou seja, usando a Gy analitica, fornece melhores resultados.

5.3.3.2 Caso Simulado: miiltiplos sensores

Sabe-se que o uso de informacoes de mais de uma temperatura simultaneas atenua os
efeitos de ruidos e a baixa sensibilidade das medicoes, proporcionando um estimacao mais
precisa (BECK; ARNOLD, 1977). Estas informacoes, por sua vez, podem ser obtidas do modelo
analitico sem qualquer esforco adicional, uma vez que a solugao é valida para qualquer posicao
e instante.

Apenas para demonstrar a melhoria do uso de mais de uma informacao de temperatura,
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Figura 5.10: Temperatura experimental simulada numericamente na posicao 1 para fluxo de
calor triangular

apresenta-se na Figura 5.15 uma comparacao entre a estimacao do fluxo de calor obtida a par-
tir de informacoes de um tnico sensor e a estimacao, para o fluxo de calor, obtida usando uma
funcao de transferéncia global, ou seja, equivalente aos quatro termopares simultaneamente,
denominada fungao global (SOUSA et al., 2008).

Observa-se que usando a funcao de transferéncia global, resultados melhores podem ser
obtidos. A Figura 5.16 apresenta a comparacao entre o fluxo de calor calculado com a Gy
analitica e o fluxo de calor estimado usando a funcao de transferéncia global, obtida com
aproximacao numérica. A Figura 5.17 mostra o desvio residual. Os bons resultados ob-
tidos demonstram a flexibilidade da técnica para lidar com um problema real onde véarios
termopares podem estar localizados na amostra. Nota-se que apesar de ambos os resultados
estarem bem proximos do fluxo de calor real imposto, o fluxo de calor estimado usando a fun-
cao de transferéncia analitica ainda apresenta resultados mais precisos. Este comportamento

fica claro na analise do residuo, Fig.5.17.
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Figura 5.12: Residuo do fluxo de calor senoidal estimado e imposto
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Figura 5.14: Residuo do fluxo de calor triangular estimado e imposto
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Figura 5.15: Comparagao entre fluxos de calor senoidal estimado e imposto usando Gpy
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Figura 5.16: Comparacao entre fluxos de calor senoidal estimado e imposto usando Gy global
obtido numericamente e Gy analitico.
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Figura 5.17: Erro entre os fluxos de calor senoidal estimado e imposto usando Gy global
obtido numericamente e Gy analitico.
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5.3.3.3 Teste experimental: Miultiplos sensores

A Figura 5.18 e Tabela 5.3 apresentam, respectivamente, a geometria e a posicao dos ter-

mopares na amostra de aco, AISI 304, que fez parte do experimento controlado desenvolvido
no LTCM/UFU.

Tabela 5.3: Geometria e posicoes dos termopares simulados para os testes 2

Y = 0.01 [m]|L = 0.006 [m][W = 0.138 [m][¢ = 0.05 [m]
Posigao x; 1073 [m] | ¥ 1073 [m] | 21073 [m)]
1 11.5 62.5 25
2 0.0 62.5 25
3 10.0 86.0 25
t :
w
3o |

D fluxo de calor

Y,

L

Figura 5.18: Esquema da amostra experimental e posicao dos termopares.

A amostra de aco inoxidavel AISI304, usada no experimento, tem espessura de 6 mm e
dimensoes laterais de 50 x 138 mm. A amostra, inicialmente em equilibrio térmico a uma
temperatura To, é entdo submetida a um fluxo de calor unidirecional. O fluxo de calor
¢ alimentado por um aquecedor de resisténcia elétrica de 3182, coberto por borracha de
silicone, com dimensoes laterais de 50 x 50 mm e espessura de 0.3 mm. As temperaturas
sao medidas usando termopares de contato (tipo k). Os sinais de tensdo e temperatura sao
adquiridos por um sistema de aquisicao de dados HP Series 75000 com voltimetro E1326B
controlado por computador pessoal. Trés termopares foram fixados na amostra. O sinal
adquirido para cada termopar é mostrado na Fig.5.19.

A Figura 5.20 mostra o fluxo de calor estimado usando os observadores com a fungao
analitica. Visando avaliar os resultados, as temperaturas obtidas experimentalmente foram
comparadas com as temperaturas estimadas, obtidas através da solucao do problema direto
considerando o fluxo de calor estimado como entrada. Esta comparacdao é mostrada na
Fig. 5.20. O residuo, fruto da diferenca entre a temperatura experimental e temperatura

estimada pela técnica de observadores dinamicos é apresentado na Fig. 5.21. Os resultados
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Figura 5.19: Evolucao da temperatura experimental para os termopares 1, 2 e 3 Tab.5.22.

mostram uma diferenca menor que 0,3°C' que é igual a incerteza dos termopares usados no
experimento.

Para assegurar a confianca dos resultados, a energia total imposta pela resisténcia elétrica
durante o tempo total do experimento, 368.J, foi comparada com faixa total de calor estimada,
ou seja, a energia estimada, que é obtida integrando o fluxo de calor estimado no tempo de
duracao do experimento que foi calculada em 390J. Neste caso, a incerteza foi menor que
3% para a técnica de observadores com fungoes analiticas.

Residuo entre temperaturas medida experimentalmente e estimada usando o fluxo de
calor estimado pela técnica de observadores e Gy global.

A grande vantagem da técnica baseada em observadores dinamicos modificada é a fa-
cilidade e rapidez de implementacao numeérica para qualquer tipo de problema, 1D, 2D ou
3D (SOUSA et al., 2008). O uso das fungbes analiticas e global, garantem um resultado mais
preciso, aumentando a robustez e mantendo o baixo custo computacional. A obtencao da
fungdo de transferéncia 3D analitica (apresentada para a primeira aplicagao deste capitulo)

pode ser implementada imediatamente.
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Figura 5.20: Estimativa do fluxo de calor usando observadores dinamicos com Gy analitica.
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Figura 5.21: Comparagao entre as temperaturas medida e estimadas
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Figura 5.22: Diferenca entre as temperaturas medida e estimadas



Capitulo 6
Conclusao

Propos-se aqui a obtencao e o uso de solucoes matematicas que descrevessem fenémenos
fisicos importantes e presentes em aplicacoes de engenharia, como os problemas térmicos
decorrentes de um processo de usinagem ortogonal em uma peca. Além disso, também se
propos o uso destas solucoes em problemas de identificacao de propriedades termofisicas e
sua aplicacao em técnicas de otimizacao. Um objetivo secundario, também proposto foi uma
apresentacao didatica das obtencoes das solucoes analiticas propriamente ditas. Observa-se,
por meio de uma andlise dos resultados apresentados ao longo deste trabalho que os objetivos
iniciais foram alcancados de forma satisfatoria.

Inicialmente apresentou-se a equacao-solucao de um problema de conducao de calor ba-
seada em fungoes de Green (FG) através da abordagem de um problema geral de condugao de
calor unidimensional transiente com geracao de calor variando com espaco e tempo e sujeito a
condicoes de contorno nao homogéneas. Embora este problema geral nao tenha sido resolvido
integralmente varios aspectos fisicos, matematicos e as principais caracteristicas das solucoes
por FG foram discutidas. Posteriormente, varios problemas térmicos foram propostos e re-
solvidos, em ordem crescente de dificuldade, sendo apresentado também um rapido estudo
das obtencoes matematicas dos autovalores. Observa-se que sempre que a conveccao de ca-
lor esteja presente, existe alguma dificuldade na obtencao destes parametros. Um método
prético e eficiente foi apresentado para a sua obtencao.

A aplicagao direta de solucoes analiticas no desenvolvimento de técnicas de problemas
inversos voltados a aplicacao de problemas térmicos foi realizada com sucesso. Especifica-
mente, foram introduzidas solugoes analiticas em técnicas experimentais para a obtencao
de propriedades térmicas e para as estimativas de fluxo de calor em problemas inversos de
conducao de calor. Uma vez que os algoritmos inversos usualmente necessitam do céalculo do

problema direto varias vezes, o uso de solucoes analiticas, neste caso, contribuiu nao s6 para
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o aumento da precisao destas técnicas, mas também para a reducao drastica de seu tempo
computacional. A aplicacao apresentada neste trabalho referiu-se a incorporacao de solucoes
analiticas no codigo de otimizacao DPT para a estimativa de propriedades térmicas de amos-
tras solidas de geometria retangular usando o método de aquecimento parcial desenvolvido
por Borges et al, (2006). Esta aplicagdo permitiu uma redugao da ordem de 1600% (o tempo
gasto de 6h foi reduzido a 5 minutos) no tempo computacional gasto em relagao ao uso do
algoritmo com solugoes numéricas. A insercao das solugoes analiticas permitiu também uma
maior precisao nas estimativas.

A outra aplicacao, referiu-se ao uso direto de uma solucdo analitica de um modelo 2D
transiente em uma técnica inversa baseada em observadores dinamicos. A solucao analitica,
neste caso, contribuiu para o aumento da robustez, da precisao da técnica e com, certeza,
com o seu desenvolvimento.

A modelagem analitica de um problema de usinagem ortogonal foi também abordada
neste trabalho, embora, neste caso, nao tenha sido completamente explorada. Porém, o
modelo térmico desenvolvido neste trabalho tem todas as possibilidades de ser aplicado a
uma ferramenta de usinagem e ser acoplado a um modelo mais completo, em dois dominios,

que envolva também o porta ferramentas.
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Propostas de trabalhos futuros

O uso de solugoes analiticas em diversos problemas térmicos demonstrou ser uma grande
alternativa, principalmente quando se trata de sua aplicacao em problemas inversos ou de
otimizacao. Portanto, propde-se como trabalhos futuros a investigacao destas solugoes e sua

aplicacao em:

1. Problemas de soldagem ou problemas térmicos que envolvam fontes méveis. Observa-se
que neste caso as solucoes analiticas existentes baseiam-se em modelos extremamente
modificados, havendo neste campo grandes possibilidades de contribuicao no desenvol-
vimento de modelos térmicos mais completos como as solugoes analiticas baseadas em

fungoes de Green.;

2. Desenvolvimento e concepc¢ao de solucoes inversas usando Funcoes de Green e o mé-
todo quadrupolo que possibilitem a inversao direta de fungoes transferéncia analitica.
Um exemplo destas técnicas pode ser o desenvolvimento da técnica dos observadores

dinamicos baseados em funcoes de Green;

3. Modelagem completa de problemas térmicos decorrentes de usinagem ortogonal. Neste
caso, devem ser desenvolvidas solugoes em mais de um dominio para se abordar de

maneira completa este problema;

4. Desenvolvimento de técnicas inversas que possibilitem a estimativa de mais de uma

componente de fluxo de calor.
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Anexo A

Obtencao da equacao solucao em termos

de funcoes de Green

Seja o seguinte problema de difusao de calor

g(r,t) 10T
E oot

VAT (r, t|r', 7) +

sujeito as condicoes de contorno

T

e condigao inicial
T(r,t) = F(r) para t =0

Considere o seguinte problema auxiliar

o(r—r)o(t—7) 109G

2 t / I
VG (r, t)r', ) + ? Y

sujeito as condigoes de contorno

on

e condicao inicial
G(r,tlr',7) =0  parat=0
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(A.1a)

(A.1b)

(A.lc)

(A.2a)

(A.2b)

(A.2¢)
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Da propriedade de reciprocidade tem-se que
G(T7 t’T,7 T) = G(T,7 _T|T7 _t) (AS)

esta relagao de reciprocidade implica que o efeito em uma posicao r devido a um impulso em
r’ a um tempo 7 < ¢ é igual ao efeito em 7’ a um tempo —7 devido a um impulso em r em

um tempo —t.

Define-se que V3 ¢ a aplicagao do laplaciano em 7’ e ainda se trocando ¢ por —7 pode se

escrever
r—roit—71) —-10G
2 _ Y A4
Vol + k a Ot (A:4)
onde o sinal menos indica a troca de t por —7, ou seja
oG _oGor _ 9G pois se t— —7 o _ -1 (A.5)

or  otor ot ar

Trocando ¢ por 7 e 7’ por r na Eq.(A.1a) obtém-se

2 / g(?"/,T) o l@T(r’,ﬂr, t)
VT (r', |, t) + = 57 (A.6)

Multiplicando (A.4) por T' e (A.6) por G

2 g(,,,/77_) _ la_T
GVAT +GFo = = G (A.7a)

rvig 4=t =r)  =10G (A.7b)

o o OT

e subtraindo a Eq.(A.7a) de (A.7b)

7)o = |G+ 1=

DY g S(r—rYot—7) 1] .,0T oG
GViT —TViG+G ? > ol 5,

ou

(r',7)

k «Q  adr

GVAT — TV2G + G
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Integrando a Eq.(A.9) sobre a regido R e em um intervalo de tempo 7 =0 até t* =t +¢

t* o / o B
/ dT/ [GV(Q)T — TVSG} dv' +/ dT/ {GQ(T ,7T) B T5(7’ )o(t — 7)
7=0 R =0 R k a

/ dT/ {——GxT}d

Usando as propriedades da fun¢ao Delta de Dirac

/T ; /R T(r', 7)o(r —r')6(t — 7)drdy = / ; T(r, 7)8(t — 7)dr = T(r, t*)

Assim,

t*
T(rt") = a/ dT/ (GT — TviG] dv/
-0 Jr

t* / t*
+a/ dr/GMdy’+/ dTa/g[GxT]du
=0 R k 7=0 R ot

Do teorema de Green obtém-se que

S

oT aG
GV2T — TVAG| dv' = / [G ]dS
/R[ 0 0 ] v Z s 5772. 5772

s=1

Logo

"
T(r,t*) = a/ dT/ 2 (G(r, t|r, )T+, 7)] d
7=0 R 87'
t* /
+a/ dT/ G(r,t|r',7)g<r’7—)dl/
=0 R k

t* S
T G
+a/TOdT;/Si [G(, M~ TS| dS:

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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Tem-se que

/ dT/ Gr, t)r, )T, 7)) d/ _/aT (r tr!, )T )] dy =

(A.15)
/ G(r.tlr', 7). F(r')dv/
R
E a Eq.(A.14) se torna
T(r ') = o / Gt 7).y F(r')dv/
R
v g(r',7)
+a/ dT/ G(r,t|r', 1) dv/’ (A.16)
7=0 R k )

+a/ er/ { (r, t|r, (r T)gi ds;

O ultimo termo da Eq.(A.14) pode ser obtido através das condigées de contorno.

Assim, multiplicando as condigoes de contorno por T' e GG respectivamente, tem-se

oT
[Jrka—n + hiT} G = fi(r,t)G (A.17)

{—H{?% + hiG] T=0 (A.18)

e subtraindo

orT oG
— —T1 = t Al
+k 877G k an filr,t)G (A.19)

ou ainda

oT . 0G._ fi(rt)
e T R

G (A.20)

Portanto a solucao do problema original pode ser escrita em termos de Funcoes de Green
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como

T(r,t) = a / G, 1l 7)o F(r)dv/
R

t* /
/ g(r?T) /
+oz/T:Od7'/RG(T,t|7“,7') ? dv (A.21)

+ /t* d i/ JCST) G ¢ — 2)d;
o - 7's:1 S r,tlr',t —7)dS;
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Anexo B

Obtencao da forma fechada de uma das

séries do problema X 22

Observa-se que parte do segundo termo da Eq.(3.19) pode ser substituido por sua forma

fechada:

. mrrm) L 5(72

>, cos (22 L
2 "y 3 "tar

1o

(B.1)

Como essa série ¢ independente do tempo pode ser de dificil sua convergéncia. Por isso,

uma boa alternativa é a obtengao deste somatorio (se existir) em termos de forma fechada.

A primeira tentativa para a obten¢ao de uma forma alternativa para a (B.1) é através da

solu¢do do problema (B.2) em sua versdo homogénea (problema auxiliar).

Esse procedimento garante que os autovalores e a autofuncao do problema auxiliar sejam

os mesmos do problema original, o que por sua vez também garante a validade da existéncia

de um eventual somatorio de interesse.
Assim, define-se o problema auxiliar,

Este problema pode ser escrito como

0*T 10T
or2  «a Ot

sujeito as condigoes de contorno

ka—T =0; ka—T =0
o |,_, or|,_;

(B.2a)

(B.2b)
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Figura B.1: Problema auxiliar X 22
e a condicao inicial
T(x,0) = F(z) =T (B.2¢)

A solucao desse problema por separacao de variaveis é dada por

T(x,t) = /0 ’ %F(m/)dx’ + i %e—("z’*fat cos (mg‘c) /0 " os (mzx) F(z')dz' (B.3)

m=1

Set=0e F(x) =Tp entao

oo 2 L /
F(z) =Ty + Z 7 cos (mgx) / cos (mzx ) Todz' (B.4)
m=1 0

e pode—se escrever

— 1
TO = TO + Z E COS (?) T()Il (B5)
m=1

onde

L /
I = / cos (mmz: ) dr' =0 (B.6)
0 L

portanto

To =Ty (B.7)

Neste caso, I; nao apresentou qualquer resultado interessante. Porém, este mesmo proce-

dimento pode ser usado para funcoes diferentes. Ou seja, observa-se que a Eq.(B.3) é valida



para qualquer fungao de x. Nesse caso, pode-se aplica-la para as fungoes

Assim, obtém-se

=1 mmx L mnz'\ .,
x—;zcos< 7 >/0 cos( T ):L’dx—()

ou

oo 1 L /
2 = Zm: ZCOS (m;x) /0 cOS (mzx ) 2?dx’ =0

As Eqs.(B.9) e (B.10) podem fornecer a formas fechadas da Eq.(B.1).

Calculando a integral

I — /L cos (mﬁx’) e — cos(mm) 1
0 L

e resolvendo para F(x) = z tem-se da Eq.(B.3) quando ¢ = 0 entao

L 1 S8 2 L !
T = /0 Z:v’dx/ +mz:1 T cos <m;r:c> /0 cos (mzx ) x'dx’

L 2L & mrxy cos(mm) 2L mnmzy 1
=sr e () T m i)
portanto

icos (mwm) 1 L - 2L o (mwx) cos(mm)
— L /Jm?2 2 T - L m?
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(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

Observa-se que a Eq.(B.13) possui, ainda, um somatoério independente do tempo a ser
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determinado. Assim, repete-se o procedimento para F(z) =

)

x2:/ 2dx’ +Z—cos<
0

Resolvendo a integral

L mra’
I3 = cos
0

Desta forma

o0

Z —COS <m7m:>

D3

m=1

> 2dr =

mmx

2L

(")

2L

(")

5 Cos (mm

5 cos (mm)

cos (mm)

4172 <mmt>
5 cos (7

ou seja,

Z i_—[;COS

m=1

m2

(mﬁx ) cos (mm)

L

m2

2

372

m2

412 mmz\ cos (mm)
Z — cos( ) =1’ — =

3

L

- 2L

6

)

Assim, substituindo a Eq.(B.18) na Eq.(B.13) obtém-se

2 oo
T

mﬂ'fL‘

)

L x?

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)



	Capa
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Lista de Símbolos
	Sumário
	Introdução
	Revisão Bibliográfica
	Introdução
	Literatura Clássica em Condução de Calor
	Uma Breve Revisão de Soluções Exatas em Condução de Calor Aplicados a Engenharia

	Fundamentos Teóricos
	Introdução
	Equação-solução baseada em Funções de Green
	Vantagens do Método de Funções de Green

	Sistema de Numeração
	Descrição e solução de problemas térmicos 1D-transiente por FG
	Caso particular X22
	Caso Particular X23
	Caso particular X33

	Solução Geral 2D
	Caso Particular X22Y33

	Solução Geral 3D
	Caso Particular X23Y33Z33 - Abordagem Analítica de um Problema de Usinagem
	Identificação do problema térmico na ferramenta de usinagem

	Caso Particular X22Y22Z22 - Aplicação a estimativas de propriedades térmicas

	Autovalores
	Autovalores para problemas do tipo X11, X12 ou X21, X22
	Autovalores para problemas do tipo X13 ou X31, X23 ou X32, X33


	Representação gráfica, validação física e comparações
	Problemas térmicos 1D-transientes: X22, X23 e X33
	Problema térmico 2D-transiente: X22Y33
	Problema térmico 3D-transiente X22Y22Z22

	Uso de Soluções Analíticas em Problemas Inversos
	Introdução
	Uso de Funções de Green na Obtenção de Propriedades Térmicas de Materiais Condutores
	Descrição da técnica experimental para obtenção da difusividade e condutividade térmica
	Montagem experimental
	Modelo térmico
	Problema inverso: obtenção do fluxo de calor adimensional (t)
	Obtenção da difusividade térmica, 
	Obtenção simultânea do fluxo de calor, q(t) e da condutividade térmica, k
	Problema direto

	Solução exata do modelo térmico usando funções de Green
	Análise e discussão de resultados
	Obtenção de propriedades térmicas de uma amostra de ferro fundido usando DPT e soluções analíticas


	Uso de Soluções Analíticas no Método de Observadores Dinâmicos Baseados em Funções de Green
	Descrição de Observadores Dinâmicos Baseados em Funções de Green
	Obtenção analítica do modelo térmico e da função transferência, GH
	Análise e discussão de resultados
	Caso simulado: Função de transferência analítica
	Caso Simulado: múltiplos sensores
	Teste experimental: Múltiplos sensores



	Conclusão
	Referências Bibliográficas
	Obtenção da equação solução em termos de funções de Green
	Obtenção da forma fechada de uma das séries do problema X22

