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PIRES, I. F. Um estudo sobre bases de Schauder em espacos de Banach e aplicagoes do principio
de selecao de Bessaga-Pelczynski. 2013. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho faremos um estudo detalhado da teoria bésica de bases de Schauder em es-
pacos de Banach. Mais precisamente, estudaremos os principais resultados envolvendo bases
de Schauder (incondicionais), sequéncias basicas (incondicionais) e provaremos um importante
resultado da teoria de espagos de Banach, o principio de selecao de Bessaga-Pelczynski. Es-
tudaremos também algumas aplicagoes deste principio tais como a existéncia de sequéncias
basicas em espacos de Banach e o Teorema de Pitt para operadores compactos entre espacos

de sequéncias.

Palavras-chave: Espacos de Banach, Bases de Schauder, sequéncias basicas, o problema da

base incondicional, principio de selecao de Bessaga-Pelczynski e Teorema de Pitt.
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PIRES, 1. F. A study about Schauder‘s basis in Banach spaces and applications of the Bessaga-
Pelczynski selection principle. 2013. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we will study the basic theory of Schauder basis of Banach spaces. More precisely,
we will study the main results involving (unconditionally) Schauder basis, (unconditionally)
basic sequences and we will prove an important result of the Banach space theory, the Bessaga-
Pelczynski selection principle. We will also study some applications of this principle such that
the existence of basic sequences in Banach spaces and the Pitt’s Theorem for compact operators

between sequence spaces.

Keywords: Banach spaces, Schauder basis, basic sequences, the unconditional basis problem,

Bessaga-Pelczynski selection principle and Pitt’s Theorem.
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Introducao

A 4area do conhecimento na qual essa dissertacao se insere é a Anélise Funcional, mais precisa-
mente na teoria de espacos de Banach. Em Anélise Funcional, um conceito bastante importante
e usual é o de base de Schauder. Bases de Schauder sao muito tteis para se entender o com-
portamento e a estrutura dos espacos de Banach. Dizemos que uma sequéncia (x,), ., é base

de Schauder de um espaco de Banach F se cada x € E pode ser escrito de maneira tinica como
o

uma série do tipo E GnTy, onde a, sao escalares no corpo. Como veremos neste trabalho,

n=1
¢é facil provar que todo espaco de Banach com base de Schauder ¢ separavel. Entretanto, a

pergunta de que todo espaco de Banach separavel tem base de Schauder permaneceu em aberto

por varios anos. A resposta a esse problema veio com Enflo em 1973, em sua negativa.

A busca de condi¢oes para que um espaco de Banach tenha base de Schauder foi objeto de
pesquisa de diversos matematicos e um problema importante e que tem resposta afirmativa é
que todo espaco de Banach tem um subespaco com base de Schauder. A solucao desse problema
utiliza um resultado extremamente importante que é conhecido como o principio de selecao de
Bessaga-Pelczynski. Esse resultado é importante nao s6 devido a sua aplicacao para a solucao
desse problema, mas também em diversos outros problemas. Nesta dissertacao, mostraremos
com detalhes a demonstragao deste principio de selecao, mostraremos também detalhadamente
a demonstracao de que todo espago de Banach tem um subespaco com base de Schauder. Além
disso, faremos uma outra aplicacao interessante do principio de selecao de Bessaga-Pelczysnki,

que é a demonstragao do Teorema de Pitt (essas aplicagoes serao feitas no capitulo 4).

O Teorema de Pitt tem diversas aplicacoes e ele caracteriza operadores compactos entre es-
pacos de sequéncias somaveis. Este teorema é usado, por exemplo, na obtencao de operadores,
definidos entre espacos de sequéncias soméveis, que atingem a norma e problemas de lineabi-
lidade envolvendo tais operadores (veja por exemplo [14] para os problemas de lineabilidade e
operadores que atingem a norma e [12] como referéncia para resultados sobre operadores que

atingem a norma).

Nesta dissertacao, faremos também um estudo sobre bases de Schauder incondicionais, isto



¢, bases em que a convergéncia da representagao de cada elemento, em termos da base, é incon-
dicional. Tais bases sao muito titeis na teoria dos espacos de Banach, entretanto nao é verdade
nem que espacos de Banach possuem algum subespaco com base de Schauder incondicional.
Este problema é conhecido como o problema da base incondicional (trataremos desse problema
com mais detalhes no capitulo 3). Entretanto, daremos uma caracteriza¢do para que uma base
de Schauder seja base de Schauder incondicional de algum subespaco.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira:

(i) No capitulo 1, daremos os principais conceitos e notagoes que usaremos ao longo do trabalho

e faremos uma revisao dos principais resultados de Analise Funcional necessarios.

(ii) No capitulo 2, devotaremos uma se¢ao ao estudo de séries em espagos de Banach e depois
introduziremos as bases de Schauder juntamente com os resultados bésicos pertinentes

além de vérios exemplos importantes.

(iii) No capitulo 3, faremos um estudo sobre sequéncias basicas (incondicionais) em espagos de
Banach, isto é, bases de Schauder (incondicionais) de um subespago. Além disso, aborda-
remos os problemas de existéncia de sequéncias basicas e sequéncias basicas incondicionais.

Neste capitulo também provaremos o principio de selecao de Bessaga-Pelczynski.

(iv) Finalmente, no capitulo 4, faremos as duas aplica¢oes do principio de selegdo que nos

referimos anteriormente, além de dar os pré-requisitos necessarios para elas.

Iego Fernandes Pires Uberlandia-MG, 31 de Julho de 2013.



CAPITULO 1

Resultados Classicos de Analise Funcional

O objetivo deste capitulo é introduzir algumas definicoes, notacoes e alguns resultados de
Anélise Funcional que serao utilizados nos demais capitulos.

Durante todo o texto, K denotara o corpo R dos ntimeros reais ou o corpo C dos complexos.

Definicao 1.0.1. Seja £ um espaco vetorial sobre K. Uma norma em E é uma funcao
|- ]: E — R tal que

(N1) ||z]| > 0 para todo z € E e ||z]| =0 < z = 0.
(N2) |laz|| = |al||x|| para todo a € K e z € E.

(N3) [lz +yll < [lzll + llyll para quaisquer z,y € E.

Defini¢ao 1.0.2. Um espaco normado é um espaco vetorial £ munido de uma norma || - ||. E
por sua vez é um espaco métrico com a métrica induzida pela norma, isto é, a métrica d dada
por

d(z,y) = [lz — y|| com z,y € E.
A bola unitdria fechada do espaco normado E é o conjunto
Bp={z e E:|z| <1}.
Definicao 1.0.3. Dizemos que um espaco normado F é um espaco de Banach se E for completo.

Definicao 1.0.4. Se K é um espago métrico compacto, denotamos o espaco vetorial de todas
as func¢oes continuas definidas no compacto K a valores em R por espaco C(K), o qual torna-se

um espaco de Banach com a norma

[fllse = sup{|f(2)| : = € K}.



Um caso que estamos particularmente interessado é quando K é o intervalo compacto [a, b].

Nesse caso, denotamos C'(K) por Cla, bl.

Definicao 1.0.5. Denotamos
co = {(an),~, : a, € K para todon € Ne a, — 0}
o qual se torna um espaco de Banach com a norma

I (@n)nZy lloo = sup {lan| : n € N}

Definicao 1.0.6. Seja 1 < p < 4o00. O espaco vetorial das sequéncias absolutamente p-

somdveis é dado por

by = {(an)le ca, € K para todon € N e Z |an|? < oo} ,

n=1

o qual se torna um espaco de Banach com a norma

I (@)l = (z \an\p)p |

n=1

Definicao 1.0.7. O espaco vetorial das sequéncias limitadas ¢ dado por

loo = {(an)ffl . a, € K para todon € N e sup|a,| < oo}
neN

o qual se torna um espaco de Banach com a norma

1 (@n) ey [l = sup |an|.
neN

Definicao 1.0.8. Um espago métrico M é dito separdvel se contém um subconjunto denso e

enumeravel.

Proposicao 1.0.9. Um espaco normado E € separdvel se, e somente se, E possui um sub-
conjunto enumerdvel A C E tal que span{A} é denso em E, onde span{A} denota o espaco

gerado pelo conjunto A.

Demonstracao: Veja [3, Lema 1.6.3]. m

Definicao 1.0.10. Se E e F sao espacos normados, denotamos o conjunto de todos os
operadores lineares e continuos de F em F por L(F,F) que é um espago vetorial com as
operacoes usuais de funcoes.

Quando F' = K, denotamos simplesmente L(F,K) = E' ou L(E,K) = E*, o qual é chamado
de dual de E.

Ja o espaco E” = (E')" é chamado de bidual de E.



Proposicao 1.0.11. Sejam E e F espacos normados.
(a) A expressao
||| = sup [|T(z)|
r€EBR
define uma norma no espago L(E, F).
(®) 1T (@)| < || T|||z|| para todos T € L(E,F) e x € E.
(c) Se F for Banach, entio L(E,F) é um espago Banach.

Demonstracao: Veja [3, Proposi¢ao 2.1.4| m
Corolario 1.0.12. O dual E' de qualquer espac¢o normado E é um espaco de Banach.

Definicao 1.0.13. Dizemos que os espacos normados E e F' sao isomorfos se existe um
operador linear continuo e bijetor T: £ — F cujo operador inverso T ': F — E também
é continuo. Neste caso, dizemos que T' é um isomorfismo. E se ||z|| = ||T'(z)|| para z € E e

T(x) € F dizemos que T ¢ um isomorfismo isométrico.

Teorema 1.0.14. Todo espaco normado separdvel é isometricamente isomorfo a algum
subespago de C0, 1].

Demonstragao: Veja [3, Teorema 6.5.5]. m
Proposicao 1.0.15. Seja 1 < p < co. Entao

(a) Os espacos (£,) e ly sdo isometricamente isomorfos, onde p' denota o conjudado de p,

isto €, p' € tal que

(b) Os espagos (cy)' e £y sdo isometricamente isomorfos.
Demonstracao: Veja |3, Proporsi¢oes 4.2.1 e 4.2.3|. m

Teorema 1.0.16 (Teorema de Baire). Seja (M, d) um espago métrico completo e (F,,)>, uma
o0
sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que M = U F,, entao eziste ny € N tal que F,,

n=1
tem interior nao vazio.

Demonstracao: Veja [3, Teorema 2.3.1|. m



Teorema 1.0.17 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um espa¢o de Banach, F um
espaco normado e (T;);e; uma familia de operadores em L(E, F') tal que para cada x € E eziste
C, > 0 tal que

sup | Tiz|| < C,.
iel

Entao sup ||T;|| < oco.
iel
Demonstracao: Veja |3, Teorema 2.3.2|. m

Teorema 1.0.18 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam E e F espacos de Banach e
T: E — F linear, continuo e sobrejetor. FEntao T é uma aplicagao aberta. Em particular,

todo operador linear continuo e sobrejetor entre espacos de Banach € um isomorfismo.

Demonstracao: Veja [3, Teorema 2.4.2|. m

Teorema 1.0.19 (Teorema do Grafico Fechado). Seja T: E — F um operador linear entre
espagos de Banach. Entiao T é continuo se, e somente se, o grdfico Gr(T) € fechado em E x F.

Lembrando que
Gr(T)={(z,y):x € Eey=T(x)} ={(z,T(x)):x € E} C E X F.
Demonstracao: Veja [3, Teorema 2.5.1|. m

Proposicao 1.0.20. Sejam E e F' espacos normados, com F completo. Seja D um subespago
denso de E e seja T € L(D, F). Entio existe T € L(E,F) tal que T|p =T e ||T|| = ||T||.

o0 A

Demonstracao: Dado x € E, seja (z,,),.; uma sequéncia em D que converge para z. Como
1T () = T (za) [| < (1T |zm — 2l

e como F é completo, segue que a sequéncia (T (z,)) -, converge em F. Assim a aplicagio
definida por
T:E— F; T(z)=lim T (z,)

estd bem definida. Além disso, é facil ver que T ¢ linear, f(x) = T(z) para todo € D e que
1T =T =

Proposicao 1.0.21. Para todo espagco normado E o operador denifido por
Je: E— E'; Jp()(p) = o()

para todos x € E e ¢ € E', é uma isometria linear, chamado de mergulho candnico de E em

1"

E.

Demonstracao: Veja [3, Proposicao 4.3.1]. m



Definicao 1.0.22. Dizemos que o espaco normado E é reflerivo se o mergulho canonico

/1!

Jg: E — E" for sobrejetor, ou seja, Je(E)=E".

Definicao 1.0.23. Seja T' € L(E, F) um operador linear continuo entre espagos normados. O

operador adjunto de T € o operador T": F' — E' dado por

T (o) (x) = ¢ (T(z)) para todosz € E e ¢ € F'.

Proposigao 1.0.24. Seja T € L(E,F). Entao T € L(F',E') e |T'|| = ||T"||. Mais ainda, se

T ¢ isomorfismo (isométrico), T' também € isomorfismo (isométrico).
Demonstracao: Veja |3, Proposicao 4.3.11]. m

Defini¢ao 1.0.25. A topologia fraca num espaco normado E, serd denotada por o (E,E’) e

n . . . w
quando a sequéncia (z,,),~, de E convergir para x € E na topologia fraca, escreveremos z,, — .

Proposicao 1.0.26. Sejam E e F espacos de Banach. Entao T: E — F € continua se, e

somente se, T' € fracamente continua, isto €, se T: (E,o (E,E")) — (F,o (F, F")) for continuo.

Demonstragao: Veja [3, Proposicao 6.2.9]. m

Teorema 1.0.27. Um espaco de Banach E € reflexivo se, e somente se, a bola unitdria Bg €

compacta na topologia fraca.

Demonstracao: Veja [3, Teorema 6.4.5]. m

Definicao 1.0.28. Sejam E e F espacos normados. Dizemos que o operador linear 7': £ — F

& compacto se T (Bg) é compacto em F.

Definicao 1.0.29. Sejam E e [ espacgos de Banach e T: F — F’ linear. Dizemos que T é

completamente continuo se x, — x em E implicar que T (z,) — T (z) em F.

Proposicao 1.0.30. Sejam E e F espagos de Banach, E reflexivo e T € L(E,F). Se T ¢é

completamente continuo, entdao T € compacto.

Demonstracao: Seja (z,),-, uma sequéncia de vetores ndo nulos em E e defina a sequéncia

(z,),—, em Bg por
Zn

e

para todo n € N. Como F é reflexivo, segue do Teorema 1.0.27 que By ¢é fracamente compacta,

Tn
o que implica a existéncia de uma subsequéncia (2, )5, de (z,)°—, tal que x,, — = € Bg.
Mas por hipétese x,, — x em Bp implica T (z,,) — T (z) em F, logo T (Bg) ¢ compacto.

Portanto T é compacto. m



Teorema 1.0.31. Sejam E e F espacos de Banach. FEntio T: E — F ¢é um operador

compacto se, e somente se, T': F' — E' é compacto.

Demonstracao: Veja [3, Teorema 7.2.7| m

Teorema 1.0.32 (Teorema de Ascoli). Seja K um espago métrico compacto e A um subconjunto

de C(K) . Entio A é compacto se, e somente se, as sequintes condicdes sdo satisfeitas:

(a) A € equicontinuo, isto €, para todo ty € K e e > 0, existe 6 > 0 tal que |f(t) — f(to)] < ¢
para todost € K com d(t,tg) <d e f e A,

(b) O congunto {f(t); f € A} é limitado em K para todo t € K.

Demonstracao: Veja |9, Teorema I11.2.1]. m



CAPITULO 2

Bases de Schauder em espacos de Banach

Antes de iniciarmos o estudo das bases de Schauder, faremos um breve apanhado sobre

séries em espacos de Banach.

2.1 Séries em espacos de Banach

Definigao 2.1.1. Seja (z,,),~, uma sequéncia em um espacgo normado E. Dizemos que (z,,),—,

é:

o0
e somdvel se a série E T, € convergente.

n=1
oo
e absolutamente somdvel se Z ||| < oo.
n=1

o0

e incondicionalmente somdvel se g To(n) ¢ convergente para qualquer bijecdo (permuta-
n=1

¢ao) o: N — N.

E facil ver que vale o critério de Cauchy, andlogo ao da reta, para séries num espaco de
oo

Banach. Mais precisamente, uma série E x, € convergente se, e somente se, dado € > 0, existe

m
2

j=n

n=1

no € N tal que < g, sempre que m > n > ny.

E claro que toda sequéncia incondicionalmente somavel é também soméavel. Dirichlet provou
em 1873 que, em R, os conceitos de somabilidade absoluta e incondicional sao equivalentes. Em

espacos de Banach, tal equivaléncia nao é verdadeira. Vejamos um exemplo.
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Exemplo 2.1.2. Seja (e,) -, a sequéncia canonica de vetores unitarios, isto é,
e, = (0,0,...,0,1,0,0,...),

onde o 1 aparece apenas na n-ésima coordenada de e,. Vamos provar que, em ¢y, a sequéncia
€n . .. . ~ . -

(2,)5%,, onde z, = —, ¢ incondicionalmente somavel, mas nao é absolutamente soméavel. E
n

o ~ 2 » .
claro que (z,),_, ndo é absolutamente soméavel, pois

0o 00 1
Sl =32
n=1 n=1

a qual ¢é divergente.

o

.-, ¢ incondicionalmente soméavel. Seja o: N — N uma bijecao

Vejamos agora que (x,)
- 1
qualquer. Chamando s, = Z:L‘U(j) e considerando ¢ > 0, tome N € N tal que N < e
j=1
Como o ¢é bijecao, para cada k € {1,--- N} existe ny tal que o(ny) = k. Tomando ny =

max{ny,...,nype A={1,...,n} —{ny,...,nx}, segue que para n > no,

Sn= D Tol) = To() T+ Ton) = Totu) T+ T oun) + ) Tol) =1+ FINF D To(y),
j=1

JjEA JEA
1 o)
Snp — (_)
n n=1

Considerando este exemplo, podemos questionar se, em qualquer espaco de Banach de

Assim, para todo n > ng

1
< < =<e.
_SN+1-NTF

dimensao infinita, existe uma série incondicionalmente convergente que nao é absolutamente
convergente. Mais ainda, serd que convergéncia incondicional implicar em convergéncia absoluta
é exclusividade dos espacos de dimensao finita?

A resposta é sim, e o Teorema de Dvoretzky-Rogers garante que toda série incondicional-
mente convergente em um espaco de Banach E ¢ absolutamente convergente se, e somente se,
FE tem dimensao finita. Nao entraremos em detalhes, mas a demonstracao deste resultado pode
ser encontrada em [4, Theorem 1.2]

Mesmo assim, o resultado a seguir mostra que tais conceitos ainda estao fortemente relaci-

onados.

Proposicao 2.1.3. Um espaco normado E ¢ um espaco de Banach se, e somente se, toda

sequéncia absolutamente somdvel € incondicionalmente somduvel.

Demonstracao: Primeiramente, suponha que E seja Banach e considere (z,,),- , uma sequén-
cia absolutamente somavel em FE. Considerando y, = ||z,| para cada n € N, a sequéncia

(yn),—, € absolutamente somavel em R, logo também é incondicionalmente somével em R e

[e.9] (e 9]
Z Yn = Z Yo(n), Para qualquer permutagao o: N — N. Com isso
n=1

n=1

S Nzl = 3 o) < 00
n=1 n=1
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Entao definindo S,, = Z?Zl T4(j), temos que para € > 0 dado, existe ng € N tal que

1Sm = Sull = D20y = D_wetn|| = || 2 @[ < D lwowpll <<
j=1 j=1 j=n+1 j=n+1
sempre que m > n > ng.
Assim (S,))2, = ng(j) é uma sequéncia de Cauchy no espaco de Banach FE, logo
j=1 n=1

convergente. Portanto (z,)5°, é incondicionalmente somavel.

Reciprocamente seja (z,)5°,; uma sequéncia de Cauchy no espago normado E. Assim para

e =1>0,dado k € N existe nék) € N tal que ||z, — z,|| < 27%, para todos m,n > nék).

(k)

Com isso, para cada k € N, podemos obter n; € N;n, > ny’ e assim temos n; < ng < -+ <
ng < --- tais que ||z, — o, || <275
Logo

S 00
Z ”I”k+1 - xnkH < ZQ_k =1
k=1 k=1

[o.¢]
o que implica que a série » (%k o xnk) ¢ absolutamente convergente, logo convergente.
k=1

k

J— g A 3 o0 o0 A

Como xp,,, = Tn, + (acnj+1 — xnj), entdo segue que a subsequéncia (x,, )72, de (z,)52, ¢é
j=1

[eS)
n=1

convergente. Como (z,,)5°, é de Cauchy e possui subsequéncia convergente, segue que (z,,)
é convergente, garantindo assim que £ é completo. m
O resultado a seguir nos da uma caracterizagao de sequéncias incondicionalmente soméaveis em

espacos de Banach.
Teorema 2.1.4. Para uma sequéncia (x,),—, em um espago de Banach E, sao equivalentes:
(a) (z,),—, € incondicionalmente somdvel.

(b)Para cada € > 0, existe n. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de N com

minM > n., temos que E Toll < e.
neM
oo
(¢) (z),—, € subsérie somavel, ou seja, a série E xy, € convergente para qualquer sequéncia
n=1
. . . .y . o0
estritamente crescente de inteiros positivos (ky),_;.
[e.e]
(d) (xn)zo:l ¢ sinal soméavel, ou seja, a série E EnTy € convergente qUaISqUer que Sejam

n=1

en € {-1,1},n € N.

(€) O operador T: b — E dado por T((A\,)52,) = Z ATy € continuo.

n=1
Demonstragao: A prova de que o item (e) é equivalente aos demais nao sera feita aqui, mas

pode ser encontrada em [4, p. 12|. Vejamos as demais implicagoes.
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(a) = (b): Seja (x,).~, incondicionalmente somavel e suponha que (b) é falso, ou seja,

>

neM

existe € > 0 tal que para todo m € N existe M C N finito tal que > € sempre que

>

neMy

min M > m . Assim, para m = 1, tome M; C N finito tal que min M; > 1 e

D

neMs

> €.

Para m = 2 tome M, C N finito tal que min My > max M; + 1 e > . Procedendo

>

’I'LGMn

desta forma, para n € N tome M,, C N finito tal que min M,, > maxM,,_1+ 1 e > .

Denotando por |M,| o ntimero de elementos de M, defina uma bijecao o0: N — N que
leva cada inteiro do intervalo [min M,,, min M,, + |M,,|) em M,. Note que & possivel definir
tal bijecdo pois o nimero de inteiros do intervalo [min M,,, min M,, + |M,]|) é igual |M,| e os
intervalos sao dois a dois disjuntos, o que também ocorre com 0s M,,.

Counsidere a sequéncia (S,),—, definida por S,, = Z To(k), para todo n € N, e vamos provar

que ela nao é de Cauchy. Para cada m € N, podemos escolher algum dos M,,, com min M, > m

e Z Zy|| > e. Tomando p =min M,, — 1 e ¢ =min M,, + |M,| — 1, temos ¢ > p+1>me
neM,
assim
q p q
155 = Spll = || > @omy = Y Totw) > Tow 2. T
k=1 k=1 k=p+1 ke My

Com isso (S,),~, néo é de Cauchy, logo é divergente pois E é um espaco de Banach. Entéo

oo ~ P , P o~
(mg(n))nzl nao é somavel, o que é uma contradicao.

(b) = (a): Sejam o: N — N uma bijecdo qualquer e S, = " z,). Dado € > 0 tome
n. de acordo com (b). Entdo existe m. € N suficientemente gra_nde tal que {1,...,n.} C

{o(1),...,0(m.)}. Parap,q € Ncom q > p+1 > m. temos que o(p+1),0(q) > m. e portanto

154 = Spll =

> o

k=p+1

2

JEMy

<e,

onde My = {o(p+1),...,0(q)}. Portanto (S,),—, é uma sequéncia de Cauchy e segue o resul-
tado.

(b) = (¢): Dado & > 0, por hipotese existem n. € N e M C N finito tal que Z Ty
neM
e, sempre que min M > n.. Considerando (k,)°, uma sequéncia estritamente crescente de

inteiros positivos temos k,, > n para todo n € N e para p,q € N tais que ¢ > p+ 1 > n. temos
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n
ky > q>n. e kyp1 > p+1>n.. Definindo entao a sequéncia S, = > x; segue que
j=1

q p q
Jj=1 j=1

J=p+1
= E T, || <E.

ne My

onde My = {kpi1,...,ks}. Logo (S,),—, € uma sequéncia de Cauchy. Portanto a sequéncia

(zg, ), ¢ somavel.

(c) = (d): Seja S, = Z»ijj com ¢; € {—1,1}, para todo n € N. Considerando os con-
j=1
juntos N* ={n € N;e, =1} e N~ ={n € N;¢, = —1} ordenados de maneira crescente, segue

3 2 o0 s 2 soo» ~
da hipotese de (z,),_, ser subsérie somavel que as séries E Ty € E T Sa0 convergentes.

neN+ neN—
n n
Logo as sequéncias (A,,) e (B,) sdo de Cauchy, onde A, = Z zje B, = Z xj, para todo
j=1 j=1
jENT JEN~
n € N. Assim, para cada € > 0, existe n} € N tal que
1 €
[A4q — Ayl = Z Zjl| < 9
J=p+1
JENT
sempre que ¢ > p > nZ e existe n_ € N tal que
d €
1By — Byll = Z Tjl| < 9
J=p+1
JEN-
sempre que ¢ > p > n_. Por fim, tomando n. = max {nt,n_} temos
q
1Sq = Spll = Z €i%j || = lepr1pr1 + - +€qzq|
J=p+1
q q q q
ol DR DI B DYEA B3 DR
J=p+1 Jj=p+1 J=p+1 Jj=p+1
JENT JEN~ JENT JENT
€ . €
— —=c
2 2 ’
oo
sempre que ¢ > p > n.. Logo (S,) é de Cauchy, implicando assim que a série anxn é
n=1

convergente.
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(d)= (b): Por hipotese (x,) ~, é uma sequéncia sinal soméavel. Suponhamos que (b) seja
falso. Entao existem ¢ > 0 e uma sequéncia (Mj),—, de subconjuntos finitos de N tais que

>

neMy,
Defina a seguinte funcao

min M1 > max My e > ¢, para todo k£ € N.

o0
1, sen € U M,
k=1
—1, caso contrario

En =

n
Considere a sequéncia definida por S,, = Z(l +¢;)z; e para cada m € N, tome k € N tal que
j=1
m < min M. Assim, para p = min M e ¢ = max M}, segue que p,q > m, mas

max My,
1S = Spll = Z (1+¢))z;|| = Z 2x, | > 2e.
Jj=min My+1 ne M,

Entao (S5,),~, nao ¢ uma sequencia de Cauchy, logo diverge, pois E & espaco de Banach. Com

o oo
isso, E x, ou g enty € divergente (ou ambas), o que é um absurdo. m

n=1 n=1

Corolario 2.1.5. Se (z,);~, é uma sequéncia incondicionalmente somdvel em um espago de

Banach E, entao para qualquer bijecao 0: N — N € verdade que

Z Tpn = Z $O(n).
n=1 n=1

Demonstracgao: Como (z,),-, é uma sequéncia incondicionalmente soméavel, segue do Teo-
rema 2.1.4(b) que para ¢ > 0, existe n. € N tal que, se M C N ¢ finito com min M > n,,

>

neM

{o(1),...,0(n.),...,0(q)} edefina My ={1,...,q}—{o(1),...,0(q)} e My ={c(1),...,0(q)}—
{1,...,q}.

Assim,

€ .
entao < 5 Tome g € N suficientemente grande de tal forma que {1,...,n.} C

S

q q
D= D Tolw)
n=1 n=1

ne My neMq
ne My neMy
< 3 1 g
—+-=c
2 2

q

q q q 00
Portanto, fazendo ¢ — oo em an = (Z Ty — Zx(,(n)> + Zx(,(n), segue que an =
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
o0
ng(n) n
n=1
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2.2 Bases em espacos de Banach

O conceito de base que trataremos no decorrer deste texto é o de base de Schauder, conceito
este que nao é o mesmo de base algébrica (de Hamel) de espagos vetoriais. E um dos motivos de
geralmente nao se trabalhar com bases algébricas em espacos de Banach de dimensao infinita

esta justificado no resultado a seguir:

Proposicao 2.2.1. Todo espaco de Banach com dimensao infinita possui base algébrica (base

de Hamel) nao enumerdvel.

Demonstracao: Seja £/ um espago de Banach com dimensao infinita e suponhamos que exista

uma base algébrica enumeravel B = {v; € E;j € N} de E. Para cada n € N, defina F,, =
o0

[v1,...,0,], isto &, o espago vetorial gerado por vi,...,v,. Assim E = U F,, cada F, é
=1

subespago proprio de E e fechado (pois tem dimensao finita). Logo cada ];n tem o interior
vazio, mas isto é uma contradicao devido ao Teorema de Baire, 1.0.16. Portanto nao existe
base algébrica enumerdvel em espacos de Banach de dimensao infinita.

Definigao 2.2.2. Uma sequéncia (z,), ., no espago de Banach E ¢ chamada de base de Schau-

der de E se cada x € E pode ser representado de maneira tnica por

o0

T = § An Ty,

n=1

onde a, € K para todo n € N. E facil ver que tal unicidade nos permite definir, a sequéncia de

funcionais lineares x: £ — K dada por
o0
* . . f—
x a;zj | = ap,
=1

n € N. Tais funcionais sdo chamados funcionais coeficientes (ou funcionais coordenadas ou

ainda funcionais biortogonais associados).
A unicidade também garante o resultado a seguir.

Proposicao 2.2.3. Se (z,,),—, € base de Schauder de um espago de Banach E, entao o conjunto

{z, € E;n € N} € linearmente independente.

k k
Demonstracao: Suponha que Z anx, = 0, onde k € N. Chamando x = Zanxn, segue da

n=1 n=1
unicidade de representacao que esta é a representacao de x em termos da base de Schauder.
k
Aplicando z} em x segue que a; = 7 (v) = 7} (Z anxn> = 23(0) =0, paracada j = 1,... k.
n=1

Logo, {z, € E;n € N} é linearmente independente. m
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Exemplo 2.2.4. A sequéncia dos vetores unitarios canonicos (e,) -, é base de Schauder de
co e Uy, 1 < p < oo. Mostraremos primeiramente que (e,) -, ¢ base de Schauder de ¢o. Seja
r = (x,),~, € ¢g. Como z,, — 0, para ¢ > 0 dado, existe ng € N tal que || (z,);—; [lc < €
sempre que n > ng. Assim, para n > no,

€ — X

€5 — (:B - || <0;07 7Oaxn+17‘7;n+27'”) ||OO = Sup |x3| <é&.

j)jzl j>n+1

[e.e] 0

Logo anen = x e dai (en) _, ¢ base de Schauder de ¢y. De maneira analoga prova-se que

n=1

(€n),—, € base de Schauder de £, 1 < p < oo.

Uma pergunta natural é se (., também possui base de Schauder. O proximo resultado nos
diz que “ser separavel” é uma condicao necessaria para que um espaco de Banach tenha base

de Schauder. Como /., nao ¢ separavel, entao nao possui base de Schauder.
Proposicao 2.2.5. Todo espaco de Banach com base de Schauder € separdvel.
Demonstracao: Seja EF um espaco de Banach sobre o corpo K = R com base de Schau-

der (z,)..,. Seja x € E. Entao z = Zanxn, com (a,),~, C K. Dado ¢ > 0, segue

n=1

o0 (o]
. . €
da convergéncia de Zanmn que existe ng € N tal que Z anToll < 7 Claramente
n=1 n=ng-+1
k
{Z nTn; qn € Q. k € N} ¢ enumeravel. Seja M = max{||z1]],...,||zn]|} > 0. Da densi-
n=1
dade de Q em R segue que, para cada n = 1,...,ny, existe ¢, € Q tal que |a, — ¢,| < SNV
ng
Assim,

xr— an:cn < Z an — qn| ||70]| +

E AnTnp

n=ng+1

<22 M\|:cn\|+ <e.

k

Logo {Z GnTn; qn € Q, k € N} ¢ denso em FE, concluindo assim que E é separavel. O caso
n=1

K = C segue usando o conjunto Q + iQQ ao invés de QQ e sua densidade em C. m

Vejamos que o espaco das fungdes continuas definidas no intervalo [0, 1] possui base de
Schauder. A existéncia de base de Schauder em C]0, 1] sera bastante ttil na demonstracao de

um dos resultados principais do Capitulo 3 e do Capitulo 4.

Exemplo 2.2.6 (Base de Faber-Schauder). Em C[0, 1] considere a sequéncia (x,,)2, de fungdes

continuas definidas por zo(t) = 1 e z1(t) =t e, para n > 2, considere o inteiro positivo m tal
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que 2™1 < n < 2™ e defina:

M — 2 M — 2 om — 1
2m<t— n —1) se DT qcp T

2m 2m - 2m — 1’
_ 2n — 1 2n — 1 2
()= 1—om (- (2 1)) se L 1<t
2m 2m 2m
0 , caso contrario.

Vamos provar que (x,,)22, é base de Schauder de C0,1]. Para f € C|0, 1] queremos determinar

Gnicos escalares (a, ), tais que f = Z any. Para isso defina em C|0,1] a sequéncia (p,),,

n=0
por
Po = f(O)x’(h
=po+ (f(1) = po(1)) 21,
1 1
P1+(f§ p1§>9€2,
1 1
2 1 (f Z — pa 1 )9537
n f 3 3
P4 = D3 4 p3 4 Ty,
1 1
=ps+ (f — pa( g >$57

Agora, como para qualquer ¢ € C[0, 1] temos po(t) = f(0)zo(t) = f(0) entdo py coincide com f

no ponto 0 e como

pi(t) = po(t) + (f(1) = po(1)) 21 (t) = f(0) + (f(1) = f(0)) ¢

entao p; coincide com f nos ponto 0 e 1 e o seu grafico é o segmento de reta com extremidade
(0, £(0)) e (1, f(1)). Com um raciocinio anélogo verifica-se que py coincide com f nos pontos

0,1e % e o seu gréfico é a uniao dos segmentos de reta com extremidades em (0, f(0)) e (%, f(%))

e em (%, f(%)) e (1, f(1)). Continuando com este raciocinio para n € N, temos que p,, coincide
o . _ 113135

com f nos n + 1 primeiros pontos do subconjunto D = {0,1, DD R e } c [0,1] e

seu grafico é a justaposicao dos segmentos de reta cujas abscissas das extremidades estao no

conjunto D.

Para cada inteiro nao negativo m, seja a,, o coeficiente de x,, na equacao que define p,,. Entao,
n

para cada n € N, teremos p, = Z AT Como f € C]0,1] é uniformemente continua segue

m=0

que para ¢ > 0 dado, existe 0 > 0 tal que

se 11,1y € [O, 1], ‘tl —t2’ < 0 entao ‘f(tl) — f(t2)| < %

1

5w < % e tome ng € N suficientemente grande de modo que f e py,

2
2m —1
2m

Considere m € N tal que

coincidam no conjunto D = <0,1,1, 1 3 135"~

L5 s a8 } Com isso, se t € [0,1], entdo
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existe k € {1,...,2™ — 1} tal que |t — 2% < 6. Logo, se k # 2™, segue que

L)) oo

£ () = pu()] <

~
~—~
=
|
~
N

om
<§+ f %)—pn(t)‘
:§+ Pn %)—pn(t)’
cieh () w ()
5 ()0 (2)
<e,

para todo n > ng. Se k = 2™ o resultado segue de maneira similar. Portanto, lim,, .. ||p, —
o

flleoc = 0, ou seja, é valida a representacao f = Z pTy.
n=0
Vejamos agora que tal representacdo ¢ tinica. Considere uma sequéncia de escalares (b,)
tal que f = anxn. Como Zanxn(t) = f(t) = ana:n(t), para todo t € [0, 1], temos que
n=0 n=0 n=0
Z(an — by)x,(t) = 0 para todo t € [0,1]. Para t = 0, temos ag — by = Z(an — b,)x,(0) =0,
n=0 n=0
implicando assim que ag = by. Com isso Z(an — by)zn(t) = 0 e, para t = 1, temos
n=1
a; — by = Z(an — by)zn(1) = 0 que implica a; = by;. Assim Z(an — by)zn(t) = 0 e apli-
n=1 n=2
cando t = % obtemos as = by,. Procedendo com este raciocinio para os demais valores de
_ 1131385 : _
t=0,1,5,79 553 - obtém-se a,, = b, para todo n € N.

Nosso préoximo objetivo é mostrar que os funcionais coeficientes de uma base de Schauder

sao continuos. Para isso precisaremos da seguinte definicao e do seguinte lema.

Definigao 2.2.7. Dada uma base de Schauder (x,) ", do espago de Banach E, denotaremos

oo

por Vg o espaco vetorial formado pela sequéncia de escalares (a,)32; tais que a série 5 (p T,
n=1

é convergente em FE.

Lema 2.2.8. Seja E um espago de Banach com base de Schauder (x,,),—,. Entao a fungao

n

ne: Ve — Ryng ((a,)02,) = sup
neN

ajx;
1
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¢ uma norma em Vg e (Vg,ng) € um espa¢o de Banach. Além disso o operador

oo

To: Ve — BiTp ((a)2,) = Y anty

n=1

€ um isomorfismo.

Demonstracao: Por simplicidade usaremos a notagao (a,,) -, = (a,) e vamos provar que 7 é

uma norma:
n

E :ajxj

j=1

(i) Se ng ((an,)) = 0 entdao sup = 0. Logo dado n € N temos 0 < |[a,z,] <

neN

n

E ;x5

j=1
que (a,) ¢ nula. Por outro lado, é claro que se (a,) ¢ nula, entao ng ((a,)) = 0.

= 0. Dai a,z, = 0 e como x,, # 0 segue que a, = 0. Como n € N é arbitrario segue

(ii) Para A € K temos que
ne (Aa,)) = Sug Z A\a; T,
ne

(iii) Para todo (a n), (bn) € Vg temos

= |Alns ((an))

= [A[sup
neN

n
E :ajxj
J=1

ne ((an) + (bn)) = sup > _(aj +by)z;
ne :
j=1
< sup Z a;x;|| + sup ija:j

=g ((an)) + 15 ((bn)) -

Vejamos agora que Vg ¢ um espaco de Banach. Seja (y,,)0%, = ((a});),—, uma sequéncia de

Cauchy em Vg, onde y,, = (a})52,, para cada n € N. Assim,

n n—1
jay — aflllzall = ll(af = al)an] = | _(af —al)a; =Y (af —al)z
=1 =1
n -1
< St [t o
i=1 -1
n n—1
< sup Z(ak — al)z;|| + sup Z(af —al)x
"oli=1 "o li=1
=205 (Y — Yj)
. 2 —
e assim |af —al| < W para cada n € N. Como (y;)32, ¢ de Cauchy em Vg, para
e > 0 dado, existe j. € N tal que se k,j > j. temos ng(y, — y;) < H:ETTLHC”. Logo, para

o0

2 — .
2ne(yx — y;) < ¢, concluindo assim que (a®)%, é de Cauchy

[
em K, logo convergente. Para cada n € N, digamos que af

k,j > j segue que |af —al| <

— a, quando k — oo. Definindo
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y = (an)iZ, , vejamos que y € Vg e que (y;)32, converge para y em Vg. Novamente pelo

€
fato de (y,)22, ser de Cauchy, segue que existe n. € N tal que ng(yr — y;) < 1 Sempre que

n

> (af —al)x;

=1

. € .
k,j > n. Assim, < 7 para todon € N e k,j > n. e, fazendo k — oo, segue

n

Z(ai — af)xi

i=1
m > n, temos

€ .
que < 7 para todo n € N e todo 5 > n.. Em particular, para m,n € N, com

m m n
e € €
Z (a; — a;*)z;|| < Z(ai —a;®)z,|| + Z(ai are ), || < 1 + 1=
i=n+1 i=1 i=1
m
Como y,. = (a;°),—, € Vg, existe ng € N tal que Za?sxz < —, sempre que m > n > ng
i=n
Logo, para m > n > ng, segue que
m n m m
Z a;x; — Z a;r;|| = Z a;z;|| = Z (a; + als — al®)z;
=1 =1 1=n+1 i=n-+1
m m
< || 2 (ai— >
1=n+1 i=n+1
< c + - €
2 2 7

n oo
concluindo assim que (Z aixi) ¢ de Cauchy em E e, portanto, convergente. Assim y =
i=1

n=1
5
(an)5%y € Vg e nep(yn — y) = sup < 7 < & sempre que n > n.. Portanto,

m
Z(a? — ;)
moli=1

Yn — Y, concluindo assim que (Vg,ng) é completo.

o

Finalmente vejamos que a aplicacdo T : Vg — E; Tg ((an)) = Zanxn ¢ um isomorfismo.
n=1
Para (a,), (b,) € Vg e A € K, temos
Tk ((an) + A(by)) = Z(an + A\by)x,, = Z(anxn + A\b,zy)
n=1 n=1

— Z Ap Ty + Z bz, =Tk ((Cbn)) + NTg ((bn)) )

ou seja, Ty € linear.
e.9]

Agora se (ay), (b,) € Vg sao distintos tem-se Tx ((a,)) = Zanxn + anxn = Tr((by))

n=1
(devido a (z,):7, ser base de Schauder), logo T é injetor. E claro que Ty ¢ sobrejetor, pois

para todo x € F existe (a,) € Vg tal que x = Z ant, = Tg ((a,)). Agora, como

n=1

ITs (@) | = — lim S air, Za 71| = e ()

< sup
neN

S
E ATy
n=1
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segue que T é continua e do Teorema da Aplicagdo Aberta (Teorema 1.0.18) segue que T é

uma aplicacao aberta. Portanto T, 1'é continua. m

Definigao 2.2.9. Sejam (z,),—, € (yn),—, bases de Schauder dos espagos de Banach E e F),

respectivamente. Dizemos que a sequéncia (xn)n | € equivalente o (y,),-, e representamos por

()7 =~ (yn).—,, se para qualquer sequéncia de escalares (a,), -, temos que
o0 oo
E an,T, € convergente se, somente se, g anyné convergente.
n=1 n=1

Nao é dificil provar que vale a seguinte caracterizacio para sequéncias equivalentes (veja |3,
Teorema 10.3.11]):

Teorema 2.2.10. Sejam (z,),—, € (yn),—, bases de Schauder dos espagos de Banach E e F),

respectivamente. Entao (x,)._, = (yn),—, Se, e somente se, existe um isomorfismo T: E — F

n=1""

tal que T'(x,) = yn, para todo n € N.

Teorema 2.2.11. Os funcionais coeficientes da base de Schauder (z,),—, de um espago de
Banach E sao continuos.

oo

Demonstracao: Sejam (a,)52, € Vg e Tg ((a,)22,) = Zanxn =z € E. Assim, para cada

n=1
n € N e cada funcional coeficiente z¥ € E’ é verdade que

n—1
2@zl = 25 @)ea] = llanz. | = Za n— Y am,
=1
n —1 n
S Zazxz Z SQSUP Zaixi
i=1 i—1 neN i—1

= 20 ((an)7) = 205 ((T) ™ ()
< 2|75l

2|7t
Ou sefa, Jo (2] < ALz |

— |l

||z|| para todo = € E. Logo x} é continuo. m

Definigao 2.2.12. Seja E um espaco de Banach com base de Schauder (z,,);~,. Considere a

sequéncia de operadores (P,)~, dada por

P,: E— E;P,( <Za]x]> = ia]’x]’7
j=1

o0

onde x = E ajz; € E. Os P, sao chamados de proje¢oes candnicas associadas a base (),
j=1

1°
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Observacao 2.2.13. Note que |P,|| > 1, para cada n € N. De fato,

(n m)“ P

1Pl = sup [[Pa(a)] >]

llzll<1
Z = ol = 1
Proposigao 2.2.14. As projecoes canonicas (P,)" | associadas a base de Schauder (x,),", do
espaco de Banach E sao continuas.
Demonstracao: Seja x = Zanxn € E. Paracada j € Necadaz; € Edefinar;®z;: £ —
n=1

E por r;®@x; (v) =z} () v;. Note que v;®@x; = ijox}, onde ij: K — E é dadapori; (a) = az;,
para todo a € K, j € N. Como i; e 2} sao continuas, segue que r; @ z; ¢ continua. Além disso,

para todo z € E temos que
=P, (Z anxn> = Z a;jr; = Z v (7)1 = Z T @ x5 ()
n=1 j=1 j=1 j=1

Ou seja P, = E r; ® zj, concluindo que P, é continua. m
Jj=1

Observagao 2.2.15. Além da aplicagao r @ z;: £ — E definida na demonstragéo da Pro-

posicao 2.2.14 acima ser continua, tem-

0 = sup |l 23 )] = sup (ol | - Hng\w ) sl =

Proposicao 2.2.16. Sejam (P,).., as projegoes canodnicas associadas a base de Schauder

(z,,),~, do espago de Banach E. Entdo sup | Pl < o0.

o0 (o] n
Demonstracao: Para cada z = E a,r, € E, como P, < E anxn> = E a;x; e a sequéncia

n=1 n=1 j=1

<Z a]x]> converge para x, segue que a sequéncia (|| P,(z)|),—, € limitada. Logo, para

cada x € E sup, oy (| Pa(2)]]) < 0o. Como E é Banach e cada P, é continua segue do Teorema

de Banach-Steinhauss que sup || P,|| < co.
n

Definigao 2.2.17. Sejam (P,) , as proje¢des canodnicas associadas a base de Schauder (z,) >

n=1

do espago de Banach E. O namero sup ||P,| é chamado de constante da base (x,),—, e é

denotado por K(zn);’f:l

Teorema 2.2.18. Sejam (z,,).~, uma base de Schauder de um espago de Banach E e (x})%2

n=1

seus funcionais coeficientes. Entao, para todo k € N,
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L < flzgllznll < 2K @z, -

Demonstracao: Considerando as projegoes canonicas (P,) - associadas a base de Schauder

(z,,)2 . segue que

k k-1
T; ® T z; QX

L= Jlzg ()| < llogl Nzl = llog @ x| =
j=1 3=1
k k—1
<Dz @+ D) @yl = 1Pl + [ Peor]] < 25up | Pall = 2K (0,22,
j=1 j=1 "

Corolario 2.2.19. Sejam (23)22, os funcionais coeficientes da base de Schauder (x,).., de

um espaco de Banach E. Entao,

“|l > 0.

(a) sup ||z,|| < oo se, e somente se, inf ||z
neN neN

(b) inf ||z,|| > 0 se, e somente se, sup ||z} || < oo .

Demonstragao: Faremos o caso (a), pois (b) segue de maneira similar. Chamando K =
2K (4, | segue do Teorema anterior que 1 < ||zt ||[|zx]] < K, para todo k € N. Primeiramente
suponha que sup ||z,| < co. Assim, 1 < |z}| sup ||z,|| < oo, para todo k € N. Logo 0 <
neN neN
1

sup [|,||
neN

< ||} || para todo k € N e segue da defini¢ao de infimo que

1
0 < — < inf |||
sup ||z, || €N

neN

| > 0, segue que

K K
|zp]| £ ———— —, para todo k € N. Da definicao de supremo segue que sup ||z, | < - -
1n§ || | neN 1n£] |l |
ne ne

l
n

Reciprocamente, temos que ||z|| in&“m}i” < lzglll|zk]] < K e como inI{]Hx
ne ne

oo, |

Defini¢ao 2.2.20. Sejam E um espaco de Banach e (y,)5%, e (y5)52, sequéncias em E e
E', respectivamente. Dizemos que (yn,y,)ol; € um sistema biortogonal se y;(y;) = 6;; para
quaisquer 7,5 € N, onde d;; = 0se ¢ # j e §;; = 1 se i = j. Neste caso, as funcoes (P,) " |,

dadas por

Py: E— E;Py(x) =Y yi(x)y;
j=1

sao chamadas projegoes candnicas do sistema biortogonal (y,,, y5)5% ;.
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Exemplo 2.2.21. Claramente, se (z,),_, é base de Schauder de um espaco de Banach E e

*

()22, é a sequéncia dos seus funcionais coeficientes, entdao (z,,x}

n/n=1

biortogonal. Mais ainda, se (z,,y}),; também é um sistema biortogonal, entdo x! =

)22, é um sistema

Un

para todo n € N. De fato, como z} e y sao tais que z(x;) = d,; = y}(x;) para todo n,j € N,

o
entao para r = g a;r; € E, temos
J=1

vt(a) = 2, (z ) S et = S ash =S o) — o (z ) @)
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Logo x; =y, para todo n € N.

Teorema 2.2.22. Seja (x,,x})> | um sistema biortogonal em um espac¢o de Banach E e con-

sidere (P,),"_| as projegoes associadas a (T, x5)02 . As sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(a) ()., € base de Schauder de E;

(b) lim P,(z) =z para todo x € E;

(¢) [tn;n € N] = E esup||P,(z)] < oo para todo x € E;
neN

(d) [zp;n € N| = E esup||P,| < 0.
neN

Demonstragao:

(a)=(b): Sejax € E. Como (z,),-, é base de Schauder de E, segue do Exemplo 2.2.21 que, (7))

[eS)
n=1

é a sequéncia dos seus funcionais coeficientes. Logo z = E vi(r)rje Py(r) = E v ()5,
i=1

j=1
Portanto,

(b)=-(c): Claramente [x,;n € N] C E. Seja x € E. De (b) segue que

n—oo

lim Zx;k(x)xj = lim P,(x) = z,
j=1

e como (P,(x)) 2, C [xp;n € N], temos x € [z,;n € N]. Como (P,(x)))”, é convergente

(logo limitada), segue que sup || P, (z)| < oo.
neN

(c)=(d): E consequéncia imediata do Teorema de Banach-Steinhaus aplicado para a sequéncia de

operadores (P,)% ;.
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(d)=(a): A hipotese de (d) garante que o conjunto

D:{Zajxj; m € N, ajEK,jzl,...,m}

J=1

m
é denso em FE. Assim para Z a;x; = Ym € D, se n > m temos que

j=1
Po(ym) = Zx;(ym)xj = ZI:(ym)xJ + Z x;(ym)xj = Zajxj + 0 = Ym.
j=1 i=1 j=m+1 =1

Logo lim P,(ym) = ym. Agora, sejam z € F e ¢ > 0. Da densidade de D, existe y € D

tal que ||z —y| < Além disso, segue do que vimos acima que existe ng € N

€

L+sup |7
neN

tal que para n > ng, temos P,(y) = y. Logo, para todo n > ng, é verdade que

1Pu(2) — 2| = |1Pa(2) — Pa(y) + Puly) —y +y — 2|

< [[Bn(z) = Pa() I + [[1Pa(y) — yll + lly — =]

= 1Pz =)l + Iz — vl

< Pullllz =yl + 1z =yl

= (1Pl + 1) [[z =yl

< (supllel + 1) = i
jEN

<E.

Portanto, lim P,(z) = z, para todo z € F e, além disso,

n—oo
n [e.e]
2= Jim P(2) = lim 305 (2)ey = a3 )
j=1 n=1
(0.9 [0.9]
Note ainda que a representacao z = Zx;(z)xn ¢ Unica, pois se z = an:cn entao
n=1 n=1
o0
Z(xj;(z) — by)z, = 0. Logo, para cada j € N, temos
n=1

() = by =) (@5(2) = ba)aj(xa) = (Z(:c;(z) - bn)xn> =23(0) =0

n=1 n=1

e, consequentemente, () = b;, para todo j € N.
n
Corolario 2.2.23. Se (z,,x})> | é um sistema biortogonal no espago de Banach E e

sup || P, || < oo,
neN

entao (x,),., € uma base de Schauder de um subespago fechado de E.
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Demonstracao: Considere o subespaco fechado de E dado por F' = [z,;n € N]. Claramente
(@, x5)22 , € um sistema biortogonal de F' com (P,|r)°, sendo as projegdes canonicas associ-

adas a (x,,25)%2, em F. Além disso,

sup || P |p[| < sup || P, || < oo.
neN neN

Logo, segue do Teorema 2.2.22(d) que (z,,),—, € base de Schauder de F. m



CAPITULO 3

Sequéncias basicas em Espacos de Banach

Vimos no capitulo anterior que todo espaco de Banach com base de Schauder ¢ separavel.
Um problema que permaneceu em aberto por varios anos ¢ se a reciproca deste resultado é
verdadeira. FEste problema, além do interesse por se tratar de um problema importante da
Anélise Funcional, também ficou conhecido por uma historia curiosa. Nos anos de 1930 e 1940,
Banach e outros matematicos tinham o habito de se reunirem em um bar (o Scottish Café)
para, dentre outras coisas, discutirem matematica. Eles usavam um livro cedido pela esposa
de Banach e que ficava no bar (o qual ficou conhecido como Scottish Book) para escreverem
problemas interessantes de matemética (principalmente de Anélise Funcional e Topologia) e
suas solucoes. Geralmente, aos problemas propostos mas nao resolvidos, eram oferecidos pré-
mios, tais como uma garrafa de vinho ou de conhaque. Mas o problema de niimero 153 do livro,
que é justamente a pergunta sobre a validade da reciproca acima, foi proposto por Mazur, em
1936 e oferecido um ganso vivo para quem solucionasse o problema.

Em um artigo de 1973, P. Enflo mostrou que a reciproca é falsa, ou seja, existem espacgos
de Banach separaveis que nao possuem base de Schauder. De fato, Enflo provou mais do que
isso, ele construiu um espaco de Banach reflexivo e separdvel que nao tem a propriedade da
aproximacao e nao possui base de Schauder, respondendo também negativamente & questao de
que todo espaco de Banach tem a propriedade da aproximacao. A demonstracao de Enflo utiliza
propriedades de simetria em espacos de dimensao alta e técnicas avancadas de combinatoria,
assuntos esses que fogem do escopo deste trabalho. Para um leitor interessado, sugerimos a
leitura do trabalho original de Enflo, em [6].

Quanto a premiacao, Enflo viajou a Varsévia e recebeu o ganso das maos do proprio Mazur,

o qual foi feito em um jantar naquele mesmo dia.

Voltando & matematica, um resultado mais fraco, porém bastante importante, é verdadeiro:

Todo espago de Banach de dimensao infinita contém um subespaco de dimensao infinita com

base de Schauder.

27
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Neste capitulo, o principal resultado a ser provado é o principio de selecao de Bessaga-
Pelczynski e, como uma das aplicacoes do principio de selecao, provaremos o resultado enunciado
acima. Faremos também, neste capitulo, um estudo sobre bases incondicionais e sequéncias

basicas incondicionais. Comecamos com o conceito de sequéncia bésica.

o0 .

Definigao 3.0.24. Uma sequéncia (z,,) -, em E é dita sequéncia bdsica quando ()., é base

de Schauder de span {x,;n € N}, onde span A denota o espago gerado por A.

Note que o Corolario 2.2.23 pode ser reescrito da seguinte forma:

"Se (xn,x5)3, € um sistema biortogonal no espag¢o de Banach E e sup ||P,| < oo, entdo
neN
o0 - A . s - n
(z,,),—, € uma sequéncia bdsica em E.

O resultado a seguir nos d&4 uma caracterizagao util na decisao de que uma sequéncia num
espaco de Banach é ou nao basica.
Teorema 3.0.25. (Critério de Banach-Grunblum) Seja E um espago de Banach e (x,), -, uma
o0 -

sequéncia de vetores nao-nulos em E. Entao (z,,),._, € uma sequéncia bdsica se, e somente se,

existe M > 0 tal que se n > m, entao

m

n
ZCL]‘I]‘ SM Za]‘l’j s

=1 j=1
para qualquer sequéncia de escalares (a,)S2 .

o0 .

Demonstracao: Para a implicacdo direta, suponha que (z,,),_, é uma sequéncia basica em FE.

Assim, (x,),-, € base de Schauder de span {x,;n € N}. Considerando ()", como a sequén-

segue que (,,x5)>°

cia dos funcionais coeficientes de (z,,)>7 et

=1’ ¢ um sistema biortogonal em

span {z,;n € N}. Logo, segue do Teorema 2.2.22(b) que a sequéncia (P,(z)))_, converge em

span {x,;n € N}, qualquer que seja x € span {z,;n € N}, onde (P,) -, sdo as projecoes cano-

nicas de ((z,,z})),~,. Pelo mesmo resultado (agora usando (d)) segue que M := sup || P, || < cc.
neN
Assim, para toda sequéncia de escalares (a,) _, € para n > m, temos que

n n n m
P, Z a;x; | = Z a; P (i) = Z a; Z x;(%)%
i=1 i=1 i=1  j=1
n

n m m
= E a; E dijr; = E E i0ijT;
=1 j=1

=1 j=1
n m
= E (aiéilxi + ...+ azé}mxz) = E a;T;.
i=1 1=1

Entao, para n > m, temos que

m n n n
Z ;% || = || P Z a;iz; ||| < || Pwll Z a; x| <M Z a;x;
i=1 i=1 =1 =1
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Agora vejamos a reciproca. Seja F' = span {z,;n € N}. Devemos mostrar que (z,) -, é base

de Schauder de F' = span {z,;n € N} C E (aqui estamos considerando F e F com a norma
induzida de F). Vejamos primeiro que {x,;n € N} é linearmente independente. Para isso,
n

jam n um uéncia (a;)>°, de escalares qualquer com a;x; = 0. Para m = 1 vale
seja €Ne a sequéncia (a;),_, i T
i=1

0 <||arz:|| < M Zaja:j =0

j=1
e, consequentemente, a; = 0, pois x; # 0. Para m = 2 segue que

n
0 S ||(12.Z'2H = ||CL1£L’1 +CL2.Z‘2H S M Zajxj = O,
j=1

donde obtém-se a; = 0. Continuando com esse procedimento até m = n obtém-se a,, = -+ =

a; = 0. Portanto {z,;n € N} é linearmente independente.
o

Agora vejamos que cada = € span {x,;n € N} é escrito de maneira tnica como x = E ApLy,.
n=1
Considere, para cada n € N, o funcional linear z : F' — K e a transformagcao linear 7}, dados

por:
k n
x,, E a;r; | =a,eT, E a;r; | = E a;x;,
j=1 j=1 j=1
sen<ke
k k n
*
x, E ajz; | =0eT, E a;r; | = E a;T;,
j=1 j=1 Jj=1
sen >k, onde a1 =---=a, =0.

Assim, segue da hipotese que se n < k, entao

k n k
Tn E a;T; = E ;T S M E a;T;
e se n > k, entao
k k
Tn E a;T; = E ;T
j=1 j=1

Pelas duas relacoes acima, concluiimos que

ITall = sup |Tn(2)[| < sup max{M|[z[],||z([} = max{M,1}.

[l=]|<1 ll=l<1

Chamando C' = max{M, 1}, segue que ||T,,|| < C, ou seja, cada T,, é continua.
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n
Note que se n < k, entao para todo z € F, x = Z a;x;, temos
i=1

n n—1
[ (@) [@nll = lanllzall = | Y @iz = air; ‘
i=1 i=1
n n—1 n
< Zai:vi + Zaia:i < QM‘ Zaiaji
i=1 i=1 i=1
— 2MJz].

Logo
2M
|z ()] < [l
B

garantindo assim que z¥ também é continua. E como os contradominios K de x* e F de T,
sao espacos de Banach e F' é denso em F, da Proposicao 1.0.20 segue que, para cada n existem
tinicas extensoes lineares e continuas f, e R, de = e T,,, respectivamente, tais que ||z} | = || f.||
e IT ] = IIRall

Agora é facil ver que, como
n

To(z) = Z z; (2)w;,

i=1

para todo z € F', entao segue da unicidade das extensoes que
n
i=1

para todo z € F.

m
E agora dados z € F e e > 0, como F é denso em F, existe y = Z ajz; € span{x,;n € N}
i=1
tal que

€
Iz = yll < 77
1+ (|7

Assim, para todo n > m, temos

e = Ru(@)l| = |2 — y+y — Ruly) + Ruly) — Ru(@)]
< llz = yll + ly = Ru()ll + | Ra(y) — Ral()]|
<z =yl + lly —yll + | Rulll|lz =yl
< (L+ [Ral) e — ]
< (14 |Ral)+—

1+ [T
9

=+ N7 =
L+ [T

s,
e, portanto,

n—oo

r = lim R,(z) = 7}13)102”: filz)z; = i fi(z)z;. (3.1)
i=1 i=1



31

Resta agora verificar que a representagao de x acima é tnica. Para isto, é suficiente mostrar

que
00
E a;T; = Q; = O,
=1

para todo ¢ € N. Para € > 0, segue que existe ng € N tal que

n

E :ajxj

j=1

<e,

para todo n > ny. Pela desigualdade da hipotese conluimos que

m
E a;xj
j=1

< Mze,

para todo m € N. Assim,

< 2Me,

[ [ | =

m m—1
E CLjIj — E CLj[Ej
Jj=1 Jj=1

para todo m € N. Como ¢ > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue que a,, = 0 para todo

meN. m

Corolario 3.0.26. A menor constante que satisfaz a desigualdade do critério de Banach-
Grunblum é a constante da base

Kz,

n=1

= sup || P,
neN

conforme introduzida na Defini¢io 2.2.17. Além disso, K, )~ > 1.

n=

Demonstracao: Se M é uma constante que satisfaz a desigualdade do critério de Banach-
o

Grunblum e z = Z ajz; € {x,;n € N}, entdo para m > n temos

=1
[P (z) ]| = || P (Z%%‘) ‘: > ajrgl| <MD aju;
=1 j=1 j=1
15 ()|} < M lim > aui|| < MY azag)| = M|
= =1

Logo || P,|| < M, para todo n € N e assim sup || P[] < M. A desigualdade K, )= > 1 segue
neN B
da Observagao 2.2.13. m

Uma questao natural ¢ se todo subconjunto linearmente independente e enumeravel de um

espaco de Banach é uma sequéncia basica. O exemplo a seguir mostra que nao.
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Exemplo 3.0.27. Em /,,1 < p < oo, defina z; =e; e z; = j_Tllej,l + %ej para todo j > 2. E

facil ver que {z,;n € N} C ¢, ¢ linearmente independente. Além disso, para todo n € N, temos

n
>
Jj=1 P

Logo nao existe constante M que satisfaca a desigualdade do critério de Banach-Grunblum.

e e} ~ 2 A 4 ot
Portanto (x,),_, nao é sequéncia bésica em /,,.

3.1 Bases e sequéncias basicas incondicionais

Definigao 3.1.1. Uma base de Schauder (z,,))~ em um espaco de Banach £ é uma base incon-

dicional se, para todo z € E, a representacao r = g a, X, ¢ incondicionalmente convergente.

n=1
Exemplo 3.1.2. A base de Schauder (e,))”, dos espacos ¢y e £,, 1 < p < oo ¢ incondicional.

De fato, primeiramente considere (z,,)°~, € co, &, = 1 e defina em ¢( a sequéncia (s,) -, por
n

= Z&?jxjej. Para ¢ > 0, existe ng € N tal que |z, — 0] < € sempre que n > ng. Assim,

j=1
para m > n > ng temos

E , €jL;€;

j=n—+1

IS — snl| = =1|(0,...,0,ent1%ns1s -+ EmTm, 0,0...)|l0o

= max{|zpt1|,- .., |zm|} <e.

Ou seja, (sp).—, ¢ uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach ¢y, logo é convergente.
Assim (z,e,),-, € sinal somével e pelo Teorema 2.1.4(d) podemos concluir que (e,), -, é base

incondicional de cg.

Agora para (), € {, defina S,, = Zejxjej, ne€Neeg, ==+1. Como Z |z, [P converge,

j=1 n=1
m

entao dado € > 0 existe ng € N tal que para todo m > n > ng temos Z |z;|P < eP. Dai,
j=n

1Sm = Snlly =

E : €jL;€5

Jj=n+1

=100, ..., 0, En11Tnt1s - -+, EmTm, 0,0 )P

m
= >yl <<

j=n+1
para todo m > n > ng. Portanto (S,) ~, é uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach ¢,
logo converge. Assim (z,e,),—, ¢ sinal somével e pelo Teorema 2.1.4(d) podemos concluir que

o 2 . ..
(€n),—; € base incondicional de ¢,.

Proposigao 3.1.3. Seja T': E — F um isomorfismo entre os espa¢os de Banach E e F'.
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(a) Se ()., € base de Schauder de E, entao (T'(x,)),—, € base de Schauder de F;

(b) Se (x,,),—, € base incondicional de E, entao (T (zy,)),—, € base incondicional de F.

Demonstracao:

(a)

Para y € F , como T7'(y) € E, existem unicos escalares (a,) -, tais que T7'(y) =
Z an Xy € como 1" é bijecao temos que y = T <Z anxn> . Devido a T" ser uma aplicacao

n=1 n=1

linear e continua, temos que

y="1T (i anxn> =T (h_)m Xn:aj:z;j> = llm T (Zn: ajxj> =

n=1

Portanto, y = Z a,T(x,) € F. Vejamos que tal representagdo ¢ unica, o que nos levara
n=1
a concluir que T'(z,)%, ¢é base de Schauder de F. Para isso suponha que exista uma

[e.9]
sequéncia de escalares (b,,)0°, tais que y = Z b, T (z,). Um argumento analogo ao que

n=1

oo

foi feito, mostra que 77! (y) = anxn, e como (x,).~, ¢ base de Schauder de E, isso
n=1

contraria a unicidade dos escalares (a,), ;.

o0

Devemos verificar que E a,T(x,) converge incondicionalmente. Para isso, considere

n=1
n

o: N — N uma bijecdo qualquer e em F' defina a sequéncia s, = Z a;T(x4(;)). Como
=1

- J

Z a,x, converge incondicionalmente em F, segue que para € > 0, existe ng € N tal que

n=1
se m > n > ng, entao

7 g
2 || <
j=n+1
Assim,
sm = sall = D a;T(woi) = > a;T(woi)|| = || D ;T (x0())
j=1 i=1 j=n+l
— T ( > ajxa(j)> <ITI Y ajaap)|| <
j=n+1 j=n+1

sempre que m > n > ng, e isto implica que (s,)>2; é de Cauchy no espago de Banach F.

Portanto Z anT(24(n)) é convergente em F.

n=1
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Definigao 3.1.4. Uma sequéncia (z,),., em um espaco de Banach E é uma sequéncia bdsica

incondicional se ela for base incondicional de span {x,;n € N}.

O resultado a seguir € uma importante caracterizagdo para sequéncias béasicas incondicionais.
Este resultado nos traz uma lembranca do critério de Banach-Grunblum que trata de sequéncias
basicas. Entretanto no critério de Banach-Grunblum as desigualdades sao feitas via somas

finitas e no resultado a seguir sao feitas por meio de somas infinitas.

Teorema 3.1.5. Seja (x,).-, uma sequéncia no espago de Banach E. As sequintes afirmagdes

sao equivalentes:

(a) (zn),—, € uma sequéncia bdsica incondicional;

o0

(b) Eziste uma constante L tal que, se Zanxn converge, entao, para qualquer subconjunto

n=1

N C N, temos

<L

E An Ty

neN

E AnTnp

7

e e

(c) Fziste uma constante K tal que se E AnT, CONVErge, entao para qUAaISquer sinais €, = +1,

n=1

o0

n=1

temos

o0
E AnTn

n=1

<K

Demonstracao: (a)=-(b): Sejam n € N e X = span{z,;n € N}. Para N C N defina

Py : X CFEF — X por Py Zanxn = Zanaﬁn. Note que Py estd bem definido, pois

n=1 neN
oo

a convergéncia incondicional de E a,r, juntamente com o Teorema 2.1.4 (c¢) implicam na

n=1

convergéncia de E anx,. Claramente Py é linear e a continuidade seguird do Teorema do

neN
Gréfico Fechado, bastando para isso mostrar que o grafico

G(Py) = {(x, Py(z)) ;2 = Z%In € X}

n=1
¢ fechado em X x X. Seja entdo ((zn,yn)),., uma sequéncia convergente em Gr(Py), isto
é, existe (z,y) € X x X tal que (2,,y,) — (2,y). Como ((2n,Yn))r—, C Gr(Py), entdo
Yn = Py(2,). Devemos mostrar que (z,y) € Gr(Py), ou seja, y = Py(z).

Para isso considere

zk—Za Tn, x—Zanxn, yr = Pn(zg) Za T, € y—anxn

neN
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Note que a continuidade dos funcionais coeficientes x garante que
o0 [e.@] oo
k k X : k ok _
kh—{EO a, k11_>1r010 x, g a, T, | =, kh_)rgo a, T, | =, g UnTy | = ap,

para todo n € N. Ou seja,

lim ak = Qy,
k—o00

para todo n € N. Da mesma forma obtém-se

k
lim a, = by,

k—oo

para todon € N e b, = 0 sen ¢ N, pois nesse caso a sequéncia nula converge para b,. Logo,

a, = by, para todon € N e b, = 0 para todo n ¢ N e, consequentemente,

Pyn(z) = Z An Ly = Z by, =

neN neN

Portanto, Gr(Py) é fechado em X x X, implicando assim que Py é continua.

(e.)

Agora, para cada r = Zanxn € X fixo, como (a,z,), ¢ incondicionalmente soméavel,
n=1

segue do Teorema 2.1.4(e) que o operador T: ¢, — X dado por T (( Z A Qp Xy, €

continuo. Assim, existe L, > 0 tal que

= 1T ((A)aZ) | < Lall(An)7is llo-

Para cada N C N defina a sequéncia (\,)5%; € l, por A\, = 1, se n € N, e A\, = 0, caso

n=1

contrario. Assim,

[Py ()] = =

E AnTn

neN

< Lx||()\n)2°:1\|oo =L,

(o9
E )\nanxn
n=1

e, portanto,

sup || Py (2)]| < Lo
NCN

Pelo Teorema da Banach-Steinhaus, existe L > 0 tal que
sup || Py < L.
NCN
Portanto, para todo N C N segue que
[1Px ()] < Lil|l,

donde resulta

<L

E An Ty

neN

E An Ty
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(b)=(c) Sejam N C N e ¢, € {—1,1}, para todo n € N. Por hipotese, temos

oo
Zanmn <L Zana:n < 00,
neN n=1
o0
logo (a,x,)22, é subsérie somével. Assim, segue do Teorema 2.1.4(d) que Z EnnT, ¢ conver-
n=1

gente. Logo, para NT ={n € N;e, =1} e N~ = {n € N;¢g, = —1} segue que

o0 o0
Zgnanxn < Z anZnll + Z anTnll < 2L Zanxn
n=1 neN+t neN— n=1
Chamando K = 2L, segue que
o o
Z EnlnTnl|l < K Z anTn
n=1 n=1
(¢c)=(a) Por hipotese
o o
n=1 n=1
o0
logo segue do Teorema 2.1.4(d) que Z a,x, ¢ incondicionalmente convergente. Vejamos que
n=1
(), € sequéncia basica de E. Para isso usaremos o critério de Banach-Grunblum, ou seja,
m n
vamos mostrar que existe M > 0 tal que Z a;r;l| <M Z a;x;||, sempre que n > m. Seja
j=1 Jj=1

N CNedefinae,=1,sene€ N,ee,=—1,sen¢N. Dai

o o0
E EnQnTy = g AnTy — g AnTy, e E nTy = g Apn Ty + g ATy,
j=1 neN n¢N n=1 neN n¢N

e, consequentemente,
[e.@] o
E EnlnTy + E ATy, = 2 g ApTo-
n=1 n=1 neN

Logo,

1 o0 [o¢]
= 5 E EnlnTy + E ApTy
n=1 n=1

neN
< % 5§25nanmn +‘%’ jf:anxn
n=1 n=1
S;%; ﬁf:anxn + = if:anxn
n=1 n=1
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kE+1

Portanto, para M = , obtemos

> anta| <MD anzal,
neN n=1
qualquer que seja N C N.
Assim, para m,n € N, m > n, e considerando N = {1,...,n} e a; = 0 para j € {m +

I,m—+2,...}, temos

<M =M

E anTn

neN

)

)
E ATy,
n=1

m
E ATy
n=1

ou seja,

<M

n m
E ;x5 E ;x5
j=1 j=1

Agora o resultado segue do critério de Banach-Grunblum. m

3.2 Dois problemas importantes envolvendo sequéncias ba-

sicas em espacos de Banach

Até o momento, estudamos caracterizacoes para decidir se uma sequéncia num espago
de Banach é ou nao sequéncia basica ou, se é ou nao sequéncia basica incondicional. Vimos
também que nem todo subconjunto linearmente independente e enumeravel de um espaco de
Banach é uma sequéncia basica. Entretanto, duas perguntas fundamentais ainda estao sem

resposta:
1. Sempre existe sequéncia béasica num dado espago de Banach?
2. Sempre existe sequéncia basica incondicional num dado espaco de Banach?

Veremos que a resposta para a primeira pergunta é sim e a resposta para a segunda é nao.
A prova de que todo espaco de Banach de dimensao infinita tem sequéncia basica sera feita
no proximo capitulo, como aplicacao do principio de selecdo de Bessaga-Pelczynski. Antes

disso, faremos um breve estudo a respeito da segunda pergunta.

3.2.1 O problema da base incondicional

Conforme dissemos anteriormente, a pergunta 1 é respondida de maneira positiva. Mais preci-
samente, o Teorema de Banach-Mazur diz que todo espaco de Banach com dimensao infinita
contém um subespagco fechado com dimensao também infinita que tem base de Schauder (este
resultado serd provado adiante). Assim, surge um questionamento natural, que é conhecido

como o problema da base incondicional:
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"E verdade que todo espaco de Banach com dimensio infinita contém um subespaco fechado
de dimensao infinita que possui base incondicional?

A solugao desse problema foi dada em sua negativa, nos trabalhos de W. T. Gowers e B.
Maurey. Eles resolveram este problema, juntamente com a solucao de um outro importante
problema proposto por Banach em seu livro [1] de 1932, que é conhecido como o problema do
espaco homogéneo. A solucao desses problemas garantiram a Gowers uma medalha Fields em
1998.

Em |2|, G. Botelho e D. Pellegrino fizeram um 6timo artigo de divulgagao, contando um
pouco mais sobre os problemas da base incondicional e do espaco homogéneo.

Para um melhor entendimento da solugao desse problema, precisaremos de algumas defini-

coes:

Definicao 3.2.1. Dizemos que um espaco de Banach F é soma direta topologica de E; e Fs e
escrevemos E = F; @ Es, se Ey e F sao subespagos fechados de E tais que £y N Ey = {0} e
E = E1 —+ EQ.

No trabalho [13] de 1970, J. Lindenstrauss questionou se era possivel decompor qualquer
espaco de Banach de dimensao infinita como soma direta topologica de dois subespacos de
dimensao infinita. Em 1991, Gowers e Maurey construiram, independentemente, espacos que
resolveram a questao proposta por Lindenstrauss. Como os espagos construidos por Gowers e
Maurey eram essencialmente os mesmos, eles publicaram, em 1993, o artigo [8] onde introduzi-
ram o conceito de espaco hereditariamente indecomponivel e construiram o primeiro exemplo
de espago hereditariamente indecomponivel , que ficou conhecido por espago Xgys (ou simples-
mente espaco GM). Em particular, o espaco GM além de resolver o problema de Lindenstrauss,

também resolve o problema da base incondicional.

Definicao 3.2.2. Um espaco de Banach E de dimensao infinita é dito hereditariamente inde-
componivel se nenhum subespaco de E ¢ soma direta topologica de dois subespacgos de dimensao

infinita.

O primeiro exemplo dado de espaco hereditariamente indecomponivel é o espaco GM. Sua
construcao é extremamente dificil e técnica, além de utilizar ferramentas que nao sao tratadas
nessa dissertacao. Por isso, omitiremos a construcao do espaco GM e admitiremos apenas a
existéncia de espagos hereditariamente indecomponiveis.

Agora, com as ferramentas em maos, provar que os espacos hereditariamente indecompo-
niveis nao possuem sequéncia basica incondicional é simples. O trabalho arduo de criar as

ferramentas ficou para Gowers e Maurey.

Teorema 3.2.3. Espacos de Banach hereditariamente indecomponiveis nao possuem subespacos

fechados e de dimensao infinita com base incondicional.
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Demonstracao: Sejam E um espaco de Banach hereditariamente indecomponivel e F' um
subespago fechado de dimensdo infinita. Suponhamos, por absurdo, que (x,) ., seja base

incondicional de F'. Considere F; e F;, subespagos fechados de F' dados por

Fy = span{xy,z3,25,...} e  Fy = span{wy, x4, Tq,...}.

Como {z,;n € N} é linearmente indenpendente, segue que {xy,x3,zs,...} e {x2, x4, T, ...}
também sao. Logo Fi e Fy sao subespagos fechados (por defini¢ao) e de dimensao infinita.
o
Vejamos que F' = F} + Fy,. Para z € F, temos =z = Zanxn, onde (a,)y C K, com esta

n=1
convergéncia sendo incondicional. Como toda série incondicionalmente convergente é subsérie

convergente segue que

oo o
Yy = g A2pn—1TL2n—1 € Z = E A2nTon

sao convergentes e y € F1 e z € F,. Além disso,

oo 00 o0
§ Andyn = § A2p—1T2p-1 T § A2nT2on,
n=1

n=1 n=1

ouseja, r =y+z € F1+ F,. Logo, F' C F| + F5. De maneira similar, prova-se que Fy+ F, C F.
Portanto, F' = F} 4+ Fy. Vejamos agora que F; N F, = {0}. Seja

oo
T = Zanxn e F1NEFE;.
n=1
Pela unicidade de representacdo de = em relacao a base (z,,),_, e pelo fato de x € F}, segue
que ag, = 0, para todo n € N. Da mesma forma, como x € F,, segue que as, 1 = 0, para todo
n € N. Logo, = 0, ou seja, F} N Fy, = {0}. Portanto, F' = F; @ F} e isto é um absurdo ja que

E' é hereditariamente indecomponivel. m

3.2.2 O Principio de Selecao de Bessaga-Pelczynski

O principio de selecao de Bessaga-Pelczynski, ¢ um resultado bastante importante da
Teoria dos espacos de Banach e, como ja dissemos, provaremos a partir dele que todo espaco de
Banach possui sequéncia bésica. Como provaremos também outras aplicacoes de tal principio,
deixaremos todas essas aplicacoes para o proximo capitulo. Comecaremos com os pré-requisitos

para a demonstragao do principio de selecao.

Defini¢ao 3.2.4. Um subconjunto N do dual E’ de um espaco de Banach F é dito normante

para E se
2]l = sup{[e(z)] : ¢ € N, [l¢]| <1}

para todo xz € E.
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Observacao 3.2.5. Todo conjunto N C E normante para F separa os pontos de F, ou seja,
para todos x,y € E,x # y existe ¢ € N tal que ¢(x) # ¢(y). De fato, como N é normante
para F, segue que

2]l = sup{le(z)] - ¢ € N, [lpl| <1}

para todo x € E. Para y # x, segue que

0 # lz —yll = sup{le(z —y)| : p € N, [l]| < 1}.
Portanto, existe ¢ € N tal que |¢(x — y)| # 0, garantindo que p(z) # ¢(y).

Lema 3.2.6. Sejam N um conjunto normante para o espaco de Banach E e a sequéncia
()02, C E tal que inf||z,|| > 0 e lim ¢ (z,) = 0, para todo » € N. Entdo para cada
0 < € < 1, cada inteiro positivo k e cgggosubespaw de dimensao infinita F de E, existe um
inteiro n > k tal que

|y + azyl| = (1 =)yl

para todos y € F' e a € K.

Demonstracgao: O resultado serd provado primeiramente com o enunciado valendo para veto-
res unitarios v € F. Depois faremos o caso y € F' arbitrario. Facamos por absurdo. Suponha
que nao vale a tese, ou seja, existem 0 < € < 1, k € N e F subespaco de dimensao finita de F

tais que, para todo n > k existem a,, € K e v, € F' unitario tais que

[vn + anzn < (1 —¢) [lvaf| =1 —¢.

Assim, temos sequéncias (v,),—, C F e (a,),—, C K, satisfazendo a desigualdade acima, sempre

que n > k.

Como F' tem dimensao finita e (v,),—, € limitada, segue que existe uma subsequéncia
(Unj>;i1 de (v,),—, tal que vn; — Vg € F e, € claro, que vg também ¢ unitario. Note que, para
todo n; > k, temos

|an, |2, = Man;zn; | < l[vn; + @n@n; |+ [[vn, ]
< l-g)+1=2-c¢.
Logo,

2—¢ < 2—¢
lew | = el i > &)

lan,| <
e isto implica que (anj);il é limitada. Utilizando este fato, juntamente com a hipotese, a
N . o) . .
convergéncia de (Unj)j:1 e a continuidade de ¢, segue que

lim ¥ (Unj + anjxnj) = lim ¥ (Unj) + ]11)% Qn ;P (l'nj) =y (UO) +0= ¥ (U(J) :

j—o0 Jj—o0
Como N é normante e

sup  [p(vo)| = [Jvol| = 1,
PEN;||pl|<1
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entdo existe gy € N tal que ||pol| <1 e |po(vo)] > 1 —e. Mas, para todo n; > k, temos
L —&> ||vn, + an,xy,|| = sup ’go (vnj + anjxn].)| > |g00 (vnj + an].xnj)‘ )
¢EB
Logo
1l—e> leIEO ‘g&o (vn]. + anjxn].)| =@p(vy) >1—c¢
o que é um absurdo. Portanto, o resultado esta provado para v € F' unitario.

Vejamos agora o caso arbitrario de y € F. Se y = 0 a desigualdade é 6bvia. Agora, seja

y € F,y # 0. Tomando v = ﬁ (0 qual é unitério) e a € K, segue do caso ja provado que
Iy +azal} _ Hwixn >(1-e)fof=1-c,
1yl [yl
ou seja,
ly + aznll = (1 — &) [yll.
|

Para a demonstracao do préoximo teorema precisamos de um resultado sobre produtos infini-

tos, o qual enunciamos na forma de lema.

Definigao 3.2.7. Seja (a,),—, uma sequéncia de nimeros reais. Definimos o produto infinito

oo
||CLn:CL1'CL2'CL3'...
n=1

como sendo o limite da sequéncia (p,, )%, dos produtos parciais, isto é,
Pn=a1-..." Gy,
para cada n € N.

Lema 3.2.8. Se (a,n):ff’:1 € uma sequéncia de numeros reais, com 0 < a, < 1, entao

oo o
| | (1 - an> converge se, € somente S€E, E an, converge.
n=1 n=1

Demonstragao: Ver [10, Theorem 7, p. 96]. m

Teorema 3.2.9. Sejam E um espaco de Banach, N C E normante para E e (z,),—, uma
sequéncia em E tal que inf ||z,|| > 0 e lim ¢(z,) =0, para todo ¢ € N. Entao (x,).., contém

uma subsequéncia bdsica (x,, )y, cOM T, = Ty.

Demonstracao: Devido ao Lema 3.2.6 se tomarmos ny = 1, F; = span{x,, } e ¢ > 0 temos

que existe ny > ny tal que para a1z, € F} e a1,a, € K temos

|a17p, + asn,|| > (1 —&1)l|arzy,, |-
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Procedendo indutivamente obtemos ny < ny < --- < nyg tais que, para quaisquer ag, ..., a; € K,
vale

|la1xn, + -+ arzn, || > (1 — r-1) Ha1$n1 + -+ ag_1Tn,_, H )

Entao tomando Fy = span{x,,,...,x,, } ¢ e > 0, temos
Halxm o Q1 Ty, H > (1 —ep) ||larxn, + -+ + axn, || -

. « , ~ . (o)
Assim por diante, construimos uma subsequéncia (z,,),_,, a qual vamos mostrar ser uma

sequéncia bésica. De fato, para ay,..., a1, € K, onde k,m € N, temos

k+m k+m—1 k+m—2

Z ajl.nj 2 (1 - 5k+m71) Z ajmnj 2 (1 - €k+mfl)(1 - €k+m72) Z ajxnj
j=1 j=1 j=1

k
> > (1= ppmen) - (L= ) | D ajan,
j=1
[e%S) k
> H(l — k) Zajxnj
n=1 J=1
Portanto,
k k+m
Zajxnj <L Z ajTp, |l
j=1 j=1
onde _1
o
L= H(l — 5k> s
n=1

e dai, segue do critério de Banach-Grunblum que a sequéncia (z,,),., é basica. m
Agora, introduziremos o conceito de sequéncia de blocos bésica e provaremos alguns resul-
tados envolvendo tal conceito, j4 que o mesmo aparecerd no Principio de Selecao de Bessaga-

Pelczysnki.

Definicao 3.2.10. Seja (z,,),-, uma base de Schauder de um espago de Banach E e (k,)5, C N

uma sequéncia estritamente crescente, com ko = 0. Uma sequéncia (y,)5>, C E de vetores

o0

nao-nulos é dita uma sequéncia de blocos bdsica relativa & (x,),_; ,

kn
Yn = Z bjz;,

j:kﬂ,—1+1

se

com cada b; € K.

O proximo resultado ¢ essencialmente uma rapida consequéncia do critério de Banach-

Grunblum. Ele garante que toda sequéncia de blocos basica é também uma sequéncia bésica.

Proposigao 3.2.11. Se (x,,). -, € base de Schauder do espago de Banach E e (y,)52, € uma
<

sequéncia de blocos bdsica relativa a (x,),_, entdo (yn)ney € sequéncia basica em E e Ky, )=

K@)z, -
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Demonstracao: Digamos que (y,)5°, é dada por

kn
Yn = Z bz,

j:kn—1+1

onde b; € K, para todo n € N. Assim, para p,q € Z", segue do critério de Banach-Grunblum

que
p p kn k1 ko kp
E AnYnll = E ay, E biz; ||| = E arb;x; + E agbjx; + -+ E apb;x;
n=1 n=1 j=kn_1+1 Jj=1 j=k1+1 j=kp_1+1
k1 kp kp+q
< K(ﬂin)ff:l E albjxj + -+ E CI,pbjﬂﬁj + - E Clp+qul'j
Jj=1 j—kpflJFl j—kp+qfl+1
p+q kn, p+q
= K(z,)> E an E bjx; = K(z,)> E AnYn
n=1 j=kn_1+1 n=1

Novamente aplicando o critério de Banach-Grunblum, segue que (y,,)5; € uma sequéncia basica

e, do Corolario 3.0.26, segue que Ky, ) < K, [ ]

Sl .
n=1

O proximo teorema é devido a Bessaga e Pelczynski e também faz-se necessirio para a
demonstracao do principio de selecao. Para a demonstracao deste teorema precisamos da

seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.12. Sejam E um espaco de Banach e T € L(E,E), ||T|| < 1. Entao eziste a

wnversa de I — T, a qual € continua e € dada por
(I-7)"'=) 1.
§=0

Aqui I denota a identidade em E, T =1 e T/ =T o---0oT composto j-vezes, j € N.

Demonstracao: Essa demonstracao é simples e usual em Analise Funcional, por isso nao a

faremos. Para a prova veja [3, Proposicao 7.1.3]. m

Teorema 3.2.13. Sejam (x,),., uma sequéncia bdsica no espago de Banach E e (x}))" | seus

funcionais coeficientes. Se (y,)>>, C E € tal que

[eS)
Dl = yall - sl < 1,
n=1

entao (y,)o>, € uma sequéncia bdsica equivalente a (), . Além disso, se (z,),—, € base de

Schauder de E, entio (yn)o>, também € base de Schauder de E.

Demonstracao: Chame

[e's)
A= Nwn = yull - -
n=1
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[e.e]

ne1> COMO

Dada a sequéncia de escalares (a,)

Z ai(zi — yi)|| =
=1

Jj=1

n
E :@jfj
j=1

n n n
> (z ) _—
i=1 j=1 i=1

n n n
3l (z ) T
i=1 j=1 i=1
n n n
= ZH%’ — yillll=7 |l Z@jl’j Zam
i=1 j=1 i=1

i (Z aﬂj) (@ — i)

s = will

=A

Y

entao
n

g a;T;

=1

n

Z a;Y;

=1

n

Z a; (fz - yi)

=1

n

E a;x;

i=1

< <A

e dessa desigualdade segue que

n

g a;T;

=1

n

E a;x;

=1

(1-N\) < <(1+A) , (3.2)

n
E a;Y;
i=1

qualquer que seja n € N. Como (z,),~, é sequéncia bésica, segue do critério de Banach-

Grunblum e da desigualdade acima que existem uma constante M > 1 tal que, se m € N e

m > n, entao

1=1 =1 =1
M1+ ) ||
=T |

Novamente do critério de Banach-Grunblum, segue que (y,)32; é uma sequéncia béasica.

Agora, utilizando a desigualdade (3.2) juntamente com o critério de Cauchy para séries, segue
o o

diretamente que E T, converge se, e somente se, E a,y, converge. Portanto, (xn)flo:l é
n=1 n=1
equivalente a (y,)5° .

Finalmente vejamos que se (z,,),-, € base de Schauder de E, entdo (y,)5>, também é base de

Schauder de E. Defina o operador T: F — FE por

() = 3w (@) (@, — ).

para todo x € E. Como E ¢ Banach, para garantir que 7" esta bem definida, basta mostrar

o0
que para todo x € E a série Z z; ()(x, —yn) converge absolutamente. Para x € E, temos que

n=1

DEACIICAE

<Y -l - 1 = )l = All2]] < oo.
n=1
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Note que a desigualdade acima também garante que 7' é continua com [|T]| < A < 1. Entdo
pela Proposicao 3.2.12 segue que a aplicagao (I — T) é invertivel (em particular, isomorfismo).
Por fim,

(L =T) () = I(zn) = T(zn) = 7 — Z x;(xn)(x] — Yj)

o0

= 20— 3 (5 (n)e; — a5()y;)

j=1
n— Z v (Tn)T; + Z v ()Y
j=1 j=1
= Tp — Tp + Yn = Yn,
para todo n € N. Portanto, segue da Proposicao 3.1.3 que (y,)2, é base de Schauder de E. m

Agora temos todas as ferramentas necessarias para provar o principio de selegao.

Teorema 3.2.14 (Principio de selecio de Bessaga-Pelczynski). Sejam (), uma base de
Schauder de um espago de Banach E e (x})"| a sequéncia de seus funcionais coeficientes. Se
(Yn)ooy € uma sequéncia em E tal que

inf lim 7} (y,) =
inf [lya[| > Oe lim z7(y,) =0,

para todo i € N, entao (y,),—, contém uma subsequéncia bdsica equivalente a uma sequéncia

de blocos bdsica relativa a (,,))-

n=1"
Demonstracao: Primeiramente, note que como lim z}(y,) = 0 para todo i € N, entdo
n—oo
k
lim x}(y,)z; = 0, para todo i € N. Consequentemente lim Zx yn)z; = 0, qualquer que
n—oo n—oo =1

seja k € N. Considere ¢ = ing llynll > 0, ny =1 e escolha m; € N satisfazendo
ne

AK(a,)s — .
(Tl) >l (yn)wi| < 3
i=mi+1
e ng > ny satisfazendo
x”)n 1 1
J— 2 .

Tome agora my > mq € ng > noy tais que

4K (1) 1 4K 4,
()| £ e cd o () S

. N . [o.¢] oo .
Continuando com esse processo, obtemos sequéncias crescentes (ny),_; e (my),_, de nimeros

o0

S o (o),

i=mao—+1

_2‘

naturais satisfazendo

4K($n)
g

- 2k+2
i=mp+1



Assim, se para cada k € N, definirmos

= D T (Yngp)Ti,

entao
ynk+1 Z x yTLk+1 xl + Zk,’ + Z ynk+1
t=mpy1+1

e

mp o0

||ynk+1|| < Zm;’k(ynk+1)wl + ”ZkH + Z m;'k(ynk+1)xi

i=1 i=mpy1+1

Logo,

[e.e]

12kl = Nynianll =

mg
Z 'I';k (ynk+1 )xl
i=1

i=mp1+1
> £ £
>Ee— -
4K(a:n)2°:12k+2 4K(xn)2°:12k+3
15 g g
>€—

_ > -
K(xn)zo:le—s-zL K(rn)ff:12k+5 - 27

sendo que a pentltima desigualdade segue do fato que K, )= > 1.

Z ‘%:(ynkﬂ)xi
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Assim, concluimos que z, # 0, para todo k € N e, portanto, segue da definicao que (z;),-,

¢ uma sequéncia de blocos basica relativa a (z,,),- . Além disso, da Proposicdo 3.2.11, segue

que (zx),, € uma sequéncia basica.

A . [e.e] (o) ~ . . .
Resta mostrar que as sequéncias (yx),—, € (2),—; sdo equivalentes. Para isso consideremos

(21)re, os funcionais coeficientes de (zx),.,. Aplicando o Teorema 2.2.18 juntamente com a

Proposicao 3.2.11, segue diretamente que

<zl 2]l < 2K < 2Kz,

2k ) et

e como ||z|| > g, segue que
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para todo k£ € K. Assim,

ZszHsz Yo || < Z — 2 — g |

= 4K(mn)oof - * S *
-y i S 2 Wn)Ti+ > 2 YT
k=1 i=1 i=mpy1+1
L AK () s .
< Z € = + Z Ty (ynk+1)xi
k=1 i=mp1+1
< i 4K('I7L)Zo:1 € + €
B € AK (, oo 2k42 A yo 2k+3
k=1 (I")nzl (In)nzl
[ 1 1 =1
- Z (2k+2 T 2k+3) < Z e < 1
k=1 k=1

Assim, segue do Teorema 3.2.13 que (yn,cﬂ)OO é equivalente a (zg),—,.

k=1
O proximo resultado também é conhecido e encontrado em alguns livros como principio de
selecao de Bessaga-Pelczynski e possui um enunciado mais limpo do que o principio de selecao

que acabamos de provar. Sua demonstracao segue do anterior.

Corolario 3.2.15. Sejam E um espaco de Banach e (y,),—, uma sequéncia em E tal que

1nf ynll > 0 € yn — 0. Entio (y,)o, admite uma subsequéncia bdsica.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.0.9, temos que Y = span{y,;n € N}, & um subespago
separavel de E e, pelo Teorema 1.0.14, temos que Y é isometricamente isomorfo a algum
subespago de C[0, 1], ou seja, existe um isomorfismo isométrico T: Y — C|0, 1]. Do fato de T
ser isometria, segue que

it |7(3,)]) = inf [lya]| > 0. (3.3)

Considere uma base de Schauder (z,,) " em C[0, 1] (por exemplo, a base de Faber-Schauder
definida no Exemplo 2.2.6) e denote por (z}) ", a sequéncia dos funcionais coeficientes. Como
Yn — 0, segue da Proposicdo 1.0.26 que T (y,) — 0. Portanto, para todo k € N

lim z; (T'(y,)) = 0. (3.4)

Logo, segue do principio de selegdo de Bessaga-Pelczynski que (T'(y,)), -, tem uma subsequén-

cia (T (Yn,)) ey que ¢ sequéncia béasica. Como a inversa T de T tambem ¢ isomorfismo

isométrico, segue da Proposi¢ao 3.1.3 que (yn,)re, = (T (T (ynk))) é sequéncia bésica. m



CAPITULO 4

Aplicacoes do principio de selecao de

Bessaga-Pelczynski

4.1 Existéncia de sequéncias basicas

Agora estamos aptos a responder a pergunta 1 do capitulo anterior.

Teorema 4.1.1. Todo espaco de Banach de dimensao infinita contém um subespaco de dimen-

sao infinita com base de Schauder.

Demonstracao: Pelo fato de E ter dimensao infinita, segue que E contém um subconjunto A
enumeravel e infinito que é linearmente independente. Assim spanA é um subespaco separével
de E com dimensao infinita. Logo, basta mostrar o teorema para subespacos separaveis.

Partindo do mesmo argumento (via Teorema 1.0.14) usado na demonstracao do Corolario
3.2.15, podemos supor, sem perda de generalidade, que £ é um subespaco de dimensao infinita
de C[0,1]. Denote entdo por (z,),-, uma base de Schauder de C[0,1] e por (z) ", os seus
funcionais coeficientes.

Para cada k € N, defina
Ny ={z € E;2i(z) = x5(z) = - -z} (z) = 0} .

E claro que
k

Ny = ﬂ(ker (z3) N E).

j=1
Como kerz} = 27 ' ({0}) é fechado em C0,1] (pois é a imagem inversa do conjunto fechado
{0}), segue que ker (z;) N E é fechado em E e, consequentemente, N, também ¢ fechado em
E, para cada k € N. Claramente Ny é subespago de E e, além disso, ¢ imediato ver que Ny

¢ o nticleo do operador Tj: E — K* dado por Ty(z) = (z}(z),...,z}(x)). Como a imagem

48
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Tx(E) C K* tem dimensdo menor ou igual a k, segue que o ntcleo Ny de T} tem dimensao

inifinita, para todo k € K.
k

Da igualdade N = () (ker (z7) N E) ¢ claro que

Jj=1

NyDN;D---DNyD---.

Vejamos que a sequéncia (Ny),—, nunca fica estacionaria (constante a partir de algum indice k).
Suponha, por absurdo, que (Ny),-, fique estacionaria. Entao existe ng € N tal que N; = N,
para todo j > ng e vejamos que, nesse caso, N,,, = {0}, o que ¢ um absurdo ja que dim N,,, = co.
Seja x € N,,, entao

Bi() = - = (1) = 0.

Como, para todo j > ng, temos N; = N,,, segue que z € N; e dai T (x) = 0 para todo j > no.

o0
N o . . . - . ¥
Logo z}(x) = 0, para todo j € N e segue da unicidade da representagao r = E ri (), que
j=1
~ . o0 ’ . ’ . B
r = 0. Portanto a sequéncia (]\fk)k:1 nunca ficara estacionéria e, consequentemente, existem

infinitos indices j; < jo < --- tais que as inclusoes
le DNjQ DN]B DR

sao todas estritas. Por fim, para cada k € N, tome 23, € N;, — N, | e defina

2k

Yk =7
2l

Assim, obtemos uma sequéncia (yk)zozl de vetores unitarios e distintos e tais que y, € IV, —

Nj,.., para todo k € N. Além disso, para n,k € N, com n < k, temos ji > j, > n e, portanto,
Yk € Njk C Njn C N,.

Logo % (yx) = 0, para todo k > n e fazendo k — oo segue que z}(yx) — 0, qualquer que seja
n € N. Como estamos nas hipoteses do principio de selecao de Bessaga-Pelczynski, entao existe
uma subsequéncia béasica (yk].);il de (yx)z—,. Portanto [yk].;j € N} é um subespaco fechado de
FE e com dimensao infinita que possui base de Schauder. m

4.2 O Teorema de Pitt

Nossa proxima aplicacao do principio de selecao de Bessaga-Pelczynski é o Teorema de Pitt
para operadores compactos entre espacos de sequéncias somaveis. Comecamos com alguns

pré-requisitos.

[e.9]

1, hum espaco de Banach F, é uma sequén-

Definicao 4.2.1. Dizemos que uma sequéncia (y,,)
cia normalizada se ||y, || = 1, para todo n € N. Se, além disso, (y,) -, for base de Schauder de

E, dizemos que (y,).~, é uma base de Schauder normalizada.
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Observacao 4.2.2. Se o espaco de Banach F possui base de Schauder, entao sempre é possivel
obter uma base de Schauder normalizada. De fato, basta notar que se (z,,),—, ¢ uma base de

Schauder de E e (a,,),., uma sequéncia de escalares nao nulos, entdo (a,z,) ., também é base

1
2]

Proposigao 4.2.3. Seja E igual a ¢y ou l,, 1 < p < 400. Se (y,).—, € uma sequéncia de

de Schauder de E. Agora, basta tomar a, = , para cada n € N.

blocos basica normalizada relativa a base de Schauder canénica (ey,).., de E. Entao
(i) (Yn),y € equivalente a (ey,),;

(i1) span{y,} € isometricamente isomorfo a E;

Demonstracao: Fagamos o caso de /), pois para ¢y segue de maneira similar. Para cada

n € N, seja
knt1
Z bjej.
j:kn"rl
Como (y,),-, ¢ normalizada entao
kn+1
L= lgallt =D 15,
para todo n € N. Assim, para todo m € Nya; € K, =1,...,m, temos
TL+1 n+1
of =[S0 e <5 3 W
i=1 j=kn+1 i=1 j=kp+1

p
kn+1 m kn+ 1

m
Z Do lallr =3l Y (bl
i=1 j=kp+1 =1 j=kn+1
m

m p

E a;€;

=1

az|p —

p

Logo, segue diretamente da Defini¢do 2.2.9 que (y,,),—, e (e,),—, sao equivalentes. Além disso,

da igualdade acima das normas é facil ver que T': span {y,;n € N} — E, dada por

T (i az’f%’) = iaieia
i=1 i=1

¢ isomorfismo isométrico. m

Agora estamos aptos a demonstrar o Teorema de Pitt.

Teorema 4.2.4 (Pitt). Se 1 < p < ¢ < 00, entdo todo operador linear continuo T: ¢, —

oul: cg — {,) é compacto.
( p

Demonstracao: Se T' = 0, o resultado é trivial em ambos os casos. Fagamos o caso T # 0.
Suponha que T': {; — {,, nao é compacto. Como ¢, é reflexivo, segue da contra-reciproca da

Proposi¢ao 1.0.30 que T" nao ¢ completamente continuo, ou seja, existe (y,) -, C ¢, convergindo
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fracamente para y em £, mas tal que (T'(y,)) -, nao converge para T'(y). Tomando z,, = y,—v,
para cada n € N, segue que z,, — 0 mas T(z,) = T(y,) — T(y) -+ 0. Excluindo alguns dos
termos da sequéncia (x,) -, se necessario, segue que existe € > 0 tal que ||T (z,) || > ¢, para
todo n € N. Como T # 0, entao ||T]| # 0 e dai

0 <e < |7 () | < MITMllnll;

implicando assim que

inf ||z, || > 0.

° >
17|
Logo, segue do principio de selegao de Bessaga-Pelczynski que a sequéncia (x,,),., possui uma
subsequéncia (z,,),-, que é equivalente a uma sequéncia de blocos béasica relativa a base de
Schauder (e,)%,; de ¢;. Sem perda de generalidade, podemos supor que (z,, ),-, ¢ normalizada
(veja Observagao 4.2.2). Assim, segue da Proposi¢ao 4.2.3 que (z,,),., ¢ equivalente a base

A" o
canonica (e,),—, de £,.

Da mesma forma, prova-se que (T (z,,));—, ¢ equivalente a base canonica (e,),~, de £,
oo

Agora, seja (a,), -, € €, \ {p. Entao, & facil ver que Z agTn, € convergente em ¢, e dai
k=1
oo o
T <Z akxnk> = ZakT (xn,) € L.
k=1 k=1
oo
Logo Z lax|” < o0, ou seja, (an).—; € £p, 0 que é uma contradigao ja que (a,),—, € £, \ £
k=1

Portanto, T': ¢, — {,, é compacto.

Agora vejamos que T': ¢g — £, é compacto. O adjunto de T" pode ser visto como um operador
T": by — {1, ja que €, & isometricamente isomorfo a fy e ¢ é isometricamente isomorfo a /5.
Além disso, segue da Proposi¢ao 1.0.24 que 7" é continuo. Assim, segue da parte que acabamos

de provar que T" é compacto. Portanto, pelo Teorema 1.0.31, temos que T é compacto. m
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