
RAFAELA NEVES BONFIM

Operadores de convolução hiperćıclicos
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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns resultados da teoria de hiperciclicidade. Exibiremos
as demonstrações dos primeiros exemplos conhecidos de operadores hiperćıclicos e provaremos
que todo operador de convolução definido entre os espaços das funções holomorfas definidas
em C, que não é múltiplo da identidade, é hiperćıclico. Estudaremos ainda recentes resultados
de hiperciclicidade para operadores de convolução definidos entre certos espaços de Fréchet de
funções holomorfas definidas num espaço de Banach complexo. Mostraremos que a passagem
do caso C para o caso de um espaço de Banach complexo de dimensão infinita não é trivial e
exige o uso de diversas ferramentas de holomorfia em dimensão infinita.

Palavras-chave: Espaços de Banach; Espaços de Fréchet; Funções holomorfas; Operadores de
convolução; Critério de Kitai; Hiperciclicidade.
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Abstract

In this work, we study some results of the hypercyclicity theory. We show the proof
of the first known examples of hypercyclic operators and we prove that every convolution
operator defined between the spaces of all holomorphic functions defined on C, which is not a
scalar multiple of the identity, is hypercyclic. We still study recent results of hypercyclicity for
convolution operators defined between certain Fréchet spaces of holomorphic functions defined
on a complex Banach space. We show that the passage of the complex case to the case of an
infinite dimensional complex Banach space is not trivial and this requires the use of several
tools of holomorphy in infinite dimension.

Keywords :Banach spaces; Fréchet spaces; holomorphic functions; convolution operators, Kitai
criterion; hypercyclicity.
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Introdução

Sejam E um espaço de Fréchet e T um operador linear cont́ınuo em E. Diremos que T
é hiperćıclico se, para algum elemento x ∈ E, a órbita de x sob T , dada por Orb(x, T ) =
{x, Tx, T 2x, ...}, for densa em E.

Nos últimos 25 anos, diversos autores vêm estudando resultados nas mais diversas direções
envolvendo hiperciclicidade. Uma excelente referência para consulta de resultados envolvendo
hiperciclicidade é [5]. O termo hiperciclicidade foi utilizado pela primeira vez por B. Beauzamy
em [3] e foi motivado pelo conhecido conceito de ciclicidade na teoria de operadores em espaços
de Hilbert que é bastante usado no estudo de subespaços T -invariantes.

O primeiro exemplo de operador hiperćıclico apareceu em 1929 no trabalho [5] de Birkhoff,
apesar de não aparecer nessa linguagem de hiperciclicidade que utilizamos hoje. Essencial-
mente, ele mostrou a existência de uma função f no espaço de Fréchet H(C) das funções
inteiras definidas em C, munido da topologia compacto-aberta, tal que o conjunto {f(z), f(1+
z), ..., f(n+ z), ...} é denso em H(C).

Neste trabalho, apresentaremos a demonstração detalhada deste exemplo devido a Birkhoff
e também o interessante exemplo devido a Maclane [14].

Esses exemplos comprovam a dificuldade que é, na maioria das vezes, mostrar que um
dado operador T num espaço de Fréchet é hiperćıclico exibindo o vetor cuja órbita é densa no
espaço. Entretanto, existe um Critério Geral de Hiperciclicidade (e um caso particular e mais
usual conhecido como Critério de Kitai - veja [13]) que nos diz se um operador em questão é
hiperćıclico. No caṕıtulo 2 exibiremos a demonstração detalhada deste resultado.

Utilizando o Critério de Kitai, Godefroy e Shapiro [10] caracterizaram os operadores de
convolução definidos em H(C) que são hiperćıclicos. Eles provaram que todo operador de
convolução definido em H(C), que não é múltiplo da identidade, é hiperćıclico. No caṕıtulo 2
exibiremos com detalhes a demonstração deste resultado.

Em 2007, Carando, Dimant e Muro [6] provaram resultados de hiperciclicidade para ope-
radores de convolução definidos em certos espaços de funções holomorfas definidas num espaço
de Banach complexo. Recentemente, Bertoloto, Botelho, Fávaro e Jatobá [4] generalizaram os
resultados de [6] para ambientes mais gerais do que os lá abordados.

Vale ressaltar que a passagem do caso C para o caso de um espaço de Banach complexo
não é trivial e exige o uso de diversas ferramentas de holomorfia em dimensão infinita. Por
isso, no caṕıtulo 3 faremos um apanhado geral da teoria de polinômios homogêneos, aplicações
multilineares e holomorfia em dimensão infinita.

No caṕıtulo 4 provaremos um dos casos de hiperciclicidade abordado em [6] e [4]. Provaremos
que todo operador de convolução definido em HΘb(E), que não é múltiplo da identidade, é
hiperćıclico, onde HΘb(E) denota o espaço de todas as funções Θ-holomorfas de tipo limitado,
definidas no espaço de Banach complexo E.

Rafaela Neves Bonfim
Uberlândia-MG, 26 de fevereiro de 2014.
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Caṕıtulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo vamos apresentar algumas definições e resultados que serão utilizados neste
trabalho. Primeiramente vamos fixar algumas notações. Durante todo o texto consideraremos
K = C ou R. O śımbolo N0 denotará o conjunto dos números inteiros não negativos. Dado
r > 0, Nr

0 denotará o produto cartesiano N0 × . . .× N0︸ ︷︷ ︸
r

e △̄(0, r) representará o disco fechado
de centro em 0 e raio r.

1.1 Espaços Localmente Convexos

Definição 1.1.1 Diremos que E é um espaço vetorial topológico se E é um espaço vetorial
sobre K, munido de uma topologia τ , e tal que as aplicações

(x, y) ∈ E × E → x+ y ∈ E
(λ, x) ∈ K× E → λx ∈ E

são cont́ınuas. Neste caso diremos que τ é uma topologia vetorial.

Definição 1.1.2 Seja E um espaço vetorial. Uma métrica d em E é dita invariante sob
translação se

d(x, y) = d(a+ x, a+ y)

para todos x, y, a ∈ E.

A topologia τ de um espaço vetorial topológico E é invariante sob translações, ou seja, a
aplicação x ∈ E → a+ x ∈ E é um homeomorfismo para cada a ∈ E. Isso nos garante que, se
uma dada propriedade é válida nas vizinhanças de zero em E, então ela é válida para qualquer
vizinhança de qualquer ponto de E.

Definição 1.1.3 Um espaço vetorial topológico E é denominado espaço localmente convexo se
cada vizinhança de zero contém uma vizinhança convexa de zero. Nesse caso, diremos que a
topologia de E é uma topologia localmente convexa.

Exemplo 1.1.4 Dado um espaço normado X, segue que X é um espaço vetorial topológico
com a topologia induzida pela norma. Como as bolas

B(0, ε) = {x ∈ X : ∥x∥ < ε}

com ε > 0, formam uma base de vizinhanças convexas de zero, segue que cada espaço normado
é um espaço localmente convexo.
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Definição 1.1.5 (i) Um espaço vetorial topológico E é dito metrizável se existe uma métrica
em E que define a sua topologia.

(ii) Todo espaço localmente convexo, metrizável e completo será chamado espaço de Fréchet.

Lema 1.1.6 Sejam E um espaço localmente convexo e M um subespaço fechado de E. Se
M ̸= E, então existe uma aplicação linear f não nula tal que f(x) = 0 para todo x ∈M .

Demonstração. Ver [21, Corolário 3, página 187].

Proposição 1.1.7 Seja (Tn) uma sequência de aplicações lineares cont́ınuas definidas em
um espaço de Fréchet E com valores em um espaço vetorial topológico Hausdorff F tal que
lim
n→∞

Tn(x) existe para cada x ∈ E. Consideremos a aplicação T definida como

T : E → F
x 7→ T (x) = lim

n→∞
Tn(x)

Então T é uma aplicação linear e cont́ınua de E em F.

Demonstração. Ver [15, página 200].

Para um espaço vetorial qualquer E e uma seminorma p : E → R, consideremos os conjuntos

Up,ε = {x ∈ E : p(x) < ε}

onde ε > 0. Então vale o seguinte resultado:

Proposição 1.1.8 Seja E um espaço vetorial e seja P uma famı́lia de seminormas em E.
Seja

B0 =

{∩
p∈P0

Up,ε : P0 ⊂ P finito , ε > 0

}
.

Então existe uma única topologia localmente convexa τp em E que admite B0 como base de
vizinhanças de zero. Mais ainda, τp é a topologia vetorial mais fraca em E tal que cada p ∈ P
é cont́ınua. Diremos que τp é a topologia localmente convexa definida por P .

Demonstração. Ver [17].

Exemplo 1.1.9 Seja E um espaço topológico. Consideremos C(E) o espaço vetorial sobre C
de todas as funções cont́ınuas definidas em E com valores em C. Dado K ⊂ E compacto,
considere a famı́lia de seminormas pK : C(E) → R definidas por

pK(f) = sup
x∈K

|f(x)|.

Os conjuntos

UK,ε = {f ∈ C(E) : pK(f) < ε}

com ε > 0 formam uma base de vizinhanças abertas e convexas de zero e, portanto, induzem
uma topologia τp localmente convexa. Chamamos essa topologia de topologia compacto-aberta
em C(E) e a denotamos por τ0.
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Consideremos agora o espaço H(C) constitúıdo de todas as funções f : C → C inteiras.
Claramente, H(C) ⊂ C(C). Mais ainda, se considerarmos a mesma famı́lia de seminormas pK
onde K ⊂ C compacto, os conjuntos

UK,ε = {f ∈ H(C) : pK(f) < ε}

com ε > 0, formam a base de vizinhanças de zero na topologia τ0. Logo H(C) é subespaço
topológico de C(C), munido da topologia compacto-aberta.

Definição 1.1.10 Um conjunto Λ junto com uma relação ≤ é chamado de conjunto dirigido
se verifica as seguintes propriedades:

(i) λ ≤ λ, para todo λ ∈ Λ

(ii) Se λ ≤ µ e µ ≤ ν então λ ≤ ν

(iii) Dados λ, µ ∈ Λ, existe ν ∈ Λ tal que λ ≤ ν e µ ≤ ν.

Definição 1.1.11 Seja E um espaço vetorial. Uma famı́lia P de seminormas sobre E é diri-
gida, se ela é dirigida pela ordem usual ≤, definida por ”p(x) ≤ q(x), para todo x ∈ E”.

Proposição 1.1.12 Sejam E e F dois espaços localmente convexos e sejam P e Q famı́lias
dirigidas de seminormas que definem as topologias de E e F respectivamente. Então uma
aplicação linear T : E → F é cont́ınua se, e somente se, dada q ∈ Q, existem p ∈ P e c > 0
tais que q(T (x)) ≤ cp(x), para todo x ∈ E.

Demonstração. Ver [8, Proposição 1.13, página 12].

Corolário 1.1.13 Seja E um espaço vetorial, e seja (P,≥) uma famı́lia dirigida de seminormas
em E, ou seja, dadas p1, p2 ∈ P , existe p3 ∈ P tal que p3 ≥ p1 e p3 ≥ p2. Então os conjuntos
Up,ε, com p ∈ P e ε > 0, formam uma base de vizinhanças de zero em (E, τP )

Demonstração. Ver [17].

Corolário 1.1.14 Seja E um espaço vetorial, e seja P uma famı́lia de seminormas em E.

Então (E, τP ) é Hausdorff se, e somente se,
∩
p∈P

p−1{0} = {0}.

Demonstração. Ver [17].

Teorema 1.1.15 Seja E um espaço localmente convexo de Hausdorff. Então as seguintes
condições são equivalentes:

(a) E é metrizável;

(b) Existe uma base enumerável de vizinhanças do zero em E;

(c) Existe uma sequência de seminormas que define a topologia de E.

Se uma destas condições for verificada, então existe uma métrica em E, invariante sob translações,
que define a topologia de E.

Demonstração. Ver [17].
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1.2 Funções Anaĺıticas

No que segue enunciaremos alguns resultados que serão utilizados no Caṕıtulo 2.

Proposição 1.2.1 Sejam K um subconjunto compacto de C e G uma vizinhança de K tal que
C\G é conexo. Então, para cada função f anaĺıtica em G, existe uma sequência de polinômios
(pn)n∈N em C convergindo uniformemente para f em K.

Demonstração. Ver [7, Corolário 1.15, página 200].

Definição 1.2.2 Uma função f ∈ H(C) é dita ser de tipo exponencial quando existem C > 0
e R > 0 tais que |f(z)| ≤ CeR|z|, para todo z ∈ C.

O espaço vetorial constitúıdo por todas as funções de tipo exponencial é denotado por
Exp(C).

Proposição 1.2.3 Sejam f uma função inteira e

∞∑
n=0

f (n)

n!
(x0)(x− x0)

n

sua série de Taylor em x0 ∈ C. Então f é de tipo exponencial se, e somente se, a sequência
(|f (n)(x0)|

1
n )n∈N for limitada.

Demonstração. Ver [8].

Teorema 1.2.4 Sejam (fn)n∈N uma sequência em H(C) e f uma função em C(C) tal que

fn → f . Então f é inteira e f
(k)
n → f (k), para todo inteiro k ≥ 1.

Demonstração. Ver [7, Teorema 2.1, página 151].



Caṕıtulo 2

Operadores Hiperćıclicos em H(C)

Neste caṕıtulo iremos apresentar três exemplos clássicos de operadores hiperćıclicos. Mas,
primeiramente, vamos relembrar a definição de operador hiperćıclico.

Definição 2.0.5 Sejam E um espaço vetorial topológico e T um operador linear cont́ınuo em
E. Dado x ∈ E, definimos a órbita de x sob T, a qual denotaremos por Orb(T, x), como sendo
o conjunto

Orb(T, x) = {x, T (x), T 2(x), . . .},

onde T 2 = T ◦T, T 3 = T ◦T 2, . . . . Dizemos que T é hiperćıclico se, para algum elemento x ∈ E,
a órbita de x sob T for densa em E. Nesse caso, tal elememto x ∈ E será chamado de vetor
hiperćıclico para T.

2.1 Exemplos de operadores hiperćıclicos

O primeiro exemplo de operador hiperćıclico conhecido foi dado por Birkhoff em 1929. Em tal
exemplo mostra-se que o operador translação f → f(·+ 1) é hiperćıclico.

Teorema 2.1.1 (Birkhoff) Existe uma função f ∈ H(C) com a seguinte propriedade: dados
uma função g ∈ H(C) e ε > 0 quaisquer, para todo R > 0 existe um número natural n tal que
| f(z + n)− g(z) |< ε qualquer que seja z com | z |≤ R. Em outras palavras, o operador

L : H(C) −→ H(C)
f 7−→ L(f)

onde L(f)(z) = f(z + 1), ∀z ∈ C é hiperćıclico.

Demonstração. Observe que dado f ∈ H(C) temos Ln(f)(z) = f(z + n), para todo n ∈ N.
De fato, para n = 1 é claro que L(f)(z) = f(z + 1). Suponha que para k = n temos que
Ln(f)(z) = f(z + n). Então

Ln+1(f)(z) = L(Ln(f))(z) = Ln(f)(z + 1) = f(z + 1 + n) = f(z + n+ 1).

Portanto Orb(L, f) = {fn : n ∈ N0}, onde fn(z) = f(z + n) para todo z ∈ C. Para demonstrar
que o operador L é hiperćıclico, vamos construir uma função f ∈ H(C) e mostrar que a órbita
de f sob L é densa em H(C).

Note que toda função inteira pode ser aproximada por polinômios complexos definidos em
cada compactoK ⊂ C. De fato, basta considerar a sequência das somas parciais da expansão em
série de Taylor de cada função inteira f . Esta sequência de polinômios converge uniformemente
para f em K. Além disso, como podemos aproximar polinômios complexos por polinômios com

6
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coeficientes em Q + iQ, existe uma sequência de polinômios (Pj)j∈N densa em H(C). Para
facilitar o argumento da demonstração, podemos supor que cada Pj aparece uma quantidade
infinita de vezes na sequência. De fato, se a sequência (Pj)j∈N contem apenas uma quantidade
finita do polinômio Pk, para algum k ∈ N, acrescente uma quantidade infinita e enumerável do
polinômio Pk à sequência.

Consideremos agora (Dj)j∈N uma sequência de discos fechados disjuntos, cada Dj com raio
j e centro cj de tal forma que (cj)j∈N é uma sequência crescente de números inteiros positivos.
Seja também (Ej)j∈N uma sequência de discos fechados centrados na origem e de tal forma que
Dj ⊂ Ej e Dj+1 ∩ Ej = ∅. Em outras palavras,

Dk ⊂ Ej, para todo 1 ≤ k ≤ j e

Dk ∩ Ej = ∅, para todo k > j.

Seja Q1 = P1 e consideremos K1 = E1 ∪D2. Como E1 e D2 são compactos, segue que K1 é
compacto, e vamos considerar uma função h1 anaĺıtica em um aberto contendo K1 da seguinte
forma: Como E1 e D2 são compactos disjuntos, segue que a distância entre eles é estritamente
positiva e logo é posśıvel escolher abertos A1 e A2, com E1 ⊂ A1, D2 ⊂ A2 e A1 ∩ A2 = ∅. Tal
função será definida como

h1(z) =

 0, se z ∈ A1

P2(z − c2)−Q1(z), se z ∈ A2

Em particular temos

h1(z) =

 0, se z ∈ E1

P2(z − c2)−Q1(z), se z ∈ D2

Como C\K1 é conexo por caminhos, e portanto conexo, pela Proposição 1.2.1 existe um
polinômio Q2 tal que

sup
z∈K1

|Q2(z)− h1(z)| = sup
z∈K1

|Q2(z)− (P2(z − c2)−Q1(z))| <
1

2
.

Assim, como E1 ⊂ K1 temos

sup
z∈E1

|Q2(z)− h1(z)| ≤ sup
z∈K1

|Q2(z)− h1(z)| <
1

2
.

Agora, h1(z) = 0 sempre que z ∈ E1, logo

sup
z∈E1

|Q2(z)− h1(z)| = sup
z∈E1

|Q2(z)− 0| = sup
z∈E1

|Q2(z)| <
1

2
,

e, portanto,

∥Q2∥E1 = sup
z∈E1

|Q2(z)| <
1

2
.

Observe que D2 ⊂ K1 e então

sup
z∈D2

|Q2(z)− (P2(z − c2)−Q1(z))| <
1

2
.
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Considere agora K2 = E2 ∪ D3 e defina a função h2, que será anaĺıtica em um aberto
conveniente (analogo ao caso h1), por

h2(z) =

 0, se z ∈ E2

P3(z − c3)−Q1(z)−Q2(z), se z ∈ D3

Como C\K2 é conexo por caminhos, e logo conexo, novamente pela Proposição 1.2.1 temos
que existe um polinômio Q3 tal que

sup
z∈K2

|Q3(z)− h2(z)| = sup
z∈K2

|Q3(z)− (P3(z − c3)−Q1(z)−Q2(z))| <
1

22
.

E logo, assim como fizemos acima, temos que

∥Q3∥E2 <
1

22
e sup

z∈D3

|Q3(z)− h2(z)| <
1

22
.

Para o caso geral, considere Kn−1 = En−1 ∪Dn e a função anaĺıtica hn−1 satisfazendo

hn−1(z) =

 0, se z ∈ En−1

Pn(z − cn)−
∑n−1

j=1 Qj(z), se z ∈ Dn

Repetindo o procedimento acima, existe um polinômio Qn tal que

∥Qn∥En−1 <
1

2n−1
e sup

z∈Dn

|Qn(z)− (Pn(z − cn)−
n−1∑
j=1

Qj(z))| <
1

2n−1
(2.1)

Observe que a série
∑∞

n=1Qn é de Cauchy. De fato, seja ε > 0. Então, dado K um compacto
de C, existe N ∈ N para o qual K ⊂ EN e 1

2N
< ε. Assim para n > m ≥ N suficientemente

grandes

sup
z∈K

|
n∑
j=1

Qj(z)−
m∑
j=1

Qj(z) |≤ sup
z∈EN

|
n∑
j=1

Qj(z)−
m∑
j=1

Qj(z) |

= sup
z∈EN

|
n∑

j=m+1

Qj(z) |≤ sup
z∈EN

n∑
j=m+1

| Qj(z) |

≤
n∑

j=m+1

1

2j
<

1

2m
<

1

2N
< ε. (2.2)

Como o espaço H(C) é completo, segue que
∑∞

n=1Qn é convergente. Considere f ∈ H(C)
dada por f =

∑∞
n=1Qn. Vamos mostrar que a órbita de f sob translações é densa em H(C),

ou seja, dados ε > 0, R > 0 e g ∈ H(C) devemos exibir n ∈ N tal que

sup
|z|≤R

|Ln(f)(z)− g(z)| = sup
|z|≤R

|f(z + n)− g(z)| < ε.

Para isso basta mostrar que, dados ε > 0 e R > 0 para cada Pk de (Pj)j∈N é posśıvel
encontrar lk ∈ N tal que sup|z|≤R | f(z + clk)−Pk(z) |< ε. De fato, como a sequência (Pj)j∈N é
densa em H(C), para cada g ∈ H(C) existe k ∈ N tal que sup|z|≤R | g(z)− Pk(z) |< ε.
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Logo,

sup
|z|≤R

| f(z + clk)− g(z) |≤ sup
|z|≤R

| f(z + clk)− Pk(z) | + sup
|z|≤R

| g(z)− Pk(z) |< 2ε.

Consequentemente, o conjunto {flj : j ∈ N} onde flj(z) = f(z + clj), é denso em H(C), ou
seja, {flj : j ∈ N} = H(C). Como {flj : j ∈ N} ⊆ {fn : n ∈ N0} = Orb(L, f), segue que

H(C) ⊆ {flj : j ∈ N} ⊆ Orb(L, f). É claro que Orb(L, f) ⊆ H(C). Portanto a Orb(L, f) será
densa em H(C).

Sejam ε > 0 e R > 0. Consideremos então Pk ∈ (Pj)j∈N. Sejam l1, l2 ∈ N tais que

l1 > R e
1

2l2−1
<
ε

2
.

Tome l =máx{l1, l2}. Então, como por hipótese Pk aparece uma quantidade infinita de
vezes na sequência, temos que

l > R,
1

2l−1
<
ε

2
e Pl = Pk. (2.3)

Notemos que, se z ∈ C for tal que |z| ≤ R, então w = z + cl ∈ (RBC + cl) ⊂ (lBC + cl) ⊂
Dl ⊂ El. Logo

sup
|z|≤R

| f(z + cl)− Pk(z) | ≤ sup
w∈Dl

| f(w)− Pl(w − cl) |

≤ sup
w∈Dl

|f(w)−
l∑

j=1

Qj(w)|+ sup
w∈Dl

|
l∑

j=1

Qj(w)− Pl(w − cl) |

≤ sup
w∈Dl

|
∞∑
n=1

Qn(w)−
l∑

j=1

Qj(w) | + sup
w∈Dl

|
l∑

j=1

Qj(w)− Pl(w − cl) |

≤ sup
w∈Dl

∞∑
n=l+1

| Qn(w) | + sup
w∈Dl

|
l−1∑
j=1

Qj(w) +Ql(w)− Pl(w − cl) |

≤ sup
w∈Dl

∞∑
n=l+1

| Qn(w) | + sup
w∈Dl

| Ql(w)− (Pl(w − cl)−
l−1∑
j=1

Qj(w)) |

por (2.2), (2.1) e (2.3) ≤ 1

2l
+

1

2l−1
< ε

Segue que sup|z|≤R | f(z + cl) − Pk(z) |< ε e portanto o conjunto {fn : n ∈ N0} é denso em
H(C).

Mais tarde, exatamente no ano de 1952, o matemático MacLane mostrou em [14] que
o operador diferenciação f 7→ f ′ é um operador hiperćıclico em H(C). Não exibiremos a
demonstração devido a MacLane, a qual também é construtiva, conforme a feita acima, e
demasiada longa. Provaremos tal resultado como aplicação de um critério de hiperciclicidade
que provaremos na próxima seção.

Os exemplos de Birkhoff e Maclane são de operadores hiperćıclicos entre espaços de
Fréchet que não são normados. Em 1969, o matemático S. Rolewicz exibiu em [19] um exemplo
de operador hiperćıclico definido em um espaço de Banach, mais precisamente, definido no
espaço ℓp o qual definiremos abaixo. Tal operador é conhecido como weighted backward shift.
Apesar de não ser o foco principal deste trabalho, também exibiremos a demonstração de tal
resultado.
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Definição 2.1.2 Seja p ≥ 1. Definimos ℓp como sendo o espaço vetorial de todas as sequências
de elementos em K que são absolutamente p-somáveis, isto é, todas as sequências x = (ξj) ⊂ K
tais que

∑∞
j=1 |ξj|p converge, o qual se torna um espaço de Banach com a norma definida por

∥x∥p =

(
∞∑
j=1

|ξj|p
) 1

p

, para todo x = (ξj) ∈ ℓp.

Teorema 2.1.3 (Rolewicz) Seja ℓp (1 ≤ p <∞) o espaço de Banach das sequências
p-somáveis e consideremos, para cada a ∈ R, o operador Ta definido como

Ta : ℓp −→ ℓp

(x1, x2, . . .) 7−→ a(x2, x3, . . .)

conhecido como ”weighted backward shift”. Se a > 1, então T será hiperćıclico.

Demonstração. Defina os operadores

T : ℓp −→ ℓp
(x1, x2, . . .) 7−→ (x2, x3, . . .)

e
S : ℓp −→ ℓp

(x1, x2, . . .) 7−→ (0, x1, x2, . . .)

conhecidos como backward shift e forward shift respectivamente.

Seja a > 1 e observe que Ta = aT . Defina a aplicação B : ℓp −→ ℓp por B = S
a
. Para mostrar

que o operador Ta é hiperćıclico, vamos construir um vetor y ∈ ℓp e em seguida provaremos que
a órbita Orb(Ta, y) é densa em ℓp. Antes de prosseguirmos com a demonstração observe que
dado x = (xj)j ∈ ℓp e n ∈ N temos

T na (x) = an(xn+1, xn+2, xn+3, . . .) e

Bn(x) =
1

an
(

n︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, x1, x2, x3, . . .).

Da demonstração de que o espaço ℓp é separável, podemos considerar um conjunto {xn;n ∈
N} ⊂ ℓp denso em ℓp e tal que, para cada n, xn = (xn1 , x

n
2 , . . .) possui apenas uma quantidade

finita de coordenadas não nulas. Seja k(n) o maior ı́ndice da coordenada de xn que não é 0.
Considere agora uma sequência r(n) de inteiros positivos tal que

r(n) > max1≤i≤nk(i) e (2.4)

∥ Br(n)xn ∥= 1

ar(n)
∥ xn ∥< 1

2n
.

Seja p(n) =
∑n

i=1 r(i) e considere y =
∑

nB
p(n)xn, o qual pertence a ℓp, pois dado j ∈ N

temos ∥∥∥∥∥
j∑

n=1

Bp(n)xn

∥∥∥∥∥ ≤
j∑

n=1

∥Bp(n)xn∥ =

j∑
n=1

1

ap(n)
∥xn∥

<

j∑
n=1

1

ar(n)
∥xn∥

por (2.4) <

j∑
n=1

1

2n
.
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Então

lim
j→∞

∥∥∥∥∥
j∑

n=1

Bp(n)xn

∥∥∥∥∥ ≤ lim
j→∞

j∑
n=1

1

2n
, ou seja , ∥y∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Bp(n)xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

1

2n
,

e portanto y ∈ ℓp.

Por outro lado, de (2.4) também segue que T
r(n)
a xi = 0, para todo i < n. Logo,

T p(n)a y = xn +
∞∑

m=n+1

Bp(m)−p(n)xm.

Mas

∥∥∥∥∥
∞∑

m=n+1

Bp(m)−p(n)xm

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

m=n+1

∥ Bp(m)−p(n)xm ∥=
∞∑

m=n+1

1

ap(m)−p(n) ∥ x
m ∥

≤
∞∑

m=n+1

1

ar(m)
∥ xm ∥≤

∞∑
m=n+1

1

2m
=

1

2n
.

Portanto ∥ T p(n)a y − xn ∥≤ 1
2n
.

Vamos agora provar a densidade de Orb(Ta, y) em ℓp. Seja ε > 0. Então existe m ∈ N
tal que 1

2m
< ε. Consideremos agora a subsequência (xk)k∈I onde I = {m,m + 1,m + 2, . . .}.

Temos que (xk)k∈I ainda é densa em ℓp, já que ℓp não possui pontos isolados. Assim, dado
z ∈ ℓp, existe n ∈ I tal que ∥ z − xn ∥< ε e 1

2n
< ε. Então

∥ T p(n)a y − z ∥ = ∥ T p(n)a y − xn + xn − z ∥
≤ ∥ T p(n)a y − xn ∥ + ∥ xn − z ∥

≤ 1

2n
+ ε < 2ε

Como z ∈ ℓp é arbitrário, segue que Orb(Ta, y) é denso em ℓp e, consequentemente, Ta é um
operador hiperćıclico em ℓp.

2.2 Critério de hiperciclicidade

Como vimos nos exemplos anteriores, nem sempre é fácil mostrar pela definição que um
dado operador é hiperćıclico. Então, apresentaremos agora, o critério de hiperciclicidade que
dá condições suficientes para que um operador seja hiperćıclico. Como aplicação desse critério,
provaremos o resultado devido a Maclane e estudaremos a hiperciclicidade dos operadores de
convolução definidos em H(C).

Antes de exibirmos o critério de hiperciclicidade, precisaremos de um lema que provaremos
e do Teorema de Baire.

Lema 2.2.1 Sejam E um espaço de Fréchet separável e T um operador hiperćıclico em E.
Tome (yj)j∈N uma sequência densa em E e defina Gj,k =

∪
n∈N T

−n(B(yj,
1
k
)), para todos

j, k ∈ N. Seja HC(T ) o conjunto de todos os vetores hiperćıclicos para T . Então HC(T ) =∩
j,k∈NGj,k.
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Demonstração. Como T é hiperćıclico segue que T é cont́ınuo, por definição. Então para cada
n ∈ N, T n também é cont́ınuo, como composta de funções cont́ınuas. Assim, T−n(B(yj,

1
k
))

é aberto, quaisquer que sejam n, j, k ∈ N. Por hipótese HC(T ) é não vazio e, para cada
x ∈ HC(T ), a órbita de x sob T é densa em E. Então dado x ∈ HC(T ) para cada j, k ∈ N
existe nj,k ∈ N tal que T nj,kx ∈ B(yj,

1
k
). Logo, para cada j, k ∈ N, x ∈ T−nj,k(B(yj,

1
k
)).

Considerando então, para cada j, k ∈ N o conjunto aberto

Gj,k =
∪
n∈N

T−n
(
B

(
yj,

1

k

))
segue que HC(T ) ⊂

∩
j,k∈NGj,k.

Por outro lado, se x ∈
∩
j,k∈NGj,k vamos mostrar que x ∈ HC(T ). Dado ε > 0, para cada

z ∈ E, existem j0, k0 ∈ N tais que 1
k0
< ε

2
e d(z, yj0) <

ε
2
. Como x ∈ Gj0,ko , T

n0x ∈ B(yj0 ,
1
ko
)

para algum n0 ∈ N e segue que

d(T n0x, z) ≤ d(T n0x, yj0) + d(yjo , z) <
1

k0
+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Logo a órbita de x sob T é densa em E, para todo x ∈
∩
j,k∈NGj,k. Portanto HC(T ) =∩

j,k∈NGj,k.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Baire) Seja M um espaço métrico completo. Então toda
interseção enumerável de abertos densos em M é também um subconjunto denso em M .

Demonstração. Ver [15, Página 37].

Teorema 2.2.3 (Critério de Hiperciclicidade) Seja T um operador linear cont́ınuo em
um espaço de Fréchet E separável. Suponhamos que existam subconjuntos densos Z e Y de E,
uma sequência de inteiros positivos (nk)k∈N e uma famı́lia de aplicações Snk

: Z → Z tais que

(i) para cada y ∈ Y , T nky 7→ 0, quando k → ∞;

(ii) para cada z ∈ Z, Snk
z 7→ 0, quando k → ∞;

(iii) T nk ◦ Snk
z 7→ z, quando k → ∞, para todo z ∈ Z.

Então T é hiperćıclico.

Demonstração. Como por hipótese E é separável podemos considerar (yj)j∈N uma sequência
densa em E. Para cada j, l ∈ N, tome os conjuntos Gj,l =

∪
n∈N T

−nB(yj,
1
l
), definidos no lema

anterior. Para demonstrarmos o teorema, é suficiente mostrarmos que, para cada j e para cada
l, Gj,l é denso em E. De fato, se Gj,l é denso em E, para cada j, l, pelo Teorema de Baire segue
que

∩
j,lGj,l é denso em E e logo

∩
j,lGj,l ̸= ∅. Logo existe x ∈

∩
j,lGj,l e como mostramos que

todo elemento de
∩
j,lGj,l é hiperćıclico para T , conclúımos que T é hiperćıclico.

Sendo assim, fixe Gj,l. Para facilitar a notação, denotaremos yj por y e 1
l
por ε. Sejam

z ∈ E e δ > 0. Precisamos encontrar um elemento x ∈ Gj,l tal que d(x, z) < δ. Como por
hipótese Z e Y são densos em E, existem y0 ∈ Y e z0 ∈ Z tais que

d(y, z0) <
ε

2
e d(z, y0) <

δ

2
. (2.5)

Agora, por (i), T nk(y0) → 0 quando k → ∞. Assim existe um inteiro positivo K1 para o
qual

T nky0 ∈ B
(
0,
ε

4

)
,
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sempre que k ≥ K1. Também por (ii) e (iii), Snk
(z0) → 0 e T nk ◦Snk

(z0) → z0 quando k → ∞.
Logo, existe um inteiro positivo K2 para o qual

Snk
(z0) ∈ B

(
0,
δ

2

)
e T nk ◦ Snk

(z0) ∈ B
(
z0,

ε

4

)
,

sempre que K ≥ K2. Fixemos então k > máx{K1, K2} e consideremos o vetor x = Snk
z0 + y0

pertencente a E. Como T nk(x) = T nk(Snk
z0 + y0) = T nkSnk

(z0) + T nk(y0), z0 ∈ Z e d é
invariante sob translação, chamando de α = T nkSnk

(z0) e γ = T nk(y0), temos que

d(T nk(x), z0) = d(α + γ, z0) ≤ d(α+ γ, α) + d(α, z0)

= d(α + γ − α, α− α) + d(α, z0)

= d(γ, 0) + d(α, z0)

<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
.

Então, como T nkx ∈ B(z0,
ε
2
) e y ∈ B(z0,

ε
2
) segue que d(T nkx, y) < ε. Logo,

T nk(x) ∈ B(y, ε), ou seja, x ∈ T−nk(B(y, ε)) ⊂ Gj,l.

Como x = Snk
(z0) + y0, temos x− y0 = Snk

(z0) e logo (x− y0) ∈ B(0, δ
2
). Agora observe que

d(x, y0) = d(x− y0, y0 − y0) = d(x− y0, 0) <
δ

2
, ou seja, x ∈ B(y0,

δ

2
).

De (2.5) temos z ∈ B(y0,
δ
2
), então

d(x, z) ≤ d(x, y0) + d(z, y0) <
δ

2
+
δ

2
= δ.

Como z foi escolhido arbitrariamente, segue que Gj,l é denso em E, para todos j, l ∈ N, ou seja,∩
j,l∈NGj,l é denso em E.

Como caso particular do critério geral de Hiperciclicidade segue imediatamente o critério
de Kitai.

Corolário 2.2.4 (Critério de Kitai) Seja T um operador linear cont́ınuo em um espaço de
Fréchet E separável. Suponhamos que existam subconjuntos densos Z e Y de E e que exista
uma aplicação S : Z → Z tal que

(i) para cada y ∈ Y , T ny 7→ 0, quando n→ ∞;

(ii) para cada z ∈ Z, Snz 7→ 0, quando n→ ∞;

(iii) T ◦ S = IdZ.

Então T é hiperćıclico.

Conforme mencionado na seção anterior, faremos agora a demonstração do resultado de
Maclane utilizando o critério de Hiperciclicidade, mais precisamente, o de Kitai.

Teorema 2.2.5 (MacLane) Existe uma função inteira f tal que o conjunto {f (n) : n ∈ N} é
denso em H(C).
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Demonstração. Seja D : H(C) −→ H(C) o operador diferenciação. É claro que D é linear
e não é dif́ıcil ver que é cont́ınuo. Vamos provar que D satisfaz o critério de Kitai. Tome
Y = Z = P(C), onde P(C) denota o espaço dos polinômios com coeficientes em C. Na
demonstração do Teorema de Birkhoff vimos que Y e Z são densos em H(C). Considere a

aplicação S : Z −→ Z, definida para zk por S(zk) = zk+1

k+1
para todo k ∈ N0 e para P ∈ Z

qualquer, extenda S por linearidade. Observe que dado P ∈ Y temos que Dn(P ) = 0 sempre
que n for maior que o grau do polinômio P , logo

Dn(P ) −→ 0 quando n −→ ∞. (2.6)

Seja K ⊂ C compacto. Então existe R > 0 tal que K ⊂ B(0, R). Veja que

Sn(zk) =
zk+n

(k + n)(k + n− 1) . . . (k + 1)
, para todo k ∈ N.

Agora observe que

k!zk+n

(k + n)!
=

k!zk+n

(k + n)(k + n− 1) . . . (k + 1)k!
=

zk+n

(k + n)(k + n− 1) . . . (k + 1)
= Sn(zk)

e logo

|Sn(zk)| =
∣∣∣∣ k!zk+n(k + n)!

∣∣∣∣ = k!

(k + n)!
|z|k+n.

Assim, se z ∈ C é tal que |z| ≤ R temos |z|k+n ≤ Rk+n e

|Sn(zk)| = k!

(k + n)!
|z|k+n ≤ k!Rk+n

(k + n)!
,

logo

sup
z∈K

|Sn(zk)| ≤ k!Rk+n

(k + n)!

para todo k ∈ N, o que implica

sup
z∈K

|Sn(zk)| −→ 0 quando n→ ∞. (2.7)

Sejam P ∈ Z, digamos P (z) = akz
k + . . .+ a1z + a0 e ε > 0. Então

Sn(P )(z) = akS
n(zk) + . . .+ a1S

n(z) + a0S
n(z0)

o que implica

|Sn(P )(z)| ≤ |ak||Sn(zk)|+ . . .+ |a1||Sn(z)|+ |a0||Sn(z0)|.

Assim, por (2.7) existem constantes nk, . . . , n1, n0 ∈ N tais que

|Sn(zk)| <
ε

2(k + 1)|ak|
sempre que n ≥ nk,

...

|Sn(z)| <
ε

2(k + 1)|a1|
sempre que n ≥ n1

|Sn(z0)| <
ε

2(k + 1)|a0|
sempre que n ≥ n0.
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Tomando ñ = máx{nk, . . . , n1, n0} segue que, para n ≥ ñ,

|Sn(P )(z)| ≤ |ak||Sn(zk)|+ . . .+ |a1||Sn(z)|+ |a0||Sn(z0)|
≤ |ak|

ε

2(k + 1)|ak|
+ . . .+ |a1|

ε

2(k + 1)|a1|
+ |a0|

ε

2(k + 1)|a0|

=
(k + 1)ε

2(k + 1)
=
ε

2
.

Logo |Sn(P )| < ε sempre que n ≥ ñ, ou seja,

Sn(P ) −→ 0 quando n→ ∞. (2.8)

Agora observe que dado P = akz
k + . . .+ a1z + a0 ∈ Z temos

(D ◦ S)(P ) = D(S(P )) = D

(
ak
zk+1

k + 1
+ . . .+ a1

z2

2
+ a0z

)
= ak(k + 1)

zk

k + 1
+ . . .+ a12

z

2
+ a0

= akz
k + . . .+ a1z + a0 = P = Id(P ),

como P é arbitrário temos que
D ◦ S = Id. (2.9)

Assim conclúımos que D satisfaz o Critério de Kitai e logo é hiperćıclico.

Definição 2.2.6 Dizemos que um operador linear e cont́ınuo L : H(C) −→ H(C) é um opera-
dor de convolução se L comuta com as translações, ou seja, dados f ∈ H(C) e a ∈ C, temos
que L(τaf) = τa(Lf), onde τaf(z) = f(z + a).

O conjunto dos operadores de convolução será denotado por O(H(C)). Consideremos agora
o espaço vetorial dos funcionais lineares cont́ınuos definidos em (H(C), τ0), ou seja, H′(C) e o
espaço das funções de tipo exponencial Exp(C) definido na Seção 1.2, para provar o seguinte
resultado de isomorfismo.

Proposição 2.2.7 Os espaços O(H(C)), H′(C) e Exp(C) são isomorfos como espaços vetori-
ais.

Demonstração. Considere a aplicação

ψ : O(H(C)) −→ H′(C)
L 7−→ ψ(L)

onde ψ(L)(f) = L(f)(0), para cada f ∈ H(C). Provaremos que ψ é um isomorfismo entre esses
dois espaços.

Para cada L ∈ O(H(C)) vamos provar que ψ está bem definida, ou seja, provemos que
ψ(L) ∈ H′(C). Veja que ψ(L) é linear: sejam L, S ∈ O(H(C)) e λ ∈ K. Então, dado
f ∈ H(C), temos

ψ(L+ λS)(f) = (L+ λS)(f)(0) = L(f)(0) + λS(f)(0)

= ψ(L)(f) + λψ(S)(f) = (ψ(L) + λψ(S))(f),

portanto ψ(L + λS) = ψ(L) + λψ(S). Vamos mostrar agora que ψ(L) é cont́ınua. Seja (fn)
uma sequência em H(C) convergindo uniformemente sobre compactos para f ∈ H(C). Dados
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ε > 0, L ∈ O(H(C)) e K ⊂ C um compacto com 0 ∈ K, pela Proposição 1.1.12 existem uma
constante M > 0 e um compacto K ′ ⊆ C para os quais

pK(L(fn − f)) ≤M · pK′(fn − f), ou seja ,

sup
z∈K

|L(fn)(z)− L(f)(z)| = sup
z∈K

|L(fn − f)(z)| ≤M · sup
w∈K′

|fn(w)− f(w)|.

Seja n0 ∈ N tal que sup
w∈K′

|fn(w)− f(w)| < ε

M
, qualquer que seja n > n0. Assim

|ψ(L)(fn)− ψ(L)(f)| = |L(fn)(0)− L(f)(0)| ≤M · sup
w∈K′

|fn(w)− f(w)| < ε,

para todo n ≥ n0. Segue que ψ(L)(fn) converge para ψ(L)(f), e logo ψ(L) ∈ H′(C), para todo
L ∈ O(H(C)). Vamos provar agora que ψ é bijetora. Para cada T ∈ H′(C), consideremos
agora a função associada

LT : H(C) −→ H(C)
f 7−→ LT (f)

onde LT (f)(w) = T (τwf), para todo w ∈ C.

Observe que para cada f ∈ H(C), LT (f) pertence a H(C). Dados f, g ∈ H(C) e λ ∈ K
temos

LT (f + λg)(w) = T (τw(f + λg)) = T (τwf + λτwg) = T (τwf) + λT (τwg)

= LT (f)(w) + λLT (g)(w) = (LT (f) + λLT (g))(w),

para todo w ∈ C. Portanto LT (f + λg) = LT (f) + λLT (g) e logo LT é linear.

Provemos agora que a função LT é cont́ınua. Sejam K ⊆ C um compacto e (fn) uma
sequência em H(C) convergindo uniformemente sobre compactos de C para uma função f ∈
H(C). Vamos mostrar que LT (fn) converge para LT (f) em K.

Como T ∈ H′(C), pela Proposição 1.1.12, existem M > 0 e um compacto K ′ ⊆ C para os
quais |T (g)| ≤ M sup

z∈K′
|g(z)|, para todo g ∈ H(C). Seja agora ε > 0 e consideremos K ′′ ⊆ C

um compacto tal que K +K ′ ⊂ K ′′. Então existe nε,K′′ ∈ N tal que

sup
z∈K′′

|fn(z)− f(z)| < ε

M
,

para todo n > nε,K′′ . Observe que para cada b ∈ K, temos

|T (τbfn)− T (τbf)| = |T (τb(fn − f))| ≤M sup
z∈K′

|τb(fn − f)(z)| =M sup
z∈K′

|(fn − f)(z + b)|

≤ M sup
w∈(K+K′)

|(fn − f)(w)| ≤M sup
w∈K′′

|(fn − f)(w)|

< M
ε

M
= ε.

Assim sup
b∈K

|T (τbfn) − T (τbf)| < ε para todo n > nε,K′′ . Portanto LT (fn) converge para LT (f)

em K, e logo LT é cont́ınua.

Observe que τw(τv(f)) = τw+vf , para cada v, w ∈ C. De fato, dado z ∈ C temos

τw(τv(f))(z) = τv(f)(z + w) = f(z + w + v) = τw+v(f)(z),
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e logo, como z é arbitrário conclui-se que τw(τv(f)) = τw+vf . Finalmente LT comuta com as
translações pois, para cada v ∈ C,

τv ◦ LT (f)(w) = LT (f)(w + v) = T (τw(τv(f))) = LT (τv(f))(w) = LT ◦ τv(f)(w)

para todo w ∈ C e f ∈ H(C). Então, como LT é linear, cont́ınua e comuta com as translações
conclúımos que LT ∈ O(H(C)).

Para mostrar que ψ é isomorfismo, vamos exibir sua aplicação inversa. Considere a aplicação

Θ : H′(C) −→ O(H(C))
T 7−→ LT

.

Provemos que Θ = ψ−1. Para isso mostremos que (ψ ◦ Θ)(T ) = T , para cada T ∈ H′(C) e
(Θ ◦ ψ)(L) = L, para cada L ∈ O(H(C)). Seja T ∈ H′(C). Então

(ψ ◦Θ)(T ) = ψ(Θ(T )) = ψ(LT ).

Agora, dado g ∈ H(C) temos

ψ(LT )(g) = LT (g)(0) = T (τ0g) = T (g).

Portanto ψ(LT ) = T e logo (ψ ◦Θ)(T ) = T .

Seja f ∈ O(H(C)). Então

(Θ ◦ ψ)(f) = Θ(ψ(f)) = Lψ(f).

Vamos provar que Lψ(f) = f . Para isso, basta mostrar que dado g ∈ H(C) temos Lψ(f)(g) =
f(g). Seja w ∈ C. Então,

Lψ(f)(g)(w) = ψ(f)(τwg) = f(τwg)(0) = f(τwg(0)) = f(g(0 + w)) = f(g(w)) = f(g)(w),

portanto Lψ(f)(g) = f(g) e como g é arbitrário temos Lψ(f) = f . Logo, (Θ ◦ ψ)(f) = f .

Consequentemente H′(C) e O(H′(C)) são isomorfos. Vamos mostrar agora que H′(C) e
Exp(C) são isomorfos. Para isso, consideremos a função

φ H′(C) −→ Exp(C)
T 7−→ φ(T )

onde φ(T )(λ) = T (gλ) para cada λ ∈ C, sendo gλ(z) = eλz, para todo z ∈ C, e vamos mostrar
que φ é um isomorfismo.

É fácil verificar que φ é linear. Também, para cada T ∈ H′(C), φ(T ) é holomorfa. De fato,
sendo λ ∈ C

lim
δ→0

φ(T )(λ+ δ)− φ(T )(λ)

δ
= lim

δ→0

T (g(λ+δ))− T (gλ)

δ
= lim

δ→0
T

(
g(λ+δ) − gλ

δ

)
.

Agora, para cada z ∈ C,

lim
δ→0

(g(λ+δ) − gλ)(z)

δ
= lim

δ→0

e(λ+δ)z − eλz

δ
= lim

δ→0

eλz(eδz − 1)

δ
= zeλz.

Assim, para cada λ ∈ C, φ(T )′(λ) = T (hλ), com hλ(z) = zeλz, para todo z ∈ C.
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Além de holomorfa, note que φ(T ) é de tipo exponencial: pela continuidade de T , existem
constantes C,R > 0 para as quais

|T (h)| ≤ C max
|z|≤R

|h(z)|,

para todo h ∈ H(C). Em particular, se λ ∈ C

|φ(T )(λ)| = |T (gλ)| ≤ C max
|z|≤R

|eλz| = CeR|λ|.

Falta mostrarmos que φ é bijetora. Dada uma função inteira g ∈ Exp(C), consideremos a
função

Tg : H(C) −→ C

f 7−→
∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
f (n)(0).

Observemos que
∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
f (n)(0) ∈ C:

lim
n→∞

sup
n

∣∣∣∣g(n)(0)n!
f (n)(0)

∣∣∣∣
1
n

= lim
n→∞

sup
n

|g(n)(0)|
1
n

∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣
1
n

.

Agora, como g ∈ Exp(C) segue da Proposição 1.2.3 que (|g(n)(0)| 1n )n∈N é limitada, ou seja,

existe M > 0 tal que |g(n)(0)| 1n ≤M para todo n ∈ N. Então sup
n

|g(n)(0)|
1
n ≤M e portanto

lim
n→∞

sup
n

|g(n)(0)|
1
n ≤M.

Como f é uma função inteira, temos f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn e seu raio de convergência R é

infinito. Logo, lim
n→∞

sup
n

∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣
1
n

=
1

R
= 0. Portanto,

lim
n→∞

sup
n

|g(n)(0)|
1
n

∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣
1
n

= 0.

Assim, pelo Teste da Ráız, a série
∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
f (n)(0) converge absolutamente e, portanto, con-

verge em C.

Vamos provar que Tg é cont́ınua. Para isso, consideremos a sequência de funções (Hm)m∈N
tais que

Hm : H(C) −→ C

f 7−→
m∑
n=0

g(n)(0)

n!
f (n)(0).

Claramente, para todo f ∈ H(C), Hm(f) −→ Tg(f) quando m −→ ∞. Por outro lado,
para cada m inteiro, Hm é linear e cont́ınua: seja (fj)j∈N uma sequência de funções em H(C)
convergindo uniformemente sobre compactos para f ∈ H(C). Então, pelo Teorema 1.2.4,

(f
(k)
j )j∈N converge uniformemente sobre compactos para f (k) ∈ H(C), qualquer que seja k ∈ N.
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Em particular, para cada k, f
(k)
j (0) → f (k)(0) em C, quando j → ∞. Dado ε > 0, existe

um inteiro N > 0 tal que ∣∣∣f (k)
j (0)− f (k)(0)

∣∣∣ < ε

M
,

para todo j > N e k ∈ N, onde M >
m∑
n=0

|g(n)(0)|
n!

. Assim, para j > N ,

|Hm(fj)−Hm(f)| =

∣∣∣∣∣
m∑
n=0

g(n)(0)

n!
(fj − f)(n)(0)

∣∣∣∣∣
≤

m∑
n=0

∣∣∣∣g(n)(0)n!

∣∣∣∣ |(fj − f)(n)(0)|

=
m∑
n=0

∣∣∣∣g(n)(0)n!

∣∣∣∣ |f (n)
j (0)− f (n)(0)|

<

m∑
n=0

ε

M

∣∣∣∣g(n)(0)n!

∣∣∣∣
<

ε

M

m∑
n=0

|g(n)(0)|
n!

< ε.

Segue que Hm é cont́ınua, para todo m ≥ 0 e, portanto, pela Proposição 1.1.7, Tg ∈ H′(C),
qualquer que seja g ∈ Exp(C). Consideremos agora a função

η : Exp(C) −→ H′(C)
g 7−→ Tg

Note que η ◦ φ(T ) = Tφ(T ) = T e φ ◦ η(g) = g. Logo, η = φ−1 e, portanto, Exp(C) é isomorfo
a H′(C).

De posse dessa proposição podemos estudar os operadores de convolução em termos de
hiperciclicidade. Este resultado é devido a Godefroy e Shapiro e foi obtido em [10].

Teorema 2.2.8 Seja L ∈ O(H(C)) um operador de convolução que não é múltiplo da identi-
dade. Então L é hiperćıclico.

Demonstração. Seja L ∈ O(H(C)). Pelos isomorfismos ψ e φ definidos na proposição anterior,
existe um único gL ∈ Exp(C) associado a L tal que φ(ψ(L)) = gL. Considere a expansão de gL
em série de Taylor,

gL(z) =
∞∑
n=0

g
(n)
L (0)

n!
zn,

para todo z ∈ C. Sabemos da proposição anterior que ψ−1 = Θ e η = φ−1. Então

L(f)(w) = ψ−1(φ−1(gL))(f)(w) = ψ−1(η(gL))(f)(w) = ψ−1(TgL)(f)(w)

= Θ(TgL)(f)(w) = LTgL (f)(w) = TgL(τwf)

=
∞∑
n=0

g
(n)
L (0)

n!
(τwf)

(n)(0) =
∞∑
n=0

g
(n)
L (0)

n!
f (n)(w) (2.10)

para todos w ∈ C e f ∈ H(C).
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Agora note que L será um múltiplo da identidade se, e somente se, a função associada gL
for constante: de fato, se L = αId para algum α ∈ C temos

gL(λ) = φ(ψ(αId))(λ) = ψ(αId)(gλ) = (αId)(gλ)(0) = (αId)(eλ0) = α.

Por outro lado, se gL for constante, g
(n)
L = 0 para todos z ∈ C e n > 0. Logo por (2.10) temos

que
L(f)(w) = gL(0)f(w),

para todo w ∈ C e f ∈ H(C), ou seja, L = KId, onde K = gL(0).

Como, por hipótese, L não é múltiplo da identidade, segue que gL não é constante. Além
disso, para cada b ∈ C fixo, a função fb(z) = ebz é um autovetor de L:

L(fb)(z) =
∞∑
j=0

g
(j)
L (0)

j!
f
(j)
b (z) =

∞∑
j=0

g
(j)
L (0)

j!
bjfb(z)

= fb(z)
∞∑
j=0

g
(j)
L (0)

j!
bj = gL(b)fb(z). (2.11)

Provemos agora que, para cada aberto não vazio V de C, o espaço F = [fb : b ∈ V ] é denso em
H(C). De fato, dado b ∈ V , para cada δ > 0 suficientemente pequeno temos que b + δ ∈ V .
Também, para cada z ∈ C,∣∣∣∣e(b+δ)z − ebz

δ
− zebz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ebz(eδz − 1− δz)

δ

∣∣∣∣ −→ 0 quando δ → 0.

Logo lim
δ→0

e(b+δ)z − ebz

δ
= zebz e, assim, zebz pertence ao fecho de F . De maneira análoga,

dado n ∈ N temos∣∣∣∣zn−1e(b+δ)z − zn−1ebz

δ
− znebz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣zn−1e(b+δ)z − zn−1ebz − δznebz

δ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣zn−1ebz(eδz − 1− δz)

δ

∣∣∣∣ −→ 0,

quando δ → 0. Portanto,

lim
δ→0

zn−1e(b+δ)z − zn−1ebz

δ
= znebz

e logo znebz pertence ao fecho de F , qualquer que seja n ∈ N.
Seja f ∈ H(C) qualquer e consideremos g(z) = e−bzf(z) para algum b ∈ C. Expandindo g

pela série de Taylor, temos que existe uma sequência complexa (aj)j∈N tal que

g(z) =
∞∑
j=0

ajz
j.

Logo e−bzf(z) =
∑∞

j=0 ajz
jf(z), o que implica f(z) =

∑∞
j=0 ajz

jf(z)ebz uniformemente em

cada compacto. Pelo o que vimos acima temos que ajz
jebz pertence ao fecho de F , para todo

j ∈ N0, e como f(z) = limn→∞
∑n

j=0 ajz
jf(z)ebz segue que f pertence ao fecho de F e portanto

o conjunto F é denso em H(C).
Consideremos agora os conjuntos V = {b ∈ C : |gL(b)| < 1} e W = {b ∈ C : |gL(b)| > 1}.

Observe que ambos os conjuntos são abertos e não vazios, uma vez que gL não é constante por
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hipótese. De fato, suponha por absurdo que W é vazio. Então |gL(b)| ≤ 1 para todo b ∈ C.
Assim gL é uma função inteira e limitada e logo pelo Teorema de Liouville segue que gL é
constante, absurdo. Portanto W ̸= ∅. Da mesma forma conclui-se que V ̸= ∅, senão obteria
que a função 1

gL
seria constante.

Vamos aplicar o critério de Kitai para L, considerando os conjuntos densos Y = [fb : b ∈ V ]
e Z = [fb : b ∈ W ] e a aplicação S : Z → Z definida da seguinte forma: para cada b ∈ W temos

S(fb)(z) =
fb(z)

gL(b)
.

Claramente S é linear. Como, para cada h ∈ Z, existem b1, b2, . . . , bn ∈ W tais que

h(z) =
n∑
j=1

λjfbj(z) para todo z ∈ C. Então

S(h)(z) =
n∑
j=1

λjS(fbj)(z) =
n∑
j=1

λj
fbj(z)

gL(bj)
.

Assim,

(i) Para cada b ∈ V , |gL(b)| < 1 e, portanto, Ln(fb) = gL(b)
nfb → 0 quando n→ ∞;

(ii) Para cada b ∈ W , |gL(b)| > 1 e, portanto, Sn(fb) =
fb

gL(b)n
→ 0 quando n→ ∞;

(iii) Seja h ∈ Z. Então existem constantes b1, b2, . . . , bn ∈ W tais que h(z) =
n∑
j=1

λjfbj(z) para

todo z ∈ C. Então, dado z ∈ C temos

(L ◦ S)(h)(z) = L(S(h))(z) = L

(
n∑
j=1

λj
fbj

gL(bj)

)
(z)

=
n∑
j=1

λj
gL(bj)

L(fbj)(z)

por (2.11) =
n∑
j=1

λj
gL(bj)

gL(bj)fbj(z)

=
n∑
j=1

λjfbj(z) = h(z).

Portanto, (L ◦ S)(h) = h, para todo h ∈ Z. Logo, pelo critério de Kitai, L é hiperćıclico.

No caṕıtulo 4, estudaremos resultados de hiperciclicidade na mesma linha que o Teorema
2.2.8, mas para operadores de convolução definidos entres certos espaços de funções inteiras de-
finidas num espaço de Banach complexo. Para isto necessitamos fazer um estudo de polinômios
homogêneos e holomorfia em dimensão infinita. Este será o teor do próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Polinômios homogêneos e holomorfia
em espaços de Banach

Conforme já dissemos, este caṕıtulo servirá de subśıdio teórico para o desenvolvimento do
próximo caṕıtulo.

3.1 Polinômios homogêneos e aplicações multilineares

Definição 3.1.1 Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em, F espaços vetoriais sobre o corpo K. Uma
aplicação A : E1 × . . .× Em → F é dita multilinear (ou m-linear) se

A(x1, . . . , λxi + x′i, . . . , xm) = λA(x1, . . . , xi, . . . , xm) + A(x1, . . . , x
′
i, . . . , xm)

para todos i = 1, . . . ,m, λ ∈ K e xi, x
′
i ∈ Ei.

O espaço vetorial das aplicações multilineares e das aplicações multilineares cont́ınuas serão
denotados por L(E1, . . . , Em;F ) e L(E1, . . . , Em;F ) respectivamente. Para toda aplicação mul-
tilinear A ∈ L(E1, . . . , Em;F ) definimos

∥A∥ := sup{∥A(x1, . . . , xm)∥ : xj ∈ Ej e ∥xj∥ ≤ 1, para todo j = 1, . . . ,m}.

Apesar da notação de norma, essa expressão não define uma norma em L(E1, . . . , Em;F ) pois
pode ocorrer ∥A∥ = ∞, mas define uma norma em L(E1, . . . , Em;F ). Consideremos agora o
caso particular das aplicações multilineares em L(E1, . . . , Em;F ) onde E1 = . . . = Em = E.
Neste caso o espaço vetorial das aplicações multilineares será denotado por L(mE;F )

Definição 3.1.2 Uma aplicação multilinear A : Em → F é dita ser simétrica se

A(x1, . . . , xm) = A(xσ(1), . . . , xσ(m))

para todos (x1, . . . , xm) ∈ Em e σ ∈ Sm, onde Sm denota o conjunto das permutações dos m
primeiros números naturais.

O conjunto das aplicações multilineares simétricas será denotado por LS(mE;F ). Sejam
n,m ∈ N e A ∈ L(mE;F ). Então para cada (x1, . . . , xn) ∈ En e cada α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

0

com |α| := α1 + . . .+ αn = m usaremos a notação

Axα1
1 · · · · · xαn

n = A(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
α1

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
αn

)

para todo m ≥ 1.
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Proposição 3.1.3 Para cada A ∈ L(mE;F ) defina AS por

AS(x1, . . . , xm) :=
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)).

Então as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) AS ∈ LS(mE;F )

(b) AS = A se, e somente se A ∈ LS(mE;F )

(c) (AS)S = AS

(d) O operador S : L(mE;F ) → LS(mE;F ), definido por S(A) = AS é linear

(e) Se x ∈ E então Axm = ASxm.

Demonstração. (a) Sejam (x1, . . . , xm) ∈ Em e σ′ ∈ Sm. Assim,

AS(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1) , . . . , xσ(m)
) =

1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(σ1), . . . , xσ(σm))

= AS(xσ′(1), . . . , xσ′(m)),

e consequentemente AS ∈ LS(mE;F ).

(b) Se A = AS então A é simétrica pois, como provamos acima AS é simétrica. Suponha
agora que A ∈ LS(mE;F ). Então,

AS(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1) , . . . , xσ(m)
) =

1

m!

∑
σ∈Sm

A(x1, . . . , xm)

=
1

m!
m!A(x1, . . . , xm) = A(x1, . . . , xm),

para todo (x1, . . . , xm) ∈ Em o que implica AS = A.

(c) Por (a) AS ∈ Ls(mE;F ), logo por (b) (AS)S = AS.

(d) Pelo item (a) o operador S está bem definido. Além disso, dados A,B ∈ L(mE;F ) e
λ ∈ K obtemos

S(A+ λB)(x1, . . . , xm) = (A+ λB)S(x1, . . . , xm)

=
1

m!

∑
σ∈Sm

(A+ λB)(xσ(1), . . . , xσ(m))

=
1

m!

∑
σ∈Sm

[A(xσ(1), . . . , xσ(m)) + λB(xσ(1), . . . , xσ(m))]

=
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)) + λ

[
1

m!

∑
σ∈Sm

B(xσ(1), . . . , xσ(m))

]
= As(x1, . . . , xm) + λ[Bs(x1, . . . , xm)]

= (S(A) + λS(B))(x1, . . . , xm),

para todo (x1, . . . , xm) ∈ Em. Portanto S é linear.
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(e) Seja x ∈ E. Então

ASxm =
1

m!

∑
σ∈Sm

Axm =
1

m!
m!Axm = Axm.

Essa proposição dentre outras consequências, mostra que S é uma projeção de L(mE;F )
sobre LS(mE;F ).

Teorema 3.1.4 (Fórmula de Leibniz) Sejam E,F espaços vetoriais sobre K, k ∈ N0 e
T ∈ LS(kE;F ). Então para todos x1, . . . , xr ∈ E temos que

T (x1 + . . .+ xr)
k =

∑
|γ|=k

k!

n1!n2! . . . nr!
Txn1

1 . . . xnr
r

onde a soma é sobre todas as r-uplas γ = (n1, . . . , nr) ∈ Nr
0 satisfazendo |γ| = k, onde

|γ| = n1 + . . .+ nr.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre k. Para k = 0 e k = 1 é
trivial. Assumindo que a fórmula vale para k ≥ 1, mostraremos que é válido para k + 1. Se
T ∈ LS(kE;F ) então podemos escrever

T (x1 + . . .+ xr)
k+1 = T (x1 + . . .+ xr)(x1 + . . .+ xr)

k

onde T (x1 + . . .+ xr) ∈ LS(kE;F ) é definido por

T (x1 + . . .+ xr)(z1, . . . , zk) = T (x1 + . . .+ xr, z1, . . . , zk)

para qualquer (z1, . . . , zk) ∈ Ek. Agora por indução

T (x1 + . . .+ xr)
k+1 =

∑
|γ|=k

k!

n1! . . . nr!
T (x1 + . . .+ xr)x

n1
1 . . . xnr

r

=
∑
|γ|=k

k!

n1! . . . nr!
Txn1+1

1 xn2
2 . . . xnr

r +

+
∑
|γ|=k

k!

n1! . . . nr!
Txn1

1 x
n2+1
2 . . . xnr

r + . . .+
∑
|γ|=k

k!

n1! . . . nr!
Txn1

1 . . . xnr+1
r ,

onde γ = (n1, . . . , nr) ∈ Nr
o tal que |γ| = k. Para cada i = 1, . . . , r vamos considerar

β[i] = (β
[i]
1 , . . . , β

[i]
r ) ∈ Nr

0 tal que β
[i]
i = ni + 1 e β

[i]
j = nj para j ̸= i e j = 1, . . . , r. Assim

T (x1 + . . .+ xr)
k+1 =

∑
|β[1]|=k+1

k!

(β
[1]
1 − 1)!β

[1]
2 ! . . . β

[1]
r !
Tx

β
[1]
1

1 . . . xβ
[1]
r
r + . . .+

∑
|β[r]|=k+1

k!

β
[r]
1 !β

[r]
2 ! . . . (β

[r]
r − 1)!

Tx
β
[r]
1

1 . . . xβ
[r]
r
r

=
∑

|β|=k+1

k!

(β1 − 1)!β2! . . . βr!
Txβ11 . . . xβrr + . . .+

∑
|β|=k+1

k!

β1!β2! . . . (βr − 1)!
Txβ11 . . . xβrr
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onde β = (β1, . . . , βr) ∈ Nr
0 tal que |β| = k + 1. Logo,

T (x1 + . . .+ xr)
k+1 =

∑
|β|=k+1

k!Txβ11 . . . xβrr

(
1

(β1 − 1)!β2! . . . βr!
+ . . .+

1

β1! . . . (βr − 1)!

)

=
∑

|β|=k+1

k!Txβ11 . . . xβrr

(
β1

β1!β2! . . . βr!
+ . . .+

βr
β1! . . . βr!

)
=

∑
|β|=k+1

k!

β1! . . . βr!
Txβ11 . . . xβrr (β1 + . . .+ βr)

=
∑

|β|=k+1

(k + 1)!

β1! . . . βr!
!Txβ11 . . . xβrr .

Teorema 3.1.5 (Fórmula de Polarização) Sejam E,F espaços vetoriais sobre K e k ∈ N.
Se T ∈ LS(kE;F ) então

T (x1, . . . , xk) =
1

k!2k

∑
εi=±1
1≤i≤k

ε1 . . . εkT (ε1x1 + . . .+ εkxk)
k

para quaisquer x1, . . . , xk ∈ E.

Demonstração. Para quaisquer x1, . . . , xk ∈ E, seja

B =
1

k!2k

∑
εi=±1
1≤i≤k

ε1 . . . εkT (ε1x1 + . . .+ εkxk)
k.

Pela Fórmula de Leibniz, temos que

T (ε1x1 + . . .+ εkxk)
k =

∑
|γ|=k

k!

γ!
T (ε1x1)

n1 . . . (εkxk)
nk =

∑
|γ|=k

k!

γ!
εn1
1 . . . εnk

k Tx
n1
1 . . . xnk

k

onde γ = (n1, . . . , nk) ∈ Nk
0 com |γ| = k. Logo,

B =
1

k!2k

∑
εi=±1
1≤i≤k

∑
|γ|=k

k!

γ!
ε1+n1
1 . . . ε1+nk

k Txn1
1 . . . xnk

k .

Chamando
∑

εi=±1
1≤i≤k

ε1+n1
1 . . . ε1+nk

k de a(n1, . . . , nk) então

B =
k!

k!2k

∑
|γ|=k

1

γ!
a(n1, . . . , nk)Tx

n1
1 . . . xnk

k . (3.1)

Supondo n1 = 0 temos que

a(n1, . . . , nk) =
∑
εi=±1
1≤i≤k

ε1+n1
1 . . . ε1+nk

k =
∑
εi=±1
1≤i≤k

ε1ε
1+n2
2 . . . ε1+nk

k

=
∑
εi=±1
1≤i≤k

1ε1+n2
2 . . . ε1+nk

k +
∑
εi=±1
1≤i≤k

−1ε1+n2
2 . . . ε1+nk

k = 0.
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Assim, sempre que ni = 0 para algum i = 1, . . . , k, temos que a(n1, . . . , nk) = 0. Logo em
(3.1) existe apenas um termo a(n1, . . . , nk) não nulo, que ocorre quando n1 = . . . = nk = 0.
Como

a(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

) =
∑
εi=±1
1≤i≤k

ε21 . . . ε
2
k = 2k

segue que

B =
1

2k
1

1!1! . . . 1!
2kTx1 . . . xk = T (x1, . . . , xk).

Portanto T (x1, . . . , xk) =
1

k!2k

∑
εi=±1
1≤i≤k

ε1 . . . εkT (ε1x1 + . . .+ εkxk)
k.

Definição 3.1.6 Sejam E e F espaços vetoriais normados. Uma aplicação P : E → F será de-
nominada polinômio m-homogêneo ou polinômio homogêneo de grau m, se existir uma aplicação
A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Axm para todo x ∈ E.

O espaço vetorial sobre K dos polinômios P : E → F m-homogêneos e dos polinômios m-
homogêneos cont́ınuos serão denotados respectivamente por P (mE;F ) e P(mE;F ). Para cada
P ∈ P (mE;F ), denotaremos

∥P∥ = sup{∥P (x)∥ : x ∈ E, ∥x∥ < 1}.

Assim como no caso das aplicações multilineares, apesar da notação de norma, essa relação
define uma norma apenas em P(mE;F ). Mais ainda, se F é um espaço de Banach, o espaço
normado (P(mE;F ), ∥ · ∥) é um espaço de Banach.

Proposição 3.1.7 Sejam E e F espaços vetoriais normados. Para cada A ∈ L(mE;F ) consi-

dere a aplicação dada por Â : E → F , Â(x) := Axm. Então a correspondência

L : LS(mE;F ) −→ P (mE;F )

A 7−→ Â

é um isomorfismo. Mais ainda,

∥Â∥ ≤ ∥A∥ ≤ mm

m!
∥Â∥.

Demonstração. Obviamente a aplicação A 7→ Â está bem definida. Provemos que L é linear.
Sejam A,B ∈ LS(mE;F ) e λ ∈ K. Então,

L(A+ λB)(x) = (
(((hhh
A+ λB )(x) = (A+ λB)xm = Axm + λBxm

= Â(x) + λB̂(x) = (Â+ λB̂)(x) = (L(A) + λL(B))(x),

para todo x ∈ E. Além disso a aplicação L é bijetora. De fato, se P ∈ P (mE;F ) existe
A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Axm. Considere agora

AS(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)).

Então, pela Proposição 3.1.3, AS é simétrica e ASxm = Axm = P (x). Portanto a aplicação é

sobrejetora. Seja agora A ∈ LS(mE;F ) tal que L(A) = 0, ou seja, Â = 0. Logo, Â(x) = Axm =
0, para todo x ∈ E. Desse modo, pela Fórmula de Polarização

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 . . . εmA(ε1x1 + . . .+ εmxm)
m = 0,
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para quaisquer x1, . . . , xm ∈ E. Portanto A = 0 e consequentemente L é injetora. Provemos
agora as desigualdades anunciadas. Segue trivialmente que

∥Â∥ = sup{∥Axm∥ : x ∈ E, ∥x∥ ≤ 1} ≤ sup{∥A(x1, . . . , xm)∥ : xj ∈ E,máxj∥xj∥ ≤ 1} = ∥A∥.

Resta mostrar a segunda desigualdade. Primeiramente observe que, dado P ∈ P (mE;F ) então

∥P (x)∥ ≤ ∥P∥∥x∥m, (3.2)

para todo x ∈ E. De fato, se x = 0 é óbvio. Suponha x ̸= 0. Logo,∥∥∥∥P ( x

∥x∥

)∥∥∥∥ ≤ ∥P∥, e logo

1

∥x∥m
∥P (x)∥ ≤ ∥P∥, ou seja , ∥P (x)∥ ≤ ∥x∥m∥P∥.

Desse modo, pela Fórmula de Polarização obtemos

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 . . . εmA(ε1x1 + . . .+ εmxm)
m

=
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 . . . εmÂ(ε1x1 + . . .+ εmxm).

Logo

∥A(x1, . . . , xm)∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 . . . εmÂ(ε1x1 + . . .+ εmxm)

∥∥∥∥∥∥∥
≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

∥ε1 . . . εmÂ(ε1x1 + . . .+ εmxm)∥

=
1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

∥Â(ε1x1 + . . .+ εmxm)∥

por (3.2) ≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

∥Â∥ · ∥(ε1x1 + . . .+ εmxm)∥m

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

∥Â∥ · (∥ε1x1∥+ . . .+ ∥εmxm∥)m

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

∥Â∥ · (∥x1∥+ . . .+ ∥xm∥)m.

Então, se máxj∥xj∥ ≤ 1 segue que

∥A(x1, . . . , xm)∥ ≤ 1

m!2m

∑
εi=±1
1≤i≤m

∥Â∥mm =
mm

m!
∥Â∥.

Portanto, sup{∥A(x1, . . . , xm)∥ : xj ∈ E, ∥xj∥ ≤ 1, ∀j = 1, . . . ,m} ≤ mm

m!
∥Â∥, ou seja,

∥A∥ ≤ mm

m!
∥Â∥.
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Definição 3.1.8 Uma aplicação A ∈ L(mE;F ) é dita nuclear se existem sequências limitadas
(x′ji)

∞
i=1 ⊂ E ′ (1 ≤ j ≤ m) e (yi)

∞
i=1 ⊂ F com

∞∑
i=1

∥x′1i∥ · · · ∥x′mi∥∥yi∥ <∞ (3.3)

tais que

A(x1, . . . , xm) =
∞∑
i=1

x′1i(x1) · · · x′mi(xm)yi (3.4)

onde xj ∈ E para 1 ≤ j ≤ m.

Se F for um espaço de Banach, denotamos por LN(mE;F ) o espaço de Banach de todas as
aplicações m-lineares nucleares dotado da norma nuclear

∥A∥N = inf
∞∑
i=1

∥x′1i∥ · · · ∥x′mi∥∥yi∥, (3.5)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as sequências (x′ji)
∞
i=1 ⊂ E ′ (1 ≤ j ≤ m) e (yi)

∞
i=1 ⊂ F

satisfazendo (3.3) e (3.4).

Definição 3.1.9 Definimos um polinômio P ∈ P(mE;F ) como sendo nuclear se podemos
escrever P na forma

P (x) =
∞∑
i=1

x′i(x)
myi (3.6)

onde (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F são sequências limitadas tais que

∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥ <∞. (3.7)

Denotamos por PN(mE;F ) o espaço de todos os polinômios m-homogêneos nucleares de E
em F , dotado da norma nuclear

∥P∥N = inf
∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥, (3.8)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as sequências (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F satisfazendo (3.6)

e (3.7). O espaço PN(mE;F ) torna-se um espaço de Banach com a norma definida acima, desde
que F seja um espaço de Banach. Denotamos por LN(E;F ) o espaço de todos os operadores
nucleares de E em F . Quando m = 0 definimos PN(0E;F ) = F . A demonstração de que
os números definidos em (3.5) e (3.8) de fato definem uma norma nos espaços LN(mE;F ) e
PN(mE;F ) respectivamente pode ser encontrada em [11].

Definição 3.1.10 Um polinômio P ∈ P (mE;F ) é dito ser de tipo finito se é da forma

P (x) =

p∑
j=1

(φj(x))
mbj,

com φj ∈ E ′ e bj ∈ F para j = 1, . . . , p.

O subespaço vetorial dos polinômios de tipo finito será denotado por Pf (mE;F ).
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3.2 Holomorfia em espaços de Banach

Nesta seção vamos desenvolver um pouco da teoria de tipos de holomorfia, exibindo resul-
tados e definições que serão necessários no próximo caṕıtulo.

Definição 3.2.1 Sejam E e F espaços de Banach complexos e U um subconjunto aberto de
E. Uma função f : U → F é dita holomorfa em U se para cada a ∈ U existem uma bola
B(a; r) ⊂ U e uma sequência de polinômios Pm ∈ P(mE;F ) tais que

f(x) =
∞∑
i=1

Pm(x− a)

uniformemente para x ∈ B(a; r).

Vamos denotar por H(U ;F ) o espaço vetorial de todas as funções holomorfas de U em F .
Se F = C, denotaremos H(U ;C) apenas por H(U).

A sequência (Pm)
∞
m=0 é determinada de maneira única por f e por a. Se Pm ∈ P(mE;F )

é o polinômio correspondente a Am ∈ Ls(mE;F ) por Pm = Âm para cada m ∈ N0, fixemos as
notações:

dmf(a) = m!Am e d̂mf(a) = m!Pm.

Podemos obter assim as aplicações diferenciais

dmf : a ∈ U −→ dmf(a) ∈ Ls(mE;F )
e

d̂mf : a ∈ U −→ d̂mf(a) ∈ P(mE;F ),

e também os operadores diferenciais

dm : f ∈ H(U ;F ) −→ dmf ∈ H(U ,Ls(mE;F ))

e
d̂m : f ∈ H(U ;F ) −→ d̂mf ∈ H(U ,P(mE;F )).

Definição 3.2.2 Uma aplicação f : E → F é dita uma função inteira se f é holomorfa em
todo E. Denotamos o espaço de todas as funções inteiras de E em F por H(E;F ).

Exemplo 3.2.3 P(mE;F ) ⊂ H(E;F ).

Demonstração. Sejam P ∈ P(mE;F ) e P̌ ∈ Ls(mE;F ) tal que P (x) = P̌ (
m︷ ︸︸ ︷

x, . . . , x) para cada
x ∈ E. Dados x, y ∈ E, pela Fórmula do Binômio de Newton temos que

P (x+ y) = P̌ (x+ y)m = P̌

(
m∑
k=0

m!

k!(m− k)!
xm−kyk

)
=

m∑
k=0

m!

k!(m− k)!
P̌ xm−kyk,

onde P̌ xm−kyk = P̌ (x, . . . , x,︸ ︷︷ ︸
m−k

y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

). Assim dados a, x ∈ E, segue que

P (x) = P (a+ x− a) = P̌ (a+ (x− a))m =
m∑
k=0

m!

k!(m− k!)
P̌ am−k(x− a)k
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onde P̌ am−k denota o elemento de Ls(kE;F ) dado por

P̌ am−k(x1, . . . , xk) = P̌ (a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
m−k

, x1, . . . , xk).

Então P é holomorfa em E e

1
k!
d̂mP (a)(t) = m!

k!(m−k!) P̌ (a,
m−k· · · , a, t, k· · ·, t), se k ≤ m

1
k!
d̂mP (a)(t) = 0, se k > m

Teorema 3.2.4 (Fórmula Integral de Cauchy) Sejam U um subconjunto aberto de E e
f ∈ H(U ;F ). Considere a ∈ U, t ∈ E e r > 0 tais que a+ ξt ∈ U para todo ξ ∈ △̄(0, r). Então
para cada m ∈ N0 temos a Fórmula Integral de Cauchy

1

m!
d̂mf(a)(t) =

1

2πi

∫
|ξ|=r

f(a+ ξt)

ξm+1
dξ.

Demonstração. Ver [16, Corolário 7.3, página 47].

Proposição 3.2.5 Seja
∑∞

m=0 Pm(x− a) uma série de potências de E em F . Se existe r > 0
tal que

∑∞
m=0 Pm(x− a) = 0 para todo x ∈ B(a; r), então Pm = 0 para todo m ∈ N0.

Demonstração. Ver [16, Proposição 4.4, página 29].

Definição 3.2.6 Um tipo de holomorfia Θ de E em F é uma sequência de espaços de Banach
(PΘ(

mE;F ), ∥ · ∥Θ)∞m=0 para a qual são válidas as seguintes afirmações:

(i) Cada PΘ(
mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F );

(ii) PΘ(
0E;F ) coincide com P(0E;F ) = F como um espaço vetorial normado;

(iii) Existe um número real σ ≥ 1 tal que, dados k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E e
P ∈ PΘ(

mE;F ) temos que

d̂kP (a) ∈ PΘ(
kE;F ),

∥∥∥∥ 1k! d̂kP (a)
∥∥∥∥
Θ

≤ σm∥P∥Θ∥a∥m−k.

Temos do Exemplo 3.2.3 e da condição (iii) que para cada P ∈ PΘ(
mE;F ) e k ≤ m temos

que ̂̌Pam−k = (m−k)!
m!

d̂kP (a) ∈ PΘ(
kE;F ) e

∥ ̂̌Pam−k∥Θ =

∥∥∥∥(m− k)!

m!
d̂kP (a)

∥∥∥∥
θ

=
(m− k)!

m!
∥d̂kP (a)∥θ ≤

σm(m− k)!k!

m!
∥P∥Θ · ∥a∥m−k.

É claro que a sequência (P(mE;F ))∞m=0 é um tipo de holomorfia de E em F . Provaremos
agora que a sequência (PN(mE;F ))∞m=0 também é um tipo de holomorfia de E em F . Mas
antes faremos uma observação.
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Observação: Sejam m, j ∈ N0. Então,

2m+j = (1 + 1)m+j =

m+j∑
k=1

(m+ j)!

k!(m+ j − k)!
1m+j−k1k

≥ (m+ j)!

k!(m+ j − k)!

e, se k = j, tem-se

2m+k ≥ (m+ k)!

k!m!
.

Se j = 0, tem-se

2m ≥ m!

k!(m− k)!
. (3.9)

Exemplo 3.2.7 A sequência (PN(mE;F ), ∥ · ∥N)∞m=0 é um tipo de holomorfia de E em F .
Além disso, ∥∥∥∥ 1k! d̂kP (a)

∥∥∥∥
N

≤ m!

k!(m− k)!
∥P∥N∥a∥m−k

≤ 2m∥P∥N∥a∥m−k

para todo a ∈ E, k ≤ m e P ∈ PN(mE;F ).

Demonstração. Como PN(mE;F ) ⊂ P(mE;F ) e P(mE;F ) é um espaço de Banach, segue
que, para cada m ∈ N0, PN(mE;F ) é um espaço de Banach. As condições (i) e (ii) da Definição
3.2.6 são triviais. Falta então demonstrar (iii).

Sejam k ∈ N0, m ∈ N0, k ≤ m, a ∈ E e P ∈ PN(mE;F ). Dados ε > 0, como P ∈
PN(mE;F ) é um polinômio nuclear existem sequências limitadas (x′i)

∞
i=1 ⊂ E ′ e (yi)

∞
i=1 ⊂ F

satisfazendo
∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥ <∞,

de forma que

P (x) =
∞∑
i=1

x′i(x)
myi. (3.10)

Pela definição da norma nuclear temos que

∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥ ≤ ∥P∥N + ε. (3.11)

Seja P̌ ∈ Ls(mE;F ) tal que P (x) = P̌ (
m︷ ︸︸ ︷

x, . . . , x) para cada x ∈ E. Então pela fórmula de
polarização temos que:

P̌ (x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εmP (ε1x1 + . . .+ εmxm)
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por (3.10) =
1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εm
∞∑
i=1

x′i(ε1x1 + . . .+ εmxm)
myi

=
∞∑
i=1

1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εmx′i(ε1x1 + . . .+ εmxm)
myi

=
∞∑
i=1

yi
1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εmx′i(ε1x1 + . . .+ εmxm)
m.

Agora observe que, aplicando a Fórmula de polarização em Q ∈ Ls(mE;F ) definida por
Q(x1, . . . , xm) = x′i(x1) · · · x′i(xm) temos:

Q(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εmQ(ε1x1 + . . .+ εmxm)
m

=
1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εmx′i(ε1x1 + . . .+ εmxm)
m.

Portanto,

P̌ (x1, . . . , xm) =
∞∑
i=1

yi
1

m!2m

∑
εj=±1

1≤j≤m

ε1 · · · εmx′i(ε1x1 + . . .+ εmxm)
m

=
∞∑
i=1

Q(x1, . . . , xm)yi =
∞∑
i=1

x′i(x1) · · · x′i(xm)yi

para todos x1, . . . , xm ∈ E. Pelo Exemplo 3.2.3, se k ≤ m temos que:

1

k!
d̂kP (a)(t) =

m!

k!(m− k)!
P̌ am−ktk

=
m!

k!(m− k)!

∞∑
i=1

[x′i(a)]
m−k[x′i(t)]

kyi

=
∞∑
i=1

[x′i(t)]
k m!

k!(m− k)!
[x′i(a)]

m−kyi.

Logo para cada a ∈ E e k ≤ m, d̂kP (a) ∈ PN(kE;F ) e∥∥∥∥ 1k! d̂kP (a)
∥∥∥∥
N

≤
∞∑
i=1

∥x′i∥k
∥∥∥∥ m!

k!(m− k)!
[x′i(a)]

m−kyi

∥∥∥∥
≤ m!

k!(m− k)!

∞∑
i=1

∥x′i∥k∥x′i∥m−k∥a∥m−k∥yi∥

=
m!

k!(m− k)!

∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥∥a∥m−k

por (3.11) ≤ m!

k!(m− k)!
(∥P∥N + ε)∥a∥m−k

por (3.9) ≤ 2m(∥P∥N + ε)∥a∥m−k,

e logo a demonstração é conclúıda.
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Proposição 3.2.8 Seja (PΘ(
mE;F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . A aplicação

inclusão PΘ(
mE;F ) ⊂ P(mE;F ) é cont́ınua para cada m ∈ N0 e ∥P∥ ≤ σm∥P∥Θ.

Demonstração. Ver [18, Proposição 1, página 34].

Vamos agora fazer um estudo sobre as funções inteiras Θ-holomorfas de tipo limitado.

Definição 3.2.9 Uma função inteira f ∈ H(E;F ) é de tipo limitado se leva conjuntos limitados
de E em conjuntos limitados de F .

Vamos indicar por Hb(E;F ) o conjunto de tais funções.

Definição 3.2.10 Sejam (PΘ(
mE;F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F e f : E → F uma

função inteira, com série de Taylor em torno da origem dada por f(x) =
∑∞

m=0
1
m!
d̂mf(0)(x).

Então f é dita uma função inteira Θ-holomorfa de tipo limitado de E em F se:

(i) 1
m!
d̂mf(0) ∈ PΘ(

mE;F ), para todo m ∈ N0.

(ii) limm→∞( 1
m!
∥d̂mf(0)∥Θ)

1
m = 0.

Denotamos por HΘb(E;F ) o subespaço vetorial de H(E;F ) de todas as funções inteiras
Θ-holomorfas de tipo limitado de E em F .

Proposição 3.2.11 Se (PΘ(
mE;F ))∞m=0 é um tipo de holomorfia de E em F , então

PΘ(
mE;F ) ⊂ HΘb(E;F )

para todo m ∈ N0.

Demonstração. Seja P ∈ PΘ(
mE;F ). Vamos verificar inicialmente que P é uma função

inteira. Do Exemplo 3.2.3 temos que P(mE;F ) ⊂ H(E;F ). Como (PΘ(
mE;F ))∞m=0 é um tipo

de holomorfia de E em F , PΘ(
mE;F ) ⊂ P(mE;F ). Logo P ∈ H(E;F ).

Considere a série de Taylor de P em volta da origem dada por

P (x) =
∞∑
k=0

1

k!
d̂kP (0)(x).

Do Exemplo 3.2.3 temos que

1
k!
d̂mP (0)(t) = m!

k!(m−k!) P̌ (0,
m−k· · · , 0, t, k· · ·, t), se k ≤ m

1
k!
d̂mP (0)(t) = 0, se k > m.

Mas se m− k ̸= 0 teremos P̌ (0,
m−k· · · , 0, t, k· · ·, t) = 0. Portanto,

1
k!
d̂kP (0)(t) = 0, se k ̸= m

1
k!
d̂mP (0)(t) = P (t), se k = m.
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Portanto, d̂kP (0) ∈ PΘ(
kE;F ) para todo k e, claramente,

lim
k→∞

(
1

k!
∥d̂kP (0)∥Θ

) 1
k

= 0.

Portanto P ∈ HΘb(E;F ).

Teorema 3.2.12 Se f ∈ H(E;F ), então 1
m!
d̂mf ∈ H(E;P(mE;F )) e

1

k!
d̂k
(

1

m!
d̂mf

)
(a) =

1

m!
d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(a)

)
para todos m, k ∈ N0 e a ∈ E. Assim a série de Taylor para 1

m!
d̂mf em volta da origem, no

ponto a, é dada por

1

m!
d̂mf(a) =

∞∑
k=0

1

m!
d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

)
(a).

Demonstração. Ver [16][Teorema 7.17, página 54].

Proposição 3.2.13 Seja f : E → F uma função inteira. Então f ∈ HΘb(E;F ) se, e somente
se

(i) 1
m!
d̂mf(a) ∈ PΘ(

mE;F ), para todo a ∈ E e m ∈ N0;

(ii) limm→∞(
∥∥∥ 1
m!
d̂mf(a)

∥∥∥
Θ
)

1
m = 0, para todo a ∈ E.

Demonstração. Seja f : E −→ F uma função inteira satisfazendo (i) e (ii). Então para a = 0
é verdade que

1

m!
d̂mf(0) ∈ PΘ(

mE;F ), para todo m ∈ N0 e lim
m→∞

(∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(a)

∥∥∥∥
Θ

) 1
m

= 0.

Logo da Definição 3.2.10 segue que f ∈ HΘb(E;F ).

Considere f ∈ HΘb(E;F ) e a ̸= 0 ∈ E. Logo 1
m!
d̂mf(0) ∈ PΘ(

mE;F ) para todo m ∈ N0

e limm→∞( 1
m!
∥d̂mf(0)∥Θ)

1
m = 0. Seja ε > 0, de forma que ε · ∥a∥ < 1 e considere σ ≥ 1 da

condição (iii) da Definição 3.2.6. Então, como limm→∞( 1
m!
∥d̂mf(0)∥Θ)

1
m = 0 e ε

σ
> 0, existe

m0 ∈ N tal que(
1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ

) 1
m

≤ ε

σ
para todo m ≥ m0, ou seja ,

1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ ≤

( ε
σ

) 1
m

sempre que m ≥ m0.

Seja C(ε) = máx
{{

1
m!
∥d̂mf(0)∥Θ(σε )

m/m < m0

}
∪ {1}

}
. Assim se m ≥ m0,

1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ ≤

( ε
σ

)m
≤ C(ε)

( ε
σ

)m
.

Se m < m0 temos
1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ

(σ
ε

)m
≤ C(ε)
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e logo, 1
m!
∥d̂mf(0)∥Θ ≤ C(ε)

(
ε
σ

)m
. Portanto

1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ ≤ C(ε)

( ε
σ

)m
, (3.12)

para todo m ∈ N0. Vamos mostrar agora a condição (i). Seja m ∈ N0. Pelo Teorema 3.2.12,
temos que

1

m!
d̂mf(a) =

∞∑
k=0

1

m!
d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

)
(a).

Como, por hipótese, 1
(m+k)!

d̂m+kf(0) ∈ PΘ(
m+kE;F ) para todo k, usando a condição (iii)

da Definição 3.2.6, conclúımos que

1

m!
d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

)
(a) ∈ PΘ(

m+kE;F ) e também

∥∥∥∥ 1

m!
d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

)
(a)

∥∥∥∥
Θ

≤ σm+k

∥∥∥∥ 1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥
Θ

∥a∥k. (3.13)

Agora temos,

1

m!
∥d̂mf(a)∥Θ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

m!
d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

)
(a)

∥∥∥∥∥
Θ

por (3.13) ≤
∞∑
k=0

σm+k

∥∥∥∥ 1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥
Θ

∥a∥k

por (3.12) ≤
∞∑
k=0

σm+kC(ε)
( ε
σ

)m+k

∥a∥k = C(ε)
εm

1− ε∥a∥
,

onde ε é tal que ε · ∥a∥ < 1. Assim segue que

lim
m→∞

(
1

m!
∥d̂mf(a)∥Θ

) 1
m

≤ lim
m→∞

m

√
C(ε)

1− ε∥a∥
ε = ε.

Fazendo ε→ 0 temos que limm→∞

(
1
m!
∥d̂mf(a)∥Θ

) 1
m
= 0. Portanto isto prova (i) e (ii).

Vamos agora introduzir uma topologia no espaço HΘb(E;F ) das funções Θ-holomorfas de
tipo limitado. Para isso, considere a seguinte famı́lia de seminormas:

f ∈ HΘb(E;F ) → ∥f∥Θ,ρ =
∞∑
m=0

ρm

m!
∥d̂mf(0)∥Θ, (3.14)

para cada ρ > 0.

Dotamos HΘb(E;F ) com a topologia τΘ gerada pela famı́lia de seminormas (3.14). É claro
que [HΘb(E;F ), τΘ] é um espaço localmente convexo de Hausdorff.

Proposição 3.2.14 [HΘb(E;F ), τΘ] é um espaço de Fréchet.

Demonstração. Para que [HΘb(E;F ), τΘ] seja um espaço de Fréchet devemos provar que esse
espaço é localmente convexo, metrizável e completo. Provemos que [HΘb(E;F ), τΘ] é localmente
convexo. Temos que as vizinhanças do zero (nesse caso, função nula) em HΘb(E;F ) contém
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vizinhanças do tipo A = {f ∈ HΘb(E;F ) : ∥f∥Θ,ρ < ε}, ε, ρ > 0, as quais são convexas. De
fato, dados α, β ≥ 0 e f, g ∈ A temos que

∥αf + βg∥Θ,ρ ≤ ∥αf∥Θ,ρ + ∥βg∥Θ,ρ = α∥f∥Θ,ρ + β∥g∥Θ,ρ
< α · ε+ β · ε = (α + β) · ε = ε.

Portanto αf + βg ∈ A e logo A é convexo. Como toda vizinhança do zero, contém uma
vizinhança convexa do zero, conclúımos que [HΘb(E;F ), τΘ] é localmente convexo.

Observe que a famı́lia enumerável de seminormas

F = {∥f∥Θ,n/n ∈ N}

define a topologia τΘ em HΘb(E;F ). Logo, como [HΘb(E;F ), τΘ] é um espaço localmente
convexo de Hausdorff, segue do Teorema 1.1.15 que esse espaço é metrizável.

Provemos agora que [HΘb(E;F ), τΘ] é completo. Seja ε > 0. Seja (fk)
∞
k=1 uma sequência

de Cauchy em [HΘb(E;F ), τΘ]. Assim, dado ε > 0 para ε
4
> 0 existe um K0 ∈ N tal que

∥fk − fj∥Θ,ρ < ε
4
, sempre que k, j ≥ K0. Assim, dados ρ ≥ 1 e m ∈ N, se k, j ≥ K0 temos

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfk(0)−

1

m!
d̂mfj(0)

∥∥∥∥
Θ

≤ ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfk(0)−

1

m!
d̂mfj(0)

∥∥∥∥
Θ

≤ ∥fk − fj∥Θ,ρ
<

ε

4
. (3.15)

Logo para cada m, ( 1
m!
d̂mfk(0))

∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em PΘ(

mE;F ) o qual é um
espaço de Banach. Então, existe Pm ∈ PΘ(

mE;F ) tal que

lim
k→∞

1

m!
d̂mfk(0) = Pm.

Considere f(x) =
∑∞

m=0 Pm(x). Veja que f ∈ HΘb(E;F ). De fato, como

1

m!
d̂mf(0) = Pm ∈ PΘ(

mE;F ),

resta provar que limm→∞

(
1
m!
∥d̂mf(0)∥Θ

) 1
m
= limm→∞ (∥Pm∥Θ)

1
m = 0. Para cada ρ > 0 existe

0 ≤Mρ <∞ tal que ∥fk∥Θ,ρ ≤Mρ para todo k ∈ N. Segue que

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfk(0)

∥∥∥∥
Θ

≤ ∥fk∥Θ,ρ ≤Mρ, o que implica

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfk(0)

∥∥∥∥
Θ

≤ Mρ

ρm
, (3.16)

para todos k,m ∈ N.

Observe que

∥Pm∥Θ ≤
∥∥∥∥Pm − 1

m!
d̂mfk(0)

∥∥∥∥
Θ

+

∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfk(0)

∥∥∥∥
Θ

≤
∥∥∥∥Pm − 1

m!
d̂mfk(0)

∥∥∥∥
Θ

+
Mρ

ρm
.
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Fazendo k → ∞ temos que

∥Pm∥Θ ≤ Mρ

ρm
(3.17)

para cada m = 0, 1, . . . e então

lim
m→∞

∥Pm∥
1
m
Θ ≤ 1

ρ
.

Fazendo agora ρ→ ∞, temos que

lim
m→∞

∥Pm∥
1
m
Θ = 0.

Falta mostrar que fk → f ∈ HΘb(E;F ) na topologia τΘ de HΘb(E;F ). Sejam ε > 0 e ρ > 0
fixos. Assim se ρ1 > 0 é tal que 0 < ρ < ρ1, usando (3.17), temos que

∞∑
m=0

ρm∥Pm∥Θ ≤
∞∑
m=0

ρm
Mρ1

ρm1
=Mρ1

∞∑
m=0

(
ρ

ρ1

)m
<∞

e usando (3.16), segue que

∞∑
m=0

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfj(0)

∥∥∥∥
Θ

≤
∞∑
m=0

Mρ1

(
ρ

ρ1

)m
<∞.

Logo existe um n > 0 tal que

∞∑
m=n

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfj(0)

∥∥∥∥
Θ

<
ε

4
(3.18)

para cada j = 1, 2, . . . e

∞∑
m=n

ρm∥Pm∥Θ <
ε

4
. (3.19)

Como limj→∞
1
m!
d̂mfj(0) = Pm, temos que limj→∞ ∥ 1

m!
d̂mfj(0) − Pm∥Θ = 0, e logo para

ε
4n
> 0 existe j0 ∈ N de forma que ρm∥d̂mfj(0)− Pm∥Θ < ε

4n
sempre que j ≥ j0. Assim,

n−1∑
m=0

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfj(0)− Pm

∥∥∥∥
Θ

<
ε

4n
+ . . .+

ε

4n︸ ︷︷ ︸
n

= n
ε

4n
=
ε

4
, (3.20)

para todo j ≥ j0.
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Logo, escolhendo j0, k e n adequados temos que existe K(ε, ρ) tal que

∥fk − f∥Θ,ρ ≤ ∥fk − fj∥Θ,ρ + ∥fj − f∥Θ,ρ

por (3.11) ≤ ε

4
+

∥∥∥∥∥
∞∑
m=0

1

m!
d̂mfj(0)−

∞∑
m=0

Pm

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
ε

4
+

∥∥∥∥∥
∞∑
m=0

1

m!
d̂mfj(0)− Pm

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
ε

4
+

∞∑
m=0

ρm

m!

∥∥∥∥∥d̂m
( ∞∑
m=0

1

m!
d̂mfj(0)− Pm

)
(0)

∥∥∥∥∥
Θ

=
ε

4
+

∞∑
m=0

ρm

m!

∥∥∥d̂mfj(0)−m!Pm

∥∥∥
Θ

≤ ε

4
+

n−1∑
m=0

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfj(0)− Pm

∥∥∥∥
Θ

+
∞∑
m=n

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfj(0)− Pm

∥∥∥∥
Θ

por (3.20) ≤ ε

4
+

ε

4
+

∞∑
m=n

ρm
∥∥∥∥ 1

m!
d̂mfj(0)

∥∥∥∥
Θ

+

∞∑
m=n

ρm∥Pm∥Θ

por (3.18) e (3.19) ≤ ε

4
+

ε

4
+

ε

4
+

ε

4
= ε

para todo k ≥ K(ε, ρ). Portanto, provamos que fk → f em HΘ,b(E;F ).

Definição 3.2.15 Seja f ∈ H(E;F ). O polinômio de Taylor τn,f,a(x) de ordem n de f em a,
para cada x ∈ E, é definido por

τn,f,a(x) =
n∑
k=0

1

k!
d̂kf(a)(x− a).

O lema abaixo prova a convergência do polinômio de Taylor de ordem n na origem de
f ∈ HΘb(E) para f na topologia τΘ do espaço HΘb(E).

Lema 3.2.16 Sejam f ∈ HΘb(E;F ) e τn,f,0 polinômio de Taylor de ordem n de f na origem.
Então para cada ρ > 0 temos

lim
n→∞

∥f − τn,f,0∥Θ,ρ = 0.

Demonstração. Seja f ∈ HΘb(E;F ) e considere a série de Taylor de f em volta da origem
dada por

∑∞
k=0

1
k!
d̂kf(0). Veja que

∥f − τn,f,0∥Θ,ρ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

k!
d̂kf(0)−

n∑
k=0

1

k!
d̂kf(0)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

1

k!
d̂kf(0)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
∞∑
k=0

ρk

k!

∥∥∥∥∥d̂k
(

∞∑
k=n+1

1

k!
d̂kf(0)

)∥∥∥∥∥
Θ

=
∞∑

k=n+1

ρk

k!

∥∥∥∥k! 1k! d̂kf(0)
∥∥∥∥
Θ

=
∞∑

k=n+1

ρk

k!

∥∥∥d̂kf(0)∥∥∥
Θ
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Como f ∈ HΘb(E), segue que

lim
k→∞

(
1

k!
∥d̂kf(0)∥Θ

) 1
k

= 0.

Logo

lim
k→∞

(
ρk

k!
∥d̂kf(0)∥Θ

) 1
k

= lim
k→∞

ρ

(
1

k!
∥d̂kf(0)∥Θ

) 1
k

= 0.

Portanto, pelo teste da raiz, provamos que a série
∑∞

k=n+1
ρk

k!

∥∥∥d̂kf(0)∥∥∥
Θ
converge. E logo

lim
n→∞

∥f − τn,f,0∥ = lim
n→∞

∞∑
k=n+1

ρk

k!

∥∥∥d̂kf(0)∥∥∥
Θ
= 0.



Caṕıtulo 4

Hiperciclicidade em HΘb(E)

Neste caṕıtulo vamos demonstrar que os operadores de convolução sobre os espaços de
funções inteiras Θ-holomorfas de tipo limitado, que não são múltiplos da identidade, são hi-
perćıclicos. Este resultado foi provado em [4] e generaliza diversos resultados de hiperciclicidade
nessa linha. Para isso, precisaremos ainda de alguns resultados de holomorfia. Como estes re-
sultados são mais recentes e não fazem parte da literatura geral de holomorfia, preferimos
introduzir neste caṕıtulo, como ferramentas espećıficas para a prova do resultado principal.

4.1 π1-tipo de holomorfia

Vamos agora exibir a definição de π1-tipo de holomorfia introduzida em [9] (e refinada em
[4]) e caracterizar o espaço dual de HΘb(E) usando a transformada de Borel.

Definição 4.1.1 Seja (PΘ(
mE;F ))∞m=0 um tipo de holomorfia de E em F . Um Θ-tipo de

holomorfia é dito ser um π1-tipo de holomorfia se satisfaz as seguintes condições:

(i) Para todos ϕ ∈ E ′, b ∈ F e m ∈ N0, temos que ϕmb ∈ PΘ(
mE;F ) e ∥ϕmb∥Θ ≤ ∥ϕ∥m∥b∥;

(ii) Para cada m, Pf (mE;F ) é denso em (PΘ(
mE;F ), ∥ · ∥Θ).

Exemplo 4.1.2 A sequência (PN(mE;F ), ∥ · ∥N)∞m=0 é um π1-tipo de holomorfia de E em F .

Proposição 4.1.3 Seja Θ um π1-tipo de holomorfia de E em F . Então, PN(mE;F ) ⊂
PΘ(

mE;F ) e a aplicação inclusão é cont́ınua.

Demonstração. Seja P ∈ PN(mE;F ). Então dado ε > 0 existem sequências (x′i)
∞
i=1 ⊂ E ′ e

(yi)
∞
i=1 ⊂ F limitadas tais que

∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥ < (1 + ε)∥P∥N (4.1)

e também

P =
∞∑
i=1

x′i
m ⊗ yi, (4.2)

onde x′i
m ⊗ yi : E −→ F , é dado por xmi ⊗ yi(x) = x′i(x)

myi .

Defina Sn =
∑n

i=1 ∥x′i∥m∥yi∥. Logo, por (4.1), temos que (Sn)
∞
n=1 é convergente e logo é

uma sequência de Cauchy.
Considere Pn =

∑n
i=1 x

′
i
m⊗yi. Veja que (Pn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy em PΘ(

mE;F ).
De fato, para ε > 0 dado acima existe n0 ∈ N tal que, se n > j ≥ n0, temos que

40
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∥Pn − Pj∥Θ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

x′i
m ⊗ yi −

j∑
i=1

x′i
m ⊗ yi

∥∥∥∥∥
Θ

≤

∥∥∥∥∥
n∑

i=j+1

x′i
m ⊗ yi

∥∥∥∥∥
Θ

≤
n∑

i=j+1

∥x′i
m ⊗ yi∥Θ

pela Definição 4.1.1 ≤
n∑

i=j+1

∥x′i∥m∥yi∥

por (Sn) ser de Cauchy < ε.

Então como PΘ(
mE;F ) é um espaço de Banach existe Q ∈ PΘ(

mE;F ) tal que
limn→∞ ∥Pn −Q∥Θ = 0. Assim, pela Proposição 3.2.8 temos que

∥Pn −Q∥ ≤ σm∥Pn −Q∥Θ.

Logo limn→∞ Pn(x) =
∑∞

i=1 x
′
i(x)

myi = Q(x), ou seja, Q(x) = P (x), para todo x ∈ E.
Agora, observe que ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

x′i
m ⊗ yi

∥∥∥∥∥
Θ

≤
n∑
i=1

∥x′i
m ⊗ yi∥Θ

pela Definição 4.1.1 ≤
n∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥.

Dáı segue que

∥P∥Θ =

∥∥∥∥∥ limn→∞

n∑
i=1

x′i
m ⊗ yi

∥∥∥∥∥
Θ

≤ lim
n→∞

n∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥ =
∞∑
i=1

∥x′i∥m∥yi∥

por (4.1) < (1 + ε)∥P∥N .

Fazendo ε→ 0 temos que ∥P∥Θ ≤ ∥P∥N .

Corolário 4.1.4 Para cada π1-tipo de holomorfia Θ de E em F , HNb(E;F ) está contido em
HΘb(E;F ) e a aplicação inclusão é cont́ınua.

Proposição 4.1.5 Seja Θ um π1-tipo de holomorfia de E em F . Então o subespaço vetorial
S de HΘb(E;F ) dado por S = span{eϕb : ϕ ∈ E ′, b ∈ F} é denso HΘb(E;F ).

Demonstração. Primeiramente vamos provar que eϕ · b ∈ HΘb(E;F ), para todos ϕ ∈ E ′ e
b ∈ F . Como eϕ · b =

∑∞
m=0

1
m!
ϕmb e o raio de convergência dessa série é infinito segue que
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eϕ · b ∈ H(E;F ). Como Θ é um π1-tipo de holomorfia segue que ϕm

m!
b ∈ PΘ(

mE;F ) para todo
m ∈ N0 e pela condição (i) da Definição 4.1.1 segue que

lim
m→∞

(
1

m!
∥ϕm · b∥Θ

) 1
m

≤ lim
m→∞

(
1

m!
∥ϕ∥m · ∥b∥

) 1
m

= ∥ϕ∥ lim
m→∞

∥b∥ 1
m

m
√
m!

= 0.

Portanto eϕ ·b ∈ HΘb(E;F ) para todos ϕ ∈ E ′, b ∈ F e logo {eϕ ·b : ϕ ∈ E ′, b ∈ F} ⊂ HΘb(E;F ).
Provemos agora que S é denso em HΘb(E;F ). Seja S o fecho de S na topologia de HΘb(E;F ).
Seja f ∈ HΘb(E;F ) e considere sua série de Taylor em volta da origem

f =
∞∑
k=0

1

k!
d̂kf(0).

Observe que se cada 1
k!
d̂kf(0) ∈ S então

n∑
k=0

1

k!
d̂kf(0) ∈ S, para todo n ∈ N0, ou seja,

τn,f,0 ∈ S para todo n ∈ N0. Pelo Lema 3.2.16 temos ∥f − τn,f,0∥Θ,ρ −→ 0 quando n → ∞ e
dáı f ∈ S.

Agora, como Θ é um π1-tipo de holomorfia temos que 1
m!
d̂mf(0) ∈ PΘ(

mE;F ) para cada m

e logo basta mostrar que PΘ(
mE;F ) ⊆ S, para cada m ∈ N0. Para provar isso basta mostrar

que Pf (mE;F ) ⊆ S, para cada m ∈ N0. De fato, seja P ∈ PΘ(
mE;F ) então segue de (ii) da

Definição 4.1.1 que existe uma sequência (Pj)
∞
j=1 ⊂ Pf (mE;F ) tal que

∥P − Pj∥Θ −→ 0, quando j → ∞.

Para cada ρ > 0, como Θ é um π1-tipo de holomorfia segue que Pf (mE;F ) ⊂ PΘ(
mE;F ) ⊂

HΘb(E;F ) e, logo, Pj, P ∈ HΘb(E;F ) para cada j. Dáı temos

∥P − Pj∥Θ,ρ =
ρm

m!
∥P − Pj∥Θ −→ 0 quando j → ∞.

Logo P ∈ Pf (mE;F ) ⊆ S, ou seja, PΘ(
mE;F ) ⊆ S. Para provar que Pf (mE;F ) ⊆ S basta

mostrar que ϕn · b ∈ S para todos n = 0, 1, 2, . . . , ϕ ∈ E ′ e b ∈ F . Vamos fazer isto por indução
sobre n. Sejam ϕ ∈ E ′ e b ∈ F . É claro que

eϕ · b =
∞∑
n=0

1

n!
ϕn · b

no sentido de HΘb(E;F ). Logo

eλϕ · b =
∞∑
n=0

λn

n!
ϕn · b
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para todo λ ∈ C, no sentido de HΘb(E;F ). Para cada λ ∈ C, λ ̸= 0 temos

eλϕ · b− b

λ
− ϕ · b =

1

λ
(eλϕ · b− b− λϕ · b)

=
1

λ

(
∞∑
j=0

1

j!
λjϕj · b− b− λϕ · b

)

=
1

λ

(
b+ λϕ · b+

∞∑
j=2

1

j!
λjϕj · b− b− λϕ · b

)

=
1

λ

∞∑
j=2

1

j!
λjϕj · b =

∞∑
j=2

1

j!λ
λjϕj · b

=
∞∑
j=2

1

j!
λj−1ϕj · b =

∞∑
j=2

1

j!
λλj−2ϕj · b

= λ
∞∑
j=2

1

j!
λj−2ϕj · b.

Logo

lim
|λ|→0

∥∥∥∥eλϕ · b− b

λ
− ϕ · b

∥∥∥∥
Θ,ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑
j=2

1

j!
λj−2ϕj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

. (4.3)

Observe que, para |λ| ≤ 1 temos∥∥∥∥∥
∞∑
j=2

1

j!
λj−2ϕj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
∞∑
j=2

ρj|λ|j−2

∥∥∥∥ϕj · bj!

∥∥∥∥
Θ

≤
∞∑
j=2

ρj
∥∥∥∥ϕj · bj!

∥∥∥∥
Θ

=

∥∥∥∥∥
∞∑
j=2

ϕj · b
j!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

<∞.

Então, segue de (4.3) que

lim
|λ|→0

∥∥∥∥eλϕ · b− b

λ
− ϕ · b

∥∥∥∥
Θ,ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑
j=2

1

j!
λj−2ϕj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

= 0.

Logo ϕ · b ∈ S. Suponhamos que ϕj · b ∈ S para todo j ≤ n − 1. Observe que, dado λ ∈ C,
λ ̸= 0 temos

1

λn

(
eλϕ · b−

n−1∑
j=0

1

j!
λjϕj · b

)
− ϕn · b

n!
=

1

λn

(
∞∑
j=0

1

j!
λjϕj · b−

n−1∑
j=0

1

j!
λjϕj · b

)
− ϕn · b

n!

=
1

λn

(
∞∑
j=n

1

j!
λjϕj · b

)
− ϕn · b

n!

=
1

λn

(
1

n!
λnϕn · b+

∞∑
j=n+1

1

j!
λjϕj · b

)
− ϕn · b

n!

=
1

λn

∞∑
j=n+1

1

j!
λjϕj · b =

∞∑
j=n+1

1

j!
λj−nϕj · b

=
∞∑

j=n+1

1

j!
λλj−n−1ϕj · b

= λ

∞∑
j=n+1

1

j!
λj−n−1ϕj · b.
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Portanto

lim
|λ|→0

∥∥∥∥∥ 1

λn

(
eλϕ · b−

n−1∑
j=0

1

j!
λjϕj · b

)
− ϕn · b

n!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

= lim
|λ|→0

|λ|

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−n−1ϕj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

. (4.4)

Como ∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

1

j!
λj−n−1ϕj · b

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

≤

∥∥∥∥∥
∞∑

j=n+1

ϕj · b
j!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

para |λ| suficientemente pequeno segue de (4.4) que

lim
|λ|→0

∥∥∥∥∥ 1

λn

(
eλϕ · b−

n−1∑
j=0

1

j!
λjϕj · b

)
− ϕn · b

n!

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

= 0.

Logo, ϕn · b ∈ S para todo n ∈ N0. Portanto f ∈ S e então S = HΘb(E;F ).

Vamos agora definir a transformada de Borel. Suponhamos que Θ é um π1-tipo de holomorfia
de E em F . Podemos então definir a transformada de Borel

BΘ : [PΘ(
mE;F )]′ −→ P(mE ′;F ′)

definida por BΘT (ϕ)(y) = T (ϕmy), para todo T ∈ [PΘ(
mE;F )]′, ϕ ∈ E ′ e y ∈ F . É claro

que BΘ está bem definida e é linear. Vamos denotar por PΘ′(mE ′;F ′) a imagem de BΘ em
P(mE ′;F ′) e definir a norma em PΘ′(mE ′;F ′) por ∥BΘT∥Θ′ = ∥T∥. Então ([PΘ(

mE;F )]′, ∥ · ∥)
é isometricamente isomorfo a (PΘ′(mE ′;F ′), ∥ · ∥Θ′).

Definição 4.1.6 Seja Θ um π1-tipo de holomorfia. Para T ∈ [HΘb(E)]
′ definimos a transfor-

mada de Borel de T , denotada por BT , como a função definida em E ′ por

BT (ϕ) = T (eϕ) ∈ C, para todo ϕ ∈ E ′.

Como provamos na proposição anterior que eϕ ∈ HΘb(E), para todo ϕ ∈ E ′, segue que BT
está bem definida.

Definição 4.1.7 Sejam (PΘ(
mE))∞m=0 um π1-tipo de holomorfia de E em C e f ∈ H(E ′).

Então f é dita ser Θ′-tipo exponencial se:

(i) d̂mf(0) ∈ PΘ′(mE ′) para cada m ∈ N0;

(ii) Existirem constantes C ≥ 0, ρ ≥ 0 tais que

∥d̂mf(0)∥Θ′ ≤ Cρm, para todo m ∈ N0.

O conjunto das funções Θ′-tipo exponencial será denotado por ExpΘ′(E ′).

Proposição 4.1.8 Seja Θ um π1-tipo de holomorfia de E em C. Se T ∈ [HΘb(E), τΘ]
′, então

BT ∈ ExpΘ′(E ′) e a aplicação

B : [HΘb(E), τΘ]
′ −→ ExpΘ′(E ′)

é um isomorfismo algébrico.
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Demonstração. Vamos mostrar primeiramente que B está bem definida. Para isso devemos
provar que dado T ∈ [HΘb(E), τΘ]

′ temos que BT ∈ ExpΘ′(E ′). Como PΘ(
mE) ⊂ HΘb(E)

podemos considerar a restrição Tm = T | PΘ(
mE) e logo Tm ∈ [PΘ(

mE)]′. Agora, como

([PΘ(
mE)]′, ∥ · ∥) ∼= (PΘ′(mE ′), ∥ · ∥Θ′)

para cada Tm ∈ [PΘ(
mE)]′ existe um único polinômio P ′

m ∈ PΘ′(mE ′) tal que BΘTm = P ′
m,

ou seja, BΘTm(ϕ) = P ′
m(ϕ), para todo ϕ ∈ E ′ e logo Tm(ϕ

m) = P ′
m(ϕ). Mais ainda, como o

isomorfismo é isométrico temos que

∥Tm∥ = ∥P ′
m∥Θ′ , para todo m ∈ N0. (4.5)

Então,

BT (ϕ) = T (eϕ) = T

(
∞∑
m=o

1

m!
ϕm

)
=

∞∑
m=0

1

m!
T (ϕm).

Portanto d̂mBT (0) = P ′
m. Como P ′

m ∈ PΘ′(mE ′), segue que d̂mBT (0) ∈ PΘ′(mE ′).

Como T é cont́ınua, existem constantes C ≥ 0, ρ ≥ 0 tais que

|T (f)| ≤ C∥f∥Θ,ρ,

para cada f ∈ HΘb(E).

Em particular, para cada Qm ∈ PΘ(
mE), temos

|T (Qm)| ≤ C∥Qm∥Θ,ρ = C
∞∑
j=0

ρj

j!
∥d̂jQm∥Θ = C

ρm

m!
∥m!Qm∥Θ = Cρm∥Qm∥Θ.

Dáı segue que
∥Tm∥ = sup

∥Qm∥Θ≤1

|Tm(Qm)| ≤ Cρm∥Qm∥Θ ≤ Cρm,

para todo m ∈ N0.

De (4.5) temos que ∥P ′
m∥Θ′ = ∥Tm∥ e portanto ∥P ′

m∥Θ′ ≤ Cρm. Logo BT ∈ ExpΘ′(E ′).
Provemos agora que B é injetora. Como B é linear basta mostrarmos que BT = 0 implica em
T = 0. Se BT = 0, então para cada ϕ ∈ E ′ temos BT (ϕ) = T (eϕ) = 0. Seja f ∈ HΘb(E). Pela

Proposição 4.1.5 span{eϕ : ϕ ∈ E ′}
τΘ

= HΘb(E), existe uma sequência (eϕn)∞n=1 tal que

lim
n→∞

eϕn = f.

Como T é cont́ınua
T (f) = lim

n→∞
T (eϕn) = 0,

e logo, como f é arbitrária segue que T ≡ 0.

Falta mostrarmos que B é sobrejetora. Seja H ∈ ExpΘ′(E ′) e vamos denotar d̂mH(0) por
P ′
m. Assim

H(ϕ) =
∞∑
m=0

1

m!
P ′
m(ϕ),

e como H ∈ ExpΘ′(E ′) tem-se que P ′
m ∈ PΘ′(mE ′) e ∥P ′

m∥Θ′ ≤ Cρm para todo m ∈ N0 e
algum C, ρ ≥ 0. Como P ′

m ∈ PΘ′(mE ′), existe um único funcional Hm ∈ [PΘ(
mE)]′ tal que
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BΘHm = P ′
m, ou seja, Hm(ϕ

m) = P ′
m(ϕ) para cada ϕ ∈ E ′ e ∥Hm∥ = ∥P ′

m∥Θ′ , para todo
m ∈ N0. Para cada f ∈ HΘb(E), com f =

∑∞
m=0Qm fixo, seja

T (f) :=
∞∑
m=0

Hm(Qm).

Provemos que T ∈ [HΘb(E)]
′. É claro que T é linear. Observe que

|T (f)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
m=0

Hm(Qm)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
m=0

|Hm(Qm)|

≤
∞∑
m=0

∥Hm∥ · ∥Qm∥Θ =
∞∑
m=0

∥P ′
m∥Θ′∥Qm∥Θ

≤ C
∞∑
m=0

ρm∥Qm∥Θ = C∥f∥Θ,ρ.

Então para cada f ∈ HΘb(E), T (f) está bem definida e |T (f)| ≤ C∥f∥Θ,ρ. Portanto T é
cont́ınua. Logo T ∈ [HΘb(E)]

′ e

BT (ϕ) = T (eϕ) =
∞∑
m=0

1

m!
Hm(ϕ

m) =
∞∑
m=0

1

m!
P ′
m(ϕ) = H(ϕ),

para cada ϕ ∈ E ′. Assim, dado H ∈ ExpΘ′(E ′), encontramos T ∈ [HΘb(E)]
′ tal que BT = H.

Portanto B é sobrejetora.

Proposição 4.1.9 Seja Θ um π1-tipo de holomorfia de E em C e U um subconjunto aberto
não vazio de E ′. Então o conjunto S0 = span{eϕ : ϕ ∈ U} é denso em HΘb(E).

Demonstração. Suponha que S0 não é denso em HΘb(E). Então pelo Lema 1.1.6 temos que
existe T ∈ [HΘb(E), τΘ]

′ que se anula em S0. Em particular, T (eϕ) = 0 para todo ϕ ∈ U . Logo
BT (ϕ) = T (eϕ) = 0, para todo ϕ ∈ U . Então BT é uma função holomorfa que se anula no
conjunto aberto e não vazio U . Assim pela Proposição 3.2.5 segue que BT ≡ 0 em E ′. Pela
Proposição 4.1.8 temos que B é injetora e logo T ≡ 0. Esta contradição prova que S0 é denso
em HΘb(E).

4.2 Hiperciclicidade dos Operadores de Convolução em

HΘb(E)

Nessa seção vamos estudar os operadores de convolução em termos de hiperciclicidade.
Começamos com a definição de operador de convolução.

Definição 4.2.1 Seja Θ um tipo de holomorfia de E em C.

(i) Para cada a ∈ E e f ∈ HΘb(E), a translação de f por a é definida por

τaf : E −→ C, (τaf)(x) = f(x− a).
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(ii) Um operador linear cont́ınuo L : HΘb(E) −→ HΘb(E) é chamado de operador de con-
volução em HΘb(E) se é invariante sob translação, isto é,

L(τaf) = τa(L(f))

para todo a ∈ E e f ∈ HΘb(E).

O espaço vetorial de todos os operadores de convolução emHΘb(E) será denotado porO(HΘb(E))

Proposição 4.2.2 Sejam a ∈ E e f ∈ HΘb(E). Então:

(i) d̂mf(·)(a) ∈ HΘb(E) e

d̂mf(x)(a) =
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)xk (a)

no sentido de HΘb(E) para todo m ∈ N0

(ii)

(τ−af)(x) =
∞∑
m=0

1

m!
d̂mf(x)(a)

no sentido de HΘb(E), onde (τ−af)(x) = f(x− (−a)) = f(x+ a).

Demonstração. (i) Seja f ∈ HΘb(E) com série de Taylor em volta da origem dada por

f(x) =
∞∑
m=0

1

m!
d̂mf(0)(x).

Então d̂mf(0) ∈ PΘ(
mE) e

lim
m→∞

(
1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ

) 1
m

= 0. (4.6)

Pelo Teorema 3.2.12 e pela Fórmula Integral de Cauchy, segue que

d̂mf(x) =
∞∑
k=0

d̂m
(

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

)
(x) =

∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)xk .

Portanto,

d̂mf(x) =
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)xk (a)

=
∞∑
k=0

1

k!
dm+kf(0)xkam

pois dm+kf(0) é simétrica =
∞∑
k=0

1

k!
dm+kf(0)amxk

=
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)am (x)

= d̂mf(a)(x). (4.7)
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Agora como d̂mf(0) ∈ PΘ(
mE) para todo m, pela condição (iii) da Definição 3.2.6 temos

que
(((hhh
dm+kf(0)am∈ PΘ(

kE)

e

∥
(((hhh
dm+kf(0)am ∥Θ ≤ σm+km!k!

(m+ k)!
∥d̂m+kf(0)∥Θ∥a∥m. (4.8)

Então

lim
k→∞

(∥∥∥∥∥ 1k! (((hhh
dm+kf(0)am

∥∥∥∥∥
Θ

) 1
k

≤ lim
k→∞

(
m!σm+k

∥∥∥∥ 1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥
Θ

∥a∥m
) 1

k

= σ lim
k→∞

(
(σ∥a∥)mm!

∥∥∥∥ 1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥
Θ

) 1
k

= σ lim
k→∞

(
k
√

(σ∥a∥)mm!
)
lim
k→∞

(∥∥∥∥ 1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥
Θ

) 1
k

por (4.6) = 0,

para todo m ∈ N0. Provamos então que d̂mf(·)(a) ∈ Hθb(E). Falta mostrar que

d̂mf(·)(a) =
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)(·)k (a)

no sentido de (Hθb(E), τθ). Seja ρ > 0 então

∥∥∥∥∥d̂mf(·)(a)−
v∑
k=0

1

k!

[
(((hhh
dm+kf(0)(·)k

]
(a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=v+1

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)(·)k (a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=v+1

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)(a)m (·)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
∞∑

k=v+1

ρk

k!
∥

(((hhh
dm+kf(0)(a)m ∥Θ

por (4.8) ≤
∞∑

k=v+1

σm+km!ρk
∥∥∥∥ 1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥
Θ

∥a∥m

=
m!∥a∥m

ρm

∞∑
k=v+1

(ρσ)m+k

(m+ k)!
∥d̂m+kf(0)∥Θ

=
∥a∥mm!

ρm

∥∥∥∥∥
∞∑

k=v+1

1

(m+ k)!
d̂m+kf(0)

∥∥∥∥∥
Θ,ρσ

,

que converge a 0 quando v → ∞, pois f ∈ (HΘb(E), τΘ).
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(ii) Sejam f ∈ HΘb(E) e a ∈ E. Então a série de Taylor de (τ−af)(x) em volta da origem é:

(τ−af)(x) =
∞∑
m=0

1

m!
d̂mτ−af(0)(x)

=
∞∑
m=0

1

m!
d̂mf(0 + a)(x)

=
∞∑
m=0

1

m!
d̂mf(a)(x).

Agora, de (4.7) temos que

∞∑
m=0

1

m!
d̂mf(a)(x) =

∞∑
m=0

1

m!

∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)am (x).

Portanto,

(τ−af)(x) =
∞∑
m=0

1

m!

∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)am (x)

=
∞∑
k=0

1

k!

∞∑
m=0

1

m!

(((hhh
dm+kf(0)am (x). (4.9)

Como f ∈ HΘb(E) pela Proposição 3.2.13, temos que τ−af ∈ HΘb(E). De fato, seja b ∈ E
e m ∈ N0. Veja que

1

m!
d̂m(τ−af)(b) =

1

m!
d̂mf(b+ a) ∈ PΘ(

mE;F ) e

lim
m→∞

(∥∥∥∥ 1

m!
d̂m(τ−af)(b)

∥∥∥∥
Θ

) 1
m

= lim
m→∞

(∥∥∥∥ 1

m!
d̂mf(b+ a)

∥∥∥∥
Θ

) 1
m

= 0.

Portanto τ−af ∈ HΘb(E).



50

Assim, para cada ρ > 0 temos que∥∥∥∥∥τ−af −
η∑

m=0

1

m!
d̂mf(·)(a)

∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

k!
d̂k(τ−af)(0)(·)−

η∑
m=0

1

m!

[
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)am (·)

]∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

k!
d̂kf(a)(·)−

η∑
m=0

1

m!

[
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dm+kf(0)am (·)

]∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

k!
d̂kf(a)(·)−

∞∑
k=0

1

k!

[
η∑

m=0

1

m!

(((hhh
dm+kf(0)am (·)

]∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

k!

[
d̂kf(a)(·)−

η∑
m=0

1

m!

(((hhh
dm+kf(0)am (·)

]∥∥∥∥∥
Θ,ρ

=
∞∑
k=0

ρk

k!

∥∥∥∥∥d̂kf(a)(·)−
η∑

m=0

1

m!

(((hhh
dm+kf(0)am

∥∥∥∥∥
Θ

por (4.7) =
∞∑
k=0

ρk

k!

∥∥∥∥∥
∞∑

m=η+1

1

m!

(((hhh
dm+kf(0)am

∥∥∥∥∥
Θ

≤
∞∑
k=0

ρk
∞∑

m=η+1

1

k!m!
∥

(((hhh
dm+kf(0)am ∥Θ

por (4.8) ≤
∞∑
k=0

∞∑
m=η+1

ρkσm+k

(m+ k)!
∥d̂m+kf(0)∥Θ∥a∥m.

Agora como f ∈ HΘb(E) tem-se que

lim
m→∞

(
1

m!
∥d̂mf(0)∥θ

) 1
m

= 0,

ou seja, dado ε > 0 existe C > 0 tal que

1

m!
∥d̂mf(0)∥Θ ≤ C · εm

para todo m ∈ N0. Escolhendo ε > 0 de forma que σερ < 1 e ∥a∥σε < 1, segue que∥∥∥∥∥τ−af −
η∑

m=0

1

m!
d̂mf(·)(a)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
k=0

∞∑
m=η+1

ρkσm+k∥a∥mCε

= C

(
∞∑
k=0

(σερ)k

)(
∞∑

m=η+1

(∥a∥σε)m
)
,

que tende a 0 quando η tende a infinito.

Defina a seguinte aplicação em O(HΘb(E)):

ΓΘ : O(HΘb(E)) −→ [HΘb(E)]
′

L 7−→ ΓΘ(L) : HΘb(E) −→ K
f 7−→ ΓΘ(L)(f) := L(f)(0)

A partir disso, temos o seguinte resultado.

Lema 4.2.3 Seja Θ um π1-tipo de holomorfia de E em C e L ∈ O(HΘb(E)) dado. Então:
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(a) L(eϕ) = B(ΓΘ(L))(ϕ) · eϕ para todo ϕ ∈ E ′.

(b) L é múltiplo da aplicação identidade se, e somente se, B(ΓΘ(L)) é constante.

Demonstração. (a) Como ΓΘ(L) ∈ [HΘb(E)]
′, pelo Teorema 4.1.8 temos

B(ΓΘ(L))(ϕ) = ΓΘ(L)(e
ϕ) = L(eϕ)(0)

para todo ϕ ∈ E ′. Observe que, dado y ∈ E

τ−y(e
ϕ)(x) = eϕ(x− (−y)) = eϕ(x+ y) = eϕ(x+y) = eϕ(y) · eϕ(x) = eϕ(y) · eϕ(x)

para todo x ∈ E e portanto τ−y(e
ϕ) = eϕ(y) · eϕ. Então

L(eϕ)(y) = [τ−y(L(e
ϕ))](0)

= [L(τ−y(e
ϕ))](0)

= [L(eϕ(y) · eϕ)](0)
= eϕ(y) · L(eϕ)(0)
= eϕ(y) · ΓΘ(L)(e

ϕ)

= eϕ(y) ·B(ΓΘ(L))(ϕ)

= (B(ΓΘ(L))(ϕ) · eϕ)(y),

para todo y ∈ E. Portanto, L(eϕ) = B(ΓΘ(L))(ϕ) · eϕ para todo ϕ ∈ E ′.

(b) Seja λ ∈ C tal que B(ΓΘ(L))(ϕ) = λ para todo ϕ ∈ E ′. Por (a) segue que

L(eϕ) = B(ΓΘ(L))(ϕ) · eϕ = λ · eϕ

para todo ϕ ∈ E ′. Como pela Proposição 4.1.9 o conjunto span{eϕ : ϕ ∈ E ′} é denso em
HΘb(E) e f ∈ HΘb(E), temos que existe uma sequência (eϕn)∞n=1 que converge para f . Como
L é cont́ınua,

L(f) = L( lim
n→∞

eϕn) = lim
n→∞

L(eϕn) = lim
n→∞

λeϕn = λ lim
n→∞

eϕn = λf.

Seja λ ∈ C tal que L(f) = λf para todo f ∈ HΘb(E). Por (a) temos que

λ · eϕ = L(eϕ) = B(ΓΘ(L))(ϕ) · eϕ

e logo B(ΓΘ(L))(ϕ) = λ para todo ϕ ∈ E ′.

Proposição 4.2.4 Seja (PΘ(
mE))∞m=0 um π1-tipo de holomorfia de E em C. Então o conjunto

B = {eϕ : ϕ ∈ E ′}

é um subconjunto de HΘb(E) linearmente independente.

Demonstração. Sabemos que o conjunto {eφ : φ ∈ E ′} ⊆ HΘb(E) sempre que Θ é um π1-tipo
de holomorfia. Dado a ∈ E, da Proposição 4.2.2 segue que o operador diferenciação

Da : HΘb −→ HΘb, Da(f) = df(·)(a)

está bem definido. Seja {eφi}i∈I um subconjunto maximal de B linearmente independente. Seja
φ ∈ E ′ fixo e assuma que existem constantes não nulas Ci1, . . . , Cir ∈ C tal que
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Ci1e
φi1 + . . .+ Cire

φir = eφ. (4.10)

Seja a ∈ E qualquer. Observe que dado ϕ ∈ E ′ temos que eϕ(x) =
∑∞

j=0
1
j!
(ϕ(x))j e assim

(((hhh
dm+k(eϕ)(0)xk (a) = dm+k(eϕ)(0)xkam = (ϕ(x))k(ϕ(a))m

para todo m ∈ N0. Assim, novamente pela Proposição 4.2.2, temos

d(eϕ)(x)(a) =
∞∑
k=0

1

k!

(((hhh
dk+1(eϕ)(0)xk (a) =

∞∑
k=0

1

k!
(ϕ(x))k(ϕ(a))

= ϕ(a)
∞∑
k=0

1

k!
(ϕ(x))k = ϕ(a)eϕ(x)

para todo x ∈ E. Portanto,

d(eϕ)(·)(a) = ϕ(a)eϕ. (4.11)

Aplicando o operador Da em (4.10) e usando (4.11) obtemos

Ci1φi1(a)e
φi1 + . . .+ Cirφir(a)e

φir = φ(a)eφ. (4.12)

Suponha que φ(a) = 0. Então, por (4.12), temos

Ci1φi1(a)e
φi1 + . . .+ Cirφir(a)e

φir = 0

e logo, como as constantes Ci1, . . . , Cir são não nulas e o conjunto {eφi}i∈I é linearmente inde-
pendente, temos Cijφij(a) = 0, para todo j ∈ {1, . . . , r}. Portanto φi1(a) = . . . = φir(a) = 0 =
φ(a). Agora se φ(a) ̸= 0 segue de (4.12) que

Ci1φi1(a)

φ(a)
eφi1 + . . .+

Cirφir(a)

φ(a)
eφir = eφ,

e logo por (4.10) temos(
Ci1φi1(a)

φ(a)
− Ci1

)
eφi1 + . . .+

(
Cirφir(a)

φ(a)
− Cir

)
eφir = 0.

Então segue que
Ci1φi1(a)

φ(a)
− Ci1 = 0 o que implica

φi1(a) = . . . = φir(a) = φ(a). Como a ∈ E é arbitrário, φi1 = . . . = φir = φ. Portanto,
{eφi}i∈I = E ′ e logo B é linearmente independente.

Finalmente todas as ferramentas necessárias estão postas e estamos aptos a enunciar e
demonstrar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.2.5 Seja E ′ separável e (PΘ(
mE))∞m=0 um π1-tipo de holomorfia de E em C. Então

todo operador de convolução em HΘb(E) que não é múltiplo da identidade é hiperćıclico.
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Demonstração. Seja L : HΘb(E) −→ HΘb(E) um operador de convolução que não é múltiplo
da identidade. Vamos mostrar que L satisfaz o critério de Kitai. Primeiramente, como E ′ é
separável e Θ é um π1-tipo de holomorfia, temos que HΘb(E) também é separável. Sabemos da
Proposição 3.2.14 que HΘb(E) é um espaço de Fréchet. Vamos denotar por △ o disco unitário
aberto em C. Considere os conjuntos

V = {ϕ ∈ E ′ : |B(ΓΘ(L))(ϕ)| < 1} = B(ΓΘ(L))
−1(△)

e
W = {ϕ ∈ E ′ : |B(ΓΘ(L))(ϕ)| > 1} = B(ΓΘ(L))

−1(C−△).

Como L não é múltiplo da identidade, pelo Lema 4.2.3 (b) segue que B(ΓΘ(L)) não é
constante e logo V e W são subconjuntos de E ′ não vazios. De fato, suponha que W = ∅.
Então |B(ΓΘ(L))(ϕ)| ≤ 1 para todo ϕ ∈ E ′. Assim a função B(ΓΘ(L)) é inteira e limitada e
portanto, pelo Teorema de Liouville, B(ΓΘ(L)) é constante, absurdo. Portanto W é não vazio.
Suponha agora que V = ∅. Então, para todo ϕ ∈ E ′, tem-se

|B(ΓΘ(L))(ϕ)| ≥ 1 o que implica
1

|B(ΓΘ(L))(ϕ)|
≤ 1.

Logo a função 1
B(ΓΘ(L))

é inteira e limitada e portanto, novamente pelo Teorema de Liouville é

constante. Dáı segue que B(ΓΘ(L)) é constante, absurdo. Conclúımos então que V ̸= ∅.
Considere agora os seguintes subespaços de HΘb(E)

HV = span{eϕ : ϕ ∈ V } e HW = span{eϕ : ϕ ∈ W}.

Pela Proposição 4.1.9 temos que HV e HW são densos em HΘb(E). Vamos trabalhar pri-
meiramente com HV . Dado ϕ ∈ V pelo Lema 4.2.3 (a) temos

L(eϕ) = B(ΓΘ(L))(ϕ) · eϕ ∈ HV .

Então L(HV ) ⊆ HV pois L é linear. Aplicando o Lema 4.2.3 e a linearidade de L temos

Ln(eϕ) = [B(ΓΘ(L))(ϕ)]
n · eϕ

para todo n ∈ N e ϕ ∈ V . Consequentemente

Ln(f) = [B(ΓΘ(L))(ϕ)]
n · f

para todo n ∈ N e f ∈ HV . Como |B(ΓΘ(L))(ϕ)| < 1 sempre que ϕ ∈ V , segue que Ln(f) → 0
quando n→ ∞ para cada f ∈ HV .

Vamos agora trabalhar com HW . Para cada ϕ ∈ W temos B(ΓΘ(L))(ϕ) ̸= 0 e então
podemos definir

S(eϕ) :=
eϕ

B(ΓΘ(L))(ϕ)
∈ HΘb(E).

Pela Proposição 4.2.4, o conjunto {eϕ : ϕ ∈ W} é linearmente independente, e logo podemos
extender S para HW por linearidade. Portanto S(HW ) ⊆ HW e

Sn(f) =
f

[B(ΓΘ(L))(ϕ)]n

para todo f ∈ HW e n ∈ N. Como |B(ΓΘ(L))(ϕ)| > 1 sempre que ϕ ∈ W , segue que
limn→∞ Sn(f) = 0, para cada f ∈ HW . Finalmente,

L ◦ S(f) = L(S(f)) = L

(
f

B(ΓΘ(L))(ϕ)

)
= B(ΓΘ(L))(ϕ) ·

f

B(ΓΘ(L))(ϕ)
= f,

para todo f ∈ HW . Portanto, pelo critério de Kitai, L é hiperćıclico.
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4.3 Considerações finais

Até o momento, este resultado provado acima e que foi publicado em 2013 em [4], é o
resultado mais geral de hiperciclicidade que se tem nessa direção. Este resultado generaliza
diversos resultados anteriores nessa direção. A t́ıtulo de informação, podemos citar um resultado
de 2007 de D. Carando, V. Dimant e S. Muro publicado em [6]:

Teorema 4.3.1 Suponha que E ′ é separável. Seja {Bk(E
′)}k uma sequência coerente e {Ak(E)}k

tal que Ak(E)
′ = Bk(E

′) para todo k. Então, todo operador de convolução em HbA(E) que não
é múltiplo escalar da identidade é hiperćıclico.

Este resultado é um caso particular do Teorema 4.2.5, já que foi provado em [4] que a
sequência coerente {Ak(E)}k é um π1-tipo de holomorfia.

Outros casos particulares do Teorema 4.2.5 são quando consideramos o espaço HNb(E), ou
seja, considerando como π1-tipo de holomorfia os polinômios nucleares (veja Exemplo 4.1.2).
O problema de estudar hiperciclicidade de operadores de convolução em HNb(E) foi proposto
em [2] e só foi solucionado em [6] como caso particular do Teorema 4.3.1.

Também como aplicação do Teorema 4.2.5 segue que tomando E = Cn e PΘ(
mCn) =

P(mCn), temos HΘb(Cn) = H(Cn), e neste caso, o Teorema 4.2.5 resgata o resultado de Gode-
froy and Shapiro [10] que é o Teorema 2.2.8 desta dissertação.
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