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Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns resultados da teoria de hiperciclicidade. Exibiremos
as demonstragoes dos primeiros exemplos conhecidos de operadores hiperciclicos e provaremos
que todo operador de convolucao definido entre os espacos das fungoes holomorfas definidas
em C, que nao é multiplo da identidade, é hiperciclico. Estudaremos ainda recentes resultados
de hiperciclicidade para operadores de convolucao definidos entre certos espagos de Fréchet de
funcoes holomorfas definidas num espaco de Banach complexo. Mostraremos que a passagem
do caso C para o caso de um espaco de Banach complexo de dimensao infinita nao é trivial e
exige o uso de diversas ferramentas de holomorfia em dimensao infinita.

Palavras-chave: Espacos de Banach; Espagos de Fréchet; Func¢oes holomorfas; Operadores de
convolucgao; Critério de Kitai; Hiperciclicidade.
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Abstract

In this work, we study some results of the hypercyclicity theory. We show the proof
of the first known examples of hypercyclic operators and we prove that every convolution
operator defined between the spaces of all holomorphic functions defined on C, which is not a
scalar multiple of the identity, is hypercyclic. We still study recent results of hypercyclicity for
convolution operators defined between certain Fréchet spaces of holomorphic functions defined
on a complex Banach space. We show that the passage of the complex case to the case of an
infinite dimensional complex Banach space is not trivial and this requires the use of several
tools of holomorphy in infinite dimension.

Keywords:Banach spaces; Fréchet spaces; holomorphic functions; convolution operators, Kitai
criterion; hypercyclicity.
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Introducao

Sejam E um espago de Fréchet e T" um operador linear continuo em FE. Diremos que T
é hiperciclico se, para algum elemento x € FE, a drbita de x sob T, dada por Orb(xz,T) =
{z,Tz,T?z, ...}, for densa em E.

Nos ultimos 25 anos, diversos autores vém estudando resultados nas mais diversas direcoes
envolvendo hiperciclicidade. Uma excelente referéncia para consulta de resultados envolvendo
hiperciclicidade é [5]. O termo hiperciclicidade foi utilizado pela primeira vez por B. Beauzamy
em [3] e foi motivado pelo conhecido conceito de ciclicidade na teoria de operadores em espagos
de Hilbert que ¢é bastante usado no estudo de subespacos T-invariantes.

O primeiro exemplo de operador hiperciclico apareceu em 1929 no trabalho [5] de Birkhoff,
apesar de nao aparecer nessa linguagem de hiperciclicidade que utilizamos hoje. Essencial-
mente, ele mostrou a existéncia de uma fun¢ao f no espago de Fréchet H(C) das fungdes
inteiras definidas em C, munido da topologia compacto-aberta, tal que o conjunto {f(z), f(1+
2), .., f(n+2),...} é denso em H(C).

Neste trabalho, apresentaremos a demonstragao detalhada deste exemplo devido a Birkhoff
e também o interessante exemplo devido a Maclane [14].

Esses exemplos comprovam a dificuldade que é, na maioria das vezes, mostrar que um
dado operador 7' num espaco de Fréchet é hiperciclico exibindo o vetor cuja 6rbita é densa no
espago. Entretanto, existe um Critério Geral de Hiperciclicidade (e um caso particular e mais
usual conhecido como Critério de Kitai - veja [13]) que nos diz se um operador em questao é
hiperciclico. No capitulo 2 exibiremos a demonstragao detalhada deste resultado.

Utilizando o Critério de Kitai, Godefroy e Shapiro [10] caracterizaram os operadores de
convolugao definidos em H(C) que sado hiperciclicos. Eles provaram que todo operador de
convolugao definido em H(C), que nao é multiplo da identidade, é hiperciclico. No capitulo 2
exibiremos com detalhes a demonstragao deste resultado.

Em 2007, Carando, Dimant e Muro [6] provaram resultados de hiperciclicidade para ope-
radores de convolucao definidos em certos espacos de funcoes holomorfas definidas num espaco
de Banach complexo. Recentemente, Bertoloto, Botelho, Féavaro e Jatobd [4] generalizaram os
resultados de [6] para ambientes mais gerais do que os 14 abordados.

Vale ressaltar que a passagem do caso C para o caso de um espaco de Banach complexo
nao é trivial e exige o uso de diversas ferramentas de holomorfia em dimensao infinita. Por
isso, no capitulo 3 faremos um apanhado geral da teoria de polinomios homogeéneos, aplicacoes
multilineares e holomorfia em dimensao infinita.

No capitulo 4 provaremos um dos casos de hiperciclicidade abordado em [6] e [4]. Provaremos
que todo operador de convolu¢ao definido em Hey(F), que nao é miltiplo da identidade, é
hiperciclico, onde He,(E) denota o espago de todas as fungoes ©-holomorfas de tipo limitado,
definidas no espaco de Banach complexo E.

Rafaela Neves Bonfim
Uberlandia-MG, 26 de fevereiro de 2014.



Capitulo 1

Conceiltos e Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados neste
trabalho. Primeiramente vamos fixar algumas notagoes. Durante todo o texto consideraremos
K = C ou R. O simbolo Ny denotard o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Dado
r > 0, Nj denotara o produto cartesiano Ny X ... x Ny e A(0,r) representara o disco fechado
de centro em 0 e raio r. —

1.1 Espacos Localmente Convexos

Definicao 1.1.1 Diremos que E é um espacgo vetorial topoldgico se E é um espago vetorial
sobre K, munido de uma topologia 7, e tal que as aplicacoes

(r,y) € ExXE — z+y€ekl
(Mz) € KxE — M€ekFE

sao continuas. Neste caso diremos que 7 é uma topologia vetorial.

Definicao 1.1.2 Seja £ um espago vetorial. Uma métrica d em FE é dita invariante sob
translacao se
d(z,y) =d(a+z,a+y)

para todos x,y,a € E.

A topologia 7 de um espago vetorial topolégico E é invariante sob translagoes, ou seja, a
aplicacao x € ' — a + x € E é um homeomorfismo para cada a € E. Isso nos garante que, se
uma dada propriedade é valida nas vizinhancas de zero em FE, entao ela é véalida para qualquer
vizinhanca de qualquer ponto de F.

Definicao 1.1.3 Um espago vetorial topolégico E é denominado espaco localmente convexo se
cada vizinhanga de zero contém uma vizinhanca convexa de zero. Nesse caso, diremos que a
topologia de F é uma topologia localmente conveza.

Exemplo 1.1.4 Dado um espaco normado X, segue que X é um espaco vetorial topologico
com a topologia induzida pela norma. Como as bolas

B(0,e) ={x e X : ||z|| < e}

com € > 0, formam uma base de vizinhancas convexas de zero, segue que cada espaco normado
é um espaco localmente convexo.



Defini¢ao 1.1.5 (i) Um espago vetorial topoldgico E € dito metrizavel se existe uma métrica
em E que define a sua topologia.

(i) Todo espago localmente convexo, metrizdvel e completo serd chamado espago de Fréchet.

Lema 1.1.6 Sejam E um espago localmente convexo e M um subespaco fechado de E. Se
M # E, entao existe uma aplicagao linear f ndao nula tal que f(x) =0 para todo x € M.

Demonstragao. Ver [21, Corolério 3, pdgina 187]. m

Proposicao 1.1.7 Seja (T,,) uma sequéncia de aplicagoes lineares continuas definidas em
um espaco de Fréchet E com wvalores em um espaco vetorial topologico Hausdorff F tal que

lim T, (z) existe para cada x € E. Consideremos a aplicagao T definida como
n—oo

T: F — F
r +— T(z)= lim T,(x)

n—oo

Entao T € uma aplicagao linear e continua de E em F.

Demonstracao. Ver [15, pagina 200]. =

Para um espago vetorial qualquer E e uma seminorma p : &/ — R, consideremos os conjuntos
Upe ={z € E:p(x) <e}
onde € > 0. Entao vale o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.8 Seja E um espaco vetorial e seja P uma familia de seminormas em E.
Seja
Boz{m Up,E:POCPﬁnit0,5>O}.
pEPy

Entao existe uma tnica topologia localmente convera 1, em E que admite By como base de
vizinhangas de zero. Mais ainda, 7, é a topologia vetorial mais fraca em E tal que cada p € P
¢ continua. Diremos que T, € a topologia localmente convexa definida por P.

Demonstracao. Ver [17]. =

Exemplo 1.1.9 Seja E um espagco topologico. Consideremos C(E) o espago vetorial sobre C
de todas as funcgoes continuas definidas em E com valores em C. Dado K C E compacto,
considere a familia de seminormas pg : C(E) — R definidas por

pr(f) = sup |f(z)].

zeK

Os conjuntos
Uke ={f €C(E): px(f) <e}

com ¢ > 0 formam uma base de vizinhancas abertas e convexas de zero e, portanto, induzem
uma topologia 7, localmente convexa. Chamamos essa topologia de topologia compacto-aberta
em C(E) e a denotamos por 7.



Consideremos agora o espago H(C) constituido de todas as fungoes f: C — C inteiras.
Claramente, H(C) C C(C). Mais ainda, se considerarmos a mesma familia de seminormas pg
onde K C C compacto, os conjuntos

Uke ={f € H(C) : px(f) < e}

com ¢ > 0, formam a base de vizinhangas de zero na topologia 75. Logo H(C) é subespagco
topolégico de C(C), munido da topologia compacto-aberta.

Definicao 1.1.10 Um conjunto A junto com uma relacdo < € chamado de conjunto dirigido
se verifica as sequintes propriedades:

(i) X < A, para todo X\ € A
(ii) Se A< pepu<ventio \<v
(iii) Dados A\, € A, existe v € A tal que A <v e pu<wv.

Definicao 1.1.11 Seja E um espaco vetorial. Uma familia P de seminormas sobre E é diri-
gida, se ela € dirigida pela ordem usual <, definida por "p(x) < q(x), para todo x € E”.

Proposicao 1.1.12 Sejam E e F dois espacgos localmente convexos e sejam P e Q) familias
dirigidas de seminormas que definem as topologias de E e F respectivamente. Entao uma
aplicacao linear T : E — F € continua se, e somente se, dada q € (), existem p € P ec > 0
tais que q(T(z)) < ep(x), para todo x € E.

Demonstracao. Ver [8, Proposi¢ao 1.13, pagina 12]. m

Corolario 1.1.13 Seja E um espago vetorial, e seja (P, >) uma familia dirigida de seminormas
em F, ou seja, dadas p1,py € P, existe p3 € P tal que ps > py € p3 > pa. Entao os conjuntos
Upe, comp € P ec >0, formam uma base de vizinhangas de zero em (E,7p)

Demonstracao. Ver [17|. =

Corolario 1.1.14 Seja E um espago vetorial, e seja P uma familia de seminormas em E.
Entao (E,Tp) € Hausdorff se, e somente se, m p {0} = {0}.

peEP

Demonstragao. Ver [17]. =

Teorema 1.1.15 Seja E um espago localmente convexo de Hausdorff. FEntdo as sequintes
condicoes sao equivalentes:

(a) E ¢é metrizavel;
(b) Existe uma base enumerdvel de vizinhangas do zero em E;
(c) Erxiste uma sequéncia de seminormas que define a topologia de E.

Se uma destas condigoes for verificada, entao existe uma métrica em E, invariante sob translagoes,
que define a topologia de E.

Demonstracao. Ver [17]. =



1.2 Funcoes Analiticas

No que segue enunciaremos alguns resultados que serao utilizados no Capitulo 2.

Proposicao 1.2.1 Sejam K um subconjunto compacto de C e G uma vizinhanga de K tal que
C\G € conexo. Entdo, para cada fungao [ analitica em G, eziste uma sequéncia de polinémios
(Pn)nen em C convergindo uniformemente para f em K.

Demonstracao. Ver [7, Coroldrio 1.15, pagina 200]. m

Defini¢ao 1.2.2 Uma fungao f € H(C) é dita ser de tipo ezponencial quando existem C > 0
e R > 0 tais que |f(2)| < Cefl*l para todo z € C.

O espaco vetorial constituido por todas as funcgoes de tipo exponencial é denotado por
Exp(C).

Proposicao 1.2.3 Sejam f uma funcdao inteira e

X £(n)
S L o) — )"

n!

sua série de Taylor em xq € C. Entao f € de tipo exponencial se, e somente se, a sequéncia
1 . .
(£ (20)|2 Yuex for limitada.

Demonstracao. Ver [8]. =

Teorema 1.2.4 Sejam (f,)nen uma sequéncia em H(C) e f uma fungio em C(C) tal que
fn— f. Entao f € inteira e fy(Lk) — f®) | para todo inteiro k > 1.

Demonstragao. Ver [7, Teorema 2.1, pagina 151|. =



Capitulo 2

Operadores Hiperciclicos em H(C)

Neste capitulo iremos apresentar trés exemplos classicos de operadores hiperciclicos. Mas,
primeiramente, vamos relembrar a definicao de operador hiperciclico.

Definicao 2.0.5 Sejam E um espaco vetorial topologico e T' um operador linear continuo em
E. Dado = € E, definimos a drbita de x sob T, a qual denotaremos por Orb(T, x), como sendo
o conjunto

Orb(T,x) = {z,T(x), T*(x), ...},

onde T? = ToT, T3 =ToT?, .... Dizemos que T é hiperciclico se, para algum elemento x € F,
a oOrbita de x sob T for densa em E. Nesse caso, tal elememto x € E serd chamado de vetor
hiperciclico para T.

2.1 Exemplos de operadores hiperciclicos

O primeiro exemplo de operador hiperciclico conhecido foi dado por Birkhoff em 1929. Em tal
exemplo mostra-se que o operador translacao f — f(- + 1) é hiperciclico.

Teorema 2.1.1 (Birkhoff) Eziste uma funcao f € H(C) com a sequinte propriedade: dados
uma funcao g € H(C) e e > 0 quaisquer, para todo R > 0 existe um nimero natural n tal que
| f(z+n)—g(2) |< € qualquer que seja z com | z |[< R. Em outras palavras, o operador

L: H(C) — H(C)
fo— L(f)

onde L(f)(z) = f(z+ 1), Vz € C € hiperciclico.

Demonstracao. Observe que dado f € H(C) temos L™(f)(z) = f(z + n), para todo n € N.
De fato, para n = 1 é claro que L(f)(z) = f(z 4+ 1). Suponha que para k = n temos que
L™(f)(z) = f(z+n). Entao

L (f)() = LIM()(E) = D)+ 1) = =+ 14n) = fz +n+ 1),

Portanto Orb(L, f) = {f. : n € Ng}, onde f,(z) = f(z+ n) para todo z € C. Para demonstrar
que o operador L ¢ hiperciclico, vamos construir uma funcao f € H(C) e mostrar que a dérbita
de f sob L é densa em H(C).

Note que toda funcao inteira pode ser aproximada por polindmios complexos definidos em
cada compacto K C C. De fato, basta considerar a sequéncia das somas parciais da expansao em
série de Taylor de cada funcao inteira f. Esta sequéncia de polinomios converge uniformemente
para f em K. Além disso, como podemos aproximar polindmios complexos por polinémios com

6



coeficientes em Q + (Q, existe uma sequéncia de polindmios (P;);en densa em H(C). Para
facilitar o argumento da demonstracao, podemos supor que cada P; aparece uma quantidade
infinita de vezes na sequéncia. De fato, se a sequéncia (F;) ey contem apenas uma quantidade
finita do polinomio Py, para algum k € N, acrescente uma quantidade infinita e enumeravel do
polinémio P a sequéncia.

Consideremos agora (D;);en uma sequéncia de discos fechados disjuntos, cada D; com raio
J e centro ¢; de tal forma que (¢;);en € uma sequéncia crescente de nimeros inteiros positivos.
Seja também (F}), ey uma sequéncia de discos fechados centrados na origem e de tal forma que
D; C Ej e Djy; N E; = 0. Em outras palavras,

D, C Ej,paratodo 1 <k <je
Dy, N E; = 0,para todo k > j.

Seja Q1 = P; e consideremos K; = F; U Dy. Como F; e Dy sao compactos, segue que K; é
compacto, e vamos considerar uma funcao h; analitica em um aberto contendo K; da seguinte
forma: Como F; e D, sao compactos disjuntos, segue que a distancia entre eles é estritamente
positiva e logo é possivel escolher abertos A; e Ay, com E; C Ay, Dy C Ay e A; N Ay =0. Tal
fungao sera definida como

0, se z € Ay

hl(Z): PQ(Z—CQ>—Q1(Z>, SGZGAQ

Em particular temos

0, se z € Ey

hl(z): PQ(Z—CQ>—Q1(Z>, SGZGDQ

Como C\ K é conexo por caminhos, e portanto conexo, pela Proposigao 1.2.1 existe um
polinomio ()5 tal que

up [Qa(2) — ha(2)] = sup [@a(2) — (Po(z — e2) ~ Qi(2))] < 5.

z€K, zeKy

Assim, como E; C K; temos

sup [Qa(2) — ()] < sup [Qo(2) ~ ()] < £

z€Ey 2€K1
Agora, hy(z) = 0 sempre que z € Fy, logo
1
sup @2 (2) — hu(2)] = sup |Q2(2) = 0] = sup [@a(2)] < 5,
z€E, z€E, z€E,

e, portanto,

1
|Q2]|z, = sup |Q2(2)] < R

z€F

Observe que Dy C K7 e entao

up [Qa(2) — (Po(z — e2) ~ Qi) < 5.

2€D2



Considere agora Ky = F5 U D3 e defina a funcao ho, que sera analitica em um aberto
conveniente (analogo ao caso hy), por
0, se z € Ey

ha(2) = Ps(z — c3) — Q1(2) — Qa(2), se z € Dy

Como C\ K, é conexo por caminhos, e logo conexo, novamente pela Proposi¢ao 1.2.1 temos
que existe um polinémio ()3 tal que

1
sup |Q3(2) — ha(2)| = sup |Qs(2) — (P3(z — c3) — Q1(2) — Q2(2))] < 7
z€Ko zeKo
E logo, assim como fizemos acima, temos que
1 1
Q3] < 55 € sup |@3(2) — ha(2)| <

92"
z€D3 2

Para o caso geral, considere K,,_; = E,,_1 U D,, e a funcao analitica h,_; satisfazendo

0, seze€e FE,

hn1(z) = Pz —c¢,) — Z;‘:—ll Q;(z), se z€ D,

Repetindo o procedimento acima, existe um polinomio @,, tal que

1@nllz, -y < e sup |Qn(z) = (Pa(z — ) ZQ] - (2.1)

2 ZEn

Observe que a série Y~ | @, ¢ de Cauchy. De fato, seja ¢ > 0. Entao, dado K um compacto
de C, existe N € N para o qual K C Ey e = < €. Assim para n > m > N suficientemente
grandes

2

sup|ZQ] Z 2) |< sup |ZQJ Z i(2) |
zeK j=1 z€EEN — j=1
= sup | Z Q;(2) I< sup Z | Q2
z€EN j=m+1 z€E Nj m+1
n
1 1 1
< — < — < —=<e. 2.2
—j:mZHz om S9N =€ (22)

Como o espago H(C) é completo, segue que Y, @, é convergente. Considere f € H(C)
dada por f = >° @Q,. Vamos mostrar que a érbita de f sob translagoes é densa em H(C),
ou seja, dados € > 0, R > 0 e g € H(C) devemos exibir n € N tal que

sup |L"(f)(2) = g(2)| = sup [f(z+n) —g(z)] <&

<R 2I<R

Para isso basta mostrar que, dados ¢ > 0 e R > 0 para cada P de (P;})jeny é possivel
encontrar Iy, € N tal que sup|,|<p | f(z +¢,) — Pi(2) |[< . De fato, como a sequéncia (F;)jen é
densa em H(C), para cada g € H(C) existe k € N tal que sup,|<p | 9(2) — Pi(2) [<e.



Logo,

sup | f(z +¢a,) —g(2) |< sup | f(z+ ) = Pu(2) | + sup | g(2) = Pi(2) [< 2.
|z|I<R |z|<R |z|<R
Consequentemente, o conjunto {f;, : j € N} onde f;,(2) = f(z + ¢), é denso em H(C), ou
seja, {fi, 'jEN} = H(C). Como {f;, : j € N} C {f, : n € No} = Ordb(L, f), segue que
H(C) C {fi, : 5 €N} C Orb(L, f). E claro que Orb(L, f) € H(C). Portanto a Orb(L, f) serd
densa em H(C)

Sejam ¢ > 0 e R > 0. Consideremos entao Py € (P))jen. Sejam [, 1> € N tais que

1 €
li>Re F < 5
Tome | =méax{ly,l>}. Entao, como por hipdtese Py aparece uma quantidade infinita de
vezes na sequéncia, temos que

‘e P =P, (2.3)

1
l>R,W<§

Notemos que, se z € C for tal que |z] < R, entdo w = 2+ ¢ € (RBc + ¢;) C (IBc+¢) C
D, C E;. Logo

sup | f(z+a) = Pe(2)| < sup [ f(w) = Plw—a)]

2|<R weD,
! l
< sw |f(w) — ; Qj(w)| + sup | ;Qj(w) —P(w—q) |
! !
< sup \ZQn —Z j(w) | + sup \ZQJ‘(?U)—Pl(w—ClH
weD; n—1 =1 weD; j=1
-1
. 4 _ P(w—
< 52}131 nzl;rl | Qn(w) | +£ggl | ;Q;(w) + Qi(w) — P(w —¢) |
-1
< sup Z | Qu(w) | + sup | Qu(w) — (Pi(w =) = Y Qj(w)) |
wEDln 1+1 weD, j=1
por (2.2), (2.1) e (2.3) < %—F 217171 <e

Segue que sup|,<p | f(z +¢) — Pi(2) |[< € e portanto o conjunto {f, : n € No} é denso em
H(C). =

Mais tarde, exatamente no ano de 1952, o matemético MacLane mostrou em [14] que
o operador diferenciagdo f — f’ é um operador hiperciclico em H(C). Nao exibiremos a
demonstracao devido a MacLane, a qual também é construtiva, conforme a feita acima, e
demasiada longa. Provaremos tal resultado como aplicacao de um critério de hiperciclicidade
que provaremos na préxima secao.

Os exemplos de Birkhoff e Maclane sao de operadores hiperciclicos entre espagos de
Fréchet que nao sdo normados. Em 1969, o matemético S. Rolewicz exibiu em [19] um exemplo
de operador hiperciclico definido em um espaco de Banach, mais precisamente, definido no
espago ¢, o qual definiremos abaixo. Tal operador é conhecido como weighted backward shift.
Apesar de nao ser o foco principal deste trabalho, também exibiremos a demonstracao de tal
resultado.
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Definicao 2.1.2 Seja p > 1. Definimos £, como sendo o espago vetorial de todas as sequéncias
de elementos em K que sdo absolutamente p-somaveis, isto €, todas as sequéncias v = (§;) C K
tais que Z;; ;P converge, o qual se torna um espago de Banach com a norma definida por

[, = <Z |§jlp> , para todo v = (&;) € L.
j=1

Teorema 2.1.3 (Rolewicz) Seja (, (1 < p < 00) o espago de Banach das sequéncias
p-somdveis e consideremos, para cada a € R, o operador T, definido como

Ty : b, — £

(113'1, Xo, .. ) — a(xg, xs3, .. )

conhecido como "weighted backward shift”. Se a > 1, entao T serd hiperciclico.
Demonstragao. Defina os operadores

T: (, — 1, o S b, — L,
(x1,x9,...) —> (T2, x3,...) (x1,xo,...) —> (0,21, 79, ...)

conhecidos como backward shift e forward shift respectivamente.

Seja a > 1 e observe que T, = aT'. Defina a aplicagao B : ¢, — {, por B = g Para mostrar
que o operador T}, é hiperciclico, vamos construir um vetor y € £, e em seguida provaremos que
a orbita Orb(T,,y) é densa em ¢,. Antes de prosseguirmos com a demonstracdo observe que
dado = = (z;); € ¢, e n € N temos

TM(z) = a™(Tpi1, Tnaoy, Tnasy---) €

n
1 ——
B"(z) = a_”(07 ooy 0,2, 9, 3, .. L).
Da demonstracao de que o espago £, é separavel, podemos considerar um conjunto {z";n €
N} C ¢, denso em ¢, e tal que, para cada n, " = (z},2%,...) possul apenas uma quantidade
finita de coordenadas nao nulas. Seja k(n) o maior indice da coordenada de z™ que nao é 0.
Considere agora uma sequéncia r(n) de inteiros positivos tal que

r(n) > mazi<i<p k(i) e (2.4)
1 1
r(n),.n _ n -
| B = 4o < o

Seja p(n) = Y1, 7(i) e considere y = Y. BP™Ma™ o qual pertence a £, pois dado j € N
temos

J

Z Brn) 40

J J
n),..n 1 n
< YIBa =3
n=1

n=1 n=1
1
< Zl e 12"l
L1
por (2.4) < o

n=1
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Entao

i Brn) 4n

lim
Jj—o0
n=1

J 00

1 1

<l E — j = < E —
< ]g?o 2 o ou seja , IIyH > £ on’

n=1

e portanto y € £,,.

(n)

Por outro lado, de (2.4) também segue que T, ’x' = 0, para todo i < n. Logo,

oy — gn g S prlmaln g,

m=n-+1
Mas
[e's) [e's) 0o 1
(m)—p(n) ,.m (m)—p(n) ,.m || — - m
P L N S e e =
m=n+1 m=n+1 m=n-+1
= 1 . = 1 1
< > ar(m B om — on’
m=n-+1 m=n-+1

Portanto || TV™y — 2 ||< =

Vamos agora provar a densidade de Orb(T,,y) em £,. Seja ¢ > 0. Ent@o existe m € N
tal que QLm < e. Consideremos agora a subsequéncia (z¥)e; onde I = {m,m + 1,m +2,...}.
Temos que (z*)re; ainda é densa em £, ja que £, ndao possui pontos isolados. Assim, dado
z € 0y, existe n € I tal que || z — 2" ||[< e e 5= <e. Entao
I T2y =2 || = || T2y —a" +a" — 2 |
< TPy —at | 4 [l a" 2 |

1
< —+e<2
2n
Como z € ¢, ¢ arbitrério, segue que Orb(T,,y) ¢ denso em ¢, e, consequentemente, 7, é um
operador hiperciclico em /,. m

2.2 Critério de hiperciclicidade

Como vimos nos exemplos anteriores, nem sempre € facil mostrar pela definicao que um
dado operador ¢é hiperciclico. Entao, apresentaremos agora, o critério de hiperciclicidade que
da condicoes suficientes para que um operador seja hiperciclico. Como aplicacao desse critério,
provaremos o resultado devido a Maclane e estudaremos a hiperciclicidade dos operadores de
convolu¢ao definidos em #H(C).

Antes de exibirmos o critério de hiperciclicidade, precisaremos de um lema que provaremos
e do Teorema de Baire.

Lema 2.2.1 Sejam E um espaco de Fréchet separdvel e T um operador hiperciclico em E.
Tome (y;)jen uma sequéncia densa em E e defina Gjp = U,en T "(B(y;, 1)), para todos
J.k € N. Seja HC(T') o conjunto de todos os vetores hiperciclicos para T. Entao HC(T) =

ﬂj,kEN ijk :
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Demonstracao. Como T é hiperciclico segue que 1" é continuo, por definicao. Entao para cada
n € N, T™ também é continuo, como composta de func¢oes continuas. Assim, 77"(B(y;, %))
é aberto, quaisquer que sejam n,j,k € N. Por hipdtese HC(T) é nao vazio e, para cada
x € HC(T), a érbita de x sob T é densa em E. Entao dado x € HC(T) para cada j, k € N
existe nj, € N tal que T"#*x € B(y;, 7). Logo, para cada j,k € N, x € T "*(B(y;, 1))-
Considerando entao, para cada j,k € N o conjunto aberto

1
on-Yr(o(ut)
neN

segue que HO(T) C (), pen Gk

Por outro lado, se x € ﬂj wen Gk vamos mostrar que x € HC(T'). Dado € > 0, para cada
z € E, existem jo, ko € N tais que k—lo < £ ed(zy;) <5 Comoz € Gjyp,, Tz € Blyj,, )
para algum ng € N e segue que
_'_

1
d(T™z,z) < d(T™xz,y;,) + d(y;,, 2) < — + c < =c.

£, <
o 2 2 2
Logo a orbita de x sob T' é densa em FE, para todo z € ﬂMeN Gjx. Portanto HC(T) =
jren G- ™

Teorema 2.2.2 (Teorema de Baire) Seja M um espago métrico completo. FEntdo toda
intersecao enumerdvel de abertos densos em M é também um subconjunto denso em M.

Demonstracao. Ver [15, Pagina 37]. =

Teorema 2.2.3 (Critério de Hiperciclicidade) Seja T um operador linear continuo em
um espago de Fréchet E separdvel. Suponhamos que existam subconjuntos densos Z e Y de E,
uma sequéncia de inteiros positivos (ng)ren € uma familia de aplicagoes Sy, : Z — Z tais que

(1) para caday €Y, T™y — 0, quando k — 0o;
1) para cada z € Z, Sy, 2+ 0, quando k — oo,
k
(i13) T™ o Sy, z — z, quando k — oo, para todo z € Z.

Entao T € hiperciclico.

Demonstracao. Como por hipétese E é separavel podemos considerar (y;) ey uma sequéncia
densa em E. Para cada j,l € N, tome os conjuntos Gj; = |J,,eny 77" B(y;, %), definidos no lema
anterior. Para demonstrarmos o teorema, é suficiente mostrarmos que, para cada j e para cada
l, Gj; é denso em E. De fato, se G;; é denso em F, para cada j, [, pelo Teorema de Baire segue
que [;, Gy € denso em E e logo (;; Gj; # 0. Logo existe x € [;, G, e como mostramos que
todo elemento de iy G, ¢ hiperciclico para T', concluimos que 1" é hiperciclico.

Sendo assim, fixe GGj;. Para facilitar a notacao, denotaremos y; por y e % por €. Sejam
z € E e > 0. Precisamos encontrar um elemento x € G, tal que d(z,z) < 6. Como por
hipotese Z e Y sao densos em F, existem yp € Y e 2y € Z tais que

J

d(y, z0) < e d(z,y) < 3 (2.5)

Do ™

Agora, por (i), T™(yo) — 0 quando k — oo. Assim existe um inteiro positivo K; para o
qual

15
T”’“yo € B (0, Z) ,
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sempre que k > K. Também por (i7) e (iii), Sy, (20) = 0 e T™ 05, (20) = 20 quando k — 0.
Logo, existe um inteiro positivo K, para o qual

) . €
Sula B (0.3) o Tros,GeB (x5,

sempre que K > K,. Fixemos entao k£ > max{ Ky, K} e consideremos o vetor x = S, zo + o
pertencente a E. Como 1" (z) = T™ (S, 20 + Yo) = T™ Sy, (20) + T (Y0), 20 € Z e d é
invariante sob translagao, chamando de av = TS, (z9) e v = T™ (yp), temos que

d(T™(x),z0) = d(a+1,z2) <dla+y,a)+da,z)
= dla+v—a,a—a)+d(a, z)
= d(v,0) +d(a, 2p)

< EpE_€
44 2
Entao, como Tz € B(z, 5) e y € B(2, 5) segue que d(T™x,y) < €. Logo,

T (x) € B(y,¢), ou seja, x € T""(B(y,¢e)) C Gjy.

Como = = Sy, (20) + Yo, temos z — yo = Sy, (20) € logo (z — yo) € B(0,3). Agora observe que

)
, ou seja, r € B(yo, =)

d(z,y0) = d(x — Yo, Yo — Yo) = d(x — 19,0) < 5

| S

De (2.5) temos z € B(yo, 3), entdo

o 90
d(x,z) < d(%yo) + d(Z,yo) < B} + ) = 0.

Como z foi escolhido arbitrariamente, segue que G;; é denso em F, para todos j, I € N, ou seja,
Njien Gji € denso em E. m

Como caso particular do critério geral de Hiperciclicidade segue imediatamente o critério
de Kitai.

Corolério 2.2.4 (Critério de Kitai) Seja T um operador linear continuo em um espago de
Fréchet E separavel. Suponhamos que existam subconjuntos densos Z e Y de E e que exista
uma aplicacao S : Z — Z tal que

(i) para caday € Y, T"y — 0, quando n — oo;
(ii) para cada z € Z, S™z +— 0, quando n — oo;
(iii) 70 S = Idy.

Entao T € hiperciclico.

Conforme mencionado na secao anterior, faremos agora a demonstragao do resultado de
Maclane utilizando o critério de Hiperciclicidade, mais precisamente, o de Kitai.

Teorema 2.2.5 (MacLane) Erviste uma funcdo inteira f tal que o conjunto {f™ :n € N} €
denso em H(C).
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Demonstracao. Seja D : H(C) — H(C) o operador diferenciacao. E claro que D é linear

e nao é dificil ver que é continuo. Vamos provar que D satisfaz o critério de Kitai. Tome

Y = Z = P(C), onde P(C) denota o espago dos polinémios com coeficientes em C. Na

demonstracao do Teorema de Birkhoff vimos que Y e Z sdo densos em H(C). Considere a
Zk+1

aplicacdo S : Z — Z, definida para 2* por S(z*) = 1 bara todo k € Ny e para P € Z

qualquer, extenda S por linearidade. Observe que dado P € Y temos que D™(P) = 0 sempre
que n for maior que o grau do polinomio P, logo

D"(P) — 0 quando n — oo. (2.6)

Seja K C C compacto. Entao existe R > 0 tal que K C B(0, R). Veja que

zk—l—n

k+n)ktn—1).. (k1)

Sm(2M) = , para todo k € N.

Agora observe que

k1 Zk+n k1 k+n . gn(k
(k+n)  (k+n)k+n—-1) ... (k+Dk!' (k+n)k+n—-1)...(k+1) (%)
e logo
Elzktn k!
qn LAY - — k-l—n'
Sl ‘%+nﬂ CEEDk
Assim, se z € C ¢ tal que |z| < R temos |z|*™ < RFf" ¢
k! k! Rk+n
n( k| — k+n <
1572 (/{;+n)!‘z| ~ (k+n)l
logo
k"Rk+n
qn k <
e ]
para todo k € N, o que implica
sup |S™(2*)| — 0 quando n — oo. (2.7)

2K
Sejam P € Z, digamos P(z) = ap2* + ...+ a1z + ag e € > 0. Entao
S™(P)(2) = apS™(2") + ... + a15™(2) + apS™(2°)
o que implica

[S™(P)(2)] < laxl[S™(M) + ... + laal|S™(2)] + lao]|S" (") -

Assim, por (2.7) existem constantes ny,...,n;,ny € N tais que
1S™(2F)] < R sempre que n > ng,
2(k +1)|ag|
|S™(2)] < S sempre que n > 1
2(k + 1)|a4|
€

|S™(2%)] < 5 sempre que n > ng.

(k + 1)]aol



15

Tomando n = méx{ng,...,ni,ne} segue que, para n > 7,
1S"(P)(2)] < lagllS™(2")] + ... + |aa|[S™(2)] + [ao| | (2")]
€ € 5
< agl s o |ag | s+ |ag| s
< o s S D] T e D)
_ (k+1e e
o 2(k+1) 2
Logo |S™(P)| < € sempre que n > 7, ou seja,
S"(P) — 0 quando n — oo. (2.8)

Agora observe que dado P = aizF + ... + a1z + ag € Z temos

Skt 2
(Do S)(P) = D(S(P)):D(akk+1—|—...+a1§+aoz)

z
2—
/{—I—l_'_ +CL1 2+a0

= akzk+...+alz+a0:P:1d(P),

= ak(k + 1)

como P é arbitrario temos que

DoS=1Id. (2.9)

Assim concluimos que D satisfaz o Critério de Kitai e logo é hiperciclico. m

Definigao 2.2.6 Dizemos que um operador linear e continuo L : H(C) — H(C) é um opera-
dor de convolucao se L comuta com as translagoes, ou seja, dados f € H(C) e a € C, temos

que L(1.f) = 1a(Lf), onde 7,f(2) = f(z + a).

O conjunto dos operadores de convolugao sera denotado por O(H(C)). Consideremos agora
o espago vetorial dos funcionais lineares continuos definidos em (H(C), ), ou seja, H'(C) e o
espago das fungoes de tipo exponencial Exp(C) definido na Segao 1.2, para provar o seguinte
resultado de isomorfismo.

Proposigao 2.2.7 Os espagos O(H(C)), H'(C) e Exp(C) sao isomorfos como espagos vetori-
ais.

Demonstracao. Considere a aplicacao

b: O(H(C) — H(C)
L — )

onde ¥(L)(f) = L(f)(0), para cada f € H(C). Provaremos que 1 é um isomorfismo entre esses
dois espacos.

Para cada L € O(H(C)) vamos provar que 1 estd bem definida, ou seja, provemos que
(L) € H'(C). Veja que ¢(L) é linear: sejam L,S € O(H(C)) e A € K. Entao, dado
f € H(C), temos

P(LAAS)(f) = (L+AS)(f)0) = L(f)(0) + AS(f)(0)
= (L)) + M (9)(f) = (b(L) + Ap(5))(f),

portanto (L + AS) = (L) + A\(S). Vamos mostrar agora que ¥ (L) é continua. Seja (f,)
uma sequéncia em H(C) convergindo uniformemente sobre compactos para f € H(C). Dados
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e>0,L € OH(C)) e K C Cum compacto com 0 € K, pela Proposi¢ao 1.1.12 existem uma
constante M > 0 e um compacto K’ C C para os quais

pr(L(fo = f)) <M -pro(fn— f), ouseja,

sup |L(fn)(2) = L(f)(2)| = sup [L(fn — f)(2)] < M - sup |fn(w) = f(w)].

zeK zeK weK'’

€
Seja ng € N tal que sup |f,(w) — f(w)| < U qualquer que seja n > ngy. Assim
weK'

(VL) (fn) = WL ()] = [L(fn)(0) = LIF)O0)] < M - sup [fn(w) — fw)] <e,

weK'’

para todo n > ngy. Segue que ¥(L)(f,) converge para ¥(L)(f), e logo ¥(L) € H'(C), para todo
L € O(H(C)). Vamos provar agora que ¢ ¢é bijetora. Para cada T" € H'(C), consideremos
agora a funcao associada
Ly: H(C) — H(C)
f —  Lr(f)
onde Ly (f)(w) =T (1, f), para todo w € C.

Observe que para cada f € H(C), Ly(f) pertence a H(C). Dados f,g € H(C) e A € K

temos
Lr(f+Ag)(w) = T(r(f +Ag)) =T (ruf + Awg) = T(10f) + AT (T09)
= Lr(f)(w) + AL7(g)(w) = (Lr(f) + ALz (9))(w),

para todo w € C. Portanto L (f + Ag) = Lr(f) + AL (g) e logo Ly é linear.

Provemos agora que a fun¢do Ly é continua. Sejam K C C um compacto e (f,) uma
sequéncia em H(C) convergindo uniformemente sobre compactos de C para uma fungao f €
H(C). Vamos mostrar que Lp(f,) converge para Lp(f) em K.

Como T € H'(C), pela Proposicao 1.1.12, existem M > 0 e um compacto K’ C C para os
quais |T'(g)] < M sup |g(2)|, para todo g € H(C). Seja agora ¢ > 0 e consideremos K" C C
zeK'

um compacto tal que K + K’ C K”. Entao existe n. g» € N tal que

&
sup [,(2) = F()] < 37

para todo n > n. g». Observe que para cada b € K, temos

T(rfo) =T(nf)| = [T(n(fo = <M sup I7(fn — F)(2)| = M sup [(fa = F)(z+0)]
< M sup [(fu = )W) <M sup [(fn — f)(w)]
we(K+K") weK"
< M% =e€.

Assim sup |T (7 fn) — T(7pf)| < € para todo n > n. g». Portanto Lr(f,) converge para Ly(f)
beK

em K, e logo Ly é continua.

Observe que 7,(7,(f)) = Twiof, para cada v,w € C. De fato, dado z € C temos

Tw(To(f))(2) = () (z + w) = f(z + 0 +v) = T ()(2),
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e logo, como z é arbitrario conclui-se que 7,(7,(f)) = Twiof. Finalmente Ly comuta com as
translagoes pois, para cada v € C,

7o Lr(f)(w) = Lr(f)(w +v) = T(7u(7u(f))) = Lr(mo(f)(w) = Lz o 7(f)(w)

para todo w € C e f € H(C). Entao, como Ly é linear, continua e comuta com as translagoes
concluimos que Ly € O(H(C)).

Para mostrar que ¢ é isomorfismo, vamos exibir sua aplicacao inversa. Considere a aplicacao

0: H(C) — O(H(C))
T — L '

Provemos que © = ¢!, Para isso mostremos que (1) o ©)(T) = T, para cada T € H'(C) e
(o) (L) =L, para cada L € O(H(C)). Seja T' € ‘H'(C). Entao

(¥ 0 O)T) = ¢(O(T)) = ¢(Lr).
Agora, dado g € H(C) temos

U(Lr)(9) = Lr(9)(0) = T(r0g) = T(9)-
Portanto ¢)(Ly) =T e logo (¢ o ©O)(T) =T.
Seja f € O(H(C)). Entao

(©cy)(f) =0 (f) = Lup-

Vamos provar que Lys) = f. Para isso, basta mostrar que dado g € H(C) temos Ly (g9) =
f(g). Seja w € C. Entao,

Ly (9)(w) = ©(f)(Twg) = f(7w9)(0) = f(7ug(0)) = f(9(0 +w)) = f(g(w)) = f(g)(w),

portanto Lys)(g) = f(g) e como g é arbitrario temos Ly sy = f. Logo, (© 0 9)(f) = f.

Consequentemente H'(C) e O(H'(C)) sao isomorfos. Vamos mostrar agora que H'(C) e
Exp(C) sao isomorfos. Para isso, consideremos a fungao

¢ H(C) — Exzp(C)
T — ()

onde ¢(T)(A\) = T(g») para cada A € C, sendo g,(z) = e**, para todo z € C, e vamos mostrar
que ¢ é um isomorfismo.

E fécil verificar que ¢ é linear. Também, para cada T € H'(C), o(T') é holomorfa. De fato,
sendo A € C

lim P(T)A+0) —e(T)N) _ . T(9nts) —T(9r) _ lim T (g(Ha) - gx)
)

6—0 1) 6—0 6—0

Agora, para cada z € C,

R R St it VR
6—0 ) 50 ) 550 ) '

Assim, para cada A € C, o(T)(\) = T(hy), com hy(z) = ze**, para todo z € C.



18

Além de holomorfa, note que ¢(7T') é de tipo exponencial: pela continuidade de T', existem
constantes C, R > 0 para as quais

T'(h)] < Cmax|h(z)],

lz|<R
para todo h € H(C). Em particular, se A € C

(TN = 1T(92)] < Cﬁgg\@”l = Ce™.

Falta mostrarmos que ¢ é bijetora. Dada uma fungao inteira g € Fxp(C), consideremos a

funcao
T,: H(C) — C

M ()
Foo— ZQT!(O)f(n)(O)'

— 9"(0)

Observemos que —f ™ (0) € C:
n!
n=0
1
™) (0 n ) ()|
lim sup ( )f(")(O) = lim sup|g(”)(0)|% 17(0)

Agora, como g € Exp(C) segue da Proposicio 1.2.3 que (|g™ (0)|# )nen ¢ limitada, ou seja,
existe M > 0 tal que [¢™(0)|= < M para todo n € N. Entdo sup \g(”)(O)]% < M e portanto

lim sup \g(”)(())ﬁ < M.

n—0o0 n

, L — f70) : N
Como f é uma funcao inteira, temos f(z) = E 2" e seu raio de convergeéncia R é
n!
™) (0 a 1 "
infinito. Logo, lim sup f(0) = — = (. Portanto,
n—00 n! R
() () |
lim Sup|g(”)(0)|% /10) = 0.
o 9"(0)
Assim, pelo Teste da Raiz, a série E — f (”)(0) converge absolutamente e, portanto, con-
n!
n=0

verge em C.

Vamos provar que 7, é continua. Para isso, consideremos a sequéncia de fungoes (H,,)men

tais que
H,: H(C) — C

m (0
Foos 20 )
n=0 ’

Claramente, para todo f € H(C), H,,(f) — T,(f) quando m — oo. Por outro lado,
para cada m inteiro, H,, ¢ linear e continua: seja (f;)jen uma sequéncia de fungoes em H(C)
convergindo uniformemente sobre compactos para f € H(C). Entao, pelo Teorema 1.2.4,

( f](k)) jen converge uniformemente sobre compactos para f k) ¢ H(C), qualquer que seja k € N.



19

Em particular, para cada k, f;k)(O) — f®)(0) em C, quando j — oo. Dado ¢ > 0, existe
um inteiro N > 0 tal que

(k) k €
D0 - 1Y) <
. 9O, :
para todo 7 > N e k € N, onde M > E — Assim, para j > N,
n!
n=0

< > |51 - oo

- SO0 - o)
< ;% 9(’2!(0)‘

N LA

Segue que H,, é continua, para todo m > 0 e, portanto, pela Proposi¢ao 1.1.7, T, € H'(C),
qualquer que seja g € Exp(C). Consideremos agora a funcao

n: FExp(C) — H'(C)
g — T,

Note que no o(T) = T,y =T e pon(g) = g. Logo, n = ¢~ e, portanto, Exp(C) é isomorfo
aH(C). m

De posse dessa proposicao podemos estudar os operadores de convolucao em termos de
hiperciclicidade. Este resultado é devido a Godefroy e Shapiro e foi obtido em [10].

Teorema 2.2.8 Seja L € O(H(C)) um operador de convolugao que nao é multiplo da identi-
dade. Entdao L ¢é hiperciclico.

Demonstracao. Seja L € O(H(C)). Pelos isomorfismos 1 e ¢ definidos na proposigao anterior,
existe um tnico g;, € Exp(C) associado a L tal que ¢(¢(L)) = gr. Considere a expansao de gy,
em série de Taylor,

0 (n)

gr () ,

gL(’Z) = E : L ‘( )Z )
n=0 ’

n

para todo z € C. Sabemos da proposicao anterior que ©)~' = 6 e n = ¢~ !. Entao

L(f)(w) = ¥ e () () (w) =¥ (n(ge)) () (w) = ¢~ (Ty, ) () (w)
O(Ty, ) (f)(w) = L, (f)(w) = Ty, (T f)

oy © o (0) = 3 gL_'(()) 09 (1) (2.10)

para todos w € C e f € H(C).
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Agora note que L serd um miltiplo da identidade se, e somente se, a funcao associada gy,
for constante: de fato, se L = ald para algum a € C temos

gr(N) = (¥(ald))(\) = ¥(ald)(g:) = (ald)(9:)(0) = (ald)(e") = a.
Por outro lado, se gy, for constante, g(Ln) = 0 para todos z € C e n > 0. Logo por (2.10) temos
que

L(f)(w) = g2(0) f(w),
para todo w € C e f € H(C), ou seja, L = KId, onde K = g.,(0).

Como, por hipétese, L nao é miltiplo da identidade, segue que g; nao é constante. Além
disso, para cada b € C fixo, a fungao f,(2) = €% é um autovetor de L:

L(fb)(Z) _ Z gL (0) b(j)(z) _ Z gy, (O)b]fb(Z)

= fo(2) i v = g(b)fu(2). (2.11)

J=0

Provemos agora que, para cada aberto nao vazio V de C, o espaco F' = [f, : b € V] é denso em
H(C). De fato, dado b € V, para cada § > 0 suficientemente pequeno temos que b+ 4§ € V.
Também, para cada z € C,

€(b+6)z _ 6bz 6bz(eéz —1— 52)

— ze”| = — 0 quando § — 0.
) )
e(b+6)z — bz
Logo (lsim — = ze% e, assim, ze? pertence ao fecho de F. De maneira anéloga,
—0
dado n € N temos
Zn—le(b+5)z _ Zn—lebz o b Zn—le(b—l—(S)z _ Zn—lebz _ 6Znebz
— 2" =
) )
—1,bz( 0z
2"re(e* — 1 -0z
_ ( | o
)
quando 6 — 0. Portanto,
‘ Zn—le(b+§)z _ Zn—lebz b
lim =z"e
6—0 0

e logo 2"e% pertence ao fecho de F, qualquer que seja n € N.

Seja f € H(C) qualquer e consideremos g(z) = e % f(z) para algum b € C. Expandindo ¢
pela série de Taylor, temos que existe uma sequéncia complexa (a;); ey tal que

g(z) = Z a;z’.
=0

Logo e f(2) = X272 a;2/ f(2), o que implica f(z) = Y772 a;27 f(2)e’ uniformemente em
cada compacto. Pelo o que vimos acima temos que a;z7e" pertence ao fecho de F', para todo
Jj € Ny, e como f(2) = lim, Z?:o a;27 f(2)e’ segue que f pertence ao fecho de F' e portanto
o conjunto F é denso em H(C).

Consideremos agora os conjuntos V = {b € C: |g.(b)] <1} e W = {b e C: |g.(b)| > 1}.
Observe que ambos os conjuntos sao abertos e nao vazios, uma vez que gy, nao é constante por
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hipétese. De fato, suponha por absurdo que W é vazio. Entao |g;(b)| < 1 para todo b € C.
Assim g7, é uma funcao inteira e limitada e logo pelo Teorema de Liouville segue que g; é
constante, absurdo. Portanto W # (). Da mesma forma conclui-se que V # (), senao obteria
que a funcao giL seria constante.

Vamos aplicar o critério de Kitai para L, considerando os conjuntos densos Y = [f, : b € V]
Z =|[fp:be W]eaaplicacao S : Z — Z definida da seguinte forma: para cada b € W temos

_ h2®)

Claramente S é linear. Como, para cada h € Z, existem by, bs, ..., b, € W tais que

Z Ajfo;(2) para todo z € C. Entao

bj(z
- 250 = 3N

-1 .7
Assim,
(i) Para cada b eV, |gp(b)| < 1 e, portanto, L™(f,) = g(b)" fo — 0 quando n — oo;

(i7) Para cada b€ W, |gr(b)| > 1 e, portanto, S™(fy) = — 0 quando n — oc;

(b)”

(131) Seja h € Z. Entao existem constantes by, by, ..., b, € W tais que h(z Z Ajfo; (2) para

todo z € C. Entao, dado z € C temos

_ (e L
(LoS)(h)(=) = L(S(h)) )‘L@Afgmbj))”

A
= Z 2][/ )(2)

]19L

n

por (2.11) = ZgL(g] bi)fi, (2)

j=1

n

= ZAJ b, h(z).

Portanto, (L o S)(h) = h, para todo h € Z. Logo, pelo critério de Kitai, L é hiperciclico. m

No capitulo 4, estudaremos resultados de hiperciclicidade na mesma linha que o Teorema
2.2.8, mas para operadores de convolucao definidos entres certos espacos de fungoes inteiras de-
finidas num espago de Banach complexo. Para isto necessitamos fazer um estudo de polinomios
homogeéneos e holomorfia em dimensao infinita. Este serd o teor do préximo capitulo.



Capitulo 3

Polindmios homogéneos e holomortfia
em espacos de Banach

Conforme ja dissemos, este capitulo servira de subsidio tedrico para o desenvolvimento do
préximo capitulo.

3.1 Polinémios homogéneos e aplicagcoes multilineares

Definicao 3.1.1 Sejam m € N e Ei,...,FE,,, F espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma
aplicacdo A : Fy X ... x E,, — F é dita multilinear (ou m-linear) se

A(my, oo A+ 2o ) = N, o Ty o) + A, X )
paratodos i =1,...,m, A € Ke a;,2; € E;.

O espago vetorial das aplicagoes multilineares e das aplicagoes multilineares continuas serao
denotados por L(E1, ..., Ey; F) e L(E,. .., Ey; F) respectivamente. Para toda aplicagdo mul-
tilinear A € L(Ey, ..., Ey,; F) definimos

|A||l :=sup{||A(z1,...,2n)|| : x; € Ej e ||z;]| <1, paratodo j =1,...,m}.

Apesar da notagao de norma, essa expressao nao define uma norma em L(E}, ..., E,; F) pois
pode ocorrer ||A|| = oo, mas define uma norma em L(Ey, ..., E,; F). Consideremos agora o
caso particular das aplicagdes multilineares em L(Fy,...,E,;F) onde F; = ... = E,, = E.

Neste caso o espago vetorial das aplicagdes multilineares serd denotado por L("™E; F)

Definicao 3.1.2 Uma aplicagao multilinear A : E™ — F' é dita ser simétrica se

Az, .. 2m) = A@eq), - - - To(m))

para todos (x1,...,x,) € E™ e 0 € S, onde S, denota o conjunto das permutagoes dos m
primeiros niimeros naturais.

O conjunto das aplicacoes multilineares simétricas serd denotado por L°(™E; F). Sejam
n,m € Ne A€ L("E; F). Entao para cada (z1,...,z,) € E" e cada a = (ay,...,a,) € Ny

com |a| := aj + ...+ o, = m usaremos a notagao
a1 Qn __
Azt eeoxlm —A(\xl,...,xl,...,\xn,...,xnj)
Vo Vv
aq Qn

para todo m > 1.

22
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Proposigao 3.1.3 Para cada A € L(™E; F) defina A® por

1
As(xl,...,xm) = % Z A(:L‘U(l), o ,xa(m)).

Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(a) AS € LS("E; F)
(b) AS = A se, e somente se A € L°("E; F)
(c) (A%)% = A%
(d) O operador S : L(™E; F) — L°(™E; F), definido por S(A) = AS € linear
(e) Sex € E entdo Ax™ = ASz™.
Demonstragao. (a) Sejam (x1,...,2,) € E™ e o’ € S,,. Assim,

1 1
S
A (xla L) ,l’m) - % Z A(.CEU(I), e ,:Ug(m)) = % Z A(xa(al)a e 7x0'(a‘m))

" 0€Sm " o€Sm

= As(xal(1)7 . 7'1:0"(771));
e consequentemente A% € L¥(™E; F).

(b) Se A = A% entdao A é simétrica pois, como provamos acima A% é simétrica. Suponha
agora que A € L¥(™E; F). Entao,

1
Az, .. ) = — > Aoy, Ty, = — > A(mr,. )

0ESm 0ESm

= —'m!A(xl, ces ) = ATy, T,
m!

para todo (x1,...,7,) € E™ o que implica A% = A.
(¢) Por (a) A% € L*(™E; F), logo por (b) (A%)% = AS.

(d) Pelo item (a) o operador S estd bem definido. Além disso, dados A, B € L(™E;F) e
A € K obtemos

S(A+AB)(z1,...,2m) = (A+AB)%(x1,...,7,)
1
= % Z (A+ )\B)(:Ea(l), - ,:Ea(m))

" 0ESm
1
= % Z [A(:Eg(l)7 - ,xg(m)) + )\B(l’a(l), - ,:L‘J(m))]
" oESm
1 1
- - Z A(-Ta(l), o ,{Eg(m)) + A oo Z B(mg(l), . ,:Bg(m))
’ gESH : TESm,

= A(x1,...,2p) + A[B%(21, ..., 2n)]
= (S(A)+AS(B))(x1,...,2m),

para todo (z1,...,z,) € E™. Portanto S é linear.
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(e) Seja x € E. Entao

) Z Azx™ = —m'Aq: = Ax™.

’ O'ESm

[ |
Essa proposigao dentre outras consequéncias, mostra que S é uma projegao de L(™E; F)
sobre L°(™E; F).

Teorema 3.1.4 (Férmula de Leibniz) Sejam E.,F espagos vetoriais sobre K, k € Ny e
T € L°(*E; F). Entdo para todos 1, ...,x, € E temos que

k!
T(xyi+...+2,) = —_— T2l
( ) IZI:k nilng!. . om0 ! "
’y:

onde a soma € sobre todas as r-uplas v = (nq,...,n,) € Ny satisfazendo |y| = k, onde
v =mn1+ ...+ n,.

Demonstracao. A demonstracao serd feita por inducao sobre k. Para k = 0e k =1 ¢
trivial. Assumindo que a féormula vale para k£ > 1, mostraremos que é valido para k + 1. Se
T € L*(*E; F) entao podemos escrever

T(xi+ ... +a) T =T+ ... +2) (2 + ... +2,)"
onde T(z1 + ... +x,) € L°(*E; F) é definido por

T(xy+...+x) (21, y28) =T (1 + ...+ 2,20, .-, 21)

para qualquer (21, ...,2;) € E*. Agora por inducio
k!
T(zy+...+z)* = —T(xy+ ...tz .l
(1 ) l%nl‘...m! (1 )2} "
= Z L Tme 52T+
i Tt et
+ Z k‘ T:L_n1l,n2+1 o+ Z an+1
ml...on” 2 l. LR
|v|=k Ivl= k"
onde v = (ny,...,n,) € N7 tal que |y| = k. Para cada i = 1,...,r vamos considerar
Gl :(BF,... M) e Nj talqueﬁ =n;+1ef} g = n; para j #zej =1,...,7r. Assim
k! [1] 1]
k1 _ L
Tl +.oa) =y — YT e a4t
|B[1]‘:k§+1 (61 - ). 2 “ e e T .
k! [r] [r]
Z T2 .. a2
[y plr] ( [r] _ 1)| r
i ess P10 B2 (B !

k! k!
= Tait . 2P 4+ Tzt ..zl
2 G hm A 2 GG

|B|=k+1 |B|=k+1



onde 8 = (p1,...,05) € Nj tal que |B| = k + 1. Logo,

1 1
T(xy+ ... +2,)" = Z R\ T2t ...

25

+
|B|=k+1

i (B B
_ Zk;'Tx (61’52 BT!+...+51!,..BT!)

|Bl=k+1

!
_ Z rTxll...xf’“(ﬁl—i-.u‘i‘ﬁr)

2 ((51 —DIBt. .. 5! T Bl (B — 1)!)

Teorema 3.1.5 (Férmula de Polarizagao) Sejam E| F' espagos vetoriais sobre K e k € N.

Se T € L°(*E; F) entdo

T(x1,...,ox) = k:'2k Z er...exT(e1m + .. 4 epmp)”

g;==+1
1<z<k

para quaisquer Ty, ..., T € L.

Demonstragao. Para quaisquer x,...,z; € E, seja

lek > eal(a + ..+ epa)”,

g;=%1
1<7,<k

Pela Formula de Leibniz, temos que

k! k!
T(eixy+ ... +epap) = Z —T(alxl) Lo (epag)™ = Z —Eer - e Tt ...

Iv|=k [v|=k

onde v = (ny,...,n;) € N com |y| = k. Logo,

Chamando =41 g7 .. €k+nk de a(nq,...,ng) entdo

1<i<k
T ni Nk
k:'2’f E a(ny,...,ng)Ta* ... xpk.
Ivl= k)

Supondo n; = 0 temos que

1 1 1 1
a(ny,...,ng) = E e ™. . .€ +”’“—E e1e5t™ gt

1<z<k 1<z<k
1
= ) et Y St gt =0,
g;=%1 g;=%1

1<i<k 1<i<k

(3.1)
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Assim, sempre que n; = 0 para algum ¢ = 1,..., k, temos que a(ny,...,n;) = 0. Logo em
(3.1) existe apenas um termo a(ny,...,n,) nao nulo, que ocorre quando ny = ... = ny = 0.
Como

a(l,...,1) = el .2 =2k
T 8;1
1<i<k
segue que
1 1 &
Portanto T'(z1,...,2,) = 55 Z e1...exT (e + ... +epay)’. m
g;=%1

1<i<k

Definicao 3.1.6 Sejam E e F espacos vetoriais normados. Uma aplicagao P : E — F' serd de-

nominada polinomio m-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau m, se existir uma aplicacao
A€ L(ME; F) tal que P(x) = Az™ para todo = € F.

O espaco vetorial sobre K dos polinémios P : E — F m-homogéneos e dos polindmios m-
homogéneos continuos serdo denotados respectivamente por P("E; F') e P(™E; F'). Para cada
P e P("™E; F), denotaremos

1P|l = sup{[|P(2)]| - = € E, ||l < 1}.

Assim como no caso das aplicagoes multilineares, apesar da notagao de norma, essa relagao
define uma norma apenas em P(™FE; F'). Mais ainda, se F' é um espago de Banach, o espaco
normado (P(™E; F),|| - ||) é um espago de Banach.

Proposicao 3.1.7 Sejam E e F espagos vetoriais normados. Para cada A € L(™E; F) consi-
dere a aplica¢io dada por A : E — F, A(z) := Ax™. Entao a correspondéncia
L:L°(ME;F) — P(™E;F)
A —s A

¢ um isomorfismo. Mais ainda,
~ m™m  ~
[A] < [[All < —[lA]l-
m!

Demonstracao. Obviamente a aplicagao A +— A estd bem definida. Provemos que L é linear.
Sejam A, B € L°(™E;F) e A € K. Entao,

LA+ AB)(z) = (A+AB)(x) = (A+AB)a™ — Az™ 4+ \Ba™
— A(z)+ A\B(z) = (A4 AB)(z) = (L(A) + AL(B))(x),

para todo z € E. Além disso a aplicagdo L é bijetora. De fato, se P € P(™FE;F) existe
A€ L(ME; F) tal que P(x) = Ax™. Considere agora

1
As(xl, R ,.Z'm) = % Z A(Q?g(l), cee >xa(m))-

’ O'ESm

Entao, pela Proposigao 3.1.3, A% é simétrica e ASz™ = Az™ = P(x). Portanto a aplicacao é
sobrejetora. Seja agora A € L¥(™E; F) tal que L(A) = 0, ou seja, A = 0. Logo, A(z) = Az™ =
0, para todo x € E. Desse modo, pela Férmula de Polarizacao

B 1
~ mlom

A1, .. Tm) Z e1...enAle1xy + ...+ enxy,)™ =0,

g;==+1
1<i<m
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para quaisquer x1,...,T,, € E. Portanto A = 0 e consequentemente L é injetora. Provemos
agora as desigualdades anunciadas. Segue trivialmente que

[All = sup{[[Az"[| : v € E, |lz|| <1} < sup{[|A(zy,...,zn)| : 2; € B, méx;|lz;| < 1} = || Al
Resta mostrar a segunda desigualdade. Primeiramente observe que, dado P € P(™E; F') entao

1P()]| < [IPl[]]™ (3:2)
para todo x € E. De fato, se x = 0 é 6bvio. Suponha = # 0. Logo,

17 (i) | < 11 e 0w

1 . m
T [P@) < Pl ouseja, [|P(x)[| < [|l]™[|P].

/™

Desse modo, pela Férmula de Polarizacao obtemos

1
A(I‘l,...,l‘m) = W _Zil 51...€mA<€1$1+...+€m$m)m
1 A
= —om _Zﬂ e1...enAle1y + ...+ EnTm).
Logo
1 N
Ay, )l = || Y eendAlEm .+ ety
m: —)
1<i<m
1 X
< W _Zil H€1...€mA<€1$1+...+€m$m)H
1 .
= W _Zil “A(Sll’l""i‘gmxm)"
1<i<m
1 A m
por (32) < —0 > Al e + 4 eman)|
m: )
1<i<m
1 A m
< o 2 I il o+ lemzal)
1§?§m
1 A m
< o 2 I Gl + o el

1<i<m
Entao, se max;||z;|| < 1 segue que
1 A m™ .
A1zl € e 3 A = T
;=21
1<i<m

Portanto, sup{||A(z1,...,zm)|| 1 z; € E, ||| < 1,Vj=1,...,m} < %THAH, ou seja,
Al < ZrlAllL -
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Definigao 3.1.8 Uma aplicacdo A € L(™E; F') é dita nuclear se existem sequéncias limitadas
(x;z>'?il CE (1<j<m)e (y)2, CF com

D il gl < o (3.3)
i=1

tais que

ATy, tm) = Z 2hi(w1) - i (T )i (3.4)

onde z; € E paral < j <m.

Se F' for um espaco de Banach, denotamos por Ly(™F; F') o espaco de Banach de todas as
aplicacoes m-lineares nucleares dotado da norma nuclear

1Ay = 0 Y (|2 - |27 3, (3.5)
1=1

onde o fnfimo é tomado sobre todas as sequéncias (27,)%2, C £ (1 < j < m) e (y:)2, C F
satisfazendo (3.3) e (3.4).

Defini¢ao 3.1.9 Definimos um polinémio P € P(™E; F) como sendo nuclear se podemos
escrever P na forma

Pla) = Y al(@)"y, (3

onde (z})2, C E' e (y;)2, C F sao sequéncias limitadas tais que
D Mzl gl < oo (3.7)
i=1

Denotamos por Py (" E; F) o espago de todos os polinémios m-homogéneos nucleares de E
em F', dotado da norma nuclear

IP)|x = inf Y 1™ il (3.8)
=1

onde o infimo é tomado sobre todas as sequéncias ()52, C E' e (y;)52, C F satisfazendo (3.6)
e (3.7). O espaco Py(™E; F') torna-se um espaco de Banach com a norma definida acima, desde
que F' seja um espaco de Banach. Denotamos por Ly(FE; F') o espaco de todos os operadores
nucleares de F em F. Quando m = 0 definimos Py(°F;F) = F. A demonstragao de que
os numeros definidos em (3.5) e (3.8) de fato definem uma norma nos espagos Ly("E; F) e
Pn("E; F) respectivamente pode ser encontrada em [11].

Defini¢ao 3.1.10 Um polindémio P € P(™E; F) é dito ser de tipo finito se é da forma

p

P(z) =) (¢;(x))"b;,

j=1
com ¢; € E'ebj € Fparaj=1,...,p.

O subespaco vetorial dos polinémios de tipo finito serda denotado por Ps("E; F).
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3.2 Holomorfia em espacos de Banach

Nesta secao vamos desenvolver um pouco da teoria de tipos de holomorfia, exibindo resul-
tados e defini¢coes que serao necessarios no préximo capitulo.

Definicao 3.2.1 Sejam F e F' espagos de Banach complexos e U4 um subconjunto aberto de
E. Uma funcao f : U — F é dita holomorfa em U se para cada a € U existem uma bola
B(a;r) C U e uma sequéncia de polinomios P, € P(™E; F) tais que

= ZPm(m —a)

uniformemente para z € B(a;7).

Vamos denotar por H(U; F') o espago vetorial de todas as fung¢oes holomorfas de U em F.
Se ' = C, denotaremos H(U; C) apenas por H(U).

A sequéncia (P,,)%°_, é determinada de maneira tnica por f e por a. Se B, € P("E; F)
é o polinomio correspondente a A, € L*("E; F) por P,, = A,, para cada m € Ny, fixemos as
notacoes:

d"fla) =mlA, e d"f(a)=m!P,,.

Podemos obter assim as aplicacoes diferenciais

d"f:aelUd — d"f(a) € L("E; F)

d"f:aeUd — d"f(a) € P("E; F),

e também os operadores diferenciais

A" f € HU; F) — d™f € HU, L5("E; F))

d™: fe HU:F) — d"f € HU,P("E; F)).

Definicao 3.2.2 Uma aplicagao f : £ — F ¢ dita uma funcao inteira se f é holomorfa em
todo E. Denotamos o espago de todas as fungoes inteiras de £ em F por H(FE; F).

Exemplo 3.2.3 P("E;F) C H(E; F).

Demonstracio. Sejam P € P("E;F)e P € L*("E; F) tal que P(z) = P(Z,...,2) para cada
x € E. Dados =,y € E, pela Férmula do Binomio de Newton temos que

Pz +1y)=Plx+y)™ (Zk"m o ) Zk'm ol Py,

onde Pz Fyb P(m, oY, .., y). Assim dados a, z € E| segue que
—— ——

m—k k
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onde Pa™* denota o elemento de £5(*E; F') dado por

Pam_k(:m,...,ztk) :p(av"'vavxl""’$k)'

m—k

Entao P é holomorfa em FE e

|~

!dAmP(a)(t) = k!(mLik!)P(a, ceea,t, -I-C-,t), se k<m

o

|~

dmP(a)(t) = 0, se k> m

=

Teorema 3.2.4 (Férmula Integral de Cauchy) Sejam U um subconjunto aberto de E e
f€H(U;F). Considere a € U,t € E er >0 tais que a+ &t € U para todo & € A(0,r). Entao
para cada m € Ny temos a Formula Integral de Cauchy

s = 5 [ L e

270 Jjglr

1
m!

Demonstragao. Ver [16, Corolério 7.3, pagina 47].
]

Proposigao 3.2.5 Seja > > P, (z — a) uma série de poténcias de E em F. Se existe r > 0

m=0"m

tal que > Pp(x —a) =0 para todo x € B(a;r), entdo P,, = 0 para todo m € Ny.

Demonstragao. Ver [16, Proposi¢ao 4.4, pagina 29]. m

Definicao 3.2.6 Um tipo de holomorfia © de E em F é uma sequéncia de espacos de Banach
(Po(ME; F), || - le)X_, para a qual sao validas as seguintes afirmagoes:
(i) Cada Po(™FE; F) é um subespago vetorial de P(™E; F);
(i) Po(°E; F) coincide com P(°E; F) = F como um espago vetorial normado;
(iii) Existe um nimero real ¢ > 1 tal que, dados k& € Ny, m € No, k < m, a € E e

P € Po(™E; F') temos que

< o"[[Plellal™*.

d*P(a) € Po(*E: F), Hldkp(a)
€]

k!

Temos do Exemplo 3.2.3 e da condigao (iii) que para cada P € Pg(™E; F') e k < m temos
que Pam—t = "Rk p(g) € Po(FE; F) e

m!
—— — k)
Patle = |
: 0
(m—k) - o™(m — k)k! -
= 2By, < R oy g,

E claro que a sequéncia (P(™E; F))%_, é um tipo de holomorfia de £ em F. Provaremos
agora que a sequéncia (Py(™E; F))%_, também ¢é um tipo de holomorfia de E em F. Mas
antes faremos uma observacao.
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Observacao: Sejam m,j € Ny. Entao,

m+j

(m—i—j).
Kl(m+j — k)|

>

e, se k = 7, tem-se

- klm)!
Se j =0, tem-se
m!

72 ey (3.9)

Exemplo 3.2.7 A sequéncia (Pn("E;F), || - [|n)X_, € um tipo de holomorfia de E em F.
Além disso,

m!

v S H(m— k)

< 2"||Pllxal™*

‘kﬁ 1P llalm

para todo a € E, k <m e P € Py("E; F).

Demonstracao. Como Py("E;F) C P("E;F) e P(™E; F) é um espago de Banach, segue
que, para cada m € Ny, Py(™E; F) é um espago de Banach. As condigoes (i) e (i7) da Defini¢ao
3.2.6 sdo triviais. Falta entdo demonstrar (7iz).

Sejam k € No, m € Ng, k < m, a € Ee P € Py("E;F). Dados € > 0, como P €
Pyn(™E; F) é um polinémio nuclear existem sequéncias limitadas ()2, C E' e (y;)2, C F

satisfazendo
o0
> ™yl < oo,
i=1

de forma que

= > ai@)"w. (3.10)

Pela definicao da norma nuclear temos que

Dzl il < IPllv +e. (3.11)

=1

Seja P € L5(™E; F) tal que P(z) = P(%,...,2) para cada z € E. Entdo pela férmula de
polarizacao temos que:

P(xy,...,1,) = m'2m Z g1 emParr + ...+ emay)
iiim



por (3.10) m'2m Z €1 Emz$ €171 + ..+ EmTm) " Vi

€5 ==+1
1<g<m
(o]
B 1 / m
= —om g1 Emti(E121 + oo+ EmTm) " Y
ml2m
=1 e;==1
1<j<m
[o.¢]
— ; . ’( + + )m
= ylm‘Qm &1 EmI;(E1T1 . EmTm) -
=1 ei=*+1
1<5<m

Agora observe que, aplicando a Férmula de polarizagao em @ € L*(™FE; F') definida por
Q(z1, ..., xm) = xi(21) - - - 2} (T,) temos:

1
Q(z1,...,xym) = —om Z g1 emQe1zr + . ey

1

= W Z 81"‘8m$;(€1l’1+...+€m$m)m.

Portanto,

. - 1
P(xy,...,xp) = Zyzm Z g1+ emTi(e121 + o EmTm)”
i=1 ' j=

1<jsm

=1 i=1

para todos x1,...,z,, € E. Pelo Exemplo 3.2.3, se k < m temos que:

1 - m! .
~dP@)(t) = — T pagmhk
@O = St

_ WmLiWZ[xxa)]m—k[x;@w

= Z[xé(t)]k,d(#iw[xé(a)]mkyi-

i=1

Logo para cada a € E e k <m, d*P(a) € Py(*E; F) e

k . 11k m! , ik
H—d S ] Pl
m! > ki ot 1m—Fk m—k
= m;\!xi!! ™ lal ™y |
m! > . -
= T 1 2 e el
) =1
m!
por (3.11) - = —(||PHN+5)||aHm k

k'( k)l
por (3.9) < 2"(|Plly +¢)llal™ ",

e logo a demonstracao ¢é concluida. m

32
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Proposicao 3.2.8 Seja (Po(™E; F))S_, um tipo de holomorfia de E em F. A aplicacao
inclusio Po(™E; F) C P(™E; F) é continua para cada m € Ny e ||P]| < o™||P||e-

Demonstragao. Ver [18, Proposi¢ao 1, pdgina 34]. m

Vamos agora fazer um estudo sobre as funcoes inteiras ©-holomorfas de tipo limitado.

Defini¢ao 3.2.9 Uma fungao inteira f € H(E; F') é de tipo limitado se leva conjuntos limitados
de E em conjuntos limitados de F'.

Vamos indicar por Hy(F; F') o conjunto de tais fungoes.

Definicao 3.2.10 Sejam (Peo(™E; F))p_, um tipo de holomorfia de £ em Fe f : E — F uma

funcao inteira, com série de Taylor em torno da origem dada por f(z) = >~ m,dm f(0)(x).

Entao f é dita uma funcgao inteira ©-holomorfa de tipo limitado de E em F se:
(i) %cfmf(O) € Po(™E; F'), para todo m € Nj.

(i) Timp o0 (o lld™ £(0)0) 7 = 0.

Denotamos por Hey(E; F) o subespago vetorial de H(E; F') de todas as fungoes inteiras
O-holomorfas de tipo limitado de F em F.

Proposigao 3.2.11 Se (Po(™E; F))5_, € um tipo de holomorfia de E em F, entao
Po("E; F) C Hep(E; F)
para todo m € Ny.
Demonstracao. Seja P € Pg(™FE;F). Vamos verificar inicialmente que P é uma funcao
inteira. Do Exemplo 3.2.3 temos que P(™E; F) C H(E; F). Como (Pe(™E; F))%_, é um tipo

de holomorfia de £ em F, Po("E; F) C P("E; F). Logo P € H(E; F).
Considere a série de Taylor de P em volta da origem dada por

=3 pdr
k!
k=0
Do Exemplo 3.2.3 temos que
LanPO)(t) = 72 P(0,"7,0,4,-5 1), sek<m

Ld"P(0)(t) = 0, se k>m

LdmP(0)(t) = P(t), sek=m
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Portanto, d*P(0) € Po(*E; F) para todo k e, claramente,

. 1 Tk %
tin (IEPO]e) =0

Teorema 3.2.12 Se f € H(E; F), entao #(Jmf e H(E;P(ME;F)) e

1 -, 1 -, 1 S
e (md f) (@) = 2id (—(m+k)!d " <“>)

para todos m,k € Ny e a € E. Assim a série de Taylor para %(imf em volta da origem, no
ponto a, € dada por

Portanto P € Hep(E; F). =

o

L@ =3 Lo (Ao @

k=0

Demonstracao. Ver [16|[Teorema 7.17, pagina 54]. m

Proposicao 3.2.13 Seja f : E — F uma fungao inteira. Entao [ € Hew(E; F) se, e somente
se

(i) %csz(a) € Po(ME; F), para todo a € E e m € Ny;

(i) Titm_s oo

%cimf(a)He)i =0, para todo a € E.

Demonstracao. Seja f : E — I uma fungao inteira satisfazendo (i) e (ii). Entao paraa =0

¢ verdade que
1
)mza
Logo da Defini¢ao 3.2.10 segue que f € Hep(E; F).
Considere f € Hey(E; F) e a # 0 € E. Logo %csz(()) € Po("E; F) para todo m € Ny
e limmﬁoo(%\\cimf(())”@)i = 0. Seja € > 0, de forma que ¢ - |ja|| < 1 e considere o > 1 da

1 -
—'dmf(O) € Po("E; F), para todo m € Ny e lim (H—dmf
m!

m— 00

condicao (i7i) da Definigdo 3.2.6. Entao, como limm%w(%ﬂcsz(O)H@)% =0e £ >0, existe
mo € N tal que

1

(glldnrole) " <

sempre que m > my.

Seja C(e) = méx {{%mdmf<)ne()m/nz<7n@}u{1}}.A$nnsenzz7nm

Ldmsole < (2)" <0 (5)".

g

S
m

1 -
para todo m > mg, ou seja , —||d" f(0)|le < (i)
m! o

Qo

Se m < mg temos

s ole (2)" < ce)
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e logo, #chmf(O)H@ < C(e) (£)™. Portanto

[

i ole < e (2)", (312)

para todo m € Ny. Vamos mostrar agora a condigao (7). Seja m € Ny. Pelo Teorema 3.2.12,
temos que

1. =1 . 1 .
—d"f(a) =Y —d" [ ——d"" :
i d @ £ <(m TR (O)> (a)
Como, por hipdtese, (mik)!cfm%f(()) € Po(™*E; F) para todo k, usando a condicao (iii)

da Definigao 3.2.6, concluimos que

1 - 1 -
g (—‘dm+kf(0)) (a) € P@(m+kE; F) e também

m! (m+ k)
Lim (L _dmtrp0)) (@) < om* | @) all (3.13)
m)! (m+k)! o (m +k)! e ‘ ‘
Agora temos,
1 ATn _ . ]' ATn 1 Aerk
Lldj@le = |3 i (md ) @)
k=0 ©
0 1 R
por 3.13) < > o™ | ————dmFp0)| alt
% (m+k)! o
o0 m+k cm
312) < mko(e) (£ F=Ce)———
por (312) < 3 20™C(e) () hall = Ol gy,
onde € é tal que € - [ja]| < 1. Assim segue que
1
. 1, . o Cle)
. (de f(a)l!e) S AT e =

1

Fazendo ¢ — 0 temos que lim,, (%Ha?mf(a)ﬂe) " = 0. Portanto isto prova (i) e (ii). m

Vamos agora introduzir uma topologia no espago Hep(E; F) das fungdes ©-holomorfas de
tipo limitado. Para isso, considere a seguinte familia de seminormas:

J € Hou(B: F) = 1 fllo, = > Z-lld" (0)]o, (3.14)
m=0 '

para cada p > 0.
Dotamos Hey(E; F) com a topologia 7 gerada pela familia de seminormas (3.14). E claro

que [Hep(E; F), Te| é um espago localmente convexo de Hausdorft.

Proposicao 3.2.14 [Hey(E; F), 1e] € um espago de Fréchet.

Demonstracao. Para que [Hey(E; F'), To] seja um espago de Fréchet devemos provar que esse
espago é localmente convexo, metrizavel e completo. Provemos que [Hey(E; F), To| é localmente
convexo. Temos que as vizinhangas do zero (nesse caso, fun¢ao nula) em Hey(E; F) contém
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vizinhangas do tipo A = {f € Heo(E; F) : ||flle, < €}, £,p > 0, as quais sdo convexas. De
fato, dados a, 3 > 0 e f,g € A temos que

laf +Bglle, < llaflle,+IPglle, = allflle,+ Bllglle.,
< a-e+f-e=(a+pP)-e=c.

Portanto af + g € A e logo A é convexo. Como toda vizinhanca do zero, contém uma
vizinhanga convexa do zero, concluimos que [Hey(F; F), To| é localmente convexo.

Observe que a familia enumeravel de seminormas

§ = {llfllem/n € N}

define a topologia 7¢ em Hey(E; F). Logo, como [Hey(E; F),Te] é um espaco localmente
convexo de Hausdorff, segue do Teorema 1.1.15 que esse espaco é metrizavel.

Provemos agora que [Hep(E; F), To] é completo. Seja ¢ > 0. Seja (fx)32; uma sequéncia

de Cauchy em [Hey(E; F), Te]. Assim, dado ¢ > 0 para § > 0 existe um Ky € N tal que

|fx = fille, < %, sempre que k,j > Ko. Assim, dados p > 1em € N, se k,j > K temos

1 1 N L
< lfe — filley
< 2 (3.15)

Logo para cada m, (%cimfk(O)),;“;l ¢ uma sequéncia de Cauchy em Po(™FE; F) o qual é um
espaco de Banach. Entao, existe P, € Po(™E; F) tal que

N G-, B
Jim —d fx(0) = P
Considere f(z) =Y~ Pn(x). Veja que f € Hep(E; F). De fato, como

1 -
%dmf(()) =P, € Po("E; F),

1

resta provar que lim,, oo (%Hasz(O)H@) " = limy e (||Pm||@)% = 0. Para cada p > 0 existe
0 <M, < oo tal que || fxlle, < M, para todo k € N. Segue que

< il < M,, 0 que implica
S

m 1 Am
p %d fx(0)

<2 (3.16)

1 -
—d™f.(0
Hm! )| <

para todos k,m € N.

Observe que

1

A 1 -
P, < |Pn——d"fx(0 —d" f(0
Palle < [P = )]+ |0
1 - M
< ’Pm——'dmfk(()) + =L
m! o P
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[Pnlle <

3[E

para cada m = 0,1,

(3.17)
. e entao

hm |1Pnlle <

S}

3

bl»—

Fazendo agora p — oo, temos que

1
lim || Pnllg = 0.
m—00

Falta mostrar que fy — f € Heu(F; F) na topologia 1o de Hep(E; F). Sejame >0ep >0
fixos. Assim se p; > 0 é tal que 0 < p < py, usando (3.17), temos que

0o - 0o mM oo p m
> r1ple < S <, 5 (2) <o
m=0 m=0 P1 m=0 P1
e usando (3.16), segue que

[e.9]

ZP’"

m=0

el < S (2) <~

Logo existe um n > 0 tal que

o0

m 1 m €
> Ho) <5 (315)
para cada j = 1,2
o0 . c
> 0" [Pulle < - (3.19)
Como lim;_,

d™f;(0) = P, temos que lim;_, ||
= > 0 existe jp € N de forma que p ||dmfj( ) —

1" £5(0) — Pulle = 0, e logo para
Pnlle < 45 sempre que j > jo. Assim
— 1 £ e €
"I—=d"f;(0) =Pl <—+...+—=n—=—,
Z:Op i 1i0) S T D T
m= ﬁ,—/

(3.20)
para todo 7 > j
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Logo, escolhendo jo, k e n adequados temos que existe K (e, p) tal que

I fe— fllop < Ik — fillew + Ifi — fllo,

€ | o R
por (3.11) < -+ Zﬁd £i00)=> " Py,
m=0 m=0 O,p
€ =1 o
= Z+ Zﬁ [i(0) — Py,
m=0 O,p
e = P | (o= 1
- Z*Zﬁ d <Zm!d fj(O)—Pm>(0)
m=0 m=0 [e)
£ = " | o
= > B dm i) - mipn
m=0
c n—1 1 .
< 4+me‘mdmfj — Pn, +Z,0 H dmfj m@
m=0
e € - m
por (320) € S+ ° Zp | im0 H +Zp 1Palle
e €
. . < T4 4t 4=
por (3.18) e (3.19) < 4+4+4+4

para todo k > K (e, p). Portanto, provamos que f; — f em Hep(E; F). m

Definicao 3.2.15 Seja f € H(E; F). O polinomio de Taylor 7, s.(x) de ordem n de f em a,
para cada x € F, é definido por

To f.a(T Zk'dk a)(x —a).

O lema abaixo prova a convergéncia do polinomio de Taylor de ordem n na origem de
f € Hep(E) para f na topologia ¢ do espaco Hep(F).

Lema 3.2.16 Sejam f € Hep(E; F) € T, 10 polinomio de Taylor de ordem n de f na origem.
Entao para cada p > 0 temos
Jim [ f =7 solle,, = 0.

Demonstragao. Seja f € Hew(E; F) e considere a série de Taylor de f em volta da origem
dada por Y 7, 5d*f(0). Veja que

S 1. n 1.
1f = Tusolle, = Zydkf(o)— Hdkf(o)
k=0 k=0 O,p
o0 1 Ak:
= Z Hd f(0)
k=n+1 0.,
oo k o
_ P sk 1o
= 25l (Z de(@))
k=0 k=n+1 o
[eS) k 1.
= Y Zlk=d (o)
k! k!
k=n+1 €]
o pk ,\k
> o],




Como f € Hey(E), segue que

=

i (;10)lla) =0

k—o0

Logo

=

ay
tin (‘470 )

p lo teste da rai irie SN0 £
ortanto, pelo teste da raiz, provamos que a série » ;. . &

e k
. T B_ s
Jin [ = goll = lim 37 a0

k=n+1

=

. 1 7k
= Jim o (G O)l) =

czkf(O)He converge. E logo

[~

S}
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Capitulo 4

Hiperciclicidade em Hgy(E)

Neste capitulo vamos demonstrar que os operadores de convolugao sobre os espacos de
funcoes inteiras ©-holomorfas de tipo limitado, que nao sao multiplos da identidade, sao hi-
perciclicos. Este resultado foi provado em [4] e generaliza diversos resultados de hiperciclicidade
nessa linha. Para isso, precisaremos ainda de alguns resultados de holomorfia. Como estes re-
sultados sao mais recentes e nao fazem parte da literatura geral de holomorfia, preferimos
introduzir neste capitulo, como ferramentas especificas para a prova do resultado principal.

4.1 m-tipo de holomorfia

Vamos agora exibir a defini¢ao de m;-tipo de holomorfia introduzida em [9] (e refinada em
[4]) e caracterizar o espago dual de Hey(E) usando a transformada de Borel.

Definigao 4.1.1 Seja (Po(™E; F))X_, um tipo de holomorfia de £ em F. Um ©O-tipo de

m=0
holomorfia é dito ser um 7 -tipo de holomorfia se satisfaz as seguintes condicoes:

(i) Para todos ¢ € E', b € F e m € Ny, temos que ¢™b € Po("E; F) e [[¢"b|le < ||o|™]0]l;
(ii) Para cada m, Pr(™E; F) é denso em (Po(™E; F), | - |lo)-
Exemplo 4.1.2 A sequéncia (Pn("E; F), | - ||N)2X_y € um m-tipo de holomorfia de E em F.

Proposicao 4.1.3 Seja © um m-tipo de holomorfia de E em F. Entio, Py(™E;F) C
Po("E; F) e a aplicagdao inclusao € continua.

Demonstracao. Seja P € Py(™F; F). Entao dado ¢ > 0 existem sequéncias (z5)52, C E' e
(y:)2, C F limitadas tais que

> 2™yl < (1 + )[|1P)x (4.1)
i=1
e também -
P = Z " @y, (4.2)
i=1

onde 2" ® y; : E — F, é dado por 2" ® y;(z) = z(z)"y; .

Defina S, = >0, ||zi||™|lvil|- Logo, por (4.1), temos que (S,)32, é convergente e logo é
uma sequéncia de Cauchy.

Considere P, = Y1 | /" ®y,. Veja que (P,)%°, é uma sequéncia de Cauchy em Pg("E; F).
De fato, para € > 0 dado acima existe ng € N tal que, se n > j > ng, temos que

40
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n J
1P = Pille = |I> ai" @y 2" @y
i=1 i=1 o)
n
< Z ;" @ y;
i=j+1 6
n
< 3 7" ®ylle
i=j+1

pela Defini¢ao 4.1.1 < Z Nz ™ [yl
i=j+1
por (S,) ser de Cauchy < e.

Entao como Pg(™F; F) é um espago de Banach existe Q € Pg(™FE; F) tal que
lim, . || P, — @lle = 0. Assim, pela Proposi¢ao 3.2.8 temos que

1P, = Qll < o™[[ P, = Qlle-

Logo lim, e P (x) = Y oo, wi(x)™y; = Q(z), ou seja, Q(x) = P(x), para todo = € E.
Agora, observe que

n
< Sl @ uile
=1

Z T ® Y;
i=1

pela Defini¢ao 4.1.1 < Z Nz l™ [y
i=1

S}

Dai segue que

IPlle =

S}

< Jm S 1Pl = 31
por (4.1) < (1+9)||P|n-

n
. m
fiw 3 o
i=1
n

Fazendo € — 0 temos que ||Plle < [|P||x. =

Corolario 4.1.4 Para cada 7 -tipo de holomorfia © de E em F, Hyy(E; F) estd contido em
Heowo(E; F) e a aplicagao inclusao é continua.

Proposicao 4.1.5 Seja © um mw-tipo de holomorfia de E em F. Entao o subespago vetorial
S de Hey(E; F) dado por S = span{e®b: ¢ € E',b € F} € denso Hey(E; F).

Demonstragao. Primeiramente vamos provar que e - b € Hey(FE; F), para todos ¢ € E' e

beF. Comoe? -b=>3">_, %(bmb e o raio de convergéncia dessa série é infinito segue que
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e?-be H(E; F). Como © é um m;-tipo de holomorfia segue que %b € Po(™E; F) para todo
m € Ny e pela condigao (7) da Definigao 4.1.1 segue que

1 N 1
. 1 m m . 1 " poey ' b E
lim (—| ¢ -bH@) < lim (—' o)™ - Hb”> = ||¢|| lim 16]]
oo \ M! m—oo \ m)! am

=0.

m—r

Portanto e?-b € Hey(E; F) para todos ¢ € E', b € Felogo {e?b:p e E beF} CHep(E; F).
Provemos agora que S é denso em Hey(E; F'). Seja S o fecho de S na topologia de Hep(E; F).
Seja f € Hep(E; F) e considere sua série de Taylor em volta da origem

1.
f=2 gd 0

. _ "1 . _
Observe que se cada d*f(0) € S entdo ngkf(O) € S, para todo n € Ny, ou seja,

Tnr0 € S para todo n € Ny. Pelo Lema 3.2.16 temos || f — 7, r0lle, — 0 quando n — oo e
dai feS.

Agora, como © é um 7-tipo de holomorfia temos que %c/l\mf(O) € Po(™E; F) para cada m
e logo basta mostrar que Pg(™FE; F) C S, para cada m € Ny. Para provar isso basta mostrar
que P¢(™E; F) C S, para cada m € Ny. De fato, seja P € Po(™E; F) entao segue de (i) da
Definigao 4.1.1 que existe uma sequéncia (P;)32, C Py(™E; F) tal que

|P — Pjlle — 0, quando j — oo.

Para cada p > 0, como © é um m-tipo de holomorfia segue que Py("™E; F) C Po(™E; F) C
Heow(E; F) e, logo, P, P € Hep(E; F) para cada j. Daf temos

m

P

IP = Pilloy=211P = Pilo — 0 quando j - oo.

Logo P € Py(mE; F) C S, ou seja, Po(™E; F) C S. Para provar que P;(™E; F) C S basta
mostrar que ¢™-b € S para todos/ n=0,1,2,...,¢ € E' e b € F'. Vamos fazer isto por inducao
sobre n. Sejam ¢ € E' e b € F. E claro que

=1
KPP

no sentido de Hey(E; F'). Logo

o0

Ao _ _n n
e .b_zn!qa b
n=0
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para todo A € C, no sentido de Hey(E; F'). Para cada A € C, A # 0 temos

e* - b—b 1,
T T _hbh = (M b=b=)o-b
T 0 = (e 6-b)
1 1 Y
= 5 > NG b—b—X¢-b
=0 "
= A(bﬂgb b+z wﬂ b—b— A\ - b)
j= 2
I 1 . R
— Xzﬁxw.b:z]’!—)\)\jw'b
=2 j=2
N N B
— Zf}g ¢]'b:Zf)\/\J ¢ b
— 4! — 4!
J=2 J=2
= A> '/\3 2¢7 - b.
=
Logo
Mo 1
lim || T —0-b| = lm [A|S N (4.3)
IA|—0 o, =0 petll o,
Observe que, para |A| < 1 temos
1 2 ¢ b S
i =247 ZMMJ gz < 0.
7j=2 =2 7=2
Entao, segue de (4.3) que
2. h_b e
lm |22 —gob) = lim A N2 =0
[A|—=0 A 0, =0 = 4! .
»

Logo ¢ - b € S. Suponhamos que ¢’ - b € S para todo j < n — 1. Observe que, dado A € C,
A # 0 temos

(w b_z )\JQSJ_) (b" b _ % Zjl)\]¢] b_z )\J¢J b) ¢;,b
= 5 ZJ.AW ) dat

1 )
= — _)\” L )\J J _
AT ¢ +]zn;‘1 ¢ ) n!

- % Z %Ajﬁbj'b: Z %Aj_”w-b

o

1 ) )
= D Wb

j= n+1j'

:)\Z Aﬂnlqsﬂb

j= n+1
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Portanto
n—1 00
1 | " - b 1 .. ,
li —[eMb— —No¢? -b| — = li A Nyl 4.4
o, 5 ( 2 5N ) | AP 2 YT @y
§=0 o, j=n+1 o,
Como
N Y =¥ b
> gl <)y O
j=n+1 0,0 Jj=n+1 O,p

para |A| suficientemente pequeno segue de (4.4) que

n—1

=07

= 0.

lim
[A|—0

O©,p

Logo, ¢™ - b € S para todo n € Ny. Portanto f € S e entdo S = Hey(E; F). m

Vamos agora definir a transformada de Borel. Suponhamos que © é um 7;-tipo de holomorfia
de E em F'. Podemos entao definir a transformada de Borel

Bo : [Po("E; F)] — P("E'; F)

definida por BeT(¢)(y) = T(¢™y), para todo T € [Po("E;F), ¢ € E' e y € F. E claro
que Bg estd bem definida e é linear. Vamos denotar por Pe ("™E’; F') a imagem de Bg em
P(™E"; F') e definir a norma em Pe/ (" E'; F') por || BeT||ler = ||T||. Entao ([Po(™E; F)], |-
é isometricamente isomorfo a (Pe/ ("E"; F'), | - |ler)-

Definigao 4.1.6 Seja © um m;-tipo de holomorfia. Para T' € [Hep(E)]" definimos a transfor-
mada de Borel de T', denotada por BT, como a funcao definida em E’ por

BT (¢) = T(e?) € C, para todo ¢ € E'.

Como provamos na proposi¢ao anterior que e? € Hey(E), para todo ¢ € E', segue que BT
estd bem definida.

Definicao 4.1.7 Sejam (Po(™E))S_, um m-tipo de holomorfia de £ em C e f € H(E').
Entao f é dita ser ©'-tipo exponencial se:

(i) d™f(0) € Po/(™E') para cada m € Ny;
(ii) Existirem constantes C' > 0, p > 0 tais que

ld™ F(0)ler < Cp™, para todo m € No.

O conjunto das fungdes ©’-tipo exponencial sera denotado por Ezpe(E').

Proposicao 4.1.8 Seja © um m-tipo de holomorfia de E em C. Se T € [Hep(E), 70|, entao
BT € Expe(E') e a aplicacao

B : [H@b(E),T@]/ — Exp@/(E/)

¢ um isomorfismo algébrico.
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Demonstracao. Vamos mostrar primeiramente que 8 estd bem definida. Para isso devemos
provar que dado T € [Hey(E), 7o) temos que BT € Expe (E'). Como Pe(™E) C Hen(E)
podemos considerar a restricao T, =T | Po(™E) e logo T, € [Po(™E)|". Agora, como

(Po(™EN' I - 1) = (Per("E'), | - ller)

para cada T;, € [Pe(™FE)]’ existe um tinico polinémio P/ € Peo/(™E') tal que BT, = P/,
ou seja, BeT,,(p) = P! (¢), para todo ¢ € E' e logo T,,(¢™) = P! (¢). Mais ainda, como o
isomorfismo é isométrico temos que

| Tl = | P, |ler, para todo m € Ny. (4.5)

Entao,

BT() = (Z ¢) S T(en).

m=0
Portanto d™BT(0) = P,,. Como P, € Pe/(™E'), segue que d™BT(0) € Pe (™ E").

Como T é continua, existem constantes C' > 0, p > 0 tais que

TN < Cllfllep

para cada f € Hep(E).
Em particular, para cada @, € Po(™FE), temos

T(@m) <CHQmH@p—CZ HdJQmH@ —C Hm'QmH@ = Cp"|@mlle-

Dai segue que
[Tl = sup  |Tn(Qm)| < Cp™||Qumlle < Cp™,

”QmH@SI
para todo m € N.

De (4.5) temos que ||P) |lee = ||Twm|| e portanto || P/ |ler < Cp™. Logo BT € Expe(E').
Provemos agora que B ¢ injetora. Como *B é linear basta mostrarmos que 87 = 0 implica em
T =0. Se BT = 0, entao para cada ¢ € E’ temos BT (¢) = T'(e?) = 0. Seja f € Hep(E). Pela
Proposicio 4.1.5 span{e? : ¢ € B’} = Hep(E), existe uma sequéncia (e?)2; tal que

lim e = f.

n—oo

Como T é continua
T(f) = lim T(e’") =0,

n—oo
e logo, como f é arbitraria segue que T = 0.

Falta mostrarmos que B é sobrejetora. Seja H € Expe/(E') e vamos denotar dmH (0) por
P/ . Assim
=33
!
m=0 m

e como H € Ezpe/(E') tem-se que P! € Po/(™E') e ||Plloe < Cp™ para todo m € Ny e
algum C,p > 0. Como P!, € Po(™E'), existe um unico funcional H,, € [Pe(™F)]" tal que
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BoH,, = P/, ou seja, H,(¢") = P’ (¢) para cada ¢ € E' e |H,| = ||P,ller, para todo

m € Ny. Para cada f € Hep(E), com f =Y~ _ Q, fixo, seja

T(f) = 3 HulQu).

m=0

Provemos que T € [Hey(E)]'. E claro que T é linear. Observe que

Tl =

> Hu(Qu)| <Y [Hin(Qu)]

S Hull  1Qmlle = I1Pllerl|@nlle
m=0 m=0

IN

< Y pIQulle = Cllfllon

m=0

Entao para cada f € Hep(E), T(f) esta bem definida e |T'(f)| < C|f|le,. Portanto T é
continua. Logo T € [Hey(E)] e

para cada ¢ € E'. Assim, dado H € Expe/(E'), encontramos T' € [Hey(E)] tal que BT = H.
Portanto B é sobrejetora. m

Proposicao 4.1.9 Seja © um my-tipo de holomorfia de E em C e U um subconjunto aberto
nao vazio de E'. Entio o conjunto Sy = span{e® : ¢ € U} é denso em Hep(E).

Demonstragao. Suponha que Sy nao é denso em Hey(E). Entao pelo Lema 1.1.6 temos que
existe T € [Hey(E), 7o)’ que se anula em S;. Em particular, T(e?) = 0 para todo ¢ € U. Logo
BT(¢) = T(e?) = 0, para todo ¢ € U. Entao BT é uma fungio holomorfa que se anula no
conjunto aberto e nao vazio U. Assim pela Proposicao 3.2.5 segue que BT = 0 em E’. Pela
Proposicao 4.1.8 temos que B ¢ injetora e logo T' = 0. Esta contradicao prova que Sy é denso

em Heop(E). =

4.2 Hiperciclicidade dos Operadores de Convolugao em

Hou(F)

Nessa secao vamos estudar os operadores de convolucao em termos de hiperciclicidade.
Comecamos com a defini¢cao de operador de convolucao.

Definicao 4.2.1 Seja © um tipo de holomorfia de £ em C.
(i) Paracadaa € E e f € Hep(F), a translagao de f por a é definida por

Tof B — C, (1.f)(x) = f(z — a).
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(ii) Um operador linear continuo L : Hep(E) — Hep(E) é chamado de operador de con-
volugao em Hep(E) se é invariante sob translagao, isto é,

L(7af) = 7a(L(f))
para todo a € E e f € Hep(E).

O espago vetorial de todos os operadores de convolugao em Hep(E) serd denotado por O(Hey(F))

Proposicao 4.2.2 Sejam a € E e f € Hey(E). Entao:
(i) d"f(-)(a) € Hey(E) e

no sentido de Heop(E) para todo m € Ny

(i)

oo

(raf)a) = > " () (@)

m=0

no sentido de Hep(E), onde (T_of)(z) = f(z — (—a)) = f(z + a).

Demonstracao. (i) Seja f € Hep(E) com série de Taylor em volta da origem dada por

Flo) = 3 " 0.
Entio d™ f(0) € Po(™E) e
J (L) o0 (40

Pelo Teorema 3.2.12 e pela Férmula Integral de Cauchy, segue que

Portanto,

1/\

d"f(z) = 2l A" f(0)2* (a)

= 1
_ Z Edm—&-kf(o)xka
k=0
= 1
pois d™* £(0) é simétrica = Z Edm%f((])a "

= )" (1)
k=0
= " f(a)(). (4.7)
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Agora como a?/mf(()) € Po("E) para todo m, pela condi¢ao (iii) da Defini¢cdo 3.2.6 temos
que

/\
d™* f(0)a™e Po(FE)

— O.m+km|k|

I a™**f(0)a™ Jlo < WHJ’”*’V(O)H@HGH’”- (4.8)

Entao

lim (
k—o0

I~
H dm+ f(O)CLm

1

(m+Fk)! 1)

%
||a||m)
(C]
1
k
)

1 A
= i 9 mm!) 1i = gmTk
ot (ol i ([0
por (4.6) = 0,

k
> < lim (m!am+k
T k—oo
e

1 ~
— : m, | m-+k
o lim ((UHGII) m! H—(m+k)!d f(0)

1
)k
S)

para todo m € Ny. Provamos entdao que d™ f(-)(a) € Hgy(E). Falta mostrar que

IO =3 g 00" @)

k=0

no sentido de (Hgp(E), 79). Seja p > 0 entao

o —~ 1| o o — 1
. a) — _' . a — _' . a
d"f(-)(a) 1[40 (@) Zk,'d FO)()" (a)
k=0 0,0 k=v+1 O,p
— 1
= 11> = O @™ ()
k=v+1 O,
=S 2 oy |
- k! ©
k=v+1
por (4.8) < kg;rlam*km!pk mcf””kf(O) ®Ha||m
Comlflal™ &~ (po)™ TRk
= T 2 e Ol
pm k—zv;-l (m+k)' f( ) @,pa’

que converge a 0 quando v — oo, pois f € (Hep(F), To).
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(7i) Sejam f € Hep(E) e a € E. Entao a série de Taylor de (7_,f)(z) em volta da origem é:

(ra@) = Y dr L f0)@)

Agora, de (4.7) temos que

Portanto,

m=0 k=0
LR i S

= D 2 " 0)a" (2) (4.9)
k=0 m=0

Como f € Hey(E) pela Proposigao 3.2.13, temos que 7_,f € Hep(E). De fato, seja b € E
e m € Ny. Veja que

LA uf)(B) = A" b+ a) € Po("ELF) ¢

1
) 0
©

m—r0o0

1. 0
lim (H—,dm(Taf)(b) ) lim (H—dmf (b+a)
m: o m—00

Portanto 7_,f € Hep(E).



Assim, para cada p > 0 temos que

Tof ~ Z i f = kZ IR LZ A0 ()
O,p =0 m=0 =0
- %dkf(a)(-) -y % [Z% A" f(0)a™ ()
k=0 m=0 k=0 _
- %dkf(a)( ) — Z% [Z % d™f(0)a™ ()
- >4 [d’“f(a)( )= 3 A0 >]
k=0 m=0 O,p
o k|| n —
= S @) = S )
k=0 m=0 o
00 k e —
por (4.7) = % Z % A"k F(0)a™
k=0 m=n+1 1)
< S Z =l (O)a" o

por (4.8) < Z Z | ld™+ £ (0)llolal|™

Agora como f € Hey(E) tem-se que

1
. I mo
Jm (L) o
ou seja, dado £ > 0 existe C' > 0 tal que

1 .
@ f(O)o < C -2

para todo m € Ny. Escolhendo ¢ > 0 de forma que gep < 1 e |ja]loe < 1, segue que

T—af Z_dmf < i io: pko.m—i-kHaHmCE
1

- C Z<o—sp>k> ( 3 <||auo—s>m>,

que tende a 0 quando 7 tende a infinito. m
Defina a seguinte aplicagao em O(Hep(E)):
F@ . O(H@b(E)) — [H@b(E)]/
L — F@(L) : H@b(E) — K
[ = Te(L)(f) = L(f)(0)

A partir disso, temos o seguinte resultado.

Lema 4.2.3 Seja © um m-tipo de holomorfia de E em C e L € O(Hey(E)) dado. Entao:
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o1

(a) L(e?) =B(Te(L))(¢) - e® para todo ¢ € E'.
(b) L é mailtiplo da aplicacao identidade se, e somente se, B(T'o(L)) é constante.
Demonstragao. (a) Como I'g(L) € [Hey(L£)]', pelo Teorema 4.1.8 temos
B(To(L))(9) =Te(L)(e”) = L(e”)(0)
para todo ¢ € E’. Observe que, dado y €
T_y(e9)(x) = e®(z — (—y)) = e®(x +y) = ?HY) = W) . 20) — W) . 9 (y)

para todo x € E e portanto 7_,(e?) = e?® . ¢?. Entao

L(e*)(y) =

I
~
—~
3
<
—~
®

I [
[
SIS
E & =
R 3=
N
—
S
—_ = =
=5 2
~—

—~

S

~—~

= (B(Te(L))(9) - ”)(y),
para todo y € E. Portanto, L(e?) = B(T'e(L))(¢) - €® para todo ¢ € E'.
(b) Seja A € C tal que B(T'o(L))(¢) = A para todo ¢ € E'. Por (a) segue que
L(e?) = B(To(L))(¢) - ¢ = - ¢”

para todo ¢ € E’. Como pela Proposi¢ao 4.1.9 o conjunto span{e® : ¢ € E'} é denso em
Heow(E) e f € Hep(E), temos que existe uma sequéncia ("), que converge para f. Como
L é continua,

L(f) = L(lim e’") = lim L(e?") = lim Ae® = X lim e = \f.

ny00 n-300 n—y00 n—r00
Seja A € C tal que L(f) = Af para todo f € Hep(E). Por (a) temos que
e = L(e”) = B(Te(L))(¢) - ¢
e logo B(T'e(L))(¢) = A paratodo p € E'. m
Proposicao 4.2.4 Seja (Po(™E))X_, um m -tipo de holomorfia de E em C. Entao o conjunto
B={e?:¢pcE}

¢ um subconjunto de Heop(E) linearmente independente.

Demonstragao. Sabemos que o conjunto {e¥ : p € E'} C Hep(F) sempre que © é um m-tipo
de holomorfia. Dado a € E, da Proposicao 4.2.2 segue que o operador diferenciagao

D : Hep — Hew, Do(f) = df (-)(a)

estd bem definido. Seja {e¥};c; um subconjunto maximal de B linearmente independente. Seja
¢ € E' fixo e assuma que existem constantes nao nulas Cj,...,C; € C tal que
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Oﬂe%l + ...+ CZ‘TG%T = e”. (410)

Seja a € E qualquer. Observe que dado ¢ € E’ temos que e?®) = Z;’io %(qb(m))f e assim

/\
A" (e?)(0)2" (a) = d™ T (e?)(0)2"a™ = (¢(2))"(¢(a))™
para todo m € Ny. Assim, novamente pela Proposicao 4.2.2, temos

/\ 00
1 d (e Z
k=

0

d(e”)(z)(a) = Z

=l
\_/
~—

k!
- Y %w( D = pla)e
para todo x € E. Portanto,
d(e®)(-)(a) = ¢(a)e’. (4.11)
Aplicando o operador D, em (4.10) e usando (4.11) obtemos
Ciavir(a)e?™ + ...+ Cipir(a)e?™ = p(a)e?. (4.12)
Suponha que ¢(a) = 0. Entao, por (4.12), temos

Cilgoil (a)ép“ 4+ ...+ Cirgpi,r(a)esoir =0

e logo, como as constantes Cj, . .., Cj. s@o ndo nulas e o conjunto {e },c; é linearmente inde-
pendente, temos Cy;p;;(a) = 0, para todo j € {1,...,r}. Portanto ¢;1(a) = ... = p;(a) =0 =
p(a). Agora se ¢(a) # 0 segue de (4.12) que
Capn(@) o +.o+ Cirpirla) i, _ e’
p(a) o(a)

e logo por (4.10) temos

Entao segue que

Capi o
Ll(a) — C;1 =0 o que implica
p(a)
vir(a) = ... = pi(a) = p(a). Como a € E é arbitrario, ¢;; = ... = ¢, = . Portanto,

{e?};e; = E' e logo B é linearmente independente. ®

Finalmente todas as ferramentas necessarias estao postas e estamos aptos a enunciar e
demonstrar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.2.5 Seja E' separdvel e (Po(™E))5_, um mi-tipo de holomorfia de E em C. Entdo
todo operador de convolugiao em Hey(E) que nao é multiplo da identidade é hiperciclico.
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Demonstracao. Seja L : Heop(E) — Hep(E) um operador de convolugao que nao é multiplo
da identidade. Vamos mostrar que L satisfaz o critério de Kitai. Primeiramente, como E’ é
separdvel e © é um m;-tipo de holomorfia, temos que Hey(E) também é separdvel. Sabemos da
Proposigao 3.2.14 que Hey(E) é um espaco de Fréchet. Vamos denotar por A o disco unitério
aberto em C. Considere os conjuntos

V={6€E: [B(Ie(L)(6)] < 1} = BI(L) ()

W={peE:[BTe(L)(#)|>1}=B(Te(L) (C-21).

Como L nao ¢é multiplo da identidade, pelo Lema 4.2.3 (b) segue que B(I'g(L)) nao é
constante e logo V' e W sao subconjuntos de E’ nao vazios. De fato, suponha que W = ().
Entao |B(I'e(L))(¢)] < 1 para todo ¢ € E’. Assim a fungao B(I'g¢(L)) é inteira e limitada e
portanto, pelo Teorema de Liouville, B(I'g(L)) é constante, absurdo. Portanto W é nao vazio.
Suponha agora que V = (). Entao, para todo ¢ € E’, tem-se

IB(T'e(L))(¢)] > 1 o que implica | <1.

1
B(Te(L))(¢)

Logo a fungao W é inteira e limitada e portanto, novamente pelo Teorema de Liouville é

I)
constante. Dai segue que B(I'g(L)) é constante, absurdo. Concluimos entao que V' # ().

Considere agora os seguintes subespagos de Hep(E)

Hy = span{e® : ¢ € V} e Hy = span{e® : ¢ € W}.

Pela Proposigao 4.1.9 temos que Hy e Hy sado densos em Hep(FE). Vamos trabalhar pri-
meiramente com Hy. Dado ¢ € V' pelo Lema 4.2.3 (a) temos

L(e?) = B(To(L))(6) - ¢ € Hy.
Entao L(Hy) C Hy pois L é linear. Aplicando o Lema 4.2.3 e a linearidade de L temos
17(e?) = [B(To(L))(@)]" - ¢?
para todo n € N e ¢ € V. Consequentemente

L*(f) = [BTe(L)(@)]" - f
para todon € Ne f € Hy. Como |B(I'e(L))(¢)| < 1 sempre que ¢ € V, segue que L"(f) — 0
quando n — oo para cada f € Hy.

Vamos agora trabalhar com Hy,. Para cada ¢ € W temos B(I'e(L))(¢) # 0 e entao

podemos definir
e(b

B(l'e(L))(9)

Pela Proposigao 4.2.4, o conjunto {e? : ¢ € W} é linearmente independente, e logo podemos
extender S para Hy por linearidade. Portanto S(Hy ) C Hy e

ne f
') = BT @

para todo f € Hy en € N. Como [B(I'e(L))(¢)] > 1 sempre que ¢ € W, segue que
lim,, o S™(f) = 0, para cada f € Hy . Finalmente,

f _ N B
93<r9<L>><¢>) = BeL)O) BTN

para todo f € Hy . Portanto, pelo critério de Kitai, L é hiperciclico. m

S(e?) == € Ho(E).

LoS(f) = LIS()) = L( -/
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4.3 Consideracoes finais

Até o momento, este resultado provado acima e que foi publicado em 2013 em [4], é o
resultado mais geral de hiperciclicidade que se tem nessa direcao. Este resultado generaliza
diversos resultados anteriores nessa direcao. A titulo de informacao, podemos citar um resultado
de 2007 de D. Carando, V. Dimant e S. Muro publicado em [6]:

Teorema 4.3.1 Suponha que E' é separdvel. Seja {By(E')}r uma sequéncia coerente e {Up(E)}
tal que Ay (E) = Br(E') para todo k. Entao, todo operador de convolu¢ao em Hyy(E) que nao
¢ maltiplo escalar da identidade é hiperciclico.

Este resultado é um caso particular do Teorema 4.2.5, j4 que foi provado em [4] que a
sequéncia coerente {2 (F)}y é um m-tipo de holomorfia.

Outros casos particulares do Teorema 4.2.5 sao quando consideramos o espa¢o Hyy(E), ou
seja, considerando como mi-tipo de holomorfia os polinémios nucleares (veja Exemplo 4.1.2).
O problema de estudar hiperciclicidade de operadores de convolugao em H y,(E) foi proposto
em [2] e 86 foi solucionado em [6] como caso particular do Teorema 4.3.1.

Também como aplicagdo do Teorema 4.2.5 segue que tomando E = C" e Pg("C") =
P(™C™), temos Hep(C™) = H(C™), e neste caso, o Teorema 4.2.5 resgata o resultado de Gode-
froy and Shapiro [10] que é o Teorema 2.2.8 desta dissertagcao.
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