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ALVES, T. R. Polinomios dominados entre espacos de Banach. 2011. 74 p. Dissertacao
de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é estudar teoremas de dominagao e de fatoragao
para polinomios homogéneos dominados entre espacos de Banach. Para isso primeiro
estudam-se os polindmios homogéneos continuos entre espacos de Banach, exibindo vérias
propriedades e exemplos. Posteriormente, volta-se o estudo para os polinémios homogéneos
absolutamente somantes e, em particular, para os polinomios homogéneos dominados.
Nesse estudo, entre outras coisas ¢ demonstrado o teorema da dominagao de Pietsch e
exibido um exemplo de polindomio homogéneo dominado que nao ¢ fracamente compacto.
Em seguida, prova-se que a validade da extensao natural do teorema da fatoracao de
Pietsch para polinomios dominados implicaria que polinémios dominados sempre seriam
fracamente compactos; o que aniquila com a possibilidade da validade de tal extensao.
Por fim é demonstrado o teorema de fatoragao que diz que um polinomio homogéneo P é
p-dominado se e somente se P = () o u onde () é um polinomio homogéneo continuo e u
¢ um operador linear absolutamente p-somante.

Palavras-chave: polindmios homogeéneos, polinomios p-dominados, polinomios fracamente
compactos, teorema de dominacao, teorema de fatoracao.
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ALVES, T. R. Dominated polynomials between Banach spaces. 2011. 75 p. M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main goal of this dissertation is the study of domination and factorization theorems
for dominated homogeneous polynomials between Banach spaces. To accomplish this task
continuous homogeneous polynomials between Banach spaces are studied first, including
main properties and examples. Next we turn our attention to the study of absolutely
summing homogeneous polynomials and, in particular, dominated homogeneous polyno-
mials. Among other things, the Pietsch domination theorem is proved and an example
of a non-weakly compact dominated polynomial is provided. The next step is the proof
that the validity of the natural extension of Pietsch’s factorization theorem to dominated
polynomials would imply that every dominated polynomial is weakly compact; a fact that
shows that there is no such natural extension. At last the following factorization theorem
is proved: a homogeneous polynomial P is p-dominated if and only if P = Qou where @) is
a continuous homogeneous polynomial and u is an absolutely p-summing linear operator.

Keywords: homogeneous polynomials, p-dominated polynomials, weakly compact poly-
nomials, domination theorem, factorization theorem.
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INTRODUCAO

A Analise Funcional Linear estuda primordialmente operadores lineares continuos entre
espacos normados. Uma generalizacao natural dessa teoria aponta na direcao do estudo
de aplicagoes nao lineares entre espacos normados. Nesse sentido, um dos primeiros passos
na intencao de sair da linearidade vem com o estudo das aplicacoes multilineares e dos
polinomios homogéneos.

Como as aplicacoes multilineares e os polindmios homogeéneos sao generalizacoes dos
operadores lineares, é natural questionar quais propriedades gozadas por estes operadores
continuam validas para aquelas aplicagoes. Desse modo, é comum buscar propriedades
apreciadas para operadores lineares que podem ser estendidas para versoes multilinear e
polinomial.

Em 1953, A. Grothendieck introduziu em [17] os operadores lineares absolutamente
somantes, que foram posteriormente reinterpretados por J. Lindenstrauss e A. Petcziski
em [22]. Esses operadores constituem um subespago vetorial dos operadores lineares
continuos e tém a grande vantagem de melhorar, em certo sentido, a convergéncia de
séries em espacos normados.

Em 1967, o matemético A. Pietsch explicitou em [28] algumas propriedades fundamen-
tais inerentes aos operadores p-somantes, como por exemplo os teoremas hoje conhecidos
como teorema da dominacao de Pietsch e teorema da fatoragao de Pietsch. Ambos carac-
terizam os operadores lineares absolutamente p-somantes e tornam tais operadores 1teis
em aplicacoes variadas. Além disso, A. Pietsch ainda mostrou que todo operador linear
absolutamente p-somante entre espacos de Banach é fracamente compacto.

Aparece em 1983 a primeira extensao da definicao de operador linear absolutamente
somante para aplicacoes multilineares, também devida ao matematico A. Pietsch e ex-
plicitada em [30]. A partir daf as aplicacoes multilineares absolutamente somantes sao
estudadas em vdrios trabalhos, entre eles Geiss [16], Matos [23] e Schneider [33]. Nao
obstante, em 1984 aparece em Braunss [6] a primeira definigdo de polinémio homogéneo
absolutamente somante.

Uma vez conhecido que os operadores lineares absolutamente p-somantes satisfazem
boas propriedades, fica o desejo de encontrar generalizagoes desses operadores para os ca-
sos multilinear e polinomial. Naturalmente é desejavel que essas generalizacoes também



conservem boas propriedades, como por exemplo teoremas tipo dominacao e fatoracao de
Pietsch. Extensoes nesse sentido aparecem nos artigos Matos [23] e Floret-Matos [13],
sendo que o primeiro coloca em cena as aplicagoes multilineares dominadas e o segundo
da origem aos polinomios homogéneos dominados.

Propriedades interessantes inerentes aos operadores p-somantes foram estendidas para
o caso de polinomios dominados. Dentre essas, sublinhamos um teorema tipo dominagao
de Pietsch que pode ser encontrado em [24, Proposition 3.1]. Entretanto, outras pro-
priedades que se esperavam verdadeiras nao o sao. Por exemplo, polinomios dominados
entre espagos de Banach nem sempre sao fracamente compactos, o que pode ser compro-
vado em [3, Example 1].

Teoremas de fatoracao para polindmios dominados também sao desejaveis. Um teo-
rema desse tipo pode ser encontrado em [4, Proposition 46|, que é uma extensao do
conhecido teorema da fatoragao de Pietsch para operadores p-somantes. No entanto,
essa extensao nao representa exatamente um teorema tipo fatoragao de Pietsch para
polinomios dominados, pois nele nao se tem um polinomio m-homogéneo p-dominado
canonico através do qual todo polinomio m-homogéneo p-dominados se fatora, esséncia
fundamental do teorema da fatoracao de Pietsch.

Um legitimo teorema tipo fatoracao de Pietsch para polinomios dominados aparece
no artigo [5] de G. Botelho, D. Pellegrino e P. Rueda. No entanto, esse teorema nao
representa uma extensao exata do teorema da fatoracao de Pietsch, pois alteragoes foram
necessarias para a sua verificacao. Essas alteracoes sao deveras necessarias, e isso é com-
provado na ultima se¢ao do artigo, finalizado com a demonstragao de que uma extensao
natural nao é possivel.

O foco central desta dissertacao é estudar teoremas de dominacao e de fatoracao para
polinémios homogéneos dominados. Os principais resultados sao os seguintes: a validade
da extensao natural do teorema da dominacao de Pietsch para polinomios homogéneos
dominados; a impossibilidade da extensao natural do teorema da fatoracao de Pietsch para
polinomios dominados, e, por fim, a validade de um teorema de fatoragao (nao do tipo
Pietsch) para polindmios homogéneos dominados. Para alcancar tais objetivos faremos
um apanhado geral acerca dos principais resultados referentes aos polinomios homogéneos,
continuos, absolutamente somantes e dominados. Para isso introduziremos as aplicagoes
multilineares e, desse modo, exibiremos também algumas propriedades inerentes a essas
aplicagoes.

A dissertagao esta estruturada da seguinte maneira:

e O Capitulo 1 é dividido em duas segoes, a primeira estabelece resultados sobre
aplicacoes multilineares e a segunda fornece resultados acerca dos polinomios homogéneos.
As principais referéncias usadas na construcao desse capitulo foram [10], [25] e [34].

e No Capitulo 2 introduzimos as aplicagoes absolutamente somantes. Concentraremos
desde o comecgo nas aplicagoes multilineares e nos polinomios homogéneos absolutamente
somantes, que generalizam a definicao de operador linear absolutamente somante. Na
Secao 2.3 fornecemos uma caracterizagao para aplicacoes absolutamente somantes através
de desigualdades, que ¢ o principal resultado do capitulo. As referéncias [1], [2], [9], [11]
e [15] se fizeram tteis na elaboracao desse capitulo.

e No Capitulo 3 surge a definicao de polinomio dominado, que exerce papel capital
no decorrer da dissertacao. Propriedades inerentes aos polinomios dominados também



sao verificadas, como por exemplo o teorema de dominacao tipo Pietsch, demonstrado na
Secao 3.2. Usamos as referéncias [24] e [29] no desenvolvimento desse capitulo.

e O Capitulo 4 traz consigo alguns dos principais resultados da dissertacao. Nele
verifica-se a nao validade de uma extensao bem natural do teorema da fatoragao de Pietsch
para polinomios dominados, aquela fornecida em [5]. Para isso serd necessério a utilizagao
de um exemplo de polindbmio dominado que nao é fracamente compacto, encontrado em
[3]. O capitulo culminard com um teorema de fatoracdo para polinémios dominados.
Além das duas referéncias citadas, se fez uso do livro [9].

Algo deve ser deixado claro, a escassez de originalidade. Todos os resultados expostos
nesta dissertacao ja eram conhecidos. Entretanto, resquicio de originalidade pode ser
encontrado na organizacao dos temas estudados e em diversas demonstragoes referentes
aos resultados; assim como na verificagao detalhada de pontos que normalmente sao ne-
gligenciados. Muitas demonstracoes foram feitas sem consultas; outras foram organizadas
de maneira diferente das demonstragoes consultadas, esclarecendo pontos mais obscuros
e explicitando resultados auxiliares que se escondiam nas demonstracoes.

Deixemos aqui algumas referéncias para resultados béasicos. Para teoria da medida
e integracao é suficiente o livro [14]. Resultados referentes a Anélise Funcional Linear
podem ser encontrados em [7], [8] e [19]. Para a teoria de espagos métricos aconselhamos
o livro [20], e para Topologia Geral indicamos [21]. Por fim, a teoria basica de aplicagoes
multilineares e polinémios homogéneos pode ser encontrada em [10] e [25].



CAPITULO 1

POLINOMIOS HOMOGENEOS
CONTINUOS

A andlise funcional linear tem como principal meta estudar operadores lineares continuos
entre espacos normados. No sentido de empreender um estudo além da linearidade, um
dos primeiros passos naturais é o estudo das aplicagoes multilineares e dos polinomios ho-
mogeéneos. Varios resultados vindos da anélise funcional linear sao trivialmente estendidos
para essas aplicacoes. Entretanto o caso nao linear tem peculiaridades proprias, e por isso
exibiremos neste capitulo propriedades basicas acerca das aplicagoes multilineares e dos
polinomios homogéneos. Estes resultados sao devidamente provados para o caso polino-
mial e, majoritariamente, apenas enunciados no caso multilinear. Tal procedimento se
justifica pois no decorrer da dissertagao apontaremos gradativamente o estudo na direcao
dos polinomios homogéneos.

1.1 Aplicacoes multilineares

Para os nossos propdésitos, as aplicacoes multilineares servirao para definir polinomios
homogéneos. Devido a isto apresentaremos nesta secao alguns resultados inerentes a
essas aplicagoes.

Definicao 1.1.1 Sejam m € N e Vi,...,V,,, W espacgos vetoriais sobre o corpo K := R
ou C. Uma aplicagao A: Vi x --- x V,,, — W é dita multilinear (ou m-linear) se

Alxy, o e+ 2o xm) = MNA(xy, o mgy o) + AT, T ),
para todos i =1,...,m, A € Ke x;,z, € V.
Neste capitulo os simbolos F, ..., E,,, E e F representarao espacos vetoriais normados

sobre o corpo K, exceto mencao explicita em contrario. Os espacos vetoriais sobre K das
aplicagoes multilineares e das aplicacoes multilineares continuas A: Fy x --- X E,, — F

4



serao denotados por L(Ey,...,E.; F) e L(Ey,..., Ey; F), respectivamente. Para toda
aplicagao multilinear A € L(Ey, ..., E,; F) definimos

|A|l :=sup {||A(z1,...,2m)| : x; € Ej e ||lz;|| < 1lparatodoj=1,...,m}. (1.1)

Apesar da notacao de norma, essa expressao nao define uma norma em L(Ey, ..., E,,; F),
pois pode ocorrer ||A]| = co. Por outro lado, essa expressao define uma norma sobre o
espago vetorial L(Ey,. .., En,; F), como se pode ver em [34, Proposicao 2.11]. O préximo

resultado mostra que a multilinearidade de uma aplicacao simplifica o seu comportamento
topoldgico.

Proposicao 1.1.2 Sejam Ey, ..., E,, e F espa¢os vetoriais normados e A € L(E\, ..., Ep; F)
uma aplicagao m-linear. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) A € continua.

(b) A € continua na origem.

(c¢) Existe uma constante k > 0 tal que ||A(zy,...,xm)| < Ellz1]| ... ||zn]| para todo
ponto (x1,...,x,) em Ey X ... X E,.

(d) Al < oo,
Demonstracao. Veja [34, Proposigao 2.7]. [ |

A norma de uma aplica¢ado multilinear continua, definida em (1.1), também pode ser
calculada de vérias maneiras equivalentes. Uma caracterizacao especialmente til dessa
norma é dada por

|A|| = inf {C : ||A(z1,...,20)|| < C|lz1]| ... ||zm|| para todos j=1,...,mez; € E;},

para toda A € L(E, ..., Ey,; F).

E natural questionar em que circunstancias o espaco vetorial L(Ey,...,Ey; F), munido
com a norma acima, é um espaco de Banach. A proposicao seguinte nos diz que a resposta
¢ afirmativa sempre que F' for um espaco de Banach.

Proposicao 1.1.3 Sejam E, ..., E,, espacos vetoriais normados e F' um espa¢o de Ba-
nach. O espago vetorial L(Ey, ..., Ey; F), munido com a norma definida por (1.1), é um
espaco de Banach.

Demonstracao. Veja [34, Proposigao 2.11]. [ |

Proposicao 1.1.4 Sejam Ey, ..., E,., espacos de Banach com m,n € N. Entao existe
um isomorfismo canonico I: L(Ey, ..., Epin; F) — L(Ey, ..., Epn; L(Epyt, .o Epany F))
dado por

I(A) (1,2 (Tt ooy Tngn) = A(T1, -0y Tgn) -

Mais ainda, esse isomorfismo induz um isomorfismo isométrico entre L(Ey, ..., Epyin; F)
e L(EL, ..., En; L(Emyt, -y By F)).



Demonstragao. Veja [34, Proposigao 2.12]. [ |

Conforme mencionado acima, as aplicacoes multilineares simétricas desempenharao
um papel de destaque no estudo dos polinomios homogéneos. Com a finalidade de
comecar a estudar essas aplicagoes, consideraremos a partir de agora o caso particular
das aplica¢oes multilineares em L(F, ..., E,,; F') onde

Ei=Fy=-=FE,=FE.

Neste caso os espagcos vetoriais das aplicagoes multilineares e das aplicagoes multilineares
continuas A: E™ — F serao denotados por L(™E;F) e L(™E;F), respectivamente.
Além disso, adotaremos as seguintes notacoes simplificadas:

L('E;F) = L(E; F), L('E; F) = L(E; F),
L("E;K) = L(™E), L("E;K) = L(™E) e L('E;K) = E'.
Definicao 1.1.5 Uma aplicacao multilinear A: E™ — F' é dita ser simétrica se
A1, .. 2m) = A@eq), - - - To(m))

para todos (z1,...,z,) € E™ e o € S, onde S, denota o conjunto das permutagoes dos
m primeiros nimeros naturais.

Os conjuntos das aplicacoes multilineares simétricas e das aplicagoes multilineares
simétricas continuas A: E™ — F serao denotados por L*(™FE; F) e L5(™E; F), respec-
tivamente. Mais ainda, os conjuntos L*(™F; F') e L*(™E; F') sao subespagos vetoriais de
L(™E; F) e L(ME; F), respectivamente.

Sejam n,m € N e A € L("E; F). Entao para cada (x1,...,2,) € E™ e cada a =
(o1,...,a5) € Ny com |a] == a3 + ...+ a,, = m, usaremos a notagao

a an .
Azt oooaim = A(xy, o Ty Ty e, X)
N o N

n 7

-~ -
a1 Qn

para todo m > 1.

Proposigao 1.1.6 Para cada A € L(™E; F), defina A® por

5 1
A2y, .. ) = — Z A(To1)s - > To(m))-

O'ESm

Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(a) A* € L*("E; F).
(b) A* = A se e somente se A € L*("E; F).
(c) (A%)" = A®.
(d) O operador s: L("E; F) — L*(™FE; F), definido por s(A) = A%, € linear.
(e) Se v € E entao Ax™ = A’z™.



Demonstragao. (a) Sejam (z1,...,z,) € E™ e 0’ € Sy,. Assim,

s 1
A (:El,...,xm) = % Z A(ma(l),...,l‘g(m))

= As(xgr(l), Ce ,a:oz(m))

e, consequentemente, A° € L*(F; F).
(b) Se A = A® entao A é simétrica, pois A® é claramente simétrica. Reciprocamente,
se A € L*(™E; F), obtemos

s 1
A (xl,...,:vm) == % Z A(xg(l),...,xg(m))

o€S,
1
= Z Az, ..., o)
O’ESm
1 |
= mm.A(xl,...,xm):A(xl,...,xm)

para todo (x1,...,2,) € E™, o que implica A* = A.

(c) Segue obviamente dos itens (a) e (b).

(d) Pelo item (a), o operador s esta bem definido. Além disso, dados A, B € L(™E; F)
e A € K, obtemos

S(A+AB)(w1, ) = (A+AB)Y (1, )
1
= % Z(A—F)\B)(xg(l),...,xg(m))

" 0ESm
0ESm
- leAxU(l  Tam)) + A m,ZB%u),m, o(m)
0ESm oESm

— As(gjl, .. ,:Em) + )\[Bs(ffh .. axm)]
= (s(A)+ X s(B))(x1,...,Tm)

para todo (z1,...,x,,) € E™. Portanto s ¢ linear.
(e) Seja x € E. Entao

1

S m:_ m:_ '

A’x -~ ES Ax m!mAx = Axz™
oc m



O operador s na proposicao anterior é chamado operador de simetrizacdo. Essa
proposicao, dentre outras consequéncias, mostra que s é uma projecao de L("™F; F') sobre
Ls(™E; F).

Finalizaremos esta se¢ao com a Formula de Polarizacao. Esse resultado seré de grande
valia no estudo de polinémios homogéneos.

Férmula de Polarizagao. Seja A € L*(™FE;F). Entdo para todos xg,...,x, € E
tem-se a formula

1
A<x17 s 7:Cm) = W Z €1 'EmA(CEO +exr+-+ gmxm)m7
’ gj==%1

que serd denominada Formula de polarizacao.

A demonstracao da Férmula de Polarizagao pode ser encontrada em [25, paginas 6-7].

1.2 Polindmios homogéneos

Polinémios homogéneos sao indiscutivelmente o principal objeto de estudo desta dis-
sertacao. Nesta secao algumas propriedades bésicas inerentes aos polinomios homogéneos
sao demonstradas. A principal delas é uma caracterizacao da continuidade de polinémios
homogéneos que, assim como nos casos linear e multilinear, é um exemplo de como uma
estrutura algébrica pode simplificar o comportamento topolégico.

Definigao 1.2.1 Sejam E e F' espagos vetoriais normados. Uma aplicagao P: F — F
sera denominada polinomio m-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau m, se existir
uma aplicagdo A € L(™E; F) tal que P(z) = Ax™ para todo ponto = em E.

E facil ver que o conjunto constituido pelos polindmios m-homogéneos P: F — F
é um espaco vetorial sobre K com as operacoes usuais de aplicagoes. Denotaremos esse
espago por P(™E; F). Neste caso, também é claro que o conjunto dos polinémios m-
homogéneos continuos é um subespaco vetorial de P("™ FE; F'), esse subespaco serd denotado
por P("E; F).

Para cada P € P(™FE; F), denotaremos

[P := sup{[|P(x)[| : = € E, [[«f| < 1}.

Neste instante é bom notar que similarmente ao caso das aplicagoes multilineares, apesar
da notacdo de norma, essa relagdo nao define uma norma em P("™E; F'), pois pode ocorrer
|P|| = oco. No entanto, usaremos essa notagao, pois como veremos mais adiante, essa
relacdo faz com que (P(™E; F),| - ||) seja um espa¢o normado.

Dentre outras consequéncias, a proposicao seguinte estabelece duas desigualdades que
serao uteis na demonstracao de resultados posteriores. Antes de enunciar essa proposicao,
ressaltemos que a notagao || - || serd usada, a partir de agora, para denotar tanto a relagdo
estabelecida no paragrafo precedente para polindmios homogéneos quanto a similar para
aplicagoes multilineares definida na segao anterior (Eq. (1.1)).
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Proposicao 1.2.2 Sejam E e F espagos vetoriais normados. Para cada A € L(™E; F)
considere a aplicagao dada por

A E— F | Az) = Az™.
Desse modo a correspondéncia A — A induz um isomorfismo entre 0s espacos vetoriais
L*("E;F) e P("E; F). Mais ainda,

~ mm o~
I < A < ") A).

Demonstracao. Obviamente a aplicacao A — A estd bem definida. A aplicagao é linear
pois dados A, B € L*("E; F) e A € K temos

(A/—l—TB)(x) = (A+ AB)x™ = Az™ + ABz™ = Az + ABz = (ﬁ%— )\E)x

para todo x € E. R
Além disso, afirmamos que a aplicacao A € L*(™FE; F) — A € P(™E; F) é bijetora.
Com efeito, se P € P(™E; F), existe A € L(™E; F) tal que P(z) = Axz™. De fato,

s 1
A (l‘l,...,flim) = % Z A(:L‘U(l),...,fl,’o(m)).

O'GSm
Logo, como consequéncia da Proposi¢ao 1.1.6, A* € L("E; F) e
Asx™ = Ax™ = P(x).

Assim a aplicagao é sobrejetora. Por outro lado, se A € L*(™E; F) e A= 0, segue que
Ax™ = 0 para todo ponto z em E. Desse modo, pela formula de polarizagao,

1
Ay, ... o) = mlom Z g1 emAlro+ e+ FEnTm)" =0
gj==%1
para quaisquer o, ...,T,, € E. Portanto A = 0 e, consequentemente, a aplicacao é

injetora.
Provemos agora as desigualdades enunciadas. Segue trivialmente que

[All = sup{[[Az"™]| : x € E, [|z[| < 1}
< sup{||A(z1,...,zm)|| 1 z; € E,mjax |zl <1} = ||A]l.

Resta mostrar a segunda desigualdade. Primeiramente, note que se A € L(™E, F') entao
I|Az™| < ||A||||z||™ para todo ponto x em E. Com efeito,

k()

< ||A|| para todo ponto x em E\ {0}




e, por conseguinte,

|Az™|| < ||A|| para todo ponto z em E \ {0}.

L
B

O caso = = 0 é evidente.
Desse modo, pela féormula de polarizagao, obtemos

1
A(xl,...,xm) = W Z g1 €13§'1+ +5m$m>m
’ gj==%1
1
= W Z €1+ 51$1+ CF EmTm),

o que implica

1
[A(z1, .. 2] < o Z ler- - emAlermr + -+ + ) |
’ gj==%1
1 ~
< o > NAlerzr + - + emrn)|
Ej::tl
1 n m
< o Zﬂ\|AHH51x1+~~—|—5mxm||
gj=
1 N m
< e S AN llall + -+ laml)

Logo, se max ||z;|| < 1, segue que
J
1 ~ m’ o~
Al € e S A = A,
gj==x1

0 que completa a demonstracao. [ |

Na tltima Proposicao verificamos que para todo polinomio P € P(™FE; F'), existe uma
tnica aplica¢do multilinear simétrica A € L*(™E; F) tal que

Az™ = P(z) para todo = € E.

Nesse caso, denotaremos ]\é = A.

E natural questionar se na proposigao anterior a constante m™ /m! é a melhor possivel,
isto é, serd que nessas condigoes existe uma constante 0 < ¢ < m"™/m/! tal que ocorra a
desigualdade

IA]| < || 4]

para todo A € L(™E; F)? O exemplo a seguir mostra que a resposta é negativa.
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Exemplo 1.2.3 Sejam E = ¢, e F = C, onde ¢; denota o espaco das sequéncias r =
(T1,. -+ Tm,...) cujos termos sdo niimeros complexos e » 7, |z;| < oo. Defina a norma
oo
em ¢, como ||z|| = ijl |z
Dado m € N defina A,,: E™ — F por

1 o
Ap(zt, . a™) = — Z xl(l)...x"m(m),
m

’ UES’m

com 2/ = (x7,...,2) ,...) €y paratodo j =1,...,m.
Mostremos que A,, é uma aplicacao multilinear simétrica. Obviamente A,, é multi-
linear, pois para cada o € S, a aplicacao
1 (1) o

(z', .. 2™ — 2T ()

¢ multilinear. Mais ainda, dado ¢’ € S,,, obtemos

/ ! 1
a'(1) a'(m)y _— _—_ o) . olm)
Ap (2@ = " Z Tor(1) " Lot(m)
oE€ESm
1 o(1 o(m
oE€ESm
= Apn(zt, .. 2™),
e portanto A,, é simétrica. .
Afirmamos que ||4,,|| = —;. De fato, dados 2/ = (x1,...,2,...) € ¢, para todo

j=1,...,m, segue que

1 o ao(m
H/4nlcr17'--7ayn)H < ;EE j{: |x1(D|"'|xn§ )|

oESm
1 m m
< @(2}@)m(2}@0
j=1 =1
1
< e

A peniltima desigualdade é devida ao fato de que o membro da direita, depois de desen-
volvido, ser constituido por um somatério cujos termos sao todos os termos do somatoério
do lado esquerdo e mais outros m”™ — m! termos positivos.

Desse modo,

| Al = Sup{HAm(xl,...,xm)H 127 € B, max ||27]| < 1}
j
1 o |
< sup { S e o7 € B, max o] < 1
m! j
1
ol
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Por outro lado, dados ' = (1,0,...), > = (0,1,0,...), ..., 2™ =(0,...,0, 1,0,...) em
E obtemos

1
HAm(ajl, . ,xm)H =7
com ||z7|| <1 para todo j =1,...,m. Segue que [|4,,|| = 2.
Verifiquemos que || A,,|| = —L-. Segue por defini¢ao que

gm(x) =A, 2" =2 a2,

para todo z = (x1,..., %y, ...) € E = {1. Desse modo, como a média geométrica é menor
do que ou igual a média aritmética, obtemos

1A @)]] = 21| -« ] < LELLF 2 [m])

)

mm
e portanto
1Anll = s {1 An(@)]| 2 € B, |z <1}
S Sup{(|$1|—|—...+|$m|) SUGE,HQ;HSl}
mm
1
= —
Finalmente, ao tomar z = (%,W?,%,O,...) € E temos ||z = 1 e |A,(2)|| = L.
Assim, segue obviamente que ||A,,|| = —.
Portanto, segue que [|[Ap,|| = 21 || Ap||.

Observacao 1.2.4 Os polindmios m-homogéneos gm: E — F definidos no tultimo
exemplo sao chamados polinomios de Nachbin.

Observacao 1.2.5 Na Proposicao 1.2.2, a igualdade
m' o~
4 =" A
ocorre sempre que F é um espago de Hilbert e F' = K (veja [10, pagina 52]).

A préxima proposi¢ao fornecera uma série de equivaléncias que caracterizarao um
polinémio homogéneo continuo. Antes de enuncia-la, vejamos um resultado auxiliar.

Lema 1.2.6 Sejam E, F espagos normados e P € P("™FE; F). Se o polinomio P é limi-
tado em alguma bola Bg|xo;r] C E para algum xo € E e algum r > 0, entao o polinémio

V
P ¢ continuo, a aplicagio P € continua e || P|| < oo.
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Demonstragao. Suponha ||P(x)|| < b para todo x € Bg[zg;r]. Pela Proposigao 1.2.2,
existe uma aplicacio A € L*("E; F) tal que Az™ = P(x) para todo ponto z em E.
Assim, pela férmula de polarizagao

1
P("L‘) = W Z 51"'€mp($0+<81+‘..+8m>x)7
’ gj==%1

e portanto para ||z|| < I obtemos

1

IP@I <~ 3 [1Po+ (o1 4+ n)a)
’ Ej:il
1 b
< — b= —.
- m!QWE;1 m)!

_Z
m/r"

Se [jz|| <1, faga y = Assim, ||ly|| < = e, por conseguinte,

1 b b mm
P@)|]| < — = ||P(z)|| < ——.
YR 1P@@)l < — 1Pl < —

| prm

b
1P < =
Logo ||P|| < o e, pela Proposicao 1.2.2,

Vv m™
| Pl <— Pl <oo.
m:

\Y
Portanto a aplicacao P é continua pela Proposicao 1.1.2. Como o polinomio P é uma

\
restricao de P, segue que P também é continuo. [ |

Proposicao 1.2.7 Sejam E e F espacos normados e P € P("™E; F'). Entdo as sequintes
condicoes sao equivalentes:

(a) P é continuo.

(b) P € continuo em algum ponto de E.

(c) P € continuo na origem.

() |[P]| < oo.

(e) Eziste k > 0 tal que ||P(x)|| <k ||x||™ para todo ponto x em E.

(f) P(A) € limitado em F' sempre que A for limitado em E.

(g) P € limitado em toda bola Bg|xg,r| C E.

(h) P é limitado em alguma bola Bglxg,r] C E.

\

(i) P é continua.
(j) Existe A € L(™E, F) tal que P(x) = Az™ para todo ponto x em E.

Demonstragio. (a) = (b) E ébvio.

(b) = (c¢) Suponha que o polinémio P seja continuo em zy € E. Segue que existe
r > 0 tal que ||P(z)|| < 14| P(z0)|| para todo x € Bglzo;r]. Pelo Lema 1.2.6, temos que
P ¢ continuo. Em particular, P é continuo na origem.
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(¢) = (d) Como o polinémio P é continuo na origem, existe r > 0 tal que ||P(z)|| <1
para todo ponto z € Bg|0;r]. Logo, pelo Lema 1.2.6 obtemos naturalmente que || P|| < oo.
(d) = (e) Faga k = ||P||. Dado = € E \ {0}, segue que

T 1 -
HP (m) H Sk= [1P(@)|| < k= [|P()]| < k]l=[™

Para x = 0 a desigualdade é trivialmente satisfeita.
(e) = (f) Com efeito, seja A limitado em E. Entao existe ¢ > 0 tal que ||z|] < ¢ para
todo x € A. Daf e por (e) tem-se obviamente ||P(z)| < k||z]|™ < oo.
(f) = (g9) E ébvio.
(9) = (h) E trivialmente verificada.
(h) = (i) Por hipdtese existe b > 0 tal que ||P(x)|| < b para todo x € Bg[zg,r]. Pelo
Vv

Lema 1.2.6, segue que a aplicagao P é continua.
v
(i) = (j) Basta tomar A =P.
(7) = (a) Se existe A € L(™E;F) tal que Az™ = P(z) para todo ponto x em E,
entao obviamente o polinomio P é continuo, pois P é uma restricao de A. [ |

Agora é possivel mostrar algo que havia sido mencionado sem demonstracao.

Proposicao 1.2.8 Sejam E e F espagos vetoriais normados. Entao (P(™E; F),| ) é
um espago normado.

Demonstragao. Primeiro note que se P € P (™E; F') entao, pela Proposigao 1.2.7, | P|| <
0o. Desse modo, a funcao ||| : P (™E; F) — R estd bem definida.

Obviamente ||P|| > 0 para todo P € P (™E; F). Além disso, se P € P ("E; F) entao
|IP|| = 0 se e somente se sup{||P(z)| : = € E, ||z|| < 1} = 0. Mas como o conjunto
{[|P(z)|| : = € E,||z|]| <1} é constituido por niimeros reais positivos, segue que

sup{||P(x)|| :z € E,||z]| <1} =0 <= ||P(x)|| =0sempreque xz € Ee ||z|| <1
<= P(x)=0semprequez € Ee |z| <1

<~ P (ﬁ) = 0 sempre que y € E'\ {0}
Y

<= P(y) =0sempre que y € E

— P=0.

Assim ||P|| = 0 se e somente se P = 0.
Por outro lado, dados A € Ke P € P ("E; F),

AP = sup{[|]AP(z)]| : = € B, [[=f| < 1}
= sup{[A[[[P(z)[| : = € B, [[zf} <1}
= Psup{[[P(z)[| : = € B, [z} <1}
= el
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Por fim, é vélida a desigualdade triangular. Com efeito, sejam Py, P, € P(™F; F). Assim,
obtemos

[P+ Bl = sup{[|[(P+ P)(z)]| : z € E, [|z[| < 1}

sup{[|P1(z) + P2(z)| : x € E, |[z| < 1}

sup{[| PL(z)[| + | P2(2)]| : @ € E, [Jz]| < 1}

sup{|| P ()| : z € E, |lz]| < 1} + sup{||2(z)]| : z € E, ||=[| < 1}
= |2l + ([Pl

IAINA

e portanto a desigualdade triangular é realmente satisfeita. [ ]

Analogamente ao caso das aplicagoes multilineares, existe uma caracterizacao para a
norma de um polindémio homogéneo continuo bastante utilizada, a saber:

|P|| = inf {C : ||P(z)| < C||z||™ para todo x € E}

para todo P € P(™FE;F). Da mesma forma que se faz no caso linear, prova-se que se
P e P(™E; F) entao

[P(@)[ < |[P]-|lz]|™ para todo x € E.

A proposicao a seguir, além do seu valor intrinseco, sera de grande valia para a verifi-
cagao de que o par (P("E; F),|| - ||) é um espago de Banach sempre que F' for espaco de
Banach.

Proposicao 1.2.9 A correspondéncia A — A definida na Proposicdo 1.2.2 induz um
isomorfismo topoldgico entre os espagos vetoriais normados L*(ME; F) e P("E; F).

Demonstracao. Primeiro mostremos que a aplicagao
A€ L(MEF)—s A€ P("E;F)

estd bem definida. Com efeito, se A € L5(™FE; F), entao pela desigualdade obtida na
Proposigao 1.2.2 e usando as Proposigoes 1.2.7(d) e 1.1.2(d), segue que A € P(™E; F).
Novamente pela Proposicao 1.2.2, obtemos obviamente que a aplicacao

Ae L(ME;F)— Ac P("E;F)

é linear e injetora. Por outro lado, dado P € P(™E; F), ainda pela Proposi¢ao 1.2.2,
existe B € L*(™E; F) tal que B = P. Mas como P € P(ME; F), pela Proposigao 1.2.7(d),
| P|| < co. Logo, pela desigualdade da Proposigao 1.2.2 e pela Proposicao 1.1.2(d), segue
que B ¢ continua e, por conseguinte, a aplicagao

A€ L(MEF)—s AcP("E;F)

é sobrejetiva. Resta mostrar que esta aplicagao e sua inversa sao continuas. Mas isso
segue trivialmente das desigualdades da Proposicao 1.2.2, visto que ja sabemos que
(P(ME;F),||-]) e (L5(ME; F),|| - ||) sdo espagos normados. u
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Proposicao 1.2.10 Sejam E um espagco normado e F' um espago de Banach. Entao o
espago normado (P("E; F), || -||) € um espago de Banach.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.2.8 sabe-se que (P(™E; F), |- ||) ¢ um espago normado.

Afirmamos que (L5(™F; F), ||-||) é de Banach. Para provar isso, vejamos que L*("™ E; F')
¢ um subespago fechado de £L(™E; F'): dada uma sequéncia (L,) -, € L5(™E; F) com
nlggl() |L, — L|| = 0, para algum L € L(™E; F'), como

[Ln(@1, ..o 2m) = L(@1, - 2 [| < (| Loy = Ll - - [lzm|| — 0,
segue que
lim L,(z1,...,%m) = L(xy, ..., 2)
n—oo
para todo (x1,...,2,;,) € E™. Desse modo, dado ¢ € S,, temos
L(Zo(1); To@)s - - > Tom)) = n11_>H010 Lo(Zo(1), To(2), - - - To(m))
= lim L,(z1,22,...,Zm)
n—oo
= L(xy,29,...,2m),
e portanto L € L5(™E;F). Assim, como (L(™E;F),| -||) é espaco de Banach e

(L5(ME;F), || - ) é fechado em (L(™E; F),| - ), temos que (L5(™E; F), | - ||) é também
espaco de Banach. Por outro lado, como L*(™FE; F) e P(™E; F) sao isomorfos topologi-
camente (Proposicao 1.2.9), segue que (P("E; F), || -||) é espago de Banach. u

Definicao 1.2.11 Sejam E e F espacos vetoriais normados. Diremos que o espaco F
contém uma cdpia isomorfa do espaco F' se existe um subespaco G de E isomorfo (topo-
logicamente) a F'.

Proposigao 1.2.12 Sejam E e F espacos vetoriais normados. Entdo o espaco veto-
rial normado P(™E; (P("E; F),| - 1)) contém uma cdpia isomorfa do espago normado

P(MtE; F).
Demonstracao. Considere a aplicacao

o: P(MEF) — P(™

s
9
=
&
3

onde



Primeiro mostraremos que ® estd bem definida. Para isso deve-se ter P(z) € P("E; F)
e PeP(ME;(P("E;F),|-|) para todos P € P("*"E;F) e x € E. Com efeito, dados
PeP(™"E;F)ex € E, defina A: E™ — F por

v
Alxy, .. xn) =P (2, "),z 20, ... 1)

para quaisquer xi,...,T, € E. E f4cil verificar que A € L("E; F) e, além disso,

v
P(z)(y) =P a™y" = Ay".
Isso prova que P(z) € P("E; F). Por outro lado, definindo
B: E" — P("E;F)
(x1,...,xm) — B(xy,...,zp): E— F

V
B(z1,. .., xm)(y) =P (21, ..., Tm, Y, .(’?).,y),

\%
conclui-se facilmente que B € L(™E; F), pois P € L("™*"E; F). Vejamos que
Ba™ = P(z) para todo z € E.

De fato, dados =,y € E,
V; ~
Bx™(y) =P x™y" = P(x)(y).

Desse modo, P e P(M™E,P("E;F), pois ja vimos que a imagem de P est4 contida em
P("E; F). Assim, para concluir que ¢ estd de fato bem definida, basta mostrar que o
polindbmio P é continuo. Para isso note que

1P@)| = sup {IP@))]:y € Byl <1}

V
_ sup{n Pamy sy € Byl < 1}
v m n
< supd I P llel™ Iyl <y € Byl < 1

\

= | Plll=l™ - sup{llyll" -y € E, [yl <1}
V

= | P lll=l™

\ \
para todo x € E. A continuidade de P nos garante que || P || < oo. Desse modo, pela
Proposigao 1.2.7(e) segue que P € P("E;P("E; F)).
Vejamos que @ é linear. Com efeito, dados Py, P, € P("™T"E; F) e A € K,

—~——

AP+ P)(@)(y) = (APi+ Pa)a™y"
A ng " y"+ ng z"y"
= AP(2)(y) + Pa(2)(y)

= (AP + Py)(2)(y)
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para quaisquer =,y € F. Portanto,
O(AP, + P)) = AP+ P, = AP, + P, = \®(P,) + ®(P)

e, consequentemente, ® é linear. Verifiquemos que ® é injetiva. Seja P € P(™T"E; F)

com P € ker ®. Entao
d(P)=0 ®(P)(x) =0 paratodoz € £

®(P)(x)(y) = 0 para todos =,y € £

Y

P 2™ =0 para todo x € E

P=0,

AR

e portanto ® é realmente injetiva.

Portanto, existe um isomorfismo linear entre o subespago Im ® de P("™E; P("E; F)) eo
espago vetorial P("*"E; F'). Resta apenas mostrar que esse isomorfismo é um isomorfismo
topoldgico. Para isso, note que

[@(P) = sup [[®(P)(z)]]

[l=]I<1

= sup sup [|[®(P)(z)(y)l|

l[=[|<1 [lyll<1

V
= sup sup || Pa"y"|
Jall <1 llyl<1

v
< sup sup || P [[[lz]|"]ly]|"
llz[| <1 [ly[| <1
v
= | P
(m+n)!

1P

e, por outro lado,

1Pl = sup [[P(z)]]

llzll<1
\
= sup || P ="
llzll<1
\%
< sup sup || P a™z"|
=<1 lz[<1

= [e(P)].

Desse modo, pela Proposigao 1.2.7(e) segue que as aplicagoes ® e ®:Im & — P(™"E; F),
a segunda definida de tal forma que (® o ®)(z) = x para todo x € Im ®, sdo continuas.
Isto finaliza a demonstracao. [ ]

Observacao 1.2.13 O operador ¢ da demonstragao da Proposicao 1.2.12 nao é sobreje-
tor. Para nos convencer disso, consideremos o caso m = n = 1, isto é,

O PRE; F) — LB L(E; F)) , O(P)(x)(y) =P (z.y).
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\%
Como P é uma aplicacao bilinear simétrica,

\ \

®(P)(x)(y) =P (z,y) =P (y,z) = ®(P)(y)(x)

para todos x,y € E. Isso quer dizer que todo operador linear na imagem de ® é simétrico.
Basta entao mostrar a existéncia de um operador 7' € L(F; L(E; F')) que nao é simétrico,
isto é, para o qual existem z,y € F tais que

T(x)(y) # T(x)(y)-
Facamos isso no caso em que E = {5, F' = K e para o operador
T:ly — by = (a) = L(l2,K) , T((x1,29,...)) = (0,21, 29, ...).
Fazendo a identificagdo candnica de (¢5)" com /o, é verdade que

T((xj)?iﬁ((yj);;) = T1Y2 + T2Y3 + T3Yg + - - -

para todas sequéncias (7;)32,, (y;)72; € f2. Em particular, tomando e; = (1,0,0,...) e
es = (0,1,0,0,...), segue que

T(e1)(e2) = 1 # 0 =T(ea)(en).

Corolario 1.2.14 Sejam E e F espacos vetoriais normados. Entdo o espago vetorial nor-
mado L(E; (P("YE; F),||-|)) contém uma cépia isomorfa do espago normado P("E; F).
Para cada P € P("E; F), chamando de I(P) seu correspondente em L(E;P("'E;F)),

tem-se que
e n—1 n"
I(P)(@)(y) =P xy"™" e | P|| < |1(P)]| < = || P]|.

Demonstracao. E trivialmente verificado através da proposi¢ao precedente e de sua
demonstracao. [ |

Encerraremos o capitulo com alguns exemplos de polinomios m-homogéneos. Para o
entendimento desses exemplos, precisamos conhecer a defini¢ao seguinte.

Defini¢ao 1.2.15 Um polinomio P € P(™E; F') é dito ser continuo de tipo finito se é da
forma

p

P(z) = (p;(@)"b;

j=1
com p; € ' eb; € Fparaj=12...,p.

E facil ver que o subconjunto de todos os polinomios continuos de tipo finito é um
subespaco vetorial de P(™E; F'). Denotaremos esse subespago por Ps("E; F).

Comecaremos os exemplos com um caso particular de polindomio continuo de tipo
finito.
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Exemplo 1.2.16 Sejam E e F' espagos normados, p € E', b € F e m € N. Defina
P: E— F, P(x)=(¢(x))"b.
Obviamente P € P;(™E; F). Afirmamos que ||P]| = ||¢]|"™ ||b]]. Com efeito

17]]

sup{[|[P(z)[| : = € B, [|=[| < 1}

= sup{[[(p(2))"b] - w € B, ||z < 1}

= sup{[p(z)[" o] : = € B, [l=f] < 1}
sup{lo(2)|™ : x € E, |[z]| < 1} o]

= (sup{lp(2)] : z € E, ||zl <1})™ [|b]

= llel™ foll-

Exemplo 1.2.17 Sejam E e F espagos normados, ¢ € E', v € L(E;F) e m € N.
Considere a aplicacao

P:E—F P(x) = (o)™ "u(z).

Obviamente P estd bem definida. Verifiquemos que P € P(™FE; F). Para isso, basta
tomar a aplicacao A: E™ — F dada por

A1, 29, 2m) = @(21)@(22) - . (L1 u(Tm),

para quaisquer xi, s, ..., %, € E. E facil ver que A € L(ME; F) e P(x) = Ax™ para
todo x € E. Assim, segue que P € P("E; F).
Além disso, note que

1Pl = sup{[|[P(z)]| : € E, [[«]| <1}
= sup{[|(w(2))" " u(@)[| s x € B, ||2]| < 1}
= sup{|(@)|" " [lu(@)]| 1 x € B, ||| < 1}
= (sup{lp(x)| s € B, ||| <11 - sup{|fu(z)|| : = € B, |l < 1}
= Jol™ " flull.

Forneceremos a seguir um exemplo de um polinomio m-homogéneo que nao é de tipo
finito. Para o entendimento desse exemplo serd necessario o seguinte lema.

Lema 1.2.18 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao infinita e p: V — K um fun-
citonal linear nao nulo. Entao para cada n € N, existe um conjunto linearmente indepen-

dente {x1,xa,...,x,} TV com p(x1) #0, p(x2) #0, ..., (x,) #0.

Demonstracao. A demonstracao sera feita por indugao sobre n. Para n = 1 é claramente

verdadeiro, pois como ¢ é nao nulo entao existe x; € V '\ {0} tal que p(z1) # 0.
Suponha que exista um conjunto linearmente independente {1, xs,...,2,} €V com

o(xy) # 0,0(xe) # 0,...,0(z,) # 0. Como dimV = oo, existe x,.; € V tal que
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{x1,%9,..., 2,41} é linearmente independente. Se ¢(x,,1) # 0 ndo hd mais nada o que
fazer. Caso ¢(z,41) = 0, tome

Ty g = P(Ty)Tpi1 + Ty

Desse modo, tem-se que {z1, %2, ...,%,, 2, } € linearmente independente e

/

(Th41) = P(Tn)0(Tny1) + 0(2,) = @(x,) # 0.

Isto conclui a demonstragao. [ |

Exemplo 1.2.19 Sejam m € N, F um espaco normado de dimensao infinita e p € E’
um funcional linear nao nulo. Defina a aplicacao P: E — F' por

para todo z € E. Conforme visto no Exemplo 1.2.17, P € P(™E; F). Mostremos que
P & Ps("E; F). Para isso suponha, por absurdo, que P € P;(™E; F). Neste caso existem
pEN by,....b, € Few,...,p € E tais que

p

P(z) = (5(x)"b;

j=1

para todo x € E. Observe que Im P C span{b,...,b,}. Como E tem dimensao infinita,
pelo Lema 1.2.18 existe um conjunto linearmente independente {zy, ..., z,+1} C E tal que
o(x1) #0,...,¢(xp+1) # 0. Vejamos que o conjunto {P(x1),..., P(z,41)} é linearmente
independente. Com efeito, dados a4, ..., ap+1 € K tais que

arP(1) + -+ + ap1 P(2p11) = 0,

segue que
ar(p(@1))" " wr 4 A (9(Tp41)) " pr = 0.

Como {z1,2,...,2p+1} ¢ um conjunto linearmente independente, concluimos que
a1:---:ap+1:O.

Como consequéncia a imagem de P contém p + 1 vetores linearmente independentes, o
que obviamente contradiz a inclusdo Im P C span{by,...,b,} provada acima. Portanto
P& Pi(mE;F).
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CAPITULO 2

APLICACOES ABSOLUTAMENTE
SOMANTES

Conforme veremos neste capitulo, os operadores lineares absolutamente somantes sao
aqueles que melhoram a convergéncia de séries num sentido que ficara claro no mo-
mento oportuno. O sucesso da teoria dos operadores lineares absolutamente somantes
motivou a extensao dessa propriedade para aplicacoes nao lineares, em particular para
aplicagoes multilineares e polinomios homogéneos. Este capitulo apresentara uma ex-
tensao desse tipo, que colocara em cena as aplicagoes multilineares absolutamente so-
mantes e os polinomios homogéneos absolutamente somantes. O capitulo culminara com
um teorema que caracterizard tanto as aplicagoes multilineares quanto os polinomios ho-
mogeéneos absolutamente somantes.

A partir deste capitulo, os simbolos E1,..., E,,, E e F representarao exclusivamente
espagos de Banach sobre o corpo K.

2.1 Aplicagoes multilineares absolutamente somantes

Seja p € (0,00). A sequéncia de vetores (z,)n., em E serd dita ser fortemente p-somduvel
se a sequéncia de escalares (||(x,,)||)ne; pertencer a £,. O conjunto constituido por todas
essas sequéncias é um espaco vetorial e sera denotado por {,(E). Nesse caso, a funcao
|- llp: £p(E) — R, definida por

1/p
[(Zn)nzillp == <Z|lfanp> ,

se torna uma p-norma para p € (0,1) e uma norma para p € [1,00). Além disso, o par
(,(E), || - |l,) é um espago quasi-Banach para p € (0,1) e um espago de Banach para
p € [1,00).

Seja ainda p € (0,00). Diz-se que a sequéncia de vetores (z,).", em E é fracamente
p-somdavel se para todo funcional linear ¢ € E’, a sequéncia de escalares (|¢(x,)])o

n=1
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pertencer ao espago £,. Analogamente ao caso das sequéncias fortemente p-somaveis, o
conjunto formado pelas sequéncias fracamente p-soméaveis é um espaco vetorial que sera
denotado por £(E). Mais ainda, a fungao [| - ||, — R, definida por

o] 1/p
I(n)nzillwp = sup (ZI@D(%)I”) 7

@wEB g n=1

é tal que o par (€(E), | - |lwp) é um espaco quasi-Banach para p € (0,1) e um espago de
Banach para p € [1,00).

E claro que o espaco das sequéncias fortemente p-somaveis é um subespaco vetorial do
espaco das sequéncias fracamente p-somaveis. Com efeito, se (x,)72, € {,(E), segue que

s 1/p
[(@n)nzsllwp = sup <Z|¢($n)|p)

oo 1/p
< (sup H30H> (ZH%II”)
PEBp n=1
s 1/p
= (Z ||In||”> = [[(@n)nZs llp < o0,
n=1

e, por conseguinte, temos /,(E) C £(E). Mais ainda a incluso £,(E) — (;'(E) ¢ linear e
tem norma 1. E interessante notar que essa inclusao pode ser estrita. Para ver isso pode-
se tomar o caso especifico em que £/ = {5 e p = 2. Neste caso, temos que (e;)32; € {3 ({2)
mas (e;)72; & (2((2). Esta tltima afirmacdo serd demonstrada em um contexto mais geral
no Exemplo 2.2.6.

Apesar de historicamente o estudo de operadores lineares absolutamente somantes
preceder o estudo das aplicagoes multilineares absolutamente somantes, comegaremos aqui
com a definicao da segunda, pois a primeira se tornard um caso particular desta.

Definigao 2.1.1 Sejam s,71,79,...,7y € (0,00). Diz-se que a aplicagdo multilinear A €
L(Ey,...,Eny; F)éabsolutamente (s;11, ..., Tm)-somante (ou simplesmente ($;71, ..., 7)-
somante), se ocorrer (A(xj1,...,T;m))52; € €s(F) sempre que (z;4)32, € £ (Ey), para

todo k=1,2,...,m.
Denotaremos o conjunto de todas as aplicagdes absolutamente (s;ry, ..., 7, )-somantes

por L&mrm) (B E,:F). Esse conjunto é claramente um subespaco vetorial de
L(Ey,...,Ey; F) devido ao fato de que £4(F') é um espacgo vetorial sobre K.

Observagao 2.1.2 No estudo das aplicagbes multilineares (s; 71, . . ., 7, )-somantes, o caso
em que % > % +...4+ Ti nao é interessante, pois neste caso teremos
m

Lclmearm) (B By F) = {0}
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Com efeito, caso existisse A € L&) (B .. E,.; F)\{0}, terfamos A(zy,...,2,) # 0
para algum (z1,...,2,) € F1 X -+ X E,,. Facamos u = % + ot % Tomando ¢ € E’

eup =, comk€ {1,2,...,m}, obtemos
= zy \|™ o [ 1 o [ 1
Sle ()] = totowr (2 ]> = o)™ <§j ) <o
j=1 j=1 =17

sendo a tltima desigualdade oriunda do fato de su < 1. Segue que (j%) € 0y ()
j=1

para todo k =1,2,...,m. Em contrapartida, como

1 1 1 1
s(u1+---—|—um):s 4+ 4 =— 4+ — =1,

risu T SU riu Tl
entao
> T T s e 1
A(G 2 =1l (Y
j; jul jum ; j(ul—l—,..—l—um)s
S - 1
Al (305 ) = o,
—
j
e portanto (A <f711, e Jﬁj’; )) & ls(F), o que contradiz a condi¢ao da aplicacao mul-
j=1
tilinear A ser (s;r1,...,T;,)-somante.

Observacao 2.1.3 Tomando n = 1 e s,r > 0 na Definicao 2.1.1 obtemos a definicao
de operador linear absolutamente (s;r)-somante. Assim um operador T' € L(E;F) é
absolutamente (s; r)-somante se

(T'(z5))32, € £s(F) sempre que (7;)32, € £/ (E).

No caso em que s = r, um operador T' € L(E;F) é (r;r)-somante (neste caso dize-
mos apenas r-somante) se 7" transforma sequéncias fracamente r-soméveis em sequéncias
fortemente r-soméveis. Como em geral £,.(F') estd contido propriamente em ¢ (F'), é nesse
sentido que um operador absolutamente r-somante melhora a convergéncia de séries.

O espaco vetorial sobre K dos operadores lineares absolutamente p-somantes 7': £ —
F sera denotado por IL,(E, F').

Para finalizar a secao, apresentaremos um exemplo de aplicagoes multilineares abso-
lutamente somantes. Antes do exemplo, vejamos uma definicao que sera necessaria.

Defini¢ao 2.1.4 Uma aplicacao A € L(Ey,..., Ey; F) é denominada continua de tipo
finito se é da forma

p
j=1

sendogofEEZfebjEFparaj:1,...,pei:1,...,m.
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E facil ver que o conjunto de todas as aplicacoes multilineares continuas de tipo finito
¢ um subespaco vetorial de L(E, ..., E,,; F'), que sera denotado por L¢(E, ..., Ey; F).
Além dessa defini¢ao, usaremos no exemplo uma forma da desigualdade de Holder gene-
ralizada. Na demonstracao dessa desigualdade seré usado o seguinte lema.

Lema 2.1.5 Sejam m € N e ay,as,...,0mn,P1,P2,---,Pm NUMeEros reais positivos com
pr+pe+ -+ pm =1 Entioadl"---alm <pia; + -+ ppap,.

Demonstracao. Veja [15, pagina 26]. [ |

Proposicao 2.1.6 (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam s,rq1,79,...,7m €

[1,00) com L < % +oF % Se (15,1)321 € brys ooy (Tm)32 € Ly, entdo

(@i zim) 20 € b e [(2ga - @im)Zll, < (@052, - [@im)iall,,,
Demonstracao. Se H(m]k);’ilHrk = 0 para algum k € {1,2,...,m}, a desigualdade é
trivialmente verificada. Podemos supor entao H (Tj1)52 Hrk # O paratodo k =1,2,...,m.

Inicialmente verificaremos a veracidade do resultado para o caso em que % = % 4+ %
m
Usando o Lema 2.1.5, neste caso com

|2 i |"* . s
ap = T € Pk =
G, Tk
para todo k =1,2,...,m et € N, obtemos

m m
i ] s |igl™
i <> o

k=1 H(xj,k)jlerk =1 'k H(””M)jlem

Consequentemente,

o0

Z|lexzm‘8

i:l S 0o S = T1 Z‘lel
gl - Nm)iall,, )5 1H

+ Tm lesz’”
) [Comm

— __|_..._|__:1_
1 m

A\

Desse modo, chegamos na desigualdade

00 1/s
(Stmmat) <l -l
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e portanto (21 -+ 7jm)52, € Uy e

[ i) ll, < (@)l @im)52all,,,

Isto completa a demonstracao para o caso i = ﬁ + -+ %

Como a desigualdade é verificada sempre que % = ﬁ 4+ i, o caso da desigualdade
estrita 1 < % +-- 4 % segue da inclusao ¢, C ¢, e da desigualdade || - ||, < || - ||, sempre
que q > p. |

Vejamos finalmente o exemplo.

Exemplo 2.1.7 Sejam s,71,...,7, € [1,00). Vejamos que o espago Lf(Ey,..., E,; F) é
um subespaco vetorial do espaco L") (... E,,; F). Para isso basta mostrar que
dados b € F e funcionais nao nulos ¢; € E1, ..., o, € E! | a aplicagdo multilinear de tipo
finito A: Fy x --- x E,, — F', definida por

Az, .. cyxm) = @1(21) - om(Tm)b

pertence a L) (B E,.; F). Para isso sejam (zjr)52, € £ (Ey) para todo k =
1,2,...,m. Entao

ZHA Tias o Tim) I = ZH% ja) - om(@gm)b”

= |olI° (Z p1(zj1) - "SOm(%j,m)!S)

j=1

= 11 /(I Y (CMEN)
s s 901(‘7‘1',1> > @m(xﬂﬂ) -
— Bl (—) ol | (Srze)
EI R
< ol el w2l
< 00,

sendo a primeira desigualdade devida a desigualdade de Holder generalizada. Segue
que (A(zj1,.--,2jm));2, € ls(F) e, consequentemente, a aplicacio A é absolutamente
(s;7r1,...,Tm)-somante.

2.2 Polinomios homogéneos absolutamente somantes

Como mencionado na segao anterior, o estudo de operadores lineares absolutamente so-
mantes antecedeu e deu origem ao estudo das aplicagoes nao lineares absolutamente so-
mantes. Conforme visto na Observacao 2.1.3, um operador linear T: F — F é abso-
lutamente (s;7)-somante se (T'(x;))52, € £s(F) sempre que (7;)32, € £(E). Assim fica
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claro que a definicao de aplicagao multilinear absolutamente somante é uma generaliza-
¢ao natural da definicao de operador linear absolutamente somante. Similarmente a essa
generalizagao, a definicao de polinomios homogéneos absolutamente somantes também se
torna natural:

Defini¢ao 2.2.1 Sejam s, € (0,00). Diz-se que o polinémio m-homogéneo P € P("E; F)
é absolutamente (s;r)-somante (ou simplesmente (s;7)-somante), se ocorrer (P(z;))32, €
s(F) sempre que (7;)32, € £(E).

O conjunto constituido por todos os polindémios m-homogéneos absolutamente (s;7)-
somantes é denotado por P")(™E; F). Analogamente ao caso das aplicacdes multilin-
eares absolutamente somantes, verifica-se que o conjunto P®") (™ E; F) é um subespaco
vetorial do espago P(™E; F).

Outro evento similar ao das aplicagoes multilineares absolutamente somantes é que
ocorre P& (MmE: F) = {0} quando ms < 7. De fato, caso tivéssemos P € PEm(ME; F) '\
{0}, existiria z € E com P(x) # 0. Nesse caso, dado ¢ € F’,

x " =1
o\ = = |p(x)|" . < 00,
(Jl/ms) | ( )| (]Zl Jr/ms>
sendo a tltima desigualdade devido a ms < r. Assim obtemos que <L> € (¥(E). Por

jl/ms
> T
(5)
j; jl/ms

e isso contradiz a suposicao de P ser absolutamente (s;r)-somante. Por essa razao iremos
considerar apenas o caso em que ms > 1.

o0

D

=1

outro lado,

_P@) (Z %) _

Jj=1

Observacao 2.2.2 E interessante notar que todo polindomio homogéneo continuo leva
sequéncia fortemente r-somével em sequéncia fortemente r-soméavel. Com efeito, dados

PeP(ME;F) e (1;)2, € 6.(E),

D IP@)Im < Pl (Z H%H’"’”) <[Pl (Z H%W) < 0,
j=1 j=1 j=1

pois r < mr.
Para o caso de sequéncias fracamente somaveis, é verdade que todo operador linear
continuo leva sequéncia fracamente r-somavel em sequéncia fracamente r-somavel: dados

u€ L(ME;F), (1;)32, € ((E) e p € I,
U T
po——1](x; < 00,
(eoqup) )
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pois ¢ o ﬁ € E'. E claro que este argumento nao se adapta a polinomios homogéneos,
pois a composi¢ao de um polindmio homogéneo com um funcional linear é um polindémio
homogéneo a valores escalares, e nao um funcional linear. E de fato nao é verdade que
todo polinomio homogeéneo continuo leva sequéncia fracamente r-somavel em sequéncia
fracamente r-somavel. Os polindmios homogéneos que satisfazem essa propriedade foram
estudados em [35].

A conexao entre as teorias polinomial e multilinear é realizada pela seguinte caracte-
rizagao:

Proposigao 2.2.3 Sejam s,r € (0,00) e P € P(™E;F). Entdo o polinomio P é ab-

v
solutamente (s;r)-somante se e somente se a aplicagio P € absolutamente (s;r, (@,r)—
somante.

Demonstracao. Sejam P um polinomio absolutamente (s; r)-somante e (z;x)52, € (;(E)

para todo k = 1,...,m. Pela férmula de polarizagao,
\%
P (zj1,...,%jm) = m'2m Ezi:l €1 emP(e1Tj1 + -+ Emim)

para todo 57 € N, o que implica
\%
(P (xj,17 sy g, m))] 1= m‘2m Z €1 5117]1 + -+ mej,m))]o‘il-

Como ((E) é um espago vetorial, segue que (1751 + -+ + em¥ym)j2, € ((E) para
quaisquer €; = +1, com ¢ = 1,...,m. Logo,

(P(€1$j71 + -+ gmxj,m));il c £S<F)

para quaisquer ¢; = £1, com ¢ = 1,...,m. Consequentemente,
1 o
i 2 e enPleagia e i) € (),
€i=

pois £s(F') é um espago vetorial.
\
Reciprocamente, sejam P uma aplicacio absolutamente (s; 7, ™), r)-somante e (z5)52, €

¥ (E). Segue trivialmente que

(P(z;))52 = (va )iz € s(F),

o que completa a demonstracao. [ |

Vejamos agora alguns exemplos acerca de polinomios homogéneos absolutamente so-
mantes. Semelhantemente ao caso das aplicacoes multilineares continuas de tipo finito,
os primeiros exemplos de polindmios homogéneos absolutamente (s;7)-somantes, para
quaisquer s, € [1,00), sdo os polinémios homogéneos de tipo finito.
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Exemplo 2.2.4 Sejam s,7 € [l,00) com ms > r. Mostraremos que Pr("E;F) C
PN (mE: F). Como ja sabemos que P& (™E; F) é um espaco vetorial, basta mostrar
que o polinomio da forma

P:E— F, P(x) = (¢(x))™,

onde b € F'e p € E', é (s;7)-somante. Para isso seja (z;)52, € £;’(E). Desse modo segue

que
00 1/ms 00 1/ms
(ZHP )| ) = (ZHb(@(%))mHS)
B " 00 1/ms
= b (Z |so<a:j>|ms)
JO_O 1/r
< bl (Z |so<xj>|f>

< 00,
sendo a peniltima desigualdade oriunda de ms > r. Portanto P € P& (™ E; F).

O exemplo precedente nos fornece polinomios homogéneos absolutamente somantes.
Os proximos dois exemplos terao o intuito de apresentar exemplos de polinoémios ho-
mogéeneos que nao sao (s;r)-somantes para determinados s, € [1,00). Nestes dois exem-
plos denotaremos o conjugado de p € [1, 00] por p/, isto é,

"=
"@\|>—l

Relembremos ainda o isomorfismo isométrico canoénico entre £,y e (¢,)" dado por

by — (Ep)/
(zj)j2y > @il — K

((y5) st 1) ijyy

Exemplo 2.2.5 Considere o polindmio m-homogéneo

pP:¢, — K
(wj)jqil — Z 'x}na
j=1
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onde p € [1,00) e m > p. Para verificar que a aplicagdo P: ¢, — K é de fato um
polindomio m-homogéneo, basta notar que a aplicacao multilinear

Ailyx---xt, — K

[o¢]
(.’L’l,...,LCm) — ij,l"'xj,ma
j=1
onde m > p e x, = (r;x)32, para todo k = 1,2,...,m, é tal que Az™ = P(z) para

todo ponto z em /£,. Além disso, pela desigualdade de Hoélder generalizada, segue que
A:l, x -+ x {, — K estd bem definida, isto é, A(xy,...,x,) € K para todo ponto
(X1, @) €m Ly X - v X L.

Verifiquemos que se r > p’ entdo o polinémio P nao é (s;r)-somante. Com efeito,
considerando a sequéncia (e;)52, formada pelos vetores unitdrios canonicos de £, segue
que (P(e;))2, & (s, uma vez que

D IP(E)]F =) 1 =00
j=1 j=1

Por outro lado, se r > p/, entao

Z yimi(e;)

=1

o0

2

Jj=1

r 0
= Z lyj|" < o0
j=1

para toda sequéncia (y;)52; € {,y. Pelo isomorfismo isométrico existente entre £, e (¢,),
segue que

Z |p(e;)]" < o0
j=1

sempre que ¢ € ({,) e 7 > p'. Desse modo, se r > p, obtemos (e;)%2, € £({,) e
consequentemente P nao é (s;r)-somante nesse caso.

Exemplo 2.2.6 Seja

Pty — 4, P((@))3) = (@)

j=1 i )i=1s

onde p,q € [1,00) e mq > p. A aplicagdo P assim definida é um polinémio m-homogéneo.
De fato, a aplicacao A: £, x --- x £, — {, definida por

A(l’l, e ,Im) = (l’jJ s :L‘j,m)?ip
onde zj, = (z;%)52, para todo k =1,2,...,m e mq > p, é multilinear e Az™ = P(r) para

todo ponto x em /,. A verificagao de que a aplicagao A estd bem definida é consequéncia
direta da desigualdade de Holder generalizada.
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Mostremos que o polinomio P nao é (s; r)-somante se tivermos r > p’. Para isso tome
novamente a sequéncia (e;)52; dos vetores unitdrios canonicos de £,. Entao

DoIPE); = llell; =) 1 =00,
j=1 j=1 j=1
o que mostra que (P(e;))32; & ls({y). Por outro lado, se r > p’, entao
Zyiﬂ—i(ej) = Z ly;|" < o0
j=1

i=1
para toda sequéncia (y;)5°; € £,. Desse modo, usando o isomorfismo isométrico entre £,
e ({,) obtemos

o0

2

j=1

> lele)l < oo
j=1

para todo ¢ € (£,)" e r > p. Portanto (e;)32, € £;({},) e assim P nao ¢é (s;r)-somante no
caso em que r > p'.

2.3 Caracterizacoes através de desigualdades

Apresentaremos nesta secao uma caracterizacao das aplicagoes multilineares e dos poli-
nomios homogeéneos absolutamente somantes através de desigualdades. Essa
caracterizagao, além de simplificar a identificacao das aplicagoes multilineares e polinomios
homogéneos que sao absolutamente somantes, nos permitird normar os espacos vetoriais
L) (B B F) e PEM(MEF), para 1 < r,8,71,...,7m < 00, que com tais
normas se tornarao espacos de Banach.

Antes de demonstrar essa caracterizacao por desigualdades para aplicacoes multilin-
eares e polinomios homogéneos absolutamente somantes, é necessario conhecer o lema
seguinte.

Lema 2.3.1 Se E4,FEs, ..., E,,, F sdio espacos de Banach e A: E1 x --- x E,, — F ¢
uma aplicagao m-linear com grdfico fechado, entdo A € continua.

Esse ultimo lema é conhecido como teorema do grafico fechado para aplicacoes mul-
tilineares. Sua demonstragao pode ser encontrada em [11]. Voltemos para o teorema de
caracterizacao.

s

Teorema 2.3.2 (i) Sejam s,r € [1,00). Um polinémio m-homogéneo P € P(™E;F) é
absolutamente (s;r)-somante se e somente se existe C > 0 tal que

|P@l, < € (l@kall,,) " 1)
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para todo k € N e todos xy,...,x, € E. Nesse caso, denotando por ||P||as(

(s) © infimo
das constantes C para as quais sempre vale (2.1), entao (PE(ME; F), ||« |las ) € um
espago de Banach.

(ii) Sejam s,rq,...,rm € [1,00). Uma aplicagio multilinear A € L(Ey, ..., E,; F) €

absolutamente (s;11,...,Tm)-somante se e somente se existe C > 0 tal que independente-
mente de k € N exj1 € By, ..., 05m € B, com j=1,... k, tivermos
(A, )il < C T @)iall,., (22)
n=1

Nesse caso, denotando por HAHas,(s;rl,...,rm) o infimo das constantes C' para as quais sempre
vale (2.2), entdo (L& m)(Ey, ... B F), || - las,(si1,mm)) € UM espago de Banach.

Demonstragao. (i) Suponha que exista uma constante C' > 0 tal que

[(P(z;))jl, < C <H(xj)§:1me>m

para todos zy,...,7, € E e k € N. Para toda sequéncia (z;);2, € (}’(F), aplicando a
desigualdade acima para cada parte finita (x;) 2?:1 e fazendo k — oo, segue imediatamente
que P é (s;r)-somante.

Reciprocamente, supondo que P € P57 (™E; F), a aplicagao
Q: Y (E) — ((F)
(xj);il — (P(xj));il

¢ claramente bem definida. Basta mostrar que Q € P("™Y(E);{s(F)), pois neste caso
a veracidade da reciproca sera consequéncia da Proposi¢ao 1.2.7. Para isso considere a
aplicagao

Q: (°(E) x -+ x (¥ (E)
(50)5205 5 (T5m)521)

Vejamos que @Q é multilinear e Qz™ = Q(z) para todo = € (“(E). Com efeito, dados
ANeKex, = (z50)2, v; = (2),)32, € ((E) para k =1,2,... . mei € {1,2,...,m},
segue que

— Ly(F)
—

\Y
P (xjq,... 7xj,m))§i1‘

Qlar, . Az + 2 wm) = (P (@0, AT o T m))2
= (A ]\5 (@1 s Ty ey Tjm)+ ]\5 (Tj1,... ,x;ﬁ, e Tim))52
AP (@1 T i) (P (@ s T)) 2
:)\Qv(xl,...,xi,...,xm)+Qv(x1,...,x;,...,xm).

Além disso
~ v
Q" = (P (vj1,...,751))72 = (P(zj1))52; = Q(z1).

32



Desse modo ) ¢ um polinomio m-homogéneo e portanto basta apenas mostrar que @) é

V
continuo. Mostremos que @) tem gréafico fechado. Para isso sejam

Tj1 —> 1y, Tjm — T
V
sequéncias convergentes em (' (E) tais que Q (z;1,...,%jm) — y em £4(F). Devemos
\Y
mostrar que @ (z1,...,%,,) = y. Escrevamos

Ljk = (%,k,n)?;l e 1y = (7})p2,

para todo k =1,2,...,m. Como z;, — x; em ((E) para todo k = 1,2,...,m, entdo
fixado n € N temos lim z;, = x; em E para todo k =1,2,...,m. Portanto
j—oo

m m
lim E MeZjlen = E ey, em B,

k=1

para quaisquer Ai, Ag, ..., A\, € Ken € N. Consequentemente, da continuidade de P e
pela formula de polarizacao,

v 1 m
Q (x1,...,Tm) = Wzgl”'ng Z&Jk)
m: g;==+1 k=1
1 m
= Z g1 em@ Zsk(x’é)nﬂ)
=41 k=1
1 m >
= —om Z €1 Em@ (Zekxk> )
me gi==1 k=1 n=1
1 m °°
= —om Z €1 Em (P (Zekxk>>
me gi==%1 k=1 n=1
1 L -
= o D Gl Em (P (}E&Z%%k»
e;i=*%1 =1 n=1
1 , m ~
= —om _Z €1+ Em (J,ILI?OP (Z €kxj,k,n>
gi=%1 k=1 n=1
1 _ m >
= —om Z €1 5mjlir£1o <P (Z 5kmj7k7n>
gi=*1 k=1 n=1
1 m >
= o D G Em ImQ ((Z ek%,m)
gi==%1 k=1 n=1



g;i==%1 k=1
m
= ]lg?om Z €1 Em@Q (Z ERT; k)
ei=%1 k=1
\Y
= jli}n’l Q (ZL‘]‘J, ,l']m) Yy

Esta provado que é tem grafico fechado. Pelo Lema 2.3.1 segue que &/2 é continua. Conse-
quentemente, pela Proposicao 1.2.7 conclui-se que o polinomio () é continuo. Isso mostra
que a reciproca é verdadeira.

Finalmente, verifiquemos que (P*"(™E; F), || - |las,s)) ¢ um espaco de Banach. Pri-
meiramente vejamos que a funcao || - |ls s : P (ME; F) — R é uma norma. Para
isso sejam Py, Py € PGD(mE; F) e A € K. B fécil ver que

o o MRl "
[Pzl < =52 (@il

JOP ) ll, < P oy (5],
para todos x1,...,x; € E e k € N. Como consequéncia, temos

|)\‘ leuas,(s;r) < H)\Pll‘as,(s;r) € ”>\P1Has,( < ‘)\‘ HP1H

as,(s;r) *

Portanto obtemos ||AP; || = [A[[P1]| 5 (s Por outro lado, como

as,(s;r) T

||(P1(’Ij))§:1||s S ||P1||as,(s;7‘) (”(xj)?:l”w,r)

e

H (P2<xj));€:l HS S HP2Has,(s;r) (” ($J>;€=1 ||w,’r) ’
para todos x1,...,2; € E e k € N, entao usando a desigualdade de Minkowski (desigual-
dade triangular para as normas || - ||,), obtemos

|t + PolaaDicall, € (1Ptllasor) + 1Pollason) (I@)call,,,)
para todos x1,...,2r € E e k € N. Isto implica que

1P+ Pollag sy < 1Pl sy + 122

as,(s;r)
Falta mostrar que P") (™E; F) é completo. Para isso vejamos inicialmente que

-1 <1-

Has,(s;r) .
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De fato, para todo polinémio m-homogenéneo P € P& (M E; F) é verdade que

pEBE

[P (@) < [P las (sim) ( sup |¢($)|> < Pllgs sy 12l

para todo x € E. Entao ¢ imediato que

|P|| =inf {C: ||P(x)]| < C|z||™ para todo z € E} < ||P||

as,(s;r)

Visto isso, seja (P,)p2; uma sequéncia || - ||qs (s;r)-Cauchy, cujos termos sao naturalmente
polinémios m-homogéneos absolutamente (s;7)-somantes. Da desigualdade

|-l < |- [Jas,(s:r) que acabamos de verificar segue imediatamente que a sequéncia (P,)5;

é || - ||-Cauchy. Como (P(™FE; F),| -||) é espago de Banach, existe P € P(™FE; F) tal que
|P, — P|| — 0. Devemos mostrar que

PePUI(ME;F) e |[Py— Pl — 0.

Para isso sejam ¢ > 0, k € Ne xq,..., 2, € E. Como (P,)2, é uma sequeéncia || - ||as,(sir)-
Cauchy, existe ng € N tal que

||P” - ‘PiHas,(s;’/‘) <€

para todos n,i > ng. Além disso, como (P, — P;) € P (™E; F) para quaisquer n,i € N,
¢é verdade que

1/s
(ZHP v)) mu) < NP = Pllagon (l@)ll,, )" <o (@)

para todos n, 7 > ngy. Fazendo i — oo obtemos

& 1/s
(Z [ Pn () — P(ifj)||s> <e <“(xj)?:1“w,r> (2:3)

para todo n > ng. Segue que (P,, — P) € P (™E; F) para todo n > ng, o que nos
fornece

P={[(P—P,)+ P,] € P ("E; F).

A desigualdade (2.3) nos informa ainda que

1P, = P <e

as,(s;r) —
para todo n > ng. Como e > 0 foi escolhido arbitrariamente, segue que
||PTL - P”(IS,(S;T’) —> O,

completando a demonstracao da parte (i) do teorema.
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(77) Em linhas gerais, a demonstragao dessa parte é andloga a demonstragao da parte (i),
sendo até menos trabalhosa. Com efeito, para demonstrar a validade da desigualdade
(2.2) sabendo que T' € L&™rm) (B, ... E,:F), usa-se a aplicacdo multilinear

B: 0 (Ey) x - x 0 (Ey) — L(F)

((@i0)520s 5 (@im)i2) = (T(@ins - Tim)) 5o

de modo similar ao que foi feito com o polinémio homogéneo () no caso anterior. En-
tretanto, diferentemente do caso anterior, é possivel usar o Lema 2.3.1 para mostrar, de
maneira direta, a continuidade da aplicagao multilinear B supracitada. Ressalta-se que
no caso (i) nao é possivel fazer o mesmo pois nao se conhece resultado semelhante ao do
teorema do grafico fechado para polinomios homogéneos.

Pois bem, explicitemos o que difere, isto é, mostremos que a aplicacao B tem gréfico
fechado. Para isso sejam x;; — x1 em £ (E),...,%jm — Tm em £ (Ep,) tais que
B(zj1,...,zjm) — y em {,(F). Devemos mostrar que B(z1,...,2,) = y. Com esse
intuito, escreva

Tik = (Tjrn)per © Th = (7))o,

para todo k = 1,2,...,m. Similarmente ao caso (i), como z;, — z) em (;’ (E}) para

todo k = 1,2,...,m, entao fixado n € N obtemos lim z,;, = z; em Ej para todo
j*)OO

k=1,2,...,m. Desse modo, da continuidade de T segue que

B(wlv"'vxm) = B((ﬂf"?)z@:p---a(ﬂ?%)?ﬂ)
= (T(z},...,20 )%

n=1
= (T(lim @j15,..., Bm 2j,))02,
j—o00 j—00
= (I T(zj00, -5 Timn))nz
j—o0
= llm (T(Ij,l,na e al‘j,m,n»rzo:l
j—00
= hm B<xj,17---7xj,m> =1,
J]—00
e, por conseguinte, B tem grafico fechado. [ |
Observacao 2.3.3 Na demonstracao acima provamos que || - || < || - [[as,s;r)- Iss0 diz,

em particular, que poderiamos ter definido a condi¢ao de ser absolutamente somante para
polindomios nao necessariamente continuos que, mesmo assim, teriamos que todo polinémio
absolutamente somante é continuo. Mais ainda, a inclusao

PEN(ME: F) — P(ME; F)
é linear, continua e tem norma 1.
Observagao 2.3.4 A caracterizacao por desigualdades do teorema anterior continua ver-
dadeira para s,r € (0,1) no caso (i) e para s,ry,..., 7, € (0,1) no caso (ii). Mais ainda, a

demonstracao fornecida na comprovacao dessa caracterizacao nao se altera. Entretanto, a
afirmagio de que (P (ME; F), || - |las,sir) € (L&) (By, o By ) |- Nlasisirn. )
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sao espagos normados nao é mais verdadeira se s € (0, 1). Isto ocorre pois a desigualdade
triangular deixa de ser satisfeita. Apesar desta perda, consegue-se mostrar que || - ||4s,(s;r)
e ||+ las,(sir,...rm) S80 s-normas para todo s € (0,1). Além disso, as métricas induzidas por
estas s-normas, a saber,

d1<P1,P2) = ”P1 P2H (s; € dg(Tl,TQ) = ”T1 — TQHS

r) as,(8;71 - s"'m)

para todos Py, P, € PE(ME; F) e Ty, Ty € LE&mm)(Ey, ..., E,; F), os tornam espacos
métricos completos.
Vejamos alguns detalhes, mais especificamente verifiquemos que || - ||as,(s;r) € deveras
uma s-norma e que o espaco métrico resultante (P (™ E; F), d;) é completo sempre que
€ (0,1). Das propriedades desejadas para || - ||4s,(s;r) S€T uma s-norma, basta mostrar a
s-desigualdade triangular, pois as demais verificagoes sao idénticas aquelas oferecidas no
teorema anterior. Com esse intuito, lembre-se de como a desigualdade de Minkowski foi
usada na demonstracio do teorema para mostrar que || - ||gs (s;) € uma norma. Como essa
desigualdade nao pode ser aplicada se s € (0,1), use a s-desigualdade triangular

[(Pr(2)f=1 + (Pa(ap)-all) < N(Pulwp)i || + (| (Pala))))-

que é vélida para todo s € (0,1). Assim, segue que

lPua)Yis + Pataa) il < (1A o)+ 1P o)) (), )

para todos x1,...,x; € F e k € N, e portanto

| P+ Pylf;

as,(s;r)

< [Pillgs i) + 122115

as,(s;r)

Mostremos a completude de (P (™E; F), d;). Para isso seja (P,)%%, sequéncia d,-
Cauchy cujos termos estdo em P& (™E: F). Nesse caso,

lim d1<Pn7Pu) = hm ||P P”as (ssr) — =0
n,U—00
e, consequentemente,
111’[1 ||P PHas (s57) — = 0.
n,t
Da mesma forma com que foi feito na demonstracao do teorema anterior, concluimos que
lim [|P, — P =
n, 1—>00

e mais uma vez como antes isso implica a existéncia de P € P& (™ E; F) tal que
nh—>nolo HPn - PHas,(s;r) = 0.
Entao

lim dl(Pn - P) = nh_>nolo “Pn - PHas,(s;r) =0,

n—oo

e portanto (P")(™E: F),d;) é completo.
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CAPITULO 3

TEOREMA DA DOMINACAO DE
PIETSCH PARA POLINOMIOS
HOMOGENEOS

Ficou claro no ultimo capitulo que a definicao de polinomio homogéneo absolutamente
somante ¢ bastante semelhante a definicao de operador linear absolutamente somante.
Igualmente, veremos neste capitulo uma propriedade fundamental que ficou conhecida
inicialmente para operadores lineares e, posteriormente, encontrou-se uma similar para
polinomios homogeéneos. Essa propriedade é conhecida como teorema da dominacao de
Pietsch. Nesse caso, os polinomios homogéneos r-dominados, 0 < r < oo, que sao um
tipo especifico de polinomios absolutamente somantes, assumirao o mesmo papel dos ope-
radores lineares absolutamente r-somantes.

3.1 Preliminares

Sejam X um espaco de Hausdorff localmente compacto, i uma medida sobre os borelianos
de X e A um boreliano de X. A medida p é denominada exteriormente reqular sobre A
se

p(A) =inf{u(U) : U D A, U aberto}

e é denominada internamente reqular sobre A se
p(A) = sup{u(K): K C A, K compacto}.
A proxima definigao serd relevante no desenvolvimento deste capitulo.

Definicao 3.1.1 Sejam X um espaco de Hausdorff localmente compacto, ; uma medida
sobre os borelianos de X e A um boreliano de X. A medida pu é denominada medida
reqular se for exteriormente regular e internamente regular sobre os borelianos. Por outro
lado, dizemos que p é uma medida de Radon se for finita sobre os conjuntos compactos,
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exteriormente regular sobre os borelianos e internamente regular sobre os conjuntos aber-
tos.

Observacao 3.1.2 O espaco das medidas regulares de probabilidade nos borelianos de
By, com a topologia fraca estrela, serd denotado por W (Bpg).

Neste capitulo E e F' continuam sendo espagos de Banach, exceto mencao explicita em
contrario. O resultado a seguir é central na construcao da teoria dos operadores lineares
absolutamente somantes.

Teorema 3.1.3 [Teorema da dominacgdo de Pietsch para operadores lineares]
Um operador u € L(E;F) € absolutamente r-somante, 0 < r < 00, se e somente se
existem uma constante C' >0 e p € W(Bg) tais que

Ju(a)] < C ( /B

para todo x € E. Neste caso,

1/r
IsO(x)Vdu(so)) :

El

Tp(w) = [[ul 4y = min C.

A luz do teorema da dominacao de Pietsch, é natural indagar se os polindmios ho-
mogéneos absolutamente somantes gozam de caracterizagao semelhante. Veremos neste
capitulo que a resposta € afirmativa. Na préxima secao enunciaremos o teorema da domi-
nacao de Pietsch para polindmios homogéneos e o demonstraremos. A demonstragao que
seré oferecida é uma adaptagao da demonstracao fornecida por Pietsch em [29, pdgina
232] para o caso de operadores lineares. Essa adaptacdao é bem conhecida, e pode ser
encontrada em [24, Proposition 3.1].

Antes de prosseguir para o caso polinomial do teorema da dominacao de Pietsch,
definamos algumas nogoes que serao necessarias.

Definicao 3.1.4 Seja E um espago vetorial. Uma funcao f: E — R ¢é dita convexa se
fOz + (1= Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)
para quaisquer z,y € Ee A € (0,1).

Definigao 3.1.5 Seja X um espaco topoldgico. Uma fungdo f: X — (—o00,00] é
chamada semicontinua inferiormente se o conjunto

{reX: f(x)>a}
é aberto para todo ponto a € R.

Definicao 3.1.6 Uma colegao § de funcoes reais ¢ definidas sobre um conjunto K ¢é
denominada concava se, paran € N, ¢1,...,¢, € F e ai,...,qa, > 0 tais que a; + ... +
a, = 1, existe ¢ € § que satisfaz

P(x) > ZO@‘@(@
para todo z € K.
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Definicao 3.1.7 Sejam X um conjunto nao vazio, M uma sigma algebra de X e xy algum
ponto em X. Denomina-se medida de Dirac em xq, a medida u: M — [0, 00] definida
por

] 1, se xp€ A
M(A)_{O, se 1o & A

para todo A € M.

Definicao 3.1.8 Sejam X um espaco topoldgico e f: X — C uma fungao continua. Se
para todo € > 0 o conjunto {z € X : |f(x)| > €} é compacto, diremos que f se anula no
infinito. Denotamos

Co(X):={f: X — C: f é continua e se anula no infinito}.

3.2 Validade do teorema da dominacao de Pietsch

Com a finalidade de demonstrar um teorema da dominacao de Pietsch para polinomios
homogéneos absolutamente somantes, a préxima definicao é crucial, pois - como veremos
- isola a classe dos polindmios homogéneos para os quais vale tal teorema.

Defini¢ao 3.2.1 Sejam r € (0,00) e m € N. Diz-se que um polinémio homogéneo
P e P(™E; F) é r-dominado se for absolutamente (%, r)—somante.

Como visto na tltima secao, o teorema da dominacao de Pietsch para operadores
lineares fornece uma caracterizacao para operadores absolutamente r-somantes. No teo-
rema da dominac¢ao de Pietsch para polindmios homogéneos, os polinomios r-dominados
assumirao o papel desses operadores. Isto justifica a ultima definicao e as seguintes
notacgoes particulares:

I Vo) = - lar & PGB F) = Puy ("5 F).

Antes de enunciar o teorema da dominacao de Pietsch para polindmios homogéneos,
vejamos uma série de lemas que serao uteis para a sua demonstragao.

Lema 3.2.2 (Lema de Ky Fan) Seja K um subconjunto compacto e convexo de um
espago vetorial topologico de Hausdorff, e seja § uma familia concava de fungoes reais,
convezas e semicontinuas inferiormente, definidas sobre K. Seja p € R e suponha que
para cada ¢ € § existe v € K com ¢(x) < p. Entdo € possivel encontrar xy € K tal que
(o) < p para todo ¢ € §.

Demonstragao. Veja [29, paginas 40-41]. [ |
O lema de Ky Fan sera a principal ferramenta para a demonstracao que faremos.

Como veremos na demonstracao, sera imprescindivel na verificacao das hipétese do lema
de Ky Fan o lema posterior. Neste lema, e no restante da dissertacao, o simbolo M (X)
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representara o espaco das medidas de Radon complexas definidas nos borelianos do espago
topoldgico X. Além disso, a correspondéncia

p€ M(X) — [lpll = |l (X),
onde |p| é a variagao total de p, define uma norma em M (X) (veja [14, Proposition 7.16]).

Lema 3.2.3 (Teorema da representacao de Riesz) Seja X um espago de Hausdorff
localmente compacto. Entao a aplicacdao

€ um isomorfismo isométrico.
Demonstragao. Veja [14, Proposition 7.17]. [ |

O teorema da representacao de Riesz ja se fara 1til na demonstragao do nosso proximo
resultado auxiliar.

Lema 3.2.4 Considere E' e (C(Bg)) munidos com as respectivas topologias fraca es-
trela. Entio W(Bg), visto como subconjunto de (C(Bg)) de acordo com o teorema da
representagao de Riesz, ¢ compacto.

Demonstragao. Pelo Teorema de Alaoglu sabemos que Bp é compacto, logo C(Bg) =
Co(Bgr). Mantendo a notagao do nosso enunciado do teorema da representacao de Riesz,
como ¥ é isomorfismo isométrico,

V(W (Bg)) € BBy

Como (C(Bgr))" estd munido com a topologia fraca estrela, uma nova aplicagao do Teo-
rema de Alaoglu nos diz que B(¢(p,,)y ¢ compacto. Logo basta mostrar que W(W (Bgr)) é

fechado em B(¢(z,,)y na topologia fraca estrela. Para isso seja (¥(j,))x uma rede contida

em V(W (Bg)) tal que W(uy) o€ Bc(B,,)y- Pelo teorema da representacao de Riesz
existe p € M(Bpg/) tal que ¥(u) = ¢ e, além disso, da convergéncia na topologia fraca
estrela,

fdpx =Y () (f) — o(f) = V(u)(f) = fdu

By By

para toda f € C'(Bg/). Em particular, tomando a fun¢ao constante igual a 1,

1 = px(Bp) = / dpy — | dp = p(Bg),
Bry Bry
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o que implica u(Bg/) = 1. Por outro lado, dado A € B(Bpg/), existe uma sequéncia
(fn)22, em C(Bg) tal que f, — x4 em Li(p) (veja [14, Proposition 7.9]). Logo, fixado
n € N e novamente aplicando o teorema da representacao de Riesz, obtemos

/ |fn’d,u/\€R+ — ‘fn’d:ua

B B

o que implica fBE’ |fnldp € RT. Mas como f,, — x4 em Li(u), entdo |f,| — |xa| em
Lqi(p); assim

/ Fuldu € R —s [ |xaldy = / Vadit = u(A)
By By B

E/

e, por conseguinte, p(A) € RT. Isto completa a prova. [ |

Agora sim estamos em condi¢oes de demonstrar a versao polinomial do teorema da
dominacao de Pietsch:

Teorema 3.2.5 (Teorema da dominagao de Pietsch para polinémios homogéneos)
Seja r € (0,00). Um polinomio homogéneo P € P(™E; F) é r-dominado se e somente se
existem uma constante C' > 0 e uma medida p € W(Bg) tais que

T

|P(2)] < C /B |so<m>|fdu<so>] | (3.1)

para todo ponto x em E. Nesse caso,
| Plly, = nf{C : C satisfaz (3.1)}.

Demonstracao. Primeiramente assumamos a veracidade da desigualdade (3.1) com C' e p
como supracitados. Entao

r

[(P(2)))j=

r
m

= (Z ||P<o:j>||”m)
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ez {3 })

= CH (; j:lHW

para cada k € Ne x; € F, com j = 1,2,..., k. Portanto o polinomio homogeéneo P ¢
r-dominado pelo Teorema 2.3.2 e

1Pl < €. (3.2)

Para mostrar a reciproca, sejam P € Pq,("E;F) e D := ||P|,,. Considere o espaco
vetorial topoldgico (C(Bg)), munido com a topologia fraca estrela. Pelo Lema 3.2.4
sabemos que W (Bpgr) é um subconjunto compacto desse espago. Para cada familia finita
(2;)h_, constituida por elementos de E, defina a fungao associada Playyi_, W(Bg) — R

por
IP@IE =D [ etalrand >]

Consideremos agora o conjunto formado por todas essas funcoes:
§ = {Cb(zj);?

Com o intuito de aplicar o Lema de Ky Fan, passamos agora a verificacao de suas
hipdteses.
(a) A familia de fungdes § é concava. Com efeito, dados ¢($v1)k1 e ¢(Ij yin € Se
J1)j=1 nlj=

my)] 1 Z

J=1

L (z;)%_, é uma familia finita com elementos em E}.

ay, ..., > 0taisque g +---4+a, =1

Y

Q; (ZHP IJZ |m_D / ‘le W du(e ))]

1

90(%F xj,i)

n

2%(]5(%,1)?11(“) - Zl
- ZZ
i=1 j=1

= ¢ 1 . WET

(o] r“)] 1,i=1

m r
— Dwm

HP(@E%J)

' du(w)]

B

(b) Verifiquemos que cada fungao Pyt € ¢é convexa. Com o intuito de aplicar o
=
teorema da representacao de Riesz, mostraremos primeiramente que a aplicacao

© € Bp — |p(z)[" € R

pertence a Cy(Bgr), para todo ponto x em E. Para isso lembre da imersao isométrica
linear entre £ e E” definida por

JE: E — £
r — Jp(x): B —K
Je(z)(p) = o(2)
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e note que E’ é munido com a topologia fraca estrela. Desse modo, seja (p)), uma rede
convergindo na topologia fraca estrela para ¢ em Bp/. Entao

r

[ox(@)]" = [Je(@)(e)]" — [e(@)(@)]" = [e(@)]",

e portanto a aplicagdo ¢ € Bp — |¢(x)|" é continua. Sejam ¢ > 0 arbitrario e z € E.
Da continuidade que acabamos de provar segue que o conjunto

{¢ € Ber : |p(x)]" > €}

¢ fechado em Bp. Mas como E’' é munido da topologia fraca estrela, temos que Bg: é
compacto e, consequentemente, {¢ € B : |p(z)[" > €} é compacto em Bp,. Portanto a
aplicacdo ¢ € B — |p(z)|" estd em Cy(Bg), para todo ponto z em E.

Mostremos finalmente a convexidade de gb(mj)?:l. Para isso sejam pq, o € W(Bg:) e
A € (0,1). Segue assim que

Py, (A + (1= A p2)

-
|P(aj)||" — Dm [ ()| d(Am + (1 - A)uz)(w)]

4 wumwmwﬂl
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|P(z;)||" — D= |S0($j)’TdM2(90>]

— Mg, E> (1= N (12).

Observe que a segunda igualdade ¢ mais uma aplicagao do teorema da representacao de
Riesz.
(¢) Mostraremos agora que cada fungao gb(xj)@ €T ¢ continua e, consequente-
5=

mente, semicontinua inferiormente. Para isso seja (uy), uma rede convergindo para p
em W(Bg) C M(Bg). Como visto no item (b), a aplicagao

v € Bpr — |p(2)|" € R,

onde z € E, pertence a Cy(Bgr). Aplicando o teorema da representagdo de Riesz uma
vez mais, segue que

A o@)dua(e) — [ lo(@)du(p),

Bgy

para todo ponto x em E. Logo,

k k
> [I1P)IE =D [ jote) (e I%Ej

Jj=1 Jj=1

IP@IE =D [ etirand 4
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e, por conseguinte, 925(:@-);";1 é continua.
(d) Dada uma familia finita (z;)* -1, da compacidade de Bps na topologia fraca estrela
podemos escolher ¢y € Bgs tal que

@izl = [[Geolz)i=)]],

Se 0, denota a medida de Dirac em ¢y, temos

Py 0o) = 3 |IP() |m—Dm/B

Jj=1

|P(z;)|= = Do (/B y }Iso(ﬂfj)lrd%(soH/{ }|¢(;pj)|rd5%(¢))]

() |Td5<p0(90)]

E/

—_

N Kk
)7 = DE Y ol
j=1

;)f - 0% (l(eota)iall,)’
= (Il )™ = o (e, )

Como P € P,,(™E; F), pelo Teorema 2.3.2 segue que

(llP )

o que implica ¢(d,,) < 0.

Com as hipéteses do Lema de Ky Fan verificadas, podemos usar este resultado para
garantir a existéncia de uma medida v € W(Bg/) tal que ¢(v) < 0 para todo ¢ € F.
Segue entao que

T

)" < 0% (e,

|P()|™ = D7 [ |p(@)]"dv(p) = d(v) <0

By

para todo ponto z em E. Consequentemente,

T

||P<x>||§D[/B IsO(fr)l’"dv(sD)] | (3.3)

para todo ponto z em E. Além disso, das desigualdades (3.2) e (3.3) segue que || P||,,. ¢
a menor das constantes que satisfazem a desigualdade (3.1). [ |

Observacao 3.2.6 Faca m = 1 no Teorema 3.2.5 para obter o teorema da dominacao de
Pietsch para operadores lineares (Teorema 3.1.3).
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Corolario 3.2.7 Sejam 0 <r; <ry <oo em € N. Entdo Py, ("E; F) C Pyp("E; F),
com ||P||dm2 < ||P||d77"1 para todo P € Py, ("E; F).

Demonstragio. Seja P € Py, ("E; F). Entao, pelo Teorema 3.2.5 existe uma medida
u € W(Bg) tal que

m

1P@)] < |1P]l,.. ( / Iw(fﬂ)l”dﬂ(@)) -

By

para todo ponto z em E. Como p é uma medida de probabilidade segue que L,,(u) C
Ly () e[| [y < I+ [|r,. Portanto,

m m

1@ < 1Pl ( / |90(x)|’"1du(%0)> S <Pl ( / |90(96)\7"2du(%0)> -

para todo ponto x em E. Aplicando novamente o Teorema 3.2.5 obtemos que P €
Pd,TQ(mE; F) e ||PHd,7“2 S HPHd,m‘ u

Encerraremos o capitulo com dois exemplos.

Exemplo 3.2.8 Seja m € N. Considere o polindmio m-homogéneo e continuo P: o —
{5 definido por
P((xj)ﬁl) = (SU}”);’L

Pelo Exemplo 2.2.6, P: {5 — {5 é deveras polinomio m-homogéneo, continuo e estd
bem definido. Afirmamos que P nao é r-dominado para todo r € (0,00). Com efeito,
novamente pelo Exemplo 2.2.6 sabemos que P nao é r-dominado sempre que r € [2,00).
Portanto, pelo Corolario 3.2.7 segue que P nao é r-dominado para todo r € (0, 00).

No préximo exemplo usaremos a desigualdade

m 1/2
<Z ||az-|!f> < V2| A, (3.4)

onde A = (a;;) é uma matriz escalar de ordem m x n, a; = (a;;)j_; e

4] = sup {i S, }

|tj|§1 i=1 | j=1
A validade dessa desigualdade pode ser confirmada em [15, pagina 303].

Exemplo 3.2.9 Sejam m € N,m > 2, F espago de Banach e (¢;)32, € {,(F'),1 < p < 0.
Considere a aplicacao P: ¢; — F' definida por



Afirmamos que P é um polindmio m-homogéneo. Com efeito, a aplicacao
T:0; X+ x ¥ — F, definida por

T ((zr1)pts -+ (Thom)per) Zﬂfm * Tmlk

estd bem definida pela desigualdade de Hoélder generalizada, é claramente multilinear e
Tx™ = P(z) para todo x em ¢;. Visto isto, mostremos que

P é 1-dominado se e somente se P é continuo.

Ora, se P: {1 — F ¢ 1-dominado, segue da Observacao 2.3.3 que P: {1 — F' é continuo.

Reciprocamente, se P: 1 — F é continuo, temos sup ||P(z)| < co. Mas como e, € By,
Z’EBgl

sempre que k € N, segue que

[£k]l = [P (ex)|| < sup || P(z)]]
€l
para todo k € N e, consequentemente, sup ||t < co. Dadosn € Nexy = (241)52,- -, Tn =
k

(Thn)ozy em b,

n 1/m

Yo NP@HIT™ = DY ()t
j=1 j=1 |l k=1

n 0o 1/m
DA D lwwylm Htk”)

j=1 \k=1

n o 1/m
< (s%plltk!\l/m) Z(Z!xk,ﬂ)

< (sgputkn”m) Z<i|)/ — (+).

Além disso, pela desigualdade (3.4),

7j=1

= V2 sup i

| (k)R €Bros =1
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para todo p € N. Fazendo p — oo,
n 00 1/2 i m
(L) = | e {3

= V2| sup {Z!w(fﬁj)l

Jj=1

= V2L

w,l”’

sendo a pentltima igualdade devida ao isomorfismo isométrico entre f, e ¢}. Segue
consequentemente que

(x) < ﬂ(sngtkHI/m) ()5, -

Portanto P € Py1(™E; F) pelo Teorema 2.3.2.
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CAPITULO 4

TEOREMA DA FATORACAO DE
PIETSCH PARA POLINOMIOS
DOMINADOS

Vimos no capitulo precedente uma extensao do teorema da dominacao de Pietsch para o
caso polinomial. No caso linear o teorema da dominag¢ao tem uma contrapartida na forma
de teorema de fatoragao (veja Teorema 4.1.4) que complementa o teorema da dominagao
e expande as possibilidades de aplicagoes. Dessa forma é natural investigar a validade de
um tal teorema de fatoracao no caso polinomial. No presente capitulo veremos que uma
extensao bem natural do teorema da fatoracao de Pietsch para polindmios dominados
nao € possivel. Para isso serd explicitado um exemplo de polinomio dominado que nao
¢ fracamente compacto e, posteriormente, verificaremos que a existéncia dessa extensao
bem natural faria com que todos os polinomios dominados fossem fracamente compactos.

Finalizaremos o capitulo com um teorema de fatoracao para polinomios dominados
que, apesar de nao ser uma fatoracao tipo Pietsch, também tem muitas aplicacoes.

4.1 Preliminares
Esta secao apresentara varios resultados que serao tteis no desenvolver do capitulo. Além
disso, fornecerd o teorema da fatoragao de Pietsch para operadores lineares p-somantes.

Comecemos com uma proposicao que nos apresentara a um operador linear absolutamente
somante que desempenha papel central no teorema de fatoracao.

Proposigao 4.1.1 Sejam E espaco de Banach, E' munido com a topologia fraca estrela,
e W(Bg) e0<p<oo. Entao o operador inclusdo

Jp: C(Brr) — Ly(u) 5 gp(f) == f

¢ absolutamente p-somante e m,(j,) = 1.
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Demonstracao. E claro que a aplicagao j, estd bem definida e ¢ linear. Verifiquemos
que j, ¢ absolutamente p-somante. Para isso, observe que a cada funcional w € Bpg
corresponde um funcional d,, € B(¢(s,,)y dado por

0uw(f) = f(w) para todo f € C(Bg).
Com efeito, dados fi, fo € C(Bg/) e A € K,
duw(fi + Af2) = (fi + Af2)(w) = fi(w) + Afa(w) = 6u(f1) + Aw([2),

provando que &, é linear. Por outro lado,

10w (f)] = [fr(w)] < sup [fi(u)] = [[fill

u€B g

provando que ¢,, é continua e que

10wl = sup{[duw (f)] : [l <1} < 1.
Visto isto, dados m € Ne fi,..., fi, € C(Bg),

m 1/p 1/p
<Z\|jp(fk)||§> = Z/B | fi(w) [Pdpu( ))

1/p
-/ S e w) P >>

E' k=1

1/p m 1/p
/ du<w>> sup (Z |fk<w>\p)
B weBp \ k=1

<
1/p
= w(Bg)'?- sup (Z|5 (fx)] )
wEBE/
1/p
< sup Z\s@ folP
PEB(c(B )
= ||(f]€)k:1||w,p'

Pelo Teorema 2.3.2 e pela Observacao 2.3.4 concluimos que o operador j, ¢ deveras abso-
lutamente p-somante e m,(j,) < 1. Por outro lado,

1/p
. . . 1
Tp(3p) = dpll = (DI, = (/ du) = (u(Bp))"" = 1.
Bg/
Portanto ,(j,) = 1. [
Agora, vejamos uma proposi¢ao que nos fornecerda uma imersao isométrica que, as-
sim como o operador da proposicao precedente, aparecera explicitamente no teorema da

fatoragao de Pietsch.
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Proposicao 4.1.2 Sejam E espago de Banach e E' munido com a topologia fraca estrela.
O operador linear

é uma tmersao isométrica.

Demonstracao. Vejamos que ip estd bem definido, isto é, ig(x) € C(Bg) para todo
x € E. Da definicao da topologia fraca estrela sabe-se que os funcionais

JE(‘%): E'—K ) JE(QJ)(QO) = (P(x)a

sao continuos nesta topologia para todo ponto x em FE. Segue assim que a funcao
ip(z): Bpr — K é continua, uma vez que coincide com a restrigdo do funcional Jg(x) ao
conjunto Bgr e E’ estd munido com a topologia fraca estrela. O operador ig estd entao

bem definido.
Vejamos que ig € linear. Dados 1,25 € E e A € K,
iE($1 + A%Q)(QO) = QO(.Tl + )\.1‘2)
= @(r1) + Ap(z2)
= ig(z1)(p) + Nip(22)(p)
= (ip(z1) + Nip(22)) ()
para todo ¢ € Bgs, 0 que comprova a linearidade de ip.
A aplicacao ig é obviamente uma imersao isométrica, pois
lip(z)| = sup |p(z)| = |||
pEBE
para todo ponto x em FE, sendo a ultima igualdade uma consequéncia do Teorema de
Hahn-Banach. ]

Observacao 4.1.3 A restricao do operador linear j,: C(Bg/) — L,(1) ao conjunto
ip(F) serd denotado por jf. Assim,

il ip(E) — Ly(p) , 42 (ip(x)) (@) = ip(x)(p) = o(z).

Agora ja temos todos os ingredientes necessarios para a compreensao do Teorema da
fatoracao de Pietsch para operadores lineares p-somantes:

Teorema 4.1.4 (Teorema da fatoragdo de Pietsch) Sejam E e F espacos de Banach e
1 < p < oo. Um operador w € L(E;F) é absolutamente p-somante se e somente se
existem ji € W (Bgr), um subespago fechado X, de L,(u) contendo (j) o ig)(E) e um
operador . € L(X,; F') tal que o diagrama seguinte comute:

|

C(Bp) 22~ L, ()

Além disso, pode-se escolher (v e G tais que ||| = m,(u).
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Demonstragao. Mais adiante forneceremos uma extensao deste teorema (confira o Teo-
rema 4.4.4). Desse modo, o presente teorema se tornara um caso particular dessa extensao.
Como a demonstracao desta extensao se encaixa perfeitamente com a demonstragao que
farfamos para o caso atual, exceto por alguns detalhes que se simplificam, omitiremos a
demonstracao em questao. [ ]

Caminharemos agora no sentido de mostrar que nao vale um teorema analogo no caso
polinomial. Para isso precisaremos de algumas nocoes e alguns resultados. A proxima
proposicao sera usada com certa frequéncia no decorrer deste capitulo.

Proposigao 4.1.5 (Propriedade de ideal) Se v € L(E;E), P € P (ME:F) e v €
L(F; Fy), entiovo Pouc P (ME;; ) e

||U OPOUHas (ssr) = ||UH ||P||as,(s;r) ||u||m

Demonstracao. Obviamente a aplicacdo v o Powu: E; — F; estd bem definida. Para
verificar que v o Pow é deveras um polinomio m-homogéneo, basta notar que a aplicacao
multilinear dada por

T Bx " xB — R

(@1, 2m) — (o P)(u(z1),. .., ul@n)),

é tal que Tax™ = (vo Powu)(x) para todo ponto x em F.

Vejamos que v o P o u é absolutamente (s;r)-somante. Como o caso u = 0 é trivial,
considere u # 0. Sejam k € N e xy,...,x, € F;. Fazendo uso das hipdteses, segue da
Proposicao 1.1.2, do Teorema 2.3.2 e da Observacao 2.3.4 que

k 1/s k 1/s
(Z |(vo Pou)(z;)| ) < vl (Z |(P ouw) (xJ)Hs)
— ‘=
1/r
< Pl 1Pl | s (D oo o) (2] )

(900 °© ﬁ) (;)

1/r
SO s, gsory lell™ | 50D ( sup Z |0 (z; |T)

m

- ||U|| ||P”a5 (sr ||u||m sup <

k
LpoEBE/

Jj=1

poEBE/ (,DGBE/ —
- k 1/r] ™
= [0l 1Pl g sy 1™ [ { sUp Y o))"
¢€Bp =1
- qm

1/r
= [0l 1P g, oy Full™ | sUD (ZMO(%‘)V)
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Aplicando novamente o Teorema 2.3.2 e Observagado 2.3.4 segue que
voPouc€ P(s;r)<mE1;F1) S ||U oPo u”as,(s;r) < ||U|| ”P“as,(s;r) HuHm u

A nocao de aplicagoes fracamente compactas serda imprescindivel para comprovar a
nao validade do caso polinomial do teorema da fatoracao de Pietsch.

Defini¢ao 4.1.6 O operador linear u € L(E; F) é denominado operador linear fraca-
mente compacto se o conjunto u(Bg) é relativamente fracamente compacto em F, isto é,
o fecho do conjunto u(Bg) na topologia fraca é um conjunto fracamente compacto em F.

Teorema 4.1.7 (Eberlein-Smulian) Sejam E um espago de Banach e A um subcon-
junto de E/. Entao A € relativamente fracamente compacto se e somente se cada sequéncia
em A admite uma subsequéncia que converge fracamente para algum ponto em E. Em
particular, um subconjunto de um espaco de Banach € fracamente compacto se e somente
se € sequencialmente fracamente compacto.

Demonstragao. Veja [18, Teorema 3.4.4]. u

Lembre que um espago normado F é denominado reflexivo se a imersao isométrica
Jg: B — E" : Jg(x)(@) := p(x)
é sobretiva.

Proposicao 4.1.8 Sejam E| F espacos de Banach e u € L(E; F).
(a) Se E € reflexivo entao u € um operador linear fracamente compacto.
(b) Se F € reflexivo entdo u € um operador linear fracamente compacto.

Demonstracao. (a) Seja (x,)22 ; uma sequéncia em Bg. Como o espago E é reflexivo, segue
pelo Teorema de Kakutani que a bola unitaria By é fracamente compacta. Pelo Teorema
de Eberlein-Smulian existe uma subsequéncia (z,, )52, de (z)52, tal que (7,,)32, converge
fracamente em E; digamos, z,,, — a € E. No entanto, como u: (E, || - |) — (F, || - ||) é
continuo, entdo u: (E,w) — (F,w) é continuo, o que implica u(z,,) — u(a) € F. No-
vamente pelo Teorema de Eberlein-Smulian segue que o conjunto u(Bg) é relativamente
fracamente compacto. Portanto o operador u é fracamente compacto.

(b) Seja (,)%, uma sequéncia em Bg. Como o operador linear u: £ — F' é continuo,
existe C' > 0 tal que a sequeéncia (u(z,)/C) " estd contida em Bp. Por outro lado, como
o espaco F’ é reflexivo, segue novamente por Kakutani que a bola unitaria B é fracamente
compacta. Desse modo, usando o Teorema de Eberlein-Smulian uma vez mais, existe uma
subsequéncia (u(z,,)/ C’);il de (u(z,)/C)52, tal que (u(zy,)/ C);il converge fracamente
em F, o que implica que a subsequéncia (u(xn]))jil de (u(z,)),~, converge fracamente
em F. Uma tltima aplicacio do Teorema de Eberlein-Smulian nos diz que o conjunto
u(Bg) é relativamente fracamente compacto em F', comprovando a compacidade fraca do
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operador u. [ |

A definicao seguinte é uma extensao natural da definicao de operadores fracamente
compactos para polinomios homogéneos.

Defini¢ao 4.1.9 Um polinémio homogéneo P € P("E;F) é denominado polinémio
homogéneo fracamente compacto se o conjunto P(Bg) é relativamente fracamente com-
pacto em F'.

Observacao 4.1.10 Como polindmios homogéneos continuos levam conjuntos limitados
em conjuntos limitados, a segunda parte da demonstracao da Proposicao 4.1.8 prova o
seguinte resultado: se F' é reflexivo, entdo todo polindmio P € P(™E; F) é fracamente
compacto, qualquer que seja o espaco de Banach F.

A propriedade de ideal também vale para polinomios homogéneos fracamente com-
pactos, e portanto para operadores lineares fracamente compactos:

Proposicao 4.1.11 Sejam u € L(Ey; E), v € L(F;Fy) e P € P("E;F). Se P é um
polinomio homogéneo fracamente compacto, entao a aplicagao vo Powu : By — F| € um
polinomio m-homogéneo fracamente compacto.

Demonstracao. Obviamente a aplicacdo vo Powu : Ey —> F} estd bem definida. Além
disso, é facil ver que a aplicacao

T: Eyx ™ xE, — F

(@1, ) (0 PY(u(z1), .., ulwm)),

¢ multilinear, continua e T2™ = (vo Pou)(x) para todo ponto z em E;. Segue assim que
vo Pow é um polindmio m-homogéneo e continuo.

Mostremos que o polinomio vo Pou : £y — F) é deveras fracamente compacto. Para
isso, seja uma sequéncia (z,)%, contida em Bg,. Como o operador linear u é continuo,
existe C' > 0 tal que a sequéncia (u(z,)/C)2, estd contida em Bg. Como o polinémio P é
fracamente compacto, entao, pelo Teorema de Eberlein-Smulian,
existe uma subsequéncia (P(u(7,,)))32; de (P(u(r,)))p2, tal que P(u(z,,))32, converge
fracamente em F'; digamos

P(u(z,,)) — a € F.

Por outro lado, como o operador linear v: (F,|| - |) — (Fi,| - ||) é continuo, entao
v: (F,w) — (Fy,w) é continuo; e portanto v(P(u(z,,))) — v(a) € Fi. Novamente
pelo Teorema de Eberlein-Smulian, o conjunto (vo Pou)(Bg, ) é relativamente fracamente
compacto, comprovando a compacidade fraca do polinomio homogeéneo v o P o u. [ |

Proposicao 4.1.12 Sejam u € L(F; F) e P € P("E; Fy). Se uw é um operador linear
fracamente compacto, entao a aplicacao uwo P: E — F € um polinomio m-homogéneo
fracamente compacto.
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Demonstracao. De modo analogo ao que foi feito na demonstracao da tltima proposicao,
verifica-se que u o P: E — F é deveras um polinomio m-homogéneo.

Verifiquemos que o polinémio u o P ¢ fracamente compacto. Para isso seja (x,)>
uma sequéncia em Bpg. Desse modo existe uma constante C' > 0 tal que a sequéncia
(P(z,)/C)22, estd inteiramente contida em Bp,. Ora, como u é um operador linear fraca-
mente compacto, entdo pelo Teorema de Eberlein-Smulian a sequéncia (u(P(z,))/C)%,
possui uma subsequéncia (u(P(z,;))/C)52, fracamente convergente em Fj. Portanto,
aplicando novamente o Teorema de Eberlein-Smulian segue que u o P é um polinémio
fracamente compacto. |

O préximo resultado, que é uma consequéncia de varios resultados anteriores, nos serd
muito util na préxima secao.

Proposicao 4.1.13 Seja u: E — F um operador linear absolutamente p-somante, 0 <
p < o0o. Entdo u € um operador linear fracamente compacto.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.2.7 basta mostrar o resultado no caso em que 1 < p < co.
Como o operador linear u é absolutamente p-somante, entao pelo Teorema 4.1.4 existem
uma medida g € W(Bg), um subespago fechado X, de L,(u) e um operador linear
u € L(X,; F) tais que
u=1uo jf oilp.

Logo, pela Proposicao 4.1.11 basta mostrar que o operador jf ig(E) — X, é fracamente
compacto. Como L,(u) é reflexivo para 1 < p < oo, e X, ¢é subespago fechado de
L,(1), entao X, ¢é reflexivo. Portanto, pela Proposigao 4.1.8 segue que jf ¢ um operador
fracamente compacto. Isto completa a demonstracao. [ |

4.2 Um polindmio dominado que nao é fracamente
compacto

Na Proposigao 4.1.13 vimos que todo operador linear absolutamente somante é fracamente
compacto. Desse modo, como os polinomios dominados assumem o papel desempenhado
pelos operadores absolutamente somantes, é natural indagar se o mesmo ocorre com esses.
Ou seja, é verdade que todo polinomio homogéneo dominado ¢é fracamente compacto?
Essa pergunta foi respondida primeiramente por G. Botelho [3] com um exemplo de
um polinémio dominado que nao é fracamente compacto. Com o intuito de descrever esse
exemplo na presente secao, iniciemos com a introducao das fungoes de Rademacher.

Definicao 4.2.1 Seja X um conjunto. O sinal de uma funcao f: X — R ¢ a fungao
sign(f): X — R definida por

1, se f(t)>0
sien(f)(1) = sign(f(1)) = { 0, se f(t)=0
-1, se f(t)<0

para todo ponto t em X.
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Definigao 4.2.2 Sejan € N. A funcao r,: [0,1] — R definida por
rn(t) := sign(sen(2"nt)),

¢ denominada de n-ésima funcdao de Rademacher.

Em seguida estao esbogados os graficos das trés primeiras fungoes de Rademacher
ri,72 € r3. Essa representacao grafica fornece uma ideia intuitiva de como as funcoes
de Rademacher sao construidas, e também de suas principais propriedades. Em muitos
casos, ¢ conveniente pensar nas fungoes de Rademacher na perspectiva dessa construgao
grafica.

1 ) r3

Uma propriedade interessante das funcoes de Rademacher, e que nos sera de grande
valor, é que tais fungoes formam uma sequéncia ortonormal em Ls[0, 1]. Explicitemos essa
propriedade na proposicao seguinte.

Proposigao 4.2.3 Sejamn,m € N er,,r,: [0,1] — R func¢ées de Rademacher. Entao

1 _
/ P () (£)dt = { L se n=m
0 07

se nm#Em

Demonstracao. No caso n = m segue obviamente que

/01 o () (D)l = /01 Lt = 1.

Por outro lado, se n # m, podemos supor, sem perda de generalidade, que m < n. Neste
caso afirmamos que

Jjt+1

/ T at)dt =0

m

para todo j = 0,1,...,2"™ — 1. Com efeito, pela forma como as funcoes de Rademacher
sao construidas, tem-se que a fungao r, restrita ao intervalo [j/2™, (j + 1)/2™], para j =
0,1,...,2™—1, assume valores £1 em quantidades iguais de intervalos com comprimento
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igual a 1/2". Segue assim que

/Olrn(t)rm(t)dt = Z/ T ()7 () dt

j=0 Y zm
2m_1 i1
= S [
=0 am
— 0’
0 que completa a demonstracao. [ |

Depois de estudar as funcoes de Rademacher, vejamos uma proposi¢ao que também
sera util na verificagao da existéncia de um polinomio dominado que nao é fracamente
compacto. Antes dessa proposicao, as duas proximas defini¢oes sao indispensaveis.

Definicao 4.2.4 Seja ' um espago normado. Diz-se que E goza da propriedade de Schur
-ou E é um espago de Schur - se sequéncias fracamente convergentes em E convergem
na topologia da norma.

Exemplo 4.2.5 (a) Espagos de dimensao finita gozam da propriedade de Schur, pois
nesses espacos a topologia fraca coincide com a topologia da norma.

(b) O espaco de Banach (¢y,] - ||1) satisfaz a propriedade de Schur. Esse resultado é
conhecido como Teorema de Schur (veja [9, Theorem 1.7]).

(c) Espagos reflexivos de dimensao infinita ndo gozam da propriedade de Schur: de fato,
seja I/ é um espaco reflexivo de dimensao infinita. Por ser reflexivo, toda sequéncia na bola
unitaria de F tem subsequéncia fracamente convergente. Se E gozasse da propriedade de
Schur, toda sequéncia na bola unitaria de E teria subsequéncia convergente em norma,
e neste caso a bola unitaria de E seria compacta. Como isso nao ocorre em espacos de
dimensao infinita segue que E nao satisfaz a propriedade de Schur.

Defini¢ao 4.2.6 Um polinomio homogéneo P € P(™E; F) é dito compacto se o conjunto
P(Bg) é relativamente compacto em F'.

Agora chegamos ao resultado desejado:

Proposicao 4.2.7 Sejam F um espaco normado que satisfaz a propriedade de Schur e
P e P("E; F). Entao o polinomio P é compacto se e somente se € fracamente compacto.

Demonstracao. Seja P € P(™E; F) um polinomio compacto. Logo, dada uma sequéncia
(Yn)pzy em P(Bg), segue que existe uma subsequeéncia (y,,;)32, de (yn)52; que converge
na topologia da norma para algum ponto em F. Como convergéncia na topologia da
norma implica convergéncia na topologia fraca, obtemos que a sequéncia (yn].);?‘;l converge
fracamente para algum ponto em F. Portanto, pelo Teorema de Eberlein-Smulian, o
conjunto P(Bg) é relativamente fracamente compacto e, por conseguinte, o polinémio P
é fracamente compacto.
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Reciprocamente, sejam P € P(™E; F') um polinémio fracamente compacto e (yn)n
uma sequéncia em P(Bg). Como o polinémio P é fracamente compacto, entdo, pelo
Teorema de Eberlein-Smulian, existe uma subsequéncia (Yn;)321 de (Yn)pZy que converge
fracamente em F'. Como F satisfaz a propriedade de Schur, segue que (y,,;)32, converge na
topologia da norma. Logo o conjunto P(Bg) é relativamente compacto e, por conseguinte,

o polinomio P é compacto. [ |

Corolario 4.2.8 Sejam E um espaco de Banach e P: E — {1 um polinomio m-homo-
géneo. Entao P € compacto se e somente se P € fracamente compacto.

Demonstragao. Basta usar o Exemplo 4.2.5(b) e aplicar a proposi¢ao precedente. [ |

Pois bem, vejamos o referido exemplo de polinomio dominado que nao é fracamente
compacto.

Exemplo 4.2.9 Seja m > 2. Considere o polinomio m-homogéneo P,,: {; — /1,
definido por

Pn((00)Z1) = ((a)™)Zs-

Pelo Exemplo 2.2.6, a aplicacao P,, é deveras um polinomio m-homogéneo. Verifique-
mos assim que o polinomio m-homogéneo P, é m-dominado. Para isso sejam (r;)32,
a sequéncia de funcoes de Rademacher, k& € N e zq,...,z, vetores em /¢;; digamos,

r; = (v5:)2,. Logo,

k koo
S Pu)ll, = DD lwul™
j=1 '
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< sup Y > m(t)
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< swp Z >
(@i)32 IGBZOOJ 1 ]i=1
= Sl
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19qm
k ™
~ | zwmm)
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(%): €2 C b e || - [l <[] - [|2 pois m > 2.

(k) Proposn;ao 4.2.3.

(%% %) Ly[0,1] C Ly[0,1] e || - ]2 < || - ||m pois m > 2.

(* % xx): Devido o isomorfismo isométrico canonico entre ¢, e (¢1)’.

Assim, pelo Teorema 2.3.2 temos que o polinomio P,, ¢ m-dominado.

Finalmente vejamos que P,, nao é fracamente compacto. Pelo Corolario 4.2.8 basta
mostrar que P, nao é compacto. Para isso suponha, por absurdo, que P, (By,) seja
relativamente compacto. Com essa suposigao, obrigatoriamente a sequéncia (P, (e;))32, =
(€)%, por ser limitada, deve ter uma subsequéncia convergente na topologia da norma.
Mas isso nao ocorre pois

| Pr(e;) — Pr(er)lls = llej — exllr = 2

para todos j # k. Segue assim que o polinomio P,, nao é fracamente compacto.

4.3 Nao validade do teorema da fatoracao de Pietsch

No Capitulo 3 vimos que o teorema da dominagao de Pietsch pode ser estendido de
maneira natural para polindomios homogéneos; e que nessa extensao natural os polinomios
dominados assumem o papel dos operadores lineares absolutamente somantes. O objetivo
desta secao é provar que uma extensao igualmente natural do teorema da fatoragao de
Pietsch nao é possivel. Similarmente ao capitulo anterior, os polinomios p-dominados
representarao o papel dos operadores absolutamente p-somantes. O material desta se¢ao
estd baseado no artigo [5] de G. Botelho, D. Pellegrino e P. Rueda.

Comecamos com uma proposicao que fornecera o polinomio dominado canoénico que
naturalmente assumiria o papel do operador absolutamente somante j, na desejada even-
tual versao natural do teorema da fatoragao de Pietsch para polinomios dominados.
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Proposigcao 4.3.1 Sejam E um espago de Banach, E' munido com a topologia fraca
estrela, p € W(Bg), 1 <p < oo em € N. Entdao a aplicagdo

m

(72)"  CBr) — Lo (j2) () =z (™)
€ um polinomio m-homogéneo p-dominado.

Demonstragdo. Como o operador linear j» : C(Bg) — Lz () é bem definido, entao ob-

ik

m
viamente a aplicagao em questao, (jg) : C(Bg) — L» (u), também estd bem definida.
Além disso, é facil ver que a aplicagao

T C(BE/)X (m) XC(BE/) — L%(,U/)

<f17 .. 7fm) — j%(fl) te ]%(fm)

estd bem definida, é multilinear e T'f™ = (]%)m (f) para todo ponto f em C(Bg). Logo
a aplicagao (j%)m : C(Bpr) — Lz () é deveras um polindmio m-homogéneo.

Verifiquemos que o polinomio m-homogéneo (3%> ¢ p-dominado. Para isso sejam
neNe fi,..., fn € C(Bg). Entao

(S 10e)" wo

m m
P

)" = (Slheunlf)
- <k§j / ) fk”du>n;

_ (Z ||jp<fk>||§>p

< )Rzl

sendo a ultima desigualdade devida a Proposi¢ao 4.1.1. Portanto, pelo Teorema 2.3.2 o

ik 3k

3k 3

m

m
polindémio <jg> ¢ verdadeiramente p-dominado. [ |

Observacao 4.3.2 A restricao do polindémio <j%) ao subespaco ig(F) de C(Bpg) seré
E )m

denotada por (j,,,

Conhecido o polinomio dominado da proposicao anterior, é possivel explicitar a de-
sejada extensao natural do teorema da fatoracao de Pietsch para polindmios dominados.
Pois bem, uma extensao desse tipo afirmaria o seguinte:

Um polinémio m-homogéneo P € P(™FE; F') é p-dominado, 1 < p < 0o, se e somente
se existem uma medida p € W(Bg/), um subespago fechado X» de L=z (u) contendo
((pym)™ 0 ip)(E) e um operador u € L(X»; F) tais que

P=uwuo (jpE/m) oig.
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Ou seja, o seguinte diagrama seria comutativo:

F
ﬂ
j fn
C(B E/) *> Lp m (1
Antes de mostrar que esse resultado nao é valido, vejamos uma série de defini¢oes e
resultados preliminares.
Primeiramente veremos que ¢é possivel, em certo sentido, linearizar os polinomios ho-

mogéneos continuos. Para isso, dados m € N, Ey,..., E,, espacos de Banach e z; €
Ei, ...z, € E,, éfacil ver que a aplicacao

TR Ry L(E,...,EpK) — K
Ar— (10 @xn)(A) =Ax,...,2Tm)

é linear. Desse modo segue que 1 ® -+ - Q x,,, € L(E1, ..., E,;K)*. Usando essa notagao,
vejamos as primeiras definigoes.

Definicao 4.3.3 Sejam m € N e F,...,FE,, espacos de Banach. Denominamos por
produto tensorial de Ey, ..., E, o subespago vetorial de L(E1,..., E,;K)* gerado pelo
conjunto

D={n® - Quxy,:x1 €FEy,....,0n € E,}.
Este subespaco sera denotado por £} ® --- ® E,,. Em particular, se £y =...=F,, = E,
o produto tensorial de F, ..., E,, serd denotado por ®™FE.

Os elementos do produto tensorial £} ® --- ® E,, sao chamados tensores, e os ten-
sores da forma z; ® --- ® z,, serao denominados tensores elementares. Estes tensores
elementares satisfazem algumas propriedades tteis e de verificacao imediata, a saber:

)21 Q@ +2)® Ty =010 QT Q QT+ 11X VT, ® - @ Ty
para todo:=1,...,m.

(MA@ ;@ Qup) =21 ® (A1) ® -+ @ xy, paratodoi =1,...,m
(iii) Se x; = 0 para algum ¢ € {1,...,m}, entdo r; ® - - - @ x,, = 0.

Para a teoria de produtos tensoriais veja [31] ou, em portugués, [34].

Vejamos a seguir um subespaco do produto tensorial que serd imprescindivel na line-
arizagao de polindmios homogéneos continuos.

Definicao 4.3.4 Sejam m € N e E um espaco de Banach. O subespaco do produto
tensorial ®™FE gerado pelos tensores da forma

TR Qx, x € F|

sera denominado produto tensorial simétrico de E. Este subespaco sera denotado por
®m,sE.
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Explicitemos agora uma norma para o produto tensorial simétrico ®™*E. Denomina-
remos essa norma por norma s-tensorial projetiva ms e a definiremos como

k k
ms(2) 1= inf{z N ;™ -k eN, z= Z)\jxj ® - ®xj}
j=1 j=1

para z € @™*E. Denotaremos assim o espago normado (®"™°FE, ) por @7»°E. Mais
ainda, o completamento do espago normado ®;*FE sera representado por @WmssE e deno-
minado produto tensorial simétrico projetivo de E. Para a teoria dos produtos tensoriais
simétricos veja [12] e [32].

Antes de enunciarmos o resultado que nos diz em que sentido os polinémios ho-
mogeéneos continuos sao linearizados, tomemos contato com um polinomio homogéneo
e continuo que aparecera explicitamente nesse resultado. A proposicao a seguir diz que
a aplicacao natural de um espago E no seu produto tensorial simétrico projetivo é um
polinémio homogéneo continuo.

Proposigao 4.3.5 Seja m € N. A aplicacao

Om: E—>(§A§>ZSE , Op(z) =2 ® - @,
€ um polinomio m-homogéneo e continuo.
Demonstracao. Primeiramente vejamos que a aplicagao

A Ex " xE — ®ME
(X1, ey Tp) > T Q- R Ty

¢ multilinear. Com efeito, dados A € K, i € {1,...,m} e z;,2; € E, segue que

Alxy, .o e+ 2 ry) = 51Q-- My +2) @+ Q@ ayy
A21® 2@ @) + 210 QT @+ ® Ty
= N1, .. Ty T) AT, X T

e, por conseguinte, a aplicacao A é deveras multilinear. Desse modo, a simetrizacao da
aplicacao multilinear A,

A*: Ex " xE — QME
1 1
(T1,. . Tm) ml Z A(To(1)s > To(m) = — Z To(1) @ -+ & To(m)

0ESH ’ OESm

é obviamente multilinear (relembre que S,, é o conjunto de todas as permutagoes do
conjunto {1,...,m}). Como a imagem da aplicagdo A® é justamente o produto tensorial
simétrico ®"*E (veja [32, Proposition 1.4]), a aplicagao

B:E™ — ®,°F, B(w1,...,0n) = A% (21,...,2m),
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estd bem definida e é multilinear. Mais ainda, Bx™ = ¢,,(z) para todo ponto =z em E,
logo a aplicacao d,, ¢ um polinémio m-homogéneo.
Para comprovar que o polinomio m-homogéneo ¢, ¢ continuo, basta notar que

k k
Ts(Om(2)) = inf {Z N i |I™ : keN, z = Zx\jxj R ® xj} < la||™
=1 =1

para todo ponto x em FE, sendo a desigualdade devida a igualdade
() =2® - Q.

A continuidade do polinomio m-homogéneo 6, segue agora da Proposicao 1.2.7. [ |

Enfim, vejamos em que sentido os polindomios homogéneos continuos sao lineariza-
dos. Essa linearizacao dos polindbmios homogéneos através do produto tensorial simétrico
projetivo é devida a Ryan [32].

Proposicao 4.3.6 Sejam E e F espacos de Banach. Se P: E — F é um polinomio
m-homogéneo continuo, entdao existe um unico operador linear PL € £(®::SE; F) tal que

P(r) = P*(r® - ®z) para todo x € E,

ou seja, o diagrama sequinte € comutativo:

E L F
E

~m,s

O

S

Mais ainda, a correspondéncia P <— PY é um isomorfismo isométrico entre 0s espacos
de Banach P("E;F) e L(®. "E; F).

Demonstragao. Veja [32, Proposition 2.1]. [ |

Definicao 4.3.7 O operador linear continuo P* da proposicao precedente é denominado
lineariza¢ao do polindbmio m-homogeéneo P.

Estabelecido o ultimo resultado, caminhemos para a conclusao de que uma extensao
natural do teorema da fatoracao de Pietsch para polinomios dominados, da forma como
ja foi explicitada, nao existe. Com esse intuito, introduzamos agora mais um polindomio
homogéneo.

Proposigao 4.3.8 Sejam E um espaco de Banach, E' munido com a topologia fraca
estrela e m € N. A aplicacao

A E — C(BE/)
r — A(z): B — K
A(z)(p) = p(x)™

€ um polinomio m-homogéneo continuo.
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Demonstracao. Considere a aplicacao

A: Ex " xE — C(Bg)
(x1,...,xm) +— A(z1,...,25): B — K
Ay, zm) () = (1) - p(Tm).

Esta aplicacao estd bem definida, é multilinear e é continua. Com efeito, a aplicacao
A(zy,...,xp): By — K

é continua pois o0 espaco E’ estd munido com a topologia fraca estrela. Segue assim que
a aplicagdo A estd bem definida. Verifiquemos a multilinearidade: dados i € {1,...,n},
z, v, € EeXeK,

Alxy, . z+ 2t e () = plzr) Az + o)) - o(x,)
Alp(@1) - (i) -+ plam)] + o(@1) - 0(af) -+ p(@m)
= N1, T x) (@) F Al Z ) ()
NA(z1, .y ) + Az, 2l )] (@)

para toda aplicacao ¢ € Bg/, o que implica na multilinearidade da aplicacao A. Por fim,
a continuidade da aplicacao A segue de

|A(z1, ... 2m)]l, = sup Az, ..., 2m)(p)
©EBgy
= sup p(z1) - o(Tm)
©wEB Ly
< laall- - flzmll
para todo ponto (x1,...,2,) em E™ e da Proposicao 1.1.2. Portanto, para finalizar a
demonstragao basta notar que Az™ = A(x) para todo ponto = em E. [ |

A partir de agora denotaremos a linearizacao do polinomio A, explicitado na ultima
proposicao, como 9. Desse modo, o operador linear continuo ¢: ®Z’SE — C(Bgr) é tal
que

(@ @x)(p) = p(x)"

para todo ponto x em E e toda aplicacao ¢ em Bpr.
A proxima proposicao exercera papel crucial na verificacao de que a desejada extensao
natural do teorema da fatoracao de Pietsch para polinomios dominados nao é valida.

Proposicao 4.3.9 Sejam 1 < p < oo, P € P("E;F), u € W(Bg), X2 um subespago
fechado de L» (1) contendo ((jf/m)moiE)(E) eu € L(Xz; F) tais que P = uo(jf/m)moiE.
Entdo P ¢ fracamente compacto.

Demonstracao. Pela forma como sao definidas as aplicagdes ( jf/m)m, g, J2, 0 e O, segue
imediatamente que
(jf/m)moiE =Jjz 00 00,,.
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Por conseguinte temos P = uo je o 0 0d,,. Como a aplicagao u o jr o 0 é continua, entao
pela Proposicao 4.3.6 temos PY = woj» 0. Pela Proposicao 4.1.1 sabemos que a inclusao
je é um operador absolutamente %—sonfnante. Assim, aplicando o Teorema 2.3.2 obtemos
trivialmente que a inclusdo je restrita a qualquer subespago de C'(Bg/) é um operador
absolutamente £-somante. Sewé;ue assim pela propriedade de ideal (Proposigao 4.1.5), que
o operador P* é absolutamente Z_somante. Logo, pelo Coroldrio 4.1.13 o operador linear
PL & fracamente compacto. Mas como P = P¥ o §,,, entdao pela Proposicao 4.1.12 con-
cluimos que o polinémio P é fracamente compacto. [ |

Concluidas as definicoes e demonstrados os resultados preliminares, justifiquemos
agora o motivo da nao existéncia de uma extensao natural do teorema da fatoragao de
Pietsch para polinomios dominados. Primeiramente, relembremos qual é a extensao que
estamos em mente: um polinémio P € P(™FE; F') é p-dominado, 1 < p < 0o, se e somente
se existem p € W(Bp), um subespagco fechado X » de L (y1) contendo ((jf/m)moz'E)(E) e
um operador u € E(X%; F) tais que P = uo (jf/m)moiE (relembre o diagrama comutativo
da pégina 61).

Ora, se o resultado explicitado no paragrafo precedente fosse verdadeiro, teriamos,
pela Proposicao 4.3.9, que todo polinomio dominado seria fracamente compacto. Mas
obviamente isso é um absurdo, pois conforme visto no Exemplo 4.2.9, existem polinémios
dominados que nao sao fracamente compactos.

4.4 Um teorema de fatoracao

Nesta secao exibiremos um teorema de fatoragao para polinomios p-dominados. Essa
fatoragao é conhecida desde o inicio da teoria, pois aparece implicitamente em [30]. A
demonstragao apresentada nesta se¢ao se baseia na dissertagao [26] e na tese [27], ambas
de D. Pérez-Garcia.

Para demonstrar o teorema de fatoragao necessitaremos dos trés lemas seguintes.

Lema 4.4.1 Sejam E, ..., E,,, F espacos de Banach e A € L(Ey,...,Ey; F). Entio A
¢ uniformemente continua sobre os limitados.

Demonstracao. Seja X um subconjunto limitado de E; x --- x E,, e considere a norma
da soma || - ||; em E; X -+ X E,,. Assim existe r > 0 tal que ||z|; < r para todo = € X.
Para (z1,...,2m), (Y1, .., Ym) € X,

|A(z1, .y xm) — A, -yl = [[A(z, - 2m) — A(yr, T2, oo )
+A(y1,96’27--->$m) _A(yby%x?n"':xm)
+A(y17y27x37 s al’m) - A(yla s aym—laxm)

FAWL - Y1, ) = A )|

|A(z1, ..y xm) — Ay, T2, ooy T ||
+H|A(y1, 2y -y ) — A(Y1, Y2, 23, - -+, To)|| +
o AW - Yme1s Tm) — Ay, - Y|

IA
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- ||A($1_y17"'7xm)“+||A(y17x2_y27"'7xm)+
et ||A(y17 <oy Ym—1,Tm — ym>H

< m| Al (ler =yl + -+ 2w — )

= ml|Alr" (@ 2n) = s ym) |-
Como m, ||Al| e r ndo dependem de (xy,...,2,) e (y1,...,Ym) segue que a aplicacio A é
uniformemente continua em X. [ |

Lema 4.4.2 Sejam E espago normado, F espago de Banach, X um subespago denso de
E e P eP(mX;F). Entao existe um unico polinémio P € P(™E; F) tal que P|x = P e
1P| = [IP]].

Demonstracao. Considere a aplicacao P: E — F definida por

P(z) := lim P(z,,)

n

para todo ponto x em FE, onde (x,)>°; é uma sequéncia contida em X e convergindo

-~

para x. Mostremos que a aplicacao P estd bem definida e é um polinéomio m-homogéneo
continuo. Para isso seja a aplicacao A: E™ — F, definida por

v
Az, .. ) = hrrln P(ni,. oy Tom)

para todo ponto (xy,...,%,) em E™, onde (z,1,...,%Tnm)oe, ¢ uma sequéncia contida
em X" e convergindo para (x1, ..., 2, ). Afirmamos que a aplicagdo A estd bem definida.
Com efeito, temos:

(1) Como o subespago X é denso em E, segue que para todo ponto (xy,...,z,,) em E™
existe uma sequéncia (1, . .., Tnm)meq contida em X™ e convergindo para (x1,. .., Zpy).
(17) Sejam (x1,...,%m) € E™ e (Tn1s s Tom)oly, (Ynds - - - Unim)oeq Sequéncias contidas
em X™ tais que

(Tntye oy Tom) — (T, Tm) € (Unds- s Ynim) — (T1, .0, Tin).

Entéo existem r > 0 e ny € N tais que (Yn1,---,Ynm) € Bem[0;7] € (Tp1s-- s Tpm) €

Bpm[0;7] para todo n > ny, onde Bgm|0;7] = {z € E™ : ||z||; < r}. Pelo Lema 4.4.1
Vv

sabemos que a aplicagdo P é uniformemente continua em Bgm|[0;r]. Assim, como as

sequeéncias (Tp1,-- - Tom)oeq € (Ynds - Ynm)neq s@0 de Cauchy, uma vez que sao con-

vergentes, e como aplicagoes uniformemente continuas transformam sequéncias de Cauchy

em sequéncias de Cauchy, segue que as sequéncias

\

\
(P (mn,la oo 7xn,m>)$bo:1 € (P (yn,h LR 7yn,m))$,,o:1

sao de Cauchy em F'. Desse modo, como F' é completo, concluimos que as sequéncias

\ V
(P (p1y- s @um))oy € (P (YUny- - Ynm))ooy s@o convergentes em [F. Verifiquemos
agora que
. V . \/
lm P (Zp1,. s Togm) = UM P (Yn1s - - Ynin)- (4.1)
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v
Para isso lembre que P é uniformemente continua em Bgm|[0,7] e tome € > 0 arbitrario.
Segue assim que existe 0 > 0 tal que se 2,y € Bgm[0;7] e || — y||1 < § entdo
v v
I'P(x)= Pyl <e
Ora, como

(Znts s Tnm) — WUnity -y Ynm)] — (X1, -y 20) — (21, ..., 2) = 0,

existe ny € N tal que

"(xn,la cee 7xn,m) - (yn,la <. 7yﬂ,m)H1 <90

sempre que n > ng. Assim, fazendo ny = max{n;, ny}, obtemos

\Y \Y
| P (nas- s Tom)— P (Ynts-- s Ynm)|| <€

para todo n > ny. Dai, conclui-se que a igualdade (4.1) estd satisfeita e portanto a
aplicacao A esta bem definida.

Mostremos que a aplicagdo A é multilinear. Para isso sejam A € K, z; € I, 2, € E
e (Tnj)ny, (T),;)5e; sequéncias em X tais que x,; — 1; e x,,; — @}, para quaisquer
j=1,2,....mei€e{l,2,...,m}. Entao

\Y
/ . /
Ay, .o A+ 2, xy) = hranP(a:m,...,)\:Un,i—i—xn’i,...,:z:n’m)

Y,

= AIm P (Tp1,. s Toggy -+ s Tm)
n
. v /

+1171£n P (Tpiye oy Ty Tugm)

= MNA(z1, ..., miy . xy) FA@, T X))

e, por conseguinte, a aplicagao A é deveras multilinear. R

Portanto, como Az™ = P(z) para todo x € E temos que a aplicagdo P estd bem
definida e é um polindmio m-homogéneo. Para comprovar a continuidade de 13, sejam
x € E e (1,)0°, uma sequéncia em X tais que x, — x. Da desigualdade

1P (@) = [T Pz )| < [P - Tion [faz ™ = [P - [l ™ (4.2)

e da Proposicao 1.2.7 segue que o polindémio P ¢é contfnuo. Além disso, ainda por (4.2)
temos que ||P|| < ||P||. E imediato que P |y = P, dai segue naturalmente que

[Pl = sup [|[P(2)|| = sup [|[P(x)] < sup [|P(2)] = [P

rx€EBx r€EBx rEBE

o que completa a demonstracao. [ |

Nosso ultimo lema pode ser interpretado como um refinamento da informacao contida
na Observacao 2.2.2.
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Lema 4.4.3 Sejam E e F espacos de Banach e P € P("E;F). Se (2,)52, € {,(E)
entio (P(x,))52, € L2 (F).

Demonstracao. Basta notar que
£ m P P
> PGl Z [P fJnl[™)m = (1P (Z Hxnllp> <0
n=1 n=1 n=1

Vejamos o teorema de fatoragao.

Teorema 4.4.4 Sejam E e F espacos de Banach e 1 < p < oco. Um polinomio P €
P(ME; F) € p-dominado se e somente se existem uma medida p € W (Bg:), um subespago
fechado X, de L,(u) contendo (j¥ oip)(E) e um polinémio Pe P(™X,; F) tais que o
diagrama ulterior seja comutativo:

E F
sl
zE(E) )f
C(Bp) > Ly(n)

Além disso, pode-se escolher a medida p e o polinémio m-homogéneo P tais que ||16|| =
1Plap-

Demonstracao. Seja P: E — F um polinomio m-homogéneo e p-dominado. Pelo
teorema da dominacao de Pietsch (Teorema 3.2.5) existe uma medida p € W(Bg/) tal
que

1P@)]] < [[Pllap (/B Iso(w)lpdu(so)) p (4.3)

para todo ponto z em E. Denotemos S := (j;E oig)(F) e definamos P:S—F por

P(jE(ip(z))) = P(z)

para todo ponto x em E. Considere S como subespaco de L,(u) e verifiquemos que a
aplicagao P ¢ um polinomio m-homogeéneo. Para isso basta notar que a aplicacao

A: Sx VxS — F
GEGip@), . i (p(mn) — P (21,... 2m)

com xi,...,T, pontos em S, estd bem definida, é multilinear e Ay™ = ﬁ(y) para todo
y € S. Primeiramente vejamos que a aplicacao A esta bem definida. Para isso note que
dado (y1,...,ym) € S™, existe (z1,...,2,) € E™ tal que

(G (ip(@1)), - gy (e (@) = W1 Ym),

68



\
pois S = (jF oig)(E), e portanto pode-se tomar P (z1,...,Zn,) € F. Outrossim, se
(1, oy xm), (2], ..., 2),) € E™ sdo tais que

(7 (ip(1)), - 3y (i(em))) = Gy (ip(2h)), - gy (ie(2],))),

como j, e tg sao ambas injetivas, temos que x; = :1:; para todo 7 =1,2,...,m, e portanto
(x1,...,xm) = (2],...,2),). Isto finaliza a verificagdo de que a aplicagdo A estd bem
definida.

Mostremos agora que a aplica(;éo A é multilinear. Para isso sejam A € K, y; € §
e y; € S para quaisquer j = 1,2,...,m e i € {1,2,...,m}. Assim, existem z; € E
e 7 € E tais que j. (ig(z;)) = y; e ]p E(ip(2)) = v, para quaisquer j = 1,2,...,m e
i€{l,2,...,m}. Logo,

Alyr, - A+ Y tm) = AGY (ie(a1)), -, Mg (i(x:))
+iy (in(@})), - Jy (ip(2m)))
= AQGy (ip(r1)), - gy (e + 27), ., (ip(2m))
= ]\5 (X1, e+ 2, )
\ V
= AP (z1,...,% ., Tp)+ P (21, T Tn)
= AA(J'f(Z’E(ﬁ%---,jf(iE(xz’)y--wJp( B(Tm))
= )‘A(y17"'7yi7"'7ym>+A(y17"')y7lju"'7ym))
o que mostra que a aplicagao A ¢ multilinear.

Finalmente, vejamos que Ay™ = P(y) para todo y € S. Dado y € 9, existe x € F tal
que j7 (ig(x)) = y. Temos assim que
\% ~ ~

Ay™ = A(j, (ip(2))™ =P a™ = P(z) = P(j, (ip(2)) = P(y).

Concluimos que a aplicagao P é deveras um polinomio m-homogéneo.
Agora verifiquemos que o polinomio P é continuo. Para isso basta notar que

m

PG e = I1P@) < [[Pllay /B Iw(ﬂf)lpdu(w))p

m

= [[Pllap /B IiE(x)(w)lpdu(90)>p

= ||Pllay /B I(J‘f(iE(x)))(w)l”du(so)>
= [|Pllap (I7EG(@)],)"

onde a desigualdade segue de (4.3), e fazer uso da Proposigao 1.2.7. Além disso, note que
a conta acima também prova que ||P| < [|P||ap-

m
P
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Visto isto, chamemos X, = S. Assim, pelo Lema 4.4.2 existe um polinémio P e
P("X,; F) tal que P|g = P e ||P|| = ||P||. Segue assim que P(j)(ig(x))) = P(z) para
todox € E e

IPIF < 1P lap- (4.4)

Caminhemos agora na direcao da comprovagao de que a reciproca é verdadeira. Exi-
biremos duas demonstracoes distintas para essa reciproca:

Primeira demonstragao da reciproca. Seja (v,);2; € £;(E). Como ig é uma aplicacao

linear e continua, segue da Observacao 2.2.2 que (ip(7,))52, € £ (ig(E)). Por outro
lado, como jf ¢ um operador absolutamente p-somante (veja Proposigao 4.1.1), temos
que (j7(ip(zn)))p, € £,(X,). Por fim, pelo Lema 4.4.3, obtemos

(P(@n))pzy = (P(iY (ip(n)))2, € Lo (F),

o que prova que polinémio P é p-dominado.

Segunda demonstracao da reciproca. Lembrando que o polinémio Pe P(mX,; F) e que
o operador jf ¢é absolutamente p-somante, segue que

1P()l| = 1 PG @)l < PG o ip) @)™

< NPl Gy )" lisll™ (/B Iw(fv)ldu(sf))>

m
P

< 7| ( / IiE(w)(sD)ldu(w)) p

para todo x € E, sendo a segunda desigualdade devida a propriedade de ideal e ao teorema
da dominacao de Pietsch. Assim, pelo teorema da dominacao de Pietsch para polinomios
dominados (Teorema 3.2.5) temos que P é p-dominado e

[Pllap < 1PI (4.5)

Das desigualdades (4.4) e (4.5) segue que ||P||qp = |P||. Isto completa a demonstragdo.
]

Corolario 4.4.5 Sejam E e F espacos de Banach e 1 < p < oco. Um polinomio P €
P("E; F) € p-dominado se e somente se existem um espaco de Banach G, um polindmio
Q € P("G; F) e um operador u € IL,(E;G) tais que P = Q ou. Isto é, o diagrama a
sequir € comutativo:

E—"——F

N
G

Neste caso,

[1Pllap = inf {|Q[mp(u) : Q@ € Pap("G; F),u € (E;G) e P =Qouj.
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Demonstragao. Suponha P € Py,("E; F). Neste caso basta aplicar o Teorema 4.4.4 e
tomar v = j¥ oig, G = X, e Q = P. Reciprocamente, dada (z,), € £y(E), como
u € II,(E; G), segue que (u(x,))s>; € {,(G). Por outro lado, como @ € P(™G; F), pelo
Lema 4.4.3 temos que (Q(u(x,)))s, € L2 (F). Segue assim que o polinémio P = Qowu é
p-dominado. "

Provemos agora a expressao para a norma p-dominada de P. Suponha k € N,
T1,...,x, € E,u e Il(E;G) e Q € P(™G; F) tais que P = @) o u. Segue assim que

(Z ||P<xj>||i) (Z ||<@ou><xj>||f%)

2 Al
< el <Z Hu(iﬁj)Hp>
j=1
SHWM@SW(ZW%W)
pEBE j=1
e, por conseguinte, || P|,q4 < [|@Q|7p(u). Logo
| Pllap < inf {||Q|mp(v) : Q@ € Pap(™G; F),u € lI,(E;G) e P=Qou}. (4.6)

Por outro lado, pelo Teorema 4.4.4 existem um espago de Banach X, e um polinomio
P € P(Xp; F) tais que P = Qo (j) oig), com j¥oip € II,(E; Xp) e || Pllap = || P|. Como

iy ©ir) < m (G )lisl < m(p)liell <1,
entao H]3||7rp(jf)|]zE|| < ||P|l4p- Dal e pela desigualdade (4.6) segue que
[Pllap = nf {[|Qf|my(u) : @ € Pap("G: F),u € I(E;G) e P=Qout.
]

Observacao 4.4.6 Apesar de serem teoremas de fatoracao para polinomios dominados,
os dois resultados acima nao sao teoremas de fatoracao tipo Pietsch. Isso porque em um
teorema de fatoracao tipo Pietsch todo polinomio dominado deveria fatorar através de um
polinomio dominado candnico; enquanto que nesses resultados todo polinomio se fatora
através de um operador linear absolutamente somante canonico.
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