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Resumo

Esse trabalho constréi uma introducao a Andlise Funcional e tem como objetivo
principal o estudo de teoremas fundamentais dessa teoria. A priori, explora espacos
normados, espagos de Banach, espacos de sequéncias e transformacoes lineares entre esses
espagos, o que garante uma base para o entendimento das demonstracoes de alguns dos
principais resultados da area: o Teorema de Hahn-Banach, o Teorema de Banach-Steinhaus,

o Teorema da Aplicacdo Aberta e o Teorema do Gréfico Fechado.

Palavras-chave: Espacos de Banach, Teorema de Hahn-Banach, Teorema de Banach-

Steinhaus, Teorema da Aplicacao Aberta, Teorema do Grafico Fechado.



Abstract

This paper makes an introduction to Functional Analysis, and its main objective
is the study of this theory’s fundamental theorems. At first, it explores normed spaces,
Banach spaces, spaces of sequences and linear transformations between these spaces, which
assure a basis to understand some of the main results demonstrations of the area: the
Hahn-Banach Theorem, the Banach-Steinhaus Theorem, the Open Mapping Theorem and
the Closed Graph Theorem.

Keywords: Banach Spaces, Hahn-Banach Theorem, Banach-Steinhaus Theorem, Open

Mapping Theorem, Closed Graph Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

A Analise Funcional é uma area da Matematica que tem como principais objetos
de estudo os espacos vetoriais e os operadores sobre estes espacos. No caso da Algebra
Linear, a discussao é limitada ao estudo de espacos vetoriais de dimensao finita e, as
transformacoes lineares podem ser vistas como matrizes com entradas escalares. Ja na
Analise Funcional, os espagos vetoriais trabalhados sao, majoritariamente, de dimensao
infinita, com transformacoes lineares nem sempre, portanto, podendo ser representadas por
matrizes. A teoria se torna, assim, mais complexa e rica, mas com similaridades, podendo
ser vista, de certa forma, como uma generalizacio da Algebra Linear, sendo os elementos
de Teoria de Conjuntos e de Topologia, bem como conceitos de aplicagoes e limite, os mais
trabalhados.

Estudos sobre Analise Funcional comegaram no inicio do século XX e criaram
forca em 1920, com a demonstracao do celebrado Teorema de Hahn-Banach, devido aos
matematicos Hans Hahn e Stefan Banach. Esse é um dos principais resultados da area e diz,
em certo sentido, que ha funcionais lineares continuos o suficiente em todo espago normado,
de maneira a deixar a teoria sobre espacos duais (espagos cujos elementos sdo funcionais
lineares) interessante. O Teorema de Hahn-Banach, que serd estudado no Capitulo 3, leva
esse nome pois, inicialmente, foi deduzido pelo austriaco Hahn, em 1927, e generalizado

pelo polonés Banach, em 1929.

Considerado um dos maiores influenciadores da Matematica do século passado,
Stefan Banach contribuiu, mais uma vez, significativamente com o estudo dos chamados
espacgos de Banach, que sao espagos vetoriais, normados e completos, relativamente, a
métrica natural induzida pela norma, os quais serao estudados no Capitulo 2. No ano
de 1932, Banach publicou a primeira monografia em teoria geral de Anélise Funcional,
entitulada Théorie des Opérations Linéaires [I5] — em portugués, Teoria de Operadores

Lineares —, referéncia atemporal e utilizada por pesquisadores de todo o planeta.

Os matematicos poloneses Hugo Steinhaus e Juliusz Pawel Schauder também foram

figuras importantissimas para alavancar o estudo da Anélise Funcional. Junto a Banach,
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Steinhaus contribuiu a teoria com o Principio da Limitagao Uniforme. Também conhecido
por Teorema de Banach-Steinhaus, o resultado, que sera apresentado e demonstrado no
Capitulo 4, afirma que para uma familia de operadores lineares continuos — e, portanto,
operadores limitados — cujo dominio é um espago de Banach, a limitacao pontual é
equivalente a limitagdo uniforme na norma de cada operador da familia. Em 1927, foi
publicado pela primeira vez na revista Fundamenta Mathematicae, em um artigo que leva

o nome de “Sur le principe de la condensation de singularités” [14].

O Teorema da Aplicagao Aberta é outro relevante fruto dos estudos de Banach,
dessa vez, em parceria com o matematico polonés Schauder. No Capitulo 5, o leitor vera
que o Teorema de Banach-Schauder, como também ¢é chamado esse resultado, classifica
fungoes abertas entre espacos de Banach. Sua demonstracao, que conta com o auxilio do
Teorema de Baire, viabiliza e direciona para uma relevante consequéncia: o Teorema do

Gréfico Fechado, que também serd discutido e demonstrado nesse capitulo.

Em todo o trabalho, o corpo K denotara o corpo dos niimeros reais (R) ou o corpo

dos ntmeros complexos (C).
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Capitulo 2

Espacos de Banach

Para chegarmos a defini¢ao de espago de Banach, temos que conhecer melhor alguns

conceitos anteriores.

2.1 Espacos Métricos

Defini¢ao 2.1. Seja um conjunto M # (). Uma métrica no conjunto M é uma funcao
d: M x M — R que associa, a cada par ordenado de elementos (z,y) € M x M, um
nimero real ndo negativo d(z,y) denominado distancia de x a y, de modo que sejam

satisfeitas as seguintes condigoes, para quaisquer x,y,z € M:

(D1) d(xz,z) =0;
(D2) = #y = d(z,y) > 0;
(D3) d(z,y) = d(y, v);

(D4) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

O par (M, d) é chamado espago métrico.

Exemplo 2.2. (Reta Real) Seja |z| o mddulo de um nimero real e seja d: R x R — R,
d(z,y) = |r — yl, a fungdo que define a distancia entre dois pontos x,y € R. O par (R, d)

¢ um exemplo de espaco métrico.

De fato, basta verificarmos que d é uma métrica:
(D1) d(z,z) = |x — x| = 0;
(D2) = #y = d(z,y) =z —y[>0;

(D3) d(x,y) = v —y| =y — 2| = d(y, v);
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(D4) d(x,2) = [z—z| = |[z—y+y—2z| = [(x—y)+(y—2)| < |[z—y|+|y—2| = d(z,y)+d(y, 2).

Exemplo 2.3. (Métrica Induzida) Seja (M, d) um espago métrico. Vale que todo subcon-
junto S C M pode ser considerado um espaco métrico com a métrica d': S x S — R,
definida por d'(z,y) = d(z,y), para todos x,y € S. Quando isto é feito, S é chamado de

subespaco métrico de M e d' diz-se métrica induzida por d.

Exemplo 2.4. (Métriza "zero-um") Seja d : M x M — R métrica definida como

d(z, y) 0,sex=y
x,y) =
Y 1, se x # .

O par (M, d) é um espago métrico, para todo conjunto M. De fato, para x,y,z € M:

(D1) d(xz,z) =0.
(D2) z #y=d(z,y) =1>0.
(D3) d(xz,y) =1=d(y,z), se x #y. Se x =y, a igualdade é imediata.

(D4) Caso d(z,z) = 0, o resultado segue diretamente. Agora, se d(z,z) = 1, de x # z
basta analisar os casos em que temos elementos y € M comy =x, y =z ouy # x, 2

que o resultado segue.

2.2 Espacos Normados

Nesta subsecao, E e F' sao espagos vetoriais sobre um corpo K.

Defini¢ao 2.5. (Norma) Uma fun¢do nao negativa || - ||: E — R é chamada norma se

verifica as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € EF e A € K:

(NT) [J[ = 0;
(N2) [|z|| = 0 se, e somente se, z = 0;
(N3) [[Az]] = [A[fll;

(N4l +yll < [l + [lyll

O par (E, || -||) é chamado espago normado.

Exemplo 2.6. Sejam E e F espagos normados. A funcao || - ||; : £ x F' — R definida

por |[(z,y)|l1 = ||z]| + |ly|]| ¢ uma norma. De fato:

(N1) Note que [|z| > 0, para todo x € E, e [|y|| > 0, para todo y € F. Logo, ||(z,y)|1 =
[zl + llyll = 0, para todo (x,y) € E x F.
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(N2) [z, 9)lh = llz[ + [lyll =0 &zl =0 ey =0 = 2=0ey =0 (z,y) = (0,0).

(N3) [[AMz, o)l = [[Az, Ay)lle = Azl + 1Ayl = [Alllell + Ayl = (AT + llyl) =
IM[[(x,y)]]1, para todos A € Re (z,y) € E x F.

(N4) |[(z, y) + (w, 2)[[s = [z +w,y +2)[[s = e+ wl+[ly+ 2l < =]+ [[wll + [yl + ]12] =
]+ Nyl + llwll + [121] = Iz, »)lls + [[(w, 2) ||y, para todos (z,y), (w,2) € E x F.

Exemplo 2.7. Sejam E e F espacos normados. A fun¢io || - ||; : £ x F — R definida

por |[(z,y)]lce = max{||z||,|ly]|} é uma norma. De fato:

(N1) Note que ||z|| > 0, para todo x € E e |ly|]| > 0, para todo y € F. Logo, ||(z,9)||« =
max{||z|, ||y||} = 0, para todos (x,y) € E x F.

(N2) [[(z,9)]loe = max{[|z|,[ly]} =0 [z] =0e|y| =0 r=0ey=0% (1,y) =
(0,0);

(N3) A, 9)lloe = 1O, Ag)lloo = masc{ [ Az, [ Ayll} = masx{[A] ], A yll} =
Al max{ e, [y} = A2, 9) e, para todos A € R ¢ (z,y) € E x F.

(N4) [[(z,y) + (w0, 2)]0 = [(z + w,y + 2)[|c = max{[lz + wl],[ly + z[|} < max{|z| +
lwll Nyl + [211} < max{{|]], lyl[} + max{[lwl], |2} = l|(z, y)llsc + [[(w, 2)[|0, para
todos (x,y), (w,z) € E x F.

Exemplo 2.8. (Métrica Natural Induzida pela Norma) Um espago normado (E,||.|)
pode ser considerado um espaco métrico (E,d). Basta definir a chamada métrica natural
induzida pela norma em E| dada por d(z,y) = ||x — y||, para todos z,y € E. Vejamos que

d assim definida é uma métrica sobre E:

(D1) d(z,z) = ||]xr — z|| = ||0]| = 0, para todo = € E;
(D2) Se = # y, entdo d(z,y) = || — y|| > 0, para todos x,y € E;

(D3) d(z,y) = [lx—yll = [| = (y—2)[ = [(=D(y—2)[| = [=1lly —zl| = ly — [l = d(y, =),
para todos x,y € F;

(D4) d(z,z) =[lz =z =l —y+y—zl=@-y) + -2 <[z -yl +lly -z =
d(z,y) + d(y, z), para todos x,y,z € E.

Definigao 2.9. (Sequéncia Convergente) Dizemos que uma sequéncia (z,,)5; em um

espago métrico (M, d) é uma sequéncia convergente para um ponto a € M, se para todo

e > 0, existe ng € N, tal que

n>ng, n € N=d(x,,a) <e.
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Definigao 2.10. (Sequéncia de Cauchy) Dizemos que uma sequéncia (z,)52, em um

espago métrico (M, d) é uma sequéncia de Cauchy, se para todo € > 0, existe ng € N, tal

que

n,m > ng, m,n € N = d(z,,,z,) <e.

Definicao 2.11. (Espagos Métricos Completos) Um espago métrico (M, d) é dito completo,

se toda sequéncia de Cauchy em M, for convergente para um ponto de M.

Definigao 2.12. (Espagos de Banach) (E, ||.||) é um espa¢o de Banach, se é completo

em relacao a métrica natural.

Proposigao 2.13. Sejam E e F' espagos normados. Entao, (E x F,||.|[1) é completo se, e

so se, E e F sao completos.

Demonstragio. (=) Sejam (z,,) e (yn) sequéncias de Cauchy em E e em F, respectiva-

mente. Entao, dado € > 0, existem ng, e ny, tais que

€
H*Tn - xm” < 5, bara n,m = no,

2
e
€
90~ gl < 5. para n,m > no,
. € €
ASSlm7 ||($n7yn) - (Imvym)Hl - ||xn - xm” + ||yn - ymH < 5 + 5 = €, para n,m 2 no,

em que ny = max{ng,, no, }. Disso, (z,,y,) ¢ de Cauchy em E x F'. Logo, por hipdtese,
(Tn,Yn) — (x,y) em E x F e, assim, z, — z € E ey, — y € F. Portanto, £ e F sao

completos.
(<) Agora, seja (x,,y,) uma sequéncia de Cauchy em (E x F\|.||;). Entao, dado € > 0,
existe ng € N tal que

n,mec N = ||<xnayn) - (xmuym)Hl <€

Note que,
H(mnayn) - (xmaym)Hl €= ”xn - me + ||yn + ym“ <€
Disso, (x,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em F e F, respectivamente. Como E e F' sao

completos, (z,) e (y,) sdo convergentes com z,, — = € F e y, — y € F. Nao é dificil
ver que (Z,,y,) converge para (z,y) em E x F. Logo, (E x F,||.||;) é completo. O

Proposicao 2.14. Sejam E e F espagos normados. Entao, (E X F.||.||«) € completo se,

e so se, ¥ e F' sao completos.

Demonstragio. A demonstracao dessa equivaléncia é analoga a feita na Proposigao 2.13]
[l
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2.2.1 Exemplos de espacos normados completos e nao completos

Veremos aqui alguns exemplos de espacos normados que sdo completos (Banach),

bem como de espagos normados que nao sdo completos (ndo sao de Banach).

Definicao 2.15. (Espagos £,) Para cada ntimero real p > 1, definimos o conjunto de

sequéncias em K
o

by ={(a;)52, s a; € Ke ) |aj|P < oo}

=1

Mostraremos que ¢, é um espago vetorial e que definindo para cada (a,) € £, o
1
numero ||(a,)|l, = ( ol ]aj\p)”, temos que |||, ¢ uma norma em ¢,. Isto é, (¢,, ||.||,) ¢

um espago normado. Para isso, apresentaremos resultados prévios necessarios.

Lema 2.16. Sejam a,b, o, 5 >0 com o+ = 1. Entao,
a® - b < aa + Sb.

Demonstragio. Para cada 0 < o < 1, considere a funcao f = f, : (0,00) — R, dada
por f(t) =t* — at. Como 0 < a < 1, note que f'(t) > 0,se 0 <t < 1le f'(t) <0, se
t > 1. Entao, f atinge seu maximo em ¢ = 1. Logo, t* — at < 1 — «, para todo t € (0, c0).

Fazendo ¢ = ¥, segue que:

a\® a a\® a
) —af(-) <1 -) <afl- @ pf L .
(b) a(b)\l a:>(b) \a<b>+ﬁ:>a b’ < aa+ b

[]

Para o que segue, temos o espago n-dimensional K* = {(ay,...,a,) 1 a; € K i =
1,...,n}.

Proposigao 2.17. (Desigualdade de Hélder para somas) Sejam n € N e p,q > 1 tais que
1,1 _ -
>t = 1. Entao,
1 1
n q
: (Z |bj|q) :
J=1

lak|P _ [bx ]
= — e b = —"—— pelo lema
(S i)

[~]=
5}
S
/AN
PR
[~]=
)
=
N~
s

para quaisquer (ay, ..., ay), (by,...,b,) € K"

Demonstracao. Fazendo a =

anterior, segue que:

( Jax P )( e )q<1 (A N S S
(Zilal) )\ (i bsle) ) 2 (S laglr) @ (5 1byle)

[
[
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Dai,
|| x| 1 Jawf’ L byl
. < = Z_ERL
1 1= n n ’
( =1 |aj|p>p ( =1 |bj’q) P <Zﬂ':1 ’&j‘p) 4 (Zﬁ:l ‘bj‘q>
para cada k =1,...,n. Somando as desigualdades, para k = 1,...,n, obtemos:
21 lajbs] 1 ( J=1 |@j\p> L1 < j=1 !bj!q>
1 1 n n
(S o) (i) P Azl AL B
1 1
= — —_ = ]_
P q
Portanto,

> lajbj] < (Z|aj|f’) ' (Z|bj|q) :
j=1 Jj=1 Jj=1
]

Corolério 2.18. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para somas.) Sejam (aq, ..., a,) € K"
e (b,...,b,) € K*. Entao,

> lajby] < (Z|%|2) : (Z |bj!2) :
j=1 j=1 j=1

Proposicao 2.19. (Desigualdade de Minkowski para somas) Para p > 1, vale que

(Z\%erﬂp) <(Z’a;’|p> +(Z|bj|i”) :
=1 =1 j=1

para quaisquer (ay,...,a,), (by,...,b,) € K™

Demonstragio. Para p = 1, a desigualdade segue da desigualdade triangular do valor

absoluto. Para p > 1, segue que:

D olag + 07 =" la; + ;P a; + b1 < aglla; + b7+ |billa; + b7t
j=1 j=1 j=1 j=1

Se % + % =1, entdo pq = p + ¢, isto é, (p — 1)q = p. Pela Desigualdade de Holder, temos
1 1
n n P n q
> lajlla; + b7~ < (Z!aﬂp) (Z’@j+bj|p)
j=1 j=1 j=1
e
1 1
n n P n q
> Ibjlla; + b < (ZV’H”) (Z|aj+bj’p) :
j=1 j=1 j=1
Dai,

1 1 1
> laj + 0P < (Z|%+bj\p> : (Z|ay‘|p) + (ZVEV’)
j=1 j=1 j=1 j=1
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Como 1 — % = zl?’ concluimos que
1 1
n P n P n
(Z |a; + ij’) < (Z ’%’\p) + (Z \bj|p)
=1 =1 =1

Corolario 2.20. (Desigualdade de Hélder para séries) Sejam p,q > 1 tais que % + é =1.
Se x = (a;) € £, ey = (bj) € Ly, entdo
1
: (Z |bj!q) :
j=1

Demonstracao. Para cada n € N, vale pela Proposicao que

1
. Z |bj|q < Q.
j=1

Como a ultima desigualdade ocorre para todo n € N, o resultado segue.

=

]

B =

S Jashl < (f:w)

j=1 j=1

D=

> labs| < (Z |aj|p)
)

J=1

Como z,y € ¢,, entao

3 =

> laghs] < (Z |aj|p)
=t =1

]

Corolério 2.21. (Desigualdade de Minkowski para séries) Para p > 1, se x = (a;) € {, e

y = (b;) € £y, entdo
(z o +w) < (z ram) N (z w) |
=1 =1 j=1

Demonstragio. Pela Proposigao [2.19, procedendo como na demonstra¢ido do corolario

B =

anterior, o resultado segue.

O

A partir da Desigualdade de Minkowski, podemos afirmar que ¢,, 1 < p < oo, ¢é
um espago vetorial, pois é fechado para a soma. As oito propriedades de espago vetorial,

bem como o fato de ser fechado para a multiplicacao por escalar, seguem diretamente.

Como ressaltado anteriormente, mostraremos que (£, - ||,), com ||(an)|, =

1
(Z;’il \aj]p>” para cada (a,) € ¢, ¢ um espago normado. De fato, sejam = = (a;),y =
(b;) € £, e A € K. Entao:
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(N1) =, = (Zlam”) > 0.

3=

(N2) [lz]l, =0 = (Z !aj\p> =0& g/ =0,Yj e Nea=0.

J=1

LA

(N3) A, = (iwp) _ (i WW)P — I\ (iw)p — Mllell

J=1 J=1 J=1

(N4) Pela Desigualdade de Minkowski para séries, temos que ||z + yl, < ||z, + [|¥llp-

Agora, provaremos que, mais que espago normado, (¢, ||.||,) é um espago de Banach.
Teorema 2.22. Se 1 < p < oo, entdo ¢, é um espago de Banach.

o0

Demonstragiao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em {,. Digamos que z, = (an;);_,

para cada n € N.

Para cada 5 € N fixado e m,n € N dados, a desigualdade

3=

o0
Qg — Amj| < (Z | s — amj\p) = || — Tl
=1

mostra que a sequéncia (an;) ., é de Cauchy em K, portanto, convergente. Seja a; =

li_>m aynj. Vamos mostrar que = € ¢, e que z,, — x. Dado € > 0, existe ng € N tal que
n oo
n,m =ng = ||z, — x|, <e

Dai,

D=

k
n,m>=ng = (Z an; — amj]p) < e Vk eN.

Fazendo m — o0, segue que

K g o v
n=ny= Z|anj—aj]p <e,VkeN= Z!anj—aj]p < e

j=1 j=1

Assim, z,, —x € {, e v, — 2 — 0 quando n — oo. Logo, z = z,, — (z, —x) € {, e

Ty, — T em £,

Concluimos, por fim, que ¢, ¢ espago de Banach. O

Definigao 2.23. (Espago /.,) Para p = oo, definimos o conjunto de sequéncias em K

lo = {(a;) : a; € K e supla;| < oo}.
jeN
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Mostraremos que £, ¢ um espago vetorial e que definindo para cada (a,) € lo 0
nimero [|(an)|loc = Sup;ey |a;], temos que [|.|[o ¢ uma norma em £ Isto é, ({s, ||.[[o) €

um espago normado.
Nao é dificil verificar que /., ¢ um espago vetorial.

De fato, as oito propriedades de espaco vetorial, bem como o fato de ser fechado
para a multiplicacdo por escalar, sao de facil verificagdo. Ainda, se x = (a;),y = (b;) € w,

entao
|CLj +b]’ < |CL]'| + |bj|,VJ eN— ’CLJ’ —|—bj‘ < sup\aj| +Sup]bj| < oo,V eN,
jeN jeN

ou seja, ||z + ylloo = supla; + b;| < 00 e x+y = (a; +b;) € {s, mostrando que l é
jeN
fechado para a soma.

Mostraremos que, definindo para cada (a;)%2; € {o 0 niimero
1(@3)721 lloo = sup ay],
JEN
a fungao ||.||cc ¢ uma norma em (. Isto é, ({, ||.|loo) ¢ um espago normado. Mais ainda,

(s € espaco de Banach.

Sejam x = (a;),y = (bj) € los € A € K.

(N1) Observe que |a;j| > 0, para cada j € N. Entao, ||z]~ = sup{|a;| : j € N} > 0.
(N2) [|z|lo =0« sup{laj|:j €N} =04 |a;|=0,VjeN&a; =0,Vje Nz =0.

(N3) [|Azfloc = sup{[Aa;| : j € N} = sup{[A||a;] : j € N} = [Alsup{la;| : j € N} =
RYJ(E2(S

(N4) A desigualdade triangular estd logo acima, quando provamos que /., é fechado para

a soma.

Teorema 2.24. (., é um espaco de Banach.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (., com z,, = (anx)5, para todo
n € N.

Para cada j € N, a sequéncia (a,;)>; é convergente, pois é de Cauchy em K. De
fato,
|@nj = amj| < |20 — Tmlloo = sup{|an; — am;| : j € N}.

oo

. n—oo
Digamos que a,; — a;. Denotando x = (aj)jzl, mostraremos que x € {, € que x,, — .

Dado € > 0, existe ng € N, tal que

n,m =ng = ||z, — Tmlle < €= |an; —am;| <€ VjeN.
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Fazendo m — oo, segue que

n>=ng = la,; —a;| <e€VjeN,
concluindo que ||z, — z||oc < €. Segue que z, —x € ly e z, — 2 —> 0. Portanto,
r=x, — (xr, —x) € ly € x, —> = em L, resultando que ¢, é espago de Banach.

]

A seguir, apresentaremos a demonstracao de um importante teorema para o desen-

volvimento do exemplo seguinte.

Proposicao 2.25. Se E ¢ um espaco de Banach e S C E € um subespaco fechado, entao

S é um espaco de Banach com a norma induzida.

Demonstra¢io. Tome (x,) uma sequéncia de Cauchy em S. Logo, (z,) é de Cauchy em
E, que é completo. Entdo, (x,) converge para algum x € E. Como S é fechado, =z € S.
Portanto, toda sequéncia de Cauchy (z,,) em S converge para um elemento de S, concluindo

que S é espago de Banach. O
Exemplo 2.26. (Espagos ¢ e ¢) Sejam os conjuntos

co ={z = (a;) : a; € Ke (a;) converge a zero}

c={z = (a;) :a; € Ke (a;) é convergente}.

E claro que estes dois conjuntos sao subespacos vetoriais de /.. Vamos mostrar que ¢ e ¢ sdo

subespagos fechados de / e, portanto, sdo espacos de Banach. Seja (x;) = ((b; )g";l));il

uma sequéncia em c. Entao,

r1 = (bllabl% .. .,bln, .. ~)7b1n — a1
Ty = (le,bgg, .. .,bgn, .. .),an — Q9
T; = (bjl,bjg, .. .,bjn, .. -)ybjn — a;
para alguns a;, as,...,a;,... em K.
loo .
Vamos mostrar que se z; —=> © = (b1, b2,...,by,,...), para algum = € (4, entao

K . . K
a; — a, para algum a € K. Posteriormente, concluiremos que b,, — a e, portanto, x € c.
De fato,

|a; — am| = la; = bjn + bjn — am|
< lag = bjnl + b — @
= |a; — bjn| + |bjn — bpn + bpn, — any|
< lag = bjn| + [bjn = bin| + [bn — aim|
< |aj_bjn|+||xj_xm||oo+|bmn_am|-
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Do fato de bjy, LN aj, byn N am € de (x;) ser convergente em /,, portanto de Cauchy,

segue que (a;) é de Cauchy em K, ou seja, a; X, 4 para algum a € K. Agora,

|bn—a| < |bn—bjn—|—bjn—a|
< b = bjn| + [bjn —
= ]bn—bjn\—l—\bjn—aj—l—aj—a]
<l = 2jlloo + b0 — a5 + |a; — al.

loo K K K .
Portanto, de z; — z, de b;, — a; e de a; — a, resulta que b, — a e concluimos a
demonstracao mostrando que z € c¢. Logo ¢ é um subespago fechado de /., sendo um

espaco de Banach.

A partir desta demonstracao, pode-se mostrar também que ¢y é um subespaco

fechado de /., e que, portanto, é um espaco de Banach.

2.2.2 Espacos Separaveis

Definigao 2.27. (Espago Separdvel) Seja M um espago métrico. Se existir um conjunto
enumeravel D C M que ¢ denso em M, ou seja, D = M, entdo M ¢ denominado espaco

separavel.

Proposicao 2.28. O espago ¢, é separdvel, para cada 1 < p < 00.

Demonstragdo. Sejam

coo = {x = (a;) € ¢y : existe n € N tal que a; = 0 para todo j > n}

D ={z=(aj) €cpo:a; € Q(ouQ+Qi)}.

Note que D C ¢go € que D é enumerével. De fato, a; € Q, (ou Q + Qi), logo D é

uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis a saber:
D~ (QUQ*U...UQ"U...)=U>,Q" quando K =R, ou

D= (Q*uUQ'U...UuQ™U...) =U2,Q*, quando K = C.

Vamos mostrar, entdo, que D é denso em £,. Sejam = = (a;) € {, e € > 0 dados. Como
221 laj|P < oo, existe n € N tal que 372, |a;P < €. Sejam y = (ay,...,a,,0,0,...) €
coo € 2= (by,...,b,,0,0,...), com by,..., b, € Q(ou Q-+ Qi), tais que

n
Z|aj—bj|p<ep.
j=1
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Observe que z € D e que

2 = zllp =tz —y) + (= 2)lp <z —yll, + [ly — I,
- ||<aj);>in+1||p + ||(a1 - bl’ e 7an - bn7070a e )”p

1

- (illaﬂp)p + (é"” - bj\)

< ()r + ()7

B =

= 2e.
Logo, D ¢ denso em ¢,,. Portanto, ¢, é separavel. n
Observagédo 2.29. O espago K7 = (K", || - [|,) ¢ um exemplo mais simples de espaco

separdvel, para cada 1 < p < co. De fato, tomando D = {(r) € K} : 1 € Q(ou Q +:Q)}

o resultado segue de forma semelhante ao que foi provado na proposi¢ao anterior.

Proposicao 2.30. O espago (o, nao € separdvel.

Demonstragdo. Seja (x,) um subconjunto enumeréavel de {.. Seja z, = (a,;)32,; uma

sequéncia de pontos em /., ou seja:

$1:( ,alg,...,aln,...)
332:(&21, a"'>a2na"')
Tp, = (Ap1, Qpay o ooy iy e )

Analisando a diagonal da representacao acima, definimos = = (a;) dado por:

) oa+1, se la;;| <1,
! 0, se |6ij| > 1

Note que x € lo, pois |a;| = 0 ou |a;| < |aj;| +1 o que resulta em |a;| < 2 sempre. Porém,
[ = 2jllc0 = ll(ar = ajr)iZilloe = la; — ajsl = 1.

Portanto, {x,: n € N} ndo é denso em (., e {,, ndo é separavel.

2.3 Transformacgoes Lineares entre espacos normados

Nesta secao, vamos considerar E e F' espacos normados.
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Definicao 2.31. Sejam a € F' e r > 0. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto

Bg(a;r) ={z € E : ||z —al| <r}.

Quando r = 1 escrevemos, simplesmente, Bgr. A bola fechada de centro a e raior é o

conjunto
Bgla;r)={z € E: ||z —al < r}.

Quando r = 1 escrevemos, simplesmente, Br. A esfera de centro a e raio r é o conjunto

Sgla;r)y={x € E: |z —al| =r}.
Quando r = 1 escrevemos, simplesmente, Sg.

Definigao 2.32. Dada uma aplicacao linear T : E — F, define-se ||T|| da seguinte
maneira:
1T = sup{|[T'(2)] : = € B, |lz]| < 1}.

T é dita limitada se ||T|| < oo.

Note que || - || é uma norma. De fato, considerando T, Ty e Ty transformagoes

limitadas, obtemos:

(N1) ||T(x)|| 2 0,Vx € E = ||T|| = sup{||T(z)|| : = € Bg} > 0.

(N2) T'= 0 implica T'(z) = 0 € F para todo x € E. Dai, ||T|| = sup{|T(z)| : « € Bg} =
0.

Agora, suponhamos 0 = ||T|| = sup{||T(z)|| : * € Bg}. Disso, |T(z)|| = 0, para
todo x € Bg. Em particular, T'(x) = 0, para todo x € Bg. Entao, T' = 0, pois, dado
y € E,y # 0, segue que:

1) =7 (Il 25 ) = ol 7 (%) = -0 =0

[yl [yl
(N3) [ATI] = sup{[|]\T(2)[| - = € B, |zl < 1} = sup{[A[[[T(2)] : = € E, [z <1} =
(Alsup{[|T ()]l - = € B, [lef] < 1} = AT

(N4) Vale que:

sup{[|(Ty + T2)(2)[| : # € Be} < sup{||Ta(z)[ : 2 € Bp} + sup{||Ta(2)| : © € Bg}.

De fato, para todo x € Bg, temos

1Ty (2)+ T2 () || < [[T(2) [+ T2(2)[| < sup{[|Ti(2)] - = € Be}+sup{||Ta(z)]| : 2 € Be}.

Aplicando o supremo na parte esquerda da desigualdade, o resultado segue, ou seja,

1Ty + ol < Tl + (|72
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Proposicao 2.33. Dada uma aplicagao linear T: E — F', as sequintes condigoes sao

equivalentes:

(a) T é limitada,
(b) T ¢é uniformemente continua;
(c) T é continua;

(d) T é continua na origem.

Demonstracao. Devemos mostrar a equivaléncia das condigdes acima.

Suponha T' limitada (a), isto é, ||T'|| = sup{||T(x)| : = € E,||z|| < 1} < oc.
Em particular, ||T'(z)|| < ||T|, para todo = € E,||z|| < 1. Seja x € E,z # 0. Entao,
|7 ()| < il pois

T

lll

= 1. Dald, ”"ﬂgﬁ)u < ||T)| e, segue que,
1T ()| < NNl (2.1)

Assim, [|T(z — y)|| < [IT[[llx — yll, para todos z,y € E.

Queremos mostrar que 7' é uniformemente continua (b), ou seja, que para todo
e > 0, existe 6 > 0, tal que ||z — y|| < ¢ implica ||T(x — y)|| < e. Tome 6 = - Se
|z —y| < > entao 1T (x —y)|| < HTHﬁ = €, e concluimos que T é uniformemente

continua.

Suponha T uniformemente continua (b) e mostremos que 7" é continua (c). Sabemos
que:
Ve>0,36>0: [lx—y||<d=|T(x)-TH) <e

Tome y = a,a € E. Entao,
Ve>0, 3>0 : [[z—a|l <d=|T(x)—T(a)| <e.

Portanto, T' é continua em a € E. Como a é arbitrario, T' é continua.

Agora, assumindo T continua (c), é claro que T é continua na origem (d), uma

vez que é continua em todos os pontos.

Por fim, vamos mostrar que se 7" é continua na origem (d), entao 7" é limitada
(a). Suponha que T nao seja limitada. Entao, existiria uma sequéncia (z,) em E, tal
que [[z,]| < 1 e ||T(2n)]| > n, para todo n € N. Seja y, = (25, para cada n. Entao,
lynll < £ e ||T(yn)|| = 1, para cada n. Logo, terfamos y, — 0, porém T'(y,) - T(0) =0 ¢

concluimos. O

Corolario 2.34. Seja T: E — F uma aplicagdo linear. Entdo, T é continua se, e o se,

existe uma constante ¢ > 0 tal que ||T(x)|| < c||z||, para todo x € E.
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Demonstracao. Esse resultado é provado utilizando a proposicao anterior e o seguinte fato:
T <1’>
[l

Nesse momento, alguns conceitos essenciais para o desenvolvimento deste trabalho

Vz € E,x #0, Sc= [[T(@)| < ezl

]

serao apresentados.

Definicdao 2.35. (Espacos de Aplicagoes Lineares) Denota-se por L,(F; F') o espago
vetorial de todas as aplicacoes lineares T': E — F'. O subespaco de todas as aplicagoes
lineares T' € L,(FE; F), com T continua, serd denotado por L(FE; F). Os elementos de

L,(E; F') sao usualmente chamados de operadores lineares.

Definigao 2.36. (Dual Algébrico e Dual Topoldgico)

(a) O espaco L,(E;K) é denotado por E* e é chamado de dual algébrico de E.

(b) O espago L(E;K) é denotado por E' e é chamado de dual topolégico de E ou,

simplesmente, dual.

Definig¢ao 2.37. (Isomorfismo e Mergulho Topolégicos) Seja T' € L(E; F).

(a) Se T é bijetiva e seu inverso é continuo, entdo 7" é chamado de isomorfismo topoldgico.

(b) Se T' é um isomorfismo topolégico entre E e o subespago T(E) de F', entdao T é

chamado de mergulho topolégico.

Definig¢ao 2.38. (Isomorfismo e Mergulho Isométricos) Seja T' € L(E; F).

(a) Se T ¢é bijetiva e ||T'(z)|| = ||z||, para todo x € E, T é chamado de isomorfismo

1sométrico.

(b) Se T' é um isomorfismo isométrico entre E e o subespaco T(E) de F, entdao T é

chamado de mergulho isométrico.

Definigao 2.39. Sejam || - ||; e || - |2 normas em um espago vetorial E. Se a aplicacao
identidade de (E, || - ||1) em (E, || - ||2) é um isomorfismo topolégico, entao || - |1 e || - [|2

sao ditas normas equivalentes.

Corolario 2.40. Seja T € L,(E;F). Entao, T é um mergulho topoldgico se, e so se,
existem b > a > 0 tais que
allz]] < [|T(x)]] < bll=]l,

para todo v € E.
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Demonstracao. Suponha que T seja um mergulho topolégico. Entao, T' é continua e existe
b > 0 tal que ||T(z)|| < bljz|, para todo z € E. Além disso, como T~ ': T(E) — FE é
continua, existe ¢ > 0 tal que |77 < ¢||y||, para todo y € T(E). Dali,

]l < el T,

1

para todo z € E. Tomando a = —, segue que a||z|| < ||T(x)]||, para todo x € E. Claro que
c

a <b.

Suponha, agora, que existam b > a > 0 tais que a||z|| < ||T(z)]] < b|jz||, para
todo z € E. Note que T é injetora. De fato, se + € Ker(T), entdao T'(z) = 0. Dai,
allz|| < ||IT(z)]] = 0. Como a # 0, segue que ||z|| = 0 e, portanto, z = 0. Além disso,
como ||T(x)|| < bljz||, para todo x € E, vale que sup ||T(z)|| < b, ou seja, T' é limitada

llzll<1

e, portanto, continua. De al|z|| < ||T(z)]|, para todo x € E, resulta [|T~!(y) < M, para
a

todo y € T(E). Logo, T~! é limitada e, portanto, continua. Sendo assim, 7' ¢ um mergulho

topologico. O]

Corolario 2.41. Seja E um espago vetorial. Duas normas || - |1 e || - |2 em E sao

equivalentes se, e so se, existem constantes b > a > 0 tais que
allzlly < |lzll2 < bl

para todo x € E.

Demonstra¢do. Suponha || -1 e || - ||2 equivalentes em E, entdo I: (E, |- |l1) — (E, |- |l2)
é um isomorfismo topoldgico, em que [ é a fungao identidade. Dai, pelo Corolario [2.40]
existem b > a > 0 tais que

allz]]y < [lzlls < bl
para todo x € E.
Suponha, agora, que existam b > a > 0 tais que

allz|ly < flzflz < bllzfl,

para todo z € E. Entao, pelo Corolario 1 é um mergulho topoldgico e, como também

¢é sobrejetora, I ¢ um isomorfismo topolégico. O

Proposigao 2.42. A func¢io T — ||T|| é uma norma em L(E; F). Se F' é um espago de

Banach, entao L(E; F) também é um espaco de Banach.

Demonstragio. Note que ||| é uma norma. De fato, considerando T, Ty e Ty transformagoes

limitadas, obtemos:

(N1) ||T(x)|| 2 0,Vx € E = ||T|| = sup{||T(z)|| : = € Bg} > 0.
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(N2) T'= 0 implica T'(z) = 0 € F para todo x € E. Dai, ||T|| = sup{||T(z)| : « € Bg} =
0.

Agora, suponhamos 0 = ||T'|| = sup{||T(x)|| : « € Bg}. Disso, |T(x)| = 0, para
todo x € Bg. Em particular, T'(x) = 0, para todo = € Bg. Entao, T' = 0, pois, dado
y € E,y # 0, segue que:

1) = (Il 25 ) = ll-7 () = -0 =0

Iyl [yl

(N3) AT = sup{[IAT'(2)[| : = € E,[[z]| < 1} = sup{[A[|T (@) - = € B, |lz] <1} =
(Alsup{[|T ()]l - = € B, [lefl < 1} = AT

(N4) Vale que:

sup{|[(T} + T3)(z)|| : * € Bg} < sup{||Ti(z)|| : = € Bg} + sup{||T2(x)|| : * € Bg}.

De fato, para todo x € Bg, temos

T3 (2)+ T2 ()| < [IT(2) [+ T2(2)[| < sup{||Ti(2)] - v € Be}+sup{||Ta(z)]| : 2 € Be}.

Aplicando o supremo na parte esquerda da desigualdade, o resultado segue, ou seja,

1Ty + Tof| < Tl + (2]

Agora, vamos mostrar que L(E; F') é completo se F' é completo. Seja (7,,) uma
sequéncia de Cauchy em L(F; F). Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que ||T;, — T},.|| < €,

para todo m,n = ng. Segue que:

[T () = Ton (@) = [(T0 = To) (@) || <N T = T[] < €], (2.2)

para todo m,n > ng e x € E. Dal, (T,,(x)) é uma sequéncia de Cauchy em F, para cada
x € E. Como, por hipétese, F' é completo, existe o limite lim,, ., T,,(x), para cada = € E.
Definamos T': E — F por T'(x) = lim,,_,~ T,,(x), para cada € E. Note que T é linear.
Fazendo m — oo em (2.2), segue que ||T,,(z) — T'(z)|| < €||z||, para todo n > ng e z € E.
Pelo Corolario m, T, — T é continua, para n > ng. Dai, T,, — T € L(FE; F), para todo

n = ng.

Por fim, T = (T —T,)+ T, € L(E;F) e |T,, = T| — 0. O

Corolario 2.43. O dual de um espaco normado é sempre um espaco de Banach.

Demonstragao. Por defini¢ao, o dual de um espago normado é o espago L(E;K), em que

K é um corpo completo (R ou C). Logo, K é um espago de Banach e, pela Proposigao
2.42) L(E;K) = E’ é um espaco de Banach. O
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Proposicao 2.44. Dado T € L(E; F). Vale que:
@
1T = sup{[|T(2)|| : « € E, |[=]| <1}
(2
= sup{||T(z)|| : v € E, |[=]| = 1}

® up{HT’(;”)H cxe R x# O}

Yint{e > 0: |T(2)|| < cl|z||, Yz € BY.

Demonstragio. Provemos a igualdade (1). Sejam A = {||T(z)|| : =z € E,||z|| < 1}, B =
{I|IT(z)|| : x € E,||z|| <1}, a =sup A e b = sup B. Note que b < a. Suponha que b < a.

Entao, existe x € Bg[0;1], com b < ||T'(z)|| < a. Claro que, pela definigao de b, ||z|| < 1 néo

pode ocorrer. S6 nos resta ||| = 1. Como ||z|| = 1, podemos construir (z,,) tal que z,, — =
- 1
e ||z,|| < 1, para todo n € N. Tome, por exemplo, x, = x — r_nmor (n—1)

Segue que ||z, || = llz|| < ||z]| =1 e z,, — 2. Como T é continua, T'(z,) — T'(z).
Dai, ||T(x,)|| — [|T(x)]|. Sendo assim, para algum n € N, ocorre b < ||T(z,)||. Um

absurdo, ja que b = sup B. Logo, b = a e provamos a primeira igualdade.

Provemos a igualdade (2). Sejam C' = {||T'(x)|| : ||z]| = 1}, ¢ = sup C e a como antes. De
C C A, segue que ¢ < a. Se x € Bg — {0}, entao

1Tl = {12122 = a7 QH> T(mOH\C

edl
Pela definicado de supremo, como acabamos de obter que ¢ é cota superior de A,

Além disso, se z = 0, entdo ||T(z)|| =0 < 0.

entao a < c. Portanto, a = ¢. De a = b, o resultado segue.

1T @I,

Provemos a igualdade (3). Seja D = { re B x# O} O objetivo, agora, é mos-

]l
trar que C' = D, com C como acima. Se r € C, entao r = ||T(z)||, com z € E e ||z|| = 1.
T
Isso equivale a escrever r = | H(:TRH, s ||lz|| = 1. Ou seja, r € D. Logo, C C D. Se
x

IT ()”, # 0,z € E. Disso, s = T( x)
||l ||l

se€C.Istoé, C =D ec=supC =supD. Assim, vale (3).

s € D, entao s = = 1. Segue que

Provemos a igualdade (4). Notemos que:

T
inf{c > 0: ||T(x)| < c||z||,Vx € E} = inf {c >0: | ”(;”)“ <cgrel x# O}

:sup{”T< o) :er,x;«éO}.

De fato, o supremo de um conjunto é o infimo das cotas superiores. Portanto, vale a ultima

igualdade.
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Capitulo 3

O Teorema de Hahn-Banach

3.1 O Lema de Zorn

A seguir, veremos alguns conceitos essenciais para a compreensao do Lema de Zorn.

Definicao 3.1. Uma ordem parcial no conjunto P é uma relagdo < em P que satisfaz as

propriedades abaixo.

(a) Para todo z € P, x < x (reflexiva).
(b) Sex,y € P, x <yey< z, entdo z = y (antissimétrica).

(¢) Sez,y,z€ P,z <yey< z entdo = < z (transitiva).
Nesse caso, (P, <) é dito um conjunto parcialmente ordenado.

No que segue, (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado e Q C P.

Definigao 3.2. Uma cota superior de @), se existir, é um elemento p € P tal que ¢ < p,

para todo q € Q.

Exemplo 3.3. Seja (Q, <), emque @ ={r € R: 0 <z <1} e” <7 éarelagdo de ordem

usual da reta. Entao, 1 é uma cota superior de Q).

Definicao 3.4. Um elemento ¢ € ) ¢ dito um elemento maximal de () na ordenacao <,
se nao existe r € () tal que ¢ < x e x # ¢q. Se o conjunto for totalmente ordenado, entao ¢

passa a ser um mdximo de Q).

Exemplo 3.5. Seja o conjunto @ = {1,3,5,7} e a relagdo = < y se x divide y. Temos que
<z

7 é elemento maximal de (), pois nao existe x € (Q tal que 7 com x # 7.

Definicao 3.6. () é uma cadeia em P se quaisquer dois elementos de () sdo comparaveis.

Isto é, dados q1, ¢ € @, vale que ¢; < g2 ou ¢ < ;.
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Exemplo 3.7. Considere o conjunto P = {2,4,8,16,...} e a relagao < de tal forma que,

para x,y € P, x < y se x é multiplo de y. Entao, P é uma cadeia em P.

Lema 3.8. (Lema de Zorn) Se toda cadeia em um conjunto ndo-vazio e parcialmente
ordenado tem uma cota superior, entao o conjunto parcialmente ordenado tem um elemento

maximal.

Exemplo 3.9. Uma aplicagao esclarecedora, simples e bastante conhecida do Lema de
Zorn garante que todo espaco vetorial possui uma base (veja, por exemplo, [[6], Teorema
2.8.1]).

3.2 O Teorema de Hahn-Banach e sua demonstracao

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema de Hahn-Banach e sua demonstragao,
tanto para espagos normados reais, quanto para espacos normados complexos. A seguir,

provaremos dois resultados que viabilizam ambas as provas desse importante teorema.

Lema 3.10. Sejam E um espagco normado real e M C E wm subespaco proprio de E.
Dado yo € E\ M, considere N = M @ [yo]. Entdo, para cada ® € M’, existe ) € N' tal

que:

(a) Y(x) = ®(x), para todo x € M;
(b) [[¢]l = [|@]].
Demonstracao. Pela continuidade de ®, vale que
|D(x)| < ||P]|||x||, para todo x € M.

Ou seja,
—[[®[llz]} < ®(x) < [|[[[lx]], para todo z € M. (3.1)

Como yy & M, cada z € N pode ser escrito de maneira tinica na forma z = x 4+ Ayg, com
x € M e XA € R. Vamos definir : N — R por ¢(z) = ®(x) + Ay, onde 7y é um nimero

real independente de z, o qual escolheremos depois.

Note que 1 ¢ linear. De fato, dados z; = x1 + Ayo, 20 = 29 + Aoyp € N e a € R,

Y(z1 + aza) = Y(x1 + Myo + a2 + Aa2yo))

(

(21 4+ azy + (A1 + ad2)yo)
(1 + aza) + (A + ada)no
(
(
(

xl) + OC(I)(ZEQ) + )\1770 + Oé/\gT]O

1) + Aino + a(®(x2) + Aano)
21) + ah(zs).

(8
P
®
®
(&
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Além disso, ¥ (x) = ¢ (x + 0yy) = ®(z) + Oy = P(z), para todo x € M, o que

verifica (a).

Agora, queremos mostrar (b). Vamos mostrar, primeiramente, que ||[¢|| < ||®]| e,

v
para isso, basta provar que vale |[1)(z)| < ||®]|||z||, para todo z € N. Ou seja,
—1®lllz + Ayoll < ®(x) + Ao < ||®||||x + Ayo||, para todo z € M, X € R,
ou ainda,
—®(x) — |||z + Ayol] < Ao < —P(x) + ||P||||x + Ayo||, para todo x € M, X € R. (3.2)

Tome A =1 em (3.2). Segue que

— () — |||l + yoll < no < =®(x) +[|[|[|lz + ol para todo = € M (3.3)

e, portanto, implica . Vamos mostrar que implica (3.2)). De fato, se A =0,
entao segue de . Se A > 0, em (3.3), ao aplicar { no lugar de x e multiplicar
por A, obtemos . Da mesma maneira, se A < 0, em , ao aplicar § no lugar de = e
multiplicar por A\, obtemos .

Considere a afirmacao:

sup (= (z) — ||z + wol)) < fnf (=@ (@) + [@flll= + yoll) (3-4)

inf
zeM
Para mostrar (3.4]), basta mostrar que vale

—®(z1) — || P||l|z1 + vo|| < —P(x2) + ||®]|||z2 + vol|, para todos x1,z5 € M. (3.5)
Observe que, para todos x1, x5 € M,

D(x2) — ®(x1) = D1 — 22) < @21 — 22
< @[ (z2 + yo) — (21 + o)
< |

| @[22 + yoll + 12l + woll

e, dai, segue (13.5)).

Seja 1y € R tal que

sup (—®(z) — |||z + yol|) < mo < inf (=P(x) + [|@|[|lz + wol)-
xeM xeM

Assim, (3.3)) é verificada e, consequentemente, (3.2) também. Agora, como M C N, pela

definicao de supremo, segue que |[1]| > ||P||. Portanto, estd demonstrado que 1 verifica
(b).
O

Lema 3.11. Seja E um espago vetorial complexo e seja Egx o espaco vetorial real associado.
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(a) Cada ® € E* admite uma unica representacao da forma
O(z) = u(x) —iu(ixz), para todo x € E, (3.6)
com u € Ey.

(b) Dado u € Ef, a equagio (@ define um ® € E*.

Demonstracio. (a) Seja ® € E*. Para cada x € E, é possivel escrever de maneira tinica
O(x) = u(z) +iv(z),
com u(z), v(z) € R. Como ® € E* entao ® € Ej. Dai, segue que u,v € Ef. Note que
i®(x) = O(iz) = u(iz) +iv(iz) = O(x) = —iu(iz) + v(ix)

e, dai, u(x) = v(iz) e v(x) = —u(iz). Portanto,

(b) Seja u € Ef e seja &: E — C definida por (3.6). De u € Ef, segue que ®(z +y) =
O(z) + D(y) e P(A\z) = AP(x), para todos x,y € E, X € R. De fato,
Oz +y) =ur+ ) w(i(z +y))
= (I) ( ) +uly) — iu(iy)

= ®(z) + 2(y)

O(A\z) = u(Az) —iu(ix)
= Au(z) — Niu(iz)
= Mu(z) — iu(iz))
(),

para todo x,y € E, A € R. Por outro lado,

O(ix) = u(iz) + iu(x) = i®(x),

para todos x € E. Portanto, ®(A\z) = A®(z), para todo = € E, A € C. Logo, ¢ € E*.
[l

Agora que ja temos as ferramentas necessarias, prosseguiremos com as demons-
tragoes do Teorema de Hahn-Banach para espacos normados reais e espagos normados

complexos.
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Teorema 3.12. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago normado e My um

subespago de E. Entao, para cada ®y € M), existe ® € E tal que:

(a) ®(x) = Po(x), para todo v € My;

(0) @] = [|®o]l-

Demonstragio. (Demonstracao do Teorema de Hahn-Banach para espagos normados reais)

Seja P a familia de todos os pares (M, @) tais que:
(i) M é um subespago de E contendo Mo;
(ii) © € M, ®|p, = Do e [P = [|Doll.
Dados (M, ®1), (Ms, ®9) € P, definimos

(MI;CI)I) < (MQ,(I)Q) Se M1 C M2 (S CI)l = (I)QlMl.

Note que esta é uma relagdo de ordem parcial em P. Sejam {(M;, ®;): i € [} uma cadeia
em P e M = U;erM;. Considere o funcional ®: M — R, definido por ®(z) = ®;(x),
se € M;. Observe que ® estd bem definido e que (M,®) € P. De fato, é claro que
My C M. Dados a,b € M, entao a € M; e b € M;, para algum 7 e para algum j. Como
{(M;,®;): i € I} é uma cadeia, sem perda de generalidade, suponhamos M; C M;. Assim,
a,b € Mj ea+be M; C M. Ainda, se a € M, entao a € M;, para algum j € I,
e da € M; C M. Além disso, é facil ver que ® ¢ linear, ja que os ®,’s sao lineares e
| pr, = Do, j4 que ®;|p, = Do, para todo i € I. Também, sabemos que [|®(z)|| = || P;(z)]],
pois x € M;, para algum ¢ € I. Dali,

1@ ()]l = [[Pi(2) | < 1@l || = [|ol|[|]]-

Ou seja, @ € M’ e ||®]] < ||Pg]|. Como |[|Phig|| = ||P;]] < ||®]|, podemos concluir que
1]} = [®o]l-

Note, também, que (M, P) é uma cota superior da cadeia {(M;, ®;): ¢ € I}. De
fato, para todo i € I, vale que (M;, ®;) < (M, ®), pois M; C M e & = &;|,,. Entao, pelo

Lema de Zorn, P possui um elemento maximal (M, ®).

Agora, basta mostrarmos que M = FE. Suponhamos, entdao, M # FE. Sejam
Yo € E\M e N = M & [yo]. Pelo Lema [3.10} existe ¢» € N’ tal que ¥[pr = ® e ||¢|| = || P||.
Entéo, (N,v) € P e (M, ®) ndo seria maximal, o que é uma contradi¢ao. Portanto, M = E,

como queriamos.

]

Demonstragio. (Demonstragdo do Teorema de Hahn-Banach para espagos normados
complexos) Seja ¢y € M{. Pelo Lema [3.11, podemos escrever ®y(x) = ug(z) — tug(iz),
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para todo x € My, com uy € ((Mp)g)*. Como |®g(z)| = \/u%(:v) + ud(iz), segue que
|uo(2)] < [Po ()| < (| Dol |,
para todo z € My. Dai, ||ug|| < [|Po||. Pelo Teorema de Hahn-Banach para espagos
normados reais, existe u € (Eg)’ tal que
(i) u(x) = up(x), para todo x € Moy;

(ii) ||u|| = [Juo||- Seja ®: E' — C o funcional definido por ®(x) = u(x) — iu(ix),
para todo = € E. Pelo Lema [3.11, ® € E*. De (i), segue que

(iii) ®(z) = Py(x), para todo x € M. Para mostrar que ||| = ||Py]|, fixemos

r € E e escrevamos ®(x) = re?’ com r > 0. Entdo,

Dle™r) = ®(x) =r € R.
Por outro lado, ®(e~?x) = u(e="z) — iu(ie="z). Ou seja, (e ) = u(e *x). Logo,
(@ (e~ 2)| < [Julllle™ x|

Dai,
|[P(2)] < lullllzll = luol[llz]l < | @oll |

e, portanto, ||®]| < ||Pg]|. De (iii), segue que || D] < ||P|| e acabamos. O

3.3 Algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach

Nesta secao, abordaremos algumas fortes consequéncias do Teorema de Hahn-

Banach, as quais se configuram em grandes ferramentas no estudo da Analise Funcional.

Proposicao 3.13. (Teorema de Phillips) Sejam E um espago normado, My um subespaco
de E e Ty € L(My,ly). Entao, existe T € L(FE, ) tal que:

(i) T(x) = Ty(x), para todo x € Moy;

() |7 = [[Toll

Demonstracao. Para cada n € N, considere o funcional linear continuo, de norma 1, dado
por
Dpyi loo — K, @ ((a))72,) = an.

Entao, ®,, o Ty € M}, para todo n € N e Ty(z) = ((P,, 0 Tp)(x))22,), para todo = € M,.
Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada n € N, existe 1, extensao de ®,, o Ty a E, com
@ 0 Tol| = [[¢nll-
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Observe que o operador T: E — (o, T(z) = (¢Yn(2))5,, é linear, continuo e

estende Ty. Além disso,

|7 ()| = sup [¢n ()|
neN
< sup ||¢n | [|z|
neN
= sup [|®,, o To||||z||
neN

< sup [|@, || | Toll |||l
neN

———
=1

= [1 7ol

e podemos concluir que ||T|| < [|Tp]|. Por fim, note que ||To|| < [|T|, j& que My C E e

|76 e || T|| sao dadas, respectivamente, por:

[To]] = sup{[[To(x)[|: lz] < 1,2 € Mo}

1T} = sup{|IT'(2)[|: |l]| < 1,z € E}.

Ou seja, ||T]| = ||To|| e acabamos. O

Proposicao 3.14. Seja E um espaco normado. Para todo xo € E, xq # 0, existe um
funcional linear ® € E' tal que ||®]| =1 e ®(xo) = ||zo]|-

Demonstragio. Sejam My = [zo] o subespago vetorial de E gerado por zg e &, € M|,
definido por ®g(axy) = al|zol|, para a € K. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe & € F’,
tal que || ®|| = ||Po|| e P(x) = Py(x), para todo = € M,. Dai, vale que

| @[] = [|Pol| = sup{|Po(azo)|: axo € My e [laxol| < 1}
= sup{|al||zol|: azo € My e ||azo| < 1}
=1.

Note, também, que vale ®(zg) = ||xo||, uma vez que ®(xy) = Po(zo) = ||xo]|- O
Proposicao 3.15. Sejam E um espago normado, E # {0}, e v € E. Entdo,
|zl = sup{|®(z)[: ® € E" e [|@]| <1}
e o supremo € atingido.
Demonstragio. Para cara ® € E’, com ||®| < 1, vale que

|[@(2) < [[[[[J]l < ll]]-
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Entao,
sup{|®(z)]: ® € E e ||| < 1} < [|=].

Pela Proposigdo [3.14], é possivel garantir que o supremo é atingido em um funcional

de norma igual a 1. O
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Capitulo 4

O Teorema de Banach-Steinhaus

4.1 Conceitos Introdutérios ao Teorema

Para a compreensao do Teorema de Banach-Steinhaus e de sua demonstracao,

apresentaremos, primeiramente, algumas defini¢oes e resultados fundamentais.

Definicao 4.1. Sejam X um espago métricoe A C X.

(a) X é chamado de espago de Baire se a intersegao de cada sequéncia de subconjuntos

abertos e densos de X é um subconjunto denso de X.

(b) A é dito de primeira categoria em X se é possivel escrever

A= U Anv
n=1

com int(A,) = (), para cada n, ou seja, como podemos encontrar em textos de lingua
inglesa, cada A,, é nowhere dense. Caso contrario, A é dito de sequnda categoria em
X.

Proposicao 4.2. Todo espaco de Baire nao vazio é de sequnda categoria em si mesmo.

Demonstracio. Seja X um espaco de Baire, X # (). Suponha X de primeira categoria em

si mesmo. Entao, podemos escrever

X:UAn7

n=1

onde A, é fechado em X e int(A,) = () para cada n. Segue que

DY

0= {1(X\A),

n=1

em que X \ A, é aberto e X \ A, = X \ int(4,) = X, para cada n. Logo, X nao seria

espaco de Baire. Assim, concluimos a demonstracao. O
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Teorema 4.3. (Teorema de Baire) Todo espago métrico completo é um espago de Buaire.

Demonstragio. Seja X um espago métrico completo, X # ). Seja (U,,)S2; uma sequéncia
de subconjuntos abertos e densos em X. Queremos mostrar que (1,2, U,, é denso em X.
Para isso, basta mostrarmos que, para cada bola B(a;r) em X, ou seja, r >0ea € X
sdo quaisquer, vale que (N°%, U,) N B(a;r) # 0, ou seja, (N, U,) = X.
Fixemos uma bola B(a;r) em X. Como U; é denso em X, existe 1 € (U;NB(a;r)).
Seja 0 < €1 < 1, tal que
Blz1; 6] € (Uy N B(a;r)).

1
Como Uj é denso em X, existe x5 € (Uy N B(x1;€1)). Seja 0 < €5 < 3 tal que
B[IQ;EQ] C (U2 N B(%l; 61)).

Procedendo, por indugao, é possivel encontrar sequéncias (x,) em X e (¢,) em R, tais que
O<e, < — ¢
n
B[l’n, En] C (Un N B(xn—l; en—l))a

para cada n > 2. Segue que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em X e, portanto, converge

para um ponto x € X. Note que,

x € ﬁ Blx,;€e,] C (ﬁ Un> N B(a;r).

n=1
o
Logo, ﬂ U, ¢é denso em X e acabamos. O]
n=1

Definigao 4.4. Sejam FE um espago vetorial e A C E.

(a) Se —x € A sempre que z € A, entdo A é dito simétrico.
(b) Se (1 =Xz + Ay € A sempre que z,y € Ae 0 <A< 1, entdo A é dito convezo.

(¢) O menor subconjunto convexo de E que contém A é chamado de enwvoltdria convexa
e é denotado por co(A). Podemos dizer que co(A) é a intersegao de todos os convexos

que contém A ou, ainda, que qualquer convexo C' que contenha A é tal que co(A) C C.

Lema 4.5. Seja E um espago normado. Consideremos B(a;r) C E, coma € E er >0

quaisquer. O conjunto simétrico de B(a;r) é B(—a;r), ou seja, —B(a;r) = B(—a;r).

Demonstragio. Sejay € —B(a;r). Entao, y = —x, com x € B(a;r). Assim, x = a+rt, com
|lt]] < 1. Disso, vale que —x = —a—rt e —x—(—a) = —rt. Logo, ||—z—(—a)|| = || —rt|| < r.
Ou seja, y = —x € B(—a;r).

Agora, se z € B(—a;r), entdo z = —a+rt, com ||t|| < 1. Dai, —z = a—rt € B(a;r).
Por fim, z € —B(a; 7). O
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4.2 O Teorema de Banach-Steinhaus e sua Demonstracao

Teorema 4.6. (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E e F' espagos normados, com

E completo, e um conjunto {T; :i € I} C L(E; F). Consideremos as sequintes afirmagées:

1. sup,e; |Ti(2)|| < oo, para cada x € E.

2. sup;e; || T < oo

As afirmagoes (1) e (2) sao equivalentes. A primeira afirmagdo em palavras, seria dizer

que o conjunto {T; : i € I} € pontualmente limitado.

Demonstragio. A parte (2) = (1) é imediata. Vejamos (1) = (2).

Para cada n € N, seja
A, ={z e E:||Ti(x)]| <n,Viel}.

Como A,, = Ner{z € E: ||Ti(z)| < n}, vale que cada A,, é fechado. De fato, perceba que

podemos escrever
{z € B |Ti(2)] < n} =IT(@)lI7*([0,n]),

com cada aplicacao ||T;]|: £ — R ¢é continua. Além disso, [0,n] é fechado e, por isso,
| T:(z)]| ([0, n]) também é fechado. Como a interse¢io de fechados ¢ fechado, concluimos

que A, é fechado.

Note que, E = ;2 A,,. De fato, considere x € ;2 A,,. Logo, x € A,, para
algum n e, por definicdo, z € E. Por outro lado, considere x € E. De (1), vale que
sup;c; |7i(z)|| < n, para algum n. Dai, x € Nic;{z € E : | Ti(z)]] < n} = A,. Ademais,
como E é completo, pelo Teorema de Baire, ' é um espaco de Baire e, consequentemente,
de segunda categoria em si mesmo. Isto é, algum A,, possui interior nao vazio. Digamos,

entdo, que A,, contém uma bola B(a;7).

Note que o conjunto A, é simétrico. De fato, dado = € A,, considere —x € E.

Entao,
[ Ti(=) || = (=D Ts(2)[| = [ = YITi(2)]| = [[Ti(z)]| < n, para cada i € I,

o que mostra que A, é simétrico e, pelo Lema , B(—a;r) C A,.
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Observe, agora, que A, é um conjunto convexo. Dados x,y € A, por defini¢ao
IT:(2)|| < nel||Ti(y)|| <n, para todo i € I. Seja 0 < A < 1. Entao:

IT:((1 = Nz + Ay)|| = [[T:((1 = Nz) + Ti(Ay)|
<= MITs(@)[| + AT ()]
<(1=MNn+n
=n—An+An
=n

e mostramos a convexidade de A,,.
Disso, segue que
A, D co(B(a;r)U B(—a;r)) D B(0;r).

De fato, pela definigao de envoltéria convexa, A, D co(B(a;r)U B(—a;r)). Vamos mostrar,
entdo, que B(0;7) C co(B(a;r)UB(—a;r)). Note que co(B(a;r)U B(—a;r)) é um convexo
que contém B(a;r) e B(—a;r). No caso, para y € B(0;1),

(a+ ry); + (—a+ ry); € co(B(a;r) U B(—a;r)),

por definigao. Isto é, ry € co(B(a;r) U B(—a;r)) e co(B(a;r) U B(—a;r)) D B(0;7).

Dai,
|T;(x)|| < n, para todos i € I,z € B(0;r).
Logo,
|T:(2)] < ﬁ, para todos i € I,z € B(0;1)
r
e, portanto,
T3] < ﬁ, para todo i € 1.
,
Isto é,

sup || ;]| < oc.
iel
O
A seguir, apresentaremos uma importante consequéncia do Teorema de Hahn-
Banach, o qual estudaremos com mais detalhes mais adiante.
Corolario 4.7. Sejam E um espaco normado e A C E, tal que ®(A) € limitado em K

para cada ® € E'. Entao, A é limitado em E.

Demonstracao. Seja J: E — E” o mergulho canonico de F em E”| isto é, o operador
definido por J(z)(®) = ®(x), para todo x € E e ® € E’. Por hip6tese, ®(A) é limitado,
ou seja, J(A)(P) = P(A) é limitado. Assim,

sup ||J(x)(P)|| < oo, para cada ® € E',
z€A
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o que significa que J(A) é um conjunto pontualmente limitado de E”. Pelo Teorema
Banach-Steinhaus,

sup [|J ()] < oo,
x€A
ou seja, J(A) é limitado. Pela Proposigao [3.14] vale que:

2] = sup{|®(2)] : @ € E', || || = 1} = sup{|J(z)(®)[ : ® € £, || ]| = 1} = ||J (2)[.

Logo, A é limitado. O

Corolario 4.8. Sejam E e F' espagos normados, com E completo. Seja (T,,) uma sequéncia
em L(E;F), tal que (T, (x)) converge em F para cada x € E. Se definirmos T(x) =
lim T, (x), para cada x € E, entio T € L(E; F).

Demonstracao. Primeiramente, observe que T é linear. De fato,

T(ax + fy) =1lim T, (ax + fy) = im (a1, (z) + T, (y))
= alim7,(x) + lim T, (y)
— oT(x) + AT().

Para cada z € F, T,,(z) é uma sequéncia convergente em F' e, portanto, limitada.
Ou seja,

sup || T,,(x)|| < oo, para cada z € F.
n

Pelo Teorema existe k > 0 tal que ||T,|| < k, para todo n. Dai
IT[| = sup |[T(x)]| = sup [[1im T, (x)]]
llz]l<1 llzll<1

= sup lim ||T,,(x)]|

llzll<1

< lim sup ||7;,(x)]|

fl=]I<1

< lim sup ||75, |||z

llzll<1
< k.

Logo, T é limitada e, portanto, continua. O
o0

Proposicao 4.9. Seja (nj);-";l uma sequéncia em K, tal que a série Zﬁjﬂj CONVETge Para
j=1

cada x = (§;)32, € co. Entdo,

p: Co — K

= ()2 — D&
j=1

¢ linear e continua.



4.2. O TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS E SUA DEMONSTRACAO 43

Demonstragio. E claro que ¢ é linear. Para x = (€§5)521 € co e n € N, definimos ¢, (7) =

Zgﬂlj- Note que, ¢, ¢ linear e

=1
lon(@)] = 22 &mi| < 2 1&mil < D) lloolmil = 11(&) ||ooZ|77]
7j=1 j=1 7=1 7j=1
= ||zl D_ [njl
j=1
Assim, ||| < Y |n;] e cada ¢, é continua. Observe ainda que
7=1

lim_a(r) = i S 6m,
]:

n——oo
existe para cada x = (§,) € ¢. Como ¢y é completo e p(z) = limp,(z) € K, entao
¢ € (co), fato garantido pelo Corolario [4.8]
0

Proposicao 4.10. Sejam 1 < p < o e (77]) °, uma sequéncia em K, tal que a série

2721 &m; converge para cada (§5)52, € ;. Entdo,

e b, — C
(&) — XZi&m;

¢ linear e continua.

Demonstracao. A demonstragao desta proposicao é analoga a demonstracao da Proposicao
4,91 O

E valido pontuar que, a partir das Proposicoes m ¢ [4.10{ demonstradas acima, ¢
possivel mostrar que o dual de ¢q é isometricamente isomorfo ao espago /1 e que o dual de

¢, é isometricamente isomorfo ao espaco ¢,, para 1 <p < oo e = —i— = =1.
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Capitulo 5

O Teorema da Aplicacao Aberta e o

Teorema do Grafico Fechado

5.1 O Teorema da Aplicacao Aberta e uma Demonstracao

Comecamos esta secao com uma definicdo e uma proposicao tteis para o lema que

demonstraremos logo na sequéncia.

Defini¢ao 5.1. (a) Uma série >°° | 2, em um espago normado E é dita convergente se

a sequéncia das somas parciais
n
Sn =D
j=1
é convergente em FE.

(b) Uma série Y7, x,, em um espago normado E é dita absolutamente convergente ou

absolutamente somavel se

(0@
Z |zn] < 0.
n=1

Proposicao 5.2. Um espaco normado E é completo se, e somente se, cada série absolu-

tamente convergente em E é convergente.

Demonstracao. Facamos a implicacao direta inicialmente. Suponhamos E completo e

oo
Z |zn || < 0.
n=1

Se m < n, entao
n

>, T

j=m+1

n
< > gl

j=m+1

Hsn - Sm” =

Segue que (s,) é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente.
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Suponhamos agora que cada série absolutamente convergente em FE seja conver-
gente em E. Consideremos uma sequéncia de Cauchy (x,) em E. Existe uma sequéncia

estritamente crescente (n;) tal que
[ — 2]l <277,

para todo n,m > n;. Disso,

o o0 .
Z ||m”j+1 - LLJH < 22_] =1,
j=1 Jj=1

ou seja, Y372 Ty, — Tn, € absolutamente convergente e, por hipétese,

o0
Z Tnjr = Tny
j=1

é convergente. Como para cada k natural é fato que

k
Tny + Z Tnjpr =™ Tny = Tngyrs
Jj=1

resulta que (x,,) é convergente em E. Por fim, obtemos que (z,) é uma sequéncia de
Cauchy que admite subsequéncia convergente. Segue que (z,) é convergente e, portanto,

que E é completo. |

Para a compreensao do Teorema da Aplicagdo Aberta e de sua demonstracao,

apresentaremos, a priori, o seguinte resultado.

Lema 5.3. Sejam E e F espacos de Banach e seja T € L(E; F). Entdo, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(a) T € sobrejetora.
(b) T(Bg(0;1)) D Br(0;9), para algum 6 > 0.
(¢c) T(Bg(0;1)) D Br(0;0), para algum ¢ > 0.

Demonstracao. Devemos mostrar a equivaléncia das afirmacoes acima.

Suponha 7" sobrejetora. De E = ;2 Bg(0;n), vale que:

F:T(E):T(GBE(O;n)>: T(Bg(0;n)) @ T(Bg(0;n))

n=1

ﬁcg

1

Pelo Teorema de Baire (Teorema [4.3), F' é de segunda categoria em si mesmo, isto é,

existe n € N, tal que o conjunto T(Bg(0;n)) tem interior ndo vazio. Entdo, existem
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be Fer>0,tais que Br(b;r) C T(Bg(0;n)). Pela simetria de T'(Bg(0;n)), seque que
Bp(—b;r) C T(Bg(0;n)). Pela convexidade de T'(Bg(0;n)), vale que

T(Bg(0;n)) D co(Bp(b;r) U Bp(—b;1)) D Bp(0;71),

como visto na demonstragao do Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema . Logo,
T(Bg(0;1)) D Bp(0; ). De fato, seja y € Bp(0; ). Entao, ny € Bp(0;7) C T(Bg(0;n)).
Logo, ny = limy;, y; € T(Bg(0;n)), isto é, ny = im T'(x;), z; € Br(0;n). Dai,

y=1limT (fj) ,x; € B(0;n).

Como = ¢ Bg(0,1), entao y € T(Bg(0;1)), o que prova (b).
n

Suponha, agora, que T(Bg(0;1)) D Br(0;6), para algum § > 0. Entao, podemos

T (BE <O 21 )) D Bp (O 25 ) para cada n.

A partir disso, provaremos que

afirmar que

T(B(0:1)) > Br (0; g) |

Seja y € Bp(0;$) € T(Bg(0;1)). Logo, existe z; € Bg(0;1) tal que

y=T(w) € B (0; f) e (80 (0:3))

Logo, existe x5 € Bg(0; 22) tal que

y—T(x1) — T(x2) € Br (0 ;) CT(BE (0 213)>

Logo, existe 3 € Bg(0; 23) tal que

y —T(x1) — T(x3) — T(23) € Bp (0 ;) cT (BE <0 214>>

Procedendo indutivamente, podemos construir uma sequéncia (z,,)>%, em E tal que

1 " o
xn € Bp (O; 271) ey — ZT(xj) € Br (O; 2n+1> , para cada n € N.
j=1

o0 [o.¢] 1 o
Como Y _ ||z, < = ) 27" =1e E ¢ de Banach, segue, da Proposi¢ao , que
n=1 = n=1

Y ono, Ty converge. Alem disso,

ia:n € Bp(0;1)eT (i a:n> =,

n=1 n=1
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o que prova (c).
Suponha, finalmente, que T'(Bg(0;1)) D Br(0;0), para algum 6 > 0. Observe que
nT(Bg(0;1)) D Br(0;nd) e
nT(Bgp(0;1)) = {nT(x);z € B(0;1)}
= {T(nz);z € B(0;1)}
={T(2);z € B(0;n)} C T(E).
Portanto,
F =|JBr(0;n8) C T(E) C F,

isto é, T' é sobrejetora e acabamos. O

Teorema 5.4. (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e seja
T: E — F linear, continuo e sobrejetor. Entao, T' é uma aplicagao aberta. Em particular,

todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach € um isomorfismo topoldgico.

Demonstra¢io. Tomemos A um aberto em E. Queremos mostrar que T(A) é aberto em
F.Sejay € T(A). Entao y = T'(z), v € A. Portanto, existe € > 0 tal que Bg(z;€) C A,
isto é, y € T(Bg(z;¢€)) C T(A).

T(Bg(z;€)) —{T'(x)}

€

= T(Bg(0;1)). Dividimos a

Vamos mostrar, agora, que

demonstragao:

1. Se z € Bg(z;€), entdo T'(z) — T(z) = T(2 — x) € T(Bg(0;¢)), pois z —x € Bg(0;¢).

€

Provamos, entao, que

2. Observe, agora, que T'(Bg(0;€)) C T(Bg(z;€))—{T(z)}. De fato, se y € T'(Bg(0;¢)),
entao y = T'(s), onde s € Bg(0;¢), ou seja, ||s|| = ||(s + ) — z|| < e. Logo,
s+ x € Bg(z;€) e podemos concluir que s € Bg(z;€) — {x}. Como T ¢é linear, segue

que y =T(s) € T(Bg(z;¢)) — {T(z)}.

T(Bp(z;€)) = {T(x)}

Assim, provamos que T(Bg(0;1)) = ou, equivalentemente, que

T(Bg(0;€)) = T(Bg(z;€)) — {T'(x)}.
Pelo Lema [5.3| como T ¢ sobrejetora, resulta que Br(0;8) C T(Bg(0;1)), para

algum ¢ > 0. Segue que Bp(0;0) C T(Bg(0;1)) = T(Bp(; 6)6) — {T(x)} Dai,

Bp(0;¢0) C T(Bg(z;€)) —{T(z)} = Bpr(T(z);ed) C T(Bg(x;¢)) C T(A)
= Br(y;ed) C T(Bg(x;€)) C T(A).

Portanto, y € int(7T'(A)) e podemos concluir que T'(A) é aberto em F'.



5.1. O TEOREMA DA APLICACAO ABERTA E UMA DEMONSTRACAO 48

O Teorema da Aplicacdo Aberta exige que o operador T': F — F', definido entre
espagos de Banach, seja linear, continuo e sobrejetor. O resultado e o exemplo a seguir
ressaltam a essencialidade de duas das hipdteses desse teorema: a sobrejetividade de T e a

completude dos espacos E e F.

Proposicao 5.5. Toda aplicacao linear aberta T: E — F' é sobrejetora sempre que E e F

5G40 espagos normados.

Demonstragao. Seja r > 0 e considere Bg(0;7). Como T é aberta, segue que, para algum
d >0, T(Bg(0;r)) D Bp(0;0). Isto é, nT(Bg(0;7)) D Br(0;nd). Como T é linear, vale
que:
nT(Bg(0;r)) = {nT(x);x € Br(0;r)}
= {T'(nx);nx € Bg(0;nr)}
={T(z);z € Bg(0;nr)} C T(E).
Portanto, F' = J Br(0;nd) C T(E) C F, isto é, T é sobrejetora. O

Definicao 5.6. Definimos por c¢yy o subespaco de ¢y formado por sequéncias eventualmente

nulas, isto é,

coo = {(ar)z;; existe ko € N tal que ay = 0 para todo k > ko}.

A funcao ||z||ecc = sup,en{|ax|} define uma norma em cgg, para todo = = (ax)32, €

Coo-
Exemplo 5.7. Seja T": coo — oo 0 operador linear dado por T'((a,)5% ) = (al, d2 43 )

n:1 7’ 7’ o .. .
273
Veremos a seguir que 7' é linear, bijetor e continuo, mas que o operador inverso 7! nao é

continuo.
Sejam x = (a,)22 1,y = (bn)22, € coo € a € K. Observe que
T((an)pzr + (bn)nzy) = T((an + bn)pZy)

b b
= <a1+b1,a2‘2i‘ 2,(13;_ 3,...)

2 as by b3
2t Yo ()

= T((an)nzy) + T((bn)pzy)
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mostram que 7' € linear.

Ademais,

(al, %, ag,...)‘ = sup{|a1|,
2 3 neN

isto é, T' é continua. Mais ainda, T" ¢ bijetora e sua inversa ¢ dada por

a2
2

as

T ()] = | :

o <supllarl Jasl, o]} = o]
neN

)

T (an)2,) = (a1,2as, 3as, .. .).

n=1

Considere os vetores e, = (0,...,0, \1/ ,0,...), n € N. Note que, para cada n € N,

n-ésima
lenlloe = 1, mas [|T7"(e,)|loc = n, ou seja, T~! ndo é continua.
Como consequéncia do Teorema da Aplicacao Aberta, é possivel garantir que
sempre que os espacos E e F' forem completos, a inversa de uma bije¢ao linear T: £ — F
sempre é continua. E importante observar que ¢y nio é completo, (ver [5], Exemplo 1.1.7)

e, por isso, nao vale a continuidade de 77!, algo equivalente a dizer que T é aberta.

5.2 O Teorema do Grafico Fechado e sua Demonstracao

Para a compreensao do Teorema do Grafico Fechado e de sua demonstragao, é

necessario que a seguinte definicao seja apresentada.

Definicao 5.8. Sejam E e F' espagos normados e T: E — F um operador linear. O

grafico de T' é o conjunto

GT)={(z,y):ze€eFey=T(x)} ={(2,T(z)) :z € E} C E X F.

E valido ressaltar que G(T) é um subespaco vetorial de E x F', que podera ser
munido tanto com a Norma da Soma (]|.||1), como com a Norma Eucliana (||.||2) ou com a
Norma do Méximo (||.||»). De maneira geral, G(T') pode ser um subconjunto fechado de

E x F ou nao.

Veremos a seguir que, para operadores lineares entre espacos de Banach, a conti-
nuidade de T" equivale ao fato de G(T') ser fechado.

Teorema 5.9. (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach e T: E —

F um operador linear. Entdo, T é continuo se, e somente se, G(T) € fechado em E x F.
Demonstracao. Suponha T': E — F um operador linear continuo. Entao, a fungao
[t EXF —R, f(z,y)=[T(z) -yl

é continua e, portanto, G(T') = f~1({0}) é fechado, pois é a imagem inversa do conjunto

fechado {0} pela fungao continua f.



5.2. O TEOREMA DO GRAFICO FECHADO E SUA DEMONSTRACAO 50

Suponha, agora, G(T') fechado. De [2.13], sabemos que E x F' é espago de Banach

com a Norma da Soma (]|.||1). Note que a fungao
7: G(T) — E,m(x,T(x)) ==
é linear e bijetora. Ademais, de
(e, T()|| = ]l < =]l + 1T @) = [[(z, T(2)) 1,

constatamos que 7 ¢ continua e, do Teorema da Aplicacao Aberta, segue que 7~ também

¢ continua. Entdo, existe ¢ > 0, tal que ||(z,T'(z))|: < ||z, para todo x € E. Portanto,
[T < [T+ Nzl = (2, 7)) < ellzl],

para todo x € E, o que prova que T’ ¢ continuo. O
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