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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos algumas das principais nog¢oes de dindmica linear para ope-
radores lineares continuos do tipo shift nos espacos classicos de sequéncias absolutamente p-
soméaveis. Mais precisamente, investigaremos as seguintes propriedades dinamicas para estes
operadores: hiperciclicidade, transitividade topologica, mizing, fracamente mizing e caos de
Devaney. Estudaremos critérios que implicam tais propriedades, no contexto de operadores
lineares continuos, e apresentaremos algumas caracterizagoes para a hiperciclicidade, mizing,
fracamente mizing e caos, no caso dos operadores shift com peso definidos nesses espagos.

Palavras-chave: Dinamica linear, shifts, espacos de sequéncias, hiperciclicidade, caos.



ABSTRACT

In this work, we will study some of the main notions of linear dynamics for continuous linear
shift operators on the classical spaces of absolutely p-summable sequences. More precisely,
we shall investigate the following dynamical properties: hypercylicity, topological transivity,
mixing, weakly mixing and Devaney chaos. We will study criteria that imply such properties,
in the context of continuous linear operators, and we will show some characterizations for the
hypercyclicity, mixing, weakly mixing and chaos, for weighted shift operators defined on those
spaces.

Keywords: Linear dynamics, shifts, sequence spaces, hypercyclicity, chaos.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

A Dinamica Linear é uma area mais recente de pesquisa em Matemaética que busca estudar
conceitos de Sistemas Dinamicos para operadores lineares continuos. Um dos marcos da teoria
foi a tese de doutorado nao publicada de Kitai, de 1982. Desde entao nos ultimos 40 anos a area
vem recebendo muita atengao de diversos pesquisadores renomados. Os resultados da dinamica
linear desafiam a nocao de que objetos lineares estao associados a casos mais simples de lidar,
ja que diversas classes de operadores lineares possuem comportamentos cadticos.

Considere um operador linear continuo 7' : X — X, onde X é um espaco vetorial normado
sobre o corpo K = R ou C. Um dos principais estudos da dindmica linear ¢ o comportamento
das orbitas dos operadores. Mais precisamente, definimos a 6rbita de um elemento x € X sobre
o operador T' como o conjunto {z, Tz, T?z,...}.

Em dimensao finita, as orbitas de um operador linear sao completamente caracterizadas
pela sua forma de Jordan e é possivel provar que elas nao podem ser densas no espago. Ja em
dimensao infinita, quando existe um vetor x € X com orbita sobre 7" densa em X, dizemos que
T é hiperciclico. Provaremos que, de fato, nao existem operadores hiperciclicos em espagcos de
dimensao finita na Proposicao 3.1.7. Desta forma, o estudo da dindmica linear se faz, quase em
sua totalidade, em espacos de dimensao infinita.

Sendo assim, a Anéalise Funcional é fundamental para o estudo da dindmica linear e utiliza-
remos alguns resultados dessa area, principalmente em espagos de Banach. Uma classe especial
de espacos que precisaremos sao os espagos ¢, de sequéncias absolutamente p-soméaveis, com
1 < p < 0o que serao definidos na Segao 2.5.

No Capitulo 2 apresentamos os principais resultados de Anéalise Funcional e Espagos Métri-
cos utilizados no trabalho. Sendo os livros [4] e [7] as principais referéncias utilizadas para a
teoria de Analise Funcional e Espacos Métricos deste trabalho.

J& no Capitulo 3 exploramos alguns conceitos basicos da Dinadmica Linear. Para isso,
seguimos as referéncias [3] e [6], que contém uma ideia geral e profunda da teoria da Din&mica
Linear.

Os primeiros exemplos de operadores lineares hiperciclicos foram publicados em 1929 por
Birkhoff e, posteriormente, em 1952 por MacLane. Birkhoff e MacLane mostraram que ope-
radores translacao e derivacao, respectivamente, sao hiperciclicos. Mas esses dois exemplos
requerem o estudo de espagos vetoriais topoldgicos mais gerais que nao serao abordados nesse

trabalho.

Ja o primeiro exemplo de um operador hiperciclico definido em um espago de Banach ¢é

BACHARELADO EM MATEMATICA



2 INTRODUGAO

devido a Rolewicz em 1969. O operador ficou conhecido como operador de Rolewicz ou shift

eslocamento) a esquerda. Ele é definido para qualquer o« € Ke 1 < p < oo por
desl to) 3 da. Ele é definid 1 Kel<

aB :l, =,

(21,22, ...) = (axe, g, ... ).

Apresentaremos a demonstracao classica de Rolewicz de que este operador é hiperciclico,
para |a| > 1, no Teorema 3.5.3.

Além disso, no Capitulo 3, introduzimos outras propriedades, como a transitividade topo-
logica, caos e as nogoes de mizing e fracamente mizing. Ainda nesse capitulo, mostraremos um
critério que garante que um operador dado é hiperciclico ou mizing, quando algumas condic¢oes
sao satisfeitas. Embora o critério nao caracterize todos os operadores hiperciclicos, veremos
que é possivel caracterizar a hiperciclicidade de todos os operadores shifts do trabalho por meio
desse critério.

Dada a introdugao sobre a éarea, realcamos o principal objetivo do trabalho: estudar os ope-
radores shift. No Capitulo 4, caracterizaremos as condi¢oes necessarias para que os operadores
shift nos espacos ¢, sejam hiperciclicos e caoticos. Para isso, investigamos uma generalizagao
do operador de Rolewicz: os shifts & esquerda com peso. Mais precisamente, ao invés de tomar
um escalar fixo «, escolhemos uma sequéncia de pesos positivos limitada, que chamaremos de
w = (wy,wy,...). Entao, dados w = (w;)32, limitado e 1 < p < 00, o shift & esquerda com

peso é dado por

B, :t, —¢,

(Z’l, Zo, ... ) '-)(U)gilj’g, w3xs3, . . . )

Sendo o operador de Rolewicz um caso especial quando a sequéncia de pesos é constante.

O shift com peso é a base dos estudos dos operadores shift desenvolvidos neste trabalho.
Para isso, exploraremos alguns importantes conceitos de dinamica: caos, hiperciclidade, tran-
sitividade topologica e mizing deste operador, de acordo com a sua sequéncia de pesos. Essa
caracterizagao ¢ dividida em dois resultados: os Corolarios 4.1.9 e 4.1.11. Por fim, utilizando
os resultados obtidos, construimos alguns exemplos de operadores shift que satisfazem deter-

minadas propriedades dinamicas.
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PRELIMINARES 3

2. PRELIMINARES

A teoria desenvolvida neste trabalho baseia-se principalmente em espagos normados comple-
tos. Desta forma, neste capitulo introduzimos alguns conceitos das teorias de Espacos Métricos
e Analise Funcional que serao utilizados ao longo do texto. Para isso, utilizamos as referéncias
[4, 7]. Na Segao 2.5, sobre espagos classicos de sequéncias, definimos os espagos de sequéncias
com peso como em [3]. A ultima se¢ao sobre bases tem como referéncia [4, Capitulo 10| e [6,
Appendix A, Section 4.1].

2.1 EsSPAG0Os METRICOS

Definicao 2.1.1. Uma métrica em um conjunto M nao vazio é uma funcao d : M x M — R

que satisfaz as seguintes propriedades para todo x,y,z € M:
1. d(z,y) > 0ed(z,y) =0 <= z=uy.
2. d(z,y) = d(y,x).
3. d(z,z) < d(xz,y) +d(y,2).

Ja um espago métrico é representado pelo par (M,d) onde M é um conjunto nao vazio e
d é uma métrica definida nesse conjunto. Quando nao houver confusao, denotaremos o espago

métrico apenas por M.

Observagao 2.1.2. Todo subconjunto de um espago métrico (M, d) é um espago métrico com

a restricao da métrica d ao conjunto.
Exemplo 2.1.3. Os espagos R e C sdo espagos métricos com a métrica usual d(z,y) = |z — y|.
Definimos agora trés importantes subconjuntos presentes em espacos métricos.
Definigao 2.1.4. Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e r > 0. Definimos:
e A bola aberta de centro a e raio r, por B(a;r) ={x € M : d(a,z) <r}.
e A bola fechada de centro a e raio r, por Bla;r] ={z € M : d(a,z) <r}.
e A esfera de centro a e raio r, por S(a;r) ={x € M : d(a,z) =r}.

Definigao 2.1.5. Sejam A um subconjunto de um espac¢o métrico M e a € A. Entao

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 PRELIMINARES

e a ¢ um ponto interior de A se existe € > 0 tal que B(a;¢) C A.

O interior de A, int A, é o conjunto de todos os pontos interiores de A.

A é aberto se A = int A.

A ¢ fechado se AL ¢ aberto.

Exemplo 2.1.6. Toda bola aberta é um conjunto aberto e toda bola fechada é um conjunto

fechado. Veja |7, Proposigao 1, p. 66].

Definigao 2.1.7. Sejam M um espago métrico e A C M. Um ponto x € M é um ponto de
aderéncia de A se

B(z;e)NA#0

para todo € > 0.

O conjunto de todos os pontos aderentes de A é chamado de fecho de A e é denotado por

A.

Proposicao 2.1.8. Seja M um espago métrico. Um subconjunto F' C M € fechado se, e

somente se, F' = F.
Demonstragao. Veja |7, Proposigao 7, p. 78] O

Definicao 2.1.9. Seja M um espago métricoe A C M. Entaox € M é um ponto de acumulagao
de A se

(B(z;e) \{z})NA#D

para todo € > 0.

Caso contrario, dizemos que x é um ponto isolado.

Proposigao 2.1.10. Sejam M um espago métrico e (A;)icr uma familia de subconjuntos de

M. Entao sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
1. X e sao abertos.
2. Se A; € M ¢ aberto para todo i € I, entdo |J,.; Ai € aberto.
3. Se A, ..., Ai, C M sao abertos, entao A;; N---NA; € aberto.
Demonstragao. Veja |7, Proposigao 2, p. 68] ]

Corolario 2.1.11. Seja M um espago métrico e (F;)ic; uma familia de subconjuntos em M.

Entao sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
1. X e () sao fechados.
2. Se F; C M ¢ fechado para todo i € I, entdo (\,c; F; € fechado.

3. Se Fy,,...,F;,, C M sao fechados, entao F;, U---UF; € fechado.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PRELIMINARES 5

Definicao 2.1.12. Seja M um espago métrico. Uma sequéncia em M ¢é uma funcao x : N — M.
Denotamos o valor z(n), o n-ésimo termo da sequéncia, por z,.
Uma sequéncia pode ser denotada por (z,,),, (£,)5; ou (z1,zs, ... ). Por abuso de notagao,

escrevemos que (x,,), € M é uma sequéncia em M.

Defini¢ao 2.1.13. Seja (M, d) um espago métrico. Um ponto a € M é um limite de uma

sequéncia (x,), € M se, para todo £ > 0, existe ng € N tal que
n>ny = d(x,,a) <e.

Denotamos que a é um limite de (z,) por x,, — a ou lim,_,, =, = a. E ainda, dizemos que

(n)n converge se a sequéncia possui um limite.

Proposicao 2.1.14. Sejam M um espago métrico e (x,), € M uma sequéncia. Se (x,),

converge, entao seu limite € unico.
Demonstracao. Veja |7, Proposigao 2, p. 122]. ]
O seguinte resultado ¢ uma consequéncia direta da definicao de convergéncia.

Proposigao 2.1.15. Sejam M um espago métrico, A C M aberto e (x,), C M uma sequéncia

que converge para a € A. Entao existe ng € N tal que
r, €A, Vn>ng.

Definig¢ao 2.1.16. Seja M um espago métrico. Uma subsequéncia de uma sequéncia (z,,), € M
¢ uma restrigdo da sequéncia a um subconjunto infinito ordenado N' = {n; < ng < --- <ng <

... }. Denotamos a subsequéncia por (z,, )i ou (z,,).

Proposicao 2.1.17. Sejam M um espago métrico e I C M. Entao a € M é um ponto de

aderéncia de F' se, e somente se, eriste uma sequéncia (z,), C F tal que x,, — a.
Demonstragao. Veja |7, Proposi¢ao 10, p. 131] O

O préximo conceito é definido originalmente para espagos topoldgicos. Entretanto, neste

trabalho mantemos os proximos resultados restritos a espacos métricos.

Definicao 2.1.18. Seja M um espac¢o métrico. Uma base de abertos ou base para a topologia
de M é uma colecao de abertos B de M tal que todo aberto de M é escrito como uma uniao

de abertos de uma subcolecao de B, isto é, dado qualquer aberto A C M, existe C C B tal que

A=Jw

vec

Definicao 2.1.19. Um subconjunto D de um espac¢o métrico M é denso em M se

D= M.

BACHARELADO EM MATEMATICA



6 PRELIMINARES

Exemplo 2.1.20. Os conjuntos Q e Q 4 ¢Q sao densos em R e C respectivamente.

Proposicao 2.1.21. Seja M um espag¢o métrico. Um subconjunto D C M € denso em M se,

e somente se, para todo a € M existe uma sequéncia (x,), C D tal que z, — a.
Demonstrag¢ao. Consequéncia da Proposicao 2.1.17. O

Proposicao 2.1.22. Sejam M um espago métrico com uma base de abertos B e D C M. Entao

sao equivalentes:
1. D é denso em M.
2. D ntersecta todos os abertos nao vazios de M.
3. D intersecta todos os abertos nao vazios da base.

Demonstragio. (1) = (2): Seja D denso em M, ou seja, D = M. Dado um aberto nao
vazio A C M, é possivel tomar um ponto a € A. Pela densidade de D, existe uma sequéncia
(dn)n C D tal que d,, — a. Entao existe ng € N tal que d,,, € A, em particular D N A # ().

(2) = (3): Trivial.

(3) = (1): Sejam x € M e € > 0. Pela hipotese da base B, existe uma subcolecao C C B
tal que

B(z;e) = U V.

VeC

Mas como V N D # () para todo V € B, obtemos que B(x;e) N D = U VN D # (. Entao
vec
D =M. ]

Definicao 2.1.23. Um espago métrico M é separdvel se existe um conjunto D C M enumeravel

e denso em M.

Proposicao 2.1.24. Seja M um espago métrico separdvel, ou seja, existe um conjunto D C M

enumerdvel tal que D = M. Entdo a colecdo de abertos

BI{B<SE,1) s x €D eneN}
n

€ uma base enumerdvel para a topologia de M.

Demonstragao. Seja D = {x1,xs,...} denso em M, é evidente que BB é enumeréavel.
Mostraremos que para todo aberto nao vazio A C M e para todo ponto de A existe um

aberto V € B tal que V C A e V contém esse ponto. Como A é aberto, para todo a € A existe

r, > 0 tal que B(a;r,) C A. Pela propriedade arquimediana da reta, existe n tal que % < Tq.

Entao B(a; %) C B(a;r,) € A. Como B(a; %) ¢ aberto e D ¢ denso, B(a;+)N D # 0 pela

7 2n

Proposicao 2.1.22. Seja x € B(a;5-) N D er, = ﬁ Entao, dado y € B(x; %),

' 2n

d(y,a) < d(y,z)+d(z,a) < L +—=—.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PRELIMINARES 7

Ou scja, a € B(z;5-) € B(a;r,) € A. Denote o conjunto dos centros obtidos por D' C D.

Portanto,
A:U{a}QU (x;7ry) UBara
acA xeD’ ac€A
Ou seja, U (z;r,) = A. Entdo B é uma base para a topologia de M. n

zeD’

Proposicao 2.1.25. Sejam M um espaco métrico sem pontos isolados e D C M denso em M.

Entao D\ {x1,...,x,} € denso em M para todo xy,...,x, € M.

Demonstragao. Considere o caso D\ {x} onde z € M. Veja que D \ {z} ¢ denso em M \ {z}.
E como z ndo é um ponto isolado, o conjunto M \ {z} é denso em M. Assim, concluimos que
D\ {z} & denso em M.

Por indugao, se D\ {z1,..., 2,1} é denso em M, entao (D\{zy,...,2,-1})\{2z,} também
¢ denso em M. O

Defini¢ao 2.1.26. Sejam (M, dy), ..., (M,,d,) espagos métricos. Definimos o espaco cartesi-

ano
M =M, x My x---x M,.

Considere © = (x1,...,2,) e y = (y1,...,y,) tais que z;,y; € M; para todoi = 1,...,n

Algumas das métricas usuais para esse espago sao:

e a métrica da soma: d(z,y) = di(x1, 1) + -+ + dp(Tn, Yn);

e a métrica euclidiana: d(z,y) \/dl (1,912 + - + du(Tn, Yn)?;
e a métrica do maximo: d(x,y) = max{d(z1,v1),- ., dn(Tn,yn)}

Ao longo do texto, assumimos que os espagos cartesianos estao munidos de uma dessas

meétricas.

Proposicao 2.1.27. Sejam M, e My espagos métricos. Entdo sao verdadeiras as sequintes

afirmagoes:

1. A colegio
B={A xAy: Ay C M; e Ay C M, sdo abertos}

€ uma base para a topologia de My X M.
2. Sejam A C My e B C M, entio A x B=A x B.

3. A sequéncia (T, Yn)n C My X My converge para (a,b) € My X My se, e somente se, x, — a

e Yp — b.

Demonstragao. Veja |7, Proposigao 5, p. 73| e [7, Proposigao 5, p. 125]. ]

BACHARELADO EM MATEMATICA



8 PRELIMINARES

2.2 CONTINUIDADE

Definicao 2.2.1. Sejam (M, d;) e (N, dz) espagos métricos. Uma fungao f : M — N ¢ continua
em a € M se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que:

re M, di(x,a) <d = do(f(2), f(a)) <e.
Ou em termos de bolas abertas:

f(BM(a7 5)) - BN(f(a’)a g)‘
Uma fungao é continua se é continua em todos os pontos do seu dominio.

Proposicao 2.2.2. Seja f : M — N uma funcao entre espagos métricos. Entao sao equiva-

lentes:
1. f € continua em M;
2. f7Y(A) € aberto para todo A C N aberto;
3. f7Y(F) € fechado para todo F C N fechado.
Demonstragao. Veja |7, Proposicao 3, p. 71]. ]

Proposicao 2.2.3. Sejam M e N espacos métricos. Uma fungao f : M — N € continua

em a € M se, e somente se, para toda sequéncia (x,), C M tal que x, — a temos que

flzn) = f(a).
Demonstracao. Veja |7, Proposigao 9, p. 130]. ]

Proposicao 2.2.4. Seja f : M — N uma fungao continua e sobrejetora. Se D C M € denso
em M, entao f(D) € denso em N.

Demonstrag¢ao. Seja b € N. Como f é sobrejetora, existe a € M tal que f(a) = b. Pela
hipotese, D é denso em M. Portanto existe uma sequéncia (a,), C D tal que a, — a. Pela
proposigao anterior, ja que f é continua, f(a,) — f(a) = b. Por fim, veja que (f(a,)), € f(D),
logo f(D) é denso em N. ]

Proposicao 2.2.5. Sejam M, N, P e () espagos métricos. Entao

1. Se f: M — N ¢ continua em a € M e g: N — P € continua em f(a) € N, entdo go f

€ continua em a.
2. Se f: M — N € continua em a € X C M, entio f|y : X — N € continua em a.

3. Sefi: M — Pefs: N— Q sao continuas, entao a funcao f = fix fo : M XN — N xQ
dada por f(x,y) = (f1(x), f2(y)) para todo (x,y) € M x N, € continua.
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Demonstragao. Veja |7, Proposigao 1, p. 34| e [7, Exemplo 6, p. 35]. O]
Definigao 2.2.6. Sejam (M, d;) e (N, dy) espagos métricos. Uma funcdo f: M — N é:
e um homeomorfismo se f é bijetora, continua e sua inversa é continua;

e uniformemente continua se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

T,y € Ma d1($,y) <0 = dZ(f(x)af(y)) <E

e lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que para todo x,y € M:

do(f(z), f(x)) < cdi(z,y),
onde ¢ é chamada de constante de Lipschitz;
e contracao se € lipschitziana com constante ¢ < 1;

® 1mersao 1sométrica se
da(f(2), f(y)) = di(z,y) Va,y € M;

e isometria se é¢ uma imersao isométrica bijetora.
Claramente toda fungao uniformemente continua ¢é continua. Vale também o seguinte:
Proposicao 2.2.7. Toda funcao lipschitziana € uniformemente continua.

Demonstragao. Sejam (M, dy) e (N, dy) espagos métricos, f : M — N lipschitziana e ¢ > 0 sua

constante de Lipschitz. Entao dado & > 0, tome § = £ > 0. Como f ¢ lipschitziana,
d(0.y) <8 = do(f(2), (1)) < cda(2,) < e = e.
Portanto f é uniformemente continua. m

E facil ver que as imersoes isométricas sao lipschitzianas e, portanto, continuas. Além disso,

toda imersao isométrica é injetora.

2.3 EspAgos COMPLETOS

Definig¢ao 2.3.1. Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (z,,), € M é dita de Cauchy

se, para todo £ > 0, existe ng tal que

m,n>nyg = d(x,,x,) <e.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Proposicao 2.3.2. Sejam (M,d;) e (N,dy) espagos métricos, e f : M — N uma fungdao
uniformemente continua. Entao [ leva sequéncias de Cauchy em M a sequéncias de Cauchy
em N.

Demonstragao. Seja (x,), € M uma sequéncia de Cauchy. Como f é uniformemente continua,

dado £ > 0, existe § > 0 tal que

di(z,y) <6 = do(f(2), f(y)) <e.
Mas como (z,), é de Cauchy, existe ng € N tal que d;(zp, ) < 0 se m,n > ng. Ou seja,
m,n>nyg = di(Tp, Tn) <0 = do(f(xn), f(zm)) <e.

Logo (f(zn))n € uma sequéncia de Cauchy. ]

Definicao 2.3.3. Um espaco métrico M é completo se toda sequéncia de Cauchy em M con-

verge para um ponto do espago.

Proposicao 2.3.4. Sejam M, e My espacos métricos. Entao o espaco My x My é completo se,

e somente se, My e My sao completos.
Demonstracao. Veja |7, Proposigao 7, p. 173]. ]
Exemplo 2.3.5. Os espagos R,R",C e C" com as métricas usuais sao completos.

Proposicao 2.3.6. Seja M um espago métrico completo. Entao, para qualquer conjunto fe-

chado F C M, o espaco F € completo com a métrica de M.

Demonstra¢ao. Dada uma sequéncia de Cauchy (z,,), C F, em particular (z,), € uma sequéncia
de Cauchy em M. Entao a sequéncia (z,), é convergente em M. Seja x = lim,,_, T, como F

¢ fechado e x,, — =, x € F'. Entao F' é completo. 0

Definicao 2.3.7. Seja X um espago métrico. Dizemos que X é um espaco de Baire se a
intersecao de cada sequéncia de subconjuntos abertos e densos em X ainda é um subconjunto

denso em X.
Teorema 2.3.8 (Teorema de Baire). Todo espago métrico completo é um espago de Baire.

Demonstragao. Seja X um espac¢o métrico completo. Suponha que X é nao vazio e seja (A4,),
neN A” ¢
denso em X. Como D = { B(a;r) : a € X,r > 0} é uma base de abertos de X, basta mostrar

uma sequéncia de conjuntos abertos e densos em X. Mostraremos que o conjunto ()

quedadoae X er > 0:

(ﬂ An> N B(a;r) # 0.

neN

Como A; ¢ denso e aberto em X, existem z7 € A; N B(a;r) e 0 <&y <1 tais que

Blz1;e1] € Ay N Bla;r) # 0.
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Analogamente, como As é denso e aberto em X, existem xo € Ay N B(z1;61) e 0 < g1 < %
tais que
B[LCQ, 82] - AQ N B(;Ul, 81) 7é (Z)

Por indugao, obtemos (x,,), e (&,), tais que x,, € A, N B(x,_1,60-1), 0 < &, < % e
B[an; gn] g An N B(-’En—l; En—l)

para todo n > 2.
Obtemos entao que
Blxy, 4] C Blm, &4

para todo n > m.

Entao d(z,,zn,) < = — 0, logo (z,), ¢ uma sequéncia de Cauchy em X. Como X ¢
completo, existe z € X tal que =, — z. Veja que z,, € Blz,;e,] para todo m > n. Entao
como as bolas fechadas sdo conjuntos fechados e x ¢ limite de uma sequéncia (z,,),, contida em

um fechado, vemos que = € B[z,;¢,] para todo n. Por fim obtemos que
v € () Blaniea) € (ﬂ An) N B(a;r)
n=1 n=1

como queriamos demonstrar. ]

2.4 ESPAC0OS NORMADOS

Neste trabalho, a menos que dito o contrério, consideramos espacos vetoriais sobre um corpo
completo K, onde K= C ou K=R.

Definicao 2.4.1. Seja F um espago vetorial sobre um corpo K. Uma norma em E é uma

funcao ||-|| : £ — R que satisfaz as seguintes propriedades para todos z,y € E e A € K:
L. |z >0e|jz|]| =0 <= x=0;
2. [[Az] = [Afl]];
3. Ml +yll < =l + llyll

Toda norma define uma métrica no espaco vetorial, a saber: d(z,y) = ||z — y||. E facil ver
que d satisfaz as propriedades de métrica. Dizemos que essa métrica é induzida pela norma,
ou que a norma induz a métrica d no espaco vetorial E. Desta forma, todo espaco vetorial
normado (F, |[|-]|]) ¢ um espago métrico com a métrica induzida pela norma.

Espacos normados possuem diversas propriedades titeis que nao necessariamente sao verda-

deiras em um espaco métrico qualquer. Em especial temos:

Proposicao 2.4.2. Seja E um espaco vetorial normado nao trivial. Entao E nao possui pontos

1solados.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Demonstracao. Seja a € E, mostraremos que a nao ¢ um ponto isolado de E. Dado r > 0,

provaremos que B(a;r) # {a}. Tome x € E nao nulo, seja y = a + Mx Veja que
r r r r
i) =y = ol = o+ gme = = | e = gl =5 <
2||] 2|]| 2[lyll 2
Entao y € B(a;r) e B(a;r) # {a}, ou seja, a ndo é um ponto isolado. O]

Definicao 2.4.3. Um espago vetorial normado E é um espaco de Banach se é completo com

a métrica induzida pela norma.

Proposicao 2.4.4. Sejam (E,||-|l1) e (F,]|-||l2) espagcos normados. A sua soma direta E & F €

um espaco normado e pode ser munida da norma
[z @yl = [lzlly + llyll2-
Além disso, se E e F' sao espacos de Banach, entao E @ F também é.

Demonstragao. Nao é dificil ver que ||-|| define uma norma. Interpretando £ @ F como E x F,
segue da Proposicao 2.3.4 que E @ F é completo se, e somente se, F e F' sao completos. Ou

seja, £ @ F' é um espago normado completo (espago de Banach). O

Proposicao 2.4.5. A fun¢ao norma ||| : E — R € continua.

Demonstracao. Sejam x,y € X. Entao
d(llz[l, lyl) = [zl = llylll < llz = yll = d(z,y).
Logo a fungao ||-|| ¢ lipschitziana, e consequentemente continua. O

Proposigao 2.4.6. Sejam E um espago normado e a € E. A translagao

t,: E— F

Tr—x+a
€ um homeomorfismo.

Demonstracao. Com efeito, t, é bijetora e sua inversa é a translacao t_,. Mostraremos que t,

¢ uma isometria. Sejam x,y € F, logo
[ta(z) = ta)l| = [l +a = (y + a)l| = [lx = yl|

Entao a translacao t, e sua inversa sao continuas. L]
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2.4.1 TRANSFORMAGOES LINEARES

Proposicao 2.4.7. Seja T : E — F uma transformacao linear entre os espacos normados E

e F'. Sao equivalentes:
1. T ¢ lipschitziana;
2. T ¢é uniformemente continua;
3. T € continua;
4. T € continua na origem;
5. sup{||Tx| : € E, ||z|]| <1} < ooy
6. existe ¢ > 0 tal que ||Tz|| < ¢||z||, Vz € E.

Demonstragao. (1) = (2) Foi feito na Proposigao 2.2.7.
(2) = (3) e (3) = (4) Seguem das definigoes.
(4) = (5) Como T é continua na origem, para € = 1 existe § > 0 tal que

[2]] = [l =0 <0 = [T (@)l = [T(x) = TO) <1. (2.1)
Seja x € E tal que |z|| <1, entdo [|z3]| < § < . Pela Equagao (2.1),

()

< 1.

Entao ||Tz|| < 2 para todo z tal que ||lz]| < 1. Ou seja, sup{||Tz| : z € E, [|z]| <1} < oc.
(5) = (6) Sejam ¢ =sup{||Txz| : z € E, ||z]| <1} ez #0. Veja que ‘ || < 1. Entédo
I ()=
]
1
—lTz| < c
edl
[T]| < cfl]
Se x = 0, entao a desigualdade é satisfeita trivialmente.
(6) = (1) Sejam z,y € E. Entao existe ¢ > 0 tal que
[Tz =Tyl = |T(z —y)|| < cllz—yll
Ou seja, T € lipschitziana. n

Definicao 2.4.8. Denotamos o espago das transformagoes lineares continuas entre os espagos
normados E e F por L(E; F).

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Definimos a seguinte norma em L(E; F):

||| = sup [[T].

=<1

para todo T' € L(E; F).
A norma [|T|| estd bem definida pela Proposigao 2.4.7.

Proposigao 2.4.9. Sejam E e F espagos vetoriais. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

1. A norma definida acima € uma norma em L(E,F).
2N Txl| < [T, Vo € E.

3. Se F' é um espago de Banach, entao L(E, F) também é um espago de Banach.
Demonstragao. Veja |4, Proposi¢ao 2.1.4]. O

Corolario 2.4.10. Seja T € L(E, F). Entao:
1Tz ]| < T [|lll, Vo € E.

Definicao 2.4.11. Seja ¢ : £ — V uma transformagao linear. A transformagao ¢ é um
1somorfismo topoldgico se & bijetora, continua e possui inversa continua.

Nesse caso, dizemos que os espagos E e V' sao isomorfos.

Proposicao 2.4.12. Sejam X eY espacos normados, e ¢ : Y — X um isomorfismo topoldgico.

Entao

1. X € completo se, e somente se, Y € completo;

2. X € separdvel se, e somente se, Y € separdvel.

Demonstracao. Considere ¢ : Y — X um isomorfismo topolégico.

(1) Assuma que X é completo. Seja (y;); C Y uma sequéncia de Cauchy. Defina z; = ¢(y;)
para todo j. Como ¢ é uniformemente continua (segue de ¢ ser linear continua), (z;); também
¢ uma sequéncia de Cauchy. Seja x = lim;_,,, x;, que existe pela completude de X. Por fim,
como z; = x, y; = ¢ x;) = ¢ ' (z) €Y. Logo Y é completo.

(2) Assuma que X é separével, entdo existe um subconjunto D C X enumeravel tal que
D = X. Como ¢! é sobrejetora, ¢ ~1(D) & denso em Y pela Proposicao 2.2.4. E como D ¢é

enumeravel, ¢ 1(D) também ¢é. Portanto Y é separével. O

Definicao 2.4.13. Sejam FE e F espagos normados, e T : E — F um operador linear. O grdfico
de T é o conjunto
GT)={(r,y): e E,y=Tx} C EXF.

Teorema 2.4.14 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F' espagos de Banach, eT : E — F

um operador linear. Entiao T € continuo se, e somente se, G(T') é fechado.

Demonstracao. Veja [4, Teorema 2.5.1] O
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2.5 ESPACOS CLASSICOS DE SEQUENCIAS

Os espagos definidos nesta se¢ao serao fundamentais para os estudos de dindmica linear
deste trabalho.

Definicao 2.5.1. Seja 1 < p < co um numero real. O espaco das sequéncias absolutamente

p-somduveis € o conjunto

l, = {x: (zj)j2, €K Z|x]~|p< oo}

J=1

Definimos também um importante subconjunto de ¢, das sequéncias que sao nulas a partir

de um certo indice, mais precisamente:
Coo — {(xj)j Q K: EI]() € N tal que r; = O,VJ Z jo}

Ambos os espacos sao subespacos do espaco das sequéncias que convergem para 0, que é
denotado por
COI{(Ij)j CK: LUJ—>0}

Se 1 <p < q< oo, entao valem as inclusoes:

Coo Cﬁpqu C ¢p.

E possivel definir a seguinte norma nos espacos lp,1 < p < oo:

Definigao 2.5.2. Seja (z;); € £, onde 1 < p < co. A norma p é dada por
0o 1/p
b= ()
i=1

E facil verificar que |-||, satisfaz algumas das propriedades de norma. Dados (z;); € £, e

A € K, temos que
. 1/p
Lzl = (Sales) 2 0
. oo 1/p
2. 2=(25); =0 <= z; =0,V)] <= |z, = (Zj:1|%‘|p> =0
. 1/p o 1/p o 1/p
3. el = (S asl) = (S Wll?) = (AP Salel?) = Wiz,

Para provar a desigualdade triangular da norma ||-||,, precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 2.5.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam (z;);, (y;); € £, € 1 < p < co. Entdo:

o0 1/p o o0 1/p
(zww) s(zw) +(z|yj|p) o
j=1 j=1 j=1

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Demonstragao. Veja |4, Proposigao 1.4.2]. O

Por fim, dados (z;);,(y;); € ¢, temos que (x;) + (y;) € ¢, pela Proposigao 2.5.3. Além
disso ¢, ¢ um espago vetorial.

Vejamos que |||, satisfaz a desigualdade triangular. Dados (z;);, (y;); € £, temos que

Proposigao 2.5.3

0o 1/p o 1/p 0o 1/p
|z +yll, = (Zlfﬂﬁyﬂp) < <Z\f€jlp> + (Z!w!”) = [zl + [yllp-
j=1 J=1 J=1

Concluimos entao que ¢, ¢ um espaco vetorial normado.

Proposicao 2.5.4. O espaco £, é completo para 1 < p < oco. QOu seja, £, € um espaco de

Banach.

Demonstragdo. Seja (x,), C ¢, uma sequéncia de Cauchy. Denote z,, = (27);. Dado & > 0,

existe ng € N tal que, para todo n, m > ng, vale:

[e') 1/p
20— @l = (ery —~ x71p> <e (2.2)
Jj=1

Em particular, se n, m > nq:
|z} — 2| < lown — zmll, < €

para todo 5 € N.

Entao (a:?)n é uma sequéncia de Cauchy em K para todo j, portanto é convergente. Seja

z; = lim,, o 2} e tome x = (z;);. De (2.2) temos que:

k 1/p
(Zyxy - x;nv’) <e (2.3)
j=1

Vn,m > ng e Vk € N.

Fazendo m — oo temos:
k 1/p
n P
<Z|$g — > <e€
j=1

Vn > ng e Vk € N.

Entao com k& — oo:
s 1/p
o — al, = (Dx’; . |) -
j=1

para todo n > ny.

Portanto (z,, —x) € ¢, para todo n > ny. Logo © = (x —xy,) +xpn, € {pe ||z, —2z|, = 0. O

Proposicao 2.5.5. O espago £, € separdvel e coy € denso em £, para 1 < p < oo.
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Demonstragao. Definimos Qg tal que Qr = Q e Qc = Q + Q. Seja
D={x=(xj); €coo: xj € Q,Vj €N}

Vejamos que D é enumeravel. Seja D; = {(z;); : x1,...,2; € Qex; = 0,Vj > i}. Cla-
ramente cada D; é enumerdvel. Entao D = UieN D; é uma uniao enumeravel de conjuntos
enumeraveis e portanto também é enumeravel.

Agora mostraremos que D é denso em /¢,. Sejam x = (z;); € ¢, e ¢ > 0. Entao existe

no € N tal que

o
gp
>zl < %

Jj=no+1
Seja T = (T1,...,%p,0,...) € cgo. Como Qg ¢é denso em K, existe um z; € Qg arbitraria-
mente proximo de z;, para todo 1 < j <mng. Seja z = (21,22, ..., 2ny,0,...) € D tal que

ng P
T
j;]xj z|P < o

Entao
00 1/p no 1/p
|z = zllp < llz = 2, + |2 — 2], = ( > |~’Cj|p> + (Zl%—%lp> <e.
j=no+1 j=1
Logo D é denso em /,. E como D C ¢y, obtemos que cyy ¢ denso em £,,. O

Analogamente, definimos os espagos de sequéncias com peso.

Definicao 2.5.6. Sejam 1 < p < 0o e (v;); uma sequéncia de nimeros positivos, isto é, v; > 0

para todo 57 € N. O espago de sequéncias com peso é o conjunto
oo
ly(v) = {x = (z;); CK: Z|xj|pv§’ < 0 }
j=1

Veja que dados (z;), (y;) € {,(v) e A € K, as sequéncias (z;v;); e (Ay;v;); pertencem a £,

Portanto, pela Proposicao 2.5.3,
1 1 1
[e'e) P o] P 0 P
(Zm + Ayﬂ%ﬁ') < (Z\xﬂpvﬁ') + (ZMyﬂ%ﬁ-’) < 0.
j=1 j=1 j=1

Logo (z;); + A(y;); € £,(v). Sendo assim, nao ¢é dificil ver que ¢,(v) é um espago vetorial.

Assim como em ¢, podemos definir uma norma em ¢,(v) da seguinte forma:

oo 3
el = (z\xjw) |

J=1
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Além disso, a norma |||, satisfaz os axiomas de norma semelhante a norma |||, em ¢,. Por

fim, com base nos resultados anteriores sobre os espacos £,, provaremos que:
Proposigao 2.5.7. Os espacos {,(v) sao espagos de Banach separdveis.
Demonstracao. Defina o isomorfismo:
0 4y(v) = £,
(z;); = (2505);-
Primeiro, note que ¢ é linear. Dados (z;);, (y;); € £,(v) e A € K, temos que
()5 + Ays)5) = (25 + Ays)vg); = (2505 + Ayjuz); = (2505)5 + Ayiv5);
= p((x5);) + Ae((y;)5)-
Além disso ¢ é uma imersao isométrica. De fato, dado (z;); € £,(v),
00 1/p
lo(z)illp = [1(z5v5);ll, = (ZWW?) = [1(z);llp.0-
j=1
Logo ¢ é continuo e injetor.
Dado qualquer (z;); € ¢,, a sequéncia y = (j—ﬂ) pertence a £,(v) e p(y) = (z;);. Ou
)

J

seja, ¢ & sobrejetor. Segue de forma analoga que ¢! é continua. Entao ¢ ¢ um isomorfismo

topologico.

Finalmente, obtemos pela Proposi¢ao 2.4.12 que £,(v) ¢ um espago de Banach separavel. [

2.6 BASES EM ESPACOS DE BANACH

Definigao 2.6.1. Sejam X um espaco normado e (z;); € X uma sequéncia, chamada de

o0
>
j=1

converge para x € X se a sequéncia das somas parciais

n
Sn: E €
j=1

sequéncia de termos gerais. A série

converge para &T.

Proposigao 2.6.2 (Critério de Cauchy). Seja X um espago de Banach. Entao a série

o0
>
j=1
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converge se, e somente se, para todo € > 0 existe ng € N tal que

n
n>m>ny — ij < €.
J=m+1

Demonstra¢ao. Como X é um espago de Banach, a sequéncia das somas parciais (.S,,), converge
se, e somente se, (S,), é¢ uma sequéncia de Cauchy. Ou seja, a série converge se, e somente se,

para todo ¢ > 0 existe ng € N tal que

n n m
D ml = 2w = 2w = 1S = Sull <<
g=m+1 j=1 j=1

para todo n > m > ny. O]

Definigao 2.6.3. Uma sequéncia (e,), € X é uma base de Schauder de um espago de Banach

X se todo elemento do espaco x € X ¢ escrito de forma tnica por uma série da forma

00
€r = E ApnCn,

n=1

onde (a,), C K.

Chamamos essa série de ezpansio de x na base (ey,)n.
¢« ~ . . s . oo
Definigao 2.6.4. Seja X um espago normado. Dizemos que a série > | o1 Tj

1. converge incondicionalmente se, para toda permutacao o : N — N, a série

o
E :l’a(j)
=1
converge;
2. converge absolutamente se a série
oo
>zl
Jj=1
converge.

Desta forma, uma base de Schauder (e,),, ¢ incondicional se toda expansao de elementos

o . o .
x =), zje; converge incondicionalmente.

Proposicao 2.6.5. Seja X um espaco normado. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalen-

tes:
1. Toda série absolutamente convergente em X € incondicionalmente convergente.
2. Toda série absolutamente convergente em X € convergente.

3. X € um espago de Banach.
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Demonstragao. Veja |4, Proposicao 10.1.14] O]
Teorema 2.6.6. Sejam X um espago de Banach ey > | x, uma série. Entao sao equivalentes:
1. A série Y 7 | x, converge incondicionalmente.
2. Para toda sequéncia (g,), C {0,1}, a série Y~ x,e, converge.

3. Dado ¢ > 0 existe n. € N tal que

>

neM

<e,

para qualquer conjunto finito M de N tal que min M > n,.

4. Dado € > 0 existe n. € N tal que

o0

n=ne

<e,

para qualquer sequéncia (£,), C {0,1}.
5. Dada uma escolha de sinais (g,), C {—1,1}, a série >~ | €,x, converge
Demonstragao. Veja |4, Teorema 10.1.16] e |6, Theorem A.16]. O

Exemplo 2.6.7. A sequéncia da base canonica (e, ),, composta pelas sequéncias e, = (0, ;);
onde §; ; =1sei=jed;,; =0 caso ¢ # j, forma uma base incondicional de ¢,,.
Primeiro verificaremos que (e,,),, ¢ uma base de Schauder. Seja x = (z;); € {,, mostraremos

que
oo
T = E zje;.
Jj=1

De fato, tomando as somas parciais, veja que dados € > 0 e m € N quaisquer,

m
xr — E LEjej
=1

j=m+1

p o)
= [0, 0, Tyt Tsa, - P = D P
p

E como » 77 |z,[P < oo, temos que ) 7, wje; — .
Agora, para a unicidade suponha que exista (y;); C KN tal que z = Z;; yje;. Como a

projecao em sequéncias ¢ linear e continua, para toda coordenada ¢ temos que

mi(x) =m; (Jgﬁloz;yjej> - JE&;W(%%) = Yi-
J= J=

mas fazendo o mesmo para r = Z;L z;e;, obtemos que z; = y; para todo i.
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Resta provar que a sequéncia Z;’il xje; converge incondicionalmente para todo « € £,. Com

efeito, dada uma sequéncia (&,), C {0, 1}, obtemos que

=

n
E : €jL;€;

j=m+1

- ( zn: gj|xj|p> < ( Xn: xjp);. (24)

p

Como z € ¢, pelo Critério de Cauchy existe ng > 0 tal que
1
n P
n>m>ny = ( Z \:vj|p> <e.
Jj=m+1

Entao %, ;2 ¢; satisfaz o critério de Cauchy pela Equagao (2.4). Logo » 22, zje; con-

verge incondicionalmente pelo Teorema 2.6.6.
Proposicao 2.6.8. A base canonica de ¢, também € uma base incondicional de ,(v).

Demonstracao. Seja x € £,(v). Pelo isomorfismo da Proposicao 2.5.7 e a base de /¢, existe uma

sequéncia (y;); tal que
¢<I> - Z Yi€;,
j=1

entao pela linearidade e continuidade de ¢ *
r=(p" o)) => ¢ (ye) =Y yie ().
j=1 j=1

—1 N €&
Como ¢~ '(e;) = o, obtemos que
ZOO y
xr = —]6]'.
— Uj
Jj=1
A unicidade e incondicionalidade sao analogas ao caso . []

A partir daqui, assumimos que (e,), denota a sequéncia dos vetores da base candnica em

, ou £,(v).
Proposigao 2.6.9. Seja (e,), a base canodnica de ,. Entdo as projegoes canonicas

pr il — Ly

(x); — Trex

sao contracoes, e em particular, continuas.
As projegoes canonicas py : Ly,(v) = £y(v) sao definidas de forma andloga.

Denotaremos as distintas proje¢oes como my, : £, — K e py : £, — £, ao longo do trabalho.

Demonstracao. As projecoes sao trivialmente lineares. Mostraremos que sao continuas. Sejam
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r = (zj); € {, e k € N. Entao

B =

o
s (@) lp = llzerllp = x| < (Z!l’k\p> = [lllp-

J=1

O resultado é analogo para £,(v). O
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3. DINAMICA LINEAR

Veremos neste capitulo alguns conceitos bésicos da teoria dos sistemas dinamicos lineares.
Ressaltamos que alguns resultados deste capitulo sao validos no contexto nao linear, embora o
foco deste trabalho seja a dinamica linear. Este capitulo foi baseado nos capitulos 1 e 2 de [6]
e nas se¢oes 1.1 e 6.2 de [3|. A demonstragao da hiperciclicidade do operador de Rolewicz foi

baseada em [8].

3.1 NOCOES BASICAS DE SISTEMAS DINAMICOS

Defini¢ao 3.1.1. Um sistema dindmico é representado pelo par (X,7) ou T : X — X, onde
X é um espaco métrico e T' é uma aplicagao continua.
Ja em um sistema dindmico linear, assumimos, a menos que seja dito o contrario, que X é

um espaco de Banach e T' é um operador linear continuo.

Em alguns momentos, por abuso de notagao, nos referimos ao sistema dinamico pela sua
aplicacao.
Em particular, estamos interessados no comportamento das iteracoes de um sistema dina-

mico sobre um ponto.

Definicao 3.1.2. Sejam 7" : X — X um sistema dinamico e x € X. A drbita de x é o conjunto
Orb(z,T) = {T(x) : i € N}.

Definicao 3.1.3. Um sistema dinamico 7" : X — X é hiperciclico se existe x € X tal que
Orb(z,T) = X, onde z é chamado de vetor hiperciclico.

Denotamos por HC(T') o conjunto de todos vetores hiperciclicos de T

Observacao 3.1.4. Toda 6rbita é enumeravel. Desta forma, para uma aplicacao ser hiperciclica

o espago deve ser separavel. Assumiremos no texto que todo sistema dindmico linear é separavel.

Proposicao 3.1.5. Seja T : X — X um sistema dindmico tal que X nao possui pontos isolados.
Se Orb(z,T) € denso em X, entdo Orb(T"x,T) também € para todo n > 1.

Demonstragao. Pela Proposigao 2.1.25, Orb(T"xz,T) = Orb(z,T) \ {z,Tx,..., T 'z} é denso
em X. [
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Proposicao 3.1.6. Seja T : X — X um sistema dindmico linear. Se T € hiperciclico, entao
T > 1.

Demonstragao. Suponha que ||T|| < 1. Como T é hiperciclico, existe o € X tal que

Orb(T,zy) = X. Entao, dado n € N,
[T o] < | lzol| < [[zoll-

Logo Orb(T, zy) € limitado. Sendo assim, a érbita de 2y nao pode ser densa em X, ja que

o espaco X é ilimitado, o que é uma contradicao. O

A seguir, veremos que nao existe hiperciclicidade linear em espagos de dimensao finita. Entao
o estudo da hiperciclicidade em sistemas lineares deve se concentrar em espagos de dimensao

infinita.

Proposicao 3.1.7. Espacgos de Banach de dimensao finita nao triviais nao admitem operadores

lineares hiperciclicos.

Demonstragio. Consideraremos o espaco K” com a norma ||z| = (z'z)z, onde Z denota a
conjugacao complexa e x! é o vetor transposto. Suponha que T : K* — K" ¢ um operador
hiperciclico em K". Entao existe x € K" tal que Orb(7, z) = K™. Denotaremos por A a matriz

da transformacao linear em uma base qualquer. Assim, o conjunto
{A"z : neN}

é denso em K", e em particular, € denso em R”.

Suponha que exista um autovetor real & esquerda z € R™ de A. Para todo a > 0, considere
o vetor GW € K". Como a orbita de x é densa em R", existe uma sequéncia (ny)y crescente
de naturais tal que A™x = T x — GW' Multiplicando por z! em ambos os lados, obtemos
que 2! Ay — aﬁ = a.

Agora, se nao existir um autovetor real a esquerda de A, sabemos da Algebra Linear que
existe um autovetor complexo a esquerda na forma z = z;+iz, onde z1, 2; € R™ sao linearmente
independentes. Para todo a > 0, como z; e z; sao linearmente independentes, podemos obter
um vetor na forma u = « <21 — ”zjﬁzg) tal que zbu = 0 e 2lu = a, onde o« € R. Entao,
analogamente ao caso anterior, como a Orbita de x é densa em R", existe uma sequéncia (my)
crescente de naturais tal que A™ 2 — u. Assim, multiplicando por z!, obtemos que ztA™r g —
2u+izbu = a.

Em ambos os casos o conjunto { [z!A"z| : n € N} é denso em [0, +00). Mas veja que se

¢ um autovalor associado a z, dado n € N, temos dois casos:
e Se |A| > 1, entdo

2P AMx| = [\ Azl x| = | N2z > || > 0.

e Se |A\| <1, entdo

2P A"x| = |\ 22| < |2
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Em ambos os casos, temos uma contradigao, ja que implicaria que o conjunto
{|z'A"z| : n €N}

nao ¢ denso em [0, +00). Dessa forma, T" ndo pode ser hiperciclico. O
Definimos agora outro importante conceito da teoria de sistemas dinamicos.

Definicao 3.1.8. Um sistema dindmico T : X — X é topologicamente transitivo se, para

quaisquer abertos U,V C X nao triviais, existe n € N tal que
™U)NV #0.

Se existe ng € N tal que a propriedade acima vale para todo n > ng, dizemos que o operador

€ mITIng.

Note que para verificar se T' é topologicamente transitivo, é suficiente provar que, para todo
par de abertos basicos nao triviais U,V C X, exista n € N tal que T"(U) NV # (. De fato,
dado um par de abertos nao triviais U,V C X, existem abertos bésicos Uy, U tal que Uy C U
e V1 C V. Portanto existe n € N tal que T™(U;) N'V; # (), e como T™(U;) NV CTHU)NV
segue que T"(U) NV # (.

Proposicao 3.1.9. Seja T : X — X um sistema dindmico onde X é um espac¢o métrico sem

pontos isolados. Se T € hiperciclico, entao T ¢é topologicamente transitivo.

Demonstracao. Sejam U,V C X abertos nao nulos. Como T é hiperciclico, existe x € X cuja
Orbita é densa em X. Portanto 7"z € U para algum n € N. E como Orb(7™,x) também é
denso, existe m > n tal que T"x € V. Ou seja, Tz =T™ "o T™z € V, entao T "(U)NV #
0. O

Proposicao 3.1.10. Seja T : X — X um sistema dindmico. Entao sao equivalentes:
i) T € topologicamente transitivo;
i) para todo aberto nao nulo U C X, |J~,T"(U) € denso em X ;
i) para todo aberto nao nulo U C X, |J;”,T~™(U) € denso em X.

Demonstragao. (i) = (ii) Seja U C X um aberto nao vazio dado. Como 7' é topologicamente
transitivo, para todo aberto V' C X nao vazio, existe n tal que: T"(U) NV # (). Entao, para
todo aberto V, T"(U) NV # ) para algum n. Logo |J,—,T"(U) & denso em X.

(11) = (dit) Dado V' C X aberto nao vazio, para todo U C X aberto ndo vazio temos
que (U,—, T"(V))NU # 0. Ou seja, existe m tal que T(V)NU # 0, entao T-™(U) NV # 0.
Obtemos por fim que (|J~, 77 "(U)) NV # () para todo aberto V" logo é denso.

(itt) = (i) Dados U,V C X abertos nao vazios, | J.—, T (V) NU # 0. Entao existe
m € N tal que T-™(V)NU # (. Logo T™(U) NV # (). ]
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Corolario 3.1.11. Seja T : X — X um sistema dindmico com inversa T continua. Entao

T ¢ topologicamente transitivo se, e somente se, T~! também é.

O seguinte teorema apresenta uma relagao entre hiperciclicidade e transitividade topologica

em espacos métricos.

Teorema 3.1.12 (Transitividade de Birkhoff). Seja X um espago métrico separdvel completo
sem pontos isolados. A aplicacao T : X — X € hiperciclica se, e somente se, € topologicamente
transitiva.

Além disso, o conjunto de pontos com orbita densa é denso em X.

Demonstracao. (<=) Demonstrado na Proposigao 3.1.9.

(=) Relembre que HC(T') é o conjunto dos pontos que possuem 6rbita densa em X. Pela
hipotese X é separavel, entao, como visto na Proposicao 2.1.24, X admite uma base enumeravel
de abertos a qual denotaremos por (Uy),. Se x € HC(T'), entéo para todo Uy existe n € N tal
que T"x € Uy. A reciproca também é verdadeira, ja que implica que a oérbita de x intercepta
todo aberto bésico e portanto, pela Proposigao 2.1.22, Orb(x) é denso em X. Podemos escrever

essa relacao em linguagem de conjuntos da seguinte forma:

o olNe o)

HO(T) = (YU T ™).

k=1n=0

Por hipotese, T ¢ topologicamente transitivo, logo |J,—, T "(Ux) € denso em X pela Pro-
posi¢ao 3.1.10. Além disso, como T é continua, T~ "(Uy) é aberto para todo k assim como
a reuniao desses conjuntos. Desta forma, HC(T) é uma interse¢ao enumeravel de conjuntos
abertos e densos, portanto HC(T') é denso em X pelo Teorema 2.3.8. Em particular, HC(T)

¢ nao vazio, entao existe zo € HC(T) cuja orbita é densa em X. O

Em particular, utilizaremos ao longo do trabalho uma versao do teorema anterior para os

sistemas dinamicos lineares.

Corolario 3.1.13. Seja T : X — X um sistema dindmico linear, onde X € um espaco de

Banach separdvel. Entao T é hiperciclico se, e somente se, € topologicamente transitivo.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.4.2, todo espago de Banach nao possui pontos isolados, entao

vale o Teorema 3.1.12. OJ

3.2 CAo0Ss

Na teoria de sistemas dinamicos, existem diversas defini¢oes de caos. Uma das principais
definicoes, criada por Devaney, se baseia em trés propriedades: transitividade topologica, den-
sidade dos pontos periddicos e sensibilidade as condigoes iniciais. Definamos as duas tltimas

propriedades:
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Definicao 3.2.1. Seja T : X — X um sistema dinamico. A aplicacao T é sensivel as condi¢oes

iniciais se existe 0 > 0 tal que, para todo z € X e ¢ > 0, existem y € B(x,¢) e n € N tal que
d(T"z, T"y) > 6,
onde ¢ é chamada de constante de sensibilidade de T'.

Definicao 3.2.2. Seja T': X — X um sistema dinamico. Um ponto zy € X é periddico se

existe n € N, chamado de periodo, tal que
Tn(l'()) = Xyp-

Denotamos o conjunto de todos os pontos periddicos de T" por Per(T).
Assim, é possivel definir o caos de Devaney:

Definigao 3.2.3 (Primeira definicdo de Caos de Devaney). Seja X um espago métrico sem
pontos isolados. O sistema dinamico 7" : X — X é cadtico no sentido de Devaney se satisfaz

as seguintes propriedades:
1. T é topologicamente transitivo;
2. o conjunto de pontos peridédicos de T' é denso em X
3. T é sensivel as condigoes iniciais.

Apo6s a primeira definicao de caos de Devaney, Banks et al. mostraram que, em espacos

métricos sem pontos isolados, a sensibilidade as condigoes iniciais era redundante.

Teorema 3.2.4 (Banks—Brooks—Cairns—Davis—Stacey). Seja X um espago métrico sem pontos
1solados. Se o sistema dindmico T : X — X € topologicamente transitivo e possui um conjunto

denso de pontos periddios, entao T € sensivel as condigoes iniciais.
Demonstragao. Veja |2]. O

Ja para sistemas dinamicos lineares, a transitividade topologica é uma condicao suficiente

para a sensibilidade as condigoes iniciais.

Proposicao 3.2.5. Seja T : X — X um sistema dindmico linear, onde X € um espago de

Banach separdvel. Se T € hiperciclico, entao T' € sensivel as condi¢oes iniciais.

Demonstra¢ao. Demonstraremos um caso mais forte de sensibilidade as condig¢oes iniciais. Pelo
Teorema 3.1.12; o conjunto dos pontos hiperciclicos HC(T) é denso em X. Note que, dado

x € X, o conjunto
r+ HC(T),

que é a translagdo de HC(T) por z, também é denso em X pelas Proposigoes 2.2.4 e 2.4.6.
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Portanto, dado € > 0, existe y € B(x,e) N (x + HC(T)). Obtemos que o vetor y — x é

hiperciclico. Como sua o6rbita é densa em X, para qualquer § > 0, existe n € N tal que
[Tz =Tyl = |7 (x = y)l| > 0.

Entao T é sensivel as condigdes iniciais para toda constante de sensibilidade ¢ > 0. [

O que leva a uma segunda definicao do Caos de Devaney, que sera utilizada no trabalho

considerando os operadores lineares.

Definigao 3.2.6 (Caos Linear de Devaney). Seja X um espago de Banach separavel. Entao o
sistema dinamico linear 7" : X — X ¢é cadtico no sentido de Devaney se satisfaz as seguintes

propriedades:
1. T é topologicamente transitivo;

2. o conjunto de pontos peridédicos em 1" é denso em X.

3.3 CONJUGACOES

Exploraremos uma nocao de equivaléncia entre sistemas dinamicos que preserva as principais

propriedades descritas na se¢ao anterior.

Definicao 3.3.1. Dizemos que T : X — X é quase conjugado a S :' Y — Y se existe uma
aplicagao ¢ : Y — X continua com imagem densa tal que T'o ¢ = ¢ 0 S. Ou seja, o diagrama

abaixo comutas:

y 2, v

oL
X I, x

Caso ¢ seja um homeomorfismo, dizemos que 7" e S sao conjugados.

Como consequéncia da definicao, toda conjugagdo é uma quase conjugagao. Além disso a
conjugagao ¢ uma relacao de equivaléncia entre sistemas dinamicos.

Dizemos que a quase conjugagao preserva uma propriedade P se vale a afirmacao: se o
sistema dinamico (Y, S) possui propriedade P, entao todo sistema dindmico (X,7T') quase con-

jugado a (Y, S) também possui a propriedade P.
Proposicao 3.3.2. Quase conjugagao preserva transitividade topoldgica e mixing.

Demonstracao. Seja T : X — X quase conjugado a S : Y — Y por uma aplicagao ¢ : ¥ —
X continua com imagem densa. Dados U,V C X abertos nao vazios, as imagens inversas
d~HU), ¢~ (V) C Y também sao abertos pela continuidade de ¢ e nao vazios pela hipotese

sobre a imagem densa. Assumimos que S é topologicamente transitivo, logo existe n tal que

S"(¢H(U)) N~ (V) # 0.
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Ou seja, existe y tal que y € ¢~ (U) e S"y € ¢~ (V). Entdo ¢(y) € U e ¢p(S™y) € V.
Agora veremos por inducao que 7" o ¢ = ¢ o S™. Sabemos que vale para n = 1, entao
assuma que 7" 1o¢p = ¢po S 1
Entao
T'ogp=ToT" 'op=TopoS" ' =¢oSoS" ! =¢poSs"

Como T" o ¢ = ¢po S™ e ¢p(S™y) € V, obtemos que T"¢(y) € V. Logo T é topologicamente
transitivo.

A demonstragao é anédloga se S for mizing. O]

Corolario 3.3.3. Quase conjugacao preserva hiperciclicidade em espagos métricos completos

separdveis sem pontos isolados.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.12; a transitividade topologica é equivalente a hiperciclici-

dade. Entao hiperciclicidade também é preservada por quase conjugacao. O

Proposicao 3.3.4. Quase conjugagao preserva a propriedade de possuir um conjunto de pontos

pertodicos denso no espaco.

Demonstragao. Seja T : X — X quase conjugado a S : Y — Y por uma aplicacao ¢ : Y — X
continua com imagem densa. Dado um aberto nao vazio U C X, temos que ¢ (U) ¢ um aberto
nao vazio em Y. Pela densidade dos pontos periédicos em Y, existe y € ¢~ (U) de periodo n
tal que S™y = y. Entéo ¢(y) € U e

T"¢(y) = ¢(S"y) = d(y).

Ou seja, ¢(y) € U é um ponto periddico de X. Logo o conjunto dos pontos periodicos de

X é denso no espaco. [

Corolario 3.3.5. Quase conjugacao preserva caos em espacos métricos completos separdveis

sem pontos isolados.

Demonstragao. Segue do Corolario 3.3.3 e do resultado anterior pela segunda defini¢ao de Caos
de Devaney (ver Definigao 3.2.6). O

3.4 SISTEMAS DINAMICOS FRACAMENTE MIXING

Dados dois sistemas dinamicos, podemos definir um novo sistema dindmico pelo seu produto

cartesiano. Veremos nesta secao algumas relagoes entre esses sistemas.

Definigao 3.4.1. Sejam T': X — X e §: Y — Y sistemas dinamicos. O sistema dinamico
TxS:XxY—XxY édado por

(T x S)(z,y) = (Tx, Sy)
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paratodor € X ey €Y.

Além disso,

(T 5)"(z,y) = (T" x S")(x,y) = (T"x, T"y).
Caso T e S sejam sistemas dinamicos lineares, denotamos 7' x .S por T' & S.
Proposicao 3.4.2. Sejam T : X — X e S:Y — Y sistemas dindmicos. Entao,
1. se T x S € topologicamente transitivo, entio T e S também sdo;
2. seT' xS € mizing, entao T e S também sao;
3. seT x S € cadtico, entao T e S também sao.

Demonstracao. Todos os itens seguem por meio de quase conjugacoes. Tome a projecao 7y :
X x S — X definida por 7 (z,y) = x. Entao claramente m; é continua e possui imagem densa
em X. Segue que m o (T'x S) = T omy, entdo T e S sdo quase conjugados a T' x S, sendo
S anélogo considerando a projecao m : X x S — S. Por fim, obtemos os resultados pela

Proposigao 3.3.2 e Corolario 3.3.5. ]

Vimos entao que se T x T é topologicamente transitivo, entao T' também é. Mas nao
necessariamente a reciproca é verdadeira. Definimos uma nova classe de sistemas dinamicos

que satisfazem a reciproca.

Definicao 3.4.3. Um sistema dinamico 7" : X — X é fracamente mizing se T' x T é topologi-

camente transitivo.

De outra forma, pela Proposicao 2.1.27, basta verificar que para todo aberto basico na
forma Uy x Uy e V} x V5 onde Uy, Uy, Vi, Vo C X sao abertos nao vazios, existe n € N tal que
(T x T)"(Uy x Uy) N Vy x Vo # (. Ou seja, (T™(Uy) x T™(Us)) NV4 X Vo # 0, o que pode ser

dividido em:
L T (U) NV £0 e
2. T™(Uy) N Vy £ 0.
Proposicao 3.4.4. Quase conjugacao preserva sistemas fracamente mizing.

Demonstracao. Seja T : X — X quase conjugado a S : Y — Y por uma aplicacao ¢ : ¥ — X
continua com imagem densa. Entao T'xT" é quase conjugado a S xS por o x¢ : Y xY — X x X.

Com efeito,

(@ x @) o (S x9)(x,y) = (¢ x ¢)o(S(x) xS(y)) = (poS(x) xpoS(y))
= (T og(x) xTog(y)) = (T xT)o(pxd)(x,y).

para todo (x,y) € S x S. Portanto (¢ x ¢) o (S x S)= (T xT)o (¢ X ).

Como ¢ é continua e possui imagem densa, ¢ X ¢ também é continua e possui imagem densa.
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Por hipotese, S é fracamente mizing, ou seja S X S é topologicamente transitivo. Vimos
que T'x T & quase conjugado a S x S. Entao T" x T" também ¢é topologicamente transitivo pela

Proposicao 3.3.2, o que implica que T' é fracamente mixing. ]

Observacao 3.4.5. Pela Proposicao 3.4.2, todo sistema fracamente mizing é topologicamente
transitivo. Entao nas condi¢oes do Teorema 3.1.12, todo sistema fracamente mizing é hiperci-

clico.
E como esperado, todo operador mizing é fracamente mizing.

Proposicao 3.4.6. SejaT : X — X um sistema dindmico. SeT' € mizing entao T € fracamente

mizing.

Demonstracao. Sejam Uy, Us, Vi, Vy C X abertos nao vazios. Entao como T é mizing, existem

ni,ne € N tais que

T(Uy) N Vi # 0 para todo n > ny; (3.1)
T"(Uy) N Vy # () para todo n > na. (3.2)
Tome n = max{n,ny}, portanto vale 3.1 e 3.2. Entao T ¢é fracamente mizing. O

No proximo capitulo mostraremos um exemplo de operador fracamente mizing que nao é

mizing.

3.5 OPERADOR DE ROLEWICZ

Em 1969, Rolewicz publicou o primeiro exemplo de um operador hiperciclico em espacgos
de Banach. Apresentaremos aqui o operador construido em [9] e a sua demonstragao para a

hiperciclicidade do mesmo.

Definicao 3.5.1. Seja x = (z;); € ¢,. Definimos o operador backward shift por

B:tl, —=t,

(IL‘l,ZE27 .. ) P—>($2,ZE3, .. )

Proposicao 3.5.2. O backward shift B € um operador linear continuo.

Demonstragcao. Nao ¢ dificil verificar que B ¢ linear, entao vejamos que B é continuo. Seja

x = (z;); € {,, logo:

oo 1/p 0 1/p
[B(z1, 22, . )y = [[(22, 23, ... )|l = (Z\l’jl”) < <Z|Ijlp> = ||zl
=2 j=1

Portanto B é continuo pela Proposi¢ao 2.4.7 e em particular, ||B|| < 1. Mostraremos que

a norma do operador atinge o méaximo 1 na bola fechada B(0;1). Dado z; # 0, tome x =
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(0,7,0,...). Vejaque ||z, =1e

’W’

€

|1

Logo ||B|| = 1. O

=1.
P

1B()llp =

Também ¢é possivel considerar os multiplos desse operador. Seja A € K, definimos AB por
AB(z1,x9,...) = Mg, x3,...). Esse operador também é linear continuo e ||AB]|| = |\|.

Analogamente, definimos o forward shift F : (, — {, onde F(x1,xa,...) = (0,21, 22,...).
O operador F também ¢ linear continuo e || F|| = 1. Veja também que B o F' = Id. E ainda,
por inducao, B" o F™ = Id para todo n € N.

Caracterizaremos a hiperciclicidade dos multiplos desse operador, conhecido como operador

de Rolewicz:

Teorema 3.5.3 (Rolewicz). Seja T = AB. O operador T € hiperciclico se, e somente se,
Al > 1.

Demonstragao. (<=) Como visto na Proposi¢ao 3.5.2, ||T'|| = |\|. Ja pela Proposi¢ao 3.1.6,
Al = [T > 1.

(=) Definimos S = 1 F. E facil verificar que T o 5™ = Id para todo n € N.

Pela Proposicao 2.5.5, ¢, é separavel e cyy ¢ denso em /,. Considere o seguinte subconjunto

denso e enumerével em £,
D ={x"=(2}); €coo : 7} €Qk, ¥n,j € N}.
Note que dado n € N, para todo = € ¢, temos que:

15™ 2 |l < [SI™ [l2"l,, = 2" [lp-

=
|A[™
Como |\ > 1, |S™2"||, ™= 0. Sejam 2} € D e k(n) o maior indice j tal que 2} # 0. Entao

podemos encontrar uma sequéncia crescente (r,,), € N tal que:
o r, >max{k(i): 1<i<n},
o 57l < ().
Defina ainda para cada n:

p(n) = Z ;.

Construiremos agora um vetor xy € ¢, cuja érbita é densa em ¢,. Seja

o0
To = Z P gn
n=1

Primeiro, verificaremos que z estd bem definido, veja que para n € N:
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n),.n - r 1 1 1
572, < 15l = o (57) < o

Entao ||SP™z"(|, < & para todo n € N. Portanto Y .2, SP™z" ¢ absolutamente conver-
gente, e em particular convergente pela Proposicao 2.6.5.

Note que, dado m € N, 2™ = (21,22, ..., Trm),0,...) € Tk gm = 0. Em geral, T'z™ = 0
para todo i > k(m) e TPMW=P(Mgm = () se n > m.

Seja n € N, entao:

Tp(n)l'o _ Tp(n) (Z S’P(m)wm> — Z Tp(n) o Sp(m)xm
m=1 =

n—1
— Z TP(M) o gPm)m 4 () o gp(n) pn Z TP(n) o GP(M) 40
m=1

m=n+1

_ZTp(n —p(m)pm 4 gn Z Gp(m)=p(n) ;.

m=n+1
[e's]

R o

m=n-+1

Ou seja, TP Mxy — 2" = Z Spm=p(n) ym 1 o0

m=n+1

TP — 2|, = Z Gp(m)=p(n) gm | < Z || SPm) =P gy |

m=n-+1 p m=n-+1
< Z |SP D= ST,

m=n-+1

00

1 Tm, M

= |A|p<m71>—p<n>”5 "l

m=n+1

— 1 1

< Z “S ||p Z om :2_n‘

m=n+1 m= n+1

Obtemos que || TP™zy — 2"||, < 5. Agora, sejam z € {, e ¢ > 0. Como D ¢ denso em £,

1

existe 2" € D tal que ||2" — z||, < 5. Tome, sem perda de generalidade, 5 < 5. Entao

1 €
170 — 2, < TPy = 2", + 2" — o, < 55 +5 <&

O que conclui que a oérbita de xy ¢ densa em ¢, logo T' é hiperciclico. n

Observagao 3.5.4. Nenhum miiltiplo do forward shift é hiperciclico.
Basta analisar a primeira coordernada das sequéncias da orbita. Seja x = (z;); € £, entdo
a primeira coordernada de AF'x sera 0 para todo n > 1. Seja y = (y;); € ¢, uma sequéncia tal

que y; # x1 € y1 # 0. Caso a orbita de x fosse densa em ¢, existiria uma sequéncia crescente
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(ng)r tal que
AR — .

E como convergéncia em ¢, implica em convergéncia coordernada a coordernada, temos que
T (AF™2) = y;.

Mas 71 (AF™x) é igual a 0 ou z, logo ndo converge para y;. Absurdo.

3.6 CRITERIOS DE HIPERCICLICIDADE

Na demonstracao da hiperciclicidade do operador de Rolewicz, foi preciso construir um vetor
hiperciclico e mostrar que sua ¢rbita é densa no espaco. Como evidenciado pela extensao da
demonstracao, esse processo exige bastante esforco.

Nesta secao apresentamos alguns teoremas, conhecidos como critérios, que possuem condi-

¢oes que garantem a hiperciclicidade de um operador dado.

Definicao 3.6.1. Um sistema dindmico linear 7" : X — X satisfaz o critério de hiperciclicidade
se existem dois subconjuntos D, Dy € X densos em X e uma sequéncia de aplicagoes .S, :

Dy — X onde (n;) € N é uma sequéncia crescente tais que:
Cl) T™x — 0, Va € Dy,
C2) S,,x — 0, Vo € Dy;
C3) T™ o Sy, x — x, Vo € Ds.
Caso Dy = Dy e (ng) = (n),, dizemos que 7" satifaz o Critério de Kitai.

Ao longo do trabalho, verificaremos se os shifts satisfazem as condi¢oes do critério de hi-

perciclicidade, as quais serao referidas por (C1), (C2) e (C3).

Teorema 3.6.2 (Critério de Hiperciclidade). Sejam X um espag¢o de Banach separdvel e T :

X — X um operador linear continuo. Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:
1. se T satisfaz o critério de hiperciclicidade, entao T € hiperciclico;
2. se T satisfaz o critério de Kitai, entao T' € mixing.

Demonstrag¢ao. Mostraremos o primeiro caso, sendo o segundo analogo. Faremos isso provando
que T' é topologicamente transitivo e portanto hiperciclico pelo Teorema 3.1.12.

Sejam U,V C X abertos nao vazios. Construiremos z tal que z € U e TVz € V para algum
N a determinar. Como D; e Dy sao densos em X, existem a1 € U N Dy e ay € V N Dy pela
Proposicao 2.1.22. Seja x,, = ay + Sp,as. Por (C2), z,, — a1 +0 = a; , entdo existe k; tal
que z,, € U, Vk > k;. Pela linearidade de 7', e as condigoes (C1) e (C3) temos que

T g, =T"a; +T" oS, as — as.
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Sendo assim, existe ko tal que Tz, € V., Vk > ky. Tome N = max{ny,,ny,}, entdo

TNzx € TN(U) NV como queriamos demonstrar. O

Ainda, o critério de hiperciclicidade implica em uma propriedade mais forte que a propria

hiperciclicidade.

Proposicao 3.6.3. SeT' : X — X satisfaz o critério de hiperciclicidade, entao T € fracamente

mizing.

Demonstra¢ao. Suponha existam dois subconjuntos D; e Dy densos em X, e uma sequéncia de
aplicagoes Sy, : Do — X onde (ng), ¢ uma sequéncia crescente de naturais que satisfazem o
critério de hiperciclicidade.

Os conjuntos Dy @ Dy e Dy @ D5 sao densos em X @ X ja que Di®Di=Di®Dy=X®X
pela Proposigao 2.1.27. Considere a sequéncia de aplicagoes (S @ S),, = (Sn, @& Sy, ), entdo

1. (TeT)*(x,y)=T"x @ T™y — 0 para todo (z,y) € Dy @ Dx;
2. (S® 9, (v,y) =S,z S,y — 0 para todo (z,y) € Dy & Da;
3. (TeT)* o(S®S)y,(z,y) =T™0S,, x®T™ oS, y— (x,y) para todo (z,y) € Dy® Ds.

Logo T' & T satisfaz o critério de hiperciclicidade, entao T' @ T é topologicamente transitivo.

Concluimos que 7' é fracamente mixing. O

A reciproca do critério de hiperciclicidade nao é verdadeira em geral. O resultado passa a
ser verdadeiro quando restrito a operadores fracamente mizing, porém a demonstracao foge do

escopo do trabalho.

Teorema 3.6.4 (Bés-Peris). Seja T : X — X wum sistema dinamico. Entao T satisfaz o

critério de hiperciclicidade se, e somente se, T € fracamente mizing.

Demonstragao. Veja |3, Theorem 4.2]. ]
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4. SHIFTS UNILATERAIS COM PESO

Nesta secao, buscaremos caracterizar completamente as propriedades dinamicas estudadas
no capitulo anterior para os operadores shifts unilaterais com peso. Esses operadores sao
generalizacoes naturais do operador de Rolewicz, mas ao contrario deste ultimo operador, o
peso varia de acordo com cada coordenada da sequéncia.

Embora seja possivel estudar diretamente esses operadores em espagos de sequéncias £, 1 <
p < 00, nos voltaremos aos shifts unilaterais sem peso em espagos de sequéncias com peso €,(v)
apresentados na Secao 2.5. Os resultados referentes aos shifts com peso serao obtidos facilmente
por meio de uma conjugacao.

Seguimos principalmente o Capitulo 4 da referéncia [6] e a dissertacao [5], onde a teoria
¢ desenvolvida para espacos de sequéncias mais gerais. Entretanto, enunciamos os resultados

apenas em espagos classicos de sequéncias, assim como ¢é feito na Secao 1.4.1 de [3].

4.1 SHIFTS SEM PESO

Definicao 4.1.1. O shift unilateral em ¢,(v) é dado por B : {,(v) — ¢,(v), onde B(x) =
(wg,x3,...) para todo x = (x;); € £,(v).

E evidente que os shifts unilaterais sao lineares. Entretanto, ainda nao verificamos se o shift

uniltaral est4 bem definido. Por enquanto assumimos que B(z) € {,(v) para todo x € £,(v).
Proposigao 4.1.2. Se B(z) € {,(v) para todo x € {,(v), entdo B € continuo.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.4.14, basta provar que dada uma sequéncia (x,,), C {,(v) tal
que z, = (75); = x = (25); € l,(v) e B(w,) =y = (y;); € £p(v), temos que B(r) = y.

Como a convergéncia de sequéncias implica em convergéncia pontual obtemos que

ry 270 x; (4.1)

para todo J.

Por outro lado, (27,,); = B(z,) — y. Entao pelo mesmo argumento

n—o0

:1:?+1 —y; (4.2)

para todo j.
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Logo

42 no 4l
2 Jim af 2

para todo j. Concluimos pela unicidade do limite que (z;41); = B(z) = y, portanto B é

continuo. O

Agora verificaremos uma condicao para que o shift esteja bem definido, e consequentemente

seja continuo.

Proposigao 4.1.3. O shift B : {,(v) — {,(v) € um operador linear continuo se, e somente se,

Yj
sup — < Q.
Uj+1

Demonstra¢ao. ( = ) Assuma que B é um operador, entdo é continuo pela proposigao anterior.

Logo existe C' > 0 tal que para todo = = (x;); € €,(v)
o0 o0
Yl = (1B@)h, < CPllallh, =Dl [Pf.
j=1 Jj=1

Tomando x = e; para todo j obtemos que

Vj—1

U.
v < Cv; = <C = L <C.
Yj Uj+1
vj
Vj+1

(<) Seja sup

Ou seja sup < 00.

v?il < 00, entao existe M > 0 tal que
J

Vj S M’Uj+1
para todo j.
Entao
P p
|ja [P0 < MPlzjaPoy,
para todo j.

Como Z;’i1|xj|pv§ < 00, pelo critério da comparagao, temos que
o0
Z!xjﬂlpvf < 0.
j=1
Ou seja, B(z) = (xj11); € £,(v). Portanto B é continuo pela proposi¢ao anterior. O

Finalmente, definimos os shifts unilaterais com peso variavel.

Definigao 4.1.4. Seja w = (w;); uma sequéncia de pesos positiva e limitada. Entao o shift

BACHARELADO EM MATEMATICA



38 SHIFTS UNILATERAIS COM PESO

unilateral associado a sequéncia de pesos w é dado por:

By, = ¢,

(ZEI,IQ, .. ) — (ngg,ng;),, - )

Note que nessa definicao o peso w; nao influencia o operador. Sendo assim, assumimos sem

perda de generalidade que w; = 1.

Proposicao 4.1.5. Seja By, : {, — {,, um shift unilateral com peso e w = (w;); sua sequéncia

de pesos. Entao B, € um operador linear continuo.

Demonstracao. O shift é trivialmente linear. Pela definicao do operador, existe W > 0 tal que

w; < W para todo j € N . Dado = = (z;); € {,, temos que

1 1
[Buw()lp = (Z w?l%!p> <Ww (ZI%’!”) = Wilzllp-
=2 j=1
Logo B, é continuo pela Proposi¢ao 2.4.7. [

Note que para as sequéncias da base canodnica (e;); em ¢, temos que B, (e;) = wje;_; para
todo j considerando eg = 0.

Construiremos agora uma conjugagao entre os sistemas dindmicos B : {,(v) — £,(v) e
By i by, — L,

Proposicao 4.1.6. Considere um shift unilateral com peso By, cujos pesos w = (w;); sdo
v

positivos e limitados. Definimos os novos pesos (v;); de forma que o

=wj1 evy = 1. Ou
seja,

Entao para o peso definido, os sistemas dindmicos ({,(v), B) e (£, By,) sdo conjugados.

Demonstragao. Utilizaremos o isomorfismo ¢((z;);) = (x;jv;); definido na Proposicao 2.5.7.

Devemos mostrar que o diagrama abaixo comuta:

lp(v) S lp(v)

}s@ G

By /
p P

v - ~ . . 1 .
Dado que o5 = Wil € asequéncia (w;); € limitada, obtemos que

Entao o shift B define um operador linear continuo em ¢,(v) pela Proposicao 4.1.3.
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Agora, dado uma vetor da base e;, veja que

Bu(p(e;)) = Bu(vje;) = vjwjej1 = vj_1ej-1 = @(ej-1) = ©(B(e;)),

para todo j. Pela linearidade e continuidade podemos extender o resultado para qualquer vetor

no espago. Sejam x € {,(v) e sua expansdo na base candnica:

)
r = E ij@j.
Jj=1

Entao aplicando B, o ¢ temos

Byop(z) =Byop (7111_{20 Z; xjej>
]:
= gggoz;%Bw 0 p(e;) = gggoz;xjw o B(e;) = o B(x).
j= =

Ou seja, B, o ¢ = p o B. Portanto o diagrama comuta. ]
Precisaremos do seguinte lema para simplificar os proximos resultados.

Lema 4.1.7. Sejam M um espaco métrico, (vy,), uma sequéncia em M ev € M.

Se existir uma sequéncia crescente de numeros naturais (ny)y tal que
k—o0 .
Upyj — v, VjEN.
Entao existe uma sequéncia crescente de numeros naturais (my)g tal que
k—o0 .
Umptj — U, Vi €N

Demonstracao. Veja |6, Lemma 4.2]. O

Teorema 4.1.8. Sejam B : {,(v) — €,(v) um shift da Defini¢io 4.1.1 e (e,), a base candnica
em {y(v). Entao as sequintes afirmagoes do item 1 sao equivalentes e as afirmagoes do item 2

também sao equivalentes.
1. (a) B é hiperciclico.
(b) Eziste uma sequéncia crescente (ny)y tal que

n, — 0.

(c) B é fracamente mizing.

2. (a) B € mizing.
(b) e, — 0.
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Demonstracao. Faremos a demonstragao somente para o primeiro caso, sendo o tltimo anélogo
utilizando o critério de Kitai ao invés do critério de hiperciclicidade.

(a) = (b) Dados € > 0 e ng € N, queremos mostrar que existe n > ng tal que ||e,|,, =
U, < E.

Como B ¢ hiperciclico, o conjunto de vetores hiperciclicos é denso em ¢,(v) pelo Teo-

rema 3.1.12. Entao existe um vetor hiperciclico z € HC(T') e n > ny tal que

e
Hx“p,v < 9 (4-3)

_ v
|IB" Lz — e1|po < 31 (4.4)

Por outro lado, as projegoes p,(z) = w,e, em {,(v) sdo contracoes. Entdo na n-ésima

coordenada da Equagao (4.3) obtemos que

[0 0n] = P (@) llp.0 < [l <

DN ™

E analogamente, na primeira coordenada da Equagao (4.4) vemos que

_ _ v
o= Dr] = 2B = )l < 1B — el < 2,
Entao |z, — 1] < %, o que implica que |z,| > % > 0, logo podemos considerar seu inverso
onde |z, 1| < 2.

Por fim, vemos que
llenllpo = |vn] = ]x;lxnvn] < 2|xpv,| < e.

Ou seja, obtemos n tal que |le,||,, < €. Tomando ¢ = %, é possivel obter uma sequéncia

crescente (ny)g tal que

1
lenllpw < & = =+ 0.

(b) = (c) Aplicaremos o Critério de Hiperciclicidade para o conjunto denso D; =
Dy = c¢op. Definimos o forward shift F : co9 — Ly(v) por F(xy,z2,...,2,,0...) =
(0,21,29,...,2,,0,...), ou seja, F(e;) = e;j11. Considere a sequéncia de aplicagbes S,, = F".
Entao claramente B o F' = Id garantindo (C3).

Para z € ¢y definimos ny como o maior indice tal que o coeficiente de e,, é nao nulo. Entao

B™(z) =0,

n—oo

portanto B"x —— 0 (C1).
Resta mostrar (C2). Pela continuidade de B e a hipotese sobre a base, para todo j € N

e = Bl(en,) 2225 BI(0) = 0.

Logo, pelo Lema 4.1.7, existe uma sequéncia crescente (my); tal que e, +; Ny para
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todo j € N. Segue que para x € cg, como foi tomado anteriormente,

no
k—o00
St = Fry = E Tjem,+j — 0.

j=1
Assim, B satisfaz o critério de hiperciclicidade para a sequéncia de aplicagoes S,,, = F"* e
consequentemente é fracamente mixing pela Proposicao 3.6.3.
(¢) = (a) Segue da Observagao 3.4.5. O

Corolario 4.1.9. Sejam By, : £, — {, um shift com peso e w = (w;); a sua sequéncia de pesos.
Entao as sequintes afirmagoes do item 1 sao equivalentes e as afirmagoes do item 2 também

sao equivalentes.

1. (a) By, € hiperciclico.

(b) Eziste uma sequéncia crescente (ny) tal que
ng
H wj_l — 0.
j=1

(¢c) By, € fracamente mizing.
2. (a) B, é mizing.
(b)
n
-1
ij — 0.
j=1
Demonstragao. Pelo Corolario 3.3.3, Proposicao 3.3.2 e a Proposicao 3.4.4; sabemos que quase
conjugacao preserva operadores hiperciclicos, mizring e fracamente mixing. Desta forma, o

resultado segue do anterior pela conjugacao da Proposi¢ao 4.1.6. Ja a segunda equivaléncia

segue da igualdade
ng
[T = v = llenllpe-
j=1
[

Teorema 4.1.10. Sejam B : {,(v) — £,(v) um shift da Defini¢ao 4.1.1 e (e,)n a base candnica

de (,(v). Entdo sao equivalentes:

1. B ¢ cadtico.

o0
2. E e, converge.

j=1

3. A sequéncia (1,1,...) pertence a £y(v).

4. Existe um ponto periddico nao trivial de B em (,(v).
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Demonstragao. A implicagao (1) = (4) é trivial.
(4) = (3) Sejam = = (z;); € ¢,(v) um ponto periédico nao trivial de B e n o seu periodo.
Isto é,
B"(x) = (zj4n); = (x;);-

Segue que dado j € N, 41, = ; para todo k natural. Ou seja, z é um ponto periodico de

B se, e somente se, ¢ uma sequéncia peridédica da forma:
T = (1, Ty Ty X1, T2y oy Ty T, T2, . ).

Como z # 0, existe um indice j, tal que x;, # 0. Tomaremos uma sequéncia (¢;); C {0,1}
onde € 4k, = 1 para todo k € N e 0 nos indices restantes.
Entao, do fato de que (e,), ¢ uma base incondicional, a sequéncia (z;¢;); pertence a £,(v).

xZ; 2 N .
O mesmo vale para (%@) , que € a sequéncia
J

y=0(0,..., 1 ,0,..., 1 ,0,...).

Jo Jjo+kn

Aplicando o shift nesse mesmo vetor, obtemos os vetores {y, By, B%y, ..., B" 'y}, cuja soma
dos mesmos resulta na sequéncia (1);.

(3) <= (2) Segue da hipdtese de que (e,), € base, entao como (1); € £,(v),

i 1€j
j=1

converge.
(2) = (1) Como > 7, e; converge, segue que e; — 0. Entdo pelo Teorema 4.1.8, B ¢
mixing e em particular hiperciclico. Pela Proposi¢ao 3.2.5 B também é sensivel as condigoes
iniciais. Basta entao verificar que o conjunto de pontos peridédicos é denso no espaco.
Dados (x;); € £,(v) e € > 0 quaisquer, pela incondicionalidade da base e o Teorema 2.6.6,

oMo g
podemos tomar ng e T = (r;)72, tais que

00
Z T;e; <

Jj=no+1

€
5

oo 1/p
|z = Z[p0 = ( Z |$j|pvf> =

Jj=no+1

p?U

A sequéncia (1); pertence a ¢,(v) como consequéncia da hipotese. E utilizando a incondici-
onalidade da base canoénica sobre essa sequéncia, é possivel construir uma sequéncia periédica
de periodo ng com os termos de x. De fato, as sequéncias que sao 1 em j + kngy para todo k e

0 nas coordenadas restantes, ou seja

o0

pj = § :ej-l-knm

k=1

pertencem a ¢,(v) para todo j ao aplicar o Teorema 2.6.6 sobre a sequéncia (1);.
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Entao
no oo no
E TiPj = E E Tj€j4kno
j=1 k=1 j=1

¢ um ponto periddico de B e pertence a £,(v).

Novamente pela incondicionalidade da base e o Teorema 2.6.6, temos que

oo ng
Z Z L€ j+kno Cj+kno (4'5)

k=0 j=1

converge para qualquer sequéncia (¢;); C {0, 1}.
Além disso, outra vez pelo Teorema 2.6.6, para £ > 0, existe m tal que para qualquer

2
sequéncia (g;); € {0,1}:

oo
E E x]€]+knoe]+kn0

k=m j=1

(4.6)

DO | ™

p,v

Agora escolha (¢;); de forma que ¢; = 1 para todo 1+mnok < j < ng+mnok, onde k € Ne

oo no
0 caso contrario. Pela Equacao (4.5), obtemos o ponto periddico y = Z Z'Tjej+kmno e, pela
k=0 j=1
Equagao (4.6), obtemos que
- €
||y - xHP,U - Z Z LjC€j+mkno < 5
k=1 j=1 D
Da desigualdade triangular, vemos que
|2 = Yllpo < 2= Zlpo + ly — Zllpo <e
Portanto o conjunto dos pontos periddicos é denso em ¢,(v) o que torna B caético. O

Corolario 4.1.11. Sejam B,, : €, — {, um shift com peso e w = (w;); a sua sequéncia de

pesos. Entao sao equivalentes:

1. B, € cadtico.

1 2
3. A sequéncia (H w; Hw;l, . ) pertence a £).
i=1

=1

4. Eziste um ponto periddico nao trivial de B,, em (,.

Demonstragao. Os sistemas B, : £, — {, e B : {,(v) — {,(v) sdo conjugados pela Propo-

sicao 4.1.6; entao B ¢é cadtico se, e somente se, B, ¢ cadtico. Ja na segunda equivaléncia,
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> 2y € € Ly(v) se, e somente se,

o0
E v [P < o0.
=1
Mas como v; = [[/_, w; ', a condicio é equivalente a (ii) e (iii). Por fim, é facil ver que

r € Per(B) <= B"r =1 <= poB"(z) =¢(x) <= B (p(x)) = p(z)
<= ¢(x) € Per(By).

para algum n € N.
Além disso, p(z) # 0 se x # 0 ja que ¢ é um isomorfismo. Ou seja, B, possui um ponto

periodico nao trivial se, e somente se, B também possui. O

4.2 EXEMPLOS DE OPERADORES SHIFT

Sabemos pela Proposicao 3.4.6 que todo operador mizing é fracamente mizing. Mostraremos

um contraexemplo para a reciproca utilizando as caracterizacoes dos shifts com peso.

Proposigao 4.2.1. Seja B, : £, — £, um shift com o peso w = (w;); positivo e limitado. Se a

sequéncia de pesos satisfaz

n n
lim mewj < lim suprj = 00,
n . n .
J=1 J=1

entao o shift B, € fracamente mixing mas nao € miring

Demonstra¢ao. Dado que lim sup,, H?Zl w; = 00, existe uma sequéncia crescente (ny); tal que

! - 0. Entdo pelo Corolario 4.1.9, B,, é

[[%, w;j — oo, ou de forma equivalente [[7*, w;
fracamente mizing.

Mas como liminf, [[7_, w; # limsup, [}_, w;, obtemos que lim, [[;_, w; # co. Entdo B
nao é mixing pelo Corolério 4.1.9. O
Exemplo 4.2.2. Seja w = (1,2,274,2,2,271 271 . 2., 227 . 271 ). Mostraremos

—_——— N—— ——

n
que o operador B, : ¢, — {, satisfaz a caracterizacao da proposi¢ao anterior.

Tome (n)r € N crescente de forma que w,, =2 e wy,,, = 2. Entao

Nk

ij = 2" 5 o0.

J=1

Logo lim sup,, H?=1 w; = oo. Ou seja, B, ¢ fracamente mizing.
. A _ o-1 _
Mas, considerando a sequéncia (my); crescente de forma que wy,, = 27" € wy,,,, = 2 para

todo k, vemos que

mg
H ’U)j =1.
=1
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Entao liminf, H?:l w; < 1 < limsup, H?:1 w;. Portanto, pela proposi¢ao anterior obtemos

que B, nao é mizing.

Nos shifts com peso estudados aqui, caoticidade implica em mizing, ja que pelo Corola-

rio 4.1.11 se o shift é cadtico temos que

(e 9]

1
T

k=1 11j=1W;

. . k—oco . . k _
o que implica que ﬁ —— 0 pelo critério do termo geral e consequentemente [ | i1 W; -

0, entao o shift é n{z':avlmg pelo Corolario 4.1.9. Isso nao necessariamente é verdade para todo
operador linear. Um exemplo de operador cadtico nao mixing foi construido em [1], mas de-
monstragao vai além deste contexto do trabalho.

No entanto, a implicacao é verdadeira quando restrita a operadores fracamente mizing,

embora também nao vejamos a demonstracao neste trabalho.

Proposicao 4.2.3. Seja T : X — X wm operador cadtico, entao T € fracamente mixing.

Demonstragao. Veja |6, Corollary 2.49]. ]
Além disso, podemos obter shifts que sao mizing mas nao cadticos.

Proposicao 4.2.4. Seja B, : ¢, — {, um shift com o peso w = (w;); positivo e limitado.

Suponha que exista uma sequéncia positiva (v;); € (co \ €p) tal que

J
v; :Hw;I,Vj € N.

i=1
Entao B, é miring mas nao cadtico.

1

Demonstragao. Dado que (v;j); € ¢y temos que ngl w; " = v; — 0. Portanto, B, é mizing

pelo Corolario 4.1.9.
Por outro lado, (v;); ¢ ¢,. Entao

nao converge. Concluimos pelo Corolério 4.1.11 que B, nao é cadtico. O]

Exemplo 4.2.5. Seja B, : {1 — {1 um shift com o peso w = <1, 2, %, %, e jjfl, .. > E facil

verificar que

7 1
[[w'=-vVieN
=1 J

Por fim, veja que % — 0 mas (Jl)] ¢ (1. Entdo pela proposigao anterior, B, é mixing mas

nao caotico.
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Vimos também que todo shift hiperciclico é fracamente mixing no Teorema 4.1.8 e corolé-
rio 4.1.9, o que também nao ocorre em todo sistema dinadmico. Esses operadores podem ser

obtidos em qualquer espago que satisfaca as condigdes do teorema a seguir.

Teorema 4.2.6 (De la Rosa — Read). Seja X um espago de Banach. Se X possui uma base
incondicional normalizada (e;); e o foward shift associado S(e;) = ej11 € continuo, entio existe

um operador T : X — X hiperciclico e nao fracamente mixing.
Demonstragao. A demonstracao é desenvolvida em [3, Section 4.2]. O

Os espagos £, 1 < p < oo, satisfazem as condigoes do teorema acima. Ou seja, existem
operadores hiperciclicos que nao satisfazem o critério de hiperciclicidade nos espagos classicos
de sequéncias.

Obtemos também como consequéncia do Corolario 4.1.11 que o operador de Rolewicz, além

de hiperciclico como ja foi demonstrado no Teorema 3.5.3, é cadtico e mizing.

Teorema 4.2.7. O operador de Rolewicz AB : {, — [, ¢ cadtico e mizing se, e somente se,
Al > 1.

Demonstracao. SejaT' = A\B : £, — {, o operador de Rolewicz. Considere o operador como um
shift com a sequéncia de pesos constante w = (A);. Entdo, conforme o Corolario 4.1.11, AB é

cadtico se, e somente se,

> i <
o | \|7P ’

o que é verdade para todo |A| > 1. O

Enquanto restrito aos shifts com peso unilaterais, obtemos as seguintes implicagoes:

caos = miring — fracamente mizing <= hiperciclico

<= topologicamente transitivo.

Ja em um contexto geral e com base nos resultados obtidos ao longo do texto, podemos

resumir as propriedades dindmicas do trabalho em sistemas lineares pelo diagrama:
mizing
1)
C . C e (2) . (3) "
critério de hiperciclicidade <——— fracamente miring <———= cadtico

(4)

hiperciclicidade % transitividade topologica

1. A implicagao foi provada na Proposi¢ao 3.4.6 e um contraexemplo para a reciproca foi

exibido no Exemplo 4.2.2.
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2. A implicacao segue do Teorema 3.6.2 e da Proposicao 3.6.3, ja a volta foi enunciada mas

nao demonstrada no Teorema 3.6.4.

3. A implicag@o nao foi demonstrada, mas pode ser encontrada na Proposi¢ao 4.2.3. O shift

apresentado no Exemplo 4.2.5 ¢ um contraexemplo para a reciproca.

4. A implicagdo é embasada na Observagao 3.4.5 e um contraexemplo para a reciproca foi

enunciado no Teorema 4.2.6.

5. Demonstrado no Teorema 3.1.12.

Além disso, vimos um operador mizing nao cadtico no Exemplo 4.2.5.
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