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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é formular e provar o Teorema da Média para
equacoes diferenciais ordindrias e aplica-lo na investigacao de érbitas periddicas. Dois
sistemas sao estudados: um sistema de Rossler e um sistema hamiltoniano relacionado ao
estudo de Dinamica de Galaxias.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Ordinéarias, Método da Média, Orbitas Periédicas,
Estabilidade.

Vil



TRAVAGLINI, A. M. Rdéssler’s system and Dynamic of Galaxies: Averaging Theorem

applications. 2016. - 108 p. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia -
MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to formulate and prove the Averaging Theorem
for ordinary differential equations and apply it in the investigation of periodic orbits. Two
systems are studied: a Rossler’s system and a hamiltonian system related to the study of
Dynamic of Galaxies.
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INTRODUCAO

Neste trabalho vamos estudar via Método da Média certos sistemas de equagoes dife-
renciais. Essa teoria é tao natural que por um longo periodo o método foi usado em
muitos campos de aplicagao, como na Matematica, Fisica e Engenharia, sem prova de sua
validade. Em 1928 a primeira prova de sua validade foi dada por Fatou.

No primeiro capitulo serao dados resultados béasicos de Andlise e de Equacoes Dife-
renciais, os quais serao necessarios para o desenvolvimento dos capitulos 2, 3 e 4.

No segundo capitulo vamos estudar a Teoria da Média. Aqui veremos trés teoremas
principais. O primeiro nos fornece uma solucao aproximada de um sistema de equagoes
diferenciais em intervalos finitos que dependem de um pequeno parametro €. O segundo
nos garante, sob certas condicoes, a existéncia de uma solugao periédica e o terceiro nos
permite estudar a estabilidade dessa solugao. Juntos esses trés teoremas sao conhecidos
como o Teorema da Média.

No terceiro capitulo vamos aplicar a Teoria da Média para estudar um sistema autonomo
introduzido em [3] conhecido por sistema de Rossler.

No quarto capitulo também aplicaremos a Teoria da Média e ainda vamos usar as
Funcgoes Elipticas Jacobianas, as quais veremos no primeiro capitulo, para estudar um
sistema hamiltoniano introduzido em [6].

Os célculos computacionais desta dissertagao foram feitos usando o software Maxima
5.36.1 (2015). Esse software ¢ livre e de codigo aberto, podendo ser efetuado o download
em http://maxima.sourceforge.net/.

Ana Maria Travaglini
Uberlandia - MG, 02 de janeiro de 2016.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo serao enunciados alguns resultados e definicoes que serao ne-
cessarios mais adiante.

1.1 Tépicos preliminares de Analise

1.1.1 Resultados gerais

Teorema 1.1.1 (Derivagao sob o sinal de integral) Dado U C R"™ um aberto, seja f :
U x [a,b] — R uma fungdo com as sequintes propriedades:

(a) Para todo x € U, a fungdo t — f(x,t) é Riemann-integravel em a <t < b.

(b) A i-ésima derivada parcial (x,t) existe para cada (z,t) € U X |a,b] e a fun¢do

of
a.’lﬂ'i

al'l'

: U % la,b] — R, assim definida, é continua.

b
Entao a fungio ¢ : U — R, dada por ¢(z) = / f(x, t)dt, possui i-ésima derivada parcial

em cada ponto x € U, sendo:

0 * 0
ai(x):/a a—i(z,t)dt.

Em suma: pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando resultante
seja uma fung¢ao continua.

Demonstragao: Veja [7], capitulo 3, se¢ao 6.



Corolario 1.1.2 Se f : U X [a,b] — R € continua e possui n derivadas parciais

UXx[a,b) — R, i=1,2,...,n, continuas, entao ¢ : U — R definida por:

o) = [ sty
¢ de classe C.
Demonstragao: Veja [7], capitulo 3, se¢ao 6.
[ |

Teorema 1.1.3 Seja f : U — R™ de classe C* (k > 1) no aberto U C R™. Sea € U
¢ tal que f'(a) : R™ — R™ € invertivel, ou seja, det J(f(a)) # 0 entdo existe uma bola
aberta B = B(a,d) C U tal que a restrigao f!B ¢ um difeomorfismo sobre um aberto

V'3 f(a).
Demonstragao: Veja [7], capitulo 5, se¢ao 8.
|

Defini¢ao 1.1.4 Seja f: Q X (—gg,e0) — R™ uma fun¢ao com  C R™. Dizemos que
f(z,e) = O(¢e) se existe uma constante C' > 0 tal que

|f(z,€)] < Ce
para todo (x,€) € Q0 X (—¢eq, o).
Seja A : R" — R"™ um operador linear. Considere a norma uniforme:
|All = max{|A(z)|:x € B}; B={z e R":|z| <1}

onde |.| é a norma euclidiana.
Note que ||A]| existe, pois B é compacto e A é continuo.

Teorema 1.1.5 Sejam A, B € L(R",R"). Temos as sequintes propriedades:
(a) Se ||A|| =k entdo |A(z)| < k |x|, Yz € R".
(b) |AB|| < [[A[[|B]-

(c) [[A™| < |AI™, Vm € N.

Demonstragao: Veja [5], capitulo 5, secao 3, Lema 1.



Lema 1.1.6 Seja A € L(R",R") entao eziste ¢g > 0 tal que se |e| < g9 0 operador I +cA
€ inversivel e sua inversa ¢ dada por:

[[+eA ™ =1—-cA+0().

Demonstragao: Sabemos que:

(I —eA)I +eA+ (A + ...+ (cA)") =1 — (cA)"*.

Defina S,,(¢) = Z({:‘A)k. Como L(R™,R"™) é um espago completo e S,(¢) € L(R",R"),

pois A € L(R", RE), se mostrarmos que S, (¢) é de Cauchy, concluiremos que S,(¢) con-
verge para um elemento de L(R™, R").
Sejam p, q € N tais que g > p entao:

1S4(e) = Sple) = I D (Al

J=p+1
= (AP + ... + (e4)1 (1.1)
< AP [T 4 (€A) + ... + (cA)TEHY|

< AP L+ A + e+ A D).

Se escolhermos ¢ tal que |e| < = €9, teremos:

1
2[A]

I+ [l + .. + [[(eA) PV < ZII (eAY || Tk

Assim, segue de (1.1) que:

leA[P+!

[Sq(e) = Sp(e)|l < m

Além disso,
1 1

le] < = < 2.
20Al 1= leAll

Dai,

leA[P+!

150(6) = Sp(@Nl < T 7 = 2leAlP™ < — 0, quando p —» +o0.

Z < =
= op+l = 9p

Portanto, (S, (¢)), converge para Z(éA)j € L(R",R"). Como
=0

(I —eA)S,(e) =T — (cA)TH!

4



fazendo ¢ — +00, temos:

(I — cA) ( i(EA)J‘) =1

Jj=0
Dali concluimos que I — €A é inversivel e

o0

[I—cAl™" =) (A
=0
Substituindo £ por —e¢, temos:
[I+eA™ =D (~1)(cA) =1 — A+ O(?).
§=0

Teorema 1.1.7 (Aplicacio Implicita) Seja f: U — R", definida no aberto U C R™",
C' no ponto a € U, com f(a) = c. Se f'(a) : R™™ — R ¢ sobrejetiva ou, mais
precisamente, se R™" = R™®R™ é uma decomposicio em soma direta tal que a = (ay, as)
e a derivada Oyf(a) : R® — R™ é um isomorfismo, entao existem abertos V,Z (onde
ap € VCR" aecZ CU) com a sequinte propriedade: para cada x € V hd um unico
E(z) € R™ tal que (x,&(x)) € Z e f(z,&(x)) = c. A aplicagao & : V — R" assim definida
¢ C' no ponto a; e sua derivada nesse ponto €

€' (a1) = ~[0af ()] o [01 f(a))-
Se feCF (k> 1) entdo € € C* e sua derivada num ponto x € V. qualquer é
€ (x) = —[0f (2, &(x))] 7" o [01f (2, &(x))].

Em resumo: f~(c)NZ € o grdfico da aplicagdo & : V — R", C* no ponto a;. Se f € C*
entdo € € C*. A aplicagio & diz-se definida implicitamente pela equacio f(z,y) = c.

Demonstragao: Veja [7], capitulo 5, se¢ao 11.



1.1.2 Estabilidade de Operadores Lineares Hiperbdlicos

Considere o espaco vetorial de dimensao m sobre o corpo C :
C" ={u+iv: u,v e R"}.

Em C™, definimos a soma de vetores e a multiplicacdo por um numero complexo de
maneira natural.

Seja A : R™ — R™ uma aplicacao linear. Definimos a complexificacao de A como
sendo a aplicagao:

A" cr — Cc™
u+iv — A%u+iv) = Au) +iA(v).

Definicao 1.1.8 Seja T : C™ — C™ um operador no espaco complexo C™. Um escalar
A € C € um autovalor de T se existir 0 # x € C™ tal que Tx = Ax. O conjunto
{x € C" : Tx = Az} é chamado de auto-espago associado ao autovalor \ e cada elemento
nao nulo desse conjunto € um autovetor associado a A.

Definicao 1.1.9 Seja T : R™ — R™ um operador no espago R™. Um escalar A € C é
um autovalor de T" se \ for raiz do polinomio caracteristico de T, isto é,

p(A) = det(T — XI) = 0.

Definicao 1.1.10 Um operador linear T : C™ — C™ € hiperbdlico se todos os autova-
lores de T tem partes reais nao nulas.

Sejam z = (21, 29, -+, Zm) e w = (w1, wa, - -+ ,wy,) € C™. Definimos o produto interno
em C™ como sendo:

(Je:C"xC™ — C

m
(z,w) — (z,w>@:szw_j
j=1

e a norma induzida do produto interno em C™ como sendo:

llc:C" — R
z — |zlc = V{2, 2).
Definicao 1.1.11 Dada uma aplicacao linear T : C™ — C™, definimos a norma do
operador T por:
[Tllc = sup{|T(2)|c, = € C™, |z[c <1}
Vejamos que:

Lema 1.1.12 Se A € L(R™ R™) entio || A%||c = ||A]|.

6



Demonstracao: Seja u +iv € C™ tal que |u + iv| < 1. Entéao,
lu+ivlz <1 = (u+iv,u+iv)ec <1
= (u,u) +i(u,v) —i(u,v) + (v,v) <1
= (u,u) + (v,v) <1
= Jul*+v]* < 1.
Assim, para u + iv € C™ tal que |u + iv|c < 1, temos:
|AS(u + )2 < (A%(u+v), A%(u + iv))c
= (A(u) +iA(v), A(u) +iA(v))c
= (A(u), A(u)) + (A(v), A(v))
= AW +[A()?
< AP+ AP0
< APl +[vf*)
< lAJ*
Entdo, |A%(u + iv)|2 < ||A|]%, desde que |u + iv|c < 1. Dessa forma,

|A%||c = sup{|A®(u + iv)|c, u +iv € C™, |u +iv|c < 1} < ||A]|. (1.2)

Por outro lado,

[A%c = sup |A(u+iv)|c > sup [A%(u)| = sup |A(u)| = ||A]|. (1.3)

|u+iv|c=1 lu|=1 lul=1
Portanto, de (1.2) e (1.3), segue que:

1A lc = (1Al

Observacao 1.1.13 )\ ¢ autovalor de A se, e somente se, \ € autovalor de A,
Isso seque do fato de que toda base de R™ € base C™. Logo, as matrizes associadas as
transformacoes A e A® sdo iguais e portanto admitem o mesmo polinémio caracteristico.

Teorema 1.1.14 Se A, — A em L(R™,R™) entdo AS — AT em L(C™,C™).

7



Demonstragao: Seja A, € L(R™,R™) para todo n € N tal que A,, — A. Isto é,
lim ||A, — Al =0.
n—o0

Note que:
(A — ASY(u+iv) = ASu+iv) — A%(u + iv)

= A,(u) +iA,(v) — (A(u) + iA(v))
= A, (u) — A(u) + 14, (v) —iA(v) (1.4)
= (A, —A)(u) +i(A, — A)(v)

= (A, — A%u+iv).
Assim, por (1.4) e pelo Lema 1.1.12 segue que:
147 = A%lc = I(An = A)°lle = [ A, — Al

Dai,
0 < lim ||AS — A%[lc = lim ||A, — A|| =0.
n—00 n—oo

Portanto, AS — A,

Consideremos R™ munido da base canonica usual ey, ey, ..., e,. Seja A € L(R™ R™).
Em relacao a esta base podemos associar de forma tnica a matriz cujo componente na
i-ésima linha e j-ésima coluna é denotada por A;; onde 1 <¢,7 < m.

Observacao 1.1.15 A funcao determinante det : R" x ... xR" = R” — R éC™. Veja
[7], pdgina 252.

Teorema 1.1.16 Se A, — A em L(R™ R™) entao existe uma subsequéncia {ny} tal que
S€ App 1y Ang.2s -« - s Angm G0 Taizes de gi(\) = det(A — A, ) entdo klim Anyj = Aj, onde
— 00

j=1,2,...,m e todas as raizes de g(\) = det(A] — A), incluindo suas multiplicidades,
sao dadas exatamente por Ay, Ag, ..., Am.

Demonstracao: Sejam A, 1, A\p 2, ..., Apm 05 autovalores de AS €Un1,Un2,- - Upm €C"
os respectivos autovetores com |v, jlc =1, j =1,2,...,m. Temos:
C 2 .
(Anvnj, Ung)c = (AnjUngs Unj)e = Anj(Unjs Ungdc = AnjlUnjle = Any, Vi=1,2,....m.

Assim, pelo Lema 1.1.12; temos:
gl = [AZ v, vng)el < A7 llelvngle < 147]le = 1 Aq] (1.5)

8



paratodon € N, j=1,2,--- '/m. Como A, — A em L(R™,R™) entao existe M > 0 tal
que

|A, |l < M, ¥n €N (1.6)
pois toda sequéncia convergente é limitada. Para cada n € N considere a m-upla:
P = (An1, An2, s Aum)
formada pelos autovalores de AS. Segue de (1.5) e (1.6) que:
pn € B[0, M] C C™.

Como BJ0, M] é compacta em C™ segue que existe uma subsequéncia {n;} e p € B[0, M]
onde p = (A1, Ag, ..., Ap) tal que

]}LH;IO)\nkJ :)‘ja j = 1,2,"' ,m. (17)
Como Ay, 1, Any 2,7+ 5 Anym 80 raizes de g, (\) = det(A—A,, ), considere g(\) = det(A]—

A). Vamos mostrar que \; é raiz de g(A\), Vj =1,2,--- ,m. Isto é, os \; sdo autovalores
de A. Temos que:

det( AT — AL ) = (A= A1) A = A2) - (A = Anym) (1.8)
para todo A € C. Como
IAT = Ay, = M+ A%le = || A7, — A%lle = [I(An, — A)%lc = [ An, — All
pelo Teorema 1.1.14, ja que A, — A segue que AS — A®. Logo,
lim (A — AS ) = AT — AC, (1.9)
k—o0 k

Segue de (1.9), (1.8), (1.7) e da Observagao 1.1.15 que:
det(A] — AC) = det <hm (M — A;Sk)) — lim det(\] — A

k—o0 k—o0

= Tim (A = Ae ) A = Anga) - (A= Anen) = (A= A A= A2) oo (A= Aw)

k—o0
ou seja,
gA) = A= A)A =) ... (A=)
Portanto, A1, Ao, ..., A\, s@o todos os autovalores de A, contando com as suas multiplici-
dades.

Observacao 1.1.17 Queremos ressaltar que as multiplicidades das raizes de g, nao sao
preservadas. Por exemplo, se

0
1
0

+ oo

1
ol
k
entio lim Ay = I, gi(X) = det(A[— A;) = (A—1) (A - %) ¢ g(\) = det(A\[— A) —
(A —1)3. Assim, A = 1 € uma raiz de multiplicidade 2 de g, e de multiplicidade 3 de g.

9



Teorema 1.1.18 Seja A € L(R™,R™) um operador linear hiperbélico. Assuma que a
autovalores de A tem partes reais negativas (contando com as possiveis multiplicidades)
e m — a autovalores de A tem partes reais positivas. Assim, existe & > 0 tal que se
C € B(A,d) C L(R™ R™) entao C admite a autovalores com partes reais negativas e
m — a autovalores com partes reais positivas, contando suas respectivas multiplicidades.

Demonstragao: Seja a o nimero de raizes de p4(\) com partes reais negativas e m — a
com partes reais positivas.

Afirmamos que existe d; > 0 tal que se C' € B(A, ;) entao todos os autovalores de
C tem partes reais nao nulas. Suponhamos que nao. Entao, dado n € N, existe (), €
B(A,1/n) tal que C,, tem um autovalor A, ; tal que Re(A,1) = 0. Sejam A, 1, An2, - - Adum
todos os autovalores de C,. Pelo Teorema 1.1.16, existe uma subsequéncia {n;} e A;,
j =12 ..., m tais que

lim A\, ;= A;
koo NEsJ J

e cada A; é um autovalor de A, ja que C,, — A. Como Re(\,, 1) = 0 segue que
Re(A1) = 0. Entao, A possui um autovalor com parte real nula, o que contradiz a hipdtese.
Portanto, existe §; > 0 tal que se C' € B(A, ) entao todos os autovalores de C' tem partes
reais nao nulas.

Suponha que para todo n € N tal que 1/n < §y, exista C,, € B(A,1/n) tal que o
numero de autovalores de C),, com partes reais negativas é a,, e o numero de autovalores
com partes reais positivas é b, com (a,,b,) # (a,m — a), para todo n € N. Observe que
a, + b, = m. Temos que: (a,,b,) € {1,2,...,m} x {1,2,...,m}. Além disso,

lim ||C,, — A|| = 0.
n—o0

Entao, pelo Teorema 1.1.16, segue que existe C,,, subsequéncia de C,, tal que C,, — A

€5€ A1y Ang2s - - - s Anyom 530 autovalores de C),, temos que:
lm A =X, j=12....,m (1.10)
onde A1, A, ..., A\, s@o autovalores de A contando as suas multiplicidades.
Como (an,, by, ) € {1,2,...,m} x {1,2,...,m}, que é um conjunto compacto, e pas-

sando a uma subsequéncia desta subsequéncia, se necessario, podemos assumir:
an, =a eb, =1 tais que

a+bv=m

’ 1.11

{ (V) # (a,m — a). (111)

Vamos reordenar os autovalores de C,,, tal que os primeiros a’ autovalores tenham partes

reais negativas e os restantes b’ autovalores cujas partes reais sao positivas. Assim, de
(1.10) temos:

lim Re()\nk,j) = Re()\j), j = 1, 2, s, M.

k—o00
Entdo, para j = 1,2,...,d temos: Re();) < 0, pois Re(\,, ;) <0, j =1,2,...,d".
Logo,
a < a. (1.12)
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Analogamente, para j = o' + 1,a" + 2,...,m temos: Re(\;) > 0, pois Re(\,, ;) >
0, j=ad +1,d +2,...,m. Logo,
¥ <m-a. (1.13)

Mas, por (1.11) temos que: b’ =m — a’. Logo, por (1.13) e (1.12):
m—a <m-— a=d > a=d = a
Portanto, (a',b') = (a,m — a) o que contraria (1.11). E isto prova este teorema.

Teorema 1.1.19 Seja M >0 e A € L(R™,R™) um operador hiperbdlico tal que A tem
exatamente a autovalores com partes reais negativas e m — a autovalores com partes reais
positivas, contando as suas multiplicidades. FEntao, existe eg > 0 tal que, contando as
multiplicidades, a matriz I, + (A + eB) tem a autovalores com normas menores que 1
e m — a autovalores com normas maiores que 1, para todo 0 < e < ¢eq e || B|| < M.

Demonstracao: Como ||B|| < M, podemos fazer:
I, +ec(A+eB) =1, +c(A+ O(e)).

Seja § > 0 como obtido no Teorema 1.1.18 entao existe gy tal que se |g| < gy entdo
A+ 0O(e) € B(A,6). Entao, segue que A + O(e) admite a autovalores com partes reais
negativas e m — a autovalores com partes reais positivas. Considere (A + O(¢))®. Entao,
existem v 1, -+, Vs g, Vsat1s -+ 5 Ve aUtovetores unitarios de (A + O(e)) tais que:

Re(\.;) <0,8¢ej=1,---.,a

Co = M\ v s
(A+0(e)) vej = Ao juej, com { Re(A.;) >0, se j=a+1,--- m.

Como A, ; = a. ; +ib.; entao

{as,j<0, sej=1,---,a (1.14)

a.; >0,sej=a+1,--- ,m.
Dai,
(Im +e(A+0(€)) vy = vej + (A + 0() ey = vej + EAcjvey = (14 EAcj)ve

Portanto, os autovalores de (]m+5(A+O(5))C) sdo: o ; = (14e).;)ondej=1,2,--- ,m.
Mostraremos que:
lacjlce <1, sej=1,---,a
{ lacjlc>1,sej=a+1,--- ,m.

Temos que:

e jle = [T+ elac; +ibej)le = |(1 + cac ;) +i(ebej)le = \/(1 +eac ;) + (ebe ;).
(i) Paraj=a+1,---,m, temos: a.; > 0. Dali,

(1+¢ca.;)* > 1= |a.lc > 1.
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(ii) Para j =1,--- ,a, temos: a.; < 0. Dal,
el = 14 2ea0; + €A l2
(1.15)
< 14 2ea.;+2(A+0()2
Da defini¢ao 1.1.4 e do Lema 1.1.12, temos:
2
I(A+0(€)%lIE = 147 + (0() NI < (IA%le +1(0() Nle)” < (1Al +Co)?
onde 'y é uma constante positiva. Dessa forma, existe M; > 0 tal que

I(A+ O(e)®|12 < M.

Sejam Ap, ..., A, 0s autovalores de A tais que Re(\), ..., Re(Ay) < 0eRe(Agy1), ..., Re(An) >
0. Entao, lir% Aej = Aj, onde j = 1,...,m. Portanto, lir% Re(A.;) = Re()\;), onde
E— E—

j=1,...,m. Ouseja, paraj=1,...,a

lima.; = a;
es0 oM J

com a; < 0. Dado 8 > 0 tal que

ay,ag, ..., 0, < —f
existe g5 > 0 tal que a. ; < —f, para todo 0 < ¢ < g;. Faca € = min{&7,&3,...,&,}. Dessa
forma, para j =1,2,...,a e 0 < & <&, temos por (1.15) que:

|Oég7j|(% S 1-— 285 + €2M1.

2
Faca €; = min {ﬁﬁ,g}. Para 0 < ¢ < ¢; temos:
1

—2B4 M, < 0= —2eB+*M; < 0.
Portanto, para 0 < € < g1 temos:
loe it <1—2eB+e°M; < 1

ou seja,
|a5,j|(C <1

para j =1,...,a.
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1.1.3 Teorema da Aplicacao Implicita Global: Um caso elemen-
tar

Nesta subsecao veremos uma nova versao do Teorema da Aplicacao Implicita.

Lema 1.1.20 Seja U C R™ um aberto e f : U x (a,b) — R tal que f € C" ¢ g—g(x,y) #+

0, para todo (z,y) € U x (a,b). Se existe g : U — (a,b) tal que f(z,g(x)) =0, para todo
x €U, entio g € C.

Demonstracao: Dado zy € U, considere (zg, g(xg)). Assim,

f(xo,9(z0)) =0e g—g(xo,g(ﬂco)) # 0.

Entao, pelo Teorema da Aplicagao Implicita 1.1.7, existem abertos Uy C U e J; C (a,b)
tais que 79 € Uy, g(wg) € Jy e p : Uy — J; é de classe C' com ¢(z) = g(x) tal que
f(z,¢(x)) = 0, para todo = € U;. Mas f(z, g(z)) = 0, para todo x € U;. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe 7 entre ¢(x) e g(x) tal que

0= fz, (@) = f(z,9(x)) = g—g(%y)(w(fﬁ) —9(x)).

0
Como a—f(a:,g) # 0 entdo g(z) = ¢(x), para todo x € U;. Portanto, g € C* em z,. Como
Y

o é arbitrario, segue que g € C! em U.
[ |

O resultado a seguir é uma pequena modificacdo no caso mais simples do principal
teorema dado em [13], pagina 253.

Teorema 1.1.21 (Aplicagao Implicita Global) Seja Q2 C R™ um aberto e f : Qx (a,b) —
R, f € C* tal que

(1) g—g(:c,y) # 0, para todo (z,y) € Q % (a,b).

(11) liminf f(z,y) <0 e limsup f(z,y) > 0, para todo x € Q.
y—a’t y—b—

Entéo, existe g : Q — (a,b) de classe C* tal que f(z,g(z)) = 0, para todo x € Q.

Demonstracao: Dado z € U, segue de (ii) que existem 1, y2 € (a,b) tais que

f(xayl) <Oef($7y2) > 0.

Segue do Teorema do Valor Intermedidrio e de (i) que existe 7 entre y; e ys tal que
f(z,7) =0. (1.16)

13



Suponha que exista 7o € [y1, y2] tal que f(x,75) = 0. Do Teorema do Valor Médio, temos:

0= f(2.7) — fla.70) = g—§<x,%>@—%>.

0
Como a—f(x, o) # 0, segue que ¥ = 7. Logo, existe um tnico § que satisfaz (1.16). Assim,
Y
para cada x € () existe um unico g(x) € (a,b) tal que f(z,g(x)) =0 e pelo Lema 1.1.20

segue que g € C*.
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1.2 Topicos preliminares de Equacoes Diferenciais

1.2.1 Resultados gerais

Defini¢ao 1.2.1 Considere a fun¢ao vetorial f : [to—a,to+a]x D — R", onde D C R™.
Dizemos que f satisfaz a condicdo de Lipschitz com respeito a x, se existe L > 0 tal que

|f(t, 1) = [t 22)| < L |21 — a2
para quaisquer T1,Ty € D et € [ty — a,to + a]. Chamamos L de constante de Lipschitz.

Teorema 1.2.2 (Existéncia e Unicidade): Considere o problema de valor inicial
{ &= J(t,), (1.17)

comxz €D CR", |[t—ty| <a, D={x:|r—x| <d}, ondea ed sao constantes positivas.
Se a funcao f satisfaz as condigoes:

(a) f € continua em G = [ty — a,ty + a] x D.

(b) f € Lipschitz com respeito a x.

Entao, o problema de valor inicial (1.17) admite uma inica solu¢ao em |[t—to| < min (a, M)

com M = sup|f].
e

Demonstragao: Veja [12], capitulo 1, Teorema 1.1.

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Gronwall) Suponha que: para to < t < ty + a,
onde a € uma constante positiva, temos a estimativa

<wwg5{/ﬁw@¢@ms+@

com ty <t < tg+a, P(t) e V(t) sao fungoes continuas, ®(t) > 0 e U(t) > 0, §; e I3
constantes positivas. Entao,
(D(t) < (53661 ftto U(s)ds

para tg <t <ty + a.

Demonstragao: Veja [12], capitulo 1, Teorema 1.2.

Considere o sistema
i=A(t) (1.18)

onde A(t) é uma matriz n X n continua e t € I.
Vamos estabelecer algumas propriedades da equagao (1.18).
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Proposigao 1.2.4 Considere o sistema (1.18). Entao,

(a) Sex = @(t) € solugao de (1.18) tal que p(ty) = 0, para algum ty € R, entao p(t) = 0,
parat € I.

(b) Se as fungdes vetoriais pi(t), pa(t), -+, om(t) sdo solugoes de (1.18), entdo a fungao
vetorial

p(t) = clor(t) + *pa(t) + -+ + "o (t)

onde c*,c?, -+ ,c™ sdo constantes, também ¢ solucdo de (1.18).

Demonstragao: Veja [11], pagina 128.

Definicao 1.2.5 Sejam
@l(t)ﬂOQ(t)? 790m(t) (119>

solugoes de (1.18). FEstas solugoes sao linearmente dependentes se existem constantes

et 2 oo™, nem todas nulas, tais que

cror(t) + Poa(t) + -+ Mop(t) =0

para todo t € I. Caso contrdrio, as solugoes (1.19) sao chamadas linearmente indepen-
dentes.

Proposicao 1.2.6 Se (?7?) sao solugoes fundamentais de (1.18), entdo existem constan-
tes c',c?, -+, c" tais que toda solucio ¢(t) de (1.18) pode ser escrita da forma

p(t) = c'or(t) + Cpa(t) + - - + Tn(t).

Demonstragao: Veja [11], pagina 129.

|
Definicao 1.2.7 Uma matriz
#1(t) or(t) - n(t)
#i(t) i(t) - on(t)
X(t) =
PrE) - k(M) en(t)
cujas colunas pi(t) = (pp(t), ©i(t), ---, ©}(t)) sio solugdes da equacdo (1.18) e que sdo

linearmente independentes num ponto ty € I, chama-se matriz fundamental de (1.18).
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Defini¢ao 1.2.8 Uma matriz X (t) é dita T—periddica, se existe T > 0 tal que
X(t+T)=X(t)
para todo t € R.

Considere a equagao:
T=A(t) x (1.20)

onde A(t) é uma matriz continua n x n e T—periédica para t € R.

Teorema 1.2.9 (Floquet) Considere a equagao (1.20) com A(t) uma matriz n X n
continua e T—periddica. Entao, cada matriz fundamental X (t) da equagdo (1.20) pode
ser escrita como o produto de duas matrizes n X n

X(t) = P(t)e" (1.21)
onde P(t) T—periddica e B € uma matriz constante n X n.

Demonstragao: Veja [12], capitulo 6, Teorema 6.5.

Definicao 1.2.10 Qualquer matriz nao singular C' tal que
Xt+T)=X(t)C
onde X (t) € matriz fundamental de (1.20) é chamada matriz de monodromia de (1.20).
Observagao 1.2.11 Seja X(t) matriz fundamental de (1.20). De (1.21) temos que:
X(t+T)=P(t+T)ePHD = p(t)ePtePT = X (t)ePT.
Logo, C = BT

Observacao 1.2.12 Todas as matrizes de monodromia sao conjugadas entre si. Veja
[11], pdgina 144.

Defini¢ao 1.2.13 Dizemos que A € um nimero caracteristico de (1.20) se X € autovalor
de uma matriz de monodromia C. Seque da Observagao 1.2.12 que X nao depende de C.

Considere o problema de valor inicial

{ i(t) = f(t,z(t)), (1.22)

onde DCR"e f:D—R"éC



Definicao 1.2.14 Seja I um intervalo aberto, ® : [ — R" solugdo de (1.22). Dizemos
que uma solu¢ao d:1 —R" de (1. 22) com I um intervalo aberto, é um prolongamento
(continuagdo ou extensao) de O se I 3 I e <I>|1 = ®. Diremos que ® € continudvel se
admite um prolongamento. Caso contmmo ® ¢é dita nao-continudvel.

Definicdo 1.2.15 Se ® : J — R" ez : J — R"™ sdo solugoes de (1.22) e x € um
prolongamento nao continudvel de ®, dizemos que J € um intervalo maximal de existéncia
de .

Teorema 1.2.16 (Teorema da continuacdo de solugao) Considere o p.v.i. (1.22) onde D
¢ um congunto aberto em R" e seja ®(t) uma solugao dessa equagdo em algum intervalo,
entdo existe um prolongamento de ® a um intervalo mazimal de existéncia. Além disso,
se (a,b) € intervalo mazimal de existéncia da solug¢do x(t) de (1.22) entao (t,z(t)) tende
a fronteira de D quandot — a® et — b,

Demonstragao: Veja [4], capitulo 1, Teorema 2.1.

Seja . um espaco vetorial de dimensao finita e W C E um conjunto aberto de FE.
Considere a equacao
(t) = f(z(t)) (1.23)
onde f: W — E é uma funcao C'.
Para cada x € W, existe uma tnica solugao ®(t) com ®(0) = = definida num intervalo
maximal de existéncia J(x) C R. Como ® depende de z, indicaremos ®(t) = P(¢,x).
Entao, (0, z) = x. Temos que J(z) é um intervalo aberto.

Definicao 1.2.17 Seja Q = {(t,z) e Rx W : t € J(x)}. Chamamos ® : Q@ — W dada
acima de fluro da equagdo (1.23).

Resumidamente: Se ®(t,z) é o fluxo de (1.23) entdo:

0P
E(t’x) - f(q)(t,l’)),

¢(0,z) = =x.

Teorema 1.2.18 Q € um conjunto aberto em R x W e ® : QO — W € uma aplicagcao
C*.

Demonstragao: Veja [5], pagina 175 e pagina 299.
|

Teorema 1.2.19 O fluzo ® da equagao (1.23) possui a sequinte propriedade: Se sy €
J(x), so+to € J(x) ety € J(P(so,2)) entio

O (tg + so, ) = P(to, P(s0,2)).
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Demonstracao: Vejamos que 1 (t) = ®(t, P(sg, x)) e a(t) = P(t + sg, ) sdo solugdes
do p.v.i.:

{ w(t) = [flx),
z(0) = P(sg, ).
De fato,
(i) 91(t) é solugao, pois:
- 0P
Ui(t) = ot ®(s0,2)) = F(R(E Blso, 7)) = f(¥r(t)).

(il) ¥o(t) é solucao, pois:

od

%(t) = E(t + 3073:) = f((I)(t + 3071‘)) = f(w2(t))

Temos ainda, que:

P1(0) = @(0,P(s0,7)) = P(s0,7),
77[)2(0) = CI)(O+80,JI):CI)(80,I).

Da unicidade de solugoes do p.v.i., segue que:
D(t, d(s0,2)) = U (t) = valt) = Dt + 50,).
Das hipoteses segue que podemos fazer ¢t = ty na equacao anterior. Portanto,

(I)(to, (I)(S(), ZE)) = @(to + S0, J})

Observacao 1.2.20 O Fluxo para o caso nao-auténomo
Toda equacao nao autonoma
T = f(t,x) (1.24)

em Q= {(t,x) ERxW :t € J(z)} onde W C R™™ & um aberto, pode ser reescrita como
uma equagdo auténoma

X =F(X) (1.25)

em Q0 C R" onde X = (s,2) e F(X) = (1, f(X)).
De fato, o fluro de X = F(X) ¢é dado por:

[(t,X) = (Iy(t, X),Ty(t, X)) € R*M,

Faga X(0) = (a,b), isto €, s(0) =a € R e x(0) =be R". De (1.25), temos:



Dessa forma,
s(t) =t +a,

o'y
SR 0X) = f{t +a.Ta(t, X)),

Portanto,

I'(t,X)=(t+a,Tst X))

or
onde a—;(t,X) = f(t+a,y(t, X)).
Entao, definimos o fluxo de (1.24) como sendo:

®(t,b) = I(t, (0,b))

ja que:
(1,6 = T2(1.(0.6)) = F(1,To(t, 0.6)) = [(1,2(1.1)),
®(0,0) =T5(0,(0,b)) =0b

Isto é,

Além disso, temos:

1 0 0
aFQI arzl 8F21
N LX) SEX) . SEEX)
(t, X) =
d(a,b) "’
al's, al's, al's,
oo X g, X  y t X
Assim,
ar B o'y
or
F(O,X) - X = a—X(O,X) - -[n—i-l-

Fazendo t =0 em (1.28) e usando (1.29) temos:

- o for A

Entao,

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)



Como I'(t, X) € fluzo de (1.25), seque do Teorema 1.2.18 que:
Lt X) = (T1(t, X),Ta(t, X)) € C*.
Portanto, seque de (1.30) que

det <%(t, (a, b))) £0

para t adequadamente pequeno. Entdo, de (1.27) e do Teorema 1.1.3 seque que para todo
b € R", existe um intervalo I, com 0 € I, tal que para cada t € I, a aplicagao

b— ®(t,b)
¢ inversivel. Este resultado serd usado na demonstragao do Teorema 2.0.40.

Observacao 1.2.21 O Teorema 1.2.19 nao € vdlido para sistemas nao autéonomos, como
mostra o sequinte exemplo:
Considere o p.v.i.

T =tx,
{ +(0) = . (1.31)

2
Note que ®(t, o) = eTxy € o fluzo de (1.31), pois:

2

O (t, o) = teTmg =t D(t, xp),

(I)(O, Io) = Xy.
Entretanto, dados s =1, tg =2 e xg =1, temos:

4
2

B(s0 + to, 7o) = D(3,1) = €2 # e = B(1,e2) = B(s0, D(to, o).

Proposigao 1.2.22 Seja A um subconjunto compacto do aberto W C E e f W — E
uma fungio C*. Suponha que yo € A e toda solucio da curva da forma

y:[0,8] — W, y(0) =yo
permanece inteiramente em A. Entao, existe uma solugao
y:10,00) — W, y(0) =yo e y(t) € A
para todo t > 0.

Demonstragao: Veja [5], pagina 172.

O proximo resultado sera usado no Capitulo 2 sobre o Método da Média.
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Proposicao 1.2.23 Seja f : R — R uma func¢ao continua T —periodica. Entao, para

todo ¢ € R, tem-se:
T 4T
/ f(x)dx :/ f(z)dz.
0 P

Demonstragao: Note que
T ¥ Y+T Y+T
/ f(z)dz :/ f(x)dx—i—/ f(z)dz —/ f(z)dz.
0 0 o T
Além disso, como f é T— periddica, temos:

/ e /0 "t T = /0 * Fu)du.

T

Dessa forma,

[ swae= [ rwars / " syt~ [ s = / e

Seja
@ = f(t,x) (1.32)

a forma vetorial de um sistema arbitrario de ordem n com f de classe C*, sob um certo
aberto D do espaco das variavéis t e x.

Defini¢ao 1.2.24 A solug¢io ®(t) da equagao (1.32) com valores iniciais to € xy € cha-
mada Lyapunov estdvel se as sequintes condigoes estao satisfeitas:

(1) Existe um niamero p > 0 tal que, para |x3 — xo| < p, a solu¢ao P(t,ty,x1) estd
definida para todo t > to. Em particular, a solu¢ao ®(t) também estd definida, para
todo t > tg.

(2) Para todo € > 0, podemos encontrar um nimero positivo § < p tal que para |x; —
x| < § temos |P(t, to, 1) — P(t)| < &, para todo t > to.

A solugao ®(t) da equagdo (1.32), a qual é Lyapunov estavel com os valores iniciais to, xo
€ chamada assintoticamente estavel se podemos encontrar um nimero positivo o < p tal
que para |z1 — xo| < o temos que |P(t, ty, x1) — P(t)| — 0 quando t — oc.

As defini¢oes apresentadas acima sao invariantes com respeito a escolha dos valores
iniciais tg e zo da solugao ®(t).

Para estudarmos o comportamento das solugoes de (1.32) na vizinhanga de uma
solugao ®(t), devemos introduzir uma fungao vetorial desconhecida y tal que

x=®(t) +y. (1.33)
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No que se segue assumiremos que f(¢, z) € C? em seu dominio com respeito as coordenadas
do vetor x. Substituindo as variaveis do sistema (1.32) por (1.33), usando o fato que ®(¢)
é solugao de (1.32) e expandindo em y, obtemos:

of

yi: - axj(tacD(t))y]_'_rl(tay)‘

Linearizando este sistema, isto é, descartando os termos r*, os quais sao pelo menos
de segunda ordem em y, obtemos o sistema linear:

y=At)y (1.34)
af

onde A(t) é a matriz com elementos aé»(t) = 50 (t,P(1)).
x

Teorema 1.2.25 Considere a equagio (1.32) T—periddica em t. Seja ®(t) uma solugdo
também T'—periodica.

(a) Se o wvalor absoluto de todos os niumeros caracteristicos de (1.34) sao menores do
que um, entao a solucao ® € assintoticamente estavel.

(b) Se o valor absoluto de pelo menos um dos nimeros caracteristicos de (1.34) é maior

do que um, entao a solugcao ® € instavel.

Demonstragao:
(a) Veja [11], Teorema 25, pagina 264.
(b) E uma consequéncia da Teoria de Floquet e do Teorema 7.6 de [1], pagina 281.

Proposicao 1.2.26 Seja U C R x R™ um aberto e f : U — R"™ uma funcao de classe
C" tal que f(t,x) é T- periddica em t. Considere a equagdo diferencial

w(t) = f(t,2(t))

e seja x(t) uma solugao desta equagdo. Entao, x(t) é T—periddica se, e somente se,

z(0) = z(7T).

Demonstracao: Suponha z(t) = z(t + 1), para todo t € R. Para t = 0, temos:

Por outro lado, suponha z(0) = z(7"). Assim,

t(t+T) = ft+T,x(t+T)) = f(t,x(t+T)),
i(t) = f(t,z(t)).

Fazendo y(t) = z(t + T'), a primeira equagcao fica:
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y(t) = f(t,y(t)).
Note que:
y(0) =2(0+T) =x(T) = z(0).

Da unicidade de solugoes do p.v.i., segue que z(t) = y(t), isto é
x(t)=x(t+1T)

para todo t € R.
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1.2.2 O Teorema da Reducgao

O teorema a seguir nos permitird obter informagoes sobre um sistema de ordem n + 1
investigando um outro de ordem n.

Teorema 1.2.27 Sejam Q) € R™ um aberto, f: R x Q x (—&p,80) — R™, g : R x Q X
(—%0,20) — R fungoes de classe C", r > 1 tais que:

f(S + 27(79375) = f(S,iC,E) € g(S + 277',1’,5) = g(s,:x,e)
para todo s € R, x € Q) e e € (—&p,g). Considere a sequinte equacdo diferencial:

ef(s,y(s),€)
1+eg(s,y(s),€)

Suponha que (1.35) tenha uma solugdo 2m—periodica yo(s,€), entao existe £1 € (0,2p) e
T:(—e1,61) — R, T € de classe C" tais que:

(1) T(0) = 2.

(i1) O sistema

y'(s) = (1.35)

{ 5= e000.00.c) (1.36)

b= 1+ (0000
tem solugao (xo(t,e),00(t,€)) com xo(t + T(e),e) = xo(t,e) e Op(t + T(e),e) =
eo(t,E) + 2m.

Demonstragao: Vamos considerar f e g restritas no dominio R x Q x [—&g,&0| onde
g9 < €. Por hipdtese, g é 2mr—periddica em s. Dessa forma,

max |g(s, yo(s, €), €)| = max |g(s,yo(s, ), €)].
E ainda, max lyo(s,e)| = rr[10a2x [yo(s,€)|]. Como yy é continua entdo aplica o compacto
se

[0,27] X [—€0,&0) em um compacto. Assim, [0,27] x {yo([0, 27], [—€0,€0])} X [—€0, 0] €
um compacto e segue que existe M > 0 tal que:

max [g(s, yo(s, €), )| = H[loa;]lg(s JYo(s,€),e) < |g(s,yo(s, ), )| < M, (1.37)

1
para todo s € R e ¢ € [—eq, gp]. Dal, existe &1 > 0, ¢ < &1 < YV tal que:

1
_59(S:y0(3a5)75) < |5||g(3ay0(875)’5)| <eM< 5 =

1 1
= —eg(s,90(s,),) < 5 = eg(s.y0(s,€),€) + 5 > 0.

Portanto, existe £, > 0 tal que

1
1+ eg(s,yo(s,€),€) > 5 (1.38)
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para todo € € (—¢&q,€1).

Seja
h:R x (—81761) — R
(s,e) +—> /S du
’ o L+eg(u,yolu,e),e)
Para cada € € (—&1,£1) considere h(s,e) = h.(s)

h.:R — R
/S du (1.39)
S .
0 1+ 69(“7 yO(ua 8)7 8)

Note que h. é diferenciavel, pois é integral de uma funcao diferenciavel. Entao,

1
B 1 + 89(57 y0<37 5)7 E)

h.(s) >0

por (1.38). Logo, h. ¢ injetora. Novamente por (1.38) existe C' = ¢; M > 0 tal que

1 1
1 <1+C= > . .
+e9(s,v0(s,€),€) + T+ eg.ol.00) - 140 (1.40)
(i) Se s > 0 por (1.40) temos:
s du | s
> du = h.(s) > :
/0 1+ eg(u, yo(u, ©), €) /0 Er R v
Dai,
s
. S _ . _ . .
(ii) Se s < 0 por (1.40) temos:
/0 du > /0 L du =
s 1+59(U790(U75)75) s 1+C
- / S du > - / QLN
0 1+59(U73/0(U75)75> 0 1+C
s s
—hg($> > _1—|——C = hE(S) < 1+ C
Dai,
. . S .
SEIPOO he(s) < SEIE]OOH—C = —00 = SEEHOO he(s) = —o0. (1.42)

Assim, dado z € R, por (1.41) e (1.42) existem 21, 22 € R tal que h.(z1) > z e h(22) < 2.
Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe Z € R tal que h.(Z) = z. Portanto, h. ¢
sobrejetora.

Assim, h. admite inversa h_" diferencidvel. Daf,
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Defina

(1.43)

e ®), | (1.44)

Observe que:
(i) De (1.43) e (1.44) temos que:

Oh(t.e) = (hZ'(1)) =1 +eg(h' (1), yo(h' (1), €),¢€)

= 1+¢eg(bo(t,e), xo(t, ), €).

(ii) Como yo satisfaz (1.35) e por (i) temos:

zo(t,e) = (yo(ho'(t),€)) = yh(ho' (1), €) (A (1))

= yé)(h;l(t)vg)(l+59(90(t75)7x0(t7€)78>>
= yé)(eo(t7€>75)(1+59(00<t75)7y0(80<t75)75)76)>

= 5f(90<t7€)a y0(90<t7€)a €)>5) = €f((90(t, 6)7370(157 5)76)'

Segue de (1.44) que:

zo(he(s),€) = yo(s, €). (1.45)

Como yq ¢é 2m-periddica, entao:

zo(he(s 4 2m),e) = yo(s + 2m, &) = yo(s, €). (1.46)

Fazendo s = 0 em (1.45) e (1.46):

zo(he(0),€) = yo(0,8) = zo(he(2m), €).

Mas, h.(0) = 0 por (1.39). Assim,

Chame

Entao,

20(0,€) = zo(h:(27), €). (1.47)

2 du
T(€) = h5(27r) = /(; 1+ gg(u, yo(u, 5)78).

2
7(0) = / du = 27
0
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e T'(e) € C", pelo Corolario 1.1.2. Logo,
20(0,¢) = zo(T'(¢), ). (1.48)
Além disso, de (1.44), segue que:
Oo(he(s),€) = s. (1.49)
Fazendo s = 27 em (1.49), temos:
Oo(h(2m),e) =27

ou seja,

0o(T'(e),e) = 2m. (1.50)
Fazendo s = 0 em (1.49), temos:
0o(he(0),e) = 0= 6y(0,¢) = 0. (1.51)

Considere

{ u(t) = (ur(t), us(t)) = (wo(t + T(¢), ), bo(t + T(e), €)),

v(t) = (01(t), va(t)) = (o(t, €), bo(t, €) + 27).
Por (1.48), (1.50) e (1.51) temos:

(
u(0) = (u1(0),u2(0)) = (20(T'(€), €), 6o(T'(e), ) = (0(0, &), 2m),

v(0) = (v1(0),v2(0)) = (20(0,¢),60(0,¢) + 27) = (20(0, ), 27).

Logo, u(0) = v(0). E ainda, por (i), (ii) e da periodicidade de f e g na primeira varidvel,
temos:

u'(t) = (ui(t),us(t))

= <5f(‘90(t + T(g)’ 5)7 mO(t + T(s),g),g), 1 + 59(60<t + T(5)75>7$0(t + T(5>75)7 5))

= <‘€f<60(t7 g), xO(ta 5)7 6)7 1 + 59(‘90(t7 8)7 x0<tv 6)7 6))
= (ef(Oo(t,e) + 2m, xo(t,e),e), 1 +eg(0o(t,e) + 2w, zo(t, €),€))
= (ef(va(t),v1(t),€), 1+ £g(va(t), vi(t), €))
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Isto é, u e v s@ao solugoes de (1.36). Segue da unicidade de solugoes do p.v.i. que:
u(t) = v(t), Vt € R.

Logo,

Observacao 1.2.28 FEste teorema também € vdlido caso tenhamos:

ef(s, y(s), 5)

y'(s) = a+eg(s,y(s),e)

onde a # 0. Neste caso, sob as mesmas hipdteses, vamos obter as mesmas informagoes

acima sobre o sistema
{ = ef(0(1).y(t).€).
0 =a+eg(0(t), y(t), e).
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1.2.3 Funcoes Elipticas Jacobianas de um ponto de vista de Sis-
temas Dinamicos

A Teoria das Fungoes Elipticas Jacobianas surgiu na tentativa de integrar certas ex-
pressoes algébricas, mas logo foram encontradas aplicagoes a geometria, mecanica, fisica
e engenharia. Estas fungoes satisfazem um sistema de equacoes diferenciais simples, o
qual pode ser analisado usando a teoria béasica de equacoes diferenciais. Muitas de suas
propriedades vem como aplicagoes imediatas dos teoremas fundamentais de existéncia,
unicidade e dependéncia continua das solucoes em relacao as condicoes inicias.

A abordagem a seguir é exatamente aquela dada em [9]. A tnica diferenca a notar é
a prova da periodicidade das fungoes elipticas que aqui é dada em detalhe.

Definicao

Considere k € (0, 1) e o sistema de equagdes:

T =Yz,
Yy = —zx, (1.52)
3= —k’zy

que satisfaz as condigoes iniciais
z(0)
y(0)
z(0)

0,
1, (1.53)
1

As fungoes elipticas jacobianas sn(t, k), cn(t, k) e dn(t, k) sao definidas como sendo as
solugoes z(t), y(t) e z(t), respectivamente, do sistema (1.52) com condigoes iniciais (1.53).

Os pontos em (1.52) denotam a derivada com respeito a t. O parametro k é conhecido
como médulo e k = /1 — k2 como o médulo complementar.

A teoria basica de existéncia de equagoes diferenciais garante que as funcoes elipticas
jacobianas sao diferencidveis. A definicdo nos da imediatamente as derivadas das funcoes,

a saber:
4

%sn(t, k) = en(t, k)dn(t, k),

d
Ecn(t, k) = —dn(t, k)sn(t, k), (1.54)

d
Edn(t, k) = —k*sn(t, k)en(t, k).

Propriedades das Funcoes Elipticas Jacobianas

Proposicao 1.2.29 As solugoes de (1.52) com as condigoes iniciais (1.53), satisfazem:

4yt =1, K2+ 22 =1
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Demonstragao: Temos:

d
%(1’2 +9?) = 2zi + 2yy = 22(y2) + 2y(—zx) = 0.
E ainda,

d

H(R%? o+ 2%) = 2k + 222 = 2k (yz) + 2:(—kPry) = 0.

Logo,

.’172 +y2 = Cq,
k2 + 22 = ¢

onde c; e ¢y sao constantes. Ja que

segue que c¢; = ¢y = 1.
|
Teorema 1.2.30 As fungoes sn(t, k), en(t, k) e dn(t, k) estao definidas para todo t € R.

Demonstragao: Considere o compacto
A={(2,y,2):2* +y* =1lek’s* +2°=1com 0 < k < 1 fixado}.
Pela Proposigao 1.2.29, segue que a solugao (sn(t, k), en(t, k), dn(t, k)) de (1.52) esta con-

tida em A. Da Proposicao 1.2.22, segue que (sn(t, k), cn(t, k), dn(t, k)) esta definida para
todo t € R.

Observacao 1.2.31 Para k fixado, 0 < k <1 e todo t € R:

—1 < sn(tk) <1,
—1<en(t,k) <1,
k <dn(t, k) <1.

E* sn(t,k)* 4+ dn(t, k)* = 1
Assim,
(B2 +en(t k)2 =1 = § SULE P<1 [ 1<t k) <1
T R en(t, k)® <1 —1<en(tk) <1



E ainda,
k? sn(t,k)* +dn(t, k)> =1 = dn(t,k)> =1 — k* sn(t,k)* > 1 — k?

= dn(t,k)? > 1 —k*=dn(t,k) > V1 - k2 =k,

dn(t,k)? <1 edn(t,k) >0=0<dn(t k) <1.

Portanto, B
k<dn(t, k) <1.

O resultado a seguir é uma aplicacao do Teorema 1.2.18.
Proposicao 1.2.32 Se k — 0" entdo
sn(t, k) — sent, cn(t,k) — cost, dn(t,k) — 1.
Se k — 17 entao
sn(t,k) — tanht, cn(t, k) — secht, dn(t,k) — secht.
A convergéncia € uniforme em conjuntos compactos.
Demonstracao: Seja @ o fluxo do sistema (1.52). Temos que
O(t,(0,1,1),k) = (sn(t, k), en(t, k), dn(t, k)).
Pelo Teorema 1.2.18, ®(¢, (0,1,1), k) € C*. Dai,
lim ®(t, (0,1,1),k) = &(t, (0,1,1),0). (1.55)

k—0t
Se k = 0 ficamos com o sistema:
T =Yz,
) = —xz, (1.56)
z =

com as condigoes iniciais (0) =0, y(0) =1 e 2(0) = 1.

2=0ez2(0)=1=z(t) = 1.

T =y,
Y= -

Sabemos que a solucao desse sistema com essas condigoes iniciais é ( sent, cost). Portanto,
a solugao de (1.56) é: (sent,cost,1). Do Teorema 1.2.2 (Existéncia e Unicidade) segue
que:

O sistema fica:

®(t,(0,1,1),k) = (sent,cost,1).
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Dessa forma, por (1.55) quando k — 0" temos:

sn(t, k) — sent,
en(t, k) — cost,

dn(t, k) — 1.
E ainda,
klim O(¢,(0,1,1), k) = &(¢,(0,1,1),1). (1.57)
—1-
Se k = 1 temos o sistema:
T =1yz,
Yy =—xz, (1.58)
z=—xy

com as condigoes iniciais z(0) =0, y(0) =1 e 2(0) = 1.
Pela Proposicao 1.2.29, quando k£ = 1 temos:

22 +y° =1,
{IQ_'_ZQ:l =22 =y’e2(0)=y(0) = z=y. (1.59)

Assim, ficamos com o sistema:

=y,
) = —xY.

T =1-—22

z(0) =0
Fazendo separagao de varidveis, obtemos que a solucao deste sistema é x(t) = tanht.
Assim, como

Novamente pela Proposicao 1.2.29:

22 +y* =1=y? = secht = y(t) = secht.

pois y(0) = 1. Entao, a solugao de (1.58) é (tanht, secht, secht). Do Teorema 1.2.2 segue

que:
O(t,1, (z,y,2)) = (tanht, secht, secht).

Dessa forma, por (1.57) quando k — 1~ temos:
sn(t, k) — tanht,
en(t, k) — secht,
dn(t, k) — secht.

Muitos fatos bésicos sobre as fungoes elipticas jacobianas sao resultados de proprieda-
des do sistema (1.52).

Teorema 1.2.33 As fungoes sn(t, k), cn(t, k) e dn(t, k) sao periddicas em t.
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Demonstragao: Considere a curva

2 2
ety =1,
C'{k2$2+z2:1

e a parametrizacao:
T = COS S,
Y = sens,

z=v1—k2cos?s

onde 0 < s < 27.

Defina:
QOl(t) = (‘T(t)7 y(t)7 Z(t))a
@a(t) = (cost, sent, V1 — k2 cos?t)
onde t € R.
Note que:

(1) Considere a seguinte familia de conjuntos:
§ ={¢2(I) : I C R é um intervalo aberto }.

Note que po(I) C C para qualquer intervalo aberto I C R. Além disso, dado
(x,y,2) € C temos que existe s € [0, 2] tal que

T = COS S,
Yy = sens,

z=V1-—k?cos?s.
Dai, @o(s) = (coss, sens, V1 — k?cos?s) = (z,v, 2).

Portanto, existe po((s — 1,5 + 1)) € § tal que (z,y,2) € pa((s — 1,5+ 1)). Isto ¢,
C = U wo(I) onde I C R é um intervalo aberto.
p2(I)EF

Sejam S = {ﬂ wa(l;) :n € Nepol;) € S} e L C S;. Entao,
i=1

T = {ALGJLA}U@

¢ uma topologia em C. Veja [8], pagina 273.

(2) Considere T,suq @ topologia usual da reta. Entao, vs @ (R, Tysua) — (C,715) é
continua.

Prova:
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Considere U € 73. Se U = ) entdo ¢, (U) = ¢ (#) = 0 € Tysuar- Por outro lado,

se U = U A entao
AcL

£ (U) = 9051<U A) ={seR:¢2(s)e UA}

A€l A€l

k
= {s ER: py(s) € ﬂm(]i) onde ke Ne; € Tusual}
i=1

= {s ceR:se ﬂ[z- onde keNel; e Tusual} € Tusual-

i=1
Portanto, ¢y é continua.

(3) C é compacto e conexo.

Prova: Como s : ([0, 27], Tusuar) — (C, 75) é continua e [0, 27] é compacto e conexo
em R seque que p5([0,27]) = C é compacto e conexo.

(4) Se po =(0,1,1) € C entao C — {py} é conexo.

Prova: Note que <g> = <cos g, sen g, \/1— k2 cos g) =(0,1,1) e ainda,

(5 ear) -

Dessa forma,
P2 ((E T 2#)) = C —{po}.

272

T
Como 5 é continua e (5, 5 + 27r> C R é conexo, entao C' — {pg} é conexo.

(5) Dado ty € R existe § > 0 tal que ¢y ((to — d,t9 + 0)) é um aberto em C.

Prova: Como ¢, é sobrejetora, existe sg € R tal que
p1(to) = p2(so0)- (1.60)

Mas,

wa(80) = (cos sg, sen sg, /1 — k2 cos? s).

Sabemos que: cossy # 0 ou sensy # 0. Suponhamos que cos sy # 0. Seja g(s) =
sen s. Como ¢'(sg) = cos sg # 0 segue do Teorema 1.1.3 que existe 6; > 0 e (a1, by)
tal que sen sy € (a1,b1) e

qg: (80 — 51,80 +51) — (al,b1>
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¢ um difeomorfismo C'*°. Consideremos o aberto U; C C tal que U; = ¢a((sg —
91,50 + 01)). De (1.60) temos: ¢1(ty) = pa2(so) € Uy. Como y(t) é continua existe
52 > 0 tal que y : (to — (52,t0 + 5) — (al,bl).

Considere:
u: (to — 02,t0 +02) — (S0 — 01,50 + 1)

to— ut) =g (y(1)).
Note que u € C*™, pois g7 € C® ey € C™,

Novamente por (1.60):

u(to) = g (y(to)) = g~ (senso) = so,

w'(to) = (97 (y(to)) ¥'(to) = (97")'(sen s0) (—2(to)x(to))

—V1—k2cos?sgcossy —+/1— k2cos? sycos s

g' (g~ (sen sp)) B COS Sg

= —+v/1—k%cos?syg#0

pois 0 < k < 1. Assim, segue do Teorema 1.1.3 que existe 05 > 0 e (az,bs) C
(so — 01,80 + 01) com u(ty) = s¢ € (ag,bs) tal que

U : (to — 53, to + (5) — (CZQ, bg)
¢ um difeomorfismo C*°. Dali,
u(t) = g~ (y(t)) = y(t) = glu(t)) = senu(t)

onde t € (to - (53,t0 + (53)
Da Proposicao 1.2.29, segue que:

2(t)* = cos® u(t).

Além disso, como u((tg — d3,to + d3)) = (ag, by) C (so — 01,80 +01) € g|(
um difeomorfismo C°°; segue que

50—01,50+01) ¢

2 t
para todo t € (sg — d1,50 + 01). Assim, ( ) =1le ( x(t) > é continua.

cos u(t) cos u(t)
Como
w(to)  x(to) cossy 1
cosu(ty) cossy cossy
entao:
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=1= z(t) = cosu(t)

onde t € (to - (53,t0 + 53)
Temos ainda: k*z(t)* 4+ z(t)* = 1 e z(t) > 0. Logo,

2(t) = /1 — E22(t)2 = /1 — k2 cos? u(t)
onde t € (ty — d3,to + I3).
Enfim, obtemos:
y(t) = senu(t),
2(t) = /1 — k2 cos? u(t)
para t € (tg — 03, to + d3). Assim, segue que:

{ x(t) = cosu(t),

p1(t) = @2(ult)), parat € (to — ds,t0 + d3).

Como u ¢ um difeomorfismo entao
u((to — 03, to + 93)) = (ag, ba).
Dai,
p1((to — 03,0 + 03)) = @2(u((to — d3, 0 + 83))) = @2((az, b2)) =: Uy

que é um aberto (bdsico) de C.

©1(R) é um aberto em C.

Prova: De (5) temos que dado ¢y € R existe d(tg) > 0 tal que 1 ((to—0 (o), to+0(to)))
é um aberto de C. Sabemos que:

R = U (to — d(to), o + d(t0))

to€ER

e ainda,

p1(R) = U ©1 <(t0 —d(to), to + 5(750)))-

to€R

De fato, sejay € g01< U (to—é(to),to—l—é(to))) entdo existe zg € (to—0(to), to+0(to)),

toER
para algum to, tal que ¢1(x¢) = y. Logo, y € {p1((xo — 1,20 + 1))} C U o1((to —
toeR
d(to),to + 0(to))). Por outro lado, se y € U ©1((to — d(to),to + 0(t)) entdo y €

toER
©1((to — d(to), to + 0(to))), para algum ¢y entao existe xg € (tg — d(to),to + 0(to))
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tal que y = ¢1(xo). Dal, zg € U(to — 0(to),to + d(to)). Assim, y = ¢1(xo) €

o

toER

U (to — d(to), to + 5(750)))'

toER

Portanto,

e1(R) = o1 (U (to = 5(t0). to +3(t0)) ) = | 1((to = 3(t0). o + 8(t).

toeR toeR

Como a unido arbitraria de abertos é aberto, segue que ¢1(R) é aberto em C.

(7) A topologia 13 é Hausdorft.

Prova: Sabemos que @9 ([

(1)

(i)

")) e

Dados distintos p1,ps € C — {(0,1,1)} existem t1,ty € (g, g - 27r> tais que
pa(ti) = p1 e pa(ts) =

Vejamos que @s : (E '3 + 27r> — C —{(0,1,1)} é injetora. Sejam s1,s9 €

(g g + 27r> tais que ¢o(s1) = p2(s2). Entao,

= S1 = So.

COS S1 = COS Sa,
Sen s; = sen S

Portanto, existem I, I C (g g—i— 27T> taisque ty € I}, to € [ e [, N1, = .

Isto é, wo(I1) é um aberto que contém py, ps(ls) é um aberto que contém p, e

p2(I1) N a(l2) =0

. L T
pois 9 ¢ injetora em (5, B + 27r> .
Suponha sem perda de generalidade p1 (0,1,1) epy € C—{(0,1,1)}. Assim,
existem t; € {2 5 + 27r} ety € (5 '3 + 27 ) tais que

©a(t1) = p1 e pa(ta) = po.

s T T
C :[—— 2)—>C :<—,—
omo o 22—1—7? € (g 5’9

que existem [, [, C [2 5 —|—27T> ou I,I, C <§ §+27r] tais que t; € Iy,

to € Iy e I1 N Iy = . Isto é, po(I;) é um aberto que contém py, @o(I) é um
aberto que contém ps e

+ 27r] — (' sao injetoras segue

@2(11) Npa(lz) =0
. 4 iniet [7T7T+2> <7T7T+2]
ois ¢ injetora em |—, — eem | —, — :
p P2 J 272 a 272 ™
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(8) ¢1(R) é fechado em C.

Prova: Seja p € C tal que existe {t,} com ¢;(t,) — p na topologia 75 de C. Por
(7), segue que p é nico. Seja ¢ o fluxo de (1.52). Se py = (0,1, 1), temos que:

O(t,po, k) = (2(1),y(t), 2(t)) = @1 (1). (1.61)

Considere ®(t,p, k). Usando o argumento de (5) temos que existe § > 0 tal que
®((—0,9),p, k) é um aberto em C. Logo, existe ng tal que @1 (t,,) € ®((—6,0),p, k).
Ou seja, existe so € (—0,9) tal que

Spl(tno) - (I)<807p7 k)

De (1.61), temos:
901<tn0) = (I)(tnmp(]? k)
Entao, ®(so, p, k) = ®(tn,, po, k). Dai, pelo Teorema 1.2.19

(I)(_307 (I)(tnovp(bk)a k) = (I)(_307(I)(30ap7 k)a k) =
q)(tno — S0, Po, k) - (I)(07p7 k) =P

Novamente por (1.61): ¢1(t,, — so) = p. Logo, p € ¢1(R).
(9) w1 (R) = C.

Prova: Vimos que ¢;(R) ¢é simultaneamente aberto e fechado em C. Dai, como C' é
conexo e p € ¢1(R) segue que ¢1(R) = C.

Agora vamos provar que ¢; € periédica. Temos que:

C = ¢1((=00,0)) U ¢1(0) U ¢1((0, +00)).

Pelo argumento anterior, sabemos que ¢1((—00,0)) e ¢1((0, +00)) sdo abertos em C.
Vamos supor que ¢; nao é periodica. Entao, os conjuntos

{01((=00,0))}, {¢1((0, +00))}, {»1(0)}

sao disjuntos dois a dois.

(i) Sep € p1((—00,0)) N1((0,400)) entao existem ¢; < 0 e t5 > 0 tais que
p = p1(t1) = p1(t2). Considere:

{ vi(t) = i1t +t1) = (via(t), vi2(t), v13(1)),

va(t) = p1(t +t2) = (var(t), vaa(t), va3(t)).

Note que:
v1(0) = ¢1(0 + 1) = ¢1(t1) = p,

v2(0) = 1(0 + t2) = p1(t2) = p.
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(i)

E ainda, vy (t) e va(t) sdo solugdes de (1.52), pois:
vi1(t) = pi(t+t)
= (T(t+t1), gt +t1), 2(t +11))
= (y(t+t)z(t +t1), —x(t +t1)2(t + t1), Kzt + t)y(t + t1))
= (vi2(t)vrs(t), —via(vas(t), =k vn (t)vrz(t))

= O(t,p, k),

Ua(t) = @1t +1ta)
= (B(t +t2), y(t +ta2), 2(t +t2))
= (y(t+ta)2(t +t2), —x(t + t2)2(t + t2), K’z (t + t2)y(t + t2))
= (va2(t)vzs(t), —var()vas(t), =k var (t)vaa(t))

= O(t,p, k).

Da unicidade de solugoes do p.v.i. e fazendo t = s — t1, segue que:

Ul(t) = Ug(t) = QDl(t—i‘tl) = g01(t+ tz) = 901(5 — 1t +t1) = gOl(S — 1t +t2) <~
Sois)=pils+(ta—t))=pi(s+T); T=1—11 >0

o que é um absurdo. Portanto, {y;((—00,0))}, {1((0,+0))} sdo disjuntos.
Se p € v1((0,+00)) N 1(0) entdo existe t; > 0 tal que p = p;(t1) = ©1(0).

Considere:

{ vi(t) = i1t +t1) = (vi1(t), vi2(t), v13(1)),

va(t) = p1(t) = (va1(t), vaa(t), va3(t)).

Note que:
v1(0) = @1(0 + 1) = @1(t1) = p,

v2(0) = ¢1(0) = p.

Analogamente ao que foi feito em (i), v1(t) e vo(t) sdo solugdes de (1.52). Assim, da
unicidade de solucoes do p.v.i. e fazendo t = s — t1, segue que:

vi(t) =vat) S pit+h) =pit) S pis -t +t) =pi(s — 1) &
< pi(s) = pi(s — 1)
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o que é um absurdo. Portanto, {¢1((0,+00))}, {¢1(0)} sdo disjuntos.

(iii) Se p € p1((—00,0)) N ¢1(0) obtemos que {¢1((—00,0))},{¢1(0)} sdo disjuntos de
modo anélogo ao item (ii).

Portanto, de (i), (ii) e (iii) concluimos que {¢1((—00,0))}, {¢1((0, +00))}, {1(0)} sao
disjuntos dois a dois. Dali,

C= 901<R) = (C = 901((_007 0)) U 901(0) U 901((()’ +OO)) =

= C—{po} = C = {£1(0)} = 1((=00,0)) U ¢1((0, +00)).
Logo, C' — {po} é desconexo, pois ¢1((—00,0)) e ¢1((0,400)) sao disjuntos, conforme
vimos em (i), o que contraria (4). Portanto, ¢; é periddica.

|
Proposicao 1.2.34 Se x(t) = sn(t, k) e y(t) = en(t, k) entdo

i =—(1+k)x + 2k%2°,
i=(—1+2k%y — 2k%°.

Demonstragao: A definicao imediatamente nos da:

d
= asn(t, k) = en(t, k) dn(t, k),

= icn(t, k) dn(t, k) + en(t, k)%dn(t, k).

dt
Assim, de (1.54) segue que:
i = [=dn(t,k) sn(t, k)] dn(t, k) + en(t, k) [—k*sn(t, k) en(t, k)]

= —sn(t, k) dn(t,k)* — k* sn(t, k) cn(t, k)?
= —sn(t, k) [1 —k* sn(t, k)*] — k? sn(t, k) [1 — sn(t, k)?]
= —sn(t, k) +k? sn(t, k)® — K*sn(t, k) + k*sn(t, k)?
= —(1+Kk*sn(t, k) + 2k*sn(t, k)?
= —(1+Kk)z + 2k*2°.
Temos também,

d
§ = —en(t, k) = —dn(t, k) sn(t,k),

. d d
j = _Edn(t’ k) sn(t, k) — dn(t, k) Esn(t, k).
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Novamente por (1.54) segue que:
j = —[—kxsn(t,k) en(t, k)] sn(t, k) — dn(t, k) [en(t, k) dn(t, k)]
= K’sn(t,k)? en(t, k) — en(t, k) dn(t, k)?
= E*[1 —cn(t, k)?) en(t, k) — en(t, k) [1 — k* sn(t, k)?]
= K2 en(t, k) — k2 en(t, k) — en(t, k)1 — k*{1 — en(t, k)2}]
= k? cn(t, k) — K* en(t, k)® — en(t, k) + k* en(t, k) — k* en(t, k)?
= (=14 2K*)en(t, k) — 2k*cn(t, k)?

= (—1+2K*)y — 2k*°.

Simetrias

Proposicao 1.2.35 Se (z(t),y(t), 2(t)) € solugdo (1.52) entdo

(=2(=1),y(=1), 2(=1)), (2(=1), —y(=t), 2(=1)) e (x(=1),y(=1), —2(=1))

também sao solugoes de (1.52).

Demonstracao: (i) Seja (£(t),n(t),y(t))

I
—
|
8
—~
&
~—

<
—
A
~—
N
—
A
~—
~—
=
=
-+
oV
o

J(t) = 2(=1)(=1) = —2(—t) = —(=k* a(=t)y(—1)) = —k* £(t)n(1).
Portanto, (£(t),n(t),v(t)) também é solucao de (1.52).

(ii) Seja (a(t),b(t),c(t)) = (x(—t), —y(—t), z(—t)). Entao,

Portanto, (a(t),b(t),c(t)) também ¢ solucao de (1.52).
(iii) Seja (a(t), 5(2),0(t)) = (x(=t),y(=1), =2(~1)). Entao,
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Portanto, («(t), 3(t),0(t)) também é solugao de (1.52).

A Proposi¢ao 1.2.35 nos diz que considerando uma solugao de (1.52), revertendo o
tempo e refletindo alguma de suas coordenadas no plano, teremos uma outra solugao de
(1.52). Tal simetria é conhecida como simetria tempo-reverso.

Corolario 1.2.36 Para k fizado, 0 < k < 1, sn(t,k) € uma fungdo impar em t; en(t, k)
e dn(t, k) sdo fungoes pares em t.

Demonstracao: Temos que (sn(t, k), cn(t, k), dn(t, k) é solugao de (1.52). Pela Pro-
posicao 1.2.35, segue que:

(—sn(—t, k), cn(—t, k), dn(—t,k))

também ¢ uma solugao de (1.52).
Mas ambas solugoes satisfazem a condigao inicial (0,1, 1). Entao, segue do Teorema
1.2.2 (Existéncia e Unicidade) que:

sn(t, k) = —sn(—t, k),
en(t, k) = en(—t, k),
dn(t, k) = dn(—t, k).

Portanto, sn(t, k) é fun¢do impar em ¢, en(t, k) e dn(t, k) sao fungoes pares em t.

Proposigao 1.2.37 Sejam C € R ed > 0.

1 dC? 1 — 1 —2edC?
(a) Sejam 0 < e < —, C # 0, T = ° ek = .
2dC 1 — 1 —2edC? V2edC?
Entao, 0 <k <1e

u(t,e) = % sn(Tt, k)

€ uma solucao de
il = —u + edu®. (1.62)
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dC? 1
c . Entdo, 0 < k < — e

(b) Sejam T = V1 +edC? e k =

2(1 4 edC?) V2
w(t,e) =C en(Tt, k)
€ uma solugao de
W = —w — edw?, (1.63)
Demonstracgao:
(a) Observe que:
1+ T = (1 N (1—+v1-— 25d02)2) edC?

2edC? 1 —+/1—2edC?

B (25d02 +1—=2v1—2edC?+1— 25d02> edC?

n 2edC? 1 —+/1—2edC?

2-2y1-2edC?
201 — 1 —2edC?)

T 2 (1 —+/1—2edC?)? edC?

U = =
C? C? 2ed(C? 1 —+V1—2edC?
d 2
= ECC; = &d.

Vejamos que 0 < £ < 1. Como 0 < € < entdo 0 < 2edC? < 1. Assim,

2dC?
V2edC? > 2:dC? & —V/2edC? < —2:dC? &

1 —V/2edC?
1—v25dC’2<1—25d02<\/1—2€d02<:>0<—60 1.

<
V1 —2edC?
Usando as igualdades obtidas na Proposicao 1.2.34, temos:
C . C &
u(t,e) = T sn(Tt k) = i = T ﬁsn(Tt, k) =

i = % T?[—(1 + k%) sn(Tt, k) + 2k* sn(Tt, k)*] =

4

T
i =—(1+k) T? u+ 2k Eugz—quédug-

C
Portanto, u(t, ) = T sn(T't, k) é solugao de (1.62).
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(b) Observe que:

2edC?
2(1 4 edC?)

2
— (—1 + i) (1 + £dC?)

(=14 2KT* = (—1+ )(1+5d02)

14+ edC?
= - (1+edC?) = -1
- \Ixedc? s =T

gel? __26dC? (14edC?)
2 2(1 +2dC?) (2 ‘

1
Vejamos que 0 < k < —. Sabemos que edC? > 0, assim:

V2

2 2edC? + 2 1 edC?
2 2 2 _— — _—
\/_<V5dC’2+ eV2< ed(C? {:)2> 25d02+2>0

Usando as igualdades obtidas na Proposicao 1.2.34, temos:

2

w(t,e) =C en(Tt k) = w=C %cn(Tt, k) =

= = C T?*[(—1+ 2k?) en(Tt, k) — 2k?* en(Tt, k)*] =

T2
= = (—1+2k2) T? w— 2k* 1] w? = —w — edw?.

Portanto, w(t,e) = C ¢n(Tt, k) é solugao de (1.63).

Observacao 1.2.38 A demonstracdo da proposicao anterior € uma simples adaptacao

do argumento cldssico encontrado nas equacoes (2), (3) e (4), pdgina 207 de [2].

Observacao 1.2.39 Das equagioes (2) e (3) da pdgina 131 de [2] e das equagdes (10),

(12) e (15) da pdgina 146 de [2] temos que o periodo K (k) da drbita
t— (sn(t, k), cen(t, k), dn(t, k))

€ dado por:

T =

4K (k) :4/2 @
0 \/1—k2sin®6
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Note que T ¢ diferencidvel, pois 0 < k < 1 entdo v/ 1 — k2sin® 6 # 0.
Do item (a) da Proposi¢do 1.2.37 temos que

Koy = Lo VI 2200
°= 2edC? '
_ 2 do .
Fazendo ¢ — 0 obtemos que k(¢) — 0. Como T(c) = 4/ ¢ dife-
0 \/1—k(s)?2sin?6

rencidvel, pela Formula de Taylor obtemos que o periodo da solugdo periddica de (1.62)
é:

T(e) =T(0)+ O(c) = 4/;' df + O(e) =21 + O(e).

0
Do item (b) da Proposi¢io 1.2.37 temos que

edC?
MO =\ 5t cac)

Fazendo ¢ — 0 obtemos que k(¢) — 0. Analogamente, o periodo da solugdo periddica de
(1.63) é:

T(e) =T(0)+ O(e) = 4/;' df + O(e) =21 + O(e).
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CAPITULO 2
O METODO DA MEDIA

Neste capitulo vamos considerar equagoes que contém um pequeno parametro €. A ideia
do Método da Média como técnica computacional, sem prova de sua validade, se origina
no século XVIII e foi claramente formulada por Lagrange.

O seguinte resultado é importante, pois varias mudancas de varidveis sao obtidas
conforme este procedimento.

Teorema 2.0.40 (Férmula Generalizada da Variagcao dos Pardametros) Sejam
f:IxU—R"eqg:IxU—R" funcoes C*, onde I é um intervalo aberto, U C R"
¢ um aberto e € € (—eg, ), €0 > 0. Considere a equagao

(t) = f(t,x) +eg(t, x). (2.1)
Seja @ o fluzo de i = f(t,7). Se y(t) = ® (¢, 2(t)) entdo
y(t) = eG(t,y(t),2) (2.2)
onde G{t,y(1),2) = [0 1, y(t))] " olt. B(t, ().

Demonstracgao: Seja (2; C R" um aberto adequado. Defina:

(I)t:Ql — R"
r — P(t,x)

Vimos na Observacao 1.2.20 que ® é inversivel. Sendo y(t) = ® (¢, x(t)), temos:
2(t) = ®(t, y(1)).

Derivando ambos os lados, obtemos:

(1) = 57 (0(0) + 5 (6 y(6) i(0).
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Substituindo na equacao (2.1):

0P 0P

o (Ly0) + 5 y(0)g(t) = f(t, 8ty (1)) + eg(t, (2, y(2))).

Como & é fluxo de & = f(t,x), segue que:

%_‘f@,y(t)) — f(t, Bt y(1)))-

Dessa forma,

0P .
5, (1 u(0) 9(t) = eg(t, @ (L, y(2))).
. 0P L. ) )
Novamente da Observacao 1.2.20, a—(t,y(t)) ¢ inversivel. Dal,
T

y(t) = Gt y(t), )

onde G(t,y(t),e) = [8(1)

St u(0)] olt B0, y(0)

Esta demonstragao é uma adaptagao de um argumento dado em [10], pagina 9.
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2.1 A Forma Canodnica de Lagrange

Sejam ¢ : R"™' — R" uma funcao C' e x € R™, t > 0. Considere o problema de valor
inicial:

&= A(t)x +eg(t, x),
{ Foy o (23)

onde A(t) é uma matriz continua n x n.
A equagao nao perturbada (¢ = 0) é linear e admite n solugdes independentes, as quais
sao usadas para compor a matriz fundamental A(t). Neste caso,

(t,y) = Alt)y

onde y é um vetor n x 1. Segue do Teorema 2.0.40 (Variagao dos Parametros) que:

§(t) = A g(t, At)y). (2.4
A equagao (2.4) é chamada de Forma Candnica de Lagrange de (2.3).

Exemplo 2.1.1 Considere a sequinte equacdo diferencial nao linear:
i+ x=ce(—1+2%).

Faca:
y=1i=17=—x+c(—y+2°).

Escrevendo como um sistema de primeira ordem, temos:

(5)-2(:) ()

) . Fazendo € = 0, obtemos o sistema linear:

()=2(): e

0 1

ondeA:(_l 0

O fluzo de (2.6) é dado por:

Um calculo simples fornece que:

oA cost sent
-~ \ —sent cost )’
Agora, considere (a,b) # (0,0). Assim, existem tunicos o > 0 e 1)y € [0,27) tais que:
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{ a = 1o cos Yy,

b= To sen 77[)0.

Entao,

otA ( ro COS Yo ) _ ( To COS(“F?/JO)) ) = (1, (ro, ¥o))

ro sen Uy —rgsen (t + 1y

¢ solugdao de (2.6), onde ro e by sao determinados pela condi¢ao inicial.
Agora vamos usar o Teorema 2.0.40 (Variagao dos Parametros) onde

<I>(t,(r,w))=( 7 cos(t + 1) )

—rsen (t + 1)

Assim,

0P B cos(t +v) —rsen(t+ 1)
oy = (ot el ),

cos(t+1) —sen(t+ 1)

0 o
[8(7", ) (t. QM)] —sen (t+1) —cos(t+ )
r r

Usando (2.4), obtemos:

cos(t+1) —sen(t+ 1) 0
i
( v ) - —sen(t+¢)  —cos(t +¢) —rsen (t + ) + r? cos?(t + 1)
r r

Isto é,

o= —er(sen’(t+¢)) — er’cos*(t + ) sen (t + ),
(2.7)

¢ = —ecos(t+v)sen (t + 1) —ercos®(t + 1),

Uma outra forma de resolver esta equacao € considerando a sequinte mudanga de

Variauéis:
T _ A u -\ ucost +wvsent
y ) v ) \ —usent-+wvcost |’

Usando novamente (2.4) obtemos:

U — et 0
) —(—usent +vcost) + (ucost +vsent)® )

U _ . cost —sent 0
v ) sent cost —(—usent +vcost) + (ucost +vsent)® )
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Isto é€,

i = e(—usen’t +vcostsent + u®cos®tsent + 2uv cost sen’t + v* sen ),
(2.8)

2

U= 5(ucostsent+vcos2t—l—u20053t+2uvcos2tsent+v286n cost).

Observe que (2.7) e (2.8) sao ambas Formas Canonicas de Lagrange de (2.5) expressas
em varidveis distintas. No entanto, ambas foram obtidas pelo método dado no Teorema
2.0.40 (Variacao dos Parametros).
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2.2 O Teorema da Média no caso periddico
Considere o problema de valor inicial

b =cf(t,x) +*g(t,z,e),
{ z(0) = xo. (29)

Defini¢ao 2.2.1 Seja f(t,x) T—periddica em t. Definimos a sequinte fungdao:

1 (7
P =g [ fea (2.10)
0
que € denominada funcao média de f ou simplesmente média.

Agora considere o problema de valor inicial para a equacao da média

y(t) = ef°(y),
{ 7(0) = 20, (2.11)

Os conceitos a seguir serao usados no principal teorema desta secao.

Defini¢ao 2.2.2 Uma fungdo 0 : (0,&9] — R € chamada Fung¢ao de Ordem se é continua
e positiva em (0, o] e eziste limo d(e), com 0(g) decrescente quando € tende a zero.
E—>r

Definicao 2.2.3 Considere a funcao vetorial f : I x D x R — R", onde I C R é um
intervalo e D C R"™ € um aberto. Sejam 01(€) e d2(e) fungoes de ordem. Dizemos que:

f(t,z,e) = O(01(¢)), quando e — 0, na escala de tempo

1
5(e)

se existem constantes positivas K,C e gy (independentes de €) tais que:

V0 <e<eg tem-se |f(t,x,e)| < Kdi(e) para 0 <t < 50
2\ &

Teorema 2.2.4 Considere os problemas de valores iniciais (2.9) e (2.11) com x,y,xo €
D CR" um conjunto aberto convexo, t > 0. Se:

0
(a) As fungoes vetoriais f,g, —f estao definidas, sao continuas e limitadas por uma

constante M (independente de €) em [0, 00) x D;
(b) g € Lipschitziana em x, para x € D;
(c) f éT—periédica em t, com média f° e T é uma constante;

(d) y(t,e) estd contido em um subconjunto préprio de D.
1
Entao, x(t,e) — y(t,e) = O(e) na escala de tempo —.
5
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Demonstragao: Queremos mostrar que existem constantes g > 0, ky > 0, ¢ > 0,
independentes de ¢, tais que para todo 0 < £ < g temos:

|I(t7€) - ’y(t,éf)’ < ]{518

c
para 0 <t < —.

£
Pela hip6tese (a) sabemos que f e g sdo continuas em [0, 00) X D e por (b) g é Lipschitz
em D. Sabemos que D é um conjunto convexo. Assim, como

of
—| <M
’EM’ -
segue pela desigualdade do valor médio que:
|f(tx) = fty) <M |z -yl (2.12)

Portanto, f é Lipschitz. Dai, segue a existéncia e a unicidade de uma solugao de (2.9).
Usando (2.10) e (2.12), temos que:

T T 1 T
P@=rol = |5 [ feaa-g [ i) < 5 [ e - e
1 T
< T/o M |z —yldt = M |z —yl.

Portanto, f° é Lipschitz em D.
Vamos definir:

u(t, x) :/0 [f(s,2) — fO(x)]ds. (2.13)

0
Vejamos que u(t,z) é C*. De fato, como of ¢ continua pela hipétese (a), segue que:

ox
of° B
E(’x) - 07
afo 1 [Tof

%(x) = ? . %(S,ZL’)CZS

sao continuas. Como f também é continua pela hipGtese (a), segue que

B Lo
G0 = [ Fhs.ds = ft.a),

%(t,x) - /Ot (%(S,x) - %—J:(x)) ds

sao continuas.
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Temos também:

/OT[f(s,x) — fO(x))ds = /OTf(s,x)ds — f2z) /OT ds
(2.14)

= /OTf(s,a:)ds — /OTf(s,:c)ds =0.

Pela Proposicao 1.2.23 e (2.14), temos:
t+T
wt+Too) = [ () - Palds
0
t t+T
= [ = @lds+ [ (s0) - el
0 t
t T
= [t = @+ [ 1fs,2) = o (w)as
0 0
= [ s = £ @ds = ).
Portanto, u é T—periddica em t. Segue que se t € R entao existe k € Z tal que t = t + kT

onde t € [0,T]. Assim,
u(t,z) = u(t + kT, x) = u(t, z). (2.15)

/0 ' £(s,2)ds

Temos:

1 1 (T 1 [T
|f0(x)|zf S?/O |f(s,x)|ds§?/0 Mds =M

e de (2.15) segue que:

|u(tvx)| = |u(%’ "L‘)| = < +

/0 { F(s,2)ds /0 f £2(x)ds

/Ot|f(s,x)|ds—|—/0t‘f0(x)|ds§/Oths+/Oths

< 2M7T < 2MT.

/0 ' F(s,2) - fO(a)ds

IN

Ou seja, para todo t € R, temos:
lu(t,z)] < 2MT. (2.16)
Agora, considere a aplicagao

H(t,e):ACRn — R"
z — z4eu(t, z)
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onde t € I = (0,+00), A C R" é uma vizinhanga adequada de 0 e € € J = (—&g,&9) com
o > 0 suficientemente pequeno. A aplicacao H(;.) ¢ um difeomorfismo de classe ct.
Seja z(t, ) uma solugao da equagao (2.9) tal que z(0,e) € H(A). Definimos

z(t,e) = H(;’ls) (x(t,e))

2(t,e) = Hyoy(2(t,2)) = 2(t,€) + cult, 2(t, ). (2.17)

Por (2.16) e (2.17), temos:
|x(t,e) — 2(t,e)| = |eu(t, z(t,e))| < e2MT.

A transformagcao (2.17) serd usada para simplificar a equacao (2.9). Assim,

x(t,e) = 2(t,e) + ¢ B—?(t, z(t,e)) + %(t, z(t,e)) 2(t,e)| .

Substituindo na equacao (2.9) :

Z(t,e) +¢e {g—?(t, z(t,e)) + %(t, z(t,€))2(t, 5)} = ef(t,z(t,e) +eult, 2(t,¢))
+e%g(t, 2(t,€) + eu(t, z(t,€)), €).
Note que: 5
oy (12(0.9) = f(1.2(1.9)) = £°(2).
Dai,

3(t,e) +e {f(t, 2(t,e)) — fO(z) + %(t, z(t,s))é(t,a)]

= cf(t,2(t,e) +eu(t, z(t,€))) + e2g(t, 2(t, ) + eu(t, z(t, €)), €).
Logo,

[] + 6%(t, 2(t, 5))} ite) = ef%2) —ef(t,2(t,e)) +ef(t, z(t,e) + cu(t, 2(t, €))

+e%g(t, 2(t,€) + eu(t, z(t,€)), €).
(2.18)

Portanto,
[I + 5%(2&, z(t,s))} i(t,e) = ef%(2) + R(t, 2(t,€),€) (2.19)
onde
R(t,z(t,e),e) = —ef(t, 2(t,€))+ef(t, 2(t, ) +eu(t, z(t, €))+e2g(t, 2(t, &) +eult, z(t,€)), €).
Temos ainda:

0
(i) a—u(t, z) é T—periddica em ¢, pois
2
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u(lt+T,z2) = ult, z):>g—(t—|—T z) = aZ(t,z).

ii au t, z)|| é limitado, pois como gu t,z) ¢ T—periddica em t, segue que:
0z P 0z

gt EeUl et EaUR
para z € D. Dal,
Gl = I [ (ea—7 [ )] |
<

[ 1527 [ 5 a] e

1
< Mt+ TMTt <2MT

para 0 <t <T.
Chame

0
82(
Note que A(t,e) € L(R",R"). Pelo Lema 1.1.6 podemos concluir que:

A(t,e) = 22 (t, 2(t, €)).

[I—i—e%(t (t, 5))] = {] — 5%(75 z(t,e)) + O(e?) | . (2.20)
Assim, de (2.20) e (2.19) obtemos:
Z(t,e) = _I + 5%(1&, z(t,a))} i [ef%(2) + R(t, 2(t, ), €)]

_ e 5%@,2@,5)) + o<g2)} [f%2) + R(t,2(t,2), )]

= ef%2) + R(t,2(t,e),¢) — 62%(25, 2(t,e)) fO(2) — 6%“, z(t,e))R(t, z(t,€), )

O(e®)efO(2) + O(e*)R(t, 2(t,¢), €).
Vamos mostrar que |R(t, z(t, ), )| < e2K. Temos que:
(1) f(t,x) é Lipschitz em z, entao:
|[f(t,z)— f(t,2)| = |f(t,z4+eu(t, 2)) — f(t,2)| < Lleu(t, 2)| < Le|u(t, z)| < Le2MT.

(2) g é limitado por M, pela hipétese (a).
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Assim,
|R(t,2(t,€),€)| = l|ef(t,z+eult, z)) —ef(t,z) +eg(t,z + cu(t, 2),¢)|
< elf(t, 2 +eult, 2) — f(t, 2)] + €2|g(t, z + eu(t, ), €)|
< ?L2MT +&*M = *2LMT + M].
Portanto, existe K = 2LMT + M] > 0 tal que

|R(t, 2(t,€),¢)| < ?K, Vt > 0.

Ou

i(t,e) = ef%2) + R(t, 2(t,¢),¢e) — & o

(t, 2(t, ) f°(2) — 5%@, 2(t,€))R(t, z(t,€), )
+0(eH)ef(2) + O(eHR(t, z(t,€), €)

= ef%2) + R(t,2(t,e),¢) — 52%(15, 2(t,e)) f(2) + O(£%).

Como R(t,z2(t,¢),e) = O(g*), podemos reescrever %(t, ) da seguinte forma;
i(te) = ef(2) + €2 Rult, 2(t ), €)

onde: |R(t,z(t,e),e)| < H,t>0,2€ D' C D,onde D' C D e D' é compacto.
Seja € > 0. Faca:
T=¢ct=>1= Z.
€

Assim,
2 =r(L ) - n(CA().)
Chame
w(r,e) = z<£,5).
Dai,
w(r,e) = %z(?,s) = Z(E,e) = ew(T,¢€).
Portanto,
ei(1,e) = efO(w(r,e)) + 2Ry (g, w(T,€), 5).

Isto é,

{w<7,g> = P(re) +eRy (L u(ne) ),

w(0,e) = .

Por outro lado, temos que:

y(t) =ef"(y).
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Faca:
v(T,e) = y(z 5)
b 67 N
Temos
) 1. /7 ) (T
0(T,€) = —y(—,e) = ev(T,e) = y(—,e).
€ €
Isto é,

{?J(T,E) = [(u(r,e)),

v(0,e) = .

Dessa forma, temos que:
w(T, ) = xo + / (w(s,e))ds + 5/ R1<§,w(s,5),s> ds,
0 0

v(T,€) =z + /OT P (v(s,e))ds.

Entao,

w(r,e) —v(r,e) = /OT[fo(w(s,g)) — f(v(s,€)))ds + 5/OT R1<§,w(s,e),5)ds.

Assim,

fwir,e) — v(re)| < / 1 w(s,2)) — FO(o(s,2))lds + ¢ /

-
0

s
R1<g,w(s,5),5>‘ds
< M/ ]w(s,s)—v(s,€)|ds+€/ Hds

0 0

< M/ lw(s,e) —v(s,e)|ds +eHT.
0
(2.21)

Dessa forma, pelo Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Gronwall), temos:
lw(r,e) —v(r,e)] < e Hrels Mds
< eHr(eM —1).
Seja A >0 com 0 <7 < A. Entao,

jw(r,e) —v(r,e)| < cHA(MA — 1) =¢eB

onde B = HA(eM4 —1).
Assim, para todo ¢ > 0, existe gp > 0 tal que para 0 < € < g

lw(r,e) —v(r,e)| < eB.
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ComorT=tece0<7<Aentao 0<t< —e
€

|w(te,e) —v(te,e)| < eB.
Portanto,
|2(t,e) —y(t,e)| <eB, V0O <t < é
Assim, por (2.17), temos:
z(t,e) —y(t,e)l < la(t,e) — 2(t,e)| + |2(t ) — y(1)]
< elu(t,z(t,€))| +eB

< e(2MT + B)

s

para 0 <t < —.

Exemplo 2.2.5 No exemplo 2.1.1, consideramos a equag¢ado:
&4 x = —ei + 2’
Fazendo y = & e a mudanga de varidveis x,y — 1,1, isto €,

i = —esen (t 4 ) f(rcos(t + 1), —rsen (¢ + ),

¢ = —; cos(t + ) f(rcos(t + ), —rsen (t + 1)).
Temos f(x,%) = —i + 2*. Da,

7 = —esen(t+)[rsen (t+ )+ r?cos’(t + )],

I —icos(t + ) [rsen (t + ) + 12 cos®(t +1))].

Dessa forma,
{ff = <t (rv)),
o= efa(t, (rv))

onde
filt, (r,)) = —rsen®(t + 1) — 1 cos®(t + 4) sen (¢ + 1),

fa(t, (r,9)) = — cos(t + ) sen (t + b)) — 1 cos™(t + ).

Queremos que mostrar que

o —rsen?(t+ 1) — r?cos®(t + 1) sen (t + )
f(tv (Tv w)) _ ( _ COS(t —+ w) sen (t + w) — TCOSg(t + w) )
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satisfaz as condigoes do Teorema 2.2.4. Assumindo v limitado, obtemos que f esta defi-
nida, € continua e limitada. Além disso,

0fi df1
af W(tv (Tv ¢)) %(tv (Tv Q/}))
o(r, ) &)= fs 0fs
W(t, (r,)) %(t, (r,v))
onde:
() = —sen®0 ) — 2o+ w)sen 1 4,
Z_J;(t, (r,)) = —2rsen (t+ ) cos(t + 1) + 2r? cos(t + ¥) sen2(t + 1) — 12 cos (t + 1)),
%t ) = —eost +v),
Lm0 = sen2(+0) — ot + ) + 3r oo + ) sen 1 +0),

que também estd definida, é continua e limitada. Notamos claramente que f(t,(r,v)) €
2w —periodica em t.

( fr ) )
Vamos calcular a média: f°(r,) = )

f3(r,4)
2
) = % i [—Tsen2(t—|—¢)—r20052(t+@/))sen(t+@/’)]dt:_77“‘
2m
f2(ry) = % ; [— cos(t 4 ) sen (t + ) — rcos®(t + )]dt = 0.

Assim, obtemos o sistema da média:

{ S &Tf{)(T,'(ﬁ),

77[] = €fg(’l“,¢).
Isto é,
. r
Y = 0
Dessa forma,
{ r(t) = r(0)e,
e(t) = ¥(0)



Assim, obtemos as sequintes aprorimacgoes via método da média:
za(t) = r(0)eE cos(t + ¥(0)),
ya(t) = —r(0)e s sen (¢ + ¥(0)).

onde r(0) = v/x(0)2 + y(0)? e (0) = arctan % s@o obtidos a partir da condigdo inicial.

Por estarmos nas hipoteses do teorema, seque que:

( z(t,€) ) B ( q(t) ) = 0(e), na escala de tempo 1

ya(t) 9

Isto €, existem constantes g > 0,k; > 0,c > 0, independentes de ¢, tais que para todo
0 < e <egg, temos:

V(@(t) = 2a(t)? + (y(t) — ya(t))? < kie

para todo 0 <t <

(LN e

Exemplo 2.2.6 Considere a equagao autonoma
T+ax=cf(x,i)

com valor inicial dado.
Seja y = . Sabemos que existem r(0) e ¥(0), tais que:

r(0) = V(0)> +y(0)?

¥(0) = arctan <#)

onde z(0) e y(0) sao dados pela condi¢ao inicial. Faca a transformagdo x,y — r,1), isto
é:

xz(t) = r(t)cos(t+ ¥(t)),

y(t) = —r(t)sen(t +¥(t)).

Obtemos:
io= —esen (t+ 1) f(rcos(t + ), —rsen (t + 1)),

- —; cos(t + ) f(rcos(t + ), —rsen (t + 1)).

Note que cada lado direito das igualdades anteriores sao 2mw- periodicos em t.
Vamos calcular a média. Temos:

() = % /027T sen (t + ) f(rcos(t + ), —rsen (t + 1)))dt.
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Fazendo s =t + 1, temos: ds = dt. Dai, pela Proposi¢ao 1.2.23:

1 27T+’¢'
ry) = By sen (s) f(r cos s, —rsen s)ds
TJy
1 2
= 5 sen (s) f(rcoss, —rsens)ds = f(r).
T™Jo
Analogamente,
1 2
Fr) = o [ eos(t ) f(rcos(t + 1), —r sen (¢ + )t

0

1 27T+'I,Z)

= 5 cos(s) f(rcoss, —rsen s)ds

i

P

1 2

= - i cos(s) f(rcoss, —rsen s)ds = f5(r).

Portanto, fY e fY sé dependem de r. Basta resolvermos:
o= —8]({)(7’)7
- €
b= —=f(r).
r
Vamos usar este resultado na equacao:
i+x=¢e(l—a2%1.

Temos:
f(z,2) = (1 — 2%

Assim,
f(recos(t+v), —rsen (t +1)) = (1 —r?cos®(t + 1)) (—rsen (t + v)).

Ficamos com o sistema:

7 = esen (t+¢)[(1 —r*cos’(t +v))(—rsen (t +1))],
b= —Zeos(t+W)[(1 - 12 cos(t + ) (—rsem (1 + )]
Vamos verificar que estamos nas hipdteses do teorema.

fit, (r4)) —rsen’(t+¢)(1 —r?cos®(t + ¢))
f(t, () = =
fa(t, (r, 1)) cos(t + ¢) sen (¢ + 1) (1 — r* cos?(t + 1))
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estd definida, € continua e limitada, para todo t, assumindo r limitado. Além disso,

8f1 8f1
of W(t’ (r,)) %(t, (r,v))
(t, (r,v)) =
A(r, ) dfs 9fs
W(t, (r,v)) @(t, (r,9))
onde : 9
Wit trow)) = —sen®t )+ 3r%sen(t + ) cos’(t + ),
df1 2
o (b () = —2rsen(t+y)cos(t+¥)(1+17),
%(t,(r,@/})) = —2rcos’(t + 1) sen (t + 1)),
dfa 2 2 2
K %(t (r,0)) = —sen?(t+¢)(1+r%cos(t +1)).

estd definida, € continua e limitada, para todo t, assumindo r limitado. Portanto, estamos
nas hipoteses do teorema. Logo,

fr) = % i ’ sen (t 4+ ¥)[(1 — r? cos®(t + 1)) (—rsen (t + ))]dt = ;(1 — %),
) = % i ' cos(t +¥)[(1 — r* cos*(t + 1)) (—rsen (t + v))]dt = 0.
Assim,

v = 0.

r(0)ez
r(t) = =,
O I rore - op
¥(t) = ¥(0)
Portanto,
( r(0)e?
T.(t) = — cos(t 0)),
O e - pp )
S
= — r(0 e sen
\ lt) = 1+ Lr(0)2(est — 1] (t+9(0)




onde r(0) = y/x(0)2 + y(0)? e ¢(0) = arctan (#)
Podemos concluir que:
( 58:2 ) - ( ZEQ ) = O(¢g), na escala de tempo é

Isto €, existem constantes €9 > 0,k; > 0,c > 0, independentes de e, tais que para todo
0 < e < ¢, temos:

V(@(t) = 2a(t)? + (y(t) — ya(t))? < kie

para todo 0 < t <

(LN et

Exemplo 2.2.7 Considere a equacao de Mathieu:
T+ (14 2ecos(2t))xr =0
com valores iniciais x(0) =z e £(0) = 0. Temos:
T+ x = —&2xcos2t.

Vamos considerar
y=1a,g(t,x) = —2xcos2t

e mudanca de varidveis:

x(t) = wy1(t) cost + yo(t) sent,

y(t) = —wyi(t)sent + ya(t) cost.
Encontraremos as sequintes equagoes:

y1 = —esent(g(t,y1(t) cost + ya(t) sent)),

yo = ecost(g(t,yi(t) cost + ya(t)sent)).

Isto é€,
Y1 = e2sentcos2t(yi(t) cost + yo(t) sent),

Yo = —e2costcos2t(yi(t)cost + ya(t)sent).

Dessa forma,

2sen (t) cos 2t(y; (t) cost + yo(t) sent)

ft, (y1,92)) =
—2cos(t) cos 2t(yy (t) cost + ya(t) sent)

estd definida, € continua e limitada assumindo y; e yo limitadas. Além disso,

of 2sentcos 2t cost 2 sen %t cos 2t

(t, (y1,92)) =

Ay, y2) —2cos’tcos2t —2costcos2tsent
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esta definida, é continua e limitada.
Entao,

1

27
f{)(t, (y1,92)) = 2—/ 2sen (t) cos 2t(y, (t) cost + yo(t) sent)dt = —%,
™ Jo

1 2m
St (g, p0)) = gy / —2cos(t) cos 2t(y, (t) cost + yo(t) sent)dt = —%.
T Jo

E assim obtemos:

yi1 = —5% ; 11(0) = o,
. hn
jo = 2 a(0) =
Logo,
yl(t) = kle_TEt + k?ge%t,
y2<t) = l{fle_TEt — ]{526%.
Como
yl(O) = X9 = k?l + k‘Q = Xy,
yg(O) = 0:>k‘1—/{52:0.
seque que:
T
kl = kg = EO
Portanto,
nt) = Fed + ek,
ya(t) = o5t _ 109

Dessa forma, obtemos as sequintes aprozimagoes:
z,(t) = y1(t) cost + ya(t) sent,

Yo(t) = wi(t)sent — yo(t) cost.

Isto é€,
xq(t) = <%e%t + %e%ﬁ> cost + (%eft — %esft) sent,
o == To et o -—= To e
Ya(t) = <?O€Tt + 5067) sent + <?Oe 5 5067t> cost.



Note que:

zo(t) = (E()e_;t + %w)cost—l— ( 20 €7 — %e%> sent

2005 cost + 2 cost + LeF sent — e¥ sent
= —€ COS _6 COS _6 SENt — —e 2 sen
2 2 2 2

— %e%t(cost + sent) + %6%@0” — sent).

ya(t) = —(%675 + 762)sent+ (%eft - %(5) cost

—et

To Ty et Ty —et To et
= —?e 2 sent — 562 sent + —e 2 cost — —e2 cost

— —%e%t(sent — cost) — %e%(sent—l— cost).

Por estarmos nas hipoteses do teorema, seque que:

( Zj gg ) - ( g((g ) — O(2), na escala de tempo é

Isto ¢, existem constantes eg > 0, k1 > 0, ¢ > 0, independentes de e, tais que para todo
0 < e <egg, temos:

V(@(t) = 2a(t)? + (y(t) — pa(t))? < kie

para todo 0 <t <

(LI e
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2.3 Existéncia e Estabilidade de solucoes periddicas

Agora veremos um resultado que nos leva a existéncia de solugoes periddicas através do
Método da Média e do Teorema da Aplicacao Implicita.

Considere novamente as equacdes (2.9) e (2.11). Assumiremos que f € C? e g € C*
sao aplicacoes T'— periddicas em t. Sob certas condicoes, os pontos criticos da equacao da
média (2.11) determinarao solugoes T'— periddicas da equagao (2.9).

Teorema 2.3.1 Considere a equacao (2.9) e suponha que:

af 9°f dg

(a) As fungoes vetoriais f, g, e estao definidas, sao continuas e limitadas por

oz’ dx?’
uma constante M (independente de €) em [0,00) x D, 0 < e < g.

(b) f e g sao T— periddicas em t (T independe de € ).
Se p é um ponto critico da equagio da média (2.11) tal que

der (L) Y20 2.22)

entao existe €1, 0 < g1 < &g tal que para todo €, 0 < & < &1 existe uma solucao T—
periddica ®(t,e) da equagio (2.9) tal que liH(l] O(t,e) = p.
E—>

Demonstragao: Novamente vamos usar a transformagao (2.17), a saber:
x(t,e) = 2(t,e) +eu(t, 2(t,€))

onde .
ut2) = [ 1f5.2) = (s

introduzida na demonstracao do Teorema 2.2.4. A fim de simplificar a notagao denotare-
mos z(t,e) simplesmente por z. Considere a equagao (2.18):

{[—l—a%(t,z)} 2 o= ef%2) —ef(t,2) +ef(t,z +eul(t,2)) +°g(t, z + cu(t, 2), ).

Pelo Lema 1.1.6, sabemos que:

[1 + 5%@, z)} oo 5%@, 2) + O(e?) (2.23)

o0 n

0

onde O(e?) = E (—=1)"e™ (a—Z(t, z)) . Logo, por (i) da demonstracao do Teorema 2.2.4
n=2

segue que O(e?) é T—periédica.
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Entao,

z = I—s%(t,z)—f—O(eQ) [ef°(2) —ef(t,2) +ef(t, z +cu(t, 2))

+e%g(t, 2 + eult, 2), )]

= ef%2) —ef(t,2) +ef(t,z +eu(t,2)) +%g(t, z + cult, 2),¢)

,0u 0 ,0u ,0u

—¢ a_< )f ( ) &(tv Z)f(tv Z) — € %(ta Z)f(t, z+ €u<t7 Z))
o (2.24)
e, —(t,2)g(t, z + eult, 2),e) + O(e?)

= =) e lf(t 2+ 2ult,2) — f(t2)] + 22 gl + eut, 2) )
ou 0 ou ou
=5, L2 (2) + -8 ) f(t 2) — o (8 2) f(t, 2 + eu(t, 2))
—e%(t, 2g(t, 2 + eu(t, 2),€) + 0(5)} .
Assim,
2=cf%2) +e[f(t,z +eult, 2)) — f(t,2)] + 2Ri(t, 2, €) (2.25)
onde

ou ou

Rl(tvzag) = g(t72+5u(tvz)76) (9 ( )fo() az(t7z)f(tvz)

—@(t, 2)f(t, =z +eul(t, z)) — e%(t, 2)g(t, z + eu(t, z),e) + O(e).
0z 0z
Vejamos que R;(t,z,¢) € C*.
(1) g(t,z + eu(t, 2),e) € C*.

(2) Pelo Teorema 1.1.1 (Derivacao sob o sinal da integral), temos:

du of of 1
E(t’z):/o [82( z)_T/O 5L (h, z)dn]ds € C

pois g—i(s,z) e Ch.

(3) /(=) /fszdsGC’1 pois f € C*.
(4) f(t,2), f(t,z+eu(t 2)) € C.
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Assim, f(t,z + cu(t, 2)) — f(t,2) € C.

Da férmula de Taylor com relacao a segunda varidavel em torno de € = 0, temos:

flt,z+eu(t,2) = f(t,2) + 58—f(t, 2)u(t, z) + O(e?).

Ox
Dessa forma, podemos reescrever (2.24) da seguinte forma:
0
i o= ef2) —ef(t,2) +e|f(t,2) + 68—£(t, 2)u(t, z) + O(%)| + *Ry(t, z,€).

Logo,
i =ef%z2)+°R(t, z,¢)

0
onde R(t,z,¢) = 8_f(t’ 2)u(t, z) + Ri(t, 2, €).
x
Mostremos que R(t, z,¢) é T— periédica em t.
(i) Vimos na demonstragao do Teorema 2.2.4 que u(t, z) é T— peridédica em t. Dali,
ou ou
t+T.z)=u(t,z) = —+T,2) = —(t,2).
Wt T 2) = ult,2) = Se(t+ T 2) = St 2)
(ii) Além disso, g e f sao T'— periddicas em ¢ entao:

g<t +T72 +5u(t+T7 2)75) = g(t,Z+€U(t,Z>,€),

fE+T,z+ecu(t+T,z2) = f(t,z +eult, z)),

_ af _of
(iii) E ainda, O(e) é T—periddica em t por (2.23) e (i) da demonstracdo do Teorema
2.2.4.
Portanto,
of ou 0
R(t+T,ze) = %(t—l-T,z)u(t%—T,z) +g(t+t z+eult+t,2),¢e)— a(t—l-T,z)f (2)
ou u

+a(t+T,z)f(t+T,z) ——(t+T,2)ft+T,z+eult+T,2))

0z

QU T2t 4 T2 a4 T,2).2) 4 O()

= %(zﬁ, 2)u(t, z) + g(t, z + eu(t, 2),e) — %(t, 2)f0(2) + %(t, 2)f(t, 2)
ou ou
—&(t, 2)f(t, z +eult, z)) — 5§(t, 2)g(t, z +eu(t, z),e) + O(e)

= R(t, z¢).
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Devido a escolha de u(t, z) se z(t) é T— periédica entao z(t) também é T— periddica.
Seja F(t,u,¢) o fluxo de #(t) = f°(z) + €*R(t, 2, ¢). Entdo,

F(t,u,e) = ef°(F(t,u,e)+*R(t, F(t,u,e),¢),
F0,u,e) = wu.
Pelo Teorema 1.2.18 sabemos que F € C'. Da férmula de Taylor, temos:
F(t,u,e) = Fo(t,u) + Fy(t,u)e + e*R(t,u,€), com 0 <t < T.
Fazendo t = 0, ficamos com:
u=F(0,u,¢) = Fy(0,u) + F1(0,u)e + 2 R(0,u,¢).

Entao,

{ Fo(0,u) = (2.26)

u?
F1 (O, U) = 0.
E ainda, o
z = Fy(t,u) + Fi(t,u)e + *R(t, u,€),

i = Fy(t,u) + Fi(t,u)e + 52§(t, U, €).

Por outro lado,
2 =¢ef%2) +°R(t, 2,¢).

Assim,
Fy(t,u) + Fy(t,u)e + gzﬁ(t, u,e) = ef (Fo(t,u) + Fi(t,u)e +*R(t,u,€))

+e2R(t, Fy(t,u) + Fi(t,u)e + 2 R(t, u, €),¢).
Novamente pela Férmula de Taylor, temos:
FU(Fo(t,u) + Fi(t,u)e + €°R(t,u, ) = fO(Fo(t, u) + O(e).

Dessa forma, ' .
Fo(t,u) 4+ Fi(t,u)e + O(e?) = ef°(Fy(t,u)) + O(e?).

Temos:

FO(ta u) - 07

Fitu) = f(Folt,u)

com as condigdes iniciais (2.26). Entao, para ¢ é limitado, obtemos:

Fo(t,U) = u,

Fitu) — /Otfo(u)ds:fo(u)/Otds:tfo(u).
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Portanto, F(t,u,e) = u + tf°(u)e + e*R(t,u,e) em 0 <t < T, é o fluxo de

{ =ef%2) +*R(t, 2,¢),
2(0) = u.

Queremos que F'(t,u,e) seja T— periddica em t. Pela Proposigao 1.2.26, temos:
F(t+T,u,e) = F(t,u,e) & F(0,u,e) = F(T,u,¢).
Assim,
uw=u+Tfu)e +®R(t,u,e) & Tf(u)e + *R(t,u,e) = 0 < Tf°(u) + eR(t,u,e) = 0.

Seja N
H(g,u) =Tfu) +eR(t,u,¢).
Dai, por hipdtese
H(0,p) =Tf"(p) = 0.

Dessa forma,

OH 0 f0 OR
%(57?!) = T%(u)+€a—u(T=u7€),
o o

%(0,19) = T (p)-

0
Temos que a—(p) é inversivel, por hipdtese. Entao, pelo Teorema 1.1.7 (Aplicagao
u

Implicita), existe e > 0 e ¢: (—e1,61) — R" tal que H(e,c(e)) =0, para —¢; < € < ;.
Note que: ¢(0) = p. Entéo,

H(e,c(e) =0 TfOu) +eR(T,u,e) = 0 < eTf(u) + *R(T,u,c) = 0

& c(e) +eTfO(u) + ®R(T, u,e) = c(e) & F(T,c(e),e) = F(0,c(e),¢).
Portanto, a solucao do p.v.i.:

{ i =cf’(x) +2R(t, x,¢),
z(0) = c(e)

nos da a solugao T'— periddica que procuramos.
Faca

O(t,e) = F(t,cle),e).
Para 0 <t < T, temos:

lim ®(t,e) = lim F(t, c(e),¢)

e—0 e—0

= lime(e) +etf(c(e)) + O(e?)

e—0
= ¢(0) =p.
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Concluimos pelo Teorema 2.3.1 que existe uma solugao periddica da equagao (2.9) na
vizinhanca de x = p.

Teorema 2.3.2 Considere a equagao (2.9) e suponha que as condi¢oes do Teorema 2.3.1
estao satisfeitas. Se os autovalores do ponto critico y = p da equagao da média (2.11) pos-
suem partes reais negativas, entdo a correspondente solu¢ao periddica ®(t,e) da equagao
(2.9) € assintoticamente estdvel, para € suficientemente pequeno. Se um dos autovalores
tem parte real positiva, entao ®(t,e) € instavel.

Demonstracao: Fazendo como em (1.33), obtemos que a linearizagao de (2.9) na érbita
periédica ®(t,e) obtida no Teorema 2.3.1, é dada por:

T =cA(te)x (2.27)

onde:

9,
Alt,e) = p [f(t,x) +eg(t,x, )] o)

Seja x;(t, €) a tnica solugao de (2.27) tal que ;(0, €) = e;. Denote por M (¢, <) a matriz
n X n cuja i-ésima coluna é x;(t, ). Assim,

M(t,e) = [x1(t,e) xa(t,e) ... x,(t,e)] (2.28)

e M(0,e) = Lyxn.
Conforme a defini¢ao 1.2.13, os autovalores de M (T, ¢) sdo os ntimeros caracteristicos
de (2.27). Temos que:

zi(t,e) =e;+¢ </0t {g—i(s, (s, ¢e)) + 5%(3, @(3,5),5)] x;(s,€) ds) :
Assim,
i (t,0) = e
%“; (te) — /Ot B—x@@(s,a)) —l—aa—i(s,@(s,e),s)] 2i(s,) ds

+8% (/Ot {%(s,@(s,s)) +8%(3,®(3,5},5)} zi(s,€) ds> .

Das equagoes acima, segue que:

oz _[tof
o (t,0) = /0 %(s,(b(s,()))ei ds.

Além disso, sabemos que: ®(s,0) = p.
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Assim,

8%2' t 8f
(t,0) —/0 %(s,p)ei ds.

Oe
Entao, .

Ox; 0

a—i(T, 0) :/0 a—i(s,p)ei ds. (2.29)

Por outro lado, temos:
Pw = [ ssmas= (@ =g [ Loayas= 10w = [ Liswas
T J, ’ T /), 0x o Ox'’ ‘
Dai, .
0
[ L =1Y)

Substituindo em (2.29):

W0 =T ) e
Entao, voltando em (2.28):
M(T,e) = [e1 +eT(f*) (pes + O() ... en+eT(f7) (p)en + O(?)].
Ou seja,

M(T,e) =1+ T (f°) (p) +O(?).

Suponha que todos os autovalores de (f°)(p) tem partes reais negativas. Logo, pelo
Teorema 1.1.19, todo nimero caracteristico da matriz M (7, £) tem norma menor que um.
Pelo Teorema 1.2.25, seque que ® é assintoticamente estavel.

Por outro lado, se (f°)(p) admite pelo menos um autovalor com parte real positiva
entdo segue novamente do Teorema 1.1.19 que M (T, ) admite pelo menos um nimero
caracteristico com norma maior que 1. Do Teorema 1.2.25, segue que ® é instavel.
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CAPITULO 3

SISTEMA DE ROSSLER: EXISTENCIA E
ESTABILIDADE DE ORBITAS
PERIODICAS USANDO O METODO DA
MEDIA

3.1 Introducao

Inspirado pela geometria dos fluxos tridimensionais, Rossler introduziu varios sistemas
nos anos 1970 como protétipos das equacgoes diferenciais autonomas mais simples tendo
caos, a simplicidade é no sentido de minima dimensao, minimo nimero de parametros e
minima nao-linearidade.

Agora vamos considerar o sistema de Rossler:

i
y
2

onde (z,y,2) € R® e a, 3 € R. Neste capitulo, provaremos dois teoremas. O primeiro
investigara a existéncia de orbitas periédicas em torno da origem, e o segundo, em torno
de um outro ponto de equilibrio, ambos com parametros « e 3 distintos. Os resultados a
seguir podem ser encontrados em [3].

Yy -z
x, (3.1)
ay(l—y) — Bz
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3.2 Orbitas periddicas numa vizinhanca da origem

Sejam os parametros:

a
a:8a652—6<b+m> (32)

onde a, b € R. Notemos que a aplicacao

fe(a,b) = (m, —eb L)

1+ e

é tal que det(.J;(0,0)) = —&®. Assim, pelo Teorema 1.1.3, f. é um difeomorfismo C*,
quando ¢ # 0, numa vizinhanca da origem (a,b) = (0,0). Assim, (3.2) é uma reparame-
trizacdo adequada da vizinhanga da origem no plano dos parametros (a,b). Provaremos
no Teorema a seguir, que com estes parametros, existe uma érbita periédica de (3.1).

Teorema 3.2.1 Considere o sistema de Réssler
T = —yY-—2z,
) = =z, (3.3)
2 = eay(l —vy) +5<b—|— L>z
1+ &2p?

satisfazendo (a+2b)a < 0. Entdo, para e > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugdo
1
periddica 7. de (3.3) com periodo T() = 27 + O(¢) tal que v. — {z = —5} N {x2 +

s —a—2b
(y+z) - 2a

a+b <0 einstavel quando a + b > 0.

quando € — 0. Mais ainda, . € assintoticamente estdvel quando

Demonstragao: Encontramos os seguinte pontos criticos de (3.3):

(xlaybzl) = <07070)7

($27y2722) =

0 203 — 2ab® +b €263 —2ab® + b
’ e2ab?+a = c2ab?+a '

Linearizando o sistema (3.3) no ponto de equilibrio (x1,y;,21) = (0,0,0), encontramos o
seguinte polinomio caracteristico:

(A —eb)[—1 +&%(a —b) + are — (1 +%?)\?

p(A) = T

eNa ea 5 3
= 52b2+1+52b2—|—1+6)\ b+¢eb—ca— N — A\

Vamos fazer a seguinte mudanca de variaveis:

X 0 -1 -1 x
Yy |=]11 0 o y (3.4)
Z 0 0 1 2



Obtemos de (3.3):

(X = -Y -2,
Yy = 4 (3.5)
272
- 9 9 e*b*a”
\ J = —5((GX+CLX +2aZX +aZ —bZ>—m)
Note que:
e2b*aZ :
Dal, segue de (3.5) e (3.6) que
X = Y +e(aX +aX?+2aZX +aZ? —bZ) + O(e?),
Y = X,
Z = —e(aX 4+ aX?*+2aZX + aZ® —bZ) + O(c?).
Ou, .
X = Y +ef(X.Y.2)+0(),
Y = X, (3.7)
7 = —ef(X,Y,Z)+O0().
onde
f(X,Y,Z2) = —bZ +a(X + X*+2XZ + Z?).
Considere as coordenadas cilindricas (X,Y, Z) — (0,r, z) tais que:
X = rcosé,
Y = rsend, (3.8)
Z = z.

Temos:

= 7rcosf —r(sen 9)?,

X
Y = 7rsen +r(cos0),
7 :

= Z.

Dal, (3.7) fica:

7cosf —r(senf)d = —rsenf+cf(rcosf,rsend,z) + O(e?),
Fsen® +r(cos0)d = rcosb,
2 = —ef(rcos, rsenf,z) +O(e?).
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Ou seja,

cosf) —rsenf 0 T —rsenf f(rcos@,rsenb, z) O(e?)
senf) rcosf O 0| = rcosf |+e 0 + 0
0 0 1 z 0 —f(rcosf,rsend, z) O(e?)

Sabendo que
cosf  senf 0

cosf —rsenf 0\ B p p
senf rcosf O = sen cos
0 0 1 " r
0 0 1

obtemos as equacoes:
ro= eq(0,r z)+ O(?),

0 = 1+egs(0,7,2)+ 0, (3.9)

i o= eg3(0,r, 2) + O(?)

onde:
g1(0,7r,2) = —cosf g3(0,r,z),
sen 0
92(97T7 Z) = r g3(97r7 2)7

g3(0,r,2) = bz —a(2*+rcosf(1+ 22+ rcosh)).

Observe que (3.9) estd na forma de (1.36) do Teorema 1.2.27 (da Redugao). Como 7 > 0
e para ¢ suficientemente pequeno temos 6 > 0 as equagoes

o) — _EDO.7(0).5(0) + O)
[+ 20:(0,7(6). 50)) + O’
(o) — _=B(0.70).560)) + O
[+ 20:(0,7(6). 5(0)) + O

que vem de (1.35) estdo bem definidas. Dessa forma, existe uma constante C' > 0 e seja
r(6,7,%) a funcao tal que

1+ eg2(0,7(0),2(0)) + O(?) = 1 + £g2(0,7(0),2(0)) + £°r (0,7, %)
onde |r(6,7,%)| < C. Logo,
1+ eg2(0,7(0),2(0)) + &°r(0,7,2) = 1 + € (g2(0,7(0),2(0)) + er(0,7, %)) .
Pelo Lema 1.1.6, segue que:
(142 (g2(0,7(0),2(0)) +er(0,7,2)) " = 1—=e(g2(0,7(0),2(0)) +er(0,7,%)) + O(c?)



Portanto,
7(0) = [eg1(0,7(0),2(0)) + O(e*)][1 — £g2(0,7(0),2(0)) + O(?)]
= £g1(0,7(0),2(9)) + O(e?),
Z'(0) = [e93(0,7(9),2(0)) + O(*)][1 — £92(0,7(), 2(0)) + O(e?)]

= £g5(0,7(0),2(0)) + O(£%).

Dessa forma, podemos reduzir o sistema (3.9) ao sistema:

dr
i eq1(0,7,%) + 0(52),
(3.10)
dz _ 5
= eg3(0,7,Z) + O(e7)
com
g1(0,r,z) = —cosf g3(0,r,2),

g3(0,7,2) = bz —a(z* +rcosf(1+ 2z +rcosb))

onde 0 é a nova variavel independente. Queremos investigar a existéncia de uma Orbita
periédica do sistema (3.10). Vejamos que esse sistema satisfaz as condigdes dos Teoremas
2.3.1e2.3.2:

g1(0,7,%2) —cos 0(bz — a[z* + T cos O(1 4 2Z + 7 cos 6)))
g3(0,7,%) bz — a[z* +7cosO(1 + 2% +TFcosd)]

esta definida, é continua e limitada por uma constante que independe de €, quando 7 e Z
of 0 f
e
T, z) 0(T,z)?

sao limitadas, assim como . E imediato que f(0,7,Zz) é 2m- periddica na

variavel 6.
Calculando a média, obtemos:

1
AT, 2) = 5aF(l + 2%).
1
A7, Z) = 5(—a(72 + 27%) + 2b%)).

Dai, as equacoes da média ficam:

=3|-
I

1
€§CLF(1 +2%2),
(3.11)
1
65(—(1(?2 + 27°) + 2b%)).

ISIE
I
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Os pontos criticos da equagao (3.11) sao:

(ro, 20) = (0,0),

b
— (0. 2
(rlazl) (7@)7
—a—2b 1
“%Z”::<— '—35—*—§)>
—a—2b 1
(7”372’3)=< 2% 7_§>'

(a+2b)a<0<=a+2b<0&= —a—2b>0&

Suponha a > 0 temos:

—a—2b
a

> 0.

Portanto, 5 e r3 € R. Logo, o inico ponto critico da equagao (3.11) tal que 7 > 0 é:

—a—2b 1
(7'3,23) = ( % ,—§> = (T*,Z*).

Agora, se mostrarmos que o determinante da Jacobiana de f° em (r*, 2*) é ndo nulo,
poderemos garantir pelo Teorema 2.3.1, a existéncia de uma orbita 2m-periédica. Temos:

1
ﬂﬁ@z»:(§a+“ " >.

—ar —2az+b

Entao,
0 . —a —2b
J(f(r,2") = 2a
—a —CL——Qb a-+b
2a
Portanto,

det (J(fOr, 2*))) = —%a(a +2b) > 0, pois (a+2b)a < 0.
Segue do Teorema 2.3.1 que existe
a. ={(r(0,¢),2(0,e)) : 0 <6 < 2r}
solugao 2m-periddica de (3.10) tal que:
a. — (r*,z") quando € — 0.
Portanto, pelo Teorema 1.2.27 (da Redugdo), segue que o sistema (3.9) tem uma solucao

(r(t,e),0(t,e), z(t,€))
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tal que
r(t+T(e),e) =r(t,e),

0t +T(e),e) =0(t,e) + 2,

2(t+T(e),e) = z(t, e).

Assim, como (3.9) veio de (3.8), segue que:
X(t+T(e),e) = r(t+T(e),e)cos(B(t+T(),e))
= r(t,e)cos(8(t, ) + 27)
= r(t,e) cos(B(t,€)) = X(t,e),
Y(t+T(),e) = r(t+T(e),e)sen (B(t+T(e),¢))
— r(t,e)sen (B(t, ) + 2)
= r(t,e)sen(0(t,e)) = Y(t,e),
Z(t+T(e),e) = 2(t+T(e).e) = 2(t,e) = Z(t,e).

Portanto, a solucao
(X(t2),Y (t,2), Z(t,2))

de (3.5) é T'(e)—periédica em t. Segue do Teorema 1.2.27 (da Redu¢ao) e da férmula de
Taylor em torno de € = 0 que T'(¢) = 27 + O(¢). E ainda,

(X(t,e),Y(t,e), Z(t,€)) = {Z =} N{X*+Y? = (r")*}
quando € — 0. Logo, voltando em (3.4), obtemos que:
Ve = (z(t ), y(t, ), 2(t,€))

onde
x(t,e) =Y(t,e), y(t,e) = =X (t,e) — Z(t,e) e z(t,e) = Z(t,¢)

¢ solucao T'(e)—periddica de (3.3) com T'(e) = 2w + O(e) tal que

ve = {z =2 {(-y— o)+ = (")}

quando £ — 0. Isto é,

SN {z - —%}ﬂ{(y+z)2+x2 - _2ga_a}

quando € — 0.
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Agora, vamos encontrar os autovalores de J(f°(r*, 2*)).
p(A) = det(J(f(r",2")) = AI)
= M+ (-a—bX— %(a + 2b)a.
Temos que:
M+XA = a+b,
{ Mg = —%a(a +2b) > 0.

(1) Se A1, Ap forem reais entao

AMAy > 0= A; e Ay tem o mesmo sinal.

(i) Sea+b < 0entdo A\; + Ay < 0 e como A\; e Ay tem o mesmo sinal, segue que
A1 <0 e Ay <0. Pelo Teorema 2.3.2, v. é assintoticamente estavel.

(ii) Se a +b > 0 entdo A\; + Ay > 0 e como A; e Ay tem o mesmo sinal, segue que
A1 >0 e Ay > 0. Pelo Teorema 2.3.2, 7. ¢é instavel.

Da férmula de Baskhara, temos:

a+ b+ +v/3a? + 6ab + b2

AL = 9 )
N a+b—+v3a?+ 6ab + b2
2 = 5 :
(2) Se A1, Ag forem complexos entao
a+b

Re(/\1> = Re(>\2) = 9 .

(i) Se a + b < 0 entdo pelo Teorema 2.3.2, . é assintoticamente estédvel.

(ii) Se a + b > 0 entao pelo Teorema 2.3.2, -, é instavel.

Observe que se a +b =0 entao A\; = Ay = 0. Dali,
MA2 =ala+2b) =0
e isso nao ocorre pois supomos a(a + 2b) < 0.
|
1

~ —2b — . .
Observacao 3.2.2 Note que {z = —5} ﬂ {(y +2)? 4+ 27 = Q—G} € a ntersecao
a
de um plano e um cilindro, o que nos dd:

24 1\? _—a—2b
Y=35) = o
, ) . 1 _ —a—2b 1
que € a circunferéncia de centro p = | 0, 5 ) eraior=4/—0— no plano z = —3
a
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3.3 Orbitas periddicas em torno de pontos de equilibrio
nao triviais
Considere os novos parametros:
a=¢c(2a—1+a**) epB=¢(l—-a)
onde a € R. Observemos que neste caso
fo(a) = (e(2a — 1 + a?e?),e(1 — a)).
Vamos provar no préximo teorema que o sistema (3.1) com estes parametros admite uma
orbita periodica.
Teorema 3.3.1 Considere o sistema de Rossler:

g _ a_:,y_Z’ (3.12)
2 = €[(2a —1+a*Hy(1 —y) — (1 —a)z]

, 1 . : . . o
satisfazendo a > > Entao, para € suficientemente pequeno existe uma solu¢ao periodica

1
Ve de (3.12) com periodo T(g) = 2w + O(e) tal que v. — {z = —5} N {x2 +(y+2)? =
1

2(2a — 1)
e instdvel quando a > 1.

} quando € — 0. Mais ainda, . € assintoticamente estdvel quando 5 <a<l1

Demonstracao: Os pontos criticos da equagao (3.12) sao:
(xla Y1, Zl) = (07 07 O>7

a(l + ag?) a(l + ag?)
= 0 - :
(2, Y2, 22) ( “a(24ag?) -1 a(2+ag?) -1

1
Note que se a # 3 entao 2a — 1 # 0. Assim, para ¢ suficientemente pequeno:

2a — 1 +a%* = a(2+ac®) — 1 #0.
Linearizando o sistema (3.12) no ponto de equilibrio

a(l+ as?) a(l+ ag?)
"a(24ag?) =1 a(24ac?) -1

(3527?/2,22) = (0

encontramos o seguinte polinomio caracteristico:

p(A) = =X+ (a—1)er? = X+ (as + a*c?)
= (ag = A\)(N\? + e\ +ae® + 1).
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Vamos transladar o ponto de equilibrio (xg,y2, 29) & origem:

x =u,
U=1T — To, T = U+ T, . a(l + ag?)
v=y -y, = y=vty, =1 7 T a2t aed) -1 (3.13)
W= 2— 29y Z =W+ 29
a(l+ ag?)
Z=w— )
| a(2+ae?) —1
Ficamos com as equacoes:
U = —v—w,
o= u, (3.14)
w = —¢l(e®a®+ v+ (1 —a)w+ (2a' + 2a — 1)v?).
Fazendo a mudanga de variaveis
X 100 u
Y | =011 v (3.15)
A 001 w

obtemos as equacoes:

X = -Y

Y

Y = X —¢[@?4+1)Y - 2)+ (1 —a)Z + (2a* + 2a — 1) (Y — Z)7,

Z = —[(+1)(Y -2)+ (1 —a)Z+ (2> +2a - 1)(Y — 2)%.
Note que;
2 +1)(Y - 2)+ (1 —a)Z + (%' 4+ 2a — 1)(Y — Z)?
=Y+ (2a - 1)Y?+ ((—4a+2)Y —a)Z + (2a — 1)Z* + O(&?)
=—[(1-2a)Y*+ Z(a+Z —2aZ) +Y((2a — 1)2Z — 1)] + O(£?).
Portanto, '
X = -v,
Y = X+ef(X,Y,Z)+0(?), (3.16)
Z = ef(X,Y,Z)+0(?)
onde:

f(X,Y,2)=(1-2a)Y*+ Z(a+ (1 —2a)Z) + Y((2a — 1)2Z — 1).
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Agora faremos a mudanca de coordenadas cilindricas (X,Y, Z) — (0,1, z) tal que:

X = rcosb,
Y = rsend, (3.17)
Z = =z

Seguindo o raciocinio analogo ao usado na demonstracao do Teorema 3.2.1, obtemos as
equacoes:

o= eq(f,r z)+ O(?),
0 = 1+egs(0,7,2)+ O(?), (3.18)

2 = eg3(0,r,2) +0(?)
onde

g1(0,r,z) = senf g3(0,r,z),

cos
92(07Ta 2) = - 93<0,T, Z)a

g3(0,7r,2) = alz+a—2az)+rsenf2z(2a — 1) — 1 + rsend(1 — 2a)].

Observe que o sistema (3.18) estd na forma de (1.36) do Teorema 1.2.27 (da Reducao).
Novamente, andlogo ao que foi feito na demonstracao do Teorema 3.2.1, basta investigar
a existéncia da érbita peridédica do sistema:

dr B )
% eq1(0,7,2) + O(7),

(3.19)
dz — 2
0 egs(0,7,Z) + O(e%)

com

g1(0,7r,2) = senf g3(0,r,2),
g3(0,r,2) = a(lz+a—2az)+rsenf2z(2a —1) — 1+ rsenf(1 — 2a)]

onde 6 é a nova variavel independente. Vejamos que o sistema (3.19) satisfaz as condigoes
dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2:

)

)

senf[z(a +7Z — 2az) + Tsen 0[2Z(1 — 2a) — 1 +Tsen (1 — 2a)]]

ISR

03 = (00

T,
T,

Z(a+7Z —2aZ) +TFsenf[2Z(1 — 2a) — 1 +Tsend(1 — 2a)]
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esta definida, é continua e limitada por uma constante que independe de €, quando 7 e Z
of 0 f
e .
ar,z) 0T, z)?

sao limitadas, assim como E imediato que f(0,7,Zz) é 2m- periddica na

variavel 6.
Calculando as médias, obtemos:

1
0(= = Loy - - -
g5 (T,2) = 5 (1 — 2a) + 2Z(a + Z — 2aZ)].
Dai, as equacoes da média ficam:
7= % 7 (22(2a — 1) — 1),
(3.20)
3 = % (1 — 2a) + 22(a +  — 2a%)).

Os pontos criticos da equagao (3.20) sao:

(ro, z0) = (0,0),

(ri,21) = (0’ za—l)’
1 1
(19, 20) = (— 200 —1) 220 1)> ;

1 1
(rs, z3) = < 2(2a—1)’2(2a—1))'

2(2a—1)>0

Note que:

pois:
1
a>§<:>4a>2<:>2(2a—1)>0.

Portanto, 5 e 3 € R. Logo, o inico ponto critico da equagao (3.20) tal que 7 > 0 é:

]- ]‘ * *
(r3, 25) = ( 2(2a — 1) 2(2a — 1)> =072,

A jacobiana de f°(r*, z*) fica:

J(fo(r,2%)) = 2



Portanto,

1 1
det(J(fO(r*, 2%))) = a — 5> 0, pois a > 3"

Assim, do Teorema 2.3.1 segue que existe
a. ={(r(0,¢),2(0,e)) : 0 <6 < 2r}
solugao 2r—periédica de (3.19) tal que:
a. — (r*,z") quando € — 0.
Portanto, pelo Teorema 1.2.27 (da Reducao), segue que o sistema (3.18) tem uma solugao
(r(t,e),0(t,e), 2(t,e))

tal que
r(t+1(e),e) =r(te),

O(t+T(e),e) =0(t,e) + 2m,

2(t+T(e),e) = z(t, e).
Assim, como (3.18) veio de (3.17), segue que:

X(t+T(),e) = r(t+T(e),e)cos(d(t+ T(e),))
= r(t,e)cos(0(t, ) + 2m)
= r(t,e)cos(0(t,e)) = X(t,¢),
Y(t+T(e),e) = r(t+T(e),2)sen (0(t + T(e),2))
= 7(t,e)sen (6(t, &) + 27)
= r(t,e)sen (A(t,e)) = Y(t,e),

Zt+T(e),e) = z(t+T(e),e)=z(te)=Z(te).

Portanto, a solucao
(X(te),Y(t.2), Z(t,2))

de (3.16) é T'(e)—periédica em t. Segue do Teorema 1.2.27 (da Reducao) e da férmula de
Taylor em torno de € = 0 que T'(¢) = 27 + O(¢). E ainda,

(X (t,6),Y(t,e), Z(t,e)) = {Z =2} N{X* +Y? = (r*)*}

quando € — 0. Logo, voltando em (3.15), obtemos que:
(u(t,e),v(t,e),w(t,e))
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onde
u(t,e) = X(t,e), v(t,e) =Y (t,e) — Z(t,e) e w(t,e) = Z(t,¢)

é solugao T'(e)—periddica de (3.14) com T'(e) = 27 + O(¢) tal que
(u(t,e),v(t,e),w(t ) = {w = 2"} N {u* + (v +w)* = (r")*}
quando € — 0. Finalmente, voltando em (3.13), obtemos que:
Ve = (z(t, ), y(t, ), 2(t,€))

onde
x(t,e) = u(t,e),

e = e
£(0,9) = wlt,e) ~ o)

é solugao T'(e)—periddica de (3.12) com T'(e) = 27 4+ O(¢) tal que

2
a % 2 o a a — *\ 2
75—>{z—|—2a_1—z}ﬂ{x —|—(y 2a—1+2+2a—1) (r)}

quando € — 0. Isto é,

1 9 2 1
'yg—>{2— 2}“{(y+z) +x _2(2a—1)}
quando € — 0.

Vamos encontrar os autovalores de J(f%(r*, 2)).

p(A) = det(J(f(r",2%)) = AI)

1
= )\2+(1—a)>\+a—§-

Temos que:

1

)\1—|—)\2 = a—l,
AMAy = CL—§>0

(1) Se A1, A2 forem reais entao

AAz > 0= A\ e A\ tem o mesmo sinal.

1
(i) Se = < a < 1entdo A\; + Ay < 0 e como A; e Ag tem 0 mesmo sinal, segue que

A < 0e Ay <0. Pelo Teorema 2.3.2, 7. é assintoticamente estavel.
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(ii) Se a > 1 entdao Ay + Ay > 0 e como A; e Ay tem o mesmo sinal, segue que A; > 0
e Ay > 0. Pelo Teorema 2.3.2, v. é instavel.

Da férmula de Baskhara, temos:

a—14++vVa?—6ab+3

)\1 - 2
a—1—+va?—6ab+3
)\2 - 2 .

(2) Se A1, Ag forem complexos entao

a—1

Re()\l) == Re(/\g) == 9

1
(i) Se 5 < a < 1 entao pelo Teorema 2.3.2, 7, é assintoticamente estavel.

(ii) Se a > 1 entao pelo Teorema 2.3.2, . é instdvel.

Observe que:
a=1=XM+X=0

e por terem o mesmo sinal, segue que:

Dai, a = 5 0 que é um absurdo.
[ |

~ 1 . . .
Observacao 3.3.2 Se a < = no teorema acima, teriamos apenas dois pontos criticos, a

saber: (ro,20) € (r1,21) onde ro =r; = 0.

1 1
Observacao 3.3.3 Note que {z = —5} m {x2 +(y+2)* = m} ¢ a intersegdo
de um plano e um cilindro, o que nos da:
Y79) T 202a-1)
3 ' feréncia d t 0 ' L [ L
ue € uma circunferéncia de centro p = —) eraior = | ————— no plano z = ——.
1 P=1\"3 22a—1) P 2
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CAPITULO 4

DINAMICA DE UM SISTEMA
HAMILTONIANO CGALACTICO

4.1 O sistema hamiltoniano
Aqui analizaremos as equacoes hamiltonianas associadas ao hamiltoniano:

1 1
H = H(q,q2,p1,p2) = 5(1)? +p3) + 5(61? +q3) +elagi +bgiqs + cgy)  (4.1)

onde a, b e ¢ sao reais nao nulos. Usando a Teoria da Média vamos demonstrar a existéncia
de duas familias de érbitas periddicas destas equagoes hamiltonianas para € > 0 sufici-
entemente pequeno. Os resultados a seguir podem ser encontrados em [6]. O sistema
hamiltoniano é dado por:

. _OH . 0H
(4.2)
. OH _  OH
Usando (4.1), obtemos:
(G =p1,
G2 = P2,
(4.3)

PL=—q — 5(4(1(]% + 25@193);

[ 72 = —q2 — £(2bgag; + 4cq3).

Como usualmente, o ponto denota a derivada com respeito a variavel independente ¢,
do tempo. Estudaremos as drbitas periédicas do sistema (4.3) onde r = /¢ +p? e
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p=1\B+p3
Um resultado bem conhecido é o seguinte:

Lema 4.1.1 H ¢ constante ao longo de cada solugdo de (4.2).

Demonstracao: Usando (4.1) e (4.2), temos:

oH OH . OH . K O0H .  O0H

W(qla(hapla]h) = 7(11 +

= —p1Gi — P2Ga + @1P1 + G2p2
= 0
para todo t € R. Como a derivada de H é zero, segue que:

H(qi(t), q2(t), p1(t), p2(t)) = H(q1(0), ¢2(0), p1(0), p2(0))

onde H(q1(0),g2(0),p1(0),p2(0)) é uma constante.

Definicao 4.1.2 Dado h > 0, temos que o conjunto:

{(q1,q2,p1,p2) € R*: H(qy, @2, p1,p2) = h}

¢ uma hipersuperficie de R que é denominada superficie de energia h.
As solugoes de (4.3) serao indicadas por:

(Q1 (t’ 5)7 QQ(t> 5)a P1 (tv 5)> P2 (t’ 5))

e ainda,

r(t.e) = \Jad(t.e) + pi(t. <),
pit.e) = \Ja3(t.) + p(t. ).
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4.2 Casol: r#0e p+#0
Primeiramente, vamos analisar o caso em que:

{ 01(0,2)2 4+ p1(0,¢)? # 0,
¢2(0,€)* + p2(0,¢)* #£ 0.

Proposicao 4.2.1 Para € > 0 suficientemente pequeno e H = h > 0 o sistema hamilto-
niano perturbado (4.3) tem duas solugoes periddicas, como se seque:

(6c —b)h

. . , . ] s T — 2 =
(a) A primeira drbita de (4.3) tem periodo T'(e) = 2w + O(e) e r(t,0) 30— b+ 3¢

o (6a—b)h (6@—[))7(66—[))7(3&—()"‘30)>07 seb <0

e p(t,0) = 3a—b 3¢ quando (6a —b), (6c—b), (3a —b+3c) <0, seb>0.

2c — b)h

(b) A segunda drbita de (4.3) tem periodo T'() = 21 + O(e) e r(t,0) = i b—i—)c
a—

_ [(2a—0b)h (2a —b),(2c=b),(a—b+¢) <0, seb<0
plt,0) = a—b+c quando (2a —b),(2¢=b),(a—b+c) >0, seb>0.

Além disso, as orbitas sao instdveis.

Demonstragao: A fim de preparar a aplicagao do Método da Média, faremos uma mu-
danga para coordenadas polares convenientes. Considere: (qi, g2, p1,p2) — (1,0, p, @) €
RT x R x Rt x R, dada por:

¢1 = rcosb,
p1 = rsenf,
4.4
@ = pcos(0+ ), (44)
pa = psen(0+ «).
Derivando e substituindo em (4.3), obtemos as seguintes equagoes:
(7 = —2¢ercosfsend(2aricos®d + bp?® cos’* (0 + a)),
p = —2epcos(d + a)sen (6 + a)(br? cos® § + 2cp® cos* (0 + a)),
. (4.5)
0 = —1—2ecos®f(2ar®cos O + bp* cos* (0 + a)),
[ & = e(4ar?cos® 0 + 2b(p® — r?) cos® O cos® (0 + a) — 4ep® cos (0 + @)).

Seja H(r, p,0, ) = H(r cosf, pcos(f + «),rsenf, psen (6 + «)), assim:
1
H(r,p,0,a) = 5(7"2 sen?0 + p®sen?(0 + ) + r? cos® O + p® cos* (0 + «))
+e(ar* cos* @ + br? cos? 0p? cos? (0 + a) + cp* cos* (0 + a))
1
= §(r2 + p?) + e(ar® cos* 6 + br? cos® 0p® cos? (0 + a) + cp* cos* (0 + a)).
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Como para € > 0 suficientemente pequeno temos que 6 < 0, o sistema (4.5) estd bem
definido e estd na forma do sistema (1.36) do Teorema 1.2.27 (da Redugao). Seguindo
o raciocinio analogo ao usado na demonstracao de Teorema 3.2.1, obtemos que basta
investigar a existéncia da érbita periddica do sistema:

7 o= eqi(0,7,p,@) + O(e?),
ﬁ/ = €g2<97?7ﬁaa)+0<52)7 (46)
@ = egs(0,7,7,a) +O(")

onde:
g1(0,7,p,@) = 2F cos § sen 0(2a7” cos? § + bp? cos (0 + @)),

92(0,7,p,@) = 2pcos(0 + @) sen (0 + @) (b7 cos® O + 2¢p° cos® (0 + @)),

g3(0,7,p, @) = —[4ar? cos* O + 2b(p* — 72) cos® O cos? (0 + @) — 4cp” cos* (0 + @)).
Seja H(O,7,p, @) = H(0,7,p, @), isto &,
— 1
H(O,7,p, Q) = 5(72 +p?) + (a7 cos* § + br*p? cos® O cos? (0 + @) + cp* cos (0 + @)).

Vamos estudar o sistema diferencial (4.6) em H = h > 0 (veja Lema 4.1.1).

Considere )
0< e < mi 1 9% 1 /3h
B Y VARTANVA AN
vV2h

< OSTO<T1ST, <47)
1 /3h

\ 5\/7§P0<01§ 2h + 1.

Defina:

g: (—€0,80) X R X (ro,71) X (po, p1) X R — R tal que
g(e, 0,7, p,a) = %(FQ +7°) +eF (0,7, p,a) — h
onde F(0,7,p,a) = ar* cos® § + bi?p? cos® O cos® (0 + @) + cp* cos* (0 + @). Temos:
(1) geC!
(2) Pela definigdo da F' e por (4.7), temos:
[FO.7.p.@)] < o]+ [br°p’| + [cp’|

< lal[7] + [bl[7*]7°] + Iel["]
_ V2h V2h

|al (T) + |b| (T) (2h + 1) + |¢|(2h + 1)* := M.
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(3) Pela definigdo da g e por (2), temos:

1
g<8707T7ﬁaa) > §(F2+ﬁ2)_h _|5||F(07Faﬁva)|

1

> §(F2+ﬁ2)—h — oM
1

> 5(F2+p2)—h—soM
1

> S5+ 7%) —h = =M.

(4) Entao, como ry > 0 e fazendo p; = vV2h + 1, temos:

1
limsupg(€7 97F7 P a) = §(T3 + p%) —h—eoM

=Py

1
1

> ——gM >0
2

por (4.7).
(5) Por outro lado,
1
9(57077_"aﬁaa) S 5(?2 +p2) —h+ €0M

< S0 +7") —h+eM.

2h 1 /3h
(6) Entao, como rq <4/ T fazendo py = 5\/ PX temos:

1
liminfg(e,0,7,7,@) < S +pj) —h+eM

P—Pg
—3h  3h
< — M
S T T
—9h
= ?+80M<0

por (4.7).
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(7) Note que:

99, 5o, OF
a_ﬁ( YU, T 0, )—p+€?(9,r,p, )
oF - 2 — 3 4 _
a—p(@,r,p, @) = 2br"pcos” 0 cos” (0 + @) + 4cp° cos™ (6 + @)
OF
= a—p(ﬁ,?,ﬁ,a)’ < 2|b|72|[p| + 4|c||p’| < |b|hV2h + 1 + 4|c|(V2h + 1) := M;.
Dai,
99, oo
a_ﬁ<8797r7p7 Oé) > |p| - |8|M1
99, 4o _
= a_ﬁ(sa@ﬂﬁpa a) > p—eoMy > po — oMy > 0, por (4.7).
Isto é,
0
Gy =0T PE) £0

Portanto, por (4), (6) e (7) podemos aplicar o Teorema 1.1.21 (Aplicacao Implicita Glo-
bal). Logo, existe
: (—80,50) x R x (7"0,7“1) xR —R

F
de classe C' tal que g(c, 0,7, p(c,0,7,@),a) = 0. Note que g é 2r—periédica em 6. Dai,
como p(e,0,7,@) € (po, p1) € o tnico tal que

€ COomo
g(e,0+ 27,7, p(e,0 + 27,7, @), @) = g(&,0,7, p(e,0 + 27,7, @), @)

segue que:
ple, 0+ 2n, 7, @) = p(e, 0,7, @). (4.8)
Portanto, p é 2r—periédica em 6. Da Férmula de Taylor em torno de € = 0, temos:

P
p(e,0,7,@) = p(0,0,7,@) + e==(0,0,7,a) + O(?).

Oe
Como .
9(0,0,7,5(0,0,7,@),@) = 5(r2 +5(0,0,7,@)%) —h =0
entao
p(0,0,7, @) = /2h — 72
Portanto,
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Isto é,

p=V2h—7*+0().

(4.9)
Agora vamos reescrever as equagoes diferenciais 7' e @ de (4.6) substituindo nelas a
expressao (4.9) e vamos expandir em Taylor com relagao a e. Obtemos o sistema diferen-
cial:

onde:

(4.10)
F11(0,7,@) = (—2b7° cos @ sen 6 4 4bh¥ cos f sen 0) cos?(0 + @) + 4ar® cos® @ sen 6,

Fio(0,7,@) = (—4c7® + 8ch) cos* (0 + @) + (4b7* — 4bh) cos® 0 cos® (0 + @) — 4ar cos™ 6.

Agora vejamos que o sistema (4.10) satisfaz as hipéteses dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2:

Fi,(0,7,@)
Fo,7,@) =
F 12(97 77 a)

esta definida, é continua e limitada por uma constante que independe de e, desde que 7

C e : OF 0*F
seja limitado, assim como ——— e

o(r, @)

na variavel 6.

lGEIER E imediato que F(6,7,a) é 2r—periddica
Calculando as médias:

1 27
Flol (Fv a) =

1
Fi1df = —=bF(2h — 72) cos @ sen @,
2m Jo 2

0 1 27
Fp(Fa) = o

1
o ], Fodf) = —=ar + 5c(zh — 7)) — 5(cos(Qa) + 2)(bh — b7?).
Dai, as equacoes da média sao dadas por:

- 1 _ ) _ _
T —5[— §br(2h—r )cosasena],

(4.11)
- 3 9.3 oy 1 — 2
a= 5[ ST+ 20(2h ) 2((:05(204) + 2)(bh — br )]
Considere:

Vamos fazer uma mudanca de varidveis para encontrar os pontos criticos desse sistema.

{ u(@) = sen (2a),

v(@) = cos(2a).
Assim, (4.11) fica:

—_

S0

(\]

= s[ — —b7(2h — Fz)u(a)],

2

Ql-

1
= 5[ — Sar’ + Ec(2h —7%) — é(v(a) + 2)(bh — b7%)|.
Os pontos criticos deste sistema sdo:



( u(@s) = V/3(b — 2¢)(6¢ — b)
1) (7o, ) onde 79 = 0 e ag é o tnico tal que 0 b ’
6c — 2b
\ v(ag) = T
( @) V/3(b — 2¢)(6¢ — b)
u(ay) = — ,
2) (71,a7) onde 77 = 0 e @7 ¢ o tnico tal que ! b
6c — 2b
\ v(ag) = T
(3) (73,0%) onde T3 = ?>(c60b——|—)3a e ap é o unico tal que { zg%; B 0’1
\/ 3¢ — ;) = —1.
(4) (73,a3) onde T3 = — % e a3 ¢ o unico tal que { ZE?; B 0’1
c— a 3) =—1.
[(2¢ = b)h .
(5) (74,0%) onde T4 = (CET)G e ay é o unico tal que { Zég_g _ ?’
S — (2C_b)h -, , . '1/[,(04_5):07
(6) (75, a5) onde 75 = — b ia ¢ 0 ¢oinico tal que o(@F) = 1
(@) V/3(6a — b)(b — 2a)
u(ag) = :
(7) (76, a5) onde Tg = —V2h e @g é o unico tal que ‘
6a — 2b
v(ag) = o
(@) \/3(6a — b)(b — 2a)
u(ar) = ,
(8) (77,@7) onde 77 = V2h e @7 é o unico tal que ! 6a — %
v(ar) = ——-
(@) = V/3(6a — b)(b — 2a)
(9) (75, @) onde Ts = —V2h e @g é o unico tal que ¥ 60 — b b ’
v(ag) = P
(@) = — V/3(6a — b)(b — 2a)
(10) (79, a9) onde 79 = V2h e @y é o tinico tal que ? 6a — % b ’
o) = 222

Nao estamos interessados nos casos em que 7 < 0 e p = 0, isto é, ¥ = V2h. Restam os
pontos criticos:

(6c —b)h

(1) (TQ, Oég) onde o = m

—_— u(an
e o ¢ o unico tal que -
v(o
Neste caso,
T
Qg = —.
2
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(2c —b)h

D) (7 2 onde 7 —
(i) (71, ) onde 73 P

u(@)

e oy ¢ o tnico tal que 0,
1 Y w@) =1

Neste caso,
ay = 0.

A matriz jacobiana da F° é dada por:

cosasena a4sen ab(6f2 —4h) (cos>@ — sen *a)b(7° + 2h7T)
J(F(r,@)) =
—(3c— (2+cos(2@)b+3a)F  sen (2a)h(h —7?).
Dai,
(a)

(b—6a)b(b — 6¢)h?

det(J(F°(73,03))) = 2(3¢ — b+ 3a)

Portanto, segue do Teorema 2.3.1 que quando

(6a —b), (6c—b),(3a—b+3c) >0, seb<0
(6a —b), (6c—b),(3a—b+3c) <0, seb>0

existe
Ve = {(F(eu 8)75(6’ 5))}

solugao 2m—periddica de (4.10) tal que
,78 — (T_27 06_2)

quando € — 0. Logo,
(T(0.¢),p(0,¢),a(b,¢))

onde p(0,¢) =: p(e, 0,7, @) = \/2h — 7%(0, ) +O(e) é solugao 2m—periddica de (4.6),
por (4.8), tal que

(7(0.2).7(6.),3(60,)) — (7. V/2h — 72", 73

quando € — 0. Logo, pelo Teorema 1.2.27 (da Redugao), segue que o sistema (4.5)
tem uma solucao

(r(t,e), p(t,e),0(t,e),at,e)) (4.12)

tal que
r(t+T(e),e) =r(te),

p(lf + T(&?), g) = p(t, g)’
O(t+T(g),e) =0(t,e) + 2m,
alt+T(e),e) = alt,e).

97



Como (4.5) veio de (4.4), segue que:

q(t+T(e),e) = r(t+T(e),e)cosb(t+T(e),e)
r(t,e) cos(0(t,e) + 2m)
= r(t,e)cos(b(t,€)) = qi(t, ¢),

pit+T(e)e) = r(t+T(e)e)senb(t +T(e),e)
= 7(t,e)sen (A(t, &) + 2n)
= r(t,e)sen (0(t,e)) = p1(t, e),

@t +T(e),e) = p(t+T(e),e)cos(0(t +T(e),e) + alt +T(e),¢))
= p(t,e)cos(0(t,e) + alt,e) + 2m)
O(t,e) + o

= )
= p(t,e)cos(0(t, ) + alt,€)) = ga(t €),

pa(t+T(e),e) = pt+T(e),e)sen(0(t+T(e),e)+ a(t+T(e),¢))
p(t,e)sen (0(t,e) + a(t,e) + 2m)
= p(t,e)sen (0(t,e) + a(t,e)) = pa(t, e).

Portanto, a solucao
(q1(t,e),p1(t,€), qa(t, €), pa(t,€)) (4.13)
de (4.3) é T(e)—periddica t. Segue do Teorema 1.2.27 (da Redugao) e da férmula
de Taylor que T'(¢) = 2w + O(e).
Vamos encontrar os autovalores de J(F° (73, a3)).
() = — ((60* — 36ab)c — b* + 6ab*)h* + \*(—6¢ + 2b — 6a)
2(3¢ — b+ 3a) '

( b= Gajp(6e— b2
T 23¢ = b+ 3a) ’

Assim,

p(N) =0«

N — (b — 6a)b(6¢c — b)h?
\ 2T 2(3c—b+3a)

Segue do Teorema 2.3.2 que a solucao (4.13) é instavel.
Note que:

. (6¢c —b)h (6a — b)h
r(t,0) =175 = 3130 = p(t,0) =: \/2h — T2 = %513

(b)
30(b — 2a)(2c — b)h?
20c=b+a)

det(J(F(r1,a2))) =

Portanto, segue do Teorema 2.3.1 que quando

(2a —b),(2c—b),(a—b+¢c) <0, seb<0
(2a —b),(2¢—b),(a—b+¢c) >0, seb>0
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existe

0. = {(r(0,¢),a(b,¢))}
solugdo 2m—periddica de (4.10) tal que

56 — (T_47 06_4)

quando ¢ — 0. Logo,

(F(07 5)a ﬁ(ea 6)7 a(ea 5))
onde p(,¢) =: p(e, 0,7, @) = \/2h — 7%(#, ) +O(e) é solugao 2w —periddica de (4.6),
por (4.8), tal que

(7(0.2).7(6.),3(60,)) — (7. V/2h — 73 )

quando € — 0. Logo, pelo Teorema 1.2.27 (da Redugao), segue que o sistema (4.5)
tem uma solucao

(r(t,e), p(t,e),0(t, e), a(t, e)) (4.14)
tal que
r(t+T(e),e) =r(te),

p(t+T(e),e) = p(te),
O(t+T(e),e) =0(t,e) + 2m,

alt+T(e),e) = a(t,e).
Pelo mesmo argumento usado no item (a), segue que a solucao
(QI(ta5)7p1<t75)7QQ(tag))pQ(tag)) (415)

de (4.3) é T(e)—periddica t. Segue do Teorema 1.2.27 (da Reducgao) e da férmula
de Taylor que T'(¢) = 27 + O(e).

Vamos encontrar os autovalores de J(F°(7y,ay)).
() = ((60* — 12ab)c — 3b® + 6ab?)h? + N\*(2¢ — 2b + 2a)

2(c—b+a)
Assim,
' \ _\/—Sb(b — 24)(2¢ — b)h?
2(c—b+a) ’
PN =0&

N = —3b(b — 2a)(2c — b)h?
| T 2(c—b+a) ’

Segue do Teorema 2.3.2 que a solugao (4.15) é instdvel. Note que:

r(t,0) =75 = Miﬂ(to):m: (2a —b)h

c—b+a c—b+a’
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4.3 Caso 2: r=0

Agora, vamos analisar o caso em que:

{ Q1(075)2 +p1(
32(0,8)? + p2(0,€)* # 0.

Note que:
¢1(0,6)* +p1(0,€)> = 0= q1(0,6) = 0 e p1(0,¢) = 0.

Assim, da unicidade de solugoes do p.v.i. segue que ¢;(t,e) =0 e py(t,e) = 0.
Logo, podemos reduzir (4.3) ao sistema:

Go = P2,
. 4.16
{ P2 = —Gq2 — 540(13- ( )

Proposicao 4.3.1 Para € > 0 suficientemente pequeno o sistema perturbado (4.16) tem
uma solucdo periodica na superficie de energia em H = h > 0, como se seque:

(a) Se c>0 em (4.16) entdo
Gao(t,e) = C en(Tt, k),
pa(t,e) = =CT dn(Tt, k) sn(Tt, k)

com q2(0,¢) = C e pa(0,e) =0 € solucao Ty (e)—periddica do sistema (4.16), onde:

1
=+——1/-1 1+ 16ech
C NET + V1 + 16¢ech,

b —1+ 1+ 16ech
2+ 8cc(—1 + /1 + 16ech)’

T = V1 + 16¢ech,

Ti(e) =27+ O(e).

(b) Sec <0 em (4.16) entao
C
¢t e) = T sn(Tt, k),

pa(t,e) = C en(Tt k) dn(Tt, k)
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com q2(0,€) =0 e p2(0,¢) = C € solugdo Ty(e)—periddica do sistema (4.16), onde:

C = +V2h,

1 — 1+ 16ech
V—16ech '

T —8ech
V1= V11 16ech’

Ti(e) = 2w + O(e).

Demonstragao:

(a) Segue da Proposic¢ao 1.2.37 item (b) e da Observagao 1.2.39 que:
¢(t,e) = C en(Tt, k),

pa(t,e) = —=CT dn(Tt, k) sn(Tt, k)

com ¢2(0,6) = C e pa(0,e) = 0 é solucao T;(e)—periddica do sistema (4.16) com
Ti(e) = 2w + O(e). Fazendo:

QI(076> - 07
p1(07€) - Oa
QQ(O,EE) = C,
p2(0,6) =0
em (4.1) e pelo Lema 4.1.1, obtemos:
L 4
h = 50 + ecC”. (4.17)

Fazendo x = C? ficamos com a equacio:
5 1
ecx” + 5%~ h = 0.

Assim,
1\ 2
A = (§> + 4ech,

1 1
r=———=+ —+1++ 16ech.

dec  4ec
Como ¢ > 0, e >0 e h > 0 segue que:

1 1
—— — —V1 4+ 16ech < 0.

dec  4ec
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Portanto,

1 1
r=——+—+1+ 16ech.

dec  4ec
Logo,

1
C=4+——1/—14++1-+ 16ech.
W + + 1bec

Do item (b) da Proposigao 1.2.37, obtemos:

b —1++/1+4 16ech
2 + 8cc(—1 + /1 + 16ech)’

T = v/1 + 16ech.

Segue da Proposigao 1.2.37 item (a) e da Observacao 1.2.39 que:

Gt ) = % sn(Tt, k),

pa(t,e) = C en(Tt, k) dn(Tt, k)

com ¢2(0,6) = 0 e pa(0,e) = C é solucao Ty (e)—periddica do sistema (4.16) com
Ti(e) = 2w + O(e). Fazendo:

em (4.1) e pelo Lema 4.1.1, obtemos:

h= %02 = C = +V2h. (4.18)

Do item (a) da Proposi¢ao 1.2.37, obtemos:

1 —+/1+16ech
v/ —16¢ech

T —8ech
"\ 1= 1+ 16ech
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4.4 Caso 3: p=0

Agora, vamos analisar o caso em que:

{ @1(0,8)% + p1(0,2)? # 0,
¢2(0,¢)* + p2(0,6)* = 0.

Note que:
32(0,8)* +p2(0,€)* = 0 = g2(0,€) = 0 e py(0,¢) = 0.

Assim, da unicidade de solugoes do p.v.i. segue que ¢a(t,e) = 0 e pa(t, &) = 0.
Logo, podemos reduzir (4.3) ao sistema:

ql = D1,
. 4.19
{ P11 = —q1 — 54@6]?' ( )

Proposicao 4.4.1 Para € > 0 suficientemente pequeno o sistema perturbado (4.19) tem
uma solucdo periodica na superficie de energia em H = h > 0, como se seque:

(a) Sea>0 em (4.19) entdo
q1(t,e) = C en(Tt, k),
pi(t,e) = —CT dn(Tt, k) sn(Tt, k)

com q1(0,€) = C e p1(0,e) =0 € solucao Ty(e)—periddica do sistema (4.19), onde:

1
2\/ea

L —1 4 /T + 16cah
2+ 8ca(—1 4 V1 + 16eah)’

T = V1 + 16eah,

Ti(e) = 2m + O(e).

C==

\/—1 + /1 + 16zah,

(b) Sea <0 em (4.19) entao
C
q(t,e) = T sn(Tt, k),

pi(t,e) = C en(Tt k) dn(Tt, k)
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com ¢1(0,€) =0 e p1(0,e) = C € solugdao Ty(e)—periddica do sistema (4.19), onde:

C = +V2h,

L _ 1= VIt T6eah

v/ —16eah

T —8cah
V1= V1 + 16gah’

Tl(ﬁ) =27 + O(g)

Demonstragao: A demonstragao é exatamente a mesma dada na Proposigao 4.3.1.
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4.5 Caso geral

Teorema 4.5.1 Para € > 0 suficientemente pequeno o sistema hamiltoniano perturbado
(4.3) tem quatro solugées periddicas na superficie de energia em H = h > 0, como se
seque:

(6¢c —b)h

(a) A primeira orbita de (4.3) tem periodo Ty (e) = 2w+ O(e) e r(t,0) = EP——

B (6a — b)h (6a —b), (6c—b),(3a —b+3c) >0, seb<0
Pt 0) =\l 3 530 90\ (60— 1) (6c—b). (3a — b+ 3¢) < 0. seb> 0.
2c —Db)h
(b) A sequnda drbita de (4.3) tem periodo T\(e) = 21 4+ O(e) e r(t,0) = % e

(2a — b)h (2a —b), (2¢c—=b),(a—b+¢) <0, seb<0

p(t,0) = PR quandO{ (2a —b),(2c—b),(a—b+c) >0, seb>0.

(c) A terceira orbita de (4.3) tem periodo Ti(e) = 27 + O(e) e temos que r(t,0) =0 e
p(t,0) = V2h.

(d) A quarta orbita de (4.3) tem periodo Tyi(e) = 2w + O(e) e temos r(t,0) = V2h e
p(t,0) = 0.
Demonstracao: As demonstracoes de (a) e (b) foram feitas no Caso 1.

(c) Segue do Caso 2 a existéncia da 6rbita periédica onde T} (¢) = 27 + O(e).
Se ¢ > 0, fazendo ¢ — 0, por (4.17) temos que:

C — £V2h
eainda T — 1ek — 0F.
Se ¢ < 0 por (4.18) temos que:

C =+V2h

e fazendo ¢ — 0 temos: T — 1 e k — 0.

Logo, da Proposicao 1.2.32 temos:

p(t,e) = V/qa(t,€)2 + po(t, €)2 = V2hcos? t + 2hsen 2t = v/ 2h.

Além disso, r(t,€) = \/qi(t,€)? + pi(t,€)2 — 0.

(d) Segue do Caso 3 a existéncia da drbita periddica onde Ti(g) = 27 + O(e).

Se a > 0, fazendo € — 0, temos que:
C — +V2h

eainda T —1lek—0".
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Se a < 0 temos que:

C =+V2h

e fazendo ¢ — 0 temos: T'— 1 e k — 0.

Logo, da Proposicao 1.2.32 temos:

r(t,e) = \V/aqu(t,e)? + pi(t,e)2 — V2hcos? t + 2hsen 2t = V/2h.

Além disso, p(t,e) = \/qz(t, €)% + pa(t, )2 — 0.
|

Observacao 4.5.2 Quando r = 0 ou p = 0 essa versao do Teorema da Média nao
¢ aplicdvel ao sistema (4.3), pois as médias serdo zero, e principalmente porque estas
condi¢oes nao nos permite voltar ao problema original nas varidveis pi,ps,q1 € ga. O re-
sultado original do Teorema 4.5.1 em [6] aplica a teoria para este caso e nesta dissertagdo
contornamos essa situagcao com as Proposicoes 4.3.1 e 4.4.1.
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