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RESUMO

O estimador SEAD (do inglés Search of Direction by Differential Spectrum) Aprimorado
possui um robusto desempenho de estimagao da direcao de chegada (DOA) de fontes de
sinal préximas entre si. Porém, ele apresenta algumas dificuldades na estimagao DOA de
fontes afastadas e em altas SNRs. Além disso, ele apresenta esfor¢o computacional de
ordem exponencial. Isso é devido aos algoritmos utilizados nos procedimentos de geracao
e refinamento de estimativas. Assim este trabalho propde alteracoes neste estimador. A
primeira delas é remover o limiar de amplitude no estagio de pré-selecao que classifica
picos de sinal e picos de ruido. Dessa forma, é possivel diminuir a probabilidade de
desconsiderar picos de sinal na geracao de estimativas iniciais. A segunda proposta é
substituir o algoritmo discreto baseado no Branch-and-Bound no estagio de refinamento
de estimativas por um método numérico de otimizagao local. Esse algoritmo discreto
possui elevado esforco computacional e produz um limite inferior no desempenho de
estimagao maior que o Limite de Cramér-Rao (CRB). Assim, o SEAD Aprimorado nao é
um estimador assintoticamente eficiente. Nesse sentido, foram desenvolvidos o Método de
Newton e um método quase-Newton que permitem reduzir de maneira significativa esse
esfor¢o computacional, além de produzir estimativas em um intervalo continuo, removendo
efetivamente o limite inferior no desempenho de estimacao em altas SNRs. Finalmente, a
técnica de maxima autofiltragem espacial permitiu ganhos significativos no desempenho
de estimagao DOA de fontes proximas entre si. Entretanto, esse autofiltro pode atenuar de
maneira consideravel as fontes afastadas quando a SNR diminui. Entao, a terceira proposta
é aplicar a filtragem espacial ao SEAD Aprimorado. Adicionalmente, este trabalho propoe
dois novos filtros que superam as limitacoes do maximo autofiltro espacial na estimacao
DOA de fontes afastadas, enquanto apresentam um bom desempenho na situagao de
fontes proximas. O resultado é o SEAD Modificado, um estimador que apresenta um
desempenho competitivo na estimacao de fontes proximas e afastadas e possui um esforgo
computacional consideravelmente menor do que o SEAD Aprimorado e outro estimador

proposto na literatura.

Palavras-chave: Processamento de sinais em arranjo, estimacgao da dire¢ao de chegada, es-
timagao de maxima-verossimilhanca, cancelamento de ruido, filtros espaciais, otimizadores

de fungoes convexas, método de Newton.



ABSTRACT

The Improved SEAD estimator has a robust direction-of-arrival (DOA) estimation perfor-
mance of closely-spaced signal sources. However, it presents some difficulties on the DOA
estimation of widely-spaced sources and high SNRs. Furthermore, it shows a computational
effort of exponential order. This is due to the algorithms used on estimate generation
and refinement procedures. So, this work proposes changes to that estimator. The first
one is to remove the amplitude threshold in the pre-selection stage that divides signal
peaks from noise peaks. In that way, one can lower the probability of disregarding signal
peaks on generation of initial estimates. The second proposal is to replace the discrete
algorithm based on Branch-and-Bound in the refinement stage with a local optimization
numerical method. That discrete algorithm has a high computational effort and produces
a lower bound on estimation performance higher than the Cramér-Rao Bound (CRB).
Thus, the Improved SEAD is not an asymptotically efficient estimator. In that sense, the
Newton’s Method and a quasi-Newton method were developed, allowing for a significant
reduction of that computational effort, besides producing DOA estimates in a continuous
interval, effectively removing the lower bound on estimation performance at high SNRs.
Finally, the technique of maximum spatial eigenfiltering recently presented allows for
significant gains on the DOA estimation performance of closely-spaced sources. On the
other hand, this eigenfilter may considerably attenuate widely-spaced sources when the
SNR decreases. Then, the third proposal is applying spatial filtering to the Improved
SEAD. Additionally, this work proposes two new filters that overcome the maximum spatial
eigenfilter’s limitation on the DOA estimation of widely-spaced sources and present a
good estimation performance considering closely-spaced sources. The result is the Modified
SEAD, an estimator that has a competitive DOA estimation performance for both closely
and widely-spaced sources and has a considerably lower computational effort to that of

the Improved SEAD and another DOA estimator proposed in the literature.

Keywords: Array signal processing, direction-of-arrival estimation, maximum likelihood

estimation, noise cancelling, spatial filters, convex function optimizators, Newton’s method.
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1 INTRODUCAO

A estimagao da diregdo de chegada (DOA, do inglés Direction-of-Arrival) de sinais

amostrados por um arranjo de sensores é um tema muito pesquisado na literatura.

Primeiramente, os arranjos podem ser formados por microfones, antenas dipolo,
acelerometros, sismografos etc. (SORELIUS, 1999). Uma das mais importantes aplica-
¢oes é a estimacao DOA de sinais modulados digitalmente encontrados em sistemas de
telecomunicagdo sem-fio multiusuario (KRUMMENAUER, 2011).

Nesse contexto, sabe-se que a demanda por servigos de transmissao de dados sem-fio
é sempre crescente (BOAVENTURA, 1998), com ntimero cada vez maior de dispositivos
portateis conectados a Internet. Uma das alternativas para se conseguir o aumento da

capacidade desses servicos é com o uso de arranjos de sensores.

Esse aumento pode ser alcancado, pois arranjos de sensores sao capazes de alterar
dinamicamente o seu padrao de irradiacao de forma a ajustar o ruido, a interferéncia e o
multicaminho, além de rastrear usuarios méveis (LIBERTI; RAPPAPORT, 1999). Conse-
quentemente, o uso desses arranjos permite melhorar os sinais recebidos por uma Estacao
Rédio-Base (ERB) e formar feixes estreitos (do inglés beamforming) para transmissao de

dados com um usudario movel especifico.

Assim, a utilizagdo de arranjos de sensores pode resultar em (LIBERTI; RAPPA-
PORT, 1999):

e custos reduzidos de implantacao, com nimero menor de ERBs para cobrir uma area;
e diminuicao do nimero de zonas cegas;

e aumento da robustez do sistema a perturbagoes como o ruido;

e aumento da taxa de transmissao de dados, e

e aumento do nimero de usuarios atendidos, pois os mesmos recursos espectrais podem

ser reutilizados mais frequentemente.

Adicionalmente, pode-se verificar um aumento de eficiéncia energética com a possibili-
dade da reducao da poténcia de transmissao nos dispositivos méveis. Isso é particularmente

importante, pois a maior parte desses dispositivos é alimentada por bateria.

No entanto, os arranjos de sensores precisam conhecer a priori os angulos DOA das
fontes de sinal. A partir desse parametro, esse arranjo ajusta o ganho ou o deslocamento

de fase para que o seu padrao de irradiacao seja direcionado para a posicao indicada pelo
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DOA. Assim, sinais provenientes dessa dire¢do tém sua recepc¢ao favorecida, ao mesmo

tempo em que os sinais de outras diregdes sao bastante atenuados (GODARA, 1997).

Um dos principais aspectos de um estimador DOA é que ele deve possuir alta
resolucao. Dessa forma, ele deve ser capaz de distinguir angulos DOA de fontes de sinal
espacialmente proximas entre si. Por outro lado, a situacao de fontes afastadas entre si

também deve ser considerada.

Também, um estimador ideal deve ser tao robusto ao ruido quanto possivel, mesmo
em condigbes como baixas relagoes sinal-ruido (ou SNR, do inglés Signal-to-Noise Ratio) ou
pequeno numero de amostras de sinal (ALVES, 2004). Quando esses valores caem abaixo
de um determinado valor-limite, ocorre o efeito de limiar e o erro de estimagao aumenta
consideravelmente (GERSHMAN; STOICA, 1999). A partir desse ponto, o estimador nao

gera estimativas estatisticamente confiaveis.

Adicionalmente, a estimagdo DOA deve ser feita rapidamente. Por exemplo, o arranjo
de sensores utilizado em um equipamento compativel com o padrao IEEE 802.16e (ou
WiMAX, do inglés Worldwide Interoperability for Microwave Access) é recalibrado a cada
cinco milissegundos (FUJITSU, INC.; CISCO, INC., 2008).

Um estimador pesquisado na literatura é o Estimador de Maxima-Verossimilhanca
(MLE, do inglés Mazimum Likelihood Estimator). Ele pode ser usado em diversos problemas
de estimagao considerados dificeis (KAY, 1993) e, em teoria, possui desempenho de
estimagao superior (STARER; NEHORAI, 1992). Em contrapartida, a otimizacao da
funcao de verossimilhanca é computacionalmente intensa e nem sempre possui convergéncia

garantida (STOICA; SHARMAN;, 1990; LI; LU, 2007).

Dessa forma, foram desenvolvidos estimadores iterativos. O MODE (do inglés Method
of Direction Estimation ou Método de Estimagao de Direcao) (STOICA; SHARMAN,
1990) emprega uma reparametriza¢ao da fungao-objetivo do MLE de maneira a otimizar
os coeficientes de um polinémio cujas raizes estimam os angulos DOA. Por isso, o MODE ¢é
conhecido por ser um estimador estatisticamente eficiente. Entretanto, ele é pouco robusto
ao efeito de limiar, pois ele faz uma aproximagao assintética do MLE (GERSHMAN;
STOICA, 1999).

O MODEX Modificado (do inglés MODE with Extra Roots ou MODE com raizes
extras) (LOPES et al., 2003; ALVES, 2004) aprimorou significativamente o desempenho
em baixas SNRs ao utilizar trés solu¢oes MODE geradas a partir de diferentes restri¢oes
de nao-trivialidade. Como cada combinacao de raizes produz uma estimativa DOA, o
MODEX Modificado aplica um procedimento de méxima-verossimilhanca (ML, do inglés
Mazimum Likelihood) para selecionar a melhor combinagao delas. Entretanto, ao fazer
isso, esse estimador exige um esfor¢o computacional maior do que o MODE, especialmente

quando aumenta o nimero de fontes de sinal.

O SEAD (do inglés Search of Direction by Differential Spectrum ou Busca de Direcao
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pelo Espectro Diferencial) (FERREIRA, 2005; FERREIRA; LEMOS, 2005a; FERREIRA;
LEMOS, 2005b) foi proposto apds os pesquisadores terem observado o comportamento
dos autovalores da matriz de covariancia espacial. O principal resultado dessa pesquisa foi
o espectro diferencial. Esse espectro gera picos nas regides dos angulos DOA e permite
gerar rapidamente estimativas iniciais proximas dos valores reais. Por outro lado, o
algoritmo utilizado para refinar essas estimativas é muito simples e apresenta um esforgo

computacional muito elevado.

Entao, o SEAD Aprimorado (SILVA, 2009; SILVA et al., 2013) foi proposto com
o objetivo de diminuir esse esforco ao aplicar um novo método de busca discreta local
baseado no algoritmo Branch-and-Bound. A reducao alcancada foi bastante significativa,
a ponto de tornar o SEAD um estimador viavel, mesmo que o SEAD Aprimorado ainda
apresente esforgo computacional de ordem exponencial. Por outro lado, a sua resolucao
¢é limitada pelo niimero de iteragoes utilizado no método de busca. Por isso, o SEAD

Aprimorado nao é um estimador assintoticamente eficiente quando a SNR aumenta.

Os estimadores MODEX Modificado e o SEAD Aprimorado sdo baseados no MLE.
Assim, eles dividem o espago de medida dos dados observados em subespacos de sinal e
de ruido (ou subespago ortogonal) (LI; VACCARO; TUFTS, 1990). Tipicamente, todos
estimadores de pardmetros baseados em subespago apresentam o efeito de limiar (HAWKES;
NEHORAIL STOICA, 2001). Esse efeito é devido a uma descontinuidade nas estimativas e é
associado a uma maior probabilidade de que os dados amostrados sdo melhor aproximados
por alguns componentes do subespaco ortogonal do que por alguns componentes do

subespaco de sinal. Quando isso acontece, considera-se que ocorreu uma troca de subespago
(THOMAS; SCHARF; TUFTS, 1995; ABRAMOVICH; SPENCER, 2002).

Dessa forma, com o objetivo de diminuir o efeito de limiar no MODEX Modificado,
foi proposto em (KRUMMENAUER et al., 2010) um filtro espacial 6timo que maximiza a
SNR de saida (FORSTER; VEZZOSI, 1987; HAYKIN, 2001). Além disso, foi proposta uma
nova funcao-objetivo do MLE para permitir a aplicacao desse filtro. O resultado foi uma
melhoria significativa no desempenho de estimacao do MODEX Modificado especialmente

na regiao de limiar.

Sob outra perspectiva, otimizar a funcao de verossimilhanc¢a é um problema nao-
linear e apresenta elevado esforco computacional (STARER; NEHORAI, 1992). Assim,
¢ impraticavel em uma aplicacao em tempo real. Uma alternativa ¢ obter uma solucao
aproximada utilizando métodos numéricos de busca local, como o Método de Newton
e o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). Em (STARER, 1990) foi desenvolvida
uma versao do primeiro para o MLE sem a aplicagao da filtragem espacial e nao foi
encontrada na literatura a aplicacao do BFGS a estimacao DOA. Entretanto, outros
métodos também podem ser usados, como o algoritmo Levenberg-Marquardt, embora seja

preferivel utilizar o Método de Newton se estiverem disponiveis o gradiente e a hessiana
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(STARER; NEHORALI, 1992).

A proposta deste trabalho é melhorar o desempenho de estimacao do SEAD Aprimo-

rado utilizando filtragem espacial e métodos numéricos.

Este capitulo apresenta a motivacao, a justificativa, os objetivos e a estrutura deste

trabalho. Finalmente, sdo realizadas as consideracoes finais deste capitulo.

1.1 Motivacao

Diversas tecnologias de transmissao de dados sem-fio com altas taxas de transmissao
implementam técnicas de beamforming. Para que essas tecnologias apresentem melhor
desempenho, é necessario que os estimadores DOA sejam cada vez mais confidveis, mesmo
em situagoes adversas, tais como: condigoes severas de ruido, alto fator de correlagiao entre
sinais recebidos e fontes proximas entre si. Adicionalmente, os estimadores DOA devem
apresentar baixo esforco computacional para tornar possivel a estimacao da dire¢do de um

numero cada vez maior de usuarios.

Assim, o aprimoramento dos estimadores DOA torna os sistemas de telecomunicacao

sem-fio mais rapidos, robustos e confiaveis.

1.2 Justificativa

O estimador DOA denominado SEAD Aprimorado é recente (SILVA et al., 2013)
e ainda se encontra em desenvolvimento. Além disso, em (KRUMMENAUER et al.,
2010) foi proposto um processo de filtragem espacial que ainda nao foi aplicado a esse
estimador. Adicionalmente, existem no SEAD Aprimorado diversos aspectos que devem

ser melhorados.

Um desses aspectos ¢ o método de busca local implementado, pois é um algoritmo
com alto esforco computacional e que discretiza o espaco de busca. Uma alternativa
para solucionar isso é o Método de Newton, que, embora ja tenha sido desenvolvido
em (STARER; NEHORAI, 1992) para o MLE, ele nao considerou a filtragem espacial.
Outro aspecto que merece atengao é o processo de geracao de estimativas iniciais. Esse
processo depende fortemente de um limiar de amplitude, podendo aumentar muito o erro

de estimagao principalmente na presenca de fontes afastadas.

Dessa forma, esperam-se melhorias importantes em termos do desempenho de estima-
¢ao e no esforco computacional do SEAD Aprimorado ao aplicar o processo de filtragem
espacial, utilizando métodos de busca local mais apropriados e propor alteragoes ao

processo de geragao de estimativas iniciais.
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1.3 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é tornar o SEAD Aprimorado um estimador assinto-
ticamente eficiente, com menor esfor¢co computacional, maior robustez ao ruido e confiavel
tanto na situacao de fontes préoximas quanto afastadas. Para isso, os objetivos especificos

deste trabalho sdo:

e Avaliar o processo de filtragem espacial proposto em (KRUMMENAUER et al., 2010)
na estimagdo DOA de fontes préximas e afastadas e, se for o caso, propor alteragoes

relativas ao processo em si ou ao filtro espacial utilizado;

e Desenvolver analiticamente o Método de Newton considerando a auséncia e a presenca

do processo de filtragem espacial;

e Aplicar o BFGS ao MLE considerando a auséncia e a presenca do processo de

filtragem espacial;

e Aplicar alteragoes no SEAD Aprimorado que contribuam positivamente na estimagao
DOA de fontes afastadas;

e Substituir no SEAD Aprimorado o método de busca local baseado no algoritmo
Branch-and-Bound pelo Método de Newton e pelo BFGS, avaliando-os na auséncia

e na presenca do processo de filtragem espacial; e

e Comparar os resultados da nova versao do SEAD Aprimorado com a sua versao
anterior e com o MODEX Modificado.

1.4 Problema e Hipoteses

O SEAD Aprimorado possui algumas caracteristicas que o torna um estimador DOA
sub-6timo. Duas delas sao relativas ao algoritmo de busca local utilizado e uma é sobre o

processo de geragao de estimativas iniciais.

O algoritmo de busca local do SEAD Aprimorado possui esforco computacional de
ordem exponencial. A consequéncia disso é mais evidenciada quando se aumenta o niimero
de fontes de sinal, com tempos de execucao elevados, podendo ser incompativeis com

aplicacoes onde a estimacao DOA é aplicada.

Ainda, esse algoritmo é baseado no Branch-and-Bound e, assim, realiza a busca em
um intervalo discretizado. O resultado é que o erro de estimacao é maior do que o Limite
de Cramér-Rao quando a SNR é suficientemente alta. Isso impoe ao SEAD Aprimorado
uma resolu¢do maxima no desempenho de estimacao e, por mais que a SNR aumente
consideravelmente, o erro de estimacao nao decresce. Por outro lado, quando essa resolugao

¢ atingida, uma alternativa é aumentar a quantidade de iteragoes utilizadas no estagio
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de busca. Ao fazer isso, o erro de estimacao se aproxima do Limite de Cramér-Rao, mas

aumenta ainda mais o esforco computacional.

Diferentemente, o Método de Newton e o BFGS sao algoritmos que realizam essa
busca local em um intervalo continuo. Ainda que eles sejam métodos numéricos e, portanto,
apresentam uma resolu¢ao maxima, eles sao menos dependentes do ntimero de iteragoes
utilizadas do que algoritmo Branch-and-Bound. Adicionalmente, sabe-se que o Método
de Newton apresenta maior esforco computacional do que o BFGS, embora o primeiro
convirja para a solu¢ao do problema mais rapidamente do que o segundo. Portanto, a
primeira hipétese desta tese é uma diminuicido no esfor¢co computacional e, em altas SNRs,
uma diminuicao no erro de estimagao, tao logo o algoritmo de busca local utilizado no
SEAD Aprimorado seja substituido pelo Método de Newton ou pelo BFGS.

Entretanto, ¢ importante ressaltar que esses métodos exigem que as estimativas
iniciais estejam suficientemente proximas da solucdo do problema. Isso ocorre de maneira
frequente no processo de geragao de estimativas iniciais ja utilizado pelo SEAD Aprimorado.
Contudo, o funcionamento desse processo é direcionado por um limiar de amplitude que
pode ser mal dimensionado. Sempre que isso ocorre, causa severos desvios nas estimativas
iniciais, afetando também o algoritmo de busca local, produzindo um maior erro de
estimacao. B importante ressaltar que esses desvios ocorrem mais frequentemente na
presenca de fontes afastadas. Portanto, a segunda hipdtese é um menor erro de estimagcao
nessa situagao ao se alterar o processo de geracao de estimativas iniciais de forma que nao

utilize o limiar de amplitude.

Sob outra perspectiva, a aplicagdo do processo de filtragem espacial utilizando o
maximo autofiltro espacial aprimorou o desempenho de estimacao do MODEX Modificado
na situacao de baixas SNRs e fontes préximas, como mostrado em (KRUMMENAUER
et al., 2010). Assim, a tltima hipdtese é que a filtragem espacial pode diminuir o erro de
estimagao do SEAD Aprimorado nas mais diversas situagoes aplicaveis a estimagao DOA,

principalmente em baixas SNRs.

De maneira geral e se confirmar todas essas hipdteses, espera-se que o SEAD
Aprimorado se torne um estimador com baixo esfor¢co computacional e com reduzido erro

de estimacao em qualquer valor de SNR e na presenca ou na auséncia de fontes afastadas.

1.5 Estrutura deste Trabalho

O Capitulo 2 apresenta os modelos de sinal e de ruido, o problema de estimagao DOA
e os critérios de avaliagao dos estimadores que serao utilizados nas simulacoes numéricas
realizadas neste trabalho. Além disso, sao apresentados os critérios deterministico e
estocastico do Estimador de Maxima-Verossimilhanca e o Limite de Cramér-Rao para o

critério deterministico.
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A fundamentagao teérica dos estimadores MODEX Modificado e SEAD Aprimorado
é descrita no Capitulo 3. Adicionalmente, é apresentado o processo de filtragem utilizando

o maximo autofiltro espacial projetado considerando a situagao de fontes proximas.

O Capitulo 4 propoe dois novos filtros espaciais. A primeira proposta é a extensao
do maximo autofiltro espacial com o objetivo de torna-lo adequado tanto para fontes
proximas quanto afastadas. A segunda proposta é baseada no espectro diferencial. Além
disso, sao apresentadas trés versoes do Método de Newton e duas do BFGS aplicados ao

MLE com e sem filtragem espacial.
Os resultados obtidos neste trabalho sdo mostrados no Capitulo 5.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes, as contribuicoes deste trabalho e os trabalhos

futuros que poderao ser realizados a partir desta tese.

1.6 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou a motivagao, a justificativa, a hipotese e a estrutura deste
trabalho.

O proximo capitulo define o problema da estimacao DOA, apresentando o modelo
de sinal, os critérios de avaliagdo dos estimadores DOA e a fundamentagao tedrica do

Estimador de Méxima-Verossimilhanca.
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2 MODELO DE SINAL E ESTIMADOR DE
MAXIMA-VEROSSIMILHANCA

Os métodos de estimagao DOA utilizam modelos estatisticos que descrevem os sinais
amostrados pelo arranjo de sensores. Esses modelos sdo baseados nas caracteristicas do

arranjo, das fontes de sinal e do meio de propagacao (SILVA, 2007).

Além disso, esses modelos sao a base para o Estimador de Maxima-Verossimilhanca.
A partir dos modelos de sinal é possivel gerar duas versoes (ou critérios) do MLE: o MLE
Deterministico (DMLE, do inglés Deterministic MLE) e o MLE Estocéstico (SMLE, do
inglés Stochastic MLE).

Este capitulo apresenta os modelos de sinal e de ruido, o problema de estimagao DOA
e os critérios de avaliagdo dos estimadores que serao utilizados nas simula¢des numéricas
realizadas neste trabalho. Ainda, sdo apresentados os critérios deterministico e estocastico
do Estimador de Maxima-Verossimilhanca. Adicionalmente, este capitulo apresenta o

Limite de Cramér-Rao para o DMLE. Finalmente, sao realizadas as consideracoes finais.

2.1 Modelo de Sinal Considerando o Arranjo Linear Uniforme

A estimacao do pardmetro DOA é realizada a partir dos sinais amostrados por um
arranjo formado por K sensores. Assume-se que existem M fontes de sinal. M é conhecido
e M < K. Uma fonte de sinal pode emitir sinais actsticos, eletromagnéticos, tectonicos
ou de outros tipos. Portanto, os sensores que formam um arranjo podem ser microfones,
antenas dipolo, acelerometros, sismografos etc. (SORELIUS, 1999) dispostos de maneira
arbitraria (KRIM; VIBERG, 1996).

Para simplificar o modelo de sinal, foram feitas algumas consideragoes. A primeira
delas é sobre o tipo de arranjo utilizado. Neste trabalho foi considerado o Arranjo Linear
Uniforme (ou ULA, do inglés Uniform Linear Array) pela sua simplicidade no equacio-
namento e porque ele é bastante utilizado na literatura da area (SILVA, 2007). Todos
os sensores sdo iguais, de baixo ganho e sem acoplamento mutuo entre eles (LIBERTTI;
RAPPAPORT, 1999). A segunda consideragao é sobre a fonte de sinal, localizada em uma
regiao muito distante do arranjo. Essa fonte é pontual. Assim, as suas frentes de onda
podem ser consideradas planas (ALVES, 2004). A Figura 1 ilustra uma representagao

bidimensional de uma fonte emitindo sinais amostrados por uma ULA.

Pode-se observar na Figura 1 que a m-ésima fonte de sinal possui o angulo DOA 6,,.

Os K sensores estao dispostos linearmente e espagados em meio comprimento de onda,
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Figura 1 — Representagao bidimensional de um arranjo de sensores amostrando sinais de
uma fonte.

m-ésima fonte

»

Frente de
onda plana

Arranjo de

K-1

Estimador DOA

d=c/(2f), em que: ¢ = 3 x 10% m/s é a velocidade da luz no vdcuo e f é a frequéncia do
sinal em Hertz (Hz). i, = kdsen(6,,) ¢ a distdncia percorrida entre as frentes de onda

da m-ésima fonte e o k-ésimo sensor; m=1,... , M; k=0,...,(K —1).

Suponha que cada uma das M fontes emitam sinais como mostrado na Equagao (2.1)
(ALVES, 2004).
fm(t) — Fm(t)ej[@mt—gf;rm+¢m(t)] (2_1)

em que: F,(t) é a amplitude do sinal variando no tempo; @w,, é a frequéncia da onda
portadora; 6, é o comprimento de onda na direcao de propagacao; r,, é a distancia da
fonte até a origem de um sistema de coordenadas que representa a posi¢ao de um sensor

do arranjo e ¢,,(t) ¢ uma fase arbitraria.

A terceira consideracao é que os sinais incidentes sao de faixa estreita. Em outras
palavras, os termos F},,(t) e ¢,,(t) variam lentamente em relagao a e/*m'. Assim, F),(t) e
¢m(t) apresentam os mesmos valores em todos os sensores, pois, tipicamente, d é da ordem
do comprimento de onda. Dessa forma, o sinal amostrado da m-ésima fonte pelo k-ésimo
sensor ¢ apresentado na Equacao (2.2) (ALVES, 2004).

Ty () = Fr(£)7 5= 070 20 0] (2:2)

Entao, considerando o principio da superposicao e a hipotese de ondas planas, o
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sinal resultante amostrado em cada sensor do arranjo é mostrado na Equagao (2.3).

M=

Ti(t) = ) Tem)(t)

3
I

(2.3)
By (1) ot om0 327

I
M=

3
I

E importante verificar que a diferenca entre as fases do sinal amostrado por dois
sensores distintos no arranjo é devido apenas a distancia entre eles. Considerando que
os sinais tenham a mesma portadora, tem-se que ¥ = vy = ... = vj; = 9. Dessa forma,
o terceiro termo da exponencial da Equagao (2.3) pode ser reduzido para 27 kdsin(6,,).
Entéo, definindo a frequéncia angular w,, £ —2 dsin(6,,) (KRUMMENAUER et al., 2013)
em fungao do angulo DOA da m-ésima fonte, a Equagao (2.3) pode ser reescrita como

apresentado na Equacgao (2.4).

M
z(t) = Z Fm(t)ej[&zmt+¢m(t)+kwm] (2.4)

m=1
No entanto, o sinal é demodulado antes de realizar a estimagao DOA. Assim, a
Equagao (2.5) apresenta o sinal amostrado em banda bésica pelo k-ésimo sensor (ALVES,
2004).

M
w(t) = 3 Fp(t)edlom O then] (2.5)

m=1
Esse sinal é composto por M exponenciais complexas com frequéncias angulares
W, fases ¢, e amplitudes F,(t). A Equagao (2.5) mostra que os conceitos utilizados na
estimacao de frequéncia podem ser usados no problema de estimacao DOA. Adicionalmente,

pode-se simplificar essa equacao como apresentado na Equacao (2.6) (SILVA, 2007).
M
2(t) = D ax(wn)sm(t) (2.6)
m=1
em que: a’k<wm) = 6jkwm € Sm(t) = Fm(t)€j¢m(t).

Expandindo a Equagéo (2.6) para um arranjo linear formado por K sensores, obtém-se

a Equagao (2.7).

zo(t) ao(wm)
x1(t) M ar (W) M
x(t) = : = Zl : Sm(t) = Zl a(wm)sm(t) (2.7)

ZL‘(K,U({J) a(Kfl)(wm)
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em que: a(w,,) é chamado de vetor de diregao (do inglés steering vector), em analogia ao
método classico de conformagao de feixes (do inglés beamforming). Nesse método, o arranjo
é ajustado de tal forma a ter um ganho predeterminado na diregdo desejada (KRIM;
VIBERG, 1996).

Adicionalmente, a Equagdo (2.7) pode ser expandida para a notagdo matricial,
apresentada na Equacao (2.8) (SILVA, 2007).

z(t) = Z_IA(w)s(t), (2.8)

T T Mx1 .z
em que: w = [wl Wy - wM} es(t) = [sl(t) So(t) --- sM(t)] eC S20 respec-
tivamente o vetor das frequéncias angulares e o vetor das amplitudes complexas dos sinais;
()T é a operacao de transposigao vetorial ou matricial e A(w) ¢ a matriz contendo os

vetores de dire¢ao de cada fonte, definida pela Equagao (2.9).

Aw) = [a(w) a(ws) - alwn)]
[ 1 1 1 1
elwi ejw2 . eJwar
— €j2w1 €j2w2 e ejzw]\/[ (29)
GIE—Dwr  pi(K—Dwa ... pi(K—Dwn

A matriz de diregdo A (w) tem a estrutura de Vandermonde (ALVES, 2004) e, embora

esteja em funcao de w, daqui em diante serd referida apenas como A.

Deve-se observar que o estimador DOA dispe de N amostras dos sinais (ou snapshots)
obtidas nos instantes ¢ = nAt,n = 1,...,N. Assim, este trabalho adota as notacgoes
simplificadas x[n] e s[n] para representar os sinais e suas amplitudes no n-ésimo snapshot.
Além disso, o sinal é contaminado por ruido aditivo e a saida do arranjo pode ser expressa

como mostrado na Equacgao (2.10).

(2.10)
= As|n] + n[n]
em que: n[n| é o vetor do ruido.
Finalmente, as Equagoes (2.11) a (2.13) definem as matrizes X, Y e N.
X =[x[1] x[2] - x[N]] eClN (2.11)
Y =[yl] vl o yIN] e e (2.12)

N = {nm nf2 - n[NH e CHxN (2.13)
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2.1.1 Modelos estocasticos de sinal e ruido

Este trabalho considera que s[n] e n[n] sdo processos aleatérios gaussianos. Esses
processos sao complexos, de média zero, estacionarios, independentes e satisfazem as
relagoes apresentadas nas Equagoes (2.14) a (2.17), para i # j (STOICA; NEHORAI,
1990; SILVA, 2007).

{slils"[j]} = Cé (2.14)
{slils" i1} =0 (2.15)
E {n[iln"[j]} = 0’154, (2.16)
E{n[iln"[j]} =0 (2.17)

em que: E{-} é o operador Esperanca Estatistica; 0; ;) = 1,Vi = j e §;;) = 0,Vi # j é a
funcio Delta de Kronecker; (-)! é a operacao de transposicio e conjugacao vetorial ou

2 ¢ a variancia ou poténcia média do ruido; I é a matriz

matricial (ou “hermitiano”); o
identidade e C € RM*M ¢ a4 matriz de correlacdo dos sinais dentro de um mesmo snapshot,

definida pela Equacao (2.18).

Py P2 o PAM)
P21 PER2) PEM

C— (‘ ) (. ) | (' ) (2.18)
P,y P2 P(M,M)

em que: pg i) = PG, Vi # J, ¢ o fator de correlagao entre as fontes i e j. Para ¢ = j, p 5

indica a poténcia relativa do sinal da i-ésima fonte.

A Equacao (2.14) indica a igualdade das variancias entre as partes real e imaginaria
do sinal. Por outro lado, as Equagdes (2.15) e (2.17) mostram a ortogonalidade entre as
partes real e imaginaria do sinal e do ruido, respectivamente. Assim, ocorre uma completa
descorrelagdo no tempo entre os sinais. Além disso, ocorre a descorrelagao temporal e

espacial entre as amostras dos vetores de ruido.

Quando o fator de correlagao entre duas fontes i e j é p(; ;) = 0,V # j, os sinais dessas
fontes sao descorrelacionados e os vetores de amplitudes complexas sao independentes
entre si dentro do mesmo snapshot. Para 0 < pgj; < 1,Vi # j, os sinais i e j sao
parcialmente correlacionados. Finalmente, considerando p(; j) = 1,Vi # j, os sinais sdo
considerados coerentes ou totalmente correlacionados. Nesse caso, o j-ésimo sinal é uma
versao escalonada ou defasada do sinal ¢ (ALVES, 2004).

Assim, quando C é proporcional a matriz identidade de dimensoes M x M, todos os
sinais sdo equipotentes e descorrelacionados. Entao, posto(C) = M (posto cheio) e todas

as colunas de A sao linearmente independentes (ALVES, 2004).
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Por outro lado, quando C é uma matriz de dimensées M x M formada apenas por
1’s, todos os sinais sao coerentes e as colunas de A sao linearmente dependentes. Nesse
caso, C assume posto unitario. Dessa forma, define-se o niimero de sinais nao-coerentes

M = min [M, posto(C)] (KRUMMENAUER et al., 2010).

Finalmente, existem os seguintes modelos estocésticos de sinal (STOICA; NEHORAT,
1990):

1. Modelo condicional: os sinais contidos em X sao varidveis aleatérias no tempo (ao
longo dos snapshots) e no espago (dentro do snapshot). Porém, nas demais execugoes,
X é mantido e varia-se apenas o ruido aditivo N. Um caso especifico é o modelo

deterministico, que utiliza a mesma matriz de sinais em todos os snapshots.

2. Modelo incondicional: os sinais sao aleatorios no espaco e no tempo e a cada
execucao sao geradas novas sequéncias de X e N. Esse ¢ o modelo adotado nas
simulagoes realizadas neste trabalho, pois o seu uso é difundido na literatura, além
de ser o mais realistico (ALVES, 2004).

2.1.2 Matriz de correlacao espacial

A matriz de correlagao espacial é usada em todos os métodos de estimagao pesquisados
neste trabalho. Teoricamente, ela pode ser calculada a partir de infinitos snapshots, como
¢ apresentado na Equagcao (2.19) (ALVES, 2004).

R(i,5) = E {ylily"[j]}

(2.19)
— AE {s[z’]SH[j]} A"+ E {n[i]nHU]}

em que: (i,5) =1,...,00.

Considerando as Equagoes (2.14) e (2.16) e a independéncia entre o sinal e o ruido,
R(i,j) # 0, Vi = j. Assim, pode-se obter a matriz de correlagdo espacial mostrada na
Equacao (2.20).

R = ACA" 4 oI € CK*F (2.20)

Por outro lado, considerando um niimero finito de snapshots, as esperancas estatisticas
na Equagao (2.19) sao substituidas por médias aritméticas. Isso resulta na matriz de

correlagao espacial amostrada, apresentada na Equagao (2.21).

R=A {Z s[n]sH[n]} A"+ 3 nnjn"[n)
, o e (2.21)
= = yinly" D
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Também, a matriz R pode ser decomposta em autovalores como mostrado na Equagao
(2.22).

K
R =Y Méel = EsAsEs + ExAyEY (2.22)
k=1

em que: 5\k é 0 k-6simo autovalor de R em ordem decrescente e é, é o autovetor
correspondente; Ag = diag (:\1,:\2,--- ,5\]\7[) ¢ a matriz diagonal que contém os pri-
meiros M autovalores; Eg = {él € --- éM} contém os autovetores corresponden-
tes aos autovalores de sinal e abrange o subespaco de sinal de R juntamente com
Ag; Ay = diag (5\(1\’4+1)>5\(M+2)a"‘ 7;\K) e Ey = [é(MH) €ursa) éK} contérAn 0S
(K — M) autovalores restantes e os autovetores correspondentes. Da mesma forma, Ay e
Ey formam o subespaco ortogonal ou de ruido (LI; VACCARO, 1991).

Adicionalmente, esse mesmo processo de autodecomposicao pode ser realizado em
R, resultando nas matrizes equivalentes Ag, Ay, Eg e Eyn. Nesse caso, os autovetores
em Eg geram o mesmo espago que as colunas de A, enquanto os autovetores em Ey
geram o complemento ortogonal, denominado espaco nulo de A. E importante observar
que \y > Ao > 2> Ay > /\(]\7[+1) = /\(M+2) =...=A\g =02 (ALVES, 2004).

Além disso, o m-ésimo sinal possui a SNR dimensionada na forma apresentada pela
Equacao (2.23).

o2

SNR,,, = 101log;, {EW} (2.23)

2.2  Critérios de Avaliacdo dos Estimadores DOA

Nesta se¢ao sao descritos os indices de mérito para a avaliagdo dos estimadores DOA.

O primeiro deles é o Limite de Cramér-Rao (CRB, do inglés Cramér-Rao Bound).
O CRB limita inferiormente a variancia do erro das estimativas geradas por um estimador
nao-polarizado. Esse limite é calculado em funcdo de parametros como o numero de
sensores do arranjo, o nimero de sinais, a separacao entre as fontes, a SNR, dentre outros.
A expressao para o modelo de sinal condicional esta na secao 2.7 e uma explicacao mais
detalhada sobre o tema pode ser encontrada em (STOICA; NEHORAI, 1990; VAN TREES,
2002).

A maneira mais comum de comparar o desempenho de estimacao é pela avaliacao
da curva de desempenho. Essa curva é calculada a partir da Raiz do Erro Quadratico
Médio (REQM) do conjunto das estimativas geradas a partir de E simulag¢oes de Monte-

Carlo para cada SNR. A REQM para cada estimador é calculada como mostrado na
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Equacao (2.24).

REQM = /EQM
1 E M A N2
S (o)

e=1m=1

(2.24)

A

em que: 6, é a estimativa do angulo DOA 6,, para a m-ésima fonte de sinal.

A curva de desempenho de um estimador assintoticamente eficiente decresce monoto-
nicamente quando aumenta o nimero de snapshots ou a SNR (ALVES, 2004). Dessa forma,

¢ desejavel que essa curva decresga continuamente a medida que esses valores aumentam.

Por outro lado, quando a SNR e o niimero de snapshots diminuem até um determi-
nado valor-critico, o estimador falha consistentemente e a REQM aumenta de maneira
consideravel. Esse ponto é chamado de limiar de estimacao. Como este trabalho avalia
o comportamento assintético dos estimadores em funcao da SNR, adota-se a SNR de
limiar.

No entanto, é importante ressaltar que este trabalho avalia os estimadores em
funcao da separacao das fontes de sinal. Assim, cada estimador é avaliado a partir da
superficie de desempenho formada pelo conjunto das curvas de desempenho associadas

a cada valor de separacao das fontes de sinal.

Os estimadores sao avaliados em funcao do fator de correlagao entre as fontes de
sinal. Sabe-se que alguns estimadores nao apresentam bom desempenho quando existem
sinais coerentes, embora nao seja o que ocorre com nenhum estimador estudado neste
trabalho. Adicionalmente, avalia-se o esfor¢o computacional de cada estimador, que
deve ser o mais baixo possivel, pois existem aplicagoes onde a estimacao DOA é realizada

em tempo real.

Em suma, um estimador ideal deve gerar estimativas nao-polarizadas no menor esforgo
computacional possivel. Ele também deve apresentar erro quadratico médio proximo do
CRB quando a SNR aumenta, independentemente do ntimero de sinais ou do fator de
correlacao entre eles. Além disso, ele deve apresentar a menor SNR de limiar possivel em

todos esses casos.

2.3 O Estimador de Maxima-Verossimilhanca

O MLE prové uma estratégia sistematica a varios problemas de estimacao de pa-
rametros (CRAMER, 1946) e pode ser usado em problemas considerados dificeis (KAY,
1993).

A distribuigao de probabilidades do vetor de amostras y[n] é expressa como uma

fungdo dos pardmetros no modelo de sinal e a fungao de verossimilhanga L(w) é maximizada
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em relacao a esses pardmetros (OTTERSTEN, 1989).

O MLE consiste na estimagao do vetor de frequéncias angulares w € €2 que maximiza
a fungao de verossimilhanga L(w) do vetor de amostras y[n]. L(w) é definido como a fungao
densidade de probabilidade pV (y[n];w) dos N snapshots y[n], vista como uma funcio do
vetor desconhecido de pardmetros w. Uma vez obtida uma amostra especifica, y[n] torna-se
fixo. Assim, a funcdo densidade de probabilidade conjunta pode ser interpretada como
uma funcao do vetor desconhecido de parametros, chamada fungao de verossimilhanca
L(w), em que w se torna varidvel (SILVA, 2007).

Assim, a expressao (ou funcdo-objetivo) do MLE ¢é calculada a partir de L(w)
(ALVES, 2004; SILVA, 2007). O objetivo é determinar o vetor de estimativas w em que
L(w) possui o maior valor possivel (BRESLER; MACOVSKI, 1986). Essa fungao-objetivo
é calculada a partir da fungao erro quadratico médio (KUMARESAN; SCHARF; SHAW,

1986) e gera uma estimativa da amplitude complexa do sinal.

O MLE pode ser considerado um método quase-6timo, pois ele possui um desempenho
de estimacao superior, além de prover estimativas assintoticamente nao-polarizadas e
eficientes. Por outro lado, a funcao de verossimilhanca é complexa, multimodal, multivariada
e altamente nao-linear. Assim, é muito dificil de ser resolvida eficientemente (LI; LU,
2007). Entao, o MLE demanda elevado esforgo computacional, razao pela qual a sua
implementagao direta ndo é uma alternativa comumente utilizada (ALVES, 2004). Isso é
devido a maneira pela qual é gerado o vetor de estimativas, exigindo busca M-dimensional
pelo 6timo global. Na estimacado DOA, esse ponto esta associado ao minimo global da

funcao-objetivo.

As proximas secoes deste capitulo mostram algumas expressoes do MLE para estima-
cao DOA considerando os dois modelos de sinal apresentados anteriormente. Esses modelos
sao importantes no calculo dos critérios deterministico e estocastico, associados aos modelos
de sinal condicional e incondicional, respectivamente (STARER, 1990; OTTERSTEN,
1989). Por outro lado, é importante ressaltar que qualquer um desses critérios pode ser
usado independentemente do modelo de sinal considerado (STARER, 1990).

Adicionalmente, nenhum dos dois critérios é limitado a estimacao de sinais nao-
coerentes, como ocorre com outros métodos de estimagao (ALVES, 2004). Entretanto,
nessa condi¢cao o SMLE ¢é conhecido por gerar sempre estimativas mais precisas do que o
DMLE, mas apresenta esforgo computacional ainda maior (STARER, 1990). Além disso,
o uso do DMLE é mais difundido na literatura. Adicionalmente, o DMLE é utilizado no

método de estimacao e nos filtros espaciais descritos nos proximos capitulos.
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2.4 O Estimador de Maxima-Verossimilhanca Deterministico

Para obter o DMLE, considera-se que os sinais estao de acordo com o modelo
condicional, em que s[n] é um processo aleatério gaussiano ao longo do tempo e do espago.
No entanto, ao longo dos snapshots, s[n] é mantido constante e é alterado apenas o ruido
aditivo n[n]. O vetor n[n| também é um processo aleatério gaussiano. Assim, y[n| é
um processo aleatério gaussiano, com média As[n] e matriz de correlagao espacial 1.
Considerando isso, a fungao de verossimilhanga é apresentada na Equagao (2.25) (KRIM;
VIBERG, 1996).

N
-M
Lowie (w,sn],0%) = [ (wo?) e~ Ibiri=askll/ (2.25)
n=1
em que: o operador ||-|| é a norma euclidiana.

Por conveniéncia, as estimativas ML sao definidas como os argumentos que minimizam
a Equacgao (2.25), como mostrado na Equagao (2.26) (ALVES, 2004).

EDMLE (w, S[Tl], 0'2) = — lOg [LDMLE (w, s[n], 0'2)} (226)

Apoés algumas simplificagoes e desconsiderando o termo constante, obtém-se a Equa-
cao (2.27).

LpoMmie (w, s[n], 02) = Mlog(o?) + 021]\7 2—31 |y [n]As[n]||” (2.27)

em que as estimativas ML de w, s[n] e 02 sdo os valores que minimizam a Equacio (2.27).

Para proceder com essa minimizagao, normalmente fixa-se w, pois todos os parametros
sao independentes entre si. Em seguida, os valores minimos sao substituidos na Equacao
(2.27) e a minimizagao é realizada em w, obtendo-se as Equacoes (2.28) e (2.29) (KRIM;
VIBERG, 1996).

6% = ;{tr (PAR) (2.28)
3ln] = (A"A) " Ally[n) (2.29)

em que: tr(-) é o operador trago matricial; Py = I — P, = I — AAT € CEXK § um
operador que projeta um vetor no espago ortogonal ao espaco das colunas de A. Finalmente,

1
At = (AHA) A" ¢ a pseudo-inversa (ou a inversa generalizada) de Moore-Penrose.

2 A
Fazendo algumas substitui¢des e observando que + 07, HPjy[n]H = tr (PjR),

o vetor de estimativas das frequéncias angulares @ é obtido a partir do problema de
minimizagao apresentado na Equacao (2.30) (KRIM; VIBERG, 1996).

@ = arg min [Fomee (w)] (2.30)
em que: Fpypg (w) é a fungao-objetivo do DMLE, como mostrado na Equagao (2.31).
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2.5 O Estimador de Maxima-Verossimilhanca Estocastico

Para obter o SMLE, considera-se que os sinais sdo representados pelo modelo
incondicional. Assim, os sinais e o ruido sdo processos aleatorios gaussianos ao longo do
tempo e do espago. Partindo desse pressuposto, a fun¢ao de verossimilhanca é apresentada

na Equagao (2.32).

N
Lsuir (M C, 02> = [[ 7 X |R| K ey Ryl (2.32)
n=1

Realizando o mesmo procedimento feito na se¢ao 2.4 e sabendo que todos os para-
metros de Lgyrr sao independentes, fixa-se w de forma que as estimativas da matriz de
correlagao dos sinais C e 02 sejam calculadas como mostrado nas Equagoes (2.33) e (2.34)
(KRIM; VIBERG, 1996).

i 1 .

H

Conws(w) = [(AMA) A" (R — 62,01) [(A"A) A" (2.34)

Substituindo as Equagbes (2.33) e (2.34) na funcdo de verossimilhanga e apds
algumas simplificacoes, as estimativas das frequéncias angulares podem ser calculadas

como mostrado na Equagao (2.35).

W= arg mu}n [FSMLE ((.U)] (235)

em que: Fgyg (w) é a fungao-objetivo do SMLE, mostrada na Equagao (2.36).

FSMLE (O.J) = 10g10 [det (ACSMLE(W)AH + 6SMLEI>} (236)

2.6 Simulacoes Numéricas

Nesta secao sao apresentadas algumas superficies usando as fung¢oes-objetivo do

DMLE e do SMLE. Essas superficies foram calculadas utilizando os seguintes parametros:

e Arranjo Linear Uniforme formado por K = 10 sensores espagados em meio compri-

mento de onda, obtendo N = 100 snapshots em cada experimento;

e Sinais descorrelacionados e de mesma poténcia, de acordo com o modelo de sinal

incondicional;

e Fontes de sinal préximas entre si, com 6; = 10° e 6, = 15°. E importante observar
que essa situagao ¢ bastante citada na literatura para avaliar o desempenho de

estimadores de alta resolucao.
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Primeiramente, as Figuras 2 e 3 ilustram respectivamente as superficies do DMLE e

do SMLE para o mesmo experimento na auséncia de ruido.

Figura 2 — Superficie do DMLE para fontes de sinal situadas em 10° e 15° e sinais descor-
relacionados na auséncia de ruido.
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Figura 3 — Superficie do SMLE para fontes de sinal situadas em 10° e 15° e sinais descor-
relacionados na auséncia de ruido.
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Pode-se observar na Figura 2 que as estimativas DOA segundo o critério deterministico
sao as coordenadas retangulares associadas aos minimos globais. Como existe simetria na
superficie, qualquer um dos dois minimos globais representa a solugdo completa para o
problema. Na auséncia de ruido, estes pontos coincidem com as posigoes reais das fontes
de sinal, que estao representadas por um quadrado na cor branca na parte inferior do

grafico.

Além disso, pode-se verificar na Figura 3 que o critério estocastico gera estimativas
muito mais precisas do que o critério deterministico. Porém, o SMLE demanda maior
esforgo computacional (ALVES, 2004).
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A Figura 4 mostra a superficie do DMLE na SNR de —10 dB (decibéis). Pode-se
observar nessa figura o aparecimento de um minimo global distante das posigoes reais das
fontes de sinal. Adicionalmente, os minimos associados a essas posicoes foram ligeiramente
deslocados. Assim, pode-se inferir que, dependendo de como ocorre a otimizagdo numeérica,
o estimador pode fornecer estimativas DOA completamente imprecisas na pior situagdo. Na
melhor situagdo, mesmo que a otimizag¢ao convirja para os minimos associados as posigoes

reais, o estimador pode fornecer estimativas DOA com um pequeno erro de estimagao.

Figura 4 — Superficie do DMLE para fontes de sinal situadas em 10° e 15° e sinais descor-
relacionados na SNR de —10 dB.
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A Figura 5 ilustra a superficie do SMLE na SNR de —10 dB. Pode-se verificar nessa
figura que o SMLE nao oferece mais ganho significativo em relacao ao DMLE, pois a sua
precisao diminuiu significativamente. Além disso, o SMLE foi perturbado pelo ruido de

maneira consideravel.

Figura 5 — Superficie do SMLE para fontes de sinal situadas em 10° e 15° e sinais descor-
relacionados na SNR de —10 dB.
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Adicionalmente, é importante recordar que ambos os critérios sao baseados nos
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modelos de sinal apresentados neste capitulo. Assim, a medida que o nivel de ruido aumenta,
o sinal amostrado se assemelha cada vez menos a esses modelos. Consequentemente, quanto
maior é o nivel de ruido, mais dificil se torna a estimagao DOA, com o deslocamento da
posicao dos minimos globais ou ainda com o aparecimento de outros minimos globais em

posicoes distintas.

2.7 Limite de Cramér-Rao para o DMLE

O CRB foi apresentado na se¢ao 2.2 como um limitante inferior para a variancia do

erro de estimacao de um estimador nao-polarizado.

As expressoes para o Limite de Cramér-Rao sao obtidas a partir do vetor de dados
y[n| para qualquer um dos seguintes parametros: amplitude complexa, frequéncia ou
poténcia do ruido. Neste trabalho, o CRB utilizado é especifico para a estimacao de
frequéncia (ALVES, 2004) devido a equivaléncia entre a estimagao de frequéncia e a
estimagao DOA observada na secao 2.1. Os CRBs para o DMLE e para o SMLE foram
apresentados em (STOICA; NEHORAI 1990). Para o DMLE, o CRB é calculado pela
Equacao (2.37).

2
Obuie = Q‘LN R (Qech)]  {n]QecMO)} [r(Qec)]” (2.37)
em que: Opye € RM*M ¢ medido em rad?; R () é o operador parte real; ® é o operador
de multiplicacdo matricial ponto-a-ponto; Q = DYP4D; M = C1 +52C! (AHA)_1 C!

e a matriz D é a derivada de A e ¢é calculada como mostrado na Equacao (2.38).

_ [Oa(w1) Oa(ws) Oa(w )
D = % O ... o]
[ 0 0 - 0 i
jejwl jejw2 P ]e-]w]\z
2.
_ j26j2”1 j2€j2w2 ]'er?wz\z ( 38)
(K — 1)63‘(K—1)w1 K — 1)edE-Dez o 5K — 1)ed(K—Dwa |

O CRB calculado na Equagao (2.37) considera N — co. Assim, é uma aproximacao
assintotica. Por outro lado, o calculo é mais simples e direto, podendo ser usado quando
C se aproxima da estimativa C = + >0 s[n]s[n]. E importante ressaltar que o CRB é
o valor de todos os elementos na diagonal principal de Opyg € é igual para os M sinais
(ALVES, 2004).

2.8 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou os modelos de sinal, os critérios de avaliagdo de estimadores

DOA e o Estimador de Maxima-Verossimilhanca.
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Os modelos de sinal sdo simplificados ao considerar um arranjo linear uniforme e ao
considerar que as fontes de sinal faixa estreita estdo em um campo distante. A partir desse
modelo sao calculados dois critérios do Estimador de Maxima-Verossimilhanca: o DMLE e

o SMLE, baseados nos modelos de sinal condicional e incondicional, respectivamente.

De maneira independente do critério utilizado, o MLE é um estimador assintoti-
camente eficiente em relacdo a SNR e ao nimero de snapshots, desde que o nimero de
sensores do arranjo seja suficientemente maior do que o numero de fontes (STOICA;
NEHORALI, 1990). Adicionalmente, o SMLE produz estimativas mais precisas do que
o DMLE, especialmente na estimacao DOA de sinais coerentes. Ainda, o MLE possui
aplicacao limitada, pois o esforco computacional é elevado e ainda é maior para o critério

estocastico.

Quando a SNR ou o ntimero de snapshots é suficientemente grande, o MLE possui
um minimo global nos pontos que representam as combinagoes dos angulos DOA reais das
fontes de sinal. Também, em condi¢oes mais severas de SNR, ocorre o aparecimento de
outros minimos globais e o deslocamento dos minimos associados as posi¢oes verdadeiras.
Assim, o MLE nao é um estimador confidvel quando atinge a SNR de limiar, pois ele
nao consegue estimar corretamente os angulos DOA. Quando isso ocorre, o Estimador de

Maxima-Verossimilhanca apresenta rapido aumento da variancia do erro de estimacao.

No entanto, especialmente quando a SNR é suficientemente alta, ndo é necessario
buscar em todo o espaco de solugdes do MLE para obter estimativas precisas. Quando
isso é possivel, as estimativas podem ser geradas de maneira mais eficiente com o uso de

métodos iterativos.

Alguns desses métodos, baseados em uma reparametrizacdo do DMLE, diminuem
drasticamente o esforco computacional, enquanto ainda mantém as qualidades de estimacao
do MLE. Por outro lado, eles podem ser ainda mais sensiveis ao ruido e apresentam SNRs
de limiar razoavelmente maiores. Entretanto, para diminui-las, pode-se usar um processo

de filtragem dos dados de entrada.

O proximo capitulo apresenta os estimadores iterativos MODEX Modificado e SEAD
Aprimorado. Além disso, é apresentado um processo de filtragem usando o méaximo
autofiltro espacial, com o objetivo de maximizar a SNR de saida, permitindo diminuir a

influéncia do ruido na geracao de estimativas DOA.
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3 ESTIMADORES ITERATIVOS E FILTRA-
GEM ESPACIAL

O Estimador de Méaxima-Verossimilhanca apresentado na se¢do 2.3 possui grande
capacidade de resolugao, mas sua implementacao direta exige elevado esfor¢co computacional.
Devido a isso, foram desenvolvidos estimadores iterativos derivados do DMLE. Esses
estimadores apresentam desempenho de estimacao muito préximo ao do DMLE, porém

possuem um esfor¢o computacional consideravelmente menor.

Dentre os estimadores classicos derivados do DMLE, pode-se citar o Method of
Direction Estimation (MODE) (STOICA; SHARMAN, 1990). O MODE aplica uma
reparametrizagao da funcao-objetivo do DMLE de forma que a otimizacao é realizada
sobre os coeficientes de um polindémio em que suas raizes estimam os angulos DOA.
Porém, sabe-se que o MODE apresenta o efeito de limiar (GERSHMAN; STOICA, 1999).
Esse efeito é caracterizado por uma rapida degradacao no desempenho de estimacao
quando a SNR ou o ntmero de snapshots caem abaixo de um valor critico. A razao
disso ¢ uma descontinuidade nas estimativas dos parametros que sao fun¢ées dos dados
processados. Esse fato ocorre tipicamente em todos os estimadores baseados em subespaco
e é induzido pela divisao do espago de medida em subespagos de sinal e de ruido (HAWKES;
NEHORAI; STOICA, 2001). Adicionalmente, o efeito de limiar pode ser causado pelo
fato dos autovetores do subespaco de sinal amostrado terem componentes significativos no

subespago de ruido (GERSHMAN; STOICA, 1999).
Diante disso, foi proposto o MODE with Extra Roots (MODEX) (GERSHMAN;

STOICA, 1999). Esse estimador é capaz de melhorar significativamente o desempenho de
estimacao em condigoes como baixas SNRs ou poucas amostras de sinal. Isso foi possivel
com o aumento da ordem do polinémio usado no MODE. Por outro lado, passa a ser
necessario um procedimento ML adicional para selecionar a melhor combinacao de raizes.
Dessa forma, o MODEX exige esfor¢co computacional consideravelmente maior do que o

do MODE, especialmente quando é grande o niimero de fontes de sinal.

Porém, o MODEX Modificado (LOPES et al., 2003; ALVES, 2004) foi proposto
apos ter sido observado que as raizes extras geradas pelo MODEX nao sao em geral
boas estimativas DOA. Assim, o MODEX Modificado gera trés estimativas MODE, cada
uma baseada em uma restricio de nao-trivialidade distinta. Entao, as estimativas sao

combinadas e a melhor combinacao é selecionada aplicando o mesmo procedimento ML
usado no MODEX.

Por outro lado, a proposta do Search of Direction by Differential Spectrum (SEAD)
(FERREIRA, 2005; FERREIRA; LEMOS, 2005a; FERREIRA; LEMOS, 2005b) foi moti-
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vada pela determinagao de um espectro mais robusto aos efeitos do ruido sobre a estimacao
DOA. A principal contribui¢ao desse estimador foi a proposta de um estagio de busca
angular em toda a abertura do arranjo. Essa busca é denominada espectro diferencial e
¢é baseada na diferenca entre os dois maiores autovalores de uma matriz de correlacao

espacial aumentada.

Embora tenha mostrado baixa capacidade de resolucao, o espectro diferencial apre-
senta uma robustez razoavel aos efeitos do ruido. Nesse espectro, os picos esptrios associados
ao ruido sao significativamente menores do que os picos correspondentes as fontes de sinal,
mesmo em SNRs de até —10 dB. Devido a sua baixa resolugao (SILVA et al., 2013), é
necessario um estagio de geracao do vetor de estimativas iniciais. Logo apds, o SEAD
realiza um estagio de refinamento desse vetor ao redor dos picos mais significativos do
espectro diferencial para fornecer estimativas DOA usando um procedimento ML. Entre-
tanto, devido ao grande niimero de estimativas geradas, o SEAD apresentou tempo de
execucao incompativel com aplicagoes em tempo real. Como apresentado no Capitulo 1, o
arranjo de sensores em um equipamento compativel com o WiMAX ¢é recalibrado a cada

cinco milissegundos.

Entao, o SEAD Aprimorado (SILVA, 2009; SILVA et al., 2013) foi proposto com
o objetivo de diminuir esse tempo de estimacao. Para isso, foi utilizado um processo de
selecao dividido em dois estagios. O primeiro estima a quantidade de fontes agrupadas em
cada pico de sinal e o segundo estdagio usa um processo de busca baseado no algoritmo
Branch-and-Bound. O resultado foi uma redugao consideravel no niimero de estimativas

geradas, mantendo competitivo o desempenho de estimacao em relacao ao SEAD.

Entretanto, foi observado em (KRUMMENAUER, 2007; KRUMMENAUER et al.,
2010) que o procedimento ML utilizado no processo de selegao de raizes do MODEX
Modificado nem sempre seleciona as melhores estimativas geradas. Isso é devido ao ruido
presente em R provocar mudanca significativa nesse processo de busca e é mais evidente a
medida que a SNR diminui. Com isso, o erro de estimacao aumenta de maneira consideravel

e, consequentemente, a SNR de limiar desse estimador é maior.

Assim, o desempenho de estimacdo do MODEX Modificado pode ser significativa-
mente aprimorado ao reduzir o componente de ruido da matriz de covariancia utilizada no
procedimento ML. Uma maneira para fazer isso é submeter os dados da saida do arranjo
y[n] a um filtro espacial (FORSTER; VEZZOSI, 1987) adequado antes de realizar esse
procedimento, lembrando que conceitos de estimacgao de frequéncia podem ser usados na
estimacao DOA.

Porém, para projetar esse filtro linear com resposta ao impulso finita (FIR, do
inglés Finite Impulse Response) é necessario ter estimativas preliminares das frequéncias
angulares. Em (KRUMMENAUER et al., 2010), essas estimativas s@o provenientes do

maximo autovetor de uma matriz calculada a partir de R, ou seja, sao provenientes do
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autovetor associado ao maximo autovalor dessa matriz. Adicionalmente, é necessaria uma

nova funcgao-objetivo para o DMLE que aplica esse filtro na geracao de estimativas.

Este capitulo descreve a fundamentacao tedrica dos estimadores MODEX Modificado
e SEAD Aprimorado. Além disso, é apresentado o processo de filtragem utilizando o maximo
autofiltro espacial projetado considerando a situagao de fontes proximas. Finalmente, sao

realizadas as consideracoes finais deste capitulo.

3.1 O Estimador MODEX Modificado

Esta secao explica o processo de geragao de estimativas do MODEX Modificado. Para
isso, é necessario apresentar o estimador MODE e a reparametrizacao da funcao-objetivo
do DMLE que o fundamenta.

3.2 Reparametrizacao da Funcao-Objetivo do DMLE

A estimagdo de maxima-verossimilhanga de w apresentada na Equagao (2.30) é um
problema nao-linear considerado dificil. Porém, uma versao um pouco mais simples desse
problema é gerada ao reparametriza-lo em fungdo do polindémio de predigao linear b(z)
mostrado na Equacao (3.1) (STARER, 1990).

M M
b(2) £ 3 byz™M™ = by T (2 — ) = boe™ + b 2M 7Y + -+ by (3.1)

m=0 m=1
em que: z = e/“m m =1,2,..., M, sdo as raizes do polindmio da Equagdo (3.1) e todas

estao situadas sobre a circunferéncia de raio unitario (CRU), resultando na Equacao (3.2)

(SILVA, 2007).
M
3 bed e = (3.2)
m=0

emque: k=0,1,....,(K—1)ei=1,2..., M.

T
Considere o vetor b = [bo by - bM} , que contém os coeficientes do polinémio
b(z) mostrado na Equagdo (3.1), e a matriz de predi¢ao linear B apresentada na Equagao

(3.3).
H
by -+ b1 b 0
B=| .. .- (3.3)

0 by - b1 bo

Assim, a Equacdo (3.2) pode ser reescrita como mostrado na Equagao (3.4) (KUMA-
RESAN; SCHARF; SHAW, 1986).

B"A =0 (3.4)



Capitulo 3. FEstimadores Iterativos e Filtragem Espacial 43

Considerando posto(A) = M e posto(B) = (K — M), tem-se que as colunas de B
pertencem ao espaco nulo de A™ (BRESLER; MACOVSKI, 1986). Em outras palavras,

B abrange o espago nulo de A, permitindo que sejam escritas as Equagoes (3.5) e (3.6)
(ALVES, 2004).

Py=BB*=B(B'B) B'=I-A(A"A) A"=I-AA*=P; (35
Py=AA"=A(A"A) 'A"=1-B(B"B) B'=1-BB'=P§  (3.0)

em que: Pg e P4 sdo projetores ortogonais ao espaco das colunas de A, resultando nas
relagbes apresentadas nas Equagoes (3.7) e (3.8) (SILVA, 2007).

Ps = P; (3.7)
P, =Pg (3.8)

Dessa forma, o vetor de estimativas ML é obtido resolvendo o problema de otimizagao
linear restrita apresentado na Equagao (3.9) (STARER, 1990).

b = arg {)IIGIB [FDMLEQ(b)] s (39)
em que: Fpyrez(b) é a fungdo-objetivo reparametrizada do DMLE em termos de b. Essa

fungao é mostrada na Equagao (3.10).

Fpumpez(b) = tr [B (BHB>_1 BHR} (3.10)
= tr (PBR) |

Adicionalmente, D representa o conjunto das restri¢oes impostas ao parametro b.

De maneira simplificada, essas restrigdes sao (ALVES, 2004):

e b £ 0: essa restricao de nao-trivialidade garante que existe correspondéncia tinica
entre b e o vetor das frequéncias angulares w e a invertibilidade de BYB (BRESLER;
MACOVSKI, 1986). Essa restrigdo pode ser aplicada ao impor que um dos elementos

de b seja igual a um ou ao impor que b tenha norma unitaria;

e raizes de b(z) sobre a CRU: essa restrigdo garante que o sinal é composto de
exponenciais complexas nao-amortecidas. Em (KUMARESAN; SCHARF; SHAW,
1986) foi avaliado que isso equivale a impor a restrigdo de simetria conjugada
{b|bM = sz_m), m=0,1,... ,M}, em que: (-)" é o operador de conjugacio com-
plexa. Entretanto, essa restricdo embora seja necessdria, ela nao é suficiente para
garantir que as raizes de b(z) estejam sobre a CRU (STOICA; SHARMAN;, 1990).
Por outro lado, todo o polinémio b(z) com raizes sobre a CRU pode ser convertido

em outro que possui simetria complexa conjugada mediante um fator multiplicativo

(SILVA, 2007).



Capitulo 3. FEstimadores Iterativos e Filtragem Espacial 44

Assim como a Equagao (2.30), a Equagao (3.9) também é um problema nao-linear,
que impossibilita que seja obtida uma solucao analitica para b. Entretanto, essa equacao é
mais facil de ser manipulada algebricamente e é a base dos estimadores MODE e MODEX
Modificado. Ao término da minimizacao, as raizes do polindmio descrito em b sio extrafdas
para obter o vetor de estimativas das frequéncias angulares @ associadas as estimativas

DOA 6 (SILVA, 2007).

3.2.1 O estimador MODE

O MODE realiza a estimacao DOA ao aproximar a funcado-objetivo do DMLE
localmente em torno do vetor 6timo b, por uma fungao quadratica (ALVES, 2004). Isso é
feito aplicando a decomposigdo em autovalores realizada na Equacdo (2.22) e considerando

a assintoticidade em N, ou seja, um grande niimero de amostras de sinal.

Suponha que todos os autovetores do subespaco de ruido em Ey correspondam ao
espaco nulo de A. Quando isso acontece, todos os autovetores do subespaco de sinal em
Eg descrevem o espago de A. Isso permite escrever as Equagoes (3.11) e (3.12) (SILVA,
2007).

P, = EgEl (3.11)
P; = EyEL (3.12)

O interesse pelo MODE estd no comportamento local da Equagao (3.10). Quando
b estd préximo do vetor étimo b,, naturalmente ||b — b,|| ~ 0. Considerando que B, é
construido a partir de b, da mesma maneira descrita na Equacao (3.3), |B — B,|| =~ 0.
Consequentemente, BHE = EEB = 0. Entao, o MODE faz a estimacao DOA minimizando
a expressao mostrada na Equacao (3.13)(SILVA, 2007).

A

b = arg min [Fmope(b)], (3.13)

em que: Fyiope(b) é a fungao-objetivo do MODE apresentada na Equagao (3.14).

Fuopn(b) = tr [B (B"B)'B'R

(3.14)
= tr (PBR)

em que: R = ESWEE decorre da aplicacao da restricao do subespaco de sinal em f{;
~ 2 A~
W = (AS — 621) Ag' € M x M é a matriz 6tima de ponderagdo com o objetivo de
minimizar a variancia do erro de estimacao.
A minimizagdo mostrada na Equacao (3.13) é realizada iterativamente e sao neces-
srias poucas iteragoes para garantir a convergéncia (GERSHMAN; STOICA, 1999). A

primeira iteracdo utiliza BHB inicializada como uma matriz definida-positiva, normalmente
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considera-se BIB = I. Nas iteracdes seguintes, b passa a ser utilizado na atualizacao de
BYB (SILVA, 2007).

No fim desse processo, sao extraidas as raizes do polindémio b(z) definido em b para
obter as estimativas em termos das frequéncias angulares @. Em sequéncia, o vetor 6 de

estimativas DOA ¢ calculado considerando a relagao entre w,, e #,, mostrada na segao 2.1.

3.2.2 O estimador MODEX Modificado

Entretanto, quando a SNR ¢ baixa ou o niimero de snapshots é pequeno, o MODE
apresenta o efeito de limiar (GERSHMAN; STOICA, 1999). Isso ocorre quando um ou
mais autovetores do subespago de sinal possuem componentes significativos no subespaco
de ruido. Nesse caso, o MODE tende a utilizar uma ou mais raizes de b(z) em regioes
distantes das verdadeiras em resposta a forte intensidade do ruido no sinal amostrado
(SILVA, 2007). Claramente, isso leva a uma consideravel degradac¢do no desempenho de

estimacao do MODE, pois nao existe quantidade suficiente de raizes para serem associadas
as fontes de sinal (GERSHMAN; STOICA, 1999).

Assim, foi proposto o MODEX (GERSHMAN; STOICA, 1999), que estende o MODE
e usa X raizes extras com a finalidade de evitar esse fendomeno indesejado. Essas raizes
permitem modelar os componentes de sinal e parte dos componentes de ruido. Essa extensao
permitiu o MODEX gerar e avaliar novos pontos no espago de solugoes do DMLE, que
possui diversos minimos locais, como mostrado na secao 2.6. Entao, o MODEX aprimorou
de maneira significativa a estimagao DOA em relacao ao MODE, especialmente quando

esse tultimo apresenta o efeito de limiar.

Porém, nem todas as raizes extras do MODEX sao adequadas para a estimacao
DOA. Isso ocorre, pois, a priori, o simples aumento da ordem do polinémio b(z) leva a
producao de M raizes associadas ao subespaco de sinal proximas do minimo global e X
raizes associadas ao subespago de ruido distantes do minimo global. Em geral, esse tltimo

conjunto de raizes nao contém boas estimativas DOA (LOPES et al., 2003).
Entao, foi proposto o MODEX Modificado! (LOPES et al., 2003). Esse estimador é

capaz de gerar raizes situadas mais proximas dos valores verdadeiros, gerando trés vetores
de estimativas equivalendo a 3M raizes. Cada um desses vetores sao calculados a partir

de um vetor de estimativas MODE aplicando restri¢oes diferentes para evitar a solucao
trivial b = 0 (LOPES et al., 2003).

Isso se deve a observagao em (LOPES et al., 2003) de que, embora seja claro que o
ruido perturbe as estimativas quando a SNR diminui, isso nao ocorre da mesma maneira nos
trés vetores de estimativas. Assim, pressupde-se que, dentre as 3M estimativas calculadas,

no minimo M sao de boa qualidade. Em outras palavras, ao aplicar restri¢coes diferentes,

1 Embora o nome sugira que esse estimador seja derivado do MODEX, na verdade, ele é derivado do

MODE.
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nem sempre todas as raizes sao afetadas ao mesmo tempo. Além disso, o ruido nao perturba
a mesma estimativa DOA relativa a uma mesma fonte de sinal em todos os vetores de

estimativas.

O funcionamento do MODEX Modificado é explicado de maneira breve. Primeira-
mente, ele executa o algoritmo completo do MODE impondo uma restricao de simetria
complexa conjugada no vetor b (LOPES et al., 2003; KRUMMENAUER et al., 2010).
Para M par, b possui a forma apresentada na Equacao (3.15) e para M impar a forma
mostrada na Equacdo (3.16) (SILVA, 2007).

0~ 7 7 7 7 2k Tx Tk T
b:[bo b by by By BB (3.15)
" 7 7 7 7k A T
b= b by By By o BB (3.16)

A partir do vetor B, o segundo passo ¢ gerar outras estimativas impondo duas
restrigoes de nao-trivialidade durante a minimizacao da Equacao (3.13). A restrigdo linear
real equivale a impor R (?)0> =1 (ALVES, 2004). Entretanto, podem ocorrer instabilidades
numéricas ao impor essa restricdo, embora isso nao seja frequente. Contudo, quando isso
ocorre, basta repetir a minimizagao da Equagao (3.13) sob a restricao J (ISM> =1, em que
J (+) é o operador parte imagindria. Essa restrigao é chamada de restrigao linear imaginaria
(ALVES, 2004). O uso dessas duas restrigoes lineares ¢ o suficiente para abranger todas as
situagdes praticas (SILVA, 2007) e uma dessas solugbes sempre esta correta para todos os
valores de b (LOPES et al., 2003).

Depois disso, sao extraidas as 3M raizes dos trés polinomios gerados a partir do
processo acima. Entao, as raizes sdo combinadas em M-uplas (ou vetores de estimativas) e
armazenadas na matriz €2.. Assim, para selecionar a melhor combinacao de raizes, é reali-
zado um dos procedimentos ML apresentados nas Equagoes (3.17) e (3.18) (GERSHMAN;
STOICA, 1999; SILVA, 2007).

W = arg min [Fsuie (w)] (3.18)

em que: Fpyrg (w) e Foung (w) sdo os critérios deterministico e estocastico do MLE,
Equacdes (2.31) e (2.36) respectivamente. Em sequéncia, o vetor de estimativas 6 em

fungao dos angulos DOA é calculado a partir de @ como apresentado na segao 2.1.

3.3 O Estimador SEAD Aprimorado

De maneira diferente do MODEX Modificado, o SEAD Aprimorado gera estimativas

DOA em dois estdgios como em um processo de otimiza¢ao numérica. O primeiro estagio,
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denominado pré-selecao, gera estimativas preliminares a partir do espectro diferencial, com
baixo esforco computacional. O segundo estagio é responsavel por realizar o refinamento

dessas estimativas iniciais para obter as estimativas DOA de maneira mais precisa.

3.3.1 Espectro diferencial

Esta secao explica separadamente o espectro diferencial e como ele pode gerar

estimativas iniciais.

Para estimar as dimensdes dos subespacos de sinal e de ruido de R, foi utilizada
em (FERREIRA, 2005) a mesma técnica de avaliagdo do espalhamento dos autovalores
usada em (ALVES; ASADA; MONTICELLI, 1999). Nessa pesquisa, foi observado que a
diferenca entre os dois maiores autovalores aumenta a medida que essas fontes de sinal se

aproximam.

Essa diferenca, considerando a auséncia de ruido, é ilustrada nas Figuras 6a e 6b para
as situacoes de fontes proximas e afastadas, respectivamente. Essas figuras unidimensionais
foram geradas a partir da sobreposicao de E = 100 simulagoes independentes. Além disso,
foram considerados um arranjo linear uniforme formado por K = 10 sensores e N = 100

snapshots.

Figura 6 — Espectro de autovalores de R na auséncia de ruido.

1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A Normalizado

(a) Considerando fontes situadas em 10° e 15°

1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A Normalizado

(b) Considerando fontes situadas em 10° e 45°

Nas Figuras 6a e 6b, os espectros dos autovalores ilustrados foram normalizados
dividindo todos os autovalores pelo maximo autovalor em cada um dos E = 100 experi-
mentos. Pode-se observar nessas figuras que o espectro possui trés regioes principais. A
primeira sio todos os (K — M) autovalores de ruido para cada experimento. Como os
experimentos foram realizados na auséncia de ruido, ;\(M+1) = 5\(]\*“2) = =Ag=0.A
segunda regiao ¢ onde ¢ encontrado o maior autovalor normalizado para cada experimento

e, naturalmente, =1

Na terceira regiao, a intermediaria, pode-se observar que \; varia nos experimentos
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devido a prépria aleatoriedade do sinal. No entanto, Ay assume valores menores na situagao
de fontes proximas, como ilustrado na Figura 6a, se comparada a situacao de fontes
afastadas, como mostrado Figura 6b. Assim, pode-se verificar que a diferenga (A} — Ag) é,

em geral, maior quando duas fontes de sinal estao afastadas entre si.

Entao, esse comportamento dos dois maiores autovalores inspirou um estagio de
busca angular. Nesse estagio é adicionada sinteticamente uma fonte de sinal de teste com
o angulo DOA 61 associado a frequéncia angular wy. Para cada valor de 6, é construida
uma matriz de covaridncia espacial aumentada Ry (wr) como apresentado na Equagao

(3.19) (SILVA et al., 2013).
Ry (wr) = R + a(wp)a(wy)! (3.19)

em que: a(wr) é o vetor de dire¢ao associado a fonte de teste e Oy varia no intervalo

[—90°,90°]. Correspondentemente, —m < wp < 7.

Logo ap0s, é calculada a diferenca em fungao de wy como apresentado na Equacao
(3.20).
D(WT> = 5\1 - 5\2 (320)

em que: A1 e Ay sdo os dois maiores autovalores de Ry (wr). Apés calcular todos os pontos
do espectro diferencial, ele é normalizado de forma a se encaixar exatamente no intervalo
[0,1].

Em vez de maximizar a poténcia da fonte de teste com a finalidade de se ajustar ao
termo a(wr)a(wr)™, o espectro diferencial maximiza D(wr). Assim, devido ao efeito de
fontes sobrepostas, uma caracteristica do espectro é que (A, — Ag) atinge um valor maximo

quando wy coincide com a frequéncia angular w,, de uma fonte de sinal (SILVA et al.,
2013).

E importante ressaltar que teoricamente D(wy) é imune ao ruido. Porém, na pratica
¢ usada a matriz de correlacao espacial amostrada R em vez de R e N é um valor finito.
Consequentemente, D(wr) nao apresenta mais essa imunidade. Entretanto, avaliar esse
termo em todo o intervalo [—m, 7| resulta no espectro diferencial, que permite estimar os

angulos DOA a partir das frequéncias angulares associadas aos maiores picos espectrais.

As Figuras 7 a 9 ilustram o espectro diferencial em diversas situacoes de posicio-
namento de fontes de sinal na auséncia e na presenca de ruido. Em todas as situagoes
foi utilizado um arranjo formado por K = 10 sensores amostrando N = 100 snapshots
de sinais descorrelacionados. E importante ressaltar que foram calculados 100 espectros
diferenciais na auséncia de ruido e outros 100 considerando a SNR de —10 dB. Todos esses
espectros sao independentes entre si e foram sobrepostos em cada figura para mostrar o

comportamento médio em cada situagao.

A Figura 7 mostra o espectro diferencial utilizando fontes proximas, com 6; = 10° e

0y = 15°. As linhas tracejadas verticais indicam as posi¢oes das fontes de sinal. Pode-se
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observar nessa figura que ocorre um unico pico proeminente, com apice em 12°; tanto
na auséncia de ruido (linhas cinzas), quanto na presenga de ruido (linhas pretas). O
aparecimento desse Uinico pico é porque o arranjo nao possui resolucao suficiente para
detectar cada fonte de sinal separadamente. Dessa forma, é necessario usar algum método
que consiga gerar uma estimativa DOA para cada fonte de sinal a partir desse espectro.
Além disso, é possivel observar que, mesmo na SNR de —10 dB, o pico associado as
fontes de sinal apresenta amplitude consideravelmente maior do que os picos de ruido.

Adicionalmente, nessa condigdo o pico pouco se deslocou de sua posicao real.

Figura 7 — Espectros diferenciais sobrepostos considerando fontes situadas em 10° e 15°
na auséncia de ruido (linhas pretas) e na SNR de —10 dB (linhas cinzas).

()\1 - /\2) normalizado

A Figura 8 ilustra o espectro diferencial usando fontes afastadas, com 6; = 10° e
0y = 45°. Na auséncia de ruido, pode-se observar nessa figura dois picos proeminentes,
um para cada fonte de sinal. Nesse caso, os apices desses dois picos coincidem com as
posicoes reais das fontes e representam as estimativas DOA para elas. Na SNR de —10
dB, a diferenga de amplitude entre os picos de sinal e de ruido diminui, embora na maior
parte dos experimentos ainda seja possivel distinguir picos de sinal de picos de ruido por

suas amplitudes.

Figura 8 — Espectros diferenciais sobrepostos considerando fontes situadas em 10° e 45°
na auséncia de ruido (linhas pretas) e na SNR de —10 dB (linhas cinzas).

()\1 - /\2) normalizado

A Figura 9 ilustra o espectro diferencial utilizando fontes situadas em 10°, 15° e 45°.
Pode-se verificar nessa figura que, considerando a auséncia de ruido, o pico associado as

fontes em 10° e 15° possui amplitude maior do que o pico com apice em 45°. Na SNR
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de —10 dB, pode-se observar que o pico associado as fontes situadas em 10° e 15° é
significativamente menos afetado pelo ruido do que o pico em 45°. Inclusive, esse tltimo

pico pode se misturar aos picos de ruido e ¢ dificil a sua detecgao por amplitude.

Figura 9 — Espectros diferenciais sobrepostos considerando fontes situadas em 10°, 15° e
45° na auséncia de ruido (linhas pretas) e na SNR de —10 dB (linhas cinzas).

/\2) normalizado

(A -

3.3.2 Processo de selecao de estimativas

O estimador SEAD é a base do SEAD Aprimorado. No entanto, o SEAD nao sera
descrito neste trabalho, pois, mesmo que ele apresente desempenho de estimagao bastante
competitivo, ele possui esfor¢o computacional significativamente maior. Consequentemente,
a sua viabilidade em situagoes praticas é restrita, pois a estimagao DOA pode ser usada

em aplicagoes em tempo real (ALVES, 2004).

A razao disso é que o SEAD utiliza um processo de busca multidimensional conside-
rado método de forga-bruta (SILVA et al., 2013). Nesses métodos, a otimiza¢ao ocorre por
uma busca no espaco de solugoes que exige um tempo de execucao de ordem exponencial.
Sempre que possivel, os métodos de forca-bruta devem ser evitados, entendendo mais
profundamente o problema, o que possibilita gerar um algoritmo que de maneira ideal
apresente esforgo computacional de ordem polinomial (SIPSER, 1997; CARVALHO et al.,
2001).

O SEAD Aprimorado foi proposto com o objetivo de diminuir esse esfor¢co com-
putacional e a0 mesmo tempo apresentar desempenho de estimacgao competitivo. Essa
reducao foi alcangada substituindo o método de forca-bruta existente por outro processo
de busca baseado no algoritmo Branch-and-Bound. Esse algoritmo ¢ comumente utilizado
na otimizagao discreta e combinatorial e subdivide de maneira sisteméatica o espaco de

busca em subconjuntos, permitindo desconsiderar as estimativas inadequadas.

Adicionalmente, o estiagio de pré-selegao foi adaptado de forma que possa ser usado
em outras situacoes de posicionamento e nimero de fontes de sinal. Isso é importante, pois
a inicializacao correta do processo de otimizagao por si s6 pode levar a uma consideravel
melhoria na estimagao DOA (SILVA et al., 2013).
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3.3.2.1 Pré-selecao

O objetivo do estagio de pré-selecdo é gerar um vetor de estimativas iniciais a partir
das frequéncias angulares dos () picos com apices acima de um limiar de amplitude. Esses
picos sao chamados picos detectados. Contudo, na se¢ao 3.3.1 é possivel observar que o
espectro diferencial apresenta baixa resolugao e nao consegue distinguir fontes proximas.
Assim, o estagio de pré-selecao também é responsavel por estimar o nimero de fontes em
cada pico detectado, pois o ntimero de picos pode ser diferente do nimero de fontes de
sinal (SILVA, 2009).

Assim, existem trés situagoes ao aplicar a restricao pelo limiar de amplitude durante
a fase de pré-selecao: Q > M, QQ = M, Q) < M. As duas primeiras situagoes sao resolvidas

da seguinte maneira:

1. Para @ > M, o SEAD Aprimorado realiza o procedimento ML utilizando as frequén-
cias angulares dos apices dos picos detectados. O vetor de estimativas iniciais é a
melhor combinagao de frequéncias encontradas. Esse processo avalia C' = m

combinagoes;

2. Quando Q) = M, o SEAD Aprimorado considera as frequéncias angulares dos apices
dos picos detectados como estimativas iniciais e ndo é necessario outro passo adicional.

Dessa forma, o nimero de combinagoes avaliadas ¢ C' = 0.

Porém, na terceira situacao, () < M, é necessario realizar passos adicionais partindo
do pressuposto de que todos os picos detectados sdo picos de sinal. O primeiro passo é
armazenar as frequéncias angulares dos vales a esquerda e a direita (W(yg.e) € Ww,q,d)) €
dos apices (w(q,q)) do g-ésimo pico detectado no espectro diferencial, onde ¢ = 1,2,...,Q
(SILVA et al., 2013).

Entao, supoe-se que cada pico detectado corresponde a uma quantidade de no
minimo ¢, = 1 e no maximo ¢, = (M — @ + 1) fontes de sinal. Sdo consideradas apenas
as combinacoes {c1, ¢, ..., co} em que 222:1 cq = M. Assim, ao distribuir M fontes a @)
picos detectados sao produzidos C' arranjos de distribuicao de fontes de sinal por pico

detectado, de acordo com a Equagao (3.21).

(M —1)!

C=ar-on -1

(3.21)

Se ¢, = 1, entao ¢é considerada apenas a frequéncia angular associada ao apice do
g-ésimo pico. Quando ¢, ¢ um nimero impar maior do que um, o apice é considerado junto
com outras as N, = (¢, — 1)/2 estimativas candidatas posicionadas de cada lado daquele
pico. Se ¢, é par, o algoritmo meramente aloca N, = ¢,/2 estimativas candidatas em cada

lado do ¢-ésimo pico, desconsiderando a frequéncia correspondente ao seu apice.
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As estimativas posicionadas a esquerda e a direita do pico sao calculadas como

mostrado nas Equagoes (3.22) e (3.23), respectivamente.

Aw(eq)

W(e,gn) = W(aq) — N X m (3.22)
q
~ Aw d,
W(d,gn) = W(a,q) TN X 2(]\7(—:)1) (3.23)
q
em que: n = 1,2,..., Ny} AWeq) = Waq) — Wge ¢ a largura a esquerda do pico e

AW(d,g) = Wv,gd) — W(aq) ¢ a largura a direita do pico.

O tamanho dos intervalos de busca é limitado as regides dos picos detectados.
Considere que um pico foi gerado por miltiplas fontes préximas. As frequéncias angulares
dessas fontes tipicamente estao proximas da posicao do apice do pico. Dessa forma, as

estimativas candidatas sao geradas na metade interior de cada lado do pico.

Assim, sdo construidas e armazenadas em €2, as M-uplas de acordo com os C' arranjos
de distribuicao de fontes para cada pico e suas larguras esquerda e direita. Entao, seleciona-
se a melhor combinac¢do usando um dos procedimentos ML mostrados nas Equagoes (3.24)
e (3.25).

w = arg Hél(rzl [FomLe (w)] (3.24)

em que: Fpypg (w) e Fsvie (w) s@o os critérios deterministico e estocastico do MLE. Essa

combinagao é considerada o vetor de estimativas iniciais para o proximo estagio.

O exemplo a seguir é apresentado em func¢ao dos angulos DOA. Considere fontes
equipotentes, descorrelacionadas e posicionadas em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido.
Suponha também que os () = 2 picos de sinal tenham sido detectados corretamente.
As posigoes dos apices desses picos sao {0(&1),9(@72)} = [13O 450] e as posigoes dos
vales a esquerda e a direita de cada pico detectado sao {6’(%176), Ow,1,d)5 O(v,2,¢)5 0(1,,2751)} =
0° 270 31° 64°.

Logo ap6s sao gerados dois arranjos de distribui¢ao de fontes por pico: {1,2} e {2,1}.
Em outras palavras, o primeiro arranjo corresponde a situagdo em que o primeiro pico
estd associado a uma fonte de sinal e o segundo pico a duas. No segundo arranjo ocorre o

inverso: o primeiro pico esta associado a duas fontes de sinal e o segundo a uma fonte.

Assim, duas estimativas sdo construidas como mostrado na Tabela 1. As estimativas
selecionadas sdo 9,5° 16,2° 45,3°|, pois elas minimizam a fungao-objetivo. Entao, essa

estimativa é considerada a estimativa inicial que sera refinada no proximo estagio.
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Tabela 1 — Combinagdes geradas no estagio de pré-selecao para o caso de fontes situadas
em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido.

Arranjo Estimativas candidatas DMLE

{1,2} [13° 41,5° 49,3°] 0,01244
{2,1} [9,5° 16,2° 45,3°] 0,00034

E importante ressaltar que o estagio de pré-selecao ¢ muito dependente do célculo
correto do limiar de amplitude. Adicionalmente, um limiar fixo ndo é adequado em diversas
situacoes. Se ele é muito alto, picos de sinal podem ser perdidos. Se ele é muito baixo,

picos de ruido podem gerar estimativas.

Considerando que todo o estagio de pré-selecao é baseado na quantidade de picos
detectados e no nimero de fontes de sinal, a deteccao dos picos pode afetar negativamente
de maneira significativa a estimacdo DOA. Além disso, o fato de fontes préximas gerarem
picos maiores do que uma fonte afastada torna o calculo do limiar de amplitude ainda
mais importante (SILVA et al., 2013).

Entao, foi proposto em (SILVA et al., 2013) o uso de um limiar de amplitude
adaptativo que é inversamente proporcional ao nimero de fontes. Na pratica, esse nimero
deve ser estimado e técnicas convencionais para isso podem falhar (HAYKIN, 1990).
Tipicamente, os picos de ruido sao consideravelmente menores do que os picos de sinal e
se mantém abaixo desse limiar, mesmo quando M seja estimado para cima de maneira

incorreta.

Ainda, a subestimacao incorreta de M piora a situacao de picos gerados por multiplas
fontes, pois pequenos picos de sinal podem ser desconsiderados. Assim, para diminuir
essas ocorréncias, o limiar de amplitude é diminuido de acordo com o complemento da
amplitude normalizada dos picos. Dessa forma, o limiar de amplitude é calculado como

apresentado na Equacao (3.26).

1-— D((UT>

LR(WT) = M

(3.26)

A Figura 10 mostra um exemplo da aplicacao do limiar de amplitude adaptativo
considerando fontes de sinais descorrelacionados situadas em 10°, 15° e 45° na auséncia de

ruido. A linha trago-ponto nessa figura representa esse limiar.

3.3.3 Refinamento das estimativas

Apesar do estagio de pré-selecao ser capaz de estimar razoavelmente bem os angulos
DOA das fontes de sinal, sua resolugao é limitada em cerca de 1°. Para aumentar a precisao
das estimativas, foi proposto em (SILVA et al., 2013) realizar um refinamento utilizando

um procedimento heuristico baseado no algoritmo Branch-and-Bound.
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Figura 10 — Espectro diferencial considerando fontes situadas em 10°, 15° e 45° na auséncia
de ruido e o respectivo limiar de amplitude.
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Esse procedimento ramifica (“branch”) cada estimativa &,, contida no vetor de
estimativas iniciais, gerando duas estimativas candidatas, uma a esquerda (&(em)) e outra
a direita (W () de @p,. Assim, para cada fonte de sinal é construido um grupo com
as frequéncias {dz(em),djm,c&(d,m)}. Na primeira iteragao, Qem) € @Wa,m) sao calculados

respectivamente utilizando as Equagoes (3.27) e (3.28).

AW(e q)
Do) = (g — ——e) 3.97
A(.U(d q)
D(dm) = Wy — ———— 3.28
(@m) AN, +1) (3.28)
em que: ¢ = 1,2,...,Q e Aweq) ¢ Aw(gg) estdo associados ao g-ésimo pico. Os passos

Awes/4(n +1) e Aw(ay)/4(n + 1) correspondem a metade da largura entre as frequéncias

do mesmo lado do pico, com a finalidade de evitar a sobreposicao de grupos adjacentes.

Assim, esses grupos sao combinados e geram novas estimativas, que sao posteriormente
armazenadas em 2.. No entanto, é importante ressaltar que as frequéncias pertencentes
a0 mesmo grupo nao sao combinadas entre si de forma a evitar combinacoes ineficazes.
Entao, a melhor combinacao em €2, ¢ selecionada usando o procedimento ML da Equacao
(3.24). Esse processo ¢ repetido até um limite arbitrario e os passos sao divididos pela
metade a cada iteragdo para melhorar a resolucao. Finalmente, o vetor de estimativas

DOA 6 é calculado a partir da combinagao das frequéncias selecionadas.

A Figura 11 ilustra esse processo de refinamento de estimativas considerando fontes
situadas em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido. Nessa figura, as linhas pontilhadas indicam
as posicoes reais das fontes de sinal, enquanto os circulos indicam as estimativas DOA
em cada iteracdo. As estimativas selecionadas sao aquelas preenchidas de preto. Pode-se

observar nessa figura a convergéncia das estimativas para os valores reais.
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Figura 11 — Estimativas geradas e selecionadas durante o processo de refinamento de
estimativas no caso de fontes situadas em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido.
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3.4 Definicao do Processo de Filtragem e da Nova Funcdo-Obijetivo

As proximas segoes deste capitulo descrevem o processo de filtragem apresentado em
(KRUMMENAUER, 2007; KRUMMENAUER et al., 2010).

Considerando o modelo de sinal mostrado na Equagao (2.10), o espectro de sinal
¢é definido por M componentes distintas nas frequéncias angulares w,, e o espectro de

poténcia é constante em todo o intervalo [—, 7].

Baseando-se nisso, é possivel aplicar um filtro em cada snapshot de forma a aumentar
a SNR de saida. Isso permite atenuar o ruido e preservar o sinal convoluindo os snapshots

com a fungao do sistema que define esse filtro. Essa fun¢do é mostrada na Equacao (3.29)
(KRUMMENAUER, 2007).

A~

~

h(z) =ho+hiz "+ -+ hyz (3.29)
em que: 0 < L < K é a ordem do filtro e h¥f = [EL e ﬁo} e cAnx1 corresponde ao
vetor de coeficientes do filtro (KRUMMENAUER et al., 2010).

. 1T
Esse processo resulta no snapshot filtrado z[n| = [z[n, 1 - z[n, (K + L)] , em

que a sua i-ésima amostra é calculada realizando a multiplicacao apresentada na Equacao

(3.30).

z[n, i) = hiy[n, ] (3.30)
em que: y[n,i] = {y[z — f;] y[z’]]T. Usando a Equacao (2.10), obtém-se a Equagao
(3.31).

z[n,i] = WM Ali]x[n] + h''n[n, ] (3.31)
em que: A[i] é composta de (L + 1) linhas de A a partir de [ej(ifﬁfl)wl e ej(i*ﬁfl)“M}
en(n,i] = [n[z —I] - n[z]]T

No entanto, todo esse processo de convolugao pode ser descrito de maneira mais

simples escrevendo a Equacao (3.30) em funcao de termos vetoriais como é mostrado na
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Equacao (3.32).

(3.32)

em que: H € CEHDXE 6 3 matriz de convolucao do filtro definida pela Equacao (3.33).

. PN H
hi - hi hy 0
H-= (3.33)
0 by e o
Assim, a nova matriz de covaridncia estimada R, € C¥ +L)x(K+L) ¢ caleulada como

apresentado na Equacao (3.34).

. 1 Y H
R. = N;Z[”]Z [n]
1 M. H H
= v 3 Hylnly" o) (3.34)
— HRH"

A A

E importante ressaltar que R é uma matriz definida-positiva e posto(H) = K.
Dessa forma, posto(R,) = K e R, é uma matriz semidefinida-positiva. Adicionalmente, a
multiplicacio HRHY resulta em dois fatos que devem ser considerados (KRUMMENAUER
et al., 2010):

1. A matriz Rz possui dimensoes maiores do que R e, consequentemente, nao é possivel
realizar a multiplicacdo PRz na fun¢io de maxima-verossimilhanca mostrada na
Equacao (2.31);

2. Considere a Equagao (3.32). O modelo de sinal é modificado, pois a matriz A perde
a estrutura de Vandermonde. Adicionalmente, o ruido se torna correlacionado e
os snapshots filtrados nao sao mais gaussianos, pois o termo HH" nao é definido-

positivo.

A consequéncia disso é que a fungdo de maxima-verossimilhanga nao é aplicavel para
dados filtrados e uma nova fungao-objetivo deve ser calculada a partir da distribuicao

estatistica dos snapshots filtrados. Porém, a estratégia utilizada pelos pesquisadores em
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(KRUMMENAUER et al., 2010) foi a de simplesmente substituir Pﬂ;f{ na Equagao (2.31)

por seus correspondentes filtrados como apresentado na Equacao (3.35).

wCE2e
em que: Fpuvper (w) é a fungao-objetivo do DMLE filtrado, como mostrado na Equagao
(3.36).
FDMLEF (w) =tr (Pf&ﬁz) (336)
em que: Py =T — AAT At =A (AHA)i1 A" ¢é a pseudo-inversa (ou a inversa generali-
zada) de Moore-Penrose e A = HA ¢é a matriz de direcio filtrada.

Finalmente, as estimativas geradas pelo MODEX Modificado e pelo SEAD Aprimo-

rado sao selecionadas usando a Equacdo (3.35) em vez das Equagdes (3.17) e (3.18).

3.5 Filtro para Maximizacao da SNR

Foi proposto em (KRUMMENAUER, 2007; KRUMMENAUER et al., 2010) filtrar
os dados de forma a maximizar a SNR de saida. Para isso, durante o projeto do filtro é
necessario avaliar a energia média do sinal quando todos os elementos da resposta impulsiva
sao diferentes de zero. Essa avaliacao pode ser realizada tendo como referéncia a amostra

z[n, L 4 1] do snapshot filtrado correspondente & linha (L + 1) da matriz H.

Como o filtro é linear, o principio da superposic¢ao se aplica, permitindo analisar
os efeitos no sinal e no ruido separadamente (HAYKIN, 2001). Dessa forma, considere a
Equacao (3.37).

1)x[n] + hi'n[n, (L +1)] (3.37)

em que: h é o transposto-conjugado da (f} + 1)-ésima linha de H. Dessa forma, as energias

médias do sinal e do ruido sao calculadas como apresentado nas Equagoes (3.38) e (3.39).

=
e
—
Lol
=
"
=
=
——
>
T
~»
+
=
=

(3.38)

E{zn, (L+ D]z, (L+1)]} = o*h"h (3.39)
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A partir dessas equagoes é possivel calcular a SNR média correspondente a z[n, (ﬁ+ 1)],

como mostrado na Equagao (3.40).

h"A[L + 1]CAY[L + 1]h
o2hfh
Um assunto fundamental na teoria de telecomunica¢ao que esta associado a um

SNR =

(3.40)

problema de autovalores, é definir um filtro FIR 6timo que maximiza a SNR de saida
(HAYKIN, 2001). Partindo do pressuposto de que o9 nao depende do filtro projetado, o
filtro 6timo h,; é calculado resolvendo o problema de minimizacao apresentado na Equagao
(3.41) (KRUMMENAUER, 2007).

h"A[L + 1]JCAY[L + 1]h
hfh

em que: h,; estd sujeito a restricdo da norma unitdria h"h = 1 para ajustar o ganho do

filtro (KRUMMENAUER et al., 2010).

(3.41)

h,; = arg min
h

Para qualquer valor de L no intervalo 0 < L < K , a solucao da Equacao (3.41) é o
mdzimo autofiltro (KRUMMENAUER et al., 2010). Por si s6, um autofiltro é um filtro FIR
cuja resposta impulsiva tem coeficientes iguais aos elementos de um autovetor. Por sua vez,
o méaximo autofiltro (ou filtro 6timo) é o autofiltro associado ao maior autovalor da matriz
de correlagdo do componente de sinal na entrada do filtro (HAYKIN, 2001). Assumindo o
caso tedrico, o filtro 6timo é o maximo autovetor de A[i]CAR[i] (KRUMMENAUER et
al., 2010).

Porém, nao é possivel calcular h,;, pois ele depende dos dngulos DOA verdadeiros, que
sao justamente os parametros a serem estimados. Entretanto, o modelo de sinal adotado
neste trabalho considera ruido branco. Por isso, pode-se assumir a matriz mostrada na
Equacao (3.42).

Rli] = A[i{JCA"[i] + o1 (3.42)
em que: R[i] € CEHD*ET+D) E importante observar que R[i] é uma das (K — L) submatrizes
ao longo da diagonal principal de R e qualquer uma delas podem ser escolhidas. Outra
maneira ¢ calcular a média de todas elas, como foi feito em (KRUMMENAUER et al.,
2010) e apresentado na Equacao (3.43).

1 K
R; = — Z R[i] (3.43)
K—-L i=L+1
Entao, o vetor de coeficientes é a solucao 6tima h,, = [h(ol o h(ol,O)} = e, em

que: e; é o maximo autovetor da matriz escolhida, seja ela R[i] ou R;. No entanto, as
matrizes tedricas R, R[i] e Ry sdo desconhecidas durante o processo de estimagao. Assim,

o maximo autofiltro espacial deve ser estimado considerando a solucao h,; = é; calculada
a partir das matrizes estimadas R, R[i] e R; (KRUMMENAUER et al., 2010).
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3.6 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou a fundamentacao tedrica dos estimadores MODEX Modifi-
cado e SEAD Aprimorado, além de descrever o processo de filtragem espacial utilizando o

maximo autofiltro espacial.

O MODE apresenta esfor¢o computacional significativamente menor, porém apresenta
valores maiores de SNR de limiar. Isso limita a sua aplicabilidade pratica apenas em
situacoes de alta SNR, quando ele apresenta desempenho de estimacao semelhante ao

Estimador de Maxima-Verossimilhanca.

O MODEX Modificado parte do pressuposto de que o ruido influencia de maneira
diferente determinadas restricdes impostas na otimizacao da funcao-objetivo do MODE.
Entao, sao geradas trés estimativas MODE, totalizando 3M raizes candidatas. Dessa forma,
¢é necessario realizar um procedimento ML para escolher a melhor combinacao de raizes.
Devido a isso, o MODEX Modificado apresenta esfor¢co computacional consideravelmente
maior do que o MODE. Por outro lado, o MODEX Modificado possui um desempenho de

estimacao superior ao do MODE, com SNRs de limiar significativamente mais baixas.

O SEAD Aprimorado realiza a estimagao DOA a partir de um vetor de estimativas
iniciais geradas a partir do espectro diferencial. Esse vetor é posteriormente refinado por
um estagio de otimizacao baseado no algoritmo Branch-and-Bound. Além disso, o estagio
de pré-selecao é responsavel pela geracao de estimativas iniciais e é capaz de abranger
diversas situacoes de posicionamento das fontes de sinal. Porém, ele ¢ bastante dependente
de um célculo adequado do limiar de amplitude para distinguir os picos de sinal dos picos
de ruido. Adicionalmente, o estagio de refinamento é responsavel por aumentar a precisao
das estimativas. No entanto, esse estagio é baseado no algoritmo Branch-and-Bound usado
para otimizagao discreta e combinatorial. Assim, esse algoritmo possui um limite de
resolucao em funcao da quantidade de iteracoes utilizada e faz do SEAD Aprimorado um

estimador assintoticamente ineficiente.

Por outro lado, foi observado em (KRUMMENAUER et al., 2010) que o procedimento
ML utilizado no processo de selecao de estimativas pode ser aprimorado a medida que a
SNR diminui. Isso pode ser explicado pelo fato do processo de selecao ser consideravelmente
afetado pelo ruido presente na matriz de correlacao. Dessa forma, foi projetado um filtro

espacial de ordem L com o objetivo de maximizar a SNR de saida. Esse filtro é baseado
no maximo autofiltro definido em (HAYKIN, 2001).

Como a estimacao DOA se aplica a fontes proximas e afastadas, o ideal é que o
filtro seja multibanda, de forma que apresente ganho unitario nas frequéncias angulares
associadas as fontes de sinal e ganho inferior nas outras faixas frequéncias. Isso deve ocorrer
de maneira a preservar os sinais ao mesmo tempo em que atenua o ruido. Adicionalmente,

¢ importante ressaltar que L deve ser pequeno o suficiente para que nao incorra em um
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excessivo esforco computacional devido as matrizes com dimensoes aumentadas. Além
disso, deve-se permitir que a resposta em frequéncia do filtro detecte corretamente as

bandas de passagem das fontes de sinal.

O maximo autofiltro espacial foi proposto considerando apenas a situacao de fontes
préximas. Entretanto, os pesquisadores afirmaram em (KRUMMENAUER et al., 2010)
que foi observado um aprimoramento no desempenho de estimacao em outras situagoes
nao esclarecidas considerando fontes de sinais correlacionados e descorrelacionados. As
simulagoes realizadas neste trabalho mostraram um ganho consideravel de desempenho
para fontes préximas ao usar o filtro espacial. No entanto, ele apresentou perda significativa

de desempenho na presenca de fontes afastadas.

O préximo capitulo apresenta os motivos que permitem explicar essa perda de
desempenho. Depois, sdo propostos dois novos filtros espaciais que sao aplicaveis a estimacao
DOA tanto de fontes préximas quanto afastadas. Ainda, o Capitulo 4 apresenta as equagoes
desenvolvidas neste trabalho para o Método de Newton e para o método quase-Newton
BFGS aplicado ao Estimador de Maxima-Verossimilhanca na auséncia e na presenca de
filtragem espacial. Finalmente, é apresentada uma alteracao no estagio de pré-selecao do
SEAD Aprimorado que nao exige o uso do limiar de amplitude para distinguir picos de

sinal dos picos de ruido.
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4 PROPOSTA DE ALTERACAO AO ESTI-
MADOR SEAD

O Capitulo 3 apresentou estimadores iterativos que apresentam desempenho de
estimacao semelhante ao Estimador de Maxima-Verossimilhanga com um esforco compu-
tacional significativamente menor. No entanto, foi observado que o SEAD Aprimorado
possui em altas SNRs um desempenho de estimacao limitado pelo estagio de refinamento
de estimativas. Além disso, tanto o MODEX Modificado quanto o SEAD Aprimorado

apresentam o efeito de limiar.

A partir do estudo realizado em (KRUMMENAUER et al., 2010), uma das maneiras
de diminuir a SNR de limiar é reduzindo a influéncia do ruido no procedimento ML
utilizado para selecionar a melhor combinagao de estimativas. Isso foi realizado aplicando o
maximo autofiltro espacial em uma versao modificada da fungao-objetivo do DMLE. Esse
autofiltro ¢ o filtro 6timo e ele maximiza a SNR de saida (HAYKIN, 2001). Durante este
trabalho, as simulagdes mostraram um ganho significativo no desempenho de estimacao
do MODEX Modificado para fontes proximas. Por outro lado, as simulagdes também

mostraram que ocorreu uma degradacgao significativa considerando fontes afastadas.

Adicionalmente, o SEAD Aprimorado apresenta limitacao do desempenho de esti-
macao em altas SNRs e se deve principalmente ao processo de busca utilizado no estagio
de refinamento de estimativas. Essa busca é baseada no algoritmo Branch-and-Bound e
produz estimativas em um intervalo discretizado com esfor¢co computacional de ordem
combinatorial. Ainda, o SEAD Aprimorado pode apresentar baixo desempenho de es-
timagao considerando fontes afastadas em virtude de um limiar de amplitude sub ou
superdimensionado. Na primeira situacao, picos de ruido podem ser considerados como
picos de sinal e, na segunda situacao, picos de sinal podem ser descartados. Tanto uma

quanto outra podem afetar severamente a geracao da estimativa inicial.

De maneira geral, este capitulo propoe novos filtros espaciais, além de propor
alteragoes ao SEAD Aprimorado. O objetivo é tornar esse estimador mais robusto ao ruido
e apresentar menor esfor¢co computacional de maneira independente do afastamento entre

as fontes de sinal.

Para isso, este capitulo realiza um estudo sobre os motivos que levaram o maximo
autofiltro espacial a apresentar um baixo desempenho de estimacao considerando fontes
afastadas. Com base nesse estudo sao propostos dois novos filtros espaciais. A primeira
proposta é a extensao do maximo autofiltro espacial com o objetivo de torna-lo adequado
tanto para fontes préoximas quanto afastadas. A segunda proposta é baseada no espectro

diferencial, devido ao comportamento observado na se¢ao 3.3.1 e a robustez ao ruido que
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ele apresentou. Entao, os filtros propostos sao avaliados em relacao as suas respostas em

frequéncia na auséncia e na presenca de ruido.

Logo apos, este capitulo apresenta o novo processo de busca utilizado no estagio
de refinamento de estimativas. Como escrito na secao 2.3, a estimacao ML constitui um
problema altamente complexo, multimodal, multivariado e nao-linear. Entao, o processo
de busca deve ser realizado numericamente. Na otimizagao de problemas nao-lineares, o
processo de busca deve ser inicializado de maneira adequada para que ele possa convergir
para o 0timo global. Ainda, é importante relembrar que a estimagao DOA no SEAD
Aprimorado ja é realizada numericamente, com a geracao de estimativas iniciais que sao
posteriormente refinadas. Assim, basta substituir no estagio de refinamento de estimativas
o processo de busca baseado no algoritmo Branch-and-Bound por outro que apresente

menor esfor¢o computacional e produza estimativas em um intervalo continuo.

Uma alternativa que possui tais caracteristicas é o Método de Newton. Ele se destaca
pela rapida convergéncia local e apresenta esfor¢co computacional de ordem polinomial
(STARER, 1990), podendo ser considerado um algoritmo eficiente (CARVALHO et al.,
2001). Em (STARER, 1990; STARER; NEHORALI, 1992), o Método de Newton foi derivado
considerando a reparametrizagdo do DMLE apresentada na Equagao (3.10), que estd em

funcao da matriz de predicao linear B.

No entanto, ele nao considera a aplicacao de filtragem espacial, cuja funcao-objetivo
foi apresentada na Equacao (3.36) e estd em termos da matriz de direcdo filtrada A. Além
disso, nao foi encontrada na literatura uma implementacao do Método de Newton para o
Estimador de Maxima-Verossimilhanca apresentado na Equacao (2.31) que, por sua vez,

utiliza a matriz de direcao A.

Neste trabalho foi refeito todo o desenvolvimento da proposta original do Método de
Newton em (STARER, 1990; STARER; NEHORAI, 1992), denominado Newton/B/sem
filtro, e os mesmos resultados foram alcancados. Isso forneceu suporte a trés novos

desenvolvimentos: Newton/B/com filtro, Newton/A /sem filtro e Newton/A /com filtro.

Porém, para problemas com um niimero muito grande de variaveis, o Método de
Newton possui alto esforco computacional, pois ele precisa calcular e inverter a matriz
hessiana. Por outro lado, é possivel diminuir esse esforco usando métodos quase-Newton. Um
deles é denominado BFGS, sigla que contém as iniciais dos autores Charles George Broyden,
Roger Fletcher, Donald Goldfarb e David Shanno (BROYDEN, 1970; FLETCHER, 1970;
GOLDFARB, 1970; SHANNO, 1970). O BFGS, em vez de calcular a matriz hessiana,
aproxima diretamente a sua inversa utilizando somente o vetor gradiente, apresentando
um esforco computacional menor do que o Método de Newton. O custo disso é uma

convergéncia mais lenta para o 6timo global. Nesse contexto, este capitulo apresenta dois
novos desenvolvimentos: BFGS/A /sem filtro e BEGS/A /com filtro.

Contudo, a aplicagdo do BFGS no SEAD Aprimorado mostrou resultados melhores
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que os do Método de Newton. Assim, embora sejam abordadas aqui trés propostas do
Método de Newton e duas do BFGS, este capitulo tem como proposta final substituir o
processo de busca do SEAD Aprimorado pelo BEFGS/A /sem filtro ou pelo BFGS/A/com
filtro.

Por 1ltimo, neste capitulo é proposta uma pequena alteracao no estagio de pré-
selecao. Essa alteracao remove a dependéncia do SEAD Aprimorado em relagao ao célculo
adequado do limiar de amplitude, uma vez que esse limiar ndo é mais utilizado. Isso
permite produzir melhores estimativas iniciais na presenca de fontes afastadas. Entretanto,

na presenca de fontes préximas, observou-se um pequeno aumento no erro de estimacao.

Finalmente, sao realizadas as consideragoes finais deste capitulo.

4.1 Analise da Resposta em Frequéncia do Maximo Autofiltro Es-
pacial

Esta secao avalia e discute a efetividade do maximo autofiltro espacial apresentado
em (KRUMMENAUER et al., 2010) na selegdo dos angulos DOA verdadeiros. Foram
realizados 200 experimentos da estimacao desse autofiltro em trés situagoes distintas
considerando fontes descorrelacionadas situadas em: 1) 10° e 15° (fontes préximas); 2) 10°
e 45° (fontes afastadas) e 3) 10°, 15° e 45°. Todas as situagoes consideram a auséncia e a
presenca de ruido na SNR de —10 dB, um arranjo linear uniforme formado por K = 10

sensores e N = 100 snapshots.

A Figura 12 considera fontes proximas na auséncia (linhas pretas) e na presencga de
ruido (linhas cinzas). Pode-se observar nessa figura que em todos os experimentos a banda
de passagem do filtro foi corretamente detectada na regiao dos angulos DOA verdadeiros,
indicados pelas linhas tracejadas verticais. Adicionalmente, o filtro atenuou de maneira

significativa os componentes de sinal com frequéncias angulares fora dessa regiao.

Figura 12 — Respostas em frequéncia sobrepostas do maximo autofiltro espacial conside-
rando fontes situadas em 10° e 15° na auséncia de ruido (linhas pretas) e na

SNR de —10 dB (linhas cinzas).
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Ganho normalizado do filtro

A situacao de fontes afastadas é ilustrada na Figura 13. Pode-se verificar nessa figura



Capitulo 4. Proposta de Altera¢io ao Estimador SEAD 64

-

que o filtro apresentou duas bandas de passagem proximas dos angulos DOA verdadeiros. E
importante ressaltar que o maximo autofiltro espacial é um filtro multibanda. Entretanto,
existem experimentos em que o filtro nao detectou corretamente a banda de passagem para
uma das fontes. Existem experimentos em que as bandas de passagem incluem as duas
fontes de sinal, mas em outros nao. Nesses experimentos, uma ou outra fonte é atenuada
alternadamente de maneira consideravel mesmo na auséncia de ruido.

Figura 13 — Respostas em frequéncia sobrepostas do maximo autofiltro espacial conside-

rando fontes situadas em 10° e 45° na auséncia de ruido (linhas pretas) e na
SNR de —10 dB (linhas cinzas).

Ganho normalizado do filtro

A situacao de fontes situadas em 6; = 10°, 65 = 15° e 03 = 45° ilustrada na Figura
14 é ainda pior do que na Figura 13. Considerando a auséncia de ruido, mesmo que o filtro
tenha detectado corretamente uma das bandas de passagem (na regidao de 6, e 6,), ele
atenuou consideravelmente a terceira fonte de sinal em todos os experimentos. No entanto,
na SNR de —10 dB, o filtro apresentou uma banda de passagem para a terceira fonte de

sinal em alguns experimentos.

Figura 14 — Respostas em frequéncia sobrepostas do maximo autofiltro espacial conside-
rando fontes situadas em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido (linhas pretas) e
na SNR de —10 dB (linhas cinzas).

Ganho normalizado do filtro

A consequéncia dessa forte atenuagao de uma ou mais fontes de sinal é uma alteracao
significativa no espaco de solugoes da fungao-objetivo do DMLE. Essa deformacao pode
deslocar o minimo global. Para efeito de comparagao, a Figura 15 ilustra a superficie
DMLE sem a aplicacao do maximo autofiltro espacial considerando fontes situadas em

0, = 10° e 65 = 45° na auséncia de ruido.
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Figura 15 — Superficie de um experimento do DMLE considerando fontes situadas em 10°
e 45° e sinais descorrelacionados na auséncia de ruido.

TR
s L

Uil
R
T

i :
,l'l'l,l,l'll I’I,I'l‘l’lﬂmlm"m i

a
0.5 4 ‘I "

0

0, (graus) 0, (graus)

Pode-se observar na Figura 15 que a superficie apresentou minimos globais bem
definidos ao redor das posicoes reais das fontes de sinal, indicadas por um quadrado branco
na parte inferior do grafico. As Figuras 16 e 17 mostram as superficies do DMLE usando o

maximo autofiltro espacial em dois experimentos distintos, também na auséncia de ruido.

Figura 16 — Superficie de um experimento do DMLE usando o maximo autofiltro espacial
para fontes de sinal situadas em 10° e 45° e sinais descorrelacionados na
auséncia de ruido.
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Pode-se verificar na Figura 16 que, devido a deteccao correta das duas bandas de
passagem, os minimos globais estao bem definidos ao redor das posi¢oes reais das fontes
de sinal. Porém, isso nem sempre ocorre. Na Figura 17, pode-se observar que o espago
de solugdes foi consideravelmente alterado, mesmo que os minimos globais estejam nas
posicoes corretas. Isso é devido a uma forte atenuagdo da fonte de sinal posicionada em
0y = 45°.

Para entender a relagdo do afastamento entre as fontes de sinal e a seletividade do
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Figura 17 — Superficie de outro experimento do DMLE usando o maximo autofiltro espacial
para fontes de sinal situadas em 10° e 45° e sinais descorrelacionados na
auséncia de ruido.
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autofiltro, considere a autodecomposigao de R, nos autovalores 5\( . d=1... (K- f)), e
seus respectivos autovetores é( 1.5)- Suponha também que os autovalores estejam em ordem
decrescente e sejam pesos tal que Ry possa ser escrito como a soma de parcelas de acordo
com o Teorema de Mercer (MERCER, 1909), como mostrado na Equacao (4.1).

R; = 5\(1,1)é(1,1)éf11,1) + 5\(1,2)@3(1,2)@%,2) +- 5\[L(K_i)}éu,(K_ﬁ)]ég,g{_ﬁ)] (4.1)
Os coeficientes do maximo autofiltro espacial sao estimados pelo autovetor € 1)
correspondente ao maior autovalor de R;. Na auséncia de ruido, apenas as primeiras
M; = min [M , posto(RI)} parcelas da Equaciio (4.1) sdo nao-nulas. E importante ressaltar
que essas parcelas correspondem ao subespaco de sinal e representam completamente a
matriz f{I. Assim, pode-se concluir que embora a primeira parcela nessa equacao seja a

mais significativa, ela sozinha néo representa todo o subespaco de sinal quando M; > 1.

O motivo pelo qual 5\( 1,1)€( 171)ég71) foi capaz de representar a correlacao espacial na
situagao de fontes préximas pode ser encontrado em (SILVA et al., 2013). Assuma que R;
seja a matriz construida de acordo com a Equacao (3.43), porém usando a matriz tedrica
R. Seguindo o desenvolvimento analitico de (SILVA et al., 2013), a diferenca entre os dois
maiores autovalores de R; considerando duas fontes descorrelacionadas com frequéncias

angulares w; e wy pode ser obtida como apresentado na Equagao (4.2).

i
A2y — Ay =2 [ (L+1)+ Qchos [(L — 1+ 1) (wy — wQ)] (4.2)
=1

De maneira geral, a Equagao (4.2) mostra que quanto mais préximas estao as fontes

de sinal, maior é a diferenca entre os dois maiores autovalores. Isso pode ser observado
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nas Figuras 18 e 19, que mostram na auséncia de ruido os espectros de autovalores de R;

considerando fontes préximas e afastadas, respectivamente.

Figura 18 — Espectro de autovalores de R, para fontes descorrelacionadas situadas em 10°
e 15° na auséncia de ruido.
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Na Figura 18 pode-se verificar que ;\(171) > 5\( r,2) € a primeira parcela da Equacao
(4.1) aproxima suficientemente R, de forma que as parcelas remanescentes do subespago
de sinal podem ser desconsideradas. Assim, como afirmado em (KRUMMENAUER et al.,
2010), a resposta em frequéncia do autofiltro definido por &gy é capaz de preservar a

banda de passagem dos angulos DOA verdadeiros e atenuar as outras faixas de frequéncia.

Por outro lado, para a situacao de duas fontes afastadas ilustrada na Figura 19, 5\( 1)
e 5\( 1,2) se aproximam de forma que a parcela 5\( 1,2)€ ]2)@82) nao pode ser desconsiderada.
Portanto, as duas primeiras parcelas da Equagao (4.1) representam em conjunto o subespago
de sinal de R; ¢ a resposta em frequéncia do maximo autofiltro preserva as bandas de

passagem de todos os dangulos DOA verdadeiros.

Figura 19 — Espectro de autovalores de R, para fontes descorrelacionadas situadas em 10°
e 45° na auséncia de ruido.
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Na presenca de ruido branco, os M; maiores autovalores e seus autovetores corres-
pondentes ainda correspondem ao subespaco de sinal de Ry, enquanto os autoelementos*
remanescentes formam o subespaco de ruido. Para fontes préximas, é possivel verificar que
3\( > 5\( 1,2)- Dessa forma, o maximo autofiltro espacial preserva a banda de passagem

dos angulos DOA verdadeiros mesmo em baixas SNRs.

Entretanto, considerando fontes afastadas, nao somente 5\( 1,1) se aproxima de 5\( 1,2)
mas também os autovalores de ruido crescem a medida que a SNR diminui. Isso faz a
primeira parcela da Equacao (4.1) ser ainda menos significativa. Nessa situagao, o autovetor
€(r,1) € inapropriado na preservaciao das bandas de passagem dos angulos DOA verdadeiros
em baixa SNR.

Além disso, o Estimador de Maxima-Verossimilhanca sem a aplicagao de filtragem
espacial é afetado pelo ruido a medida que a SNR diminui. Assim, o minimo global pode
L Pares de autovalores/autovetores, do inglés eigenelements (HAWKES; NEHORATL; STOICA, 2001).




Capitulo 4. Proposta de Alteracio ao Estimador SEAD 68

ser deslocado de sua posicao verdadeira. Isso, em conjunto com a mé representatividade
do subespaco de sinal por parte do maximo autofiltro espacial, pode resultar em uma

consideravel degradacao de desempenho.

Adicionalmente, como pode ser verificado na Figura 20, a correlagao entre as fontes
de sinal também afeta o espectro de autovalores. Quanto maior a correlagao, menos

significativos sao 0s pesos A(1.2), - - -, A(p i1, favorecendo o maximo autofiltro espacial.

Figura 20 — Espectro de autovalores de R; para fontes correlacionadas situadas em 10° e
45° na auséncia de ruido.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Em resumo, mesmo na presenca de ruido, o maximo autofiltro espacial representa
suficientemente bem o subespago de sinal quando existe: 1) apenas uma fonte de sinal
ou 2) duas ou mais fontes proximas. Para fontes afastadas e sinais descorrelacionados, o
maximo autofiltro espacial nao é capaz de representar de maneira suficiente o subespago
de sinal. Assim, uma ou mais fontes podem ser atenuadas. Por outro lado, para sinais
correlacionados, a diferenca entre 5\([,1) e 5\(1,2) ¢ maior, mesmo que as fontes estejam
afastadas. Nessa situacao, o maximo autofiltro espacial apresenta uma representatividade

maior de todo o subespago de sinal.

4.2 Propostas de Filtro Espacial

Esta secao apresenta duas propostas de filtros espaciais multibanda com o objetivo

de melhorar a estimagdo DOA considerando fontes proximas e afastadas.

4.2.1 Proposta 1: filtragem dos snapshots usando todo o subespaco de sinal

Baseado na analise apresentada na sec¢ao 4.1, a solu¢ao natural é usar todo o subespaco
de sinal para estimar um filtro que seja sensivel a toda fonte. Para isso, é necessario associar

em paralelo os autofiltros associados a cada autovetor pertencente ao subespaco de sinal.

Entretanto, esses autofiltros apresentam diferentes respostas em fase entre si e o
filtro resultante pode ndo apresentar a resposta em frequéncia desejada. Entao, para
assegurar que todos os autofiltros tenham a mesma resposta em fase, cada autofiltro deve

ser submetido ao processo de convolugdo mostrado na Equagao (4.3).

&(z.5) = conv (& ;). € ;) (4:3)



Capitulo 4. Proposta de Alteracio ao Estimador SEAD 69

em que: conv(-) é o operador de convolugao; é(ﬁ’j) = ié(ﬁyj) é a versao espelhada de é@j)

e I 6 a matriz de permutacao apresentada na Equagao (4.4).

[
]
m
=
_I_
=
X
=
_l’_
=

(4.4)

O filtro resultante é a soma dos M; autovetores é( i) referentes ao subespaco de sinal
de R;. Devido & convolucdo mostrada na Equacao (4.3), esse filtro possui ordem (2L — 1)

¢ o vetor de coeficientes £ = [ f2 R fo} ¢ calculado como mostrado na Equacao (4.5).

v

f = A\, conv (é(L,1)7 e(ﬁ’1)> +A(L,2) conv (é(ng), é(A’z)) +- -+ Ay conv (éM, é(ﬁ,M)) (4.5)

Finalmente, a matriz H é substituida na Equacao (3.36) pela matriz F € CERL+E)xK

apresentada na Equagao (4.6).

fzﬁ - fi fo 0

>
I

. S (4.6)
0 for o h fo

4.2.2 Proposta 2: filtragem dos snapshots usando espectro diferencial

A se¢do 3.3.1 apresentou o espectro diferencial e como ele gera as estimativas iniciais
para serem refinadas posteriormente. Entretanto, pode-se observar nas Figuras 7 a 9 que
esse espectro gera picos proeminentes nas regioes dos angulos DOA das fontes de sinal
mesmo para valores de SNR de até —10 dB. Além disso, pode-se verificar que o espectro

diferencial se assemelha a resposta em magnitude de um filtro FIR.

Assim, a primeira tarefa no projeto do filtro é obter 7" amostras do espectro diferencial
D(w) nas frequéncias wy = [(2nt/T) —«],t = 0,...,(T — 1), espagadas igualmente em
toda a abertura do arranjo. A partir disso, D(w) é considerado a densidade espectral de
poténcia de um processo estocastico. Dessa forma, é possivel calcular um filtro inverso
cuja resposta em frequéncia é G(e?“t). Essa resposta, mostrada na Equacdo (4.7), permite
reproduzir o comportamento do espectro diferencial.

Salwn) = D(w) = |G| 0? = Q)G (7)o? (4.7)

Portanto, para estimar a resposta em frequéncia do filtro inverso, considera-se
G[t] = \/D(w:). Assim, a resposta impulsiva g[n] correspondente é calculada a partir da

Transformada Inversa de Fourier de G[t].
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Porém, como o méaximo autofiltro espacial, esse filtro somente estima as bandas de
passagem dos sinais e por isso nao é necessaria alta resolucao. Assim, pode-se adotar uma
pequena quantidade de amostras espectrais para representar completamente o espectro
diferencial. Ao mesmo tempo, isso permite reduzir o esforco computacional, pois é necessario
calcular uma decomposigdo em autovalores para cada D(w;). Entretanto, T deve ser
escolhido cautelosamente com o objetivo de estabelecer um equilibrio entre reduzir o

esforgo computacional e evitar o aliasing na resposta impulsiva do filtro.

Apés miltiplas observagoes em diversas simulagoes, foi observado que g[n] possui até
3K coeficientes complexos-conjugados diferentes de zero. Portanto, para K = 10 sensores,
utilizou-se 7" = 32. Adicionalmente, devido a simetria em g[n|, apenas a primeira metade é
significativa, permitindo reduzir ainda mais a ordem do filtro ao truncar g[n| em n = L=1.
E importante ressaltar que essa é a mesma ordem utilizada no méximo autofiltro espacial

em (KRUMMENAUER et al., 2010).

Finalmente, o filtro possui o vetor de coeficientes gt = [gA go}. Esse vetor é

L
L+K)xK

usado na matriz G € C( apresentada na Equagao (4.8). Por sua vez, G substitui

H na Equacio (3.36).
H

G= (4.8)

0 gi 0 g1 Qo
4.3 Analise da Resposta em Frequéncia dos Filtros Espaciais Pro-

postos

As Figuras 21 a 23 sobrepoem 100 respostas em frequéncia dos filtros calculados a
partir do subespaco de sinal e do espectro diferencial na auséncia de ruido e outras 100
respostas com a SNR de —10 dB. Assim como na segdo 4.1, sdo consideradas trés situagoes
de posicionamento de fontes descorrelacionadas: 1) fontes proximas; 2) fontes afastadas e
3) 10°, 15° e 45°. Além disso, é usado um arranjo linear uniforme formado por K = 10

sensores e N = 100 snapshots.

Pode-se observar na Figura 21 que na auséncia de ruido ambos os filtros espaciais
propostos detectaram a banda de passagem na regidao das fontes de sinal situadas em 10°
e 15°. Entretanto, pode-se verificar que o ganho é maior na faixa de rejeicao do filtro
calculado a partir do espectro diferencial (Proposta 2). Isso ocorre devido a raiz quadrada
em G[t] = \/D(w;) e & truncagem da ordem do filtro em n = L = 7. Na presenca de ruido,
surgem picos espurios no filtro calculado a partir do subespaco de sinal (Proposta 1) e

diminui a atenuacao na faixa de rejeicao do filtro da Proposta 2.

A Figura 22 mostra a situacao de fontes afastadas. Pode-se observar nessa figura
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Figura 21 — Respostas em frequéncia sobrepostas dos filtros considerando fontes situadas
em 10° e 15° na auséncia de ruido (linhas pretas) e na SNR de —10 dB (linhas
cinzas).
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(b) Proposta 2

que na auséncia de ruido os dois filtros propostos conseguiram detectar corretamente a
banda de passagem para cada uma das fontes de sinal. Por outro lado, o filtro calculado a
partir do espectro diferencial apresenta menor atenuacao na faixa de rejeicao, mas possui
ganho maior nas bandas de passagem do que o filtro calculado a partir do subespaco de
sinal. Exceto em alguns experimentos, o filtro da Proposta 2 apresentou comportamento
semelhante considerando a SNR de —10 dB.

A Figura 23 mostra as respostas em frequéncia dos filtros para fontes situadas em
10°, 15° e 45°. Pode-se verificar nessa figura que em todos os experimentos na auséncia de
ruido os dois filtros propostos foram capazes de detectar as bandas de passagem para as
trés fontes de sinal. No entanto, pode-se observar que em alguns experimentos na SNR de
—10 dB o filtro calculado a partir do espectro diferencial apresentou baixo ganho para a

fonte situada em 45°.

Finalmente, as Figuras 24 e 25 ilustram a superficie DMLE usando os dois filtros
propostos neste trabalho. E importante ressaltar que todas as superficies foram calculadas

considerando o mesmo experimento da Figura 17.

Pode-se verificar na Figura 24 que o filtro calculado a partir do subespaco de sinal

possui o minimo global bem definido nas posicoes reais das fontes de sinal. Entretanto,



Capitulo 4. Proposta de Altera¢io ao Estimador SEAD 72

Figura 22 — Respostas em frequéncia sobrepostas dos filtros considerando fontes situadas
em 10° e 45° na auséncia de ruido (linhas pretas) e na SNR de —10 dB (linhas
cinzas).
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se comparado ao maximo autofiltro espacial, pode-se observar que ocorreu um aumento
na quantidade de minimos locais. Isso é devido ao aumento do tamanho do vetor de

coeficientes de L para oL.

A superficie DMLE usando o filtro calculado a partir do espectro diferencial é
ilustrada na Figura 25. Pode-se observar nessa figura que ela possui minimos globais bem
definidos e se assemelha muito a superficie DMLE sem a aplicagao da filtragem espacial

mostrada na Figura 15.

Adicionalmente, o filtro calculado a partir do subespaco de sinal preserva mais as
bandas de passagens dos dngulos DOA verdadeiros do que o maximo autofiltro espacial.
Entretanto, ele é também mais sensivel a um fenémeno conhecido como troca de subespaco

(do inglés subspace swap).

Segundo (HAWKES; NEHORALI; STOICA, 2001; SHAGHAGHI; VOROBYOV, 2015;
THOMAS; SCHARF; TUFTS, 1995), a troca de subespago ocorre quando a separagao
entre os autovalores de sinal e de ruido diminui a ponto de um ou mais autoelementos
do subespaco de ruido serem considerados como pertencentes ao subespaco de sinal.
Obviamente, quando ocorre essa troca ¢ observada uma queda substancial no desempenho

de estimagao. De forma genérica, uma troca de subespago resulta na Equacao (4.9)
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Figura 23 — Respostas em frequéncia sobrepostas dos filtros considerando fontes situadas
em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido (linhas pretas) e na SNR de —10 dB
(linhas cinzas).
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(JOHNSON; ABRAMOVICH; MESTRE, 2008a; JOHNSON; ABRAMOVICH; MESTRE,
2008b).

eg’m)E[NE?Ne(]’m) > eg’m)ﬁhgﬁ)?se@m), m=1... ,M[ (49)
em que: EIN = [é[I,(M—i-l)] e é[l,(i+1)]} e Ezs = [é(l,l) é(I,M) sao respectivamente

os autovalores de ruido e de sinal de R; e o autovetor e(;,,) ¢ o m-ésimo autovetor de
sinal de R;.

As Figuras 26 a 28 mostram a probabilidade da troca de subespaco para cada autove-
tor de sinal. Para gerar essas figuras foram consideradas as trés situacoes de posicionamento
de fontes utilizadas neste trabalho e sinais descorrelacionados e correlacionados com fator
p = 0,9. Cada ponto das curvas foi calculado a partir da média aritmética de £ = 1000

experimentos para cada valor de SNR variando de —15 dB a 15 dB em passos de 1,25 dB.

A Figura 26 ilustra a situacéo de fontes préximas. E possivel observar que a probabi-
lidade de troca de subespago aumenta significativamente para €(;2) em SNRs abaixo de —5
dB para fontes descorrelacionadas. Considerando fontes correlacionadas, essa probabilidade
sobe para SNRs abaixo de —2,5 dB. Adicionalmente, o mdximo autovetor de sinal € 1

praticamente nao apresentou troca de subespago em —15 dB tanto para sinais descorrela-
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Figura 24 — Superficie de um experimento do DMLE usando o filtro calculado a partir
do subespago de sinal considerando fontes situadas em 10° e 45° e sinais
descorrelacionados na auséncia de ruido.
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Figura 25 — Superficie de um experimento do DMLE usando o filtro calculado a partir
do espectro diferencial considerando fontes situadas em 10° e 45° e sinais
descorrelacionados na auséncia de ruido.
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cionados quanto para sinais correlacionados. Nessa tltima condi¢ao, a probabilidade de

troca de subespaco para esse autovetor foi nula em toda a faixa de SNRs avaliadas.

O resultado utilizando fontes afastadas é ilustrado na Figura 27. Pode-se observar
nessa figura que, de maneira independente do fator de correlagao entre os sinais, a
probabilidade de troca de subespaco para ambos os autovetores de sinal aumenta quando
a SNR assume valores abaixo de —11,25 dB.

Finalmente, o resultado utilizando fontes situadas em 10°, 15° e 45° é mostrado na
Figura 28. Pode-se verificar nessa figura que a troca de subespacgo é mais provavel de
acontecer para &y 3). Considerando fontes descorrelacionadas, a probabilidade aumenta para
valores de SNR menores do que —3,75 dB. Para fontes correlacionadas, essa probabilidade

aumenta quando a SNR é menor do que 3,75 dB. O segundo autovetor de sinal é afetado para
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Figura 26 — Probabilidade de troca de subespaco para cada autovetor de sinal de R,
considerando fontes situadas em 10° e 15°.
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SNRs menores do que —11,25 dB. O maximo autovetor de sinal apresentou probabilidade

nula de troca de subespago em toda a faixa de SNRs avaliada.

Em resumo, pode-se observar que o autovetor associado ao menor autovalor do
subespaco de sinal é o mais susceptivel a troca de subespaco, enquanto o maximo autovetor
é 0 menos propenso a esse fendmeno. E importante ressaltar que esse é o motivo pelo
qual o maximo autofiltro espacial apresenta maior robustez ao ruido na situagao de fontes
proximas. Além disso, é possivel deduzir que o filtro calculado a partir do subespago de

sinal é mais susceptivel ao ruido, pois ele utiliza todos os autovetores de sinal de R;.

Por outro lado, o filtro calculado a partir do espectro diferencial apresenta robustez
ao ruido relacionada ao aparecimento de picos espurios nesse espectro. Pode-se verificar
nas Figuras 7 a 9 que esse filtro apresenta grande robustez ao ruido em situacao de fontes
préximas, uma vez que o espectro gera picos de sinal com amplitude consideravelmente
maior do que os picos de ruido. Adicionalmente, considerando fontes afastadas, na maioria
dos casos ele ainda consegue distinguir os picos de sinal dos picos de ruido. Isso nao ocorre

com o maximo autofiltro espacial.
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Figura 27 — Probabilidade de troca de subespaco para cada autovetor de sinal de R,
considerando fontes situadas em 10° e 45°.
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4.4 Novo Estagio de Refinamento de Estimativas

Esta se¢do apresenta cinco propostas para o estagio de refinamento de estimativas

para diminuir o esfor¢o computacional e melhorar o desempenho de estimagao em altas
SNRs no SEAD Aprimorado.

4.4.1 Fundamentacao tedrica

O Estimador de Méxima-Verossimilhanga exige uma otimizagao. Otimiza¢do é um
processo de busca por um ponto 6timo, que pode ser um minimo ou um méaximo global
(CHAPRA; CANALE, 2010). Na segao 2.6, pode-se observar que a fungao-objetivo do
DMLE apresentada na Equagao (2.30) é nao-linear, M-dimensional e apresenta diversos
pontos minimos (ALVES, 2004). Portanto, sua otimizacao dificilmente é um processo

eficiente (LI; LU, 2007) e o vetor de estimativas w deve ser calculado numericamente

(STARER, 1990).

Esse processo de busca pelo minimo global exige uma busca em M dimensoes. A
maneira mais 6ébvia de realizar isso é pela exaustiva busca em grade, onde a funcao-objetivo
¢ avaliada em cada ponto. Esse método pode produzir garantidamente o ponto 6timo,

desde que a grade possua resolucao suficientemente alta, embora isso requeira intenso
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Figura 28 — Probabilidade de troca de subespaco para cada autovetor de sinal de R,
considerando fontes situadas em 10°, 15° e 45°.
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esforco computacional e deve ser evitada. Por outro lado, o ponto 6timo pode ser perdido
se a resolucao for suficientemente baixa. Dessa forma, é necessario estabelecer um ponto
de equilibrio entre o esfor¢o computacional e a resolugao da grade formada em torno do
espago de busca (STARER, 1990; ALVES, 2004).

A outra maneira é utilizar métodos de otimizagao global como o algoritmo genético
(OTTERSTEN, 1989). Ao usar parametros escolhidos apropriadamente, esses métodos
eventualmente convergem para o ponto 6timo de fun¢ées multimodais, como sao chamadas
as fungoes com diversos minimos ou maximos locais. Contudo, a maioria desses métodos
convergem de maneira razoavelmente rapida para a vizinhanca do ponto 6timo, mas
apresentam taxa de convergéncia local muito baixa (STARER; NEHORAI, 1992) e prova-
velmente fornecem respostas sub-6timas (STARER, 1990). No contexto deste trabalho,
esses métodos de otimizagao global se mostram ineficientes, pois, na maioria das situagoes,
o estagio de pré-selecdo do SEAD Aprimorado produz estimativas iniciais suficientemente

precisas com um baixo esfor¢o computacional.

Além disso, é possivel utilizar algoritmos de otimizacao numeérica local para refinar
as estimativas iniciais fornecidas por um otimizador global (STARER; NEHORAI, 1992).
No entanto, esses métodos sao aplicdveis apenas em problemas unimodais. Para problemas

multimodais assim como o MLE, esses algoritmos ndo podem ser usados sem as condi¢oes
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iniciais adequadas. Assim, eles devem ser inicializados préximos do ponto 6timo (STARER,
1990). Alguns exemplos de algoritmos de otimizagao local sao o Método de Newton e os

métodos denominados quase-Newton.

Esses métodos podem utilizar a estratégia de busca em linha (ou line search), dentre
outras. Nela, o algoritmo calcula uma direcdo pi e busca ao longo dessa direcao a partir
da estimativa atual x; para gerar uma nova estimativa X(;41) mais proxima do ponto
6timo da funcao-objetivo f(x) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). A otimizagao é realizada
com o objetivo de atingir um ponto onde f(x) é plana (YANG et al., 2005). Para isso,
os métodos de busca em linha podem utilizar a informacao que as derivadas parciais de
primeira e segunda ordem fornecem, pois elas indicam se a fungao esta sendo otimizada ou
nao. O vetor das derivadas parciais de primeira ordem (chamado gradiente) g = V f(xx)
¢ igual a zero quando o processo de otimizagao atinge um ponto 6timo, que pode ser local
ou global. A matriz das derivadas parciais de segunda ordem (chamada hessiana) mostra

se esse ponto é um minimo ou um maximo se ela for positiva ou negativa, respectivamente

(CHAPRA; CANALE, 2010).

Em termos gerais, os métodos de busca em linha realizam uma expansao em Série
de Taylor da fungao-objetivo em torno do ponto x;. Além disso, o Método de Newton
considera uma expansao de segunda ordem (CHAPRA; CANALE, 2010), produzindo a
Equacao (4.10).

1
FXpany) = f(xe) + g (Xpan) — Xx) + 5 (X = Xp) " Bk (X(k1) — Xi) (4.10)

em que: E; é a hessiana exata, V? f(x}), da fungio-objetivo.

No ponto 6timo, g = 0. Considerando E; uma matriz simétrica e nao-singular,

gera-se a Equagao (4.11).

X(k+1) = Xk + Pk (4.11)
em que a direcdo py = —E; 'g, também ¢é chamada de derivada diretiva.

E importante ressaltar que a Equacdo (4.11) é calculada iterativamente para gerar
novas estimativas e localizar o vetor de pardmetros x que minimiza f(x) (STARER, 1990).
Assim, ao final da k-ésima iteragao, x;, é corrigido e X(;11) passa a ser X, na iteracao
seguinte. Esse processo ¢ realizado até que se atinja uma quantidade predeterminada de

iteragdoes ou um ou mais critérios de convergéncia.

O Método de Newton converge quadraticamente em dire¢ao ao ponto 6timo, porém,
existem trés grandes inconvenientes ao calcular a Equagao (4.11). Os dois primeiros sdo
relativos ao esforco computacional: é necessario calcular todas as derivadas parciais de

segunda ordem para construir a matriz Ej e, depois, realizar sua inversao. Na pratica, o
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Método de Newton pode nao ser muito 1til para problemas com um grande niimero de
variaveis (CHAPRA; CANALE, 2010). O terceiro inconveniente é que E; nem sempre é
uma matriz positiva-definida. Portanto, p, nem sempre esta em uma direcio descendente
(NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Assim, a ideia discutida aqui de minimizar? localmente
f(x) nao é mais valida.

Existem estratégias para superar esses problemas e, dentre elas, pode-se citar os
métodos quase-Newton (ou métodos de métrica variavel). Eles sao muito similares ao
Método de Newton (CHAPRA; CANALE, 2010), mas nao exigem o célculo de derivadas
parciais de segunda ordem (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). Assim, E;' é aproximada
iterativamente utilizando apenas o gradiente. Ao fazer isso, os métodos quase-Newton
constroem um modelo com precisao suficiente para produzir convergéncia superlinear.
Assim, esses métodos convergem mais lentamente para o ponto 6timo. Entretanto, como
eles apresentam menor esfor¢co computacional em relacao ao Método de Newton, eles
podem ser mais eficientes, realizando a otimizacdo em um tempo menor. Adicionalmente,
¢ importante ressaltar que nos métodos quase-Newton E; ¢, garantidamente, uma matriz

definida-positiva.

O método quase-Newton mais popular é o algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006). O BFGS faz um modelo quadrético da

fungao objetivo no ponto x; como apresentado na Equacao (4.12).

1
mi(p) = fr+ &P + 5P Eip (4.12)

Em vez de calcular E; completamente a cada iteragdo na Equacao (4.12), ela é

apenas atualizada levando em consideracao a curvatura da fun¢ao medida durante a tltima
iteragao, conforme o mostrado na Equagao (4.13) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

1
M) (P) = fik41) + 8P + 5P Egep (4.13)

Apés impor algumas consideragoes, obtém-se a Equacao (4.14), que calcula direta-
mente a inversa da hessiana aproximada (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

Byt = (T— prsiye ) Bl (1= prysi) + prsisy (4.14)

em que: pp = Sk = X(k—1) — Xk, Yk = &(k—1) — &k € 0s termos com o indice (k — 1) sao

1
yisk’
aqueles calculados durante a iteracao anterior. Além disso, na primeira iteragdo assume-se
-1 o
Entretanto, é uma pratica comum ajustar o tamanho da corre¢cdo dos parametros

calculada por p. Assim, tanto para o Método de Newton, quanto para os métodos quase-

2 Observe que nio é necessario distinguir minimizacdo e maximizacio, pois, sem perda de generalidade,

minimizar f(x) é equivalente a maximizar — f(x) (YANG et al., 2005).
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Newton, a formula utilizada é a apresentada na Equacao (4.15) (NOCEDAL; WRIGHT,
2006).
X(k+1) = Xk + %Pk (4.15)

em que: oy > 0 é chamado de comprimento do passo e é um valor real e escalar.

A convergéncia para um ponto 6timo depende fortemente de como ay e pi sdo
calculados. O processo de calculo de oy, deve ser realizado rapidamente e o comprimento
do passo deve minimizar substancialmente a funcao-objetivo. A escolha ideal seria o mini-
mizador global da func¢do univariada mostrada na Equagao (4.16) (NOCEDAL; WRIGHT,
2006).

¢(a) = f(xr + apy) (4.16)

Por outro lado, o calculo desse valor apresenta um elevado esfor¢co computacional.
Mesmo o célculo de um minimizador local de ¢(«) com precisdo moderada geralmente
exige muitas avaliagoes da fungao-objetivo e do seu gradiente. Na pratica, a estratégia
utilizada é realizar uma busca em linha inexata para calcular oy que minimize f(x) a um

custo minimo.

Tipicamente, uma sequéncia de valores candidatos para «y é avaliada e o calculo
¢é interrompido quando certas condi¢oes sao satisfeitas. Esse calculo é realizado em dois
estagios: uma fase de bracketing® encontra um intervalo contendo valores desejaveis para

ap e uma fase de bissecdo ou interpolagao que calcula um bom comprimento de passo
dentro desse intervalo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

Existem varias condigoes que mostram que «j nao precisa se situar proximo dos
minimizadores de ¢(ay). Uma condi¢ao simples é impor ao comprimento de passo uma
minimizagao da fungao-objetivo, ou seja, f(xx + axpr) < f(x). Porém, essa condi¢do nao
é suficiente para produzir convergéncia para o minimizador de ¢(ay).

Assim, é necessario aplicar uma condicao de minimizacao suficiente. Essa condi¢ao

estipula que «; minimize suficientemente a funcao-objetivo de acordo com o mostrado na
Equagao (4.17), as vezes chamada de condigio de Armijo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

f(xk + aupr) < f(x) + 108 Pr (4.17)

em que: ¢; € (0,1) e, na pratica, escolhe-se um valor bem pequeno, como ¢; = 1074, Em
outras palavras, a minimizagao na funcao-objetivo deve ser proporcional ao comprimento

do passo e & derivada direcional g py.

Contudo, essa condicdo nao é suficiente para garantir que o algoritmo faca um

progresso razoavel, pois ay pode assumir valores muito pequenos. Para evita-los, aplica-se

3 As traducbes que mais condizem com o significado de bracketing neste contexto séo cercar, envolver ou

incluir no sentido de determinar um intervalo que contenha o valor étimo de ay.
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a condigio de curvatura, apresentada na Equacao (4.18) (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

V f(xk + axpr) P > 28 P (4.18)

em que: ¢ € (¢q,1). Essa condigdo garante que a inclinagao de ¢(ay) seja ¢y vezes maior
do que a inclinagao inicial ¢/(0). Tipicamente, quando utilizado o Método de Newton ou

algum método quase-Newton, co = 0,9.

As Equagoes (4.17) e (4.18) sdo conhecidas em conjunto como as condigoes fracas de
Wolfe. Alternativamente, nas condigoes fortes de Wolfe, a Equagao (4.18) é substituida
pela Equagao (4.19).

|V £ (xk + axpr) "Pr| = 2 |l i (4.19)

Assim, a unica diferenca entre essas condi¢oes de Wolfe é que sao excluidos os pontos

distantes dos pontos estaciondrios de ¢(ay).

4.42 Método de Newton para o DMLE sem filtragem espacial utilizando a

matriz de predicao linear

Em (STARER, 1990), foi derivado o Método de Newton para o DMLE sem filtragem
espacial, Equagao (3.10), utilizando a matriz B contendo os coeficientes do polinémio
de predigao linear b(z). O desenvolvimento completo é demonstrado no Apéndice A e

resumido nesta secao. A férmula para a correcao do vetor de pardmetros esta expressa na
Equacao (4.20).

b1y = dr — By g (4.20)

em que: @41y € Py sao vetores reais com dimensoes 2(M + 1) x 1. Isso ocorre, pois a
Equacao (3.10) estd em funcao do vetor complexo Bk Assim, o gradiente g e a hessiana
E;. devem ser calculados em funcao de ¢y, parametro que separa as partes real e imaginéria

de by, como apresentado na Equacio (4.21).
N o7 T
dr =R (bx) T(be)] =00 - deriy)] (4.21)
O gradiente e a hessiana sao definidos nas Equagoes (4.22) e (4.23), respectivamente.
8tr<PBR)
0o
g=| (4.22)

otr(PR)
0b2nr+1)
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9?2 tI‘(PBR> 9?2 tr(PBf{>
0000 o 090009 (2pr+1)

9?2 tI‘(PBR> 9?2 tr(PBR>

9dar11)0%0 0@t

Os elementos de g, e Ej sao mostrados nas Equagoes (4.24) e (4.25).

Otr (PBR) . OB
5. IR tr <B RPj %) (4.24)
0*tr (PeR) w1 OB 9B

em que: 0 < (a,b) < (2M +1).
-1
Finalmente, BT = (BHB> B ¢ a pseudo-inversa (ou a inversa generalizada) de

Moore-Penrose e R £ R — ol. 887131 ¢ a matriz apresentada na Equagao (4.26).

OB Z. 0<a< M,c=a
9 | —iZ, (M+1)<a<(2M+1),c=(a—M—1)

(4.26)

em que: Z. ¢ a matriz de deslocamento mostrada na Equacao (4.27) ¢ 0 < ¢ < (2M + 1).

Onv+1-o)x(Kx—M)
Ze= | Ligk_anyx (k- (4.27)

O(c—1)x (K —n)

Pode-se observar na Equagao (4.20) que nao existe o termo «aj multiplicando a
derivada diretiva. Isso ocorre, pois essa equacao estd indiretamente em termos do vetor
dos parametros estimados by.. Esse vetor, por sua vez, possui uma relacao nao-linear com
o vetor de diregdo ay(w). Assim, nao é possivel realizar de maneira simples a multiplicac¢ao

OzkE,;l g. e obter o vetor dos pardmetros equivalentes em A.

Dessa forma, ao final da otimizacao deve-se calcular o vetor final de parametros B(k+1)
sabendo que b = él + i(gg, em que &1 e @ sao respectivamente a primeira e a segunda
metades de ¢. Adicionalmente, sdo extraidas as raizes do polinémio b(z) definido em IA)(kH)
para obter as estimativas em termos das frequéncias angulares w41). Em sequéncia, o
vetor é(k—i—l) de estimativas DOA é calculado considerando a relacao entre w e # mostrada

na secao 2.1.
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4.4.3 Proposta 1: Método de Newton para o DMLE com filtragem espacial

utilizando a matriz de predicao linear

O desenvolvimento desta proposta é demonstrado no Apéndice B e utiliza a funcao-
objetivo do DMLE com filtragem espacial definida em (KRUMMENAUER et al., 2010) e
apresentada na Equacao (3.36). Entretanto, essa equacao estd em fungao da matriz de
direcéo filtrada A. Porém, é realizada na secio B.9 a reparametrizacio dessa equacio e a

nova fungao-objetivo é apresentada na Equagao (4.28).

FpumLers = tr (PBRZ) (4.28)

-1
em que: Pg =I-UU*", U* = (UHU) UM ¢ a pseudo-inversa (ou a inversa generalizada)
de Moore-Penrose, U 2 HPg e H ¢ a matriz de convolucio do filtro utilizado.

A férmula de corregao do vetor de pardmetros é a Equagao (4.20) e, por isso, esta

proposta do Método de Newton nao faz um ajuste do comprimento do passo. O vetor

gradiente é apresentado na Equagao (4.29).

8tr<P]~3ﬁz)
O¢o

8k ; (4.29)
8(}1‘(1331?{2)
09@2nr+1)

em que os seus elementos sao definidos na Equagao (4.30).

Otr (PgRy) U __,
T = 2R tr (PE%U RZ) (430)

em que: 0 < a < (2M + 1). A matriz hessiana é mostrada na Equagao (4.31).
52 tr(PBf{Z) N 52 tr(PBRZ)
800 090009 (21 +1)
Ej, = : : (4.31)
Otr(PgRz) 02 tr(PgRz)
0p2n+1)0%0 0danm+1)09 20 +1)

e os seus elementos sao calculados a partir da Equacao (4.32).

0% tr (PERZ> H 8UHP U
ddy0da Oy, B0,

em que: 0 < (a,b) < (2M +1). Finalmente, %{l ¢ a matriz apresentada na Equagao (4.33).

= 2%Rtr [(U*) UtRy (4.32)

ou H OBH 0B
o5, ~ H(B) 5 ey

E importante ressaltar que é necessario converter o vetor ¢y para by, extrair as raizes

Pg-U_—B" (4.33)

do polinémio b(z) resultante e obter as estimativas em termos de w e 6 como apresentado

na secao 4.4.2.
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4.4.4 Proposta 2: Método de Newton para o DMLE sem filtragem espacial

utilizando a matriz de direcao

Esta proposta utiliza o parametro a matriz de direcao A e o seu desenvolvimento
estd no Apéndice C. Dessa forma, é utilizada diretamente a fungao-objetivo do critério
deterministico do Estimador de Méxima-Verossimilhanga apresentada na Equagao (2.31).

A férmula de correcao do vetor de pardmetros estda expressa na Equagao (4.34).

W(k+1) = Wk — OékElzlgk (434)
em que: w(g41) € Wy sao vetores reais com dimensées M x 1 e estdo na forma w =
T
[wl wM} . O gradiente e a hessiana sdo definidos nas Equagoes (4.35) e (4.36),
respectivamente.
Btr(Piﬁ)
Ow1
Btr(PiR)
Ow s
9?2 tr(PXR) BQtr(PXﬂ)
Ow1 Owq U Ow1 0w
02 tr(PXR) thr(PiR)
Ow 0wy e OwpnrOw g

Os elementos de g, e Ej sdo mostrados nas Equagoes (4.37) e (4.38).

0tr (Pjﬁ) . OA
B 2R tr <A RP, (?wa> (4.37)
9% tr (ij{) OA"  9A
_— . =32 Py 4.
OwpOw, R (C Owy Aawa> (4.38)

-1
emque: 1 < (a,b) < MeAT = (AHA) A é a pseudo-inversa (ou a inversa generalizada)

de Moore-Penrose. Finalmente, gTA ¢ a matriz apresentada na Equacao (4.39).

0
jejwa
O0A .
Owa Orx(a—1) : Orx(m—a) (4.39)
(K — 2) e/ (E—2)wa
I J (K — 1) et ]

O resultado colateral da derivacdo do Método de Newton para a Equagao (2.31)

¢ a diminuicdo no nimero de derivadas parciais a serem calculadas. Isso ocorre, pois a
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func¢ao-objetivo esta em fungao do vetor de pardmetros reais w. Assim, ndo é necessario

calcular as derivadas parciais em relagao as partes real e imaginaria do vetor de parametros.

Além disso, a otimizacao é realizada diretamente em funcao de w, permitindo o uso
simples das Condi¢oes de Wolfe para o ajuste do comprimento de passo para aprimorar
a convergéncia do Método de Newton. Ao final desse processo, é necessario calcular as

A

estimativas em termos de 6,1y observando a relagao entre w e ¢ mostrada na secao 2.1.

4.4.5 Proposta 3: Método de Newton para o DMLE com filtragem espacial

utilizando a matriz de direcao

Esta proposta é demonstrada no Apéndice D e utiliza a funcao-objetivo do DMLE
com filtragem espacial definida em (KRUMMENAUER et al., 2010), apresentada na
Equacao (3.36).

A férmula de corre¢ao do vetor de pardmetros é a Equacao (4.34). O gradiente é
apresentado na Equacao (4.35).
atr(Piﬁz)
Ow1
g = : (4.40)
atr(Pﬁﬁz)
Owpr

e os seus elementos sao calculados a partir da Equacao (4.41).

otr (P5Rz) o A
— 2 7 — _9%Rtr | ATR,P% 4.41
Ow, g < Z A@c%) ( )
em que: 1 <a < M. A matriz hessiana é mostrada na Equacao (4.42).
0?2 tr(Pﬁﬁz) 0?2 tl‘(P{A‘Rz>
Ow1 0w T Ow1 0w

E;, = (4.42)

92 tr(Piﬁz) 2 tr(Piﬁz>

T Owpowr T dwpdwnr

e os elementos de Ej e sdo definidos na Equagao (4.38).

82 tr (Piif{z)

OwpOw,

PL

4.4
Owy ~ A 0w, (4.43)

— 2% tr [AJrf{Z (AH)" OA™ 3‘&]

~ ~ ~\—1 ~
emque: 1 < (a,b) < MeAT = (AHA) AH ¢ a pseudo-inversa (ou a inversa generalizada)

de Moore-Penrose. Finalmente, g—i é apresentada na Equacao (4.44).
OA OA
=H 4.44
Ow, Ow, ( )

Ao final da otimizac¢do, é necessdrio calcular as estimativas em termos de ;1)

observando a relagdo entre w e 6 mostrada na secao 2.1.
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4.4.6 Propostas 4 e 5: Método quase-Newton BFGS para o DMLE com e sem

filtragem espacial utilizando a matriz de direcao

Como as propostas 2 e 3 realizam a otimizacao em termos de w, é possivel modifica-
las para utilizar o BFGS, gerando as propostas 4 e 5. Nessas duas propostas, a formula de

corregao do vetor de parametros é a Equacgao (4.34).

Entretanto, os célculos da hessiana exata mostrados nas Equagoes (4.36) e (4.42)
nao sao utilizados. Em vez disso, calcula-se diretamente a inversa da hessiana aproximada
apresentada na Equagdo (4.14) usando, respectivamente, os gradientes nas Equagoes (4.35)
e (4.40).

Considerando o comprimento do passo «aj = 1, as propostas 4 e 5 podem produzir
respostas sub-6timas, especialmente porque na primeira iteracao, E; = I. Consequente-
mente, o termo a;E; ‘g, na Equacio (4.34) é igual a gj. Assim, o BFGS apresenta na
primeira iteracado o mesmo comportamento do Método Steepest Descent. Dessa forma, para
que o BFGS nao escape da vizinhanca do ponto 6timo, é de extrema importancia o uso

das Condigoes de Wolfe para o ajuste do comprimento de passo.

4.5 Modificacao no Estagio de Pré-selecao

Na secao 3.3.2.1 foi observado que o estagio de pré-selecao do SEAD Aprimorado é
muito dependente do calculo correto do limiar de amplitude. Se esse limiar estiver muito
baixo, picos de ruido podem produzir uma ou mais estimativas iniciais. Por outro lado,
se este limiar estiver muito alto, picos de sinal podem ser ignorados e, assim, nao geram

estimativas iniciais.

Tanto uma condi¢ao quanto outra produzem grandes desvios na estimagao DOA que
nem sempre podem ser corrigidos no estagio de refinamento. Embora os picos de sinal
apresentem amplitude significativamente maior do que os picos de ruido, a determinagao
de um limiar capaz de separd-los se torna cada vez mais dificil & medida que a SNR
diminui. Adicionalmente, isso pode ser ainda mais dificil quando existem fontes préximas e

afastadas, pois alguns picos de sinal podem possuir amplitudes significativamente menores.

Além disso, observou-se que o processo de determinacao das frequéncias angulares
dos vales a esquerda e a direita dos apices dos picos pode produzir resultados insatisfatorios.
Nele, o vale é o ponto mais baixo do espectro diferencial entre dois picos ou os limites do
intervalo de varredura quando nao existe um ponto minimo a esquerda ou a direita de um
pico. Nesse processo, os vales podem ficar muito distantes do apice de um pico, levando o

estagio de pré-selecao a gerar estimativas iniciais sub-6timas.

Dessa forma, este trabalho propoe trés alteragoes no estagio de pré-selecao do SEAD.

A primeira permite remover completamente o limiar de amplitude ao custo de um maior
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esfor¢co computacional. Até entdao, o estagio de pré-selecao utiliza apenas os picos maiores
do que o limiar de amplitude e considera que eles possuem no minimo uma fonte de sinal.
A alteragao proposta aqui sempre utiliza os M maiores picos, mas considera que podem
existir até (M — 1) picos que nao estejam associados a nenhuma fonte de sinal. Com isso,

nao é mais necessario distinguir entre picos de sinal e picos de ruido utilizando um limiar.

Supode-se que cada um dos M picos corresponde a uma quantidade de ¢, = 0
e no maximo c¢,, = M fontes de sinal, onde m = 1,..., M. Entao, sdo construidas
as combinagoes {c1,ca,...,cpr} €, dessas, sdo consideradas apenas as combinagoes cujo
somatorio M, ¢,, = M, produzindo C' arranjos de distribuicio de fontes de sinal por

pico, de acordo com a Equacao (4.45).

(M+1) M'(M )
C=1t XL G rae-1)

A segunda alteracao proposta é limitar a distdncia maxima entre os vales e o dpice

(4.45)

dos picos. Para cada um dos M picos é realizado um rapido processo em que se busca
um ponto minimo a esquerda e a direita do pico ou o ponto que seja imediatamente
maior do que 5% da amplitude do dpice desse pico, o que ocorrer primeiro. A terceira
e ultima alteracao é aplicar a filtragem espacial. Para isso, é utilizado o procedimento
ML apresentado na Equacao (3.35) para selecionar a melhor combinagao de estimativas
iniciais.

Excluindo essas trés alteragoes, o processo de geracao de estimativas iniciais é
exatamente o mesmo. Para ilustrar, é utilizado o mesmo exemplo da secao 3.3.2.1 usando

o novo procedimento de geragao de estimativas iniciais descrito nesta segao.

Considere M = 3 fontes equipotentes, descorrelacionadas e posicionadas em 10°, 15° e
45° na auséncia de ruido. Nessa situacao, apenas dois dos trés maiores picos estao associados
as fontes de sinal, pois existem duas fontes proximas e uma afastada. As posi¢des dos apices
desses picos sao {9(%1), 0(a,2), 6’(@,3)} = {—4,50 12,8° 45,3°| e as posicoes dos vales a es-
querda e a direita de cada pico detectado sao {9(1,7176), O,1,d): Ov,2,6)5 Ow,2,0)5 O(v,3.6) «9(1,737(1)} R
[—11O 0° 1° 25° 31° 610}.

A partir das posig¢oes dos apices e vales sdo gerados C' = 10 arranjos de distribuicao de
fontes por pico: {0,0, 3}, {0,1,2}, {0,2,1}, {0,3,0}, {1,0,2}, {1,1,1}, {1,2,0}, {2,0,1},
{2,1,0} e {3,0,0}. Logo apds, sdo construidos os vetores das estimativas iniciais como
apresentado na Tabela 2. Para comparagao com os resultados apresentados na segao 3.3.2.1,
as estimativas foram avaliadas utilizando a fungao-objetivo do DMLE sem a aplicacao da
filtragem espacial apresentada na Equacao (3.24). Nesse caso, as estimativas selecionadas

sao [9,9° 15,8° 45,3°|, que sdo posteriormente refinadas pelo Método de Newton ou
BFGS.

E importante observar que esse novo estagio de pré-selecao avalia um ntimero maior
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Tabela 2 — Combinagoes geradas no novo estagio de pré-selecdo para o caso de fontes
situadas em 10°, 15° e 45° na auséncia de ruido e avaliadas de acordo com o

DMLE sem a aplicagao de filtragem espacial.

Arranjo Estimativas candidatas DMLE
{0,0,3} [41,6° 45,3° 48,8°] 0,9993
{0,1,2} [12,8° 41,6° 48,8°] 0,1232
{0,2,1} [9,9° 15,8° 45,3°] 0,0016
{0,3,0} [9,9° 12,8° 15,8°] 0,5260
{1,0,2} [—4,5° 41,6° 48,8°] 1,0519
{1,1,1} [—4,5° 12,8° 45,3°] 0,1428
{1,2,0} [—4,5° 9,9° 15,8°] 0,5972
{2,0,1} [-6,1° — 3,3° 45,3°] 1,0202
{2,1,0} [—6,1° — 3,3° 12,8°] 0,6619
{3,0,0} [-6,1° —4,5° —3,3°] 1,3646

de estimativas candidatas e, por isso, possui um esfor¢co computacional maior. A Tabela 3

apresenta o niimero de combinacoes avaliadas nesse estagio para 1 < M < 8 de acordo

com a Equacao (4.45).

Tabela 3 — Quantidade de combinagoes avaliadas no novo estagio de pré-selecao variando
em funcao do nimero de fontes.

M

1

2

3

N.° aval.

1

10

35

126

462

1716

6435

4.6 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou trés propostas de alteragao ao estimador SEAD Aprimorado.

A primeira delas se refere a aplicacao de filtragem espacial ao Estimador de Maxima-

Verossimilhancga. Para isso, foi realizado um estudo sobre a seletividade do méximo

autofiltro espacial em relacao a separagao das fontes de sinal. Foi observado que esse filtro

detecta bandas de passagem para fontes préximas. Entretanto, ele pode filtrar uma ou

mais fontes de sinal afastadas entre si.

Isso pode levar a uma degradagao significativa no desempenho de estimacao, pois ele al-

tera de maneira consideravel o espaco de solugoes do Estimador de Maxima-Verossimilhanca.

O motivo para essa alteracao é que esse filtro utiliza apenas o autovetor associado ao

maior autovalor da matriz de covaridncia. Assim, o filtro é calculado usando apenas parte

da informacao contida no subespaco de sinal de R, levando-o a atenuar uma ou mais

fontes de sinal.
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A partir desse estudo foi possivel propor dois novos filtros espaciais. O primeiro é o
resultado da extensao do método utilizado na proposta do maximo autofiltro espacial. Em
vez de usar somente o maximo autovetor, o filtro proposto é calculado a partir de todos os
autovetores do subespaco de sinal da matriz R;. Esse filtro é capaz de detectar bandas de
passagem para as fontes de sinal, mesmo quando existe grande separacao entre elas. Por
outro lado, esse filtro também é mais sensivel ao ruido, pois autovetores de sinal ficam
cada vez mais susceptiveis a troca de subespaco a medida em que os seus autovalores se

aproximam dos autovalores de ruido.

O outro filtro espacial proposto utiliza o espectro diferencial apresentado na secao
3.3.1 como a densidade espectral de poténcia de um processo aleatorio. Devido a simetria
dos coeficientes do filtro, foi possivel usar uma pequena quantidade de amostras espectrais
de forma a diminuir o esfor¢co computacional. Essa abordagem também permitiu desenvolver
um filtro multibanda que detecta bandas de passagem para todas as fontes de sinal de

maneira independente do afastamento entre elas.

A segunda proposta de alteracao ao método SEAD é a maior contribuicao deste
trabalho. O estdgio de refinamento de estimativas do SEAD Aprimorado é baseado no
algoritmo Branch-and-Bound utilizado em problemas de otimizacao discreta. Por isso, esse
estagio possui em sua maior parte resolucao maxima em func¢ao do nimero de iteragoes e,
consequentemente, o erro de estimacao nao diminui sempre que a SNR aumenta. Assim, o

SEAD Aprimorado nao é um estimador assintoticamente eficiente.

Uma solucao viavel para o SEAD Aprimorado é o uso em conjunto do estagio de
pré-selecao e de algum algoritmo de otimizacao numeérica local. Esses métodos sdo capazes
de maximizar ou minimizar uma func¢ao-objetivo com diversos pontos 6timos desde que
sejam inicializados do ponto 6timo global. Assim, enquanto o estagio de pré-selecao gera

boas estimativas iniciais, o algoritmo de otimizacao local refina essas estimativas.

O Método de Newton é um desses algoritmos. Ele faz uma aproximacao de segundo
grau da funcao-objetivo utilizando o gradiente e a hessiana. Entretanto, considerando
problemas com muitas variaveis, ele possui um elevado esfor¢co computacional porque ele
precisa calcular diversas derivadas parciais e necessita inverter a hessiana. Além disso, a
hessiana nem sempre é uma matriz definida-positiva e, quando isso acontece, o Método de
Newton nao é capaz de otimizar a funcao-objetivo. Assim, surgiram métodos quase-Newton.
Esses métodos, em vez de calcular a hessiana exata, calculam diretamente a inversa de
uma aproximacao quadratica da hessiana, evitando realizar os dois passos separadamente.
Ao fazer isso, os métodos quase-Newton possuem taxa de convergéncia menor do que a
do Método de Newton, mas possuem esfor¢co computacional consideravelmente menor.
Adicionalmente, a aproximacao da hessiana também sempre é, garantidamente, uma matriz

definida-positiva. Dentre os métodos quase-Newton existentes, o mais utilizado é o BFGS.

Nesse contexto, o Método de Newton ja foi aplicado ao Estimador de Méaxima-
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Verossimilhanga utilizando a matriz de predicao linear, mas sem a aplicacao de filtragem
espacial. E importante ressaltar que nao foi encontrada na literatura a aplicacdo do Método
de Newton ao DMLE utilizando a matriz de direcao. Entao, a primeira atividade foi repro-
duzir esse desenvolvimento ja feito. A partir disso, foi possivel desenvolver analiticamente
o Método de Newton para o DMLE com e sem aplicacao de filtragem espacial e utilizando

a matriz de direcao e a matriz de predicao linear.

Isso permitiu que também fosse desenvolvido o BFGS aplicado ao DMLE com e
sem filtragem espacial usando a matriz de direcao. Porém, o BFGS deve ser utilizado em
conjunto com as Condig¢oes de Wolfe para ajuste do comprimento de passo para produzir
as estimativas adequadas. De todas essas propostas, a mais importante é a do BFGS,
pois é a que apresenta o menor esforco computacional. Além disso, nao foi encontrada na

literatura a aplicacdo do BFGS a estimagao DOA.

Finalmente, a terceira alteragdo proposta ao SEAD Aprimorado é retirar o limiar
de amplitude do estdgio de pré-selecao. Embora esse limiar na maioria das vezes permite
separar os picos de sinal dos picos de ruido, ele nao abrange todas as situagoes possiveis.
Dessa forma, podem existir situagdes em que os picos de sinal sdo desconsiderados durante
o processo de geracao de estimativas iniciais. Ainda, existem situagdes em que os picos de
ruido podem ser considerados durante esse processo. Tanto uma situacao quanto outra
afeta a estimativa inicial de tal maneira que dificulta bastante o estdgio de refinamento
de estimativas. Além disso, foi proposto um procedimento de deteccao dos vales para
melhorar a geragao de estimativas iniciais impondo um limite de distancia entre os vales

do apice de um pico.

O Capitulo 5 apresenta os resultados obtidos neste trabalho em termos do erro de
estimacao e do esfor¢o computacional. Nesse capitulo, o SEAD Aprimorado é avaliado

antes e depois das alteragoes propostas e esses resultados sao comparados com o MODEX
Modificado.
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5 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos neste trabalho. Esses resultados foram
obtidos a partir de simulagoes numéricas realizadas utilizando o Mathworks MATLAB
R2016b.

5.1 Simulacoes Numéricas

Nesta se¢ao sado comparados os desempenhos de estimacao DOA usando o MODEX
Modificado, o SEAD Aprimorado e a versao do SEAD com as alteragoes propostas,
denominado SEAD Modificado. Enquanto o MODEX Modificado é avaliado considerando
o processo apresentado na se¢ao 3.2.2, o SEAD Aprimorado é avaliado antes e depois das
alteragoes propostas. Todos os estimadores utilizam o critério deterministico do Estimador
de Méaxima-Verossimilhanga (DMLE) com e sem a aplicacao da filtragem espacial e os

filtros espaciais abordados neste trabalho.

5.1.1 Desempenho de estimacio DOA

Como citado na segao 2.1.1, assume-se o modelo de sinal incondicional. Como
utilizado na literatura, sao realizadas £ = 1000 simulacoes de Monte-Carlo para cada
valor de SNR, que varia de —15 dB a 15 dB em passos de 1,25 dB. Considera-se um
arranjo linear uniforme formado por K = 10 sensores, amostrando N = 100 snapshots
de fontes de sinais equipotentes e de faixa estreita. Também sao consideradas fontes de
sinais descorrelacionados e correlacionados, cujos fatores de correlagao sao p =0e p = 0,9,
respectivamente. Para avaliar o desempenho de estimagao de maneira mais abrangente,
as simulacoes foram realizadas considerando uma fonte de sinal posicionada em ¢; = 10°
e a segunda fonte variando no intervalo —40° < #5 < 60° em passos de 2,5°. O MODEX
Modificado utiliza duas iteragoes na minimizac¢ao do polinémio b(z). O SEAD Aprimorado

e o SEAD Modificado utilizam dez iteragoes no estagio de refinamento de estimativas.

Todos os estimadores sdo avaliados de acordo com a superficie de desempenho
(ou a superficie REQM), calculada usando a Equagao (2.24). Cada superficie REQM ¢é
comparada com o Limite de Cramér-Rao (CRB) apresentado na Equagao (2.37) em termos
da SNR de limiar. Essa SNR ¢ definida como o dltimo valor de SNR onde a REQM é

menor do que duas vezes o CRB.

Além disso, sdo destacadas nas superficies usando linhas tracejadas em preto-e-
branco as curvas de desempenho considerando fontes proximas e afastadas situadas em
{61,0,} = {10o 15°} e {01,60,} = [100 450], respectivamente. Finalmente, todos dados



Capitulo 5. Resultados 92

referentes a essas curvas estao disponiveis no Apéndice E.

5.1.1.1 MODEX Modificado

As Figuras 29 a 32 ilustram as superficies de desempenho do MODEX Modificado

para duas fontes de sinais descorrelacionados.

A Figura 29 apresenta a superficie de desempenho para o algoritmo original do
MODEX Modificado. Pode-se observar nessa figura que, a medida que as duas fontes de sinal
se aproximaram, a variancia do erro de estimacao e o CRB aumentaram significativamente.
Além disso, a variancia do erro de estimacao aumentou quando a SNR diminuiu. Como
descrito na se¢ao 2.2, os estimadores sao avaliados em funcao da SNR de limiar. Para
fontes afastadas, a SNR de limiar do MODEX Modificado variou entre —10 dB e —8,75
dB. Para {6;,6,} = [10° 15°] e {61,605} = [10° 45°|, as SNRs de limiar foram —6,25 dB
e —10 dB, respectivamente.

Figura 29 — Superficie de desempenho do algoritmo original do MODEX Modificado para

duas fontes descorrelacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade
transparente).
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A Figura 30 considera o MODEX Modificado utilizando o maximo autofiltro espacial.
Pode-se verificar nessa figura uma significativa reducao da SNR de limiar na situacao
de fontes préximas e a variancia do erro de estimagao se manteve abaixo do CRB. Para
{01,605} = {100 150], nao houve SNR de limiar na faixa de SNRs testadas. Por outro
lado, para fontes afastadas ocorreu uma degradacao significativa no desempenho, com um
aumento consideravel da SNR de limiar e, para {6,605} = [10O 450}, esse valor foi de 3,75
dB

O desempenho do MODEX Modificado utilizando o filtro calculado a partir do
subespaco de sinal é apresentado na Figura 31. Pode-se observar nessa figura que para
fontes afastadas a SNR de limiar foi significativamente reduzida quando comparada a Figura

30. Na situagao de fontes proximas, o erro de estimacao é maior do que quando se aplica o
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Figura 30 — Superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o maximo au-
tofiltro espacial para duas fontes descorrelacionadas (tons de cinza) e CRB

correspondente (grade transparente).
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maximo autofiltro espacial, mas é consideravelmente menor do que quando nao se aplica a
filtragem espacial. Tanto para {6,605} = [10O 150], quanto para {f;,0,} = [10o 150}, a
SNR de limiar foi de —10 dB.

Figura 31 — Superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o filtro calculado
a partir do subespaco de sinal para duas fontes descorrelacionadas (tons de

cinza) e CRB correspondente (grade transparente).
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Finalmente, a Figura 32 mostra o desempenho do MODEX Modificado usando o
filtro calculado a partir do espectro diferencial. Pode-se verificar nessa figura que a situagao
de fontes proximas apresentou menor erro de estimagao do que o ilustrado na Figura 31,
com SNR de limiar de —13,75 dB para {6;,02} = [10O 15"] Por outro lado, a SNR de
limiar para fontes afastadas foi de —10 dB.

As Figuras 33 a 36 mostram as superficies de desempenho do MODEX Modificado

considerando duas fontes correlacionadas.
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Figura 32 — Superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o filtro calculado
a partir do espectro diferencial para duas fontes descorrelacionadas (tons de

cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

REQM (graus)

DOA da 27 fonte (graus)

A Figura 33 considera o algoritmo original do MODEX Modificado. Pode-se observar
nessa figura que a SNR de limiar para {0;,60,} = [10o 450} foi de —10 dB e para
{61,602} = [10O 150] esse valor foi —5 dB.

Figura 33 — Superficie de desempenho do algoritmo original do MODEX Modificado para
duas fontes correlacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade

transparente).
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A Figura 34 ilustra a superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o
maximo autofiltro espacial. Como na Figura 30, pode-se verificar que a SNR de limiar
para fontes afastadas aumentou consideravelmente e para, {6;,02} = {10" 45°], esse
valor foi de —3,75 dB. No entanto, para {0;,6,} = {10O 150}, o MODEX Modificado nao
apresentou SNR de limiar no intervalo das SNRs testadas.

A Figura 35 considera o MODEX Modificado utilizando o filtro calculado a partir

do subespago de sinal. Pode-se observar nessa figura uma reducao significativa na SNR
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Figura 34 — Superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o maximo au-
tofiltro espacial para duas fontes correlacionadas (tons de cinza) e CRB

correspondente (grade transparente).

REQM (graus)

DOA da 27 fonte (graus)

de limiar para fontes afastadas em relacdo ao maximo autofiltro espacial. A SNR de
limiar para {6;,02} = [10O 450] foi de —10 dB, enquanto nao houve SNR de limiar para

{01,605} = [10O 150] no intervalo de SNRs testadas.

Figura 35 — Superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o filtro calculado
a partir do subespago de sinal para duas fontes correlacionadas (tons de cinza)

e CRB correspondente (grade transparente).
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O desempenho de estimacao do MODEX Modificado usando o filtro calculado a
partir do espectro diferencial é ilustrado na Figura 36. Pode-se verificar nessa figura que,
considerando {#,6,} = [10O 150}, o erro de estimagao se manteve abaixo do CRB até
a SNR de —13,75 dB e nao houve SNR de limiar no intervalo das SNRs testadas. Para

{61,602} = [10° 45°|, a SNR de limiar foi de —10 dB.
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Figura 36 — Superficie de desempenho do MODEX Modificado utilizando o filtro calculado
a partir do espectro diferencial para duas fontes correlacionadas (tons de
cinza) e CRB correspondente (grade transparente).
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5.1.1.2 SEAD Aprimorado

As Figuras 37 a 40 mostram o desempenho de estimagao do SEAD Aprimorado

considerando fontes de sinais descorrelacionados.

A superficie de desempenho considerando o algoritmo original do SEAD Aprimorado
¢ ilustrada na Figura 37. Pode-se observar nessa figura que o desempenho de estimacao
para {61,605} = [10O 150} foi de —11,25 dB. No entanto, a SNR de limiar para fontes
afastadas variou entre —8,75 dB e —1,25 dB e, para {01,6,} = [10O 450}, esse valor foi de
—7,50 dB. Isso ocorreu devido ao estagio de pré-selecao, que considerou um ou mais picos
de ruido como picos de sinal. Assim, em alguns experimentos, o estagio de refinamento
utilizou estimativas ruins. Além disso, em altas SNRs, o SEAD Aprimorado apresentou
erros de estimacao ligeiramente maiores. Isso aconteceu, pois, como observado na secao
3.6, o estagio de refinamento é baseado no algoritmo Branch-and-Bound. Dessa forma, a

medida que a SNR aumenta, sdo necessarias mais iteracoes para atingir o CRB.

A Figura 38 mostra a superficie de desempenho para o SEAD Aprimorado utilizando
o maximo autofiltro espacial. Pode-se observar nessa figura que o desempenho de estimagao
para {61,605} = [10O 150} foi ligeiramente melhorado e a SNR de limiar é —11,25 dB.
Entretanto, essa SNR poderia ter sido ainda menor. Isso ndo ocorreu porque o estagio
de pré-selecao gerou estimativas iniciais ruins devido ao limiar de restricao de amplitude.
Adicionalmente, para fontes afastadas pode-se observar uma degradacao no desempenho

de estimagao e a SNR de limiar para {0;,02} = [10O 450} foi de 3,75 dB.
As Figuras 39 e 40 ilustram as superficies de desempenho para o SEAD Aprimorado

usando os filtros calculados a partir do subespaco de sinal e do espectro diferencial,
respectivamente. Em comparagdo a Figura 37, pode-se observar nessas figuras que a

filtragem espacial praticamente nao afetou o desempenho de estimacgao. Considerando
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Figura 37 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado para
duas fontes descorrelacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade
transparente).
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Figura 38 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado utili-
zando o maximo autofiltro espacial para duas fontes descorrelacionadas (tons

de cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

DOA da 27 fonte (graus)

fontes proximas, o erro de estimacao foi sensivelmente menor, embora o valor da SNR de
limiar tenha se mantido em —11,25 dB. Por outro lado, para fontes afastadas, a SNR de
limiar foi de —6,25 dB. Essa SNR aumentou em 1,25 dB em relagdo ao algoritmo original
do SEAD Aprimorado.

As Figuras 41 a 44 ilustram o desempenho de estimacao do SEAD Aprimorado

considerando fontes correlacionadas.

A superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado é ilustrada
na Figura 41. Pode-se observar nessa figura que o desempenho de estimagao foi superior
se comparado a situacao de sinais descorrelacionados. Ainda, é possivel verificar que o
SEAD Aprimorado nao apresentou o problema de sele¢ao de picos de ruido considerando
fontes afastadas, com SNR de limiar variando entre —11,25 dB e —10 dB. Para {60,0,} =
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Figura 39 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado uti-
lizando o filtro calculado a partir do subespago de sinal para duas fontes
descorrelacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade transpa-

rente).
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Figura 40 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado uti-
lizando o filtro calculado a partir do espectro diferencial para duas fontes
descorrelacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

REQM (graus)
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[10o 150}, esse valor foi de —13,75 dB e, para {0,6,} = [10O 450}, esse valor foi de
—11,25 dB. Além disso, pode-se verificar que, em algumas situagoes de afastamento de
fontes devido ao estagio de refinamento de estimativas, o SEAD Aprimorado apresentou
erros de estimacao maiores em altas SNRs.

A Figura 42 apresenta a superficie REQM do SEAD Aprimorado utilizando o maximo
autofiltro espacial. Como esperado, o desempenho de estimacao foi degradado para fontes
afastadas em relacdo ao algoritmo original do SEAD Aprimorado, com erros de estimagao
maiores do que quando nao se aplica a filtragem espacial. Para {0,6,} = [10O 450},
a SNR de limiar foi de —10 dB. Para {6,605} = [10o 150}, o SEAD Aprimorado nao

apresentou SNR de limiar no intervalo de SNRs testadas.
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Figura 41 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado para
duas fontes correlacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade

transparente).
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Figura 42 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado utili-
zando o méaximo autofiltro espacial para duas fontes correlacionadas (tons de

cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

REQM (graus)
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A Figura 43 mostra a superficie de desempenho do SEAD Aprimorado utilizando o
filtro calculado a partir do subespago de sinal. Pode-se observar nessa figura um ganho no
desempenho de estimagdo para fontes proximas mesmo com a SNR de limiar se mantendo
em —13,75 dB para {0,6,} = [10O 150} em comparacao ao algoritmo original do SEAD
Aprimorado sem filtragem espacial. Para fontes afastadas, esse valor variou entre —11,25
dB e —8,75 dB e, considerando {6;,0,} = [10O 450}, a SNR de limiar foi de —11,25 dB.

Finalmente, a superficie REQM do SEAD Aprimorado usando o filtro calculado a
partir do espectro diferencial é apresentada na Figura 44. Pode-se verificar nessa figura que
a SNR de limiar para fontes afastadas variou entre de —12,50 dB e —10 dB. Para fontes
proximas, o desempenho de estimacao foi sensivelmente melhorado em relagao ao algoritmo

original do SEAD Aprimorado para valores de SNRs acima de —10 dB. Considerando
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Figura 43 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado uti-
lizando o filtro calculado a partir do subespago de sinal para duas fontes
correlacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

REQM (graus)

DOA da 27 fonte (graus)

{01,6,} = {10O 150} e {01,062} = [10o 450}, os valores de SNR de limiar foram de —13,75
dB e —11,25 dB, respectivamente.
Figura 44 — Superficie de desempenho do algoritmo original do SEAD Aprimorado uti-

lizando o filtro calculado a partir do espectro diferencial para duas fontes
correlacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

REQM (graus)
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5.1.1.3 SEAD Modificado

Esta secdo apresenta os resultados do SEAD Aprimorado apds as alteragoes propostas,
denominado SEAD Modificado. E importante ressaltar que foram avaliadas todas as cinco
propostas para o estagio de refinamento de estimativas. Delas, a proposta 1, que implementa
o Método de Newton aplicado ao DMLE com filtragem espacial utilizando a matriz de
predi¢ao linear, apresentou um desempenho erratico e abaixo de todas as outras propostas.
As propostas 2 e 3, que implementam o Método de Newton aplicado ao DMLE com e sem

filtragem espacial usando a matriz de diregdo, apresentaram bom desempenho. Entretanto,
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as propostas 4 e 5, que implementam o BFGS para o DMLE com e sem a filtragem espacial,
apresentaram os melhores resultados. Dessa forma, para simplificar este capitulo, serao

apresentados apenas os resultados referentes a essas propostas.

Além disso, as Figuras 45 e 49 apresentam o desempenho de estimagao do SEAD
Modificado desconsiderando a filtragem espacial. Isso foi realizado para evidenciar as
diferencas no erro de estimacao entre o algoritmo original do SEAD Aprimorado e o SEAD
Modificado.

As Figuras 45 a 48 mostram o desempenho de estimacao do SEAD Modificado

considerando fontes de sinais descorrelacionados.

A superficie REQM do SEAD Modificado ¢ ilustrada na Figura 45. Pode-se observar
nessa figura que a SNR de limiar para {6;,60:} = [10O 150] foi de —6,25 dB. Esse valor
é maior do que o apresentado pelo algoritmo original do SEAD Aprimorado. Isso se
deve principalmente ao novo estigio de pré-selecao sem limiar de amplitude. No estagio
de pré-selecao anterior, esse limiar impoe um limite rigido sobre as estimativas iniciais.
Na situacao de fontes préximas, esse limiar permite diminuir consideravelmente a SNR,
de limiar ao custo de um aumento no erro de estimacao para fontes afastadas. Nessa
situacao, pode-se verificar que, em relagao ao SEAD Aprimorado, a SNR de limiar para
{01,605} = [10O 450} diminuiu de —7,50 dB para —10 dB. Ainda, é possivel verificar que
o erro de estimagdo diminuiu em altas SNRs com o uso de um algoritmo continuo de

otimizacao numérica.

Figura 45 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado para duas fontes descorrelaci-
onadas (tons de cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

REQM (graus)
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A Figura 46 mostra a superficie de desempenho para o SEAD Modificado utilizando
o maximo autofiltro espacial. Mais uma vez pode-se observar a grande degradacao de
desempenho para fontes afastadas. Considerando {6, 6,} = [10O 450], a SNR de limiar
foi de 3,75 dB. Esse valor é maior do que o apresentado pelo SEAD Modificado, devido ao

novo estagio de pré-selecao. De maneira esperada, o erro de estimagado considerando fontes
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proximas é consideravelmente menor e, para {0,6,} = {10O 150], o SEAD Aprimorado

nao apresentou uma SNR de limiar no intervalo das SNRs testadas.

Figura 46 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado utilizando o maximo auto-
filtro espacial para duas fontes descorrelacionadas (tons de cinza) e CRB
correspondente (grade transparente).

REQM (graus)
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As Figuras 47 e 48 ilustram as superficies REQM para o SEAD Modificado usando os
filtros calculados a partir do subespaco de sinal e do espectro diferencial, respectivamente.
Em relacao ao SEAD Modificado sem a aplicacao de filtragem espacial, pode-se observar
que o uso desses filtros diminuiu sensivelmente o erro de estimacao, embora a SNR de
limiar tenha aumentado para —10 dB e —8,75 dB considerando {6;,6,} = {10O 150}.
Adicionalmente, é possivel verificar que o filtro calculado a partir do espectro diferencial
apresentou melhores resultados do que filtro calculado a partir do subespaco de sinal, pois
esse ultimo introduz um erro de estimacao para fontes préximas. Isso se deve ao ntimero
de iteragoes utilizado no estagio de refinamento de estimativas, uma vez que o BFGS
apresenta maior sensibilidade ao ruido se comparado ao algoritmo anterior baseado no
Branch-and-Bound. Por outro lado, pode-se verificar nessas figuras que as SNRs de limiar
considerando {6;,05} = [1()O 450] foram respectivamente de —10 dB e —8,75 dB para os
filtros calculados a partir do subespago de sinal e a partir do espectro diferencial.

As Figuras 49 a 52 ilustram o desempenho de estimacao do SEAD Modificado
considerando fontes de sinais correlacionados.

A superficie de desempenho do SEAD Modificado é ilustrada na Figura 49. Pode-se
observar nessa figura que, se comparado ao SEAD Aprimorado sem a aplicacao de filtragem
espacial, houve um aumento nas SNRs de limiar considerando fontes proximas e, para
{61,0-} = {10O 150}, esse valor foi de —6,25 dB. Entretanto, para fontes afastadas, pode-se
verificar um ganho de até 2,5 dB na SNR de limiar e, para {0,6,} = [10O 450}, o limiar

de desempenho ocorreu em —10 dB.

A Figura 50 apresenta a superficie REQM do SEAD Modificado utilizando o maximo
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Figura 47 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado utilizando o filtro calculado
a partir do subespaco de sinal para duas fontes descorrelacionadas (tons de
cinza) e CRB correspondente (grade transparente).
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Figura 48 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado utilizando o filtro calculado
a partir do espectro diferencial para duas fontes descorrelacionadas (tons de
cinza) e CRB correspondente (grade transparente).

DOA da 27 fonte (graus)

autofiltro espacial. Como em todos os resultados com esse filtro, ocorreu um ganho para
fontes proximas e uma degradagdo na situacao de fontes afastadas quando comparado ao
SEAD Modificado sem a aplicagao de filtragem espacial. Para {0y, 6,} = [10O 450] , a SNR
de limiar foi —3,75 dB. Para {6;,0,} = [10O 15"}, o SEAD Modificado nao apresentou
SNR de limiar no intervalo das SNRs testadas.

Finalmente, as Figuras 51 e 52 apresentam a superficie de desempenho do SEAD
Modificado utilizando respectivamente os filtros calculados a partir do subespago de sinal
e do espectro diferencial. Pode-se verificar nessas figuras que o SEAD Modificado em
conjunto com o filtro calculado a partir do subespaco de sinal apresenta desempenho
melhor na situagao de fontes préximas e a SNR de limiar para {6;,0,} = {10O 15°} foi

de —12,50 dB para ambos os filtros. Por outro lado, na situagao de fontes afastadas, o
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Figura 49 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado para duas fontes correlaciona-
das (tons de cinza) e CRB correspondente (grade transparente).
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Figura 50 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado utilizando o maximo autofiltro
espacial para duas fontes correlacionadas (tons de cinza) e CRB correspondente

(grade transparente).
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SEAD Modificado apresentou menores valores de SNR de limiar ao usar o filtro calculado
a partir do espectro diferencial e, considerando {6;,60,} = {10o 450}, a SNR de limiar foi
de —10 dB para ambos os filtros propostos.

5.1.1.4 Discussao sobre os resultados

Primeiramente serao discutidos os resultados dos filtros propostos neste trabalho.

E possivel observar nas secoes 5.1.1.1 a 5.1.1.3 que o MODEX Modificado, o SEAD
Aprimorado e o SEAD Modificado apresentam um erro de estimagao consideravelmente
menor para fontes afastadas do que para fontes proximas. Em todos os casos, a variancia
do erro de estimagdo aumenta de maneira razoavelmente constante até a SNR de limiar.

Quando esse valor é atingido, o erro aumenta substancialmente e o estimador DOA nao é

mais confidvel.
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Figura 51 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado utilizando o filtro calculado a
partir do subespago de sinal para duas fontes correlacionadas (tons de cinza)

e CRB correspondente (grade transparente).
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Figura 52 — Superficie de desempenho do SEAD Modificado utilizando o filtro calculado a
partir do espectro diferencial para duas fontes correlacionadas (tons de cinza)

e CRB correspondente (grade transparente).
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Porém, ao aplicar os filtros espaciais apresentados neste trabalho, pode-se observar
uma forte diminuicao da variancia do erro de estimacao dos estimadores avaliados consi-
derando fontes proximas. Para fontes afastadas em até 10°, o maximo autofiltro espacial

apresentou os melhores resultados em termos do desempenho de estimagao.

Por outro lado, quando consideradas fontes afastadas, esse filtro espacial piorou o
desempenho de estimagao do MODEX Modificado, do SEAD Aprimorado e do SEAD
Modificado mesmo em SNRs razoavelmente altas. Entretanto, para SNRs suficientemente
altas, o maximo autofiltro espacial nao impediu o MODEX Modificado de produzir
boas estimativas. Porém, esse autofiltro perturbou o estagio de refinamento do SEAD

Aprimorado e do SEAD Modificado, gerando um aumento no erro de estimagdo mesmo na

SNR de 10 dB.



Capitulo 5. Resultados 106

Considerando os dois filtros espaciais propostos neste trabalho, pode-se verificar um
desempenho muito semelhante entre eles, mas com algumas diferencas pontuais ao variar
o estimador e/ou o fator de correlagdo. De maneira geral, os filtros propostos impuseram
um aumento na SNR de limiar de até 2,50 dB na situacdo de fontes afastadas quando

comparados aos estimadores sem a aplicacao da filtragem espacial.

No entanto, para fontes préximas, o filtro calculado a partir do espectro diferencial
apresentou os melhores resultados. Isso acontece, pois a aplicagao do filtro calculado a
partir do subespaco de sinal ao DMLE produz um espaco de solu¢oes mais dificil de ser
otimizado em comparacao ao outro autofiltro. Isso pode ser verificado nas Figuras 53 e 54,
que apresentam a superficie do DMLE para o mesmo experimento na auséncia de ruido,

considerando fontes situadas em 10° e 15° e sinais descorrelacionados.

Figura 53 — Superficie de um experimento do DMLE usando o filtro espacial calculado a
partir do subespaco de sinal considerando fontes de sinal situadas em 10° e
15° e sinais descorrelacionados na auséncia de ruido.
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Figura 54 — Superficie de um experimento do DMLE usando o filtro espacial calculado a
partir do espectro diferencial considerando fontes de sinal situadas em 10° e
15° e sinais descorrelacionados na auséncia de ruido.
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Nas duas figuras, o minimo global estd situado na regiao das fontes de sinal. En-
tretanto, na Figura 53 pode-se observar que os minimos locais sdo tao baixos quanto o
minimo global e que ha achatamento do minimo global. Por outro lado, o minimo global do
espaco de solugoes produzido pelo filtro calculado a partir do espectro diferencial ilustrado
na Figura 54 é mais evidente e curvo. Consequentemente, é mais facil a busca pelo minimo

global nessa superficie.

Além disso, é importante ressaltar que na situacao de fontes préximas, as duas
propostas de filtros espaciais produziram resultados melhores no desempenho de estimagao
ao comparar o MODEX Modificado, o SEAD Aprimorado e o SEAD Modificado sem a

aplicagao de filtragem espacial.

Em relagao ao SEAD Modificado, pode-se verificar um erro de estimagao na situagao
de fontes proximas e sem a aplicacao de filtragem espacial se comparado ao SEAD
Aprimorado. Esse aumento no erro se deve aos novos estagios de pré-selecao e refinamento

de estimativas.

O procedimento realizado no estagio de pré-selecao nao utiliza o limiar de amplitude.
Esse limiar separa os picos de sinal dos picos de ruido e sua aplicacao produz um erro de
estimacao consideravelmente menor na situagao de angulos proximos. Nessa situagao, os
picos de sinal tendem a ser significativamente maiores do que os picos de ruido. Entretanto,
o limiar pode afetar de maneira muito negativa no desempenho de estimacao de fontes
afastadas, pois os picos referentes a essas fontes podem apresentar amplitudes semelhantes
aos dos picos de ruido. Dessa forma, essas fontes podem ser completamente desconsideradas

na geracao de estimativas iniciais e, por isso, gera um erro de estimacao significativo.

Ao nao utilizar o limiar de amplitude, a probabilidade de gerar estimativas iniciais
desconsiderando alguma fonte afastada diminuiu de maneira significativa. Entretanto,
¢ necessario gerar e avaliar um nimero maior de estimativas para produzir o vetor
de estimativas iniciais. Essa avaliacao é realizada utilizando o Estimador de Maxima-
Verossimilhanga e isso aumenta a sensibilidade ao ruido. Por outro lado, com esse novo
estagio de pré-selecao, o SEAD Modificado possui desempenho de estimagao robusto
em qualquer situacao de fontes afastadas e consistentemente apresentou SNRs de limiar

proximas de —10 dB.

De maneira muito semelhante, o antigo estdgio de refinamento de estimativas do
SEAD Aprimorado impoe restri¢oes rigidas que impedem que as estimativas divirjam muito
das estimativas iniciais. Assim, considerando um vetor de estimativas iniciais préximas do
minimo global do DMLE, é provavel que o SEAD Aprimorado produza boas estimativas
apoés o refinamento, mesmo que o algoritmo realize uma otimizacao discreta. Entretanto,
a0 usar um nimero menor de iteragoes no estagio de refinamento, o SEAD Aprimorado

apresenta um desempenho de estimacao inferior em altas SNRs.

Por sua vez, o novo estagio de refinamento proposto realiza uma otimizacao sem
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restrigcoes no espago de solugoes do DMLE. De maneira geral, ele apresenta maior sensi-
bilidade ao ruido, aumentando o erro de estimagao em baixas SNRs e fontes préximas.
Entretanto, uma vez que a otimizacao é realizada em um intervalo continuo, o erro de

estimacao se aproximou do CRB em altas SNRs.

Finalmente, pode-se observar que, tanto em baixas quanto em altas SNRs, o SEAD

Modificado apresenta desempenho de estimacao semelhante ao do MODEX Modificado.

5.1.2 Tempos de execucao

Os trés estimadores abordados neste trabalho também foram avaliados em termos
do tempo de execuc¢ao com e sem os filtros espaciais. Foram amostrados os tempos de
execucao em um computador com o processador Intel Xeon E3-1220 e 32 GB de memoéria
RAM (do inglés Read Access Memory) do tipo DDR3-1333E. As Tabelas 4 a 6 apresentam
os tempos totais de ' = 1000 execuc¢oes do MODEX Modificado, do SEAD Aprimorado e
do SEAD Modificado sem filtragem espacial e com filtragem espacial considerando os trés

filtros pesquisados neste trabalho.

Tabela 4 — Tempos totais para 1.000 simulagoes do MODEX Modificado em funcao do

numero de fontes.

N.° de | Sem filtragem | Maximo

fontes espacia% autofiltro Proposta 1 | Proposta 2
2 4,35 s 4,31 s 5,37 s 6,59 s
3 13,39 s 14,56 s 15,19 s 16,10 s
4 73,67 s 79,51 s 80,70 s 84,68 s
5 488,55 s 531,74 s 534,35 s 556,14 s
6 3.227,72 s 3.615,10 s 3.623,78 s 3.757,88 s
7 22.084,15 s 24.836,08 s 24.897,52 s 26.035,17 s
8 149.708,79 s 167.027,47 s | 167.707,35 s | 174.856,92 s

Tabela 5 — Tempos totais para 1.000 simula¢bes do SEAD Aprimorado em func¢ao do

numero de fontes.

N.° de | Sem filtragem | Maximo
fontes espacia% autofiltro Proposta 1 | Proposta 2
2 14,95 s 15,96 s 17,40 s 17,93 s
3 26,33 s 28,50 s 29,24 s 30,36 s
4 67,96 s 72,91 s 73,98 s 77,19 s
5 208,03 s 225,49 s 227,19 s 236,37 s
6 643,19 s 717,43 s 721,71 s 747,27 s
7 2.103,73 s 2.353,62 s 2.366,52 s 2.465,85 s
8 6.692,41 s 7.460,42 s 7.510,18 s 7.824,93 s

Em relacao aos estimadores, pode-se verificar que o tempo de execucgao cresce a
medida que o nimero de fontes aumenta. Entretanto, é possivel observar que, entre os trés

estimadores, o MODEX Modificado apresenta o maior tempo total de execugao. Por sua vez,
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Tabela 6 — Tempos totais para 1.000 simula¢oes do SEAD Modificado em funcao do niimero

de fontes.

N.° de | Sem filtragem | Maximo

fontes espacial autofiltro Proposta 1| Proposta 2
2 12,37 s 13,93 s 13,81 s 15,41 s
3 12,46 s 13,20 s 14,04 s 5,09 s
4 16,72 s 17,63 s 18,72 s 19,80 s
5 34,32 s 37,73 s 39,51 s 39,55 s
6 119,25 s 130,57 s 134,59 s 132,09 s
7 755,65 s 797,00 s 814,43 s 799,28 s
8 1.675,23 s 1.750,40 s 1.782,98 s 1.753,48 s

o SEAD Aprimorado também apresenta um esforco computacional significativo. Entretanto,
o tempo total de execucao dele é cerca de 22 vezes menor se comparado ao MODEX
Modificado estimando oito fontes. O SEAD Modificado diminui ainda mais o tempo total
de execucao, sendo entre 89 e 100 vezes mais rapido do que o MODEX Modificado e cerca
de quatro vezes mais rapido do que o SEAD Aprimorado, também considerando M = 8.
No entanto, o esfor¢co computacional apresentado pelo SEAD Modificado ainda é de ordem

combinatorial.

Adicionalmente, os tempos de execucao dos estimadores foram avaliados em relagao
ao percentil 97 como apresentado na Tabela 7 em fungao do niimero de fontes e do filtro
espacial utilizado: méximo autofiltro (H1), filtro calculado a partir do subespaco de sinal

(H2) e o filtro calculado a partir do espectro diferencial (H3).

Tabela 7 — Percentil 97 dos tempos de execucao (em segundos) dos estimadores avaliados
em funcao do nimero de fontes e em fungao do filtro espacial utilizado.

N.° de MODEX MODEX MODEX MODEX| SEAD 21311:1]31 iEpﬁr]rjl iﬁﬁfn SEAD Sll?/ﬁ)?i S]f\/f:)l()i S]?\;IAO]?i
fontes Mod| Mod H1| Mod H2| Mod H3| Aprim H1 H2 H3 Mod H1 H2 H3

0,0160] 0,0047] 0,0117] 0,0283[ 0,0360] 0,0376] 0,0463] 0,0465] 0,0336] 0,0378] 0,0338] 0,0438
0,0161] 0,0152] 0,0167] 0,0219] 0,0302| 0,0386] 0,0383] 0,0380| 0,0141| 0,0141] 0,0152| 0,0188
0,0757|  0,0816] 0,0862] 0,0902] 0,0710| 0,0756] 0,0793] 0,0861| 0,0175| 0,0184| 0,0197| 0,0208
0,5047|  0,5575] 0,5614] 0,5797| 0,2205| 0,2324] 0,2418] 0,2503| 0,0357| 0,0391] 0,0408| 0,0439
3,2867| 3,6701] 3,6770] 3,8092| 0,6682| 0,7371| 0,7421| 0,7702| 0,1213] 0,1332] 0,1372| 0,1347
22,3552| 25,1142 25,1006 26,4026] 2,1439] 2,3974| 2,4092| 2,5095| 0,7811] 0,8222| 0,8416| 0,8233
151,0126| 168,7119| 169,2398| 177,1867| 6,7761| 7,5569| 7,6098| 7,9333| 1,5624| 1,6380 1,6689| 1,6354

N[O U [W|N

Pode-se verificar na Tabela 7 que em 97% das amostras o tempo de cada execucao
do MODEX Modificado se manteve abaixo de um segundo para 2 < M < 5. Além disso,
considerando M > 5, o tempo de execugao subiu de maneira bastante significativa. O
SEAD Aprimorado apresentou tempos de execugao abaixo de um segundo considerando
2< M <6e para M =7e M = 8, houve um aumento nos tempos de execucao, mas
nao da ordem do MODEX Modificado. Adicionalmente, pode-se observar que o SEAD
Modificado apresentou tempos de execucao inferiores a um segundo considerando o niimero
de fontes menor ou igual a sete e, para M = 8, o tempo de execucao ¢ significativamente

menor do que dos outros estimadores.
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Finalmente, os filtros espaciais sdo avaliados isoladamente tendo como referéncia as
Tabelas 4 a 6, onde pode-se verificar que a aplicacao da filtragem espacial resulta em um
aumento nos tempos de execucao. As Tabelas 8 e 9 mostram esses aumentos nos tempos
de estimagao relativos aos MODEX Modificado, SEAD Aprimorado e SEAD Modificado
sem a aplicacao de filtragem espacial.

Tabela 8 — Aumento nos tempos de execucao relativos ao MODEX Modificado sem filtra-
gem espacial em fun¢ao do niimero de fontes.

N.° de Maximo
fontes autofiltro Proposta 1 Proposta 2
2 -1,01% 23,38% 51,43%
3 8,76% 13,49% 20,28%
4 7,92% 9,54% 14,94%
5 8,84% 9,37% 13,83%
6 12,00% 12,27% 16,43%
7 12,46% 12,74% 17,89%
8 11,57% 12,02% 16,80%
Média | 8,65% | 13,26% | 21,66%

Tabela 9 — Aumento nos tempos de execucao relativos ao SEAD Aprimorado sem filtragem
espacial em funcao do nimero de fontes.

N.° de Maximo
fontes autofiltro Proposta 1 | Proposta 2
2 6,72% 16,34% 19,90%
3 8,26% 11,05% 15,32%
4 7,28% 8,86% 13,58%
5 8,39% 9,21% 13,62%
6 11,54% 12,21% 16,18%
7 11,88% 12,49% 17,21%
8 11,48% 12,22% 16,92%
Média |  9,86% | 11,7%% | 16,11%

Tabela 10 — Aumento nos tempos de execugao relativos ao SEAD Modificado sem filtragem
espacial em funcao do ntimero de fontes.

5 —ry
lf\'(I).nt(:s al\l/lltzt) ?ﬁl:o Proposta 1 | Proposta 2
2 12,65% 11,67% 24,55%

3 5,95% 12,66% 21,16%

4 5,44% 11,95% 18,43%

5 9,91% 15,10% 15,24%

6 9,49% 12,86% 10,77%

7 5,47% 7,78% 5,77%

8 4,49% 6,43% 4.67%

Média |  7,63% | 11,21% | 14,37%

Pode-se verificar nas Tabelas 8 a 10 que o maximo autofiltro espacial foi responséavel

por um aumento médio no tempo de execucao que variou entre 8% e 9%. O filtro calculado
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a partir do subespaco de sinal (Proposta 1) apresentou um aumento médio entre 11% e
13% e o filtro calculado a partir do espectro diferencial (Proposta 2) aumentou o tempo

de estimacao entre 14% e 22%.

Finalmente, pode-se observar que o SEAD Modificado apresentou os menores aumen-
tos médios nos tempos de execucao com a aplicagao da filtragem espacial se comparado ao
MODEX Modificado e ao SEAD Aprimorado.

5.1.2.1 Discussao sobre os resultados

Na secao 5.1.2, pode-se verificar que a filtragem espacial incorre em um aumento
no esforco computacional & estimacao DOA. Nos estimadores pesquisados neste trabalho,
observou-se que o aumento médio nos tempos de execucao ¢ de até 22%. Isso é devido
a estimacao de cada um dos filtros espaciais antes de iniciar a estimacao DOA e, prin-
cipalmente, as dimensbdes maiores das matrizes utilizadas na funcao-objetivo do DMLE
filtrado.

O maximo autofiltro espacial é o mais simples de ser calculado e, consequentemente,
ele apresentou os menores aumentos médios no tempo de execuc¢ao. Por sua vez, o filtro
calculado a partir do subespago de sinal é uma extensao do méaximo autofiltro espacial
para todo o subespaco de sinal. Naturalmente, sao necessarias mais operacgoes para estimar
o filtro. Por ultimo, o filtro calculado a partir do espectro diferencial exige ainda mais
operagoes ao calcular o espectro diferencial e depois os coeficientes do filtro. Contudo, ele

é capaz de produzir um filtro com uma ordem menor do que o filtro da Proposta 1.

Em relagao aos estimadores DOA, o MODEX Modificado apresentou o maior esforco
computacional dentre os trés estimadores abordados neste trabalho. A medida que o nimero
de fontes cresce, o esfor¢o computacional do MODEX Modificado aumenta bastante. Assim,
ele ndo é um estimador vidvel para aplicagoes em tempo real quando o niimero de fontes é
grande. Nessas aplicagoes, ele estd limitado a estimagdo DOA de um pequeno niimero de
fontes de sinal, situacdo em que ele apresenta tempos de execucao reduzidos. O SEAD
Aprimorado possui ordem exponencial, como apresentado na secao 3.6, e isso é devido
ao estagio de refinamento de estimativas. Entretanto, o esfor¢o computacional é menor
do que o apresentado pelo MODEX Modificado. Ainda assim, ele possui aplicabilidade

limitada ao niimero de fontes.

Ao propor neste trabalho substituir o estagio de refinamento de estimativas do SEAD
Aprimorado pelo BFGS, o SEAD Modificado apresentou uma consideravel diminuigao
nos tempos de execucgao e no esforco computacional. Isso o torna mais apto as aplica¢oes
em tempo real que exigem a estimagao DOA das fontes de sinal. Entretanto, ao propor
alterar o estagio de pré-selecao, removendo o limiar de amplitude, passa a ser necessario
testar um niimero maior de estimativas para gerar o vetor de estimativas iniciais que serao
refinadas pelo BFGS.
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O numero de combinagoes que esse novo estagio de pré-selecao realiza esta descrito
na Equagao (4.45) e apresentado na Tabela 3. Assim, pode-se verificar que a funcao
que descreve o numero de estimativas testadas possui ordem combinatorial. Entretanto,
é importante ressaltar que, ainda assim, o SEAD Modificado possui o menor esforgo

computacional.

5.2 Conclusoes

Este capitulo apresentou os resultados obtidos a partir das alteragoes propostas
neste trabalho ao estimador SEAD Aprimorado. Em primeiro lugar, foram definidos os
parametros das simulagoes numéricas realizadas. Posteriormente, foram apresentados
os resultados em termos do desempenho de estimacao DOA e dos tempos de execucao.

Finalmente, esses resultados foram analisados e discutidos.

Como existem duas propostas de filtros espaciais e propostas de alteracao ao SEAD
Aprimorado. A andlise e a discussao foram feitas em duas partes. A primeira delas refere-se

aos filtros propostos.

O desempenho de estimagao foi avaliado a partir da variancia do erro de estimagcao
em funcao do afastamento das fontes e da SNR, gerando superficies de desempenho. Essas
superficies ressaltaram uma melhora significativa proporcionada pelo maximo autofiltro
espacial no desempenho de estimacgao para duas fontes proximas em SNRs baixas. Por
outro lado, a medida que a SNR diminui, pode-se observar uma nitida degradacao do

desempenho de estimacgao para duas fontes afastadas.

Adicionalmente, foi possivel verificar que os dois filtros espaciais propostos neste
trabalho tiveram também um melhoramento significativo no desempenho de estimagao
para fontes proximas em relacdo ao MODEX Modificado, SEAD Aprimorado e SEAD
Modificado sem a aplicacao de filtragem espacial. Entretanto, também pode-se verificar
que os filtros espaciais propostos nao afetaram negativamente de maneira significativa o
desempenho de estimacao para fontes afastadas. Em relacao ao maximo autofiltro espacial,
é importante ressaltar que nessa situacao as duas propostas de filtros espaciais resultaram

em uma melhora significativa no desempenho de estimagcao.

Em relagao as alteragoes propostas ao SEAD Aprimorado, pode-se observar que ele
foi menos afetado pela aplicacao dos filtros espaciais, devido ao estagio de pré-selegao
utilizar um limiar de restricao de amplitude. Além disso, esse estimador apresenta uma
resolucao maxima associada a quantidade de iteracoes utilizadas no estégio de refinamento
de estimativas. Isso acontece porque esse estagio utiliza um algoritmo com elevado esforgo
computacional e é utilizado na otimizacao de problemas discretos. Embora tenha apresen-
tado resultados robustos, ele nao é apropriado para a estimacao DOA. Adicionalmente,

o estagio de pré-selecao pode produzir erros de estimagao, pois ele pode nao considerar
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todos os picos de sinal para produzir uma estimativa inicial devido a aplicacdo do limiar

de amplitude.
Nesse sentido, é possivel observar que o SEAD Modificado, denominacao do SEAD

Aprimorado apds as alteragoes propostas, superou esses problemas. O novo estigio de
pré-sele¢ao nao utiliza o limiar de amplitude. Por isso, ele apresenta um esfor¢co compu-
tacional maior. Principalmente, o estagio de refinamento possui esforco computacional
significativamente menor e é apropriado na otimizacao de problemas continuos, como
é a estimacao DOA. Com ou sem filtragem espacial, o SEAD Modificado possui um
desempenho de estimac¢ao muito proximo do MODEX Modificado, tido como referéncia
neste trabalho. Contudo, é importante ressaltar que a aplicacdo ao SEAD Modificado
dos filtros espaciais propostos possibilita ganhos expressivos na estimacao DOA de fontes

proximas e um pequeno aumento na SNR de limiar na situacao de fontes afastadas.

Além disso, pode-se verificar que a filtragem espacial incorre em aumentos nos tempos
de execucao. Isso é devido ao tempo gasto para estimar os filtros e as matrizes de dimensoes
maiores utilizadas na func¢ao-objetivo do DMLE filtrado. Em relagao ao maximo autofiltro
espacial, usado como referéncia neste trabalho, os filtros espaciais propostos apresentaram
um pequeno aumento nos tempos de execugao. Por outro lado, esse aumento é compensado
pelo desempenho de estimacao observado quando aplicados aos estimadores abordados
neste trabalho. Nao foi encontrado nenhum filtro espacial que, ao ser aplicado ao DMLE,
resultasse em um desempenho de estimagao robusto tanto para fontes préximas quanto
afastadas. Assim, os filtros propostos permitem o uso da filtragem espacial na estimagao

DOA de maxima-verossimilhanca em situagoes adversas.

Finalmente, pode-se concluir que o SEAD Modificado possui desempenho de esti-
macao compativel com o do MODEX Modificado, mas, com um esfor¢o computacional
significativamente menor. Ainda, o SEAD Aprimorado em conjunto com os filtros espaciais
propostos possui desempenho de estimacgao superior na situagao de fontes proximas e

fontes afastadas.

O préximo capitulo apresenta as conclusoes, as contribuigoes deste trabalho e os

trabalhos futuros que poderao ser realizados a partir desta tese.
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6 CONCLUSOES, CONTRIBUICOES E
TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho propde alteracoes ao estimador SEAD Aprimorado para melhorar o

seu desempenho de estimacao em diversas situagoes.

Para isso, foram apresentados a modelagem utilizada para os sinais e para o arranjo
de sensores e o Estimador de Maxima-Verossimilhanca. Contudo, esse estimador apresenta
um grande esfor¢co computacional. Dessa forma, o seu uso é inviavel em aplicagbes em
tempo real onde a estimagao DOA pode ser utilizada. Assim, foram apresentados dois
estimadores iterativos: o MODEX Modificado e o SEAD Aprimorado.

O MODEX Modificado apresenta desempenho de estimagao muito préximo ao do
MLE com um esfor¢co computacional significativamente menor. Isso foi alcancado gerando
trés estimativas MODE utilizando restri¢oes distintas. Logo apds, é selecionada a melhor
combinagao usando um procedimento ML. Por sua vez, o SEAD Aprimorado utiliza
um processo de geracdo de estimativas DOA dividido em dois estagios: pré-selecao e
refinamento. O primeiro é responsavel por gerar estimativas iniciais que sao posteriormente
refinadas pelo segundo estagio. O resultado é um estimador muito robusto na estimagao

DOA de fontes proximas, com esfor¢co computacional menor do que o MODEX Modificado.

Tanto o MODEX Modificado estimador quanto o SEAD Aprimorado apresentam o
efeito de limiar por dividirem o espaco de medida dos dados observados em subespaco de
sinal e subespago ortogonal. Assim, quando a SNR diminui suficientemente, o procedimento
ML pode nao selecionar a melhor combinacao de estimativas mesmo que ela faca parte do
grupo de combinagoes. Isso é devido ao ruido presente na matriz de covariancia afetar de

maneira significativa esse procedimento.

Contudo, uma maneira de diminuir o efeito de limiar é realizar a filtragem espacial
dos dados recebidos pelo arranjo antes de proceder com a estimagao DOA. Porém, a fungao-
objetivo do Estimador de Maxima-Verossimilhanca deve ser alterada, pois as matrizes

possuem dimensoes maiores e o modelo de sinal é modificado com a aplicagao do filtro.

Assim, este trabalho propoe alteragoes ao SEAD Aprimorado, resultando no SEAD
Modificado. A primeira alteracao aplica a filtragem espacial para diminuir o efeito de
limiar no desempenho de estimagao. A nova fungao-objetivo foi apresentada em (KRUM-
MENAUER et al., 2010) juntamente com o maximo autofiltro espacial. O resultado é uma
melhoria significativa do desempenho de estimagao do MODEX Modificado na situacao
de fontes proximas. Entdo, o méaximo autofiltro espacial foi utilizado como referéncia e é

calculado a partir do autovetor associado ao maximo autovalor da matriz de covariancia.
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Porém, pode-se observar que em diversas situagoes esse autofiltro usa apenas parte
da informagao contida no subespago de sinal. Isso é devido ao maximo autofiltro espacial
utilizar apenas o maximo autovetor. Dessa forma, esse autofiltro funciona adequadamente
somente quando existe uma fonte de sinal ou duas ou mais fontes proximas entre si.
Por outro lado, na situacao de fontes afastadas, o maximo autofiltro espacial atenua

consideravelmente uma delas.

Essa atenuacgao causa uma alteracao significativa no espago de solucgoes e pode
introduzir erros de estimacao, especialmente em SNRs mais baixas. Assim, para evidenciar
essa caracteristica, o maximo autofiltro espacial foi avaliado no MODEX Modificado,
no SEAD Aprimorado e no SEAD Modificado em fun¢ao do afastamento entre duas
fontes de sinal. Pode-se observar que o SEAD Aprimorado foi afetado negativamente
pela aplicacdo do maximo autofiltro espacial na situacao de fontes afastadas. Isso é
devido ao estagio de pré-selecao desse estimador gerar uma quantidade muito reduzida de
estimativas. Adicionalmente, o estdgio de refinamento aplica rigidas restricoes em uma
eventual divergéncia na estimacao. Essas duas caracteristicas limitaram o impacto que o
filtro gerou na selegao de estimativas. Por outro lado, o MODEX Modificado e o SEAD
Modificado, ambos em conjunto com esse autofiltro, apresentaram melhor desempenho
de estimagao na situacao de fontes préoximas. No entanto, para fontes afastadas, eles

apresentaram resultados piores do que sem a filtragem espacial.

Assim, foram propostos dois filtros multibanda adequados a estimagao DOA de
fontes préximas e afastadas. Um filtro é a extensao do maximo autofiltro espacial para
todo o subespaco de sinal. O outro é calculado a partir do espectro diferencial utilizado no
SEAD Aprimorado.

Na situacao de fontes afastadas e em relacdo ao maximo autofiltro espacial, os dois
filtros espaciais propostos apresentaram uma melhoria consideravel no desempenho de
estimacao quando aplicados ao MODEX Modificado e ao SEAD Modificado. Adicional-
mente, foi verificado que ocorreu apenas uma pequena perda de desempenho quando
comparado a esses estimadores sem a aplicacao de filtragem espacial. Na situacao de fontes
proximas, os dois filtros propostos apresentaram resultados préoximos aos do autofiltro.
Ainda, foi observado que, ao aplicar os filtros propostos, a estimacao DOA é um pouco
mais sensivel ao ruido. Assim, confirmou-se a hipotese de que o erro de estimagao do
SEAD Modificado seria reduzido com a aplicacao de filtragem espacial. Contudo, essa

redugao somente ocorreu com a proposicao de novos filtros espaciais.

Adicionalmente, foram identificados dois problemas no SEAD Aprimorado. O primeiro
¢ devido ao estagio de pré-selecao utilizar um limiar de amplitude que pode falhar em
algumas situagoes. O segundo problema é devido ao estagio de refinamento ser baseado
no algoritmo discreto denominado Branch-and-Bound. Dessa forma, a variancia do erro

de estimagao nao diminui continuamente a medida que a SNR aumenta, tornando o
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SEAD Aprimorado em um estimador assintoticamente ineficiente. Além disso, o estagio

de refinamento possui esfor¢co computacional de ordem exponencial.

Assim, a segunda alteracao proposta ao SEAD Aprimorado é substituir o estagio de
refinamento de estimativas. Como sao produzidas estimativas iniciais antes desse estagio,
uma alternativa viavel é utilizar um método numérico de otimizacao local como o Método
de Newton ou algum método quase-Newton. O Método de Newton para o DMLE ja foi
proposto em (STARER; NEHORAI, 1992) usando a matriz de predigdo linear, porém,
ele ndo aplica a filtragem espacial. Além disso, a filtragem espacial da forma proposta
utiliza a matriz de direcao. Entao, a primeira atividade foi reproduzir no Apéndice A o
equacionamento do Método de Newton ja proposto, em que foram obtidos os mesmos

resultados.

A partir disso, foi desenvolvida uma reparametrizacdo da fun¢ao-objetivo do DMLE
usando a matriz de predi¢ao linear para adicionar a filtragem espacial. Logo apds, o
Método de Newton foi derivado para essa nova funcao-objetivo (Proposta 1, Apéndice B).
No entanto, ele apresentou desempenho erratico e nem sempre converge para o minimo

global da funcao mesmo em altas SNRs.

Entao, como nao foi encontrado na literatura da area, foi desenvolvido o Método
de Newton para a func¢ado-objetivo original do DMLE, que utiliza a matriz de direcao e
nao aplica a filtragem espacial (Proposta 2, Apéndice C). Ele apresentou desempenho
compativel com o proposto em (STARER; NEHORAI, 1992), mas exige uma quantidade
menor de derivadas parciais, pois a variavel independente é real em vez de ser complexa.
Adicionalmente, foi possivel aplicar o método quase-Newton denominado BFGS para
reduzir ainda mais o esfor¢o computacional despendido (Proposta 4). Isso é possivel, pois
o BFGS nao exige a hessiana exata e é capaz de calcular diretamente a inversa da hessiana
aproximada. Por ultimo, foram derivados o Método de Newton (Proposta 3, Apéndice
D) e o BFGS (Proposta 5) para a fungao-objetivo do DMLE com aplicacao de filtragem

espacial em funcdo da matriz de direcao.

Normalmente, o BFGS possui uma taxa de convergéncia local menor do que o
Método de Newton devido as aproximacoes que ele considera. Entretanto, os resultados
obtidos no decorrer deste trabalho indicaram que o BFGS apresenta um desempenho
sensivelmente superior ao do Método de Newton. Mas, para isso, é necessario fazer
um ajuste do comprimento de passo. Nesse sentido, o BFGS e o Método de Newton
utilizaram as condig¢oes de Wolfe. Por esse motivo, somente foram apresentados os resultados
da substituicdo do estagio de refinamento do SEAD Aprimorado pelo BFGS. Porém,
convém ressaltar que as Propostas 4 e 5 utilizaram parte do equacionamento resultante do

desenvolvimento das Propostas 2 e 3.

Entao, ao aplicar as Propostas 4 e 5 ao SEAD Modificado, ele passou a ser um

estimador assintoticamente eficiente, com um esfor¢o computacional muito inferior, confir-
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mando a primeira hipétese afirmada neste trabalho. Contudo, ele ainda utilizava o limiar
de amplitude na geracao de estimativas iniciais. Assim, foram propostas duas alteragoes
ao estagio de pré-selecao para remover esse limiar e para auxiliar na geragao de melhores
estimativas iniciais. Com isso, o novo estagio de pré-selecao apresentou maior esforgo
computacional, uma vez que ele requer um nimero maior de avaliagbes da funcao-objetivo
para gerar o vetor de estimativas iniciais. Além disso, ele é um pouco mais sensivel ao ruido
na situacao de fontes préoximas e baixas SNRs. No entanto, é importante ressaltar que o
desempenho de estimacao para fontes afastadas é robusto e é comparavel ao do MODEX
Modificado. Assim, confirma-se a hipétese de menor erro de estimagcao na situacao de fontes
afastadas ao nao utilizar o limiar de amplitude no estéagio de pré-selecao. Adicionalmente,
mesmo com o novo estagio de pré-sele¢do apresentando maior esforco computacional, o
SEAD Modificado apresentou tempos de execugao significativamente menores do que o

SEAD Aprimorado e o MODEX Modificado.

Em resumo, as trés alteragdes propostas foram: 1) aplicacdo de filtragem espacial, 2)
substitui¢do do estagio de refinamento anterior pelo BFGS e 3) a retirada do limiar de
amplitude no estagio de pré-selecao tornaram o SEAD Modificado um estimador muito
competitivo em termos do desempenho de estimacao DOA de fontes proximas e afastadas
e em termos do esfor¢o computacional. Pode-se afirmar que essas alteracoes atingiram o

objetivo geral proposto neste trabalho.

Finalmente, é importante ressaltar que, para as quatro fungoes-objetivo avaliadas,

este trabalho documentou todo o desenvolvimento analitico do Método de Newton.

6.1 ContribuicGes deste Trabalho

Pode-se listar como contribuicoes deste trabalho, em ordem decrescente de relevancia:

e O desenvolvimento analitico do Método de Newton para a funcao-objetivo do DMLE
com filtragem espacial em funcio da matriz de direcéo filtrada A apresentada na
Equacao (3.35). Isso, além de realizar a otimizacao local dessa equagao, permitiu

aplicar o método quase-Newton BFGS, que possui menor esfor¢o computacional;

e O desenvolvimento analitico do Método de Newton para a fun¢ao objetivo do DMLE
sem filtragem espacial em funcdo da matriz de direcdo A apresentada na Equacgao
(2.30). Da mesma forma que na contribui¢do acima, esse desenvolvimento permitiu

aplicar o BFGS;

e A proposicao de dois novos filtros espaciais multibanda adequados a estimagdo DOA
de fontes proximas e afastadas, com esforco computacional competitivo em relagao

ao maximo autofiltro espacial;
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e A remocao do limiar de amplitude do estagio de pré-selecao do SEAD Modificado,
tornando mais confiavel a estimagdo DOA independentemente do espagamento entre

as fontes de sinal.

6.2 Divulgacdo Cientifica Efetivada

Este trabalho produziu a seguinte divulgacao cientifica:

1. LEMOS, R.P.; SILVA, H.V.L.; FLORES, E.L.; KUNZLER, J.A.; BELTRAN, D.F.B.
Spatial Filtering Based On Differential Spectrum For Improving ML DOA Estimation
Performance. IEEE Signal Processing Letters. v. 23, n. 12, pp. 1811-1815. Agosto
2016;

2. BELTRAN, D.F.B.; LEMOS, R.P.; SILVA, H.V.L.; KUNZLER, J.A.; FLORES, E.L.
Adaptive Beamforming for Moving Targets Using Genetic Algorithms. Ingenieria, v.
21, n. 2, pp. 214, Agosto 2016;

3. BELTRAN, D.F.B.; KUNZLER, J.A.; LEMOS, R.P.; SILVA, H.V.L. Adaptive
Beamforming for Moving Targets Using Genetic Algorithms. In: 2015 Workshop on
Engineering Applications International Congress on Engineering (WEA ), Outubro
2015, Bogotd, Colombia, pp. 1-5;

4. BELTRAN, D.F.B.; LEMOS, R.P.; KUNZLER, J.A.; SILVA, H.V.L. Adaptive
Beamforming for Moving Targets Using Genetic Algorithms and a CDMA reference
signal. In: 2015 IEEE Colombian Conference on Communications and Computing
(COLCOM), Maio 2015, Popayan, Colombia, pp. 1-5;

5. KUNZLER, J.A.; LEMOS, R.P.; BELTRAN, D.F.B.; MACHADO, P.C.; DEUS,
G.A.; SILVA, H.V.L.; FERREIRA, Y.R. Further Investigation on Frobenius Spectrum
for DOA estimation. In: 2015 IEEE 6th Latin American Symposium on Circuits and
Systems (LASCAS 2015), Fevereiro 2015, Montevidéu, Uruguai, v. 1. pp. 1-4; e

6. CRUZ, G.; KUNZLER, J.A.; LEMOS, R.P.; BELTRAN, D.F.B.; SILVA, H.V.L;
FERREIRA, Y.R. A New Approach for the Differential Spectrum Using the Frobenius

Norm. In: 2014 2nd International Conference on Artificial Intelligence, Modelling
and Simulation (AIMS), Novembro 2014, Madrid, Espanha, v. 1. pp. 350-354.

6.3 Trabalhos Futuros

Existem quatro linhas de pesquisa possiveis para o aprimoramento continuado do

estimador SEAD Modificado:
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1. Derivagao de uma funcao-objetivo para o DMLE filtrado e recalculo do
Método de Newton e BFGS — ao longo deste trabalho, observou-se que a fungao-
objetivo para o DMLE filtrado proposta em (KRUMMENAUER et al., 2010) nao
foi calculada considerando o modelo de sinal filtrado. A medida que a SNR aumenta,
mesmo que essa fungdo possua os minimos globais préximos dos valores reais, ela nao
representa o Estimador de Maxima-Verossimilhanca no sentido estrito. Assim, ainda
que os resultados obtidos neste trabalho tenham sido bastante satisfatorios, pode-se
observar a presenca de algumas instabilidades numéricas que podem ser devido a
isso. Espera-se que a determinacao de um MLE considerando o novo modelo de
sinal apresente resultados melhores. Naturalmente, isso exigira em outro momento o
desenvolvimento do Método de Newton e do BFGS;

2. Desenvolvimento de otimizadores locais baseados em regiao de confianga
— este trabalho abordou o uso de otimizadores locais utilizando a busca em linha.
Além desses, existem outros otimizadores que sdo baseados em regiao de confianga,
como o Levenberg-Marquardt. Entretanto, eles nao foram avaliados neste trabalho.
A implementacgao e a avaliacao desses métodos pode trazer resultados importantes

em termos do desempenho de estimacao e do esfor¢co computacional,

3. Proposicao de novos filtros espaciais — observou-se que o filtro calculado a
partir do subespaco de sinal produz um espago de solugoes que nao é apropriado
para os métodos de otimizacao, pois os minimos locais assumem valores préximos do
minimo global. Além disso, na situacao de fontes préximas, o minimo global é plano e
isso dificulta a convergéncia de otimizadores baseados no gradiente. Adicionalmente,
esse filtro apresenta ordem significativamente maior para possuir fase nula de forma
que permite a combinacao em paralelo dos filtros referentes a cada uma das bandas
de passagem. Entretanto, isso aumenta o esforco computacional despendido. Por
outro lado, o filtro calculado a partir do espectro diferencial apresenta maior esforco
computacional, pois exige o cédlculo de diversas amostras do espectro diferencial.
Mesmo que esse numero de amostras seja reduzido, o tempo de estimacao do filtro é
maior do que despendido pelos outros filtros abordados neste trabalho. Assim, ha
espago para aprimoramentos na proposicao de novos filtros espaciais multibanda que
sejam mais adequados a estimagao DOA de fontes préoximas e afastadas ao mesmo

tempo em que nao elevado possuam esforco computacional;

4. Alteracoes futuras ao estagio de pré-selegcao — embora a aplicacdo do limiar
de amplitude no estagio de pré-selecao favoreca muito a estimacao DOA de fontes
proximas, ele limita bastante a sua aplicacdo em outras situacoes. A classificacao de
picos em picos de sinal e picos de ruido unicamente por suas amplitudes é um processo
dificil na presenca de diversas fontes proximas e uma afastada mesmo em altas SNRs.

Além disso, essa classificacdo é ainda mais dificil ao observar que um limiar de
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amplitude alto pode excluir os picos de sinal e um limiar baixo pode incluir os picos
de ruido. O novo estagio de pré-selecao proposto neste trabalho finalmente retirou o
limiar de amplitude e aprimorou consideravelmente a estimacgao de fontes afastadas.
Entretanto, houve uma perda de desempenho na situacao de fontes proximas e agora
é necessario um nimero maior de operacgoes para gerar o vetor de estimativas iniciais.
Dessa forma, um caminho para solucionar este problema pode passar por técnicas
inspiradas pelo reconhecimento de padroes, com a determinacao de um ou mais

parametros de avaliagao dos picos além de suas amplitudes.
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A DERIVACAO DO METODO DE NEW-
TON PARA O DMLE SEM FILTRAGEM
ESPACIAL USANDO A MATRIZ DE PRE-
DICAO LINEAR

A.1 Introducao

A fungao-objetivo do Critério Deterministico do Estimador de Maxima Verossimilhanga
(DMLE) sem filtragem espacial e usando a matriz de predi¢ao linear B é (STARER, 1990;
STARER; NEHORALI, 1992):

Fpympez = tr (PBf{)

em que: Pg = BB™. Considerando o Arranjo Linear Uniforme, B é a seguinte matriz

Toeplitz construida a partir do polinémio b:

b 0
oy
B=|p  4,|€ CEX(K-M)
by
| 0 b |
em que: b= |by ... by T e CMHDX1 ¢ vetor contendo os coeficientes do polindémio

cujas raizes sao as frequéncias angulares dos DOA estimados usando a relagao apresentada
na secao 2.1.

No entanto, b é uma variavel complexa. Assim, toda a derivacao do Método de Newton
é realizada em funcdo do pardmetro ¢ = {‘ﬁ (b) 7 (b)}T € R2M+Dx1 Degsa forma, os
contadores j e k variam entre 0 e 2M + 1. Entao, para 0 < (j,k) < M, as derivagoes
estdo em funcdo da parte real de b e, para (M + 1) < 5.k < (2M + 1), as derivagoes
correspondem a parte imaginaria de b.

Assim, os vetores de pardmetros ¢y e ¢ apresentam dimensoes 2(M + 1) x 1. Conse-
quentemente, a matriz hessiana E; e o vetor gradiente g possuem respectivamente as
dimensoes 2(M + 1) x 2(M + 1) e 2(M + 1) x 1 e apresentam uma estrutura que permite
realizar o produto complexo r = pg da seguinte forma (PETERSEN; PEDERSEN, 2012):

Rr Rp —Tp Rq
r = = =
Jr Jp Ap Jq
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Nesse contexto, a férmula de correcao do Método de Newton é:
b1 = o — E g
Ou, na forma matricial:
% by
360] -

_ _ 1-1
%Ek —’JEk fﬁgk
jEk D%Ek jgk

em que: RE;, JE;, Rg. e Jg, sdo particoes da hessiana e do gradiente relativas as

Nb|
Ib,

partes real e imaginaria da corre¢cdo do vetor de parametros complexos b. Assim, ao final
da otimizacao, a estimativa em termos de b é calculada somando a primeira metade do
vetor (]31 a sua segunda metade, porém multiplicada por v/—1. Finalmente, a estimativa
em termos das frequéncias angulares @ é obtida utilizando o procedimento descrito na
secao 3.2. Ainda, utiliza-se a relacdo apresentada na segdo 2.1 para calcular as estimativas
em fung¢ao dos angulos DOA.

E importante ressaltar que o Método de Newton apresentado neste Apéndice foi desenvol-
vido em (STARER, 1990; STARER; NEHORALI, 1992). Contudo, neste trabalho ele foi
derivado novamente, sendo obtidos os mesmos resultados alcancados pelos autores originais.

O proposito aqui é documentar todo esse desenvolvimento para consulta posterior.

A.2 Derivada de B

Considerando que:

by 0
bar
P * *
B= bo by
o
|0 o |
Entao:
roby, 7
96, 0
: 6b7w
’ 0,
9B — | ob : aby,
aqu 09¢; ) 09;
by :
06, .
b
| 0 90, |

Assim, cada derivada parcial é calculada considerando a independéncia entre as partes
real e imaginaria de bz, 0<c<Meque R =NRzeldz ' =—T2
ob.  OMRb, N 0Jb.  ORb, 0T,

= 1 = —

96, 06, | 0o,  0p; ' 0p;
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O desenvolvimento abaixo esta separado para a parte real de b, 0 < 7 < M, apresentado a
esquerda, e para a parte imaginéaria de b, (M + 1) < j < 2(M + 1), apresentado a direita.
E possivel observar que, respectivamente, as partes imaginéria e real sdo independentes de

¢; no desenvolvimento a esquerda e a direita, assim:

C C

ob,  ORb. b, _,93b
O¢; 00 0, 0¢;

Considerando j = ce j = ¢+ M + 1, tem-se respectivamente que ¢; = Rb. e ¢; = Tb, e,

assim, obtemos:

C

%*_a%@_l b, DTb,
O; 00 0¢; 0¢;

Entdo, para ¢y (a esquerda) e ¢4y (& direita):

0 00 0 0 0
OB 000 OB 0. 0 0
“— —_11 0 0 =|—1t 0 O
a¢0 010 a¢(M+1) 0 —i 0

0 01 0 0 —

E, para ¢y (& esquerda) e ¢o(M + 1) (& direita):

1 00 - 0 0
OB 010 OB 0 — 0'
— =10 0 1 — =10 0 —

000 0 0 0

Finalmente, para 0 < j < M e j = ¢ no caso real a esquerda, e para (M +1) < j < 2(M+1)

e c= 75+ M + 1 no caso imaginario a direita, tem-se:

0B 0B
= -z = = —iZ,
8@- a¢]
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em que: Z. é uma matriz de deslocamento que contém 1’s ao longo da (M — c¢)-ésima

diagonal e 0 no restante, como definido abaixo:

Ovt1-o)x(x—M)
Ze = | LIik—ayx(k—nm)

O(c—1)x (K —n)

A.3 Derivada de B

A derivada da pseudo-inversa de Moore-Penrose é (GOLUB; PEREYRA, 1973):

OB+ OB oBH oBH

5 = —B+87§]4B+ 4+ Bt (B+)H G0 (I-BB*)+ (I-B*B) G0 (B+)H B+
Mas BTB = I, entao:

OBt OB H OBH

5o = —B+87)J4B+ + BT (B+) 5o (I - BB+)

Entretanto, Pg = (I — Pg) = (I — BB™"), assim:

Bt B BH
0 _ —B+a—B+ + Bt (B“‘)H 0

PJ_
99 9¢; de;  °

No entanto, BT (BH)" = (BHB>_1, entao:

oB* 0B -1 0B"
=-B*—B" + (B"B P53
09, 09, (B"B) 0g;  °
Reordenando:
oB* -1 0BH 0B
= (B"B Py — BT _—B*"
00; ( ) do; © 00;
A.4 Derivada de Ppg
Considerando que Pg = BB™, entdo:
oPg  0BB™
ooy 99,
Aplicando a regra da derivada do produto:
oPg 0B oB*
= _—B"+B
Op; 09, oy
Mas 88](31; = (BHB>_1 %Pﬁ — B+3712B+, portanto:
oPg 0B -1 0B 0B
=_—B'+B [ B"B Pz —-B"_—B*
9p; 09, ( ) dp; P 99,
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Efetuando a multiplicacao:

0Py 0B -1 0BH 0B
=-—B"+B(B"B P+ - BBT"—B™
aqu 8¢] ( ) a¢] B aqu
Mas (BH)" =B (BHB)A, assim:
0Py 0B u oBY 0B
= _—Bt+(B* Pz —BBT_—B*
dp;  0p; ( ) d¢; P d9;
Reordenando:
0Py 0B 0B n OBH
= —B"—-BB"—B* + (B* P
dgp; 09, olo¥ ( ) d¢; ~ °

Colocando um termo em evidéncia e considerando que AT =TA = A:

P OB OB
6; - (1-BB") 5o, B (B+)" 5, P

Mas Pg = (I — Pg) = (I — BB™"), entao:

=P:—B"t + (Bt P
op; P, (57) o¢; P
Reordenando:
— (Bt PL L PL B+
96, (B) g, BT By

A5 Gradiente de tr (PBf{)

Derivando a func¢ao-objetivo produz:
8 tr (PB R)
09,

Entretanto, 24X = tr (%), entao:

V(z,j tr (PBR) =

otr (PeR) t (apr{>
_ 2 = 1{r R ——
09; 0,

Aplicando a regra da derivada do produto:

otr (PgR . R
ot (PsR) ):tr<aPBR+PBaR>
0o, 00; 00;

Mas R é constante, assim:

otr (PeR) t (apr{>
— = I
olo¥ 0;
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Porém, %%_3 = (BH)" %Pﬁ + Pﬁ%Bﬂ entao:
ot (PsR) { [ 1 9BH OB R
— ! |(BT) =—Pg + PLB+] R}
Op; ( ) op; B T Pog,

Efetuando a multiplicacao:

Otr (PBf{) HOBHE | . OB _ .
7 7 ¢ |[(BT) =—/—PiR + PLB-"R]
09, [( ) d¢; ~ ° Bog;

Mas Pg = P4 e R = RY, entio:

8tl“ (PBﬁ> H aBH HA GB EN
— = J — 4 |(Bt PL RY + PLB+R]
09, [( ) d¢; ~ ° B¢,

Aplicando tr (A + B) = tr (A) + tr (B):

otr (PeR) HOBY  u.. OB .

———— =tr|(BT) —Pg RH] + tr (PLB+R>
99, [( ) 0¢;  ° ¢,

Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

Otr (PBf{) HOBY g . OB

— = J — 4 |(BY) =—P% RH] + tr (RPLB+>
99; [( ) O¢; ~ ° B oo,

Aplicando (AB)" = BHAH:

Otr (PBR) OB H . OB

— = 7 — 4y |[RPs—BT + tr (RPLB+>
09, ( B og; ) Bog;

*

= tr (A*) =tr(A) .

(a7)

Porém, tr (A) = tr (AT) e A" = AT entdo tr (AH) = tr

Consequentemente:

otr (PeR) . B\ ., OB

— L =tr RPLB+> + tr (RPLB+>
00 ( " 00 P00,

Mas z 4+ 2" = 2R 2, dessa forma:
otr (PBﬁ,)
00,
Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

=20 tr (RP§§§B+>
J

8 tr (PBR)
oloy




Apéndice A. Deriva¢io do Método de Newton para o DMLE sem Filtragem Espacial Usando a Matriz de
Predicao Linear 132

A.6 Hessiana de tr (PBf{)

Derivando o gradiente da fungao-objetivo produz:
o*tr (PgR) 0V, tr (PpR)

09, ol
v, ir (PoR)]

0
:37%[

0
Oy

6 tr <PBR>
oloy

o tr(PB R)
09,

?w (PsR) 9 5. OB
Gade = 9o, lzsm <B+RP )]

ch d

Porém,

=2Rtr (B*RP]L3 gf ) dessa forma:

Aplicando % X para ¢ constante:

0*tr (PgR) 8 s OB
M—Q{m l‘”m(B RPB@@)H

. OR(X ox\.
Aplicando % =R ((%)

02 tr (PBR> 0 OB
T m{am [ <B+RPBa¢J>H

Aplicando atr =tr ( x)

9% tr (PR R
ot (PoR) 29%@[ 0 (B*RPﬁaBﬂ
ofoeloy Oy oy
Aplicando a derivada do produto:
0 tr (PpR) OB*. 0B _ OR_, 0B . OP% 0B
———— = 2%t RPj-— +B" —~Ps-— +B"R—B_ —+
0609, ' l 06 B06, T dor Bog, 00 00,
0 (0B
+B'RP3 () ]
Bog \ 0o,
Mas R e 875] sao constantes em relacdo a ¢y, entao:
& tr (PR _aplL
(PsR) Yot <8B ps 9B | i P 8B>
8¢ka¢j ol 0, Oy, 00;
Mas 2 dm = —%1%, portanto:
d%tr (PgR .
PulPeR) o <8B Rps 22 _prrln 8B>
OO, Oy 9o, Oy, 09;
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Mas %%‘? — (BH" %Pﬁ + PégfkaJr, portanto:

0*tr (PpR) OB+ . OB X n oBH B _ ] 0B

———~ = 2%Rtr RPL—BJFRl B Pl—l—PLBJ“] }
ofoeoy { ¢ P00, ( ) O~ B T Pogy 09,

Efetuando a multiplicacao:

0*tr (PgR) OB+ . OB ) nHoBY_ | OB . OB__. 0B
— = —2Rtr RP:i— —B'R (B* PLi— — B*RPLB+]
010, [ o Bog; ( ) o~ BPOg; B, 00,
+ —1 H .
Mas %% = (BHB> %%Pﬁ - B+%B+, assim:
?*tr (PsR) 1 9BH OB . OB
—~ 7 —92%Rtr B'B Pi — B*B*] RP:——
0¢100; { [( ) oy, ° Oy, B 0o,
. 1 OBY_, OB . OB_ . 0B
—BR (B* Pi— —BTRP:-—Bt—
( ) 0oy, B3¢j Bogy, 3¢j}
Efetuando a multiplicacao:
0*tr (PgR) L9BY . OB OB . OB
— = 7 —9o%Rtr| (B"B PiRPs— —B"—B'RP+:———
D00, l( ) 9o, B Bog, Ooy, B0y,
. 1 OBY_, 0B . OB_ ., 0B
—~BTR (BT Pi— — BTRP:-—Bt—
R(BY) 55 Poos, ~ B RPs5 aasj]
Reordenando:
0*tr (PeR) 1 9BE_ . OB OB .. . OB
— = 7 —9onRttr| (B"B PiRPLi— —B"—B RPi———
lloeloy [< ) O~ B Bog, Or B o,
.. OB_ ., 0B . HOBY | OB
—BTRPi—B"— —B*R (B* PL——
Bosy 00, ( ) olo B(%J‘]
A.7 Aproximacao assintotica na hessiana de tr <PBR>
A hessiana é:
?*tr (PsR) 1 0BY_ . OB OB . . OB
— = 7 —9onRttr| (B"B PiRPL— —B"— B RPi——
D00, l( ) dor, B Bog, O B 0g,
. OB_ 0B . 1 OBY_ OB
—~B'RP3-—B"—— —-B'R (B" P3 ]
Boor . 0¢; (%) O¢r  C0g;
Considerando a secao A.12, B+RP§ ~ BTRPg = 0, assim:
0*tr (PgR) 1 OBE_ . OB . nHoBY_ | OB
—~ 7 9%t |(B"B PiRPs— —B'R (B™ PL—
06400; Hu [( ) oo PeRPag, (B°) 2, B&m]
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Entretanto, considerando a segao A.13, PﬁfA{PL ~ PgRPg = RP3, dessa forma:

(92 tr (PB R)
0¢r09;

-1 0BH OB R
PLi— —B'R(B*
96, RPa 55, ~BR(BY)

P

HoBY_ | OB
=2 B'B L2
R tr [( ) = Ba@]

Ainda, considerando a se¢do A.14, BtR (BH)" ~ BtR (BH)" = ¢ (BHB)_l, assim:

?*tr (PsR) 1 9BY__ OB _19B"_ | 9B
——~ 7 —2%¢tr |(B"B RP;— — o (B"B PL]
loeloy [( ) o, Bog; ( ) Oy, B0,
Mas Pg = (I - BB") e R = ACA! + o1, entdo:
M — 2R tr [ (BHB)’1 OB (ACAM 4 01) (I- BBT) 9B _
0¢10¢; (olo8 0p;
-10B"_ 0B
— o (B"B PL]
( ) o~ B 0o,
Realizando a multiplicacao, considerando que IT = I:
M — 2R tr [ (BHB)_l oBY (ACA" — ACA"BB" + 0 — ¢BBY) 9B _
0¢r09; olol8 0p;
-10B"_ 0B
— o (B'B PL]
7 ( ) O~ B 0o,
Realizando as multiplicagoes a esquerda e a direita:

*tr (PpR) ~1 OBH OB ~1 9BH OB
— 7 —92%R¢tr| (B"B) =—ACA"—_ (B'B) Z——ACA'"BB*—+
0¢r09; [< ) olol8 9; ( ) IPr d9;

-1 0B" 0B -1 0B" 0B
+0 (B'B — — o+ (B"B BB ——
7(B"B) 55 a5, ~7 (B"B) 54, BB,
-10B"_ 0B
— o (B"B PL]
( ) O~ B 0o,
Mas A"B = 0, pois B abrange o espaco nulo de A, assim:
0*tr (PgR) 1 9BH OB _1 OBM 9B
——~ 7 —92%tr | (B"B) —ACA" — 4+, (B"B ——
loneloy [( ) Oy, ¢; ( ) Opy, 0,
-1 0BH 0B -10B%__ 0B
— o (B"B BB"— — s (B'B Ps—
7 (B"B) " 6 ag; (B'B) " 5o, Ba@]
Colocando dois termos em evidéncia:
0 tr (PpR) 1 9BH OB 1 9BH OB
— 7 =9 BiB) —ACA" _— B'B I-BB") —
000, W l( ) 96, ACA g5, T (B'B) 5, ( ) 95,

P _
d¢r.~ PO,

—0 (BHB)f1 OB" . aB]
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Mas Pg = (I — BB"), entdo:

0*tr (PeR) 1 9B OB OB OB
————— =2%1r | (B"B ACA"— + 7 (B"B Pg——
0000, l( ) . a6, +7 (B"B) 5, Pogy,
-10B"_ OB
— o (B"B PL]
’ ( ) O P 0g;
Realizando a subtracao:
0*tr (PgR) 1 9BH OB
——~ 7 —2%tr |(B"B ACAH]
0¢1r0d, [( ) Oy, oloy
E pode ser reescrita como:
2t (PsR) 29t l(BHB)_l oB" (ACA™ o1 - o1) GB]
—_— L = r — ol —ol) —
ofoeoy 0Py, Op;
Mas R = ACAY + o1, portanto:
0*tr (PgR) 1 9BY OB
—— 7/ —2%Rtr |(B"B — (R —0ol) —
96,00, [( ) a6 ®D @%]
Definindo R £ R — ¢I produz:
9% tr (PR _ H
i (PuR) _ 2R tr [(BHB) 1oB RaB]

A8 Proval: B'B=1

Como B possui posto cheio, realiza-se o mesmo procedimento mostrado na secao C.9,

assim:

A9 Prova2: (B")" = B(B"B)

Realiza-se 0 mesmo procedimento mostrado na secao C.10, assim:

1

()" =B (5]

A10 Prova3: B (B")" = (B'B)

Realiza-se o0 mesmo procedimento mostrado na se¢ao C.11, assim:

1

B (5)" = (")




Apéndice A. Deriva¢io do Método de Newton para o DMLE sem Filtragem Espacial Usando a Matriz de
Predicao Linear 136

0Py _ _ 0Py
A.11 Prova 4: 9oL = oy

Considerando que Pg = I — Pg, entdo:

oPL  0(1—Pp)

Oy ol

Mas I é constante em relacao a ¢, assim:

OP§ 0 (—Pp)

O Oy

Aplicando 8(86?) = c%—i‘:
oPg ~ 0Pp
Oox 0o

A.12 Prova 5: BTRPg ~ B"RPg =0

Sabendo que B possui posto cheio, ao aproximar R por R e ao considerar que B esta
préoximo do valor 6timo obtém-se:

B*RPj ~ B'RPy

Mas B = (B'"B)  BY, P5 = (I-Pp) = (I- BB*) = [I ~-B(B"B) B"| cR=
ACA"Y + o1, entdo:

B*RP} ~ |(B"B) ' B"

(ACA" 4 o1) [I ~B(B"B) 'B"

Realizando a multiplicacao:

B RP: ~ -(BHB)_I BYACA" + (B"B) ' B0l

[I ~B(B"B) 'B"

Realizando a multiplicacao:

B*RPS ~ (B'B) 'B"ACA" + (B'B) B'sI- (B'B) B"ACA"-
- (B"B) 'B"sIB(B"B) B"

Mas BHA = 0 e A"B = 0 pois B abrange o espaco nulo de A, entdo:

B*RPj ~ (B'B) ' B'sI- (B"B) B'0IB(B"B) B'=0

Mas cIA = cA e cA = Ac, portanto:

B*RPj ~ o (B'B) B' -0 (B"B) B'B(B"B) B'=0

Entretanto, AA™! = A71A =1, assim:

B*RPj ~ o (B"B) B' -0 (B'B) B'=0

Realizando a subtracao:

B*RP; ~ 0
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A.13 Prova 6: PsRPE ~ PERPS = RP3

Sabendo que B possui posto cheio, ao aproximar R por R e ao considerar que B esta

préoximo do valor 6timo obtém-se:
LAPL ~ PLlppLl
PsRP35 ~ PgRP3

Mas B* = (B'B) B! ¢ P§ = (I-Pp) = (I- BB*) = [I ~-B(B"B) BH}, dessa

forma:

PLRP3

Q

:I ~-B(B"B) BH] R [I ~-B(B"B) BH]

Realizando a multiplicacao:

PLRP; ~ [R—B(B"B) 'B'R

[I -B(B"B) B!

Mas R = ACA! 4+ o1, portanto:

PLRP; ~ [R—B(B"B) 'B" (ACA" + aI)} [I -B(B"B) B"

Realizando a multiplicagao e sabendo que cIA = cA e cA = Ac para c escalar:

PLRPS ~ |R - B(B'B) 'BUACA" - +B(B"B) 'B"||[1-B(B"B) 'B"

Mas BYA = 0 e A"B = 0 pois B abrange o espaco nulo de A, entdo:

PyRPS ~ [R - 0B (B"B) B"|[1-B(B"B) B"

Realizando a multiplicacao e sabendo que cIA = cA e cA = Ac para c escalar:

PyRP5 ~R - RB(B"B) B"-,B(B"B) B"{.,B(B"B) B'B(B'B) B"
Entretanto AA~! = A71A =1, assim:

PiRP5 ~R - RB(B"B) B"-,B(B"B) B"+o0B(B'B) B"

Realizando a subtracao:

PyRP; ~R - RB(B"B) B

Mas R = ACAY + o1, portanto:

PyRPS ~R - (ACA" 4 o1)B (B'B) ' B"

Realizando a multiplicacao e sabendo que cIA = cA e cA = Ac para c escalar:

PiRPj ~ R~ ACA"B (B'"B) 'B" - 0B (B"B) B



Apéndice A. Deriva¢io do Método de Newton para o DMLE sem Filtragem Espacial Usando a Matriz de
Predicao Linear 138

Mas BYA = 0 e A'B = 0 pois B abrange o espaco nulo de A", entdo:

PyRP; ~R - 0B (B'B) B!

Sabendo que B possui posto cheio, ao aproximar R por R e ao considerar que B est4

préoximo do valor 6timo obtém-se:
RP3 ~ RPg

Mas B* = (B"B) B ¢ Pj = (I-Pp) = (I~ BB') = [I ~B(B"B) B

forma:

, dessa

RPL ~ R [I ~-B(B"B) BH]

Realizando a multiplicacao:

DL Hp) ' pH

RP;~R-RB(B"B) B

Mas R = ACA! + oI, portanto:

RPj ~R - (ACA" + o1)B (B'"B) ' B"

Realizando a multiplicacao e sabendo que cIA = cA e cA = Ac para c escalar:
RPj ~R - ACA"B (B'"B) 'B"-oB(B"B) B"

Mas BYA = 0 e A"B = 0 pois B abrange o espaco nulo de A, entdo:

RPL ~R - oB (BHB)_l BH

Finalmente, pode-se considerar que:

P5RP; ~ PiRPg = RPg

A.14 Prova7: BTR (B+)H ~ B"R (B+)H =0 <BHB>_1

Sabendo que B possui posto cheio, ao aproximar R por R e ao considerar que B est4

préoximo do valor 6timo obtém-se:
B'R (B*) ~B'R(B*)"

H + Hp) ' pH +\H Hp) ! <
Mas R = ACA" + oI, B* = (B B) B" e (B") :B(B B) , entao:

B*R (B+)H ~ (BHB)’1 B" (ACA" +01) B (BHB)’1
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Realizando as multiplicagoes e sabendo que cIA = cA e cA = Ac para c escalar:

1

B'R (B*)" ~ (B"B)  B"ACA"B(B"B)  +¢(B"B) BB (B"B)
Mas BHA = 0 ¢ A"B = 0 pois B abrange o espaco nulo de A*:
1

B'R (B+)H ~ o (BHB)_1 B'B (B"B)

Mas AA™' = A7'A =Te Al =1A = A, portanto:

B'R (B*)" ~ o (B"B)
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B DERIVACAO DO METODO DE NEW-
TON PARA O DMLE COM FILTRAGEM
ESPACIAL USANDO A MATRIZ DE PRE-
DICAO LINEAR

B.1 Introducao

A fungao-objetivo do Critério Deterministico do Estimador de Maxima Verossimilhanga
(DMLE) com filtragem espacial definida em (KRUMMENAUER et al., 2010) usa a matriz
de direcéo filtrada A. Entretanto, é realizada na secdo B.9 a reparametrizacio dessa
funcdo em termos da matriz de predicdo linear filtrada B. Assim, apds esse processo, a

funcao-objetivo é:

Fompere = tr (PBRZ)

em que: Pg = I — UU*Y e U £ HP3. Assim como apresentado no Apéndice A, sdo
utilizados os vetores de pardmetros ¢ e ¢; com dimensoes [2(M + 1) x 1]. Assim, a
hessiana e o gradiente possuem dimensoes [2(M + 1) x 2(M + 1)] e [2(M + 1) x 1],

respectivamente.

B.2 Derivada primeira de U

Definindo U £ HPg, assim:

ou OHPE

09, 09,

Aplicando a regra da derivada do produto:
ou OH OP%

- 7PL + H B

dp;  0p; ° ey

Mas H é constante, assim:

0p; 00;

No entanto, % = —%F(;B, assim:
U P

ou H@ B

¢, 09
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oPp _ mp+\HoBEpL 1L 0B Rp+ 5
Mas 552 = (B™) 2o, P8+ PBj,, BT, entao:

H
ASR [(B+)H OB piipy Byt

90; 99, 504
Realizando a multiplicacao:
ou 1 oBH 0B
— =-H(B* Py — HP3——B*
09, (57) 9g; % T Pog,
Mas U = HPj, assim:
ou u OBH 0B
— =-H(B" P; -U_—B*
Do, ( ) op; B T 0¢;
B.3 Derivada segunda de U
Derivando a primeira derivada de U produz:
U 0 <8U>
0pr0¢;  Ody \ 0d;
Mas 58 = —H (BH)" %Pﬁ ~ USEBY, entdo:
0°U 0 1 OBH 0B
= ~-H (B* Pg — UB*]
O0r00; O, [ (57) 0¢; © 09,
Aplicando a regra da derivada do produto, sabendo que a;g:Y =S g—f + %'
U OH n OBH & (B*)" oBH H <aBH>
= — B") —Ps—-H P -H(B") — Pi—
ofelo ol ( ) dp; ° T ( ) dor \ 0¢; ) P
n OB oP5  O0U 0B 0 (0B 0B 0B*
—~H(B" B _ B+—U<>B+—U
( ) 0¢; Odk Oy 09, Oor \ 09, 09 Oy,

Mas H é constante, assim:

9?U oBH)"oBHE | H O <8BH> n OB OP%
- -H Pi-H(BT) — |=—— |Ps—H(B* B_
09100, Opp  0¢; P ( ) dop \ 09; )~ P ( ) d9; Oy,

+
_ aaniBB-l— - U 9 <g§3> B+ _U87B8B
J

Opx 09, o, 9 Oy,
Ainda, %‘?’j e %ﬁj sao constantes, dessa forma:
2 +\H 9gH H apl +
0°U :_HE)(B) 0B Pﬁ—H(B*)HaB 8PB_8U8BB+_U87B@B
Opr0b; Oy, 09; Op; Odr Oy 0, 9 Oy
+ -1 H ~
Mas %% = (BHB> %%Pﬁ - B+3713€B+, entao:
8°U -1 9BH oB 1" oBH n OBH 9P
= —H|(B"'B Pi -Bf—B* P, -H(BY) ——B_
ofomeoy [( ) O¢r ® ol ] dp; ° ( ) Op; Oy

dpp 0y 0,

OUOB . - OB [, y\-10BY | OB _ .
BT -U [(BB) 8¢kPB Ba¢kB
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_ _qH
Aplicando (AB)" = BHAH  sabendo que P4 = Pg' e (BHB) = {(BHB> 1} :

0*U OB -1 u 0BH | oBH
— —H|Pi— (B"B) — (BT) — (B™* Pi—
0¢r09; [ Ba¢k( ) ( ) Oy, ( ) ] d¢;
HOBHOPL  9U OB
—~H(B" B _ Bf—
( ) 0¢; Odx Oy 09,

OB ~1 9BH OB
- U=—|(B"B Pi — B*B*]
09, [( ) opy, B o

Realizando as multiplicagoes:

az:g% - —HPﬁ(;Z (B"B) ﬁPﬁ +H(B) %12:1 (B+)" 88?: pi
H Aap.l B H

~H(BY)" 88]; aal;kB - g;i gz B* - USZ (B"B) %]Zk PL+
+ U$B+§ZB+

Mas 208 = —%Pn — _ [(B+)" 8B1pL 4 PLIBB+] entiio:

az:g% — —HPﬁ(;Z (B"B) %]ZPﬁ +H(B) aalzj (B+)" E)aifpﬁ_
~H(B")" %]z {— [(B*)H %]Z:IPﬁ + PﬁgZB*] } - ;igfjw—
- USZ (B"B) %‘;Z PL + U$B+$B+

Realizando a multiplicagio:

82:g¢j — —HPﬁgZ (B"B) " aali_{Pﬁ +H(BY)" %ﬁj (B+)" %fPﬁJr
+H(B)" a;;: (B*)" %]ZZ Py + H(BY) %]f Pﬁgka*—
- ;Zgzw - Uggb]i (B"B) %]ZZIPﬁ + U;]?jmim

Mas 22 = —H (B*)" 22-Py; — USEB*, assim:

82:5@ — —Hpﬁgz (B"B) %5:% +H(BY)" %]Z:: (B+)" a;; P+
+H(BY)" (?,E)jl (B)" %]szﬁ +H(BY)" aa]?:Pﬁ((;ZBt
. [—H (B*)" %ﬁfPﬁ - USZW] ;]j’jBt
= U;]i (B"B) %3:1 PL + U;];D’jw;zw
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Realizando a multiplicacao:

822}9}@ = —HP]ggZ (BHB)*1 %]fPﬁ +H (B+)H ?ZZ <B+>H %§?P§+
+H(BY)" ﬁ? (B+)" %]szﬁ +H(BY)" %3?P§£B++
+H(BY)" aalzj Pﬁgfjm + qu]im;im—

- USZ (B"B) %?: P+ U$B+£B+

Entretanto, U = HPg, assim:

82:g¢j - —U?Z (B"B) %]f% +H(B)" %]j: (B+)" %]?; PL
+H(BY)" a;bjl (B+)" %ﬁjpﬁ +H(BY)" %3?%%3#
+H (B %]zj PﬁngJf + USZWSZW—

- USZ (B"B) %5: P+ U$B+£B+
Reordenando os termos:
afs:g@ = U£B+$B+ + USZB*SZB* — USZ (BHB)_l %]Zf Pi—
- U;]?j (B"B)” %]ZSPﬁ cH (B f’;z (8" aafp§+
+H(BY)" aa?; (B*)" %]jb: Py +H(BY) %]jbj Pﬁ((;]iBw
H
+H(BY)" %]?bj PESZW

B.4 Derivada de U™

A derivada da pseudo-inversa é (GOLUB; PEREYRA, 1973):

a;;: - —U+§;U+ +ut (ur)” %I;; (I-UUY) + (1-U'U) g (ut)" U

Mas Pg =1 — UUT, dessa forma:

8;;; — —U+gzU+ +ut (ur)" %IZIPB +(1-Utv) g (ut)' U+

Realizando a multiplicacao e considerando que UTU # I, pois U possui ntimero de

condicao infinito. Assim, o ultimo termo nao pode ser anulado:

ou+ ouU v U outt H out H
— —U+7U+ + U+ U+ —~ P=- 4+ — U+ U+ _ U+U7 U+ U+
ofoy 0p; ( ) 9o, " 09, ( ) 0p; ( )
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B.5 Derivada de Py

Calculando 66%3 e considerando que Pg = I — HPg (HP§)+ =I—-UU" e sabendo que

OX+Y _ 9X | OY.
T oox Ox

ox
OPgz 0
= _—JI-Uut
Po_ 0 fvwr)
o ouu
09; el

Mas I é constante, assim:

gPs  OUU"

oy oy
Aplicando a regra da derivada do produto:
0Py ((9U out )

=—|-—U"'+U
oy 99, ey
Mas 955 = —U* S0U* + U (U 55 — U+ (U)" U 4 905 (UH) U* -
- UTUZE (UF)" U, entio:
OPg ou l ou 1 9UH 1 gUH

=-——U"-U|-U"—U"+U"(U" - Ut (U") —UU"+
09, 00, 09, ( ) 0, ( ) ol

out H out H
+ Ut) Ut-uUfu— (U U*}
09, (v7) 99, (v7)

Realizando a multiplicacao:
OPg ouU ou H oUH u gUH

=-_—Ut+uUu—Ut-Uut (Ut +UU" (U") —UU"-
09, ey ey ( ) ey ( ) ey

ouUH H out H
-U U") Ut +UUU— (U") U
0; ( ) 90, ( )

Mas, considerando a secio B.10, UUT (UH)" = (U)" assim:

OPgx ou ouU 1 OUH n oUuH
= - utyuutrut - (Ut S (Ut) Suut-
0p; 0p; 0p; ( ) 0p; ( ) 0p;
out H out H
- U Uft) Ut+uUuUU— (U") U"
ofoy ( ) 00; ( )
Ainda, considerando a secao B.11, UUTU = U, entao:
OPg ou ouU u UM n guH
- Zyuryuutut - (ut) Sy (ut) Suut-
0p; 0; 0p; ( ) 0; ( ) 0;
out H out H
- U Ut) Ut+uU Ut) Ut
ofoy ( ) 0p; ( )
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Realizando a subtracao:

oPg _ JU ouU u UM n guH

——U"4+UuU—U" - (U U") —Uuu+t
d9; 9; d9; ( ) 09; ( ) 09;
Reordenando os termos:
oPg _ JU H oUH ou u gUH

=_——U" Uu* +UU—U"+ (U") =—UuU"
a¢j 8925] ( ) a¢j 6¢J ( ) 8¢j
Mas UUT = (UU*)H, portanto:
GPB ou n 9UH ou u OUH
— Ut Uu* +UU—U"+ (U" Uuu™

a¢j 8¢] ( ) aqu 8¢ ( ) a¢] ( )
Aplicando (AB)" = BHAH
OPg _ U ( oU ) oU ( U ) "

S § e Ut +UU—U"+ (UU"—U"
aij 8(;5] 8@ a¢] a¢j

Colocando um termo em evidéncia:

OPs _ |0U <8U ) ouU ( ouU >H
Ut + Ut| —UUT——U*- (UU—U"*
a¢j [a¢J a¢] a¢j agbj

B.6 Gradiente de tr (PBRZ)

Derivando a func¢ao-objetivo produz:

~ 8 tr (PBRz)
V,, tr (PgR;) = LEUBR2)
( B ) 0p;
Entretanto, agmx = tr (%), entao:

Otr(PgRz) _ <8PBRZ>
0p; 0p;

Aplicando a regra da derivada do produto:

dtr (PgRy) <8PB 5 af{z>
T By R, + Pg
09; 9p; 7 B og;

Mas Rz é constante, assim:

Otr (PgRy) _ <8PB RZ>

0 ij a¢]

No entanto, 2 (% = [6U Ut + <8U U*) — UU+%U+ - (UU+STEU+)H , dessa forma:

dtr (PsRy) oU ou ou oU .
— % =tr Ut + Ut| —-UU—U" - (UU"—Ut R
aﬁbj { l@gb] < 8¢J > 8¢J ( 8(;5] ) ] ’ }
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Entretanto, tr (—A) = —tr (A), entdo:

dtr (PsRy) ou ou ou oU. \"1.
_— L — T U" + Ut| —-UU—U" - (UU"—U+t R
09; { [a@ (a@ ) 99, ( 90, > ] }

Realizando as multiplicagoes:

dtr (PgRy) U ou__\" . L
B N A U'R, Ut|] R, - UUT—UR,—
06, [8@ (aezsg ) ’ ap; 7
oU
- (uut=ut| R
(o)
No entanto, Ry = RY, assim:
dtr (PgRy) oU ouU oU
— — = _tr U'R Ut| RI-UUT——U'R,;-
06, [a@ 2t (a@ > 7 96, 7
oU
_ + + H
(UU 5 %U) RZ]
Aplicando (AB)" = BHAM:
ou(PeRz) l o, + (U)" gy vurYurk, -
9o, 9o, 2+ dg; 7 8¢; d
i out T Rpu
— (U") 5o (uuT) RZ]
Aplicando tr (ABU) = tr (BUA) = tr (UAB):
otr (PgRyz) U n guH U
B P A U'R, +RY (U* ~UU'Z—UR,—
99, la@ 2 (07) 99; 96, 7
N H OUH H
—-RI(U* UuU* 1
! ()" 2 (vu)
Aplicando (AB)" = BHAH:
ou(PoRs) [aUUJrR + (8UU+R )H vy,
9o, 9o, 9o, z 9o, z
oU "
~ |UUTZ=U'R
(oo o) |

Aplicando tr (A + B) = tr (A) 4 tr (B):

otr (PaR o\
( B Z) :—tr<aUU+Rz) —tr [(wU—I—RZ)

09, on 00,
oUu._ . . ou H
+ + + -
+ tr (UU é)quU RZ>—|—tr (UU 8<bjU RZ> ]




Apéndice B. Derivagio do Método de Newton para o DMLE com Filtragem FEspacial Usando a Matriz de
Predicao Linear 147

Mas tr(A) = tr (AT) ¢ AF = AT, entéo tr (AF) = tr {(AT)T — tr (A7) = tr(A)".

Assim:

Ot (PgRy) oU ou_ .\ U . .
_ 7 = U'R —tr| —U'R + tr <UU+U+R ) +
09, (6@ ) (8@ ) o6, 7

+tr (UU+8

ES .
Mas z + 2z = 2R z, assim:

ot (PpRz) (aU
a¢j a‘f’]

Colocando um termo em evidéncia:

otr (PaR
M =-2R [tr <8U U+Rz> — tr <UUJr as U+Rz>]

U
U*RZ> + 2R tr (UUJra

U'R
00 )

9¢; 09, 9¢;
Aplicando tr (A + B) = tr (A) 4 tr (B):

dtr (PgRy) ou ouU
— 7 = _92NRtr U*R ~UUT—U'R )
09, (a@ 96,
Colocando um termo em evidéncia:
otr (PgRz) oU__,
— = 7 — 92%Rtr|(I-UU")—U'R ]
09, [( ) 0;
Mas Pg =1 — UU™, entao:
otr (Pgﬁz) ou "
— =~ = 7 — _92%tr | Pa—U"R )
00; ( B og; z

B.7 Hessiana de tr (ng{2>

Derivando o gradiente da funcao-objetivo produz:

0% tr (PBRZ> B 8V¢j tr (PB]_:A{Z)

Oprdp; Obx
B s [V¢j tr (PBRZ”
5! otr (Pgﬁz)
Oy, 0o,
Mas S50 = —a9ttr (P BEURz) = —29ter (1 - UU") UM R, comsequente-
mente:
o (PgRz) 9 U
— —2%¢tr |(I-UUY) ——U'R
06:00, Don { ' l( ) 09, Z] }
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Aplicando 85? = c%—f para c constante:
0*tr (PgRz) 0 oU__,
=-2 Rtr [(I-UUT) —U'R
I6k0%, a¢k{ l< ) 09, Z]}

Aplicando a%x =R ‘%:

& tr (PgRy) B oU .,
e = oM 6 {tr l(l - UU") %U+RZ] }

. otr(X) _ X .
Aplicando == = tr <%>

2 tr (PgRy) 0 oU__, -
W = —2%Rtr {a(bk l(l — UU+) %U+Rzl }

Realizando a multiplicacao:

0*tr (PgRz) o (0U. . U
TR o |- (ZutR, - vUT S UR
loeloy [8¢k (3% g oloy Z)]

OXLY _ 09X | OY.
T oox Ox

Aplicando a regra da derivada do produto, sabendo que 5=

o*tr (PaRy) PU . QUOUt.  OU__ 0R
— = 2Rt UtRy;+——— Ry + —UT—2—
06,00, %M% 27T 0; 0dr 2 0g; Oy
ou ou N out ou N 0*U A
- —U"—U'R,-U —U'R, —UU™" UR,—
0ok~ 06, LT " 0gy 09y 7 dodo;
ouU ouU+ . oU__ 0R,
—-UuUt— R, - UUT—U*"
8o; 0py, do; m)

Mas R é constante, assim:

U R U U UV G R
Mas:
~ug2 (e'm) " e en () O (59)" ey
_H(B)" %‘;f (B+)" %ﬁjPﬁ +H(BY)" %]ijlgngu
H
+H (B+)H aa]?bj PégiB*
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Assim:

P tr (PgRy) OB _ . OB OB _ . OB
—~ — = IRt { | U—B"—B"+U—B"—B"—
000 { [ 0¢r 09, 0p; Oy

-1 0BH
5% PL—U-— (BHB) %%

8¢j
OB ) Oy () 2 ()

0¢; 0¢;
HoOBY_ | OB 1 oBH_ OB .
PL—BT+H(B* PL—Bt| Ut

96, B +H(B") 96, Bog, ]U Rzt

0,
ou out . ou ou A out ou N
+——R;,——U"—U'R; - U——-——U'Ry—
9o; db, ~ by Do, by 0y

0B 0B 0B 0B
—UU"|U=—B"—B"+U—B"—B"—
l Odr, 00, 0p; Oy,

OB 1 9BH OB
- U% (B"B) %Pﬁ - U07>j (B"B) 5
e (5" 0 ()" 0y () O ()" 02"
OB" | OB oB" | OB .
+H (BY)" %Pﬁé‘?jy +H(BY)" 5 PﬁMB+] U Ry —

ou out }

_uB (5'B)" oB" OB

Or
+H (B*)

P+

P+

+H (BY)

-1 9BH

Pi+

—yut— R
0p; Oy, g
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Realizando as multiplicagoes:

W = —2Rtr [USZ Bt 8;3] BTU'Ry + U§2B+ af BTUTR,—

- UE (BHB) ' %]Z] PLU'R, - U;]i (B"B) aaiHPLUJFRZ—k
r1(8)" 52 (89)" O ppuers
rr(e)" P (m)" O PaU R

+H (B+)H %]Zk PBafB+U+RZ +H (B+)H %]Z’)j P§(§ZB+U+RZ+

+ gjzi %I;: R, — g;iwggumz - U%I;: ggjumz—

- UU+U£B+SEB+U+R - UU+U$B+$B+U+RZ+

+ UU+U§Z (B"B) aa]f PLUR,+

+ UU+U§£ (B"B) %]Zj PLUR,—

- vutH(B*)" %]Z (B+)" %?; PLUR,—

~vutH (BY)" %ﬁ (B4)" T2 phu R~

~UU'H (BY)" %]ZZ Pﬁgng*U*RZ—

~UU'H (BY)" %]Z] PL SZB+U+R _uu+t g;j %[;k R,

Aplicando a propriedade AATA = A da pseudo-inversa de Moore-Penrose (PETERSEN;
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PEDERSEN, 2012):

0B 0B 0B 0B
= 2%Rtr | U-—B"-——BTU'R, + U-——B"——B*U"R,—
[ a¢k‘ ¢j a 8¢] ¢ g

62 tr <PBR2)
000
1 OBH OB 1 OBH
PU'R, —U-— (B'B) —PiU R+
00, Z " 0 (B"B) Ao, g

—U%B )

H(B" — PLU R+

(
+H(B) 5 56,
+H(B)" o (B8)" Blpy iR,
+H(BY)

)

H O ( )HaB

9; Oy,
! ﬁfpﬁ({mwwﬁﬁ
! aa]z] Pﬁ(;ZB*UJ“f{Z + gga;;: ;
A + A
~ 35,75,V e Vs
U£B+ 82 BtU'R, — U$B+$B+U+RZ+

+ U% (BHB

B+

+H(B+

1 OB
3¢k ( ) eloy
H O H 8B
H 8BH 1 IB L

o PBﬁ—%B U'Ry;—
H 8BH ou ou+t

B+U+R —-Uut—
a¢j B a¢k agb] a¢k

PLUR,—

R,

|
c
c
+
as
o
~—~ \_t ~—~ ~—
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Mas, ap0s realizado um teste numérico, BTU™ = 0, assim:

-1 9BH
0¢;

PsUTR,+

OB
= 2%Rtr [ ~ Ua?k (BHB)

0B -1 OBH

U, (B'B) %,

0p;
+H(BY)" aalzj (B*+)" gP§U+RZ+
+H(BY)" 88?: (B+)" ﬁpﬁwm + g:i a;;: R,
— ;ngzwﬁz - Ua(;;: g;UJrﬁZ—i-
- U;]Z (B"B)

~ UU'H (B+)

82 tr <PB]§.2)

PLiUTR,—
Drd; BE

-1 9BH
ol

-1 0BH
0p;
1 oBH (B* H OBH
Oy, 09;
n 9B (B 1 OBH
0¢; oJo

PLU'R, + U;]? (B"B)
J

PyUTR,—

PsUTR,—

- UU'H (BY) PLU'R, - UUt_—"—_R,

oU oU™ 1
D¢ Oy

Reordenando os termos:

-1 0BH

00,
R 0B —1 0BH N
PiUR, +U— (B"B) —PiUR,—
B “ a¢j< ) b~ B i

82 tr <PBR2)

PLUTR,—
D600, B M

= —2Rtr [U (B"B)

-1 9BH
09;

~ v (gip) OB bl U R+
)

Oy,

1 OB 1 B! .
e B+ 7PJ‘ +
D0r ( ) 8¢J BU R+

()" G () g e R
n oBH n oBH
- UU'H (B") - (B") 5

Ly71+D _
1 OBH 1 9OBH . oU U+ .
—~-UU'H(BY) — (BY) —PLiUR;+ ——R,—
( ) 9, ( ) O B Z+a¢j oo, 7
oU__ 0U__ . oU+ oU . oU oU~ .
_ 2 UtZZUtR, - U ““U'R, - UUT— R
o, O¢; Ay Bp; d0; Iy~
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Realizando as subtragcoes:

82 tr <PB lfl.z)
109,

Oy,

Ip;
PUR,—

= 2R tr [H (BY) PLUTR,+

0¢; Oy,
OB OB .
~UU'H (BY)" T (B+)" aTﬁjP‘éWRZ_

+H (BY)

~ UU'H (Bt) —— “— pPLiU'R
( ) 96, oy B z+

Ugut.  9U_ 9U_ . U+ 9uU
WO g, Wy Uy, - p?9 0

+ UtR,—
Do; In ¢~ 09, ao, 0p;

Colocando um termo em evidéncia:

T -
+H(BY)" %]j’: (B*)" %]zj PﬁU*f{z] + gg%f{z—
_ g;iwggwﬁz _ U%I;: giwﬂz - UU*?Z%I;: RZ}
No entanto, Py = I — UU™, assim:
yu (B %]Z (5)" %EPUR] ; gfaai R,

, + H H H H H H
Porém, §5- = —UTJ2UT + U (U)" §-Pg + G- (UT)" U - UTUG- (UF) Ut
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entao:

82 tr (Pﬁﬁz)

0909

— 2%t {PB [H (B*)" oB" (B)" %]ZjIPﬁU*RZ—I—

PﬁU*ﬁZ] + g}; [ - U+§(ZU++

H U+)H U+ — U+U88I£j (U+)H UJF] R,—
OU 4+ U 1 [— U*SZU* +ut (ur)” a;;:l
ut) Ut - U+U88I;:I (ur)" U+] g;WRZ—
_ UU+§2 [ - U+2gZU+ +uUt (U+>H %I;ZPB + %I;j
- UW%E? (u+)" U+] f{z}

P+

()" v-

Realizando as multiplicagoes:

82 tr (Pgﬁz)

0900

nOBT

_ _zmr{PE lH (B") 5
k

1 oBH
olo¥ (
ou 1 JUH , ou ouHt

+ Syt (u) it
ofoy ( )
ou ouH H N ou ou N

—-—U'U——(U") U'Ry;——U"—U"R,+
09; olol8 ( ) 7 Ogy 0p; ?

H
+ ot My Yy, — yur (u+)" %I;k p, VUi,

b~ 09, ey
382: (u+)" U+§ZU+RZ + UU*U%E:I (u+)" U*?ZU*RZ+
+ UU*ZZU*?(ZU*IA{Z - UU*ZiU* (u+)" a;;j PR,
- UU+$$E (UH) U R, + UU*ZZU*U%I;T (uh)" U+RZ}

+H (BY)

-U

Aplicando a propriedade AATA = A da pseudo-inversa de Moore-Penrose (PETERSEN;
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PEDERSEN, 2012):

62 tr <PBR2)

H OBH u 9oBH
96006, (B%)

= 2R tr {Pf3 lH (B") o T%PﬁU*ﬁZ—k
+H(BY)" ﬁ (B+)" %]ijﬁuﬂfizl - %UJ“SZU“LRZ%—
+ g:fitﬁ (uh)"
- ;EWU%I;: (UY) U Ry — Ut .- U Ry+
+ UU*SZU*({;;UWA{Z - UU* (UY)
%if (ut)" U+87§jU+RZ + U%I;:I (u)" ou
oU . oU

+UUTZUt—U'R, - UUt—UT (U*
0¢; Oy, d 00; ( )

WU 5y uir, 4+ vur Wuru? ()" UR}

_ +72=
vu D¢ Oy eloy Py,

Mas, considerando a secio B.10, UUT (UH)" = (U)" assim:

ou

-U

02tr (PR oBH oBH A
) oo 0 B

Py, 99;
n oBH H oBH N ou ou A
+H(BY) — (B* PLU'R ] — —U"——U'Rz+
( ) 09, ( ) op, ° z dp; Oy, g

oU__, , \mIUR o QUIUM . \H

+a¢jU (U*) a¢kPBRz+a¢j 5 (UY) U Rz
ou ouUH H R oUu_._ . 0U R

_ZUtU— (UY) U'R, — Z—U*==U*R,+
90, Ao, (U*) LY T

H
+ UU+a£U+a£U+RZ _ (U-i-)H ou PB ou
Py,
ou

0dr, 09,
out H . ouH
Ut) U —U'R,+U
Oy, ( ) 00; z (o 0o,
ou ou A ou H oUH
+UU—U"—U'R, —-UU—U" (U"
o0; O 00, (v) 0o

U ouH H . ou ouH H .
_ + + + + + + +
UU 56 (U ) U'R, + UU a¢jU U(%k (U ) U RZ}

UTR,—

0¢;
ou

~U (UH) U U R+

PsR,—
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Realizando a subtracao:

02 tr <P]§,ﬁz) n OB! 1 OBY
o008, = —2%Rtr {P,~3 lH (B+) For (B+)

PgUR,+

0¢j
N ou ou n
PL + R & i B n
gU RZ] 0¢jU (9gka R+

(U) U R, -

+H (BY)

0¢; Oy,
oU._ . mOU"_ . gUoUP
_ 7= P- bt
v (U ) Oy, itz + 0¢; Oy,
ou ouUHt ou ou

09;
H A ~
- —U'U—(U") U R, ——U"—UR,+
06, am( ) P00, 90y 7

oU__, 0U___ . U _ U

+ 7" 31+t 17+ - + _

+UU 8¢kU %jU R, - (UY) 5, Py
U

ou ou R
+UUT—U"—U'R, —-UUT—UT (U"
do; 0o 0¢; (u") don

H . ou ouH H .

- UUut—-—(U") UR Uur—uUutu— (U") U'R
(UF) Uz + DU 5 00 (U7) Z}

0o;
u OUH

U+ﬁz+

PsR,—

Reordenando os termos:

02 tr (PBRZ) 1 oBH 1 OBH
s, —2NRtr {PB lH (B") o (B")

PLU R+

06;
+H (BY) 5 P§U+f{4 _ UG Gep,4
J

Py, ogr, ~ 09;
OU.  0U. .~ oU. . oU._ .
L UU I UTZ—UR, — —— U U R+
o 00, 27 0, Oy Z

ou ou N ou oUH H .
+UU—U"—U'R, — Utu U'T) U Rz+
dp; Oy 7 do; Oy, ( ) 7

ou oun H . U
+ + + + +
+UU a¢jU Ua¢k (U) URZ+8¢jU (

_yur WYy (U*)H %I;SPBR LU (

8925]‘ z 87% 8¢k
y+2U oU" (U UR, - (UT)" OUt L 90U ep }

u oUH .
P . _
dy T B

H ~

U*) UR,—

U")

— P.——U'R
dp; Oy, by~ B d
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Colocando um termo em evidéncia:

92tr (PgR
W - —29%tr{PB lH (BY)

Do 00,
HEOBY OB e ] (U O0U e
+H (BY) - (B) (%kPBU R, Gd)kU 8¢jU R
oU . oU__, . oU .. U
== Ut-—U'R,—

) (8@ 9
W g, [ 2

PrUR,+

a¢jU+U I (U+)HU+RZ_

7H U+) U+RZ] + S(I;UJF (U*)H 8;; PBRZ_
ou out N ou guH N
Ut (ut) " 96, o0 (UH) U Rz

H
()" v R () G e v

Colocando um termo em evidéncia:
82 tr (PB R Z)

H OBH H 9OBH
96006, (B%)

_ N 1
_—Q%tr{PB[H<B+> Tor WP LUTR,+

AHOBY L HOBY
+H(B) a¢] (B) 8¢kPURZ
U
_UUN) U U R,—

)am dp; 7

OU. U __, A
Ut) ——UT——U'R,—

a@ o

)—I

C!

+

(:'

a
+

-(1-
(-
-(1-
(-

C}
c
N— SN— \j N——

_l’_

= c
QD
c

g=)

N

c

+

=

N

+

Mas Pg =1—UUT, assim:
82 tr (PBR2>

n OBH H OBH
96000, (B)

— —2Ntr {PB lH (B") Tor —PLU'R,+
k

09,
+H (B+)H aa]z] (B+)H %]zk PﬁUJrRZ] _

oU_ . oU oU.__ oU
Py U =UR, - Py —U'——UR,—
Bogr, ~ 0¢; 7 "By, b
oU__, UM, m_ oU n JUH
P,— Ut (UT) ==—P;
B(%JUU 5 (U) U*Ry + Ba(bU (U¥) oy sRz+

JUOUY , H. AHOUT AU
P8, a6, (V1) U TRz = (U) 555 Pa gy UTR

-P
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Colocando um termo em evidéncia:

P ol (o)! 2 () i
en(e)" 2 ) - W R
+ gzm (u+)" %ij P5R, + %%2: (u*)" U+RZ] -
- (u)" aaik PBZ;WRZ}

Porém, considerando a secdao B.12, P4 U" = U™, entdo:

02 tr (PBRZ> 1 oBH 1 OBH
“onde - —2R tr {PB [H (B+) Do (B+)

U+1:A{Z—|—

. 9U._ 0U._ .
U'R, — — U+ UR,—
00, Y M ¥ Vi
oUu. ,oU._ ..  9U HUH H .
~utZutr, - ZZutu U*) UTR,+
0p; Oy g do; aﬁf)k( ) g
ou /- H oUH
+875JU (U) %
H
(v e, Y

dor P 0g;
Mas tr (A + B) = tr (A) + tr (B), assim:

+H (BY)

ou out

PR+ —
B2 0¢; Oy,

CORE IS

U+RZ}

02 tr <P]§Rz) n OB! 1 OBY
e —2R tr {PB lH (B") o (B")

+H(BY)" %]ZI-{ 8 Bluir, - Yy WVyig,
J
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Contudo, tr (ABU) = tr (BUA) = tr (UAB), entao:

0*tr (PgRz) 1 9BH n OBH

—_— =2 H(B* B* +
96:90, e 1 (5" 2 (5" 57 0 R

u 0BH H oBH N 8U ou
B* UR,— —U"—UtR,—
D5 (B) o~ 7 A by
ou ou X ou ouH .
—U'R; — Uutu U") UTR,+
op; O, 0 acbk( ) UR,

OU o \HOUR oU ouH H_ .
= PR, + — ) UTR,| Py b —
+a¢]U (U) oo PRz + 5050 (U 7|Ps
HoUR _ 9U__ .
—2 — (Ut Py——U"
%trl (U) %% B(%]U Rzl

+H (B+)

Colocando um termo em evidéncia:

W — 2%t { [H (B+)" %3 (B+)" aa';HUw

LOQ; k ]

HOBY .\ OBH oU . U
; () 50V 66,V o, 55,0

_9U U 90U U (0" v+

- uUtusT—
6¢] a¢k a¢] ¢k
oU__ o moUt o guaut e
+a¢]U (U*) a¢kPB+a¢j 5 (Ut) Ut |R.Py
B ey OUT Jou

zmtr[ (U¥) oy PB&%U R,

+H (BY)

B.8 Aproximagao assintdtica e numérica na hessiana de tr <PBRZ>

A hessiana é:

s t;(gP;ZRZ> — 2%tr { [H (B)" %]z (BY)" %?SHUH
LOQ; k J
H OBH oBH oU__ 9U

+H(BY)" G0 (B*)" G U G U 5 Ut-
oU . . oU oU ouH oU n gUH
%% ——yut a(ka _ a—(bjU+U oy (U+) U' + aTbjw (U+) 5 Py
oU oUH u UM

* 36, 9%, (U U+1 RzPB} — 2% tr [— (U 50, TP a%UJFRz}

Mas, assintoticamente, f{ZP ~ R;Pg. Ainda, considerando que Py esta proximo do

valor 6timo, R;zPg = 0, verificado em um teste numérico, assim:

82 tr <PB R Z)
ofomeloy

HoU"_ 9U
P
8¢k agbj

— —2%Rtr [— (U U*RZ]
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Colocando um termo em evidéncia:

62 tr (Pﬁﬁz)
0909

HoUH _ oU_ _, .
P.—U'R
by~ BOp; 7

= 2R tr [(U+)

B.9 Prova8: Px=I-UU" £ Py
Iniciando o desenvolvimento:

~ ~ ~\—1 ~
P; =I1-A(A"A) A"

Entretanto, considerando a secdo D.11, A+ (A+>H = (AHA)_l, entao:
~ o~ ~ H ~

P; =1-AA" (A7) A"

Aplicando (AB)" = BHAH:
o \H

P; =1- AA" (AAY)

Mas A = HA, assim:
~ - H

P; =1- A(HA)" [A(HA)"|

Aplicando a propriedade (AB)* = (ATAB)" (ABB™)" da pseudo-inversa de Moore-
Penrose (PETERSEN; PEDERSEN, 2012):

Py —1-A(H'HA) (HAAY) [A (E*HA)" (HAAY)T]

No entanto, da mesma forma que o mostrado para A na secdo D.9, HYH = I, dessa forma:

P{=1-AA" (HAA") |AAT (HAAY) '

Mas A = HA, assim:

Py —I-HAA' (HAA')' [HAA* (Eaa)]"

Ainda, P = AAT, entao:

H
P =I—HP, (HPA)" [HPA (HP4)"]
Definindo E £ HP4:

P; =1 EE* (EE*)"
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jas}

Da mesma forma que o apresentado na secao D.12, P; = PX = P3Pz = P3P = AA*,
EE" = (EEN)" = EETEE' = EE* (EE™)", entdo:

>

P; =1-EE*

Mas E = HP 4, portanto:

P =1-HP, (HP,)"

Entretanto, P, = Pg, assim:
Jr

P; =1- HPg (HPg)

Definindo U £ HP3:

P; =1-UU"2Pg

B.10 Prova 9: UU* (UT)" = (U

Iniciando o desenvolvimento, sabendo que U nao possui posto cheio:
vut (uh) = uur (ut)"

Porém, AT = <AHA>71 Al entdo:

H

H

uUt (UY) _U(UHU)”UH (UHU)*1 Ut

: HAH H HyT) ! e~
Aplicando BYAN = (AB)", sabendo que (UMU) " = [(UMU) } :

vut (ut)' = u (utu) Ut (o)
Realizando a multiplicacdo numericamente instavel:

H

vut (uY)' = U (u'u)
Aplicando BIA™ = (AB)™, sabendo que (UMU) ' = {(UHU)T:

uuUt (U+)H = |(u"w) Ut !

Mas At = (AHA)_1 A" assim:

vu ()" = (0"
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B.11 Proval0: UUTU=U

Iniciando o desenvolvimento, sabendo que U nao possui posto cheio:
UU'U =UU'U
—1
Mas At = (AHA) A" assim:
UUtU = U (U'U) Ut

Realizando a multiplicacao numericamente instavel:

uutu=0U0

B.12 Prova 11: PgUT = U™
Iniciando o desenvolvimento:

PgUT =P5U"

Mas P = I — BB™, assim:

P;U" = (I-BB*)U*

Realizando a multiplicacao:

PgU" =U" -BB'U"

Entretanto, apés realizado um teste numérico, BtU™ = 0, entao:

PsU™ =U"
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C DERIVACAO DO METODO DE NEW-
TON PARA O DMLE SEM FILTRAGEM
ESPACIAL USANDO A MATRIZ DE DI-
RECAO

C.1 Introducao

A fungao-objetivo do Critério Deterministico do Estimador de Maxima Verossimilhanga
(DMLE) sem filtragem espacial e usando a matriz de direcao A é (KRIM; VIBERG, 1996):

FDMLE =tr (P{AR)

-1
emque: Py =1—-Pp=1-AAT e AT = (AHA) A" ¢ a pseudo-inversa de Moore-
Penrose.

Considerando o Arranjo Linear Uniforme, A = A (w) ¢ a matriz de dire¢ao calculada em

funcao dos parametros estimados:

ejowl N ejowm ] ]_ e ]_
ejlwl e ejlwm ejwl e e_jw'm
A= : - : — : - : c CExM
6j(K—2)UJ1 PPN e](K_Z)w’m ej(K_2)w1 . e e](K_Q)w’m
ej(K_l)wl e ej(K_l)wm ej(K_l)wl e ej(K_l)wm

: T . N N
Finalmente, w = [w; - -wy|” € RM*! é o vetor das estimativas das frequéncias angulares.

Para se obter as estimativas em termos dos angulos DOA, deve-se utilizar a relacgao

Wiy, = —%’rd sin(f,,) apresentada na segao 2.1. A partir de um vetor de parametros iniciais

@y € RMX1 & € RM*L § calculado iterativamente utilizando a seguinte férmula de

correcao do Método de Newton:

A

~ -1
Wkr1) = Wr — B g

em que: w; é o vetor das estimativas atuais, ay é um fator multiplicativo do passo de

RMXM

correcao, By € ¢ a matriz hessiana contendo todas as derivadas parciais de segunda

RMxl

ordem e gy € ¢ o vetor gradiente contendo todas as derivadas parciais de primeira

ordem.
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C.2 Derivada primeira de A

Considerando que:

ejowl .. ejowm
ejlwl .. e]lwm
A — E .. . E e CKXM
G EK=2n L pi(K=2)wm
_ej(K_l)wl [N ej(K_l)wm_
Assim:
F o ded0w Deidwm 7
Owq Owq
dedlwl L. dedlwm
Owq Owq
0A
0wy o o
Hed (K—2)wy Hed (K—2)wm
Owq Owq
Hed (K—1)wy . Hed (K—1wm
L awa 8wa =

Mas, para w, # wp:

6ejcwb
0w,

. xT
Considerando w, = wy, € %% = 2'e”:
a@jcwa /4

_ N JCWq
- {] thz} €
0w,

=jeed™ c=0,..., (K —1)

Assim, para a = 1:

n 0 .
jej"”
gj‘l _ : 0| € CKxM
J (K —2) el
(K — 1) el |
E, para a = M:
n 0 _
jejwm
é?acil = lo : c kXM
J (K —2) etF=2em
| J (K 1)/
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C.3 Derivada segunda de A

Derivando a primeira derivada de A produz:

el 9 [0A

Owpdw,  Owy \ Ow,
_ Ojcel?e

&ub

Para w, # wy:

9%el™  Qjceln
Owpdw,  Owy

=0

. x
Para w, = w, e considerando que %ix = z'e":

D%eiwa  Qjceliwa
0w, 0w, Ow,

= jc(jew,) 7™

= je(jo) e

= % c=0,...,(K—-1)

Assim, para a = b = 1, temos:

0
_ejlwl
0?A
_ c (CKXM
Ow; 0w, ' 0
— (K —2)% eI(K-2)
— (K — 1)2 eI (K=1)w1
E, para a =b= M:
- 0 -
_e]wm
D?A . KxM
Doy, | r <
— (K — 2)2 eI (K=2)wm
| (K 1)

Finalmente, considerando a # b, obtém-se:

0?A

= UKxM
OwpOwy,
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C.4 Derivada de A™

A derivada da pseudo-inversa de Moore-Penrose é (GOLUB; PEREYRA, 1973):

OA™ LOA L (AT OAT + ) AT L E
awa:—A. T%A +A. (A) T%(I—AA>+<I_A A)T%<A) A.
Mas ATA =1, assim:
OA™ OA " OAH
= -AT—AT+ AT (AT I-AAT
0w, 0w, * ( ) Ow, ( )
Mas Py = (I—Pa) = (I - AA™), entdo:
OA" L OA L (A\TOAT
G~ AT ATHA (A7) 5 Pa

Mas AT (AT = (AHA)_I, portanto:

OAT 0A -1 OAH

=-AT_—A"+ (A"A Px
0w, 0w, * ( ) Ow, A
Reordenando os termos:
OA™ -1 0AH 0A
= (A"A Py — AT A"
Ow, ( ) ow, 2 Ow,
C.5 Derivada de Py
Considerando que Py = (I — Py), assim:
OP%x _ (0L 0Py
Ow, \Ow, Ow,
Como I é constante em relagdo a w,, temos:
oPx 0P,
Ow,  Ow,
Mas Pao = AA™, entdo:
OP%x B _8AA+
Ow, 0w,
Aplicando a regra da derivada do produto:
oP% 0A OA™
=— AT+ A
Ow, (&ua + Ow, )
Mas %ﬁ: = <AHA)71 %Pj — A+%A+, portanto:
OP%x 0A ~-1 0AH 0A
=-———AT-A|(A"A Py — AT _—A"
Ow, Ow, [( ) Ow, 2 Ow,
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Realizando a multiplicacao:

1 OAH LOA
5, PATAATITA

OP% OA
&uj S AT — A (AHA)

Mas (A*)" = A (A"A) ", entio:

8P1§ OA H OAH 0A

= —— At — (AT Pi + AAT——AY
Ow, Ow, ( ) w, A + Ow,
Reordenando:

OP%x oA . LOA HOAM
A _—awaA +AA 8—%A —(A ) A P

Colocando um termo em evidéncia:

s H
OP4 :_<8AA AArOA L )_(A+)H8A pi

8&}@ awa (0V) a awa

Considerando AI = TA = A e colocando dois termos em evidéncia:

oPx

A oAl
o = -(a7)

(I—AA+) 5 AT B

Wa

—Px

Mas P4 = (I—Pa) = (I - AA"), dessa forma:

oP%

0A H OAH
= —Pi—A"— (A" P
Ow, A dw, ( ) Ow,  »
Reordenando:
8Pl H 0AH O0A
AT Py —Ps-——A"
Ow, ( ) Ow, A dw,

C.6 Gradiente de tr (Pjgf{)

Derivando a func¢ao-objetivo produz:

Otr (lef{)

ngj tr (Pif{,) = 8(,0

Entretanto, 24X = tr (%), entao:

O tr (ij{) _ (0P4R
Ow, N tr( Ow, )

Aplicando a regra da derivada do produto:

otr (P4R) oPL LR
0w, = ( Ow, SR+ PA@wa>
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Entretanto, R é constante em relagao a w,, assim:

otr (PxR) . (ap R)

0w, 0w,
Mas % = — (A" %Pj — Pj%A*, assim:
otr (PiR AH A .
M:tr _(A+>H8 PLa R
0w, 0w, A dw,
Realizando a multiplicacao:
ot (PXR) H OAH OA
— 2 7 —tr |- (AY) =—PiR-Pj
Ow, g [ ( ) Ow,  » A Dw, ]
Mas Py = PJAH e R = RY, entdo:
ot (PxR) HOAM OA .
—tr |- (A*) Z—PL"RY - P}
0w, o [ ( ) 0w, R A dw, ]
Colocando um termo em evidéncia e assumindo tr(cA) = ctr A para c escalar:
otr (P4R) HOAY . OA | .
— 2 = —tr (AT Py R" + Py AT
0w, g [( ) Ow,  » R+ A dw, R

Aplicando tr (A + B) = tr (A) + tr (B):

g
P [y ] (i aew)

Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

e LA R =R O N}

80.)(1 aWa 8
Aplicando (AB)" = BHAH:
oA -
¢ 1
+ tr ( A D ) }

ot (PxR) { <Pi OA A+R>H
Mas tr (A) = tr (AT> e Al = AT*, entao tr (AH) = tr {(AT)T = tr (A*) =tr(A) .

Ow, Adw
Consequentemente:

otr (PxR) LA L) OA
N = J T AT €L +
(P4R) __F, (o2 pon) o (8

Mas z + z° = 29 2, portanto:
otr (P4R N
M — —2%Rtr PL oA
0w, A dw,
Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

dtr (Pjﬁ)
Ow,

A 0A
= —2NRtr (A*RPjga%>
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C.7 Hessiana de tr (Pﬁf{)

Derivando o gradiente da fungao-objetivo produz:

0*tr (PAR) OV, (PAR)

OwpOwy, Owy,
— o [Vt (PAR)
9 |0tr (Pif{)
- &ub |: 8&)@
Mas %jﬁ‘) = —2Rtr (Pﬁg—iAﬂi) entdo:

Pt (PxR) 9 OA . A
= —2 Py—A"
OwpOw, Owy [ R < A dw, R) ]

Aplicando ‘95;( = c%—f para c¢ constante:

) (2 en(osginn)

OwypOwy, Owy A dw,

: IREX .
Aplicando % =R (6—)()

ox
2 tr (P3R) 9 LOA
N = T _ AT
. 2%%%F@%%A@”

. otr(X) _ X .
Aplicando == = tr (%>

?*tr (PxR) 0 OA .
—_— =9 — (P4 AT
OwpOw, Rt [wa < A dw, R) ]

Aplicando a derivada do produto:

?*tr (PxR) OPL OA . . 9 [OA\ . .. DA DA .
— = — 9%t | A2 —AR+P; ATR + Py R
OwypOwy, g [ Owy 0w, + A dwy (&ua) * A dw, Owy +
OA  ,OR
Py AT —
+ A@wa &ub]
Mas R é constante em relacao a wy, entao:
2 tr (PxR) OPL OA . PA OA OA*
— 2 = _9Rtr | —2A"ATR + P} AR + P} R
OwpOw, ' ( Owp Owyg + A DwpOw, + A Dw, Owp
Mas —%Zf =— (A+)H —%‘zf Pi — Pjg—iAﬂ assim:
?*tr (PxR) i OAH 0A ] OA .
—— = 2%Rtr{ |- (AT Py —-Py——A"| —A'R
OwypOwy, r{ [ ( ) ow, = A A dwy ] 0w, +
O’A A OA DA™
P AR + Py R
+ A DwpOw, * A dw, Ows }



Apéndice C. Derivagao do Método de Newton para o DMLE sem Filtragem Espacial Usando a Matriz de

Direcao

170

Realizando a multiplicacao:

0*tr (PAR) HOAR | OA 0A L OA |
— 2 T = 2Rt | — (AT P ATR-PL-— AT ATR
OwpOwy, A r[ ( ) Owy A ow, Adwy Ow, *
O2A . OA AT .
Py ATR + P R
+ A DwyOw, + Adw, Owy ]
Reordenando:
?*tr (PxR) DA OA* . HOAR | OA .
— 2 = 2Rtr |[Phi— R - (AT P.-——ATR—
OwpOw, rl A dw, Owy ( ) Owy, A Ow,
OA | OA . 92A .
—Pr——AT—— AR+ Py AR
A Owy, Ow, tEa OwpOw, ]
Ve _1 ~
Porém, % = (AHA) %‘zl: P; — A+g—iA+, entao:
o tr (PxR) OA 1 9AM OA ]
— 2 = 2Rt {P% AYA PL— AT At|R-
OwypOwy, A r{ A dw, [( ) Owy A Owy, ]
HOAE _ OA | . OA | OA .
— (AT P,—A"TR-PL—AT——A'R
( ) Owy A ow, Adwy Ow, +
O2A .
PL ATR
+ A@wb&ua }
Realizando a multiplicacao:
o*tr (PxR) OA LOAN OA DA .
— = 7 — _9%Rtr |[Pr— (AMA PiR-P.— AT ——A*R-
OwpOwy, Rt [ A dw, ( ) Owy ~ & A dw, Owy
HOAY _ OA | . OA . OA .
— (A" P,—A"R-PL—AT—A'R
( ) dwy ™ Ow, Adwy Ow, *
92A .
P AR
+ Aawbawa ‘|
Reordenando:
?*tr (PxR) oA 1OAR OA L OA ., &
— = 7 — _9%Rtr |P} APA PiR-P.—AT——A*R-
OwpOwy, R [ A dw, ( ) Owy A Adw,  Owy
OA . OA HOAY _ OA .
—PL—AT—ATR - (A" P;—A'R
Adwy” Owg ( ) Owp A 0w, +
O2A .
P AR
+ A@wbﬁwa ‘|
Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):
o tr (PAR) SLOAN o OA L OA . OA
— = 7 — _9o%Rtr| (AYA PLRP. — AT ATRP; —
Ry ' “ ) Dy AT A D, Dy A D,
. OA | OA . HOAH | OA
—ATRP;—AT— —ATR (A" P
A dwy Ow, ( ) Owy A ow,
. O2A
ATRP}
+ R A@wbﬁwa]




Apéndice C. Derivagao do Método de Newton para o DMLE sem Filtragem Espacial Usando a Matriz de
Direcao 171

C.8 Aproximacao assintética na hessiana de tr (Pjgf{)

Adotando a mesma estratégia utilizada em (STARER, 1990; STARER; NEHORAI, 1992)
é possivel realizar uma aproximacao assintotica na hessiana ao considerar N — oo e, assim,
substituir a matriz de correlacio estimada R por sua versdo teérica R = APAH + o1
Adicionalmente, é importante ressaltar que a hessiana pode ser tratada como uma matriz
de ponderagao com o propésito de aumentar a velocidade de convergéncia. Dessa forma,
essa aproximacao nao influencia na acuracia do método, mas reduz o esforco computacional
de maneira consideravel.

Também ¢ assumido que o vetor de parametros estimados esteja proximo de seu valor
otimo. Essa é uma afirmagao valida, pois o objetivo do Método de Newton ¢é apenas
minimizar localmente a fungao-objetivo. Com essas consideragdes em vista, obtém-se o

seguinte desenvolvimento:

0*tr (PAR) 1OAY . OA A .~ DA
— 2 7 — _9%tr| (AFA P.RP: — AT ATRP} —
OwpOwy, Rt [ ( ) Owy A7 A 0w, Owy, A dw,
. OA DA . HOAY | HA
—ATRPL—AtT—— —ATR (A" Pl
Adwy Ow, ( ) Owy 2 0w,
. A
ATRPL
+ A&ub&ua]

Considerando a se¢do C.12, PARPX ~ PARP4 = 0P% e aBC = BaC = BCa para a

escalar, entao:

& tr (PxR) LLOAR | 0A OA . A
L N AP X 37 APTA PL ATTEATRPL S
OwypOwy, Rt [O ( ) Owy A ow, Owy, A dw,

. OA ,OA . HOAH _ OA
—ATRPL—AT—— —_ATR (AT P
Adwy Ow, ( ) Owy A ow,
. 02A
ATRP%
+ A@wb&ua]

1

Considerando a secdo C.13, ATR (AT)"~ATR (AN =P + ¢ (AHA>7 :

?*tr (PxR) 1AM 9A OA . A
N " 7 H 1L G il & 1L .
oo 2smr{a (AMA) G P, AT ATRP

L OA L OA ~11 0AH | A
ATt LT A+ _ H L
AYRPR AT D [P—i—a (A"A) ] PR

. DA
ATRP
+ A &ubéwa }
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Realizando a multiplicacao:

W — 2% tr [a (AMA) " %ifpjgi - A+giA+RPj§i—
— A*RP; gi At g:: - c%‘z:l P g:z -
—o(A"A)” %j::[ P gi + ATRPL ai?w ]
Reordenando os termos:
w — 2%tr la (A"A)" %‘S‘J?Pf&;‘: —o(A"A)” %ifpigi—
— A*SiA*RPX g:z — A*RP; gi At g:: — c%‘f‘; Py gi +
N 2A
+ A*RPy ai a%]

Realizando a subtracao:

& tr (PxR) OA . OA . OA  0A
— = = 92Rtr| - AT_—ATRP; —ATRP; — AT~
OwpOw, R ( Owy Adw, Adw, T Ow,
OAH | 0A A 0%’A
- C P ATRP;
Owy A 0w, + A@wbﬁwa>
Reordenando os termos:
& tr (PAR) OAM | DA OA . DA
—— > = 2Rtr| —C Py — AT ATRPL——
OwpOw, g ( Owy, 20w, Owy A dw,
. 0A 0A . 0?A
— ATRP,-— A" ATRP;
A dwy Ow, + A DwyOw,
Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):
*tr (PxR) OAM | OA . OA ,OA
—— 2 = 2%Rtr| - C Py —ATRP{— AT ——
OwpOw, Rt ( Owy, 20w, A Dw, Owy,
. 0A 0A . 0%’A
—ATRP; _—A" ATRP;
Adwy Ow, + A &ub&ua)
Considerando a secdo C.14, ATRPx~AtRP} = 0:
9% tr (P4R AH A
M:_thr _Ca Pia
8wb8wa a(«Ub ac‘-)a
Assumindo tr(cA) = ctr A para c escalar:
02 tr (P5R H
M — 9Ntr C%Pj& A
&ub@wa awb 8Wa
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C9 Proval2: ATA=1

Iniciando o desenvolvimento, sabendo que A possui posto cheio:
ATA =ATA
-1
Mas AT = (AHA) Al entdo:
ATA = (A"A) TATA
Entretanto, X 'X = XX~! = I, portanto:

C10 Prova13: (A1) = A (AFA)
Iniciando o desenvolvimento:

(A" = (2"

Mas A1 = (AHA)_1 A" assim:

H

(A7) = [(ama) " a

Aplicando (AB)" = BHAH:
(a0)" = [(ama)”]"

Entretanto, (AHA)_1 = (AHA>_1]H, entao:

1

(A7) = A (am)

C11 Prova 14 At (A" = (AHA)™

Iniciando o desenvolvimento, sabendo que A possui posto cheio:
A () A (0"

Considerando A* = (A"A) " AF ¢ (A*)" = A (ATA) ", entiio:
A" (A%)" = (AMA) "AMA (AMA)

Entretanto, X 'X = XX ! =1 e IX = XI = X, portanto:

1

A (A7) = (ama)
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C.12 Prova 15: PA\RP% ~ PARP} = oP%

Ao aproximar R por R e ao considerar que A estd préximo do valor 6timo obtém-se:
PLRP; ~ P;RP;}

Mas R = APAY + o1, entdo:

PARP; ~ Py (ACA" + 1) P}

Realizando a multiplicacao:

P;RP; ~ P5ACA"P} + oP4P}

Mas Px =1 — AAT assim:

PARP; ~ PXACA"P, +0 (I- AA") (T— AAT)
Realizando a multiplicacao:

PARP; ~ PXACA"P; +0 (I- AA" — AAT + AATAAY)
Mas ATA =1T:

PARP; ~ PXACA"P, + 0 (I- AA" — AA" + AAT)
Realizando a subtracao:

PARP; ~ PXACA"P; + 0 (I AAY)

Mas Py =1 — AA™, dessa forma:

PARP; ~ (I— AAT) ACA"P; + 0 (I AAY)
Realizando a multiplicacao:

PARP; ~ ACA"P; — AA"ACA"P} +0 (I— AAY)
Mas ATA =1T:

PARP; ~ ACA"P; — ACA"P} + 0 (I AA)
Realizando a subtracgao:

PARP, ~ o (I- AAT)

Mas P4 =1 — AA™, entdo:

PLiRP ~ 0P}
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C.13 Prova 16: A"R (AN ~ ATR(A")" =P +0¢ (AHA)_l

Ao aproximar R por R e ao considerar que A est4 préximo do valor 6timo obtém-se:
AR (A%) ~ AR (AY)"

Mas R = APAY + 1, entdo:

AR (A")" ~ AT (ACA" 1 oT) (A7)"

Realizando a multiplicagio & esquerda:

AR (A*)" ~ (A*ACA" + 5A*) (AF)"

Realizando a multiplicaciio & direita:

AR (A")" ~ ATACAY (A7) 4 oAt (A7)

Mas ATA = I.

AR (A7) ~ cA" (A%)" 4 oA" (A1)"

Mas A+ (A+)T = (ATA)

AR (AN ~cat(A") 4o (A"A)"
Aplicando BYA® = (AB)™:
AR(AY) ~C(ATA) 4o (a%A)"

Mas ATA=T, TH =TeIX =XI=X:

AR (A+)H ~P+o (AHA>_1

C.14 Prova17: ATRP; ~ AtRP4 =0

Ao aproximar R por R e ao considerar que A estd proximo do valor étimo obtém-se:
ATRP; ~ ATRP;}

Mas R = APA! + o1, entdo:

ATRP; ~ A" (ACA" + oT) Py

Realizando as multiplicagoes:

ATRP; ~ ATACA"P} + s ATP;
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Mas A* = (AMA) " A™, assim:

A*RPj ~ (A"A)  AMACA"PL + 0 (A"A) T A"P;

Entretanto, Px =1 — AA™, entdo:

A*RP; ~ (A"A) ATACA" (T- AA*) + 0 (A"A) A (I- AAY)
Realizando as multiplicacoes:

A*RPj ~ (A"A) ATACA" — (A"A) T AMACA"AA*+

Yo (AHA)_l AF (AHA)_l AHAAY

Mas AT = (AHA)i1 A" assim:
A*RPj ~ (A"A) ' ATACA" — (A"A) TAMACA"A (AMA) AT

Yo (AHA)_1 AF (AHA)_l AFA (AHA)_l Al

Entretanto, X 'X = XX ! =1 e IX = XI = X, portanto:

A*RP; ~ CA" — CA" 4o |(A"A) " A" — (AMA) ' AM

Realizando as subtragoes:

A+f{Pi ~ 0

C.15 Prova 18: PAR = PARPA = RPA
Iniciando o desenvolvimento:

PAR =PaR

Mas R = APAY + 51, entédo:

PAR = AA" (ACA" + oT)

Mas AT = (AHA>_1 A" assim:

PR =A (A"A) A" (ACA" + oT)

Realizando as multiplicagoes:

PR =A (AHA)_1 ATACAY 1 5A (AHA)_l AH
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Entretanto, X 'X = XX ! =1 e IX = XI = X, portanto:

P,R = ACA" + sA (AHA)_l Al

Iniciando o desenvolvimento:

PARPA =PARP,

Mas R = APA"Y + 51, entdo:

PARP, = AA* (ACA™ +0T) AA*

Mas A1 = (AHA>_1 AH assim:

PoRP, = A (A"A) A" (ACA" 4 oT) A (A"A) " A"

Realizando a multiplicacao:

PARP, — |A (A"A) 'A"ACA" 4 oA (A"A) AH] A(A"A) A"

Entretanto, X 1X = XX ! =1 e IX = XI = X, portanto:

PARPA — |ACAH 4 oA (AHA)*1 AU A (AHA)A AH

Realizando a multiplicacao:
PoRP, = ACA"A (A"A) A" oA (A"A) " AMA (AMA) A"

Entretanto, X !X = XX ! =1 e IX = XI = X, portanto:

PoRPA = ACA" + sA (AHA>_1 Al

Iniciando o desenvolvimento:

RPA = RPy

Mas R = APA! + o1, entdo:

RP, = (ACA" +oT) AA*

Realizando a multiplicacao:

RP, = ACATAAT 4+ 0 AAT

Mas AT = (AHA)_1 A" assim:

RP, = ACA"A (A"A) A" 1 oA (A"A) A"

Entretanto, X !X = XX! =1 e IX = XI = X, portanto:

RP, = ACA" + oA (AHA)‘1 AH

Finalmente, pode-se considerar que:

Ps,R =PoRP, =RP, |
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D DERIVACAO DO METODO DE NEW-

TON PARA O DMLE COM FILTRAGEM

ESPACIAL USANDO A MATRIZ DE DI-

RECAO

D.1 Introducao

A fungao-objetivo do Critério Deterministico do Estimador de Maxima Verossimilhanga
(DMLE) com filtragem espacial e usando a matriz de direcio filtrada A é (KRUMME-

NAUER et al., 2010):

Fpmrer = tr (Pfiﬁz)

em que: Pz = (I-Py4) = (I — AA*) e R; = HRH". Adicionalmente, A = HA ¢ H

é a matriz de convolugao do filtro estimado. Assim como mostrado no Apéndice C, sdo

utilizados os vetores de pardmetros wy e Wy com dimensdes (M x 1). Assim, a hessiana e

o gradiente possuem dimensoes (M x M) e (M x 1), respectivamente.

D.2 Derivada primeira de A

Considerando que A = HA, entéo:

OA  OHA

Ow,  Ow,

Aplicando a derivada do produto:
OA  OH OA

Ow, &uaA + H@wa

Mas H ¢é constante em relacao a w,, assim:

oA

0A

Ow,  Ow,

D.3 Derivada segunda de A
Derivando a primeira derivada de A produz:
9?A 0 OA
OwpOw,  Owp \ Ow,
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Mas gTi = H%’ assim:

A _0(HE])
OwpOuw, - Owy

Aplicando a derivada do produto:

PA OHOA H PA
OwpOw,  Owy Ow, OwpOw,

Mas H ¢ constante em relagdo a wy, assim:

O2A 92A

Owpdw,  OwpOw,

D.4 Derivada de A"

A derivada da pseudo-inversa de Moore-Penrose é (GOLUB; PEREYRA, 1973):

OA* - OA o
=—AT——AT+ AT (A"
Ow, Ow, * ( )

H OAH

Wa

(1-AA7) + (1-AvA) A% (&) &

Mas AtA =1, entdo:

%f A DR g A (A" %f{ (1-AAY)

Mas P = (I—-P4) = (I - AA*), assim:

8A+_ At OA G Ae (R4
o — _A 8—%A + A (A )

H JAH
0w,

P3

Mas At A+ = (AHA)_l, portanto:

OAT oA ~1 9AH

= AT At + (AFA Pt
ow, ow, * ( ) Ow,  »
Reordenando os termos:
OAT -1 0AH - OA -
= (A"A Pt —AT——A*
Ow, ( ) Ow,  » Ow,

D.5 Derivada de P}
Considerando que P3 = (I —Pg), entao:

oPL ( a 8PA>

Ow, \Ow, Ow,
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Como I é constante em relacao a w,, temos:

OPy 0Py

Ow, Oow,

Mas P5 = AA*, entdo:

OP;  OAAT

Ow, Ow,
Aplicando a regra da derivada do produto:
oP~ A - QAT
A — AT+ A
0w, (&ua + 0w, )
Mas %A+ (AHA) ' aaéj P; — AJF%A*, dessa forma:
P+ OA . <[/« 1 0AH - OA -
A= _—AT-A|(A"A) ——P;-AT_—AT
0w, 0w, [( ) 0w, 0w,
Realizando a multiplicacao:
oP~ OA ~ -1 OAH - OA -
A—__"" AT - A(ATA F FAAT AT
Ow, Ow, ( ) AT Ow,

Mas (A*)H =A (AHA>_1, assim:

P+ oA - - \HOAH oA

A _— _ At — (AT PL AAT AT
Ow, 0w, ( ) Ow, Ow,
Reordenando:
oP+ A A - _ \HOAH

A _ + + . + L
Ow, (%JQA +AA GwaA (A ) Ow, A

Colocando um termo em evidéncia:

0Pz [(0A OA - \HOAN
At —AAT_—AT) - (AY ;
0w, <8wa W, ) ( ) Ow, A

Colocando um termo em evidéncia e considerando AI = TA = A:

OP+ -\ OA - . OAH
= (1- AAY) A (A+)H T%P}i

Mas Pz = (I-Py) = (I - AA*) assim:

P 0A ~ \HOAH
= Pr— At — (A" P+
&ua A Dw, ( ) Ow, A
Reordenando:
oP+ _ \HOAH oA -
A _ + 1 1 +
Owa __(A ) awaP ~ P aA
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D.6  Gradiente de tr (Pl{iﬁz)

Derivando a func¢ao-objetivo produz:

6 tr (P}iﬁz)

ngj tr (Piﬁz) = aw

Entretanto, 24X = tr (%), entao:

otr (P5Rz) _ . [?PiRs
Ow, Ow,

Aplicando a regra da derivada do produto:

ot (PiR7) (813?;{ aﬁz>

P 1
Ow, Ow, A0,

Mas Rz é constante em relagdo a w,, assim:

Otr (Piﬁz) . <8P¢R )

0w, 0wy,
1 .
Porém, % = — (A+> %‘Zf P; — Pig—iA”L, entao:
otr (ij{z> _ \HOAH oA - .1
AT g = (AT P; — Px R
g ' {[ (47) e A duw, ] Z}

Realizando a multiplicacao:

atrgz‘RZ) - r[ (A+)" %ifPLRZ—PL 83 AR ]

Considerando Px = P{XH e R, = RY obtém-se:

8 tr (Pjiﬁ.z)
0w,

B C \HOAT mey | 0A
_tr[—<A) 5o Pa RZ Py

Colocando um termo em evidéncia e assumindo tr(cA) = ctr A para c escalar:

Otr (PjRZ> o l(A*)H OAH

Ow, -

OA - . .
PJ_ HRH PJ_
Ow, A dw, ]

Aplicando tr (A + B) = tr (A) 4 tr (B):

O tr (Pif{z) ~ \HOAP 4. OA . . .
_ + LHan 1 +
= {tr [(A ) R RZ] +tr (PA A RZ>}
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Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

otr (P{Ry) N ) C OA -,
- _ + 1 L +
et = {tr lRZ (AY) R 1 +tr <PA8%A RZ>}

Aplicando (AB)" = BHAH:

otr (P%R2>

oA -, \"
(Pi 5 A*RZ>

Wa

ftr (Pj oA A+ﬁz> }

Entretanto, tr (A) = tr (AT) e A = AT assim, tr (AH) = tr [(AT)T = tr (A*) =
tr (A)". Finalmente:

dtr (PR o\ A .
M = — [tr (P}ASAAH%Z) + tr <P§ oA A*Rzﬂ
Wa

&ua aWCL

Mas z 4+ 2" = 2R 2, dessa forma:

0A

M = —2Rtr (Pﬁi
B

Ow,

A+RZ>

a

Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

otr (Piif{z>
0w,

~ OA
= 2%tr | ATR,P+
r( Z A@wa)

D.7 Hessiana de tr (Pl{iRZ>

Derivando o gradiente da funcao-objetivo produz:

92 tr (Pﬁﬂz) B ov,, tr (Piflz)

0wy 0wy, Owy
0 N
= 87% {Vwa tr (PiRz)}
0 otr (Piﬁz)
N 8wb c%;a
Mas %ﬁiﬂz) = —2NRtr (P‘%X gw; A+ﬁz), portanto:

Pt (P5Rz) 9 OA ., .
= —2%Rtr (Pz-—ATR
OwpOw, Owy [ R r( Aawa Z)]
Aplicando 85—? = c% para c constante:

92tr (PiR o
Ftr(PxRs) _2{6 [m (PiSAA*Rz)H

&ub&ua 8wb 7a
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Aplicando 69;; = (8—X>
82 tr (Pfiﬁz) 0 aA ~
_— =9 — Pl AT

%{a [« (Pagicanne)|
Aplicando atr = tr ((TX)
82 tr (Pfiﬁz) 0 aA ~ A

VAT 9Rtr P;—A'R
OwpOw, L%ub ( A dw, Z)]

Aplicando a derivada do produto:

0*tr (PxRz) oPL 0A 0 (0AN ..
— A& T = _9Rt CATR, + P ATR
0wy 0w, t [ Owy 0w, A Dwy, (8@%) zt
OA DA™ OA - ORy,
+P5-———R;+P5
Af)wa Owy, 8 Owy ]
Mas f{Z ¢é constante em relacao a wy, entao:
0*tr (P5Rz) oP% 0A . o (0A) . OA DA+
— 8 T _9Rt A AR, + Pt — AR, + Pt """ R
OwpOw, ' [ Owyp Ow, Z A Dwy (c%ua) Aé)wa Owy, Z
& tr (P5Rz) OP% 0A ., PA OA DA+
= 2Rt A AR, + Pt AR, +PE """ R,
0wy 0w, t [ Owy, 0w, z+ A JwpOw, z+ A w, Owy
Mas Py _ (A*) 0A™ PL PLIA A+ consequentemente:
Owp Ouwy, A Ouwy, ) q :
o tr (P5Ry) N OA . ] 0A L.
— A 7 = 2Rt |- (AT P; — P; ATR
OwpOw, r{ [ ( ) Owy, A wy, ] 0w, z+
9?2A . oA DA+
+ Pt AR, +Pft——"" R,
A mndion T A0, B }
Realizando a multiplicacao:
0*tr (P5Rz) _ \HOAT_ 0A . OA ., 0A ., .
— 8 T = _9Rtr| — (AT PL_—A"R, - P} — AR
Owp0wy, R [ ( ) Owp ~ A 0w, Z Adw,” Ow, z+
D2A . OA DA+
+ Pt AtR, +Pt——"" R
A mndion - T A0, Oy ]
Reordenando:
0*tr (P5Ry) OA OA+ ~ OA . .
— A& T = _9Rtr [P R, - (A L ATR,—
OwpOw,, ' [ A Dw, Owy ( ) 0w, Z
OA ., OA PA - .
— P+ ATR, + P+ ATR
A@wb 0w, z+ Aawbawa Z]
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Entretanto, a; (AHA) %‘f:ZIPﬁ — A*%A*, assim:

’ t;ﬁ;:?) — 2%t {Pjgi [(AHA)l %‘i?PL - A+§iA+ R,
~(&0)" %ib pL gz AR, - P{Agi gi AR+
Pt aibét aA*RZ}

Realizando a multiplicacao:

i og;iRZ) _ om [pL OB (anA) " e, p A A PA AR,
— (&%)" %‘f:b pi g:: A'R, - P gi gj: AR+
+P3 Gib(‘liua A+f{z}

Aplicando tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB):

PR o[ ra) S’A N S:Z Ve
BN
+ATR,P A(,aijia}

Reordenando:

—82 t;f};i?z) = —2Rtr l (AHA)i1 %ib PiR,P% gi
A+aiA+RZP§ gj A*RPL S:, gf
~ AR, (A7) %ﬁ:{ PL gi ATR,PL affé‘; ]

D.8 Aproximacao numérica na hessiana de tr (Pﬂif{@

A hessiana é:

0*tr (P5Rz) 1 9AT LOA  _ 0A . | 0A
— A - _92Rtr | (AHA PiR,P% ~ AT ATR, P
Duspdq ' [( ) Duy - ATET A, Oy A,
OA .  OA - .. ,. \HOA" | 9A
— ATR,P* ——— —_ATR, (A" P
Z Adwy  Ow, Z( ) Owy 20w,
. 92A
ATR,P%
+ Z A&ub&ua]
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Nao foi possivel realizar nenhuma aproximacao assintética como foi apresentado na
Secao C.8. No entanto, foi feita uma analise numérica da hessiana considerando todas as
combinagcdes de um, dois, trés, quatro e cinco termos. Nessa andalise foi observado que o
quarto termo é responsavel pela convergéncia do Método de Newton. Como o propdsito

dessa aproximacao ¢ diminuir o esfor¢co computacional, a hessiana se torna:

0% tr (P5Ry) i (ze\TOAT 9A
——=— = 2R1tr | —ATRz (A" P
OwpOw, g [ Z ( ) Owy A&ua]
Colocando um termo em evidéncia e assumindo tr(cA) = ctr A para ¢ escalar:
0% tr (P}&f{z> . .- \HOAT | HA
——= 2 =2%Rtr [ ATRz (A" Px
OwpOw, R l Z ( ) Owy A@wa]

D9 Proval9: ATA =1

Como A possui posto cheio, realiza-se o0 mesmo procedimento mostrado na segao C.9,

assim:

D.10 Prova 20: (A*)" = A (A"A)"

Realiza-se 0 mesmo procedimento mostrado na secao C.10, assim:

1

(A7) = A (A7)

D1l Prova2l: A+ (A+)" = (AHA)™

Realiza-se 0 mesmo procedimento mostrado na secao C.11, assim:

At (A%)" = (AMA)"

D.12 Prova 22: P;Ps; =P;

Iniciando o desenvolvimento, sabendo que A possui posto cheio:

Mas Pz = AA* = A (AMA) " A™, entio:
(

A"A) T AYA (A"A) AN
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Realizando a multiplicacao:
P;P;=A(A"A) A"

No entanto, Pz = AAt = A (AHA)i1 AP assim:

PiP; =Py
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Este apéndice apresenta os erros de estimacao dos estimadores e filtros abordados nesta tese

nas situaces de fontes proximas (10° e 15°) e afastadas (10° e 45°). E importante ressaltar

que esses dados sao referentes as curvas de desempenho tracejadas em preto-e-branco nas

Figuras 29 a 48. Além disso, foi incluido nas tabelas o Limite de Cramér-Rao (CRB) para

comparacao.

Tabela 11 — Raiz do Erro Quadratico Médio em graus dos estimadores avaliados e o Limite
de Cramér-Rao correspondente considerando duas fontes descorrelacionadas
situadas em 10° e 15°.

SNR| . 5[ MODEX|SEAD|SEAD|MODEX iﬁﬁﬂ Siﬁg MODEX iﬁﬁa Siﬁ)’g MODEX iﬁﬁﬁ Siﬁ)’g
(dB) Mod|Aprim| Mod| Mod H1 H1 H1 Mod H2 H2 H2 Mod H3 H3 H3
15,00] 6,473]  19,221] 26,702] 28,246 7670] 23,022] 9.673]  15,604] 26,455] 21,108]  13,525] 25,652| 22,724
-13,75 4,953|  17,616| 20,053| 26,893|  3,721| 17,807| 7,937|  12,945| 19,615| 17,183| 9,425 19,270| 18,039
-12,50| 3,813|  15,752| 11,088| 24,976| 2,393 10,709| 3,075|  9,693| 10,604| 13,177|  6,506| 10,772| 13,412
-11,25| 2,956 13,447 4,224| 21,241 2,291| 3,670 1,864 6,998| 3,698 7,532 2,873| 3,804| 8,470
-10,00| 2,310 11,043| 2,256| 16,989 2,210] 1,225 1,233 3,169 1,455 4,017 2,2401 1,534| 5,073
-8,75| 1,822 7,415 1,902| 10,840 2,095 1,073| 1,082 2,415 1,253| 2,245 2,110] 1,325 3,068
-7,50| 1,451 4,439 1,577| 5,647 1,931 0,944| 0,951 1,977 1,067| 1,078 1,963| 1,146| 1,921
-6,25| 1,168 1,840| 1,283 1,419 1,743| 0,831 0,834 1,744| 0,909 0,913 1,736| 0,988 0,993
-5,00/ 0,949  1,512| 1,036| 1,048  1,419] 0,729| 0,731 1,441 0,771 0,773 1,440| 0,850 0,852
3,750 0,780| 1,134 0,842 0,847  1,070| 0,637 0639  1,068| 0,658 0,660  1,076| 0,730| 0,731
-2,50| 0,646 0,855| 0,690 0,694 0,792| 0,556 0,556 0,796| 0,566 0,566 0,823| 0,624 0,624
-1,25| 0,540 0,641| 0,572 0,572 0,591 0,485 0,485 0,589 0,488| 0,488 0,623| 0,534| 0,534
0,00| 0,454 0,503| 0,477 0,477 0,473| 0,422 0,422 0,472| 0,423| 0,422 0,495| 0,458 0,458
1,25| 0,385 0,411| 0,402 0,402 0,391| 0,367 0,367 0,391| 0,367 0,367 0,408| 0,392 0,392
2,50| 0,327 0,344| 0,340 0,340 0,332| 0,319| 0,319 0,331| 0,318 0,318 0,342| 0,337| 0,337
3,750 0,280  0,201| 0,290] 0,290 0,285 0,277 0277| 0,282 0,276| 0,276 0,291 0,290 0,290
5,00| 0,240 0,249 0,248 0,248 0,244| 0,240 0,240 0,244| 0,240 0,240 0,249| 0,249 0,249
6,25| 0,206 0,213| 0,213| 0,213 0,211| 0,208 0,208 0,210{ 0,208 0,208 0,214| 0,215/ 0,215
7,50] 0,177 0,183| 0,183 0,183 0,182] 0,181 0,181 0,182] 0,180 0,180 0,184 0,186 0,186
8,75| 0,153 0,158 0,158 0,158 0,157| 0,157 0,157 0,157| 0,156 0,156 0,158 0,160 0,160
10,00 0,132 0,136| 0,136/ 0,136 0,136| 0,136| 0,136 0,136| 0,136| 0,136 0,137| 0,138 0,138
11,25/ 0,114 0,117| 0,117 0,117|  o0,117| 0,118] 0,118] 0,117 0,118 0,118]  0,118] 0,120| 0,120
12,50| 0,098 0,101} 0,101| 0,101 0,102| 0,102 0,102 0,101| 0,102 0,102 0,102| 0,104 0,103
13,75/ 0,085  0,088| 0,088 0,088]  0,088| 0,088| 0,088 0,088 0,088 0,088 0,088/ 0,090 0,090
15,00 0,074 0,076/ 0,076/ 0,076 0,076/ 0,076/ 0,076 0,076/ 0,076/ 0,076 0,076/ 0,077 0,077
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Tabela 12 — Raiz do Erro Quadratico Médio em graus dos estimadores avaliados e o Limite
de Cramér-Rao correspondente considerando duas fontes descorrelacionadas
situadas em 10° e 45°.

SNR CRB MODEX SEA'D SEAD MODEX jsklf)?mDm S];)\;[A()](Dj MODEX iﬁﬁz Sllavﬁ)]?i MODEX ‘/Sx]f)ﬁan S]f'\?()]?i
(dB) Mod|Aprim| Mod| Mod H1 H1 H1 Mod H2 H2 H2 Mod H3 H3 H3
-15,00| 1,653 20,513 17,307| 18,413 24,044| 23,894| 22,288 20,250( 18,856| 20,052 19,491 18,611| 18,247
-13,75| 1,288 14,318 9,737| 12,071 20,746| 19,542| 18,937 13,482| 12,327| 12,097 13,931| 10,531| 12,068
-12,50| 1,012 8,185| 4,392 5,788 19,365| 13,209 17,621 7,638| 5,752| 6,364 8,742| 5,255| 5,825
-11,25| 0,803 3,644| 2,691 2,304| 18,795 7,985| 16,905 3,413| 2,607| 1,781 3,942| 2,692 2,629
-10,00| 0,643 0,916/ 1,530/ 0,815 18,098| 4,103| 16,333 0,943| 1,604| 0,885 1,218 1,578| 1,363
-8,75] 0,521 0,678| 1,218/ 0,651 17,195 2,647| 15,580 0,692| 1,303| 0,694 0,697| 1,288 0,690
-7,50] 0,426 0,539| 0,840| 0,529 15,585 1,843| 14,492 0,550| 0,954| 0,557 0,561| 0,941| 0,560
-6,25| 0,352 0,440| 0,437| 0,435 13,932 1,396 13,065 0,447| 0,456 0,455 0,463| 0,458 0,459
-5,00| 0,293 0,364| 0,363 0,362 12,183 1,076| 11,624 0,370| 0,378| 0,376 0,386| 0,381 0,380
-3,75| 0,246 0,305| 0,306 0,303 9,775 0,877 9,412 0,309| 0,317| 0,314 0,322| 0,318 0,317
-2,50| 0,208 0,257| 0,256 0,256 7,770| 0,652 7,766 0,261| 0,267| 0,265 0,270| 0,266| 0,266
-1,25| 0,176 0,218| 0,216| 0,217 5,469| 0,504| 5,494 0,222| 0,224| 0,225 0,228| 0,225 0,225
0,00| 0,150 0,185| 0,186 0,185 3,413| 0,387| 3,451 0,189| 0,191 0,191 0,192/ 0,191 0,191
1,25| 0,129 0,159| 0,158 0,158 1,572 0,301 1,759 0,162| 0,163| 0,164 0,163| 0,162| 0,163
2,50| 0,111 0,136/ 0,136| 0,136 0,793| 0,235| 0,816 0,139| 0,140 0,141 0,139| 0,139 0,139
3,75| 0,095 0,117| 0,118 0,117 0,120| 0,186 0,186 0,119| 0,122 0,121 0,119/ 0,120, 0,119
5,00| 0,082 0,101| 0,101 0,101 0,102| 0,150 0,149 0,102| 0,104| 0,104 0,102| 0,103| 0,103
6,25| 0,071 0,087| 0,087| 0,087 0,088 0,124 0,122 0,088 0,090 0,090 0,088/ 0,089 0,088
7,50| 0,061 0,075| 0,075 0,075 0,076/ 0,101 0,100 0,076/ 0,078 0,078 0,076/ 0,077| 0,076
8,75 0,053 0,065| 0,065 0,065 0,065| 0,084| 0,084 0,066| 0,068| 0,067 0,065| 0,066| 0,066
10,00{ 0,046 0,056| 0,056| 0,056 0,056| 0,072| 0,070 0,057| 0,059 0,058 0,057| 0,058 0,057
11,25| 0,039 0,048| 0,050 0,048 0,049| 0,060 0,059 0,049| 0,051 0,050 0,049| 0,051 0,049
12,50( 0,034 0,042| 0,043| 0,042 0,042| 0,052| 0,050 0,042| 0,045| 0,043 0,042| 0,044| 0,042
13,75| 0,029 0,036| 0,038 0,036 0,036| 0,045 0,043 0,036| 0,040| 0,038 0,036/ 0,039| 0,037
15,00( 0,026 0,031| 0,033| 0,031 0,031| 0,039 0,037 0,032| 0,035 0,032 0,032| 0,034| 0,032

Tabela 13 — Raiz do Erro Quadratico Médio em graus dos estimadores avaliados e o Limite
de Cramér-Rao correspondente considerando duas fontes correlacionadas
situadas em 10° e 15°.

SNR CRB MODEX SEA‘D SEAD MODEX iﬁﬁg Sli/ﬁ)]()i MODEX iﬁﬁz s?/ﬁ)]()i MODEX iﬁﬁg SII%/IIXO]()i
(dB) Mod|Aprim| Mod| Mod H1 H1 H1 Mod H2 H2 H2 Mod H3 H3 H3
-15,00( 8,718 19,050| 18,781| 27,773 3,395| 17,067| 6,525 13,621 18,349| 18,221 10,121| 18,204| 18,656
-13,75| 6,613 17,819 9,869| 27,001 2,392 9,217| 5,206 10,952| 9,393| 14,847 6,260 9,744| 14,809
-12,50| 5,038 16,337 3,986| 24,719 2,280 3,015| 2,611 7,341 2,987| 9,658 3,714 3,220| 9,032
-11,25| 3,859 14,998 2,816| 23,785 2,209 1,305| 2,113 4,692| 1,426| 7,310 2,279 1,721 5,902
-10,00| 2,973 12,458| 2,509| 17,061 2,117 1,162 2,559 2,730 1,234 3,120 2,166 1,522| 4,268
-8,75| 2,307 9,505 2,187| 11,336 2,039 1,037| 1,040 2,049 1,070/ 1,083 2,061 1,341 1,980
-7,50| 1,805 6,461| 1,868 6,879 1,913| 0,925| 0,927 1,935 0,932| 0,937 1,937 1,181| 1,184
-6,25| 1,425 3,000| 1,557 2,351 1,754| 0,823 0,823 1,781| 0,816 0,817 1,774| 1,032| 1,033
-5,00| 1,137 1,879 1,255| 1,274 1,566/ 0,730 0,731 1,575| 0,715/ 0,716 1,579| 0,897 0,898
-3,75| 0,916 1,421| 0,998 1,002 1,318| 0,646 0,646 1,320| 0,628 0,629 1,340| 0,776 0,776
-2,50| 0,745 1,101 0,800{ 0,801 1,010| 0,569 0,569 1,008| 0,552| 0,552 1,040| 0,668 0,668
-1,25| 0,613 0,804| 0,650 0,650 0,738/ 0,500 0,500 0,727 0,485 0,485 0,763| 0,573 0,573
0,00 0,508 0,611 0,534| 0,534 0,553| 0,438 0,438 0,546| 0,425| 0,425 0,573| 0,491 0,491
1,25 0,425 0,469| 0,444| 0,444 0,431 0,383 0,383 0,423 0,372| 0,372 0,447| 0,420 0,420
2,50| 0,358 0,375| 0,373 0,373 0,351| 0,334| 0,334 0,345| 0,325 0,325 0,366| 0,360/ 0,360
3,75| 0,303 0,315 0,315| 0,315 0,299 0,290| 0,290 0,294 0,284 0,284 0,309 0,309| 0,309
5,00| 0,258 0,267 0,267| 0,267 0,258 0,252| 0,252 0,253 0,248| 0,248 0,263 0,265| 0,265
6,25| 0,221 0,227 0,228| 0,228 0,222| 0,219| 0,219 0,220| 0,216 0,216 0,226| 0,228 0,228
7,50 0,189 0,195 0,195| 0,195 0,192| 0,190/ 0,190 0,190 0,188 0,188 0,194| 0,196/ 0,196
8,75/ 0,163 0,168| 0,168 0,168 0,166| 0,165/ 0,165 0,165| 0,163 0,163 0,167| 0,169 0,169
10,00| 0,140 0,144| 0,144 0,144 0,143| 0,143 0,143 0,143| 0,142 0,142 0,144| 0,146 0,146
11,25| 0,121 0,124| 0,124 0,124 0,124| 0,124 0,124 0,123| 0,123| 0,123 0,124| 0,126 0,126
12,50| 0,104 0,107 0,107| 0,107 0,107 0,107| 0,107 0,107 0,107| 0,107 0,107 0,109| 0,109
13,75] 0,090 0,093 0,093| 0,093 0,093 0,093| 0,093 0,092 0,092| 0,092 0,093 0,094| 0,094
15,00| 0,078 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 0,080 0,081 0,081
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Tabela 14 — Raiz do Erro Quadratico Médio em graus dos estimadores avaliados e o Limite
de Cramér-Rao correspondente considerando duas fontes correlacionadas
situadas em 10° e 45°.

SNR CRB MODEX SEA'D SEAD MODEX i];])ﬁnDl SIE\;[A()]()i MODEX i];])ﬁnDl S]?\;IA()]()i MODEX i];])ﬁnDl SIIE\/ﬁ)]?i
(dB) Mod|Aprim| Mod| Mod H1 H1 H1 Mod H2 H2 H2 Mod H3 H3 H3
-15,00| 1,673 17,948/ 16,740| 11,214 20,692| 20,148| 24,752 17,924 19,894| 15,928 16,010 12,649| 11,300
-13,75| 1,302 10,677 9,278| 5,985 17,549 11,418| 15,623 11,424| 11,949 9,900 9,858 7,111| 6,042
-12,50| 1,023 5,843| 4,534 2,224 14,572 4,739 17,545 6,585 6,611 4,945 4,842 3,042 2,389
-11,25| 0,811 1,892 1,242 1,887 11,472 1,634| 10,526 2,038 1,561| 1,957 1,919| 1,256 2,017
-10,00| 0,649 0,878 0,821 0,821 7,902 1,101 7,114 0,920 0,896 0,894 0,900 0,812| 0,813
-8,75| 0,525 0,651 0,657| 0,657 4,381] 0,846 4,196 0,681 0,699 0,700 0,678| 0,661 0,662
-7,50| 0,429 0,522| 0,533| 0,533 2,009 0,666 1,855 0,538 0,561 0,562 0,553 0,545 0,545
-6,25| 0,354 0,429 0,438| 0,439 0,921 0,531 0,931 0,443| 0,459 0,459 0,460 0,451 0,452
-5,00{ 0,295 0,357 0,365| 0,364 0,882 0,429| 0,890 0,367 0,379| 0,379 0,387 0,377| 0,377
-3,75| 0,247 0,300 0,306| 0,305 0,323 0,351 0,350 0,309 0,317| 0,317 0,323 0,316| 0,316
-2,50{ 0,209 0,255 0,257 0,257 0,269 0,289 0,289 0,261 0,267 0,267 0,271 0,267 0,267
-1,25| 0,177 0,217| 0,217| 0,218 0,225 0,241 0,240 0,222 0,226| 0,226 0,228 0,225 0,226
0,00 0,151 0,185 0,185 0,186 0,190 0,202| 0,201 0,190 0,192| 0,193 0,192| 0,191 0,192
1,25/ 0,129 0,159 0,158| 0,159 0,162 0,170| 0,170 0,162 0,164| 0,165 0,163 0,163| 0,164
2,50| 0,111 0,136/ 0,137| 0,137 0,138 0,145| 0,144 0,139 0,143| 0,141 0,139| 0,141 0,140
3,75( 0,095 0,117 0,118 0,117 0,119| 0,124 0,123 0,119| 0,122| 0,122 0,119| 0,121 0,120
5,00| 0,082 0,101 0,102| 0,101 0,102 0,107| 0,105 0,102 0,106| 0,105 0,103| 0,104 0,103
6,25| 0,071 0,087| 0,088 0,087 0,088 0,092| 0,090 0,088 0,092| 0,090 0,088 0,090| 0,089
7,50 0,061 0,075| 0,076| 0,075 0,076| 0,078/ 0,078 0,076| 0,080 0,078 0,076| 0,078 0,077
8,75/ 0,053 0,065 0,066| 0,065 0,065| 0,068 0,067 0,066| 0,069 0,067 0,066 0,067| 0,066
10,00| 0,046 0,056| 0,058 0,056 0,057| 0,060/ 0,058 0,057| 0,061 0,058 0,057| 0,059| 0,057
11,25| 0,040 0,049 0,051 0,049 0,049 0,053| 0,050 0,049 0,054| 0,050 0,049 0,053| 0,049
12,50| 0,034 0,042| 0,044| 0,042 0,042 0,046| 0,043 0,042 0,048| 0,044 0,042 0,045| 0,043
13,75 0,030 0,036 0,039| 0,036 0,037| 0,040 0,037 0,037| 0,041 0,038 0,037| 0,040 0,037
15,00| 0,026 0,032| 0,034| 0,032 0,032 0,034| 0,032 0,032 0,036| 0,033 0,032| 0,035| 0,032
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