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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar tópicos de Análise Funcional e resultados sobre
a equação de Daugavet. Para tanto, iniciaremos pelo estudo de alguns tópicos de To-
pologia Geral e de Teoria de Medida. Em seguida, realizaremos um estudo em Análise
Funcional, onde investigaremos a teoria básica dos operadores lineares cont́ınuos entre
espaçoes normados e espaços de Banach; os teoremas clássicos de Hahn-Banach, Banach-
Steinhaus, Aplicação Aberta e Gráfico Fechado. Finalmente, realizaremos um estudo de
alguns resultados relevantes sobre a equação de Daugavet.
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1.1 Espaços Métricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Introdução

Em 1963, I. K. Daugavet [5] provou que cada operador linear compacto T : C[0, 1] →
C[0, 1], onde C[0, 1] denota o espaço das funções cont́ınuas no intervalo [0, 1], satisfaz a
equação

‖Id+ T‖ = 1 + ‖T‖, (DE)

que é hoje conhecida como equação de Daugavet, onde Id é o operador identidade. Ao
longo dos anos, a validade desta equação foi verificada por diferentes autores para várias
classes de operadores em diversos espaços de Banach (veja [15, 10, 2, 12]).

Da equação de Daugavet surgiu a definição da propriedade de Daugavet, conforme
apresentamos a seguir. Dizemos que um espaço de Banach X tem a propriedade de
Daugavet se todo operador de posto um T : X → X satisfaz (DE). Segundo V. M.
Kadets et al. [15], se um espaço de Banach X tem a propriedade de Daugavet, então todo
operador fracamente compacto em X satisfaz (DE). Este resultado facilitou a descoberta
de novos espaços onde operadores fracamente compactos satisfazem (DE).

Para se fazer o estudo da equação de Daugavet é necessário, antes, ter a noção de certos
tópicos prelimiares. Logo, faremos um estudo detalhado sobre determinados tópicos de
nosso interesse de forma a alcançar nosso objetivo. Para o estudo destes tópicos foram
utilizadas as referências [4],[1],[6] e [8].

A seguir descrevemos como este trabalho está organizado.
No Caṕıtulo 1, teremos a noção geral de Espaços Métricos, Espaços Topológicos e

Medida e Integração para podermos compreender com mais facilidade as definições e os
resultados apresentados ao longo do texto. Após isso, no Caṕıtulo 2, trataremos dos
Espaços Vetoriais Normados e mostraremos que os Espaços Lp(X,Σ, µ), L∞(X,Σ, µ) e
alguns espaços de sequências são completos. Em seguida, no Caṕıtulo 3, desenvolveremos
um estudo sobre Operadores Lineares Cont́ınuos e, enunciaremos e demonstraremos três
importantes teoremas que são o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicação
Aberta e o Teorema do Gráfico Fechado. No Caṕıtulo 4, apresentaremos um dos teoremas
mais importantes da Análise Funcional que é o Teorema de Hahn-Banach e algumas de
suas aplicações. Logo após, no Caṕıtulo 5, voltaremos a estudar os operadores, porém,
estudaremos operadores adjuntos em espaços normados. E finalmente, no Caṕıtulo 6,
iremos compreender a Propriedade de Daugavet e alguns resultados que envolvem tal
propriedade.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo serão apresentados algumas definições e resultados preliminares sobre
espaços métricos, espaços topológicos e, medida e integração.

1.1 Espaços Métricos

Definição 1.1.1. Um espaço métrico é um par ordenado (M, d) formado por um con-
junto M e uma função d : M ×M → R, chamada métrica, satisfazendo as seguintes
condições para quaisquer x,y,z ∈ M:

a. d(x, y) ≥ 0;

b. d(x, y) = 0⇔ x = y;

c. d(x, y) = d(y, x);

d. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Se E e F são subconjuntos de M , a distância entre E e F é definida por

dist(E,F ) = inf {d(x, y) : x ∈ E, y ∈ F}.

Definição 1.1.2. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência no espaço métrico (M,d).

a. A sequência (xn)
∞
n=1 converge para x ∈ M se lim

n→∞
d(xn,x)=0. Neste caso escrevemos

xn → x.

b. A sequência (xn)
∞
n=1 é dita convergente se existe x ∈ M tal que xn → x. Caso

contrário é dita divergente.

c. A sequência (xn)
∞
n=1 é uma sequência de Cauchy se lim

m,n→∞
d(xm, xn) = 0.

d. O espaço métrico (M,d) é um espaço métrico completo se toda sequência de Cauchy
em M convergir para um elemento de M.

Definição 1.1.3. Seja (M,d) um espaço métrico.

a. Dados a ∈ M e ε > 0, o conjunto B(a,ε)={x ∈M : d(x, a) < ε} é chamado de bola

aberta com centro a e raio ε.

b. Um subconjunto A ⊆ M é aberto se para cada x ∈ A existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊆ A.
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c. Um subconjunto F ⊆ M é fechado se seu complementar F c :=M − F é aberto.

Observação 1.1.1. É fácil verificar que a união e a intersecção de dois abertos é aberto,
e que a união e a intersecção de dois fechados é fechado. Além disso, a união qualquer
de abertos é aberto e a intersecção de fechados é fechado.

Definição 1.1.4. Sejam (M,d) um espaço métrico e A ⊆ M.

a. O interior de A é o conjunto int(A) =
⋃
{B ⊆M : B aberto e B ⊆ A}.

b. O fecho de A é o conjunto A =
⋂
{F ⊆M : F fechado e A ⊆ F}.

c. Diz-se que A é denso em M se A =M .

Observação 1.1.2. O conjunto int(A) é aberto, pois é união de abertos. E A é fechado,
pois é a intersecção de fechados.

Proposição 1.1.1. Sejam (M,d) um espaço métrico e A ⊆ M . Então x ∈ A se, e
somente se, d(x,A) = 0.

Demonstração.:(⇒) Para x ∈ A e para qualquer ε > 0, existe y ∈ A tal que y ∈
B(x, ε), basta tomar y = x. Mostremos que para x ∈ (A − A) e para qualquer ε > 0,
existe y ∈ A tal que y ∈ B(x, ε). Suponha que existem x ∈ (A − A) e ε > 0 tais que
B(x, ε) ∩ A = ∅. Considere F = M − B(x, ε). Dáı, F é fechado. Além disso, A ⊆ F e
x 6∈ F . Isso é um absurdo, pois x ∈ A. Ou seja, x ∈ F para todo F fechado contendo A.
Portanto, x é ponto aderente a A.
(⇐) Suponha que x 6∈ A, isto é, x ∈M −A. Agora, M −A é aberto. Então, existe ε > 0
tal que B(x, ε) ⊆ M − A, ou seja, B(x, ε) ∩ A = ∅. Em particular, B(x, ε) ∩ A = ∅. Isso
é um absurdo, pois x é ponto aderente a A, ou seja, d(x,A) = 0. Portanto, x ∈ A.

Proposição 1.1.2. Sejam (M,d) um espaço métrico, x ∈M e A,B ⊆M . Então:

a. A é aberto se, e somente se, A=int(A).

b. A é fechado se, e somente se, A=A.

c. Se A ⊆ B, então A ⊆ B.

d. A ∪ B = A ∪ B.

e. x ∈ A se, e somente se, existe uma sequência (xn)
∞
n=1 em A tal que xn → x.

f. A é denso em M se, e somente se, para todos x ∈M e ε > 0, tem-se A ∩ B(x, ε) 6= ∅.

Demonstração.: a.)(⇒) Por hipótese, A é aberto. Logo, para cada x ∈ A, sempre
existe ε > 0 tal que B(x, ε) ⊆ A. Assim, podemos dizer que

A =
⋃
{B(x, ε) ⊆M : B(x, ε) ⊆ A} ⊆ int(A).

Como int(A) ⊆ A sempre, segue que A = int(A).
(⇐) Decorre da Observação 1.1.1.
b.)(⇒) Por hipótese, A é fechado, ou seja, Ac é aberto. Assim, Ac = int(Ac) = A

c
, pois

A
c
=
⋃
{F c ⊆M : F fechado e A ⊆ F} =

⋃
{F c ⊆M : F c aberto e F c ⊆ Ac} = int(Ac).
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Dáı, A = A.

(⇐) Decorre da Observação 1.1.1.
c.) Por hipótese, A ⊆ B. Então,

{G ⊆M : G fechado e B ⊆ G} ⊆ {F ⊆M : F fechado e A ⊆ F} .

Dáı,

⋂
{F ⊆M : F fechado e A ⊆ F} ⊆

⋂
{G ⊆M : G fechado e B ⊆ G} .

Ou seja, A ⊆ B.
d.)Veja que

A ∪B ⊆ A ∪ B ⇒ A ∪ B ⊆ A ∪B = A ∪ B.

Além disso,
A ⊆ A ∪B ⇒ A ⊆ A ∪ B e B ⊆ A ∪ B ⇒ B ⊆ A ∪B.

Logo, A ∪ B ⊆ A ∪ B.
e.)(⇒) Seja x ∈ A. Então, para todo ε > 0 existe y ∈ A tais que d(x, y) < ε. Tome
εn = 1

n
;n ∈ N. Assim,

• para ε1, temos y1 ∈ A tal que d(x, y1) < ε1;

• para ε2, temos y2 ∈ A tal que d(x, y2) < ε2;

e, fazendo esse processo sucessivamente, para εn, temos yn ∈ A tal que d(x, yn) < εn.
Logo, (yn)

∞
n=1 ⊆ A e yn → x.

(⇐) Considere (xn)
∞
n=1 ⊆ A tal que xn → x. Logo,

∀ ε > 0, ∃ N ∈ N | n ≥ N ⇒ d(xn, x) < ε.

Logo, x é aderente a A, ou seja, x ∈ A.
f.)(⇒) Suponha que A é denso em M . Logo, da definição 1.1.4 item c.), temos que
A =M . Tome arbitrariamente x ∈M . Logo, para ε > 0, existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε.
Portanto, A ∩ B(x, ε) 6= ∅.
(⇐) Suponha por absurdo que A 6= M . Então, M − A é um aberto não vazio. Tome
x ∈ M − A. Existe ε > 0 tal que B(x; ε) ⊆ M − A, isto é, B(x, ε) ∩ A = ∅. Mas isto é
absurdo, pois por hipótese para todo x ∈M e ε > 0 tem-se A ∩ B(x, ε) 6= ∅.

1.2 Espaços Topológicos

Definição 1.2.1. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos
de X, chamados de abertos, satisfazendo as seguintes propriedades:

a. Qualquer união de elementos de τ é um elemento de τ .

b. Qualquer intersecção finita de elementos de τ pertence a τ .

c. X e ∅ pertencem a τ .

Neste caso, dizemos que (X, τ) é um espaço topológico. Um subconjunto F de X é
chamado de conjunto fechado se seu complementar for aberto, isto é, F c := X−F ∈ τ .
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Proposição 1.2.1. Em um espaço topológico valem as seguintes propriedades:

a. Qualquer intersecção de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

b. Qualquer união finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

c. X e ∅ são conjuntos fechados.

Demonstração.: a.) Tome (Fi)i∈I fechados. Dáı, sabemos que (F c
i )i∈I são abertos.

Então (
⋂

i∈I

Fi

)c

=
⋃

i∈I

F c
i ∈ τ.

Portanto, ⋂

i∈I

Fi é fechado.

b.) Considere Fi, i = 1, ..., n, uma famı́lia finita de conjuntos fechados. Então, F c
i ∈ τ ,

i = 1, ..., n. Dáı, (
n⋃

i=1

Fi

)c

=
n⋂

i=1

F c
i ∈ τ.

Portanto,
n⋃

i=1

Fi é fechado.

c.) Observe que Xc = ∅ ∈ τ e ∅c = X ∈ τ . Portanto, X e ∅ são fechados.

Os conjuntos abertos de um espaço métricoM formam uma topologia emM , chamada
de topologia em M induzida pela métrica.

Um espaço topológico é dito metrizável se existe uma métrica em X que induz sua
topologia.

O interior int(A), o fecho A e a densidade do conjunto A em um espaço topológico
X são definidos da mesma forma que na Definição 1.1.4. Segue da definição de topologia
que int(A) é aberto e de 1.2.1 que A é fechado.

Proposição 1.2.2. Sejam A e B subconjuntos de um espaço topológico X. Então:

a. int(A) =
(
Ac
)c

e A
c
= int(Ac).

b. Se A ⊆ B, então int(A) ⊆ int(B).

c. int(A ∩ B)=int(A) ∩ int(B).

Demonstração.: a.) Queremos mostrar que int(A) = X − X − A. Mostremos, de
forma equivalente, (int(A))c = Ac. Sabemos que,

int(A) =
⋃
{F ⊆ X : F aberto e F ⊆ A} .

Segue disso que,

(int(A))c =
⋂
{F c ⊆ X : F aberto e F ⊆ A} =

⋂
{F c ⊆ X : F c fechado e Ac ⊆ F c} = Ac.

Agora, mostremos que A
c
= int(Ac). Seja A ⊆ X um conjunto qualquer. Então A é

fechado e é claro que A
c
é aberto, ou seja, A

c
= int(A

c
). Da definição de interior de um

conjunto, temos
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A
c
= int(A

c
) =

⋃{
F ⊆ X : F aberto e F ⊆ A

c}

=
⋃{

F ⊆ X : F aberto e A ⊆ F c
}

=
⋃
{F ⊆ X : F aberto e A ⊆ F c}

=
⋃
{F ⊆ X : F aberto e F ⊆ Ac} = int(Ac)

Assim, conclúımos o que queŕıamos demonstrar.
b.) Por hipótese, A ⊆ B. Logo, podemos dizer que,

{F ⊆ X : F aberto e F ⊆ A} ⊆ {G ⊆ X : G aberto e G ⊆ B} .

Assim, temos que

⋃
{F ⊆ X : F aberto e F ⊆ A} ⊆

⋃
{G ⊆ X : G aberto e G ⊆ B} .

Portanto, int(A) ⊆ int(B).
c.) Queremos mostrar que int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B). Usando o item a.), temos

(int(A)∩int(B))c = (int(A))c∪(int(B))c = Ac∪Bc = Ac ∪ Bc = (A ∩B)c = (int(A∩B))c.

Portanto, int(A) ∩ int(B) = int(A ∩ B).

1.2.1 Vizinhanças

Definição 1.2.2. Uma vizinhança de um elemento x do espaço topológico X é um
subconjunto U de X que contém um aberto V contendo x, isto é, x ∈ V ⊆ U . A coleção
Ux de todas as vizinhanças de x é chamada de sistema de vizinhanças de x.

Proposição 1.2.3. O sistema de vizinhança Ux de x em um espaço topológico X tem as
seguintes propriedades:

a. Se U ∈ Ux, então x ∈ U .

b. Se U, V ∈ Ux, então U ∩ V ∈ Ux.

c. Se U ∈ Ux, então existe V ∈ Ux tal que U ∈ Uy para cada y ∈ V .

d. Se U ∈ Ux e U ⊆ V , então V ∈ Ux.

e. A ⊆ X é aberto se, e somente se, A contém uma vizinhança de cada um de seus
pontos.

f. Sejam A ⊆ X e x ∈ X. Então x ∈ A se, e somente se, toda vizinhança de x intercecta
A.

Demonstração.: a.) Se U ∈ Ux, então existe um conjunto aberto V tal que x ∈ V ⊆
U . Logo, x ∈ U .
b.) Se U, V ∈ Ux, então existem abertos Z,W tais que

x ∈ Z ⊆ U e x ∈ W ⊆ V ⇒ x ∈ Z ∩W ⊆ U ∩W ⊆ U ∩ V
⇒ x ∈ Z ∩W ⊆ U ∩ V.
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Logo, U ∩ V ∈ Ux.
c.) Se U ∈ Ux, então existe um aberto V tal que x ∈ V ⊆ U . É claro que x ∈ V ⊆ V e
V é aberto, então V ∈ Ux. Assim, para cada y ∈ V , y ∈ V ⊆ U . Logo, U ∈ Uy.
d.) Se U ∈ Ux, então existe um aberto Z tal que

x ∈ Z ⊆ U ⊆ V ⇒ x ∈ Z ⊆ V.

Logo, V ∈ Ux.
e.)(⇒) Por hipótese, A ⊆ X é aberto e, obviamente, x ∈ A ⊆ A. Logo, A é uma
vizinhança para seus pontos. Assim, podemos afirmar que A contém uma vizinhança de
cada um de seus pontos.
(⇐) Da hipótese, para cada x ∈ X existe um aberto V tal que x ∈ V ⊆ A. Como V é
aberto, temos x ∈ V ⊆ int(A) ⊆ A. Dáı, A =

⋃
{x : x ∈ A} ⊆ int(A). Logo, int(A) = A.

Portanto, A é aberto.
f.)(⇒) Seja x ∈ A e seja U uma vizinhança de x. Suponha, por absurdo, que U ∩A = ∅.
Então U ⊆ Ac. Como U ∈ Ux e U ⊆ Ac, temos que Ac ∈ Ux, pelo item d.). Assim, existe
V aberto tal que x ∈ V ⊆ Ac. Dáı,

x ∈ V = int(V ) ⊆ int(Ac) = A
c
.

Mas isto é absurdo, pois x ∈ A.
(⇐) Suponha, por absurdo, que x 6∈ A, isto é, x ∈ A

c
= int(Ac). Como int(Ac) é aberto

e x ∈ int(Ac), existe V aberto tal que x ∈ V ⊆ int(Ac) = A
c
⊆ Ac. Logo, V é uma

vizinhança de x e V ∩ A = ∅, o que é uma contradição.

Proposição 1.2.4. Se a cada ponto x de um conjunto X é associada uma coleção não-
vazia Ux de subconjuntos de X satisfazendo as condições a.) - d.) da proposição anterior,
então a coleção

τ = {A ⊆ X : ∀x ∈ A, ∃ U ∈ Ux | x ∈ U ⊆ A}

é uma topologia para X na qual Ux é o sistema de vizinhança de x, para todo x ∈ X.

Demonstração.: Queremos provar que τ é uma topologia para X.

i. Provemos que qualquer união de elementos de τ é um elemento de τ . Tome
⋃

i∈I

Ai tal

que cada Ai ∈ τ . Dáı,

x ∈
⋃

i∈I

Ai ⇒ x ∈ Ai para algum i ∈ I.

Então, existe U ∈ Ux tal que

x ∈ U ⊆ Ai ⊆
⋃

i∈I

Ai.

Logo,
⋃

i∈I Ai ∈ τ .

ii. Provemos que qualquer intersecção finita de elementos de τ é um elemento de τ .

Considere
n⋂

i=1

Ai tal que Ai ∈ τ , para i = 1, ..., n. Dáı,

x ∈
n⋂

i=1

Ai ⇒ x ∈ Ai; i = 1, ..., n.
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Então, existe Ui ∈ Ux tal que x ∈ Ui ⊆ Ai, i=1,...,n. Assim,

x ∈
n⋂

i=1

Ui ⊆
n⋂

i=1

Ai.

Então,
n⋂

i=1

Ai ∈ τ.

iii. Provemos que X e ∅ pertencem a topologia. Por vacuidade, ∅ ∈ τ . Tome x ∈ X.
Dáı, para todo U ∈ Ux temos que x ∈ U ⊆ X. Logo, X ∈ τ . Portanto, τ é uma
topologia para X.

Provemos que cada U ∈ Ux é uma vizinhança de x. Seja V = {y ∈ U : U ∈ Uy}. Segue
de a.), da proposição anterior que x ∈ U , e como U ∈ Ux, vemos que x ∈ V . A seguir,
veremos que V ∈ τ . Dado y ∈ V , temos que U ∈ Uy. Por c.), da proposição anterior,
existe W ∈ Uy tal que U ∈ Uz, para todo z ∈ W . Segue então de a.) que W ⊂ U .
Como U ∈ Uz para todo z ∈ W e W ⊆ U , temos W ⊆ V . Dáı, existe W ∈ Uy tal que
y ∈ W ⊆ V . Assim, V∈ τ . Logo, U é um vizinhança de x.

Definição 1.2.3. Seja X um espaço topológico. Uma base de vizinhanças de um
elemento x de X é uma subcoleção Bx de Ux tal que cada U ∈ Ux contém algum V ∈ Bx.
Neste caso, Ux está determinado por Bx da seguinte forma:

Ux = {U ⊆ X : V ⊆ U para algum V ∈ Bx} .

Os elementos de Bx são chamados de vizinhanças básicas de x.

Teorema 1.2.1. Seja X um espaço topológico e, para cada x ∈ X, seja Bx uma base de
vizinhanças em x. Então:

a. Se V ∈ Bx, então x ∈ V .

b. Se V1, V2 ∈ Bx, então existe V3 ∈ Bx tal que V3 ⊆ V1 ∩ V2.

c. Se V ∈ Bx, então existe V0 ∈ Bx tal que se y ∈ V0, então existe W ∈ By com W ⊆ V .

d. A ⊆ X é aberto se, e somente se, A contém uma vizinhança básica de cada um de
seus pontos.

Demonstração.: a.) Se V ∈ Bx, então V ∈ Ux. Logo, x ∈ V .
b.) Se V1, V2 ∈ Bx ⊆ Ux, então V1∩V2 ∈ Ux e, assim, existe V3 ∈ Bx tal que V3 ⊆ V1∩V2.
c.) Se V ∈ Bx ⊆ Ux, então V ∈ Ux. Assim, pela Proposição 1.2.3., item c.), existe U ∈ Ux

tal que V ∈ Uz para cada z ∈ U . Já que U ∈ Ux, existe V0 ∈ Bx tal que V0 ⊆ U . Agora,
seja y ∈ V0. Como V0 ⊆ U , temos que y ∈ U . Dáı, V ∈ Uy. Logo, existe W ∈ By com
W ⊆ V .
d.)(⇒) Se A ⊆ X é aberto, então A contém uma vizinhança de cada um de seus pontos.
Assim, para cada x ∈ A existe U ∈ Ux tal que x ∈ U ⊆ A. Dáı, existe V ∈ Bx tal que
x ∈ V ⊆ U ⊆ A. Logo, A contém a vizinhança básica de cada um de seus elementos.
(⇐) Da hipótese, dado x ∈ A, existe V ∈ Bx tal que x ∈ V ⊆ A. Logo, V é vizinhança
de x. Assim, A contém uma vizinhança para cada um de seus pontos. Logo, pelo item
e.) da Proposição 1.2.3, A ⊆ X é aberto.
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1.2.2 Bases

Definição 1.2.4. Uma base do espaço topológico (X, τ) é uma subcoleção B de τ tal que
todo conjunto aberto pode ser escrito como união de elementos de B.

Proposição 1.2.5. Uma coleção B de subconjuntos do espaço topológico X é uma base
para X se, e somente se, para todo aberto A ⊆ X e para todo x ∈ A existe B ∈ B tal que
x ∈ B ⊆ A.

Demonstração.:(⇒) Seja A ⊆ X um conjunto aberto. Como B é base para X, então

existe C ⊆ B tal que A =
⋃

B∈C

B. Tome x ∈ A. Então existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ A.

(⇐) Seja B uma coleção de subconjuntos do espaço topológico X tal que para todo con-

junto A ⊆ X aberto e x ∈ A, existe Bx ∈ B tal que Bx ⊆ A. Logo, A =
⋃

x∈A

Bx. Como

isso vale para todo aberto A ⊆ X, então B é base para X.

Teorema 1.2.2. Uma coleção B de abertos do espaço topológico X é uma base para X
se, e somente se, {B ∈ B : x ∈ B} é uma base de vizinhanças de cada x ∈ X.

Demonstração.:(⇒) Considere o sistema de vizinhanças Ux. Tome U ∈ Ux, isto
implica que existe um aberto V tal que x ∈ V ⊆ U . Observe que V é aberto, então existe

C ⊆ B tal que V =
⋃

B∈C

B. Tome x ∈ V . Assim, existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ V ⊆ U .

Logo, {B ∈ B : x ∈ B} é uma base de vizinhanças de cada x ∈ X.
(⇐) Considere A ⊆ X aberto. Tome x ∈ A. É claro que A é vizinhança de X. Então,
existe B0 ∈ {B ∈ B : x ∈ B} tal que x ∈ B0 ⊆ A, ou seja, existe B0 ∈ B tal que
x ∈ B0 ⊆ A. Logo, B é base para X pela Proposição 1.2.5.

1.2.3 Subespaços

Definição 1.2.5. Sejam (X, τ) um espaço topológico e A ⊆ X. A coleção τA dada por
{B ∩ A : B ∈ τ} é uma topologia em A, chamada topologia relativa ou topologia em

A induzida por τ . Com esta topologia, dizemos que A é um subespaço de X.

De fato, τA é uma topologia em A.

i. Vejamos que qualquer união de elementos de τA é um elemento de τA. Tome
⋃

i∈I

(Bi ∩ A)

tal que cada Bi ∩ A ∈ τA. Então,

⋃

i∈I

(Bi ∩ A) =
⋃

i∈I

Bi ∩ A ∈ τA,

pois
⋃

i∈I

Bi ∈ τ .

ii. Provemos que qualquer intersecção finita de elementos de τA é um elemento de τA.

Considere
n⋂

i=1

(Bi ∩ A) tal que Bi ∩ A ∈ τ , para i = 1, ..., n. Então,
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n⋂

i=1

(Bi ∩ A) =
n⋂

i=1

Bi ∩ A ∈ τA,

pois
n⋂

i=1

Bi ∈ τ .

iii. Mostremos que ∅ e A pertencem a τA. Temos que ∅ = ∅ ∩A e A = A∩X. Como ∅ e
X são elementos de τ , então ∅ ∈ τA e A ∈ τA.

Teorema 1.2.3. Seja A um subespaço do espaço topológico X. Então:

a. F ⊆ A é fechado em A se, e somente se, F = K ∩ A para algum K fechado em X.

b. Se C ⊆ A, então o fecho de C em A coincide com A ∩ C.

c. Se x ∈ A, então V ⊆ X é uma vizinhança de x em A se, e somente se, V = U ∩ A
para alguma vizinhança U de x em X.

d. Se x ∈ A e Bx é uma base de vizinhança para x em X, então {B ∩ A : B ∈ Bx} é uma
base de vizinhança para x em A.

e. Se B é uma base de X, então {B ∩ A : B ∈ B} é base de A.

Demonstração.: a.) F ⊆ A fechado em A⇔ A−F é aberto em A⇔ A−F = B∩A
para algum B aberto em X ⇔ F = K ∩ A para algum K fechado em X.
b.) Veja que

C
A

=
⋂
{F ⊆ A : F fechado e C ⊆ F}

=
⋂
{K ∩ A ⊆ A : K ⊆ X fechado e C ⊆ K} = A ∩ C.

c.) (⇐) Seja U uma vizinhança de x em X. Logo, existe um aberto em W em X tal que
x ∈ W ⊆ U . Como x ∈ A, então x ∈ W ∩ A ⊆ U ∩ A. Como W ∈ τ , então W ∩ A ∈ τA.
Segue que U ∩ A = V é uma vizinhança de x em A.
(⇒) Seja V uma vizinhança de x em A. Logo, existe um aberto W de A tal que x ∈
W ⊆ V . Assim, W = A ∩ W1, W1 aberto em X. Seja U = W1 ∪ (V − W ). Logo,
U ∩ A = W ∪ (V −W ) = V . Como x ∈ W1 ⊆ U , segue que U é vizinhança de x em X.
d.) Sejam, x ∈ A e Bx uma base de vizinhança para x em X. Dado V uma vizinhança
de x em A, existe U vizinhança de x em X tal que V = U ∩ A. Como U é vizinhança
de x em X, existe B ∈ Bx tal que x ∈ B ⊆ U . Dáı, x ∈ B ∩ A ⊆ U ∩ A = V . Logo,
{B ∩ A : B ∈ Bx} é uma base de vizinhança para x em A.
e.) Tome W aberto em A. Segue que W ∈ τA, ou seja, W = U ∩ A com U ∈ τ . Como
U ∈ τ , então

U =
⋃

B∈C⊆B

B.

Segue que,

W = U ∩ A =

(
⋃

B∈C⊆B

B

)
∩ A =

⋃

B∈C⊆B

(B ∩ A) .

Logo, comoW é um aberto qualquer em A, podemos afirmar que, {B ∩ A : B ∈ B} é base
para A.
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1.2.4 Funções Cont́ınuas

Definição 1.2.6. Uma função f : X → Y entre espaços topológicos é cont́ınua se
f−1(A) := {x ∈ X : f(x) ∈ A} é aberto em X para todo aberto A em Y.

Proposição 1.2.6. As seguintes afirmações são equivalentes para uma função f : X → Y

entre espaços topológicos:

a. f é cont́ınua.

b. f−1(F ) é fechado em X para todo fechado F em Y.

c. Para todo x ∈ X e toda vizinhança U de f(x) em Y existe uma vizinhança V de x em
X tal que f(V ) ⊆ U .

d. f(A) ⊆ f(A) para todo A ⊆ X.

Se X e Y são espaços métricos, então estas afirmações também são equivalentes a:

e. f(xn)→ f(x) para toda sequência (xn)
∞
n=1 em X tal que xn → x ∈ X.

Demonstração.: a.)⇒b.) Por hipótese, f é cont́ınua. Então, f−1(A) ⊆ X é aberto
para A ⊆ Y aberto. Tome F fechado em Y . Dáı, F c é aberto e

f−1(F ) = {x ∈ X : f(x) ∈ F} = {x ∈ X : f(x) 6∈ F c} = (f−1(F c))c.

Logo, f−1(F ) é fechado em X.
b.)⇒a.) Por hipótese, f−1(F ) é fechado em X para todo fechado F em Y . Tome A
aberto em Y . Dáı, f−1(A) = (f−1(Ac))c e (f−1(Ac))c é aberto. Logo, para um aberto
qualquer A em Y , f−1(A) é aberto em X. Portanto, f é cont́ınua.
a.)⇒c.) Por hipótese, f é cont́ınua. Logo, para todo aberto A em Y , f−1(A) é aberto
em X. Tome x ∈ X arbitrário. Logo, f(x) ∈ Y . Seja U uma vizinhança qualquer de
f(x) em Y . Então existe um aberto W ⊆ Y tal que f(x) ∈ W ⊆ U . Como W ⊆ Y

é aberto, f−1(W ) é aberto em X. Logo, V = f−1(W ) é uma vizinhança de x em X e
f(V ) = f(f−1(W )) ⊆ U .
c.)⇒a.) Tome A aberto em Y . Mostremos que f−1(A) é aberto. Sabemos que f−1(A) =
{x ∈ X : f(x) ∈ A}. Tome f(x) ∈ A. Observe que A é vizinhança de f(x). Logo, da
hipótese, existe uma vizinhança V de x ∈ f−1(A) em X tal que f(V ) ⊆ A. Segue dáı que
x ∈ V ⊆ f−1(A). Assim, mostramos que f−1(A) contém uma vizinhança de cada um de
seus pontos. Então, pelo item e.) da Proposição 1.2.3, f−1(A) é aberto. Portanto, f é
cont́ınua.
b.)⇒d.) Por hipótese, f−1(F ) é fechado em X para todo F fechado em Y. Queremos
mostrar que f(A) ⊆ f(A), para todo A ⊆ X. Tome A ⊆ X. É claro que f(A) ⊆ f(A)
e f(A) é fechado em Y . Logo, f−1(f(A)) é fechado em X. Segue disto tudo que, A ⊆
f−1(f(A)) ⊆ f−1(f(A)). Então, A ⊆ f−1(f(A)), ou seja, f(A) ⊆ f(A).
d.)⇒b.) Queremos mostrar que f−1(F ) é fechado para todo F ⊆ Y fechado. Seja F ⊆ Y

fechado. Então

f(f−1(F )) ⊆ f(f−1(F )) ⊆ F = F.

Dáı, f−1(F ) ⊆ f−1(F ). Logo, f−1(F ) é fechado.
a.)⇒e.) Nossa hipótese é que f é cont́ınua. Considere uma sequência (xn)

∞
n=1 em X tal

que xn → x ∈ X. Como f é cont́ınua, f−1(B(f(x); ε)) é aberto para todo ε > 0. Observe
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que x ∈ f−1(B(f(x); ε)). Então, existe δ > 0 tal que B(x; δ) ⊆ f−1(B(f(x); ε)). Como
xn → x, então existe N ∈ N tal que n ≥ N ⇒ xn ∈ B(x; δ). Dáı,

f(xn) ∈ f(B(x; δ)) ⊆ f(f−1(B(f(x); ε))) ⊆ B(f(x); ε).

Logo, f(xn)→ f(x).
e.)⇒d.) Queremos mostrar que f(A) ⊆ f(A) para todo A ⊆ X. Seja y ∈ f(A). Então,
existe x ∈ A tal que y = f(x). Como x ∈ A, existe (xn) ⊆ A tal que xn → x. Dáı,
f(xn)→ f(x) e f(xn) ⊆ f(A). Logo, y = f(x) ∈ f(A).

Proposição 1.2.7. a. Se f : X → Y e g : Y → Z são funções cont́ınuas entre espaços
topológicos, então a função composta g ◦ f : X → Z é cont́ınua.

b. Se A é um subespaço do espaço topológico X e a função f : X → Y é cont́ınua, então
a restrição de f a A, f |A : A→ Y , é cont́ınua.

Demonstração.: a.) Tome A ⊆ Z aberto. Como g é cont́ınua, então g−1(A) é aberto
em Y . Sabendo que g−1(A) é aberto em Y e f : X → Y é cont́ınua, então f−1(g−1(A))
é aberto em X. Observe que (f−1 ◦ g−1)(A) = (g ◦ f)−1(A). Logo, (g ◦ f)−1(A) é aberto
em X para todo A ⊆ Z aberto. Portanto, g ◦ f é cont́ınua.
b.) Considere a função i : A → X dada por i(x) = x. Mostremos que, i é cont́ınua.
Tome B aberto em X. Dáı,

i−1(B) = {x ∈ A : i(x) ∈ B} = {x ∈ A : x ∈ B} = A ∩ B.

Logo, i−1(B) é aberto em A. Observe que f |A : A→ Y é f ◦ i. Como f e i são cont́ınuas,
então f ◦ i é cont́ınua, ou seja, f |A é cont́ınua.

1.3 Axiomas de Separabilidade e Compacidade

Definição 1.3.1. Dizemos que um espaço topológico K é de Hausdorff se dados x, y ∈
K, x 6= y, existem abertos disjuntos U e V tais que x ∈ U e y ∈ V .

Definição 1.3.2. Um espaço topológico é dito normal se dados dois fechados A e B
disjuntos, existem abertos U e V disjuntos tais que A ⊆ U e B ⊆ V .

Definição 1.3.3. Um subconjunto K do espaço topológico X é compacto se para toda

coleção (Ai)i∈I de abertos em X tal que K ⊆
⋃

i∈I

Ai, existem n ∈ N e i1, ..., in ∈ I tais que

K ⊆ (Ai1 ∪ ... ∪ Ain). Ou seja, se toda cobertura aberta admite subcobertura finita.

Proposição 1.3.1. Sejam X um espaço topológico compacto e K ⊆ X fechado. Então
K é compacto.

Demonstração.: Considere uma coleção (Ai)i∈I de abertos em X tal que K ⊆
⋃

i∈I

Ai.

Considere também A = X − K. Como K é fechado, temos que A é aberto. Agora,

observe que X ⊆ A ∪
⋃

i∈I

Ai. Já que X é compacto, existem i1, ..., in ∈ I tais que

X ⊆ A ∪ Ai1 ∪ ... ∪ Ain . Dáı, K ⊆ A ∪ Ai1 ∪ ... ∪ Ain . Logo, K é compacto.

Mostraremos a seguir que todo espaço de Hausdorff compacto é normal.
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Proposição 1.3.2. Se K é Hausdorff compacto, então K é normal.

Demonstração.:1) Sejam x ∈ K e A ⊆ K fechado com x 6∈ A. Como K é compacto
temos A compacto. Como K é Hausdorff, dado a ∈ A, existem Ua e Va abertos disjuntos
tais que x ∈ Ua e a ∈ Va. Observe que {Va : a ∈ A} é cobertura aberta de A. Já que A é
compacto, existem a1, ..., an tais que

A ⊆
n⋃

j=1

Vaj .

Sejam

U =
n⋂

j=1

Uaj e V =
n⋃

j=1

Vaj .

Então, U e V são abertos disjuntos, x ∈ U e A ⊆ V .
2) Sejam A,B ⊆ K fechados disjuntos. Seja b ∈ B. Por (1), existem Ub e Vb abertos
disjuntos tais que b ∈ Ub e A ⊆ Vb. Observe que {Ub : b ∈ B} é cobertura aberta de B.
Agora, B é fechado e, portanto, compacto. Então existem b1, ..., bk tais que

B ⊆
k⋃

j=1

Ubj .

Seja,

V =
k⋂

j=1

Vbj e U =
k⋃

j=1

Ubj .

Então U e V são abertos disjuntos, A ⊆ V e B ⊆ U .

Proposição 1.3.3. (Lema de Urysohn): Um espaço topológico K é normal se, e somente
se, dados A e B fechados disjuntos em K, existe f : K → [0, 1] cont́ınua tal que f(A) ⊆ {0}
e f(B) ⊆ {1}.

Demonstração.: Veja [[8], Theorem 33.1].

1.4 Medida e Integração

1.4.1 Espaços Mensuráveis e a Reta Estendida

Definição 1.4.1. Uma σ-álgebra no conjunto X é uma famı́lia Σ de subconjuntos de X
que satisfaz as seguintes propriedades:

a. ∅, X ∈ Σ.

b. Se A ∈ Σ, então Ac := X − A ∈ Σ.

c. Se An ∈ Σ para todo n ∈ N, então
⋃

n∈N

An ∈ Σ.
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Neste caso, o par (X,Σ) é chamado de espaço mensurável. Cada elemento da
σ-álgebra é chamado de conjunto mensurável.

Dada uma coleção F de subconjuntos de X, a intersecção de todas as σ-álgebra que
contém F é ainda uma σ-álgebra, chamada de σ-álgebra gerada por F e denotada por
Σ(F). Note que Σ(F) é a menor σ-álgebra em X que contém F .

Quando (X, τ) é um espaço topológico, a σ-álgebra Σ(τ) é chamada de σ-álgebra de
Borel de X e denotado por B = B(X). Os elementos de B são chamados de conjuntos
de Borel ou bolerianos.

Definição 1.4.2. A reta estendida é o conjunto

R = R ∪ {∞} ∪ {−∞}

também denotado por [−∞,∞], onde ∞ e −∞ são śımbolos que têm as propriedades que
intuitivamente deles esperamos, isto é:

−∞ < x <∞, para todo x ∈ R.

Operamos aritmeticamente com os śımbolos ∞ e −∞ da seguinte forma: para a ∈ R,

• a+∞ =∞+ a =∞, a−∞ = −∞+ a = −∞,∞+∞ =∞ e −∞+ (−∞) = −∞.

• a · ∞ =∞ · a =

{
∞, a > 0
−∞, a < 0

e a · (−∞) = (−∞) · a =

{
−∞, a > 0
∞, a < 0

.

• ∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) =∞ e ∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞.

• 0 · ∞ = 0 · (−∞) =∞ · 0 = (−∞) · 0 = 0.

Observe que, por não haver opção coerente, as adições∞+(−∞) e (−∞)+∞ não estão
definidas. As seguintes notações são usuais:

[−∞, a) = {x ∈ R : x < a} ∪ {−∞} e (a,∞] = {x ∈ R : x > a} ∪ {∞}

Definição 1.4.3. A topologia usual de R induz uma topologia em R considerando como
abertos os subconjuntos A ⊆ R da forma:

a. A ⊆ R é aberto em R, ou

b. A = [−∞, a) para algum a ∈ R, ou

c. A = (a,∞] para algum a ∈ R, ou

d. A é a união de conjuntos como os de (a),(b) ou (c).

Consideraremos R como espaço mensurável com a σ-álgebra de Borel B(R) relativa a esta
topologia.
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1.4.2 Funções Mensuráveis

Definição 1.4.4. Seja (X,Σ) um espaço mensurável. Uma função f : (X,Σ) → R é
mensurável se f−1(A) ∈ Σ para todo boleriano A ∈ B(R). O conjunto formado por tais
funções será denotado por M(X,Σ). Consideraremos ainda o subconjunto

M+(X,Σ) := {f ∈M(X,Σ) : 0 ≤ f(x), ∀x ∈ X} .

Proposição 1.4.1. Uma função f : (X,Σ) → R é mensurável se, e somente se, os
conjuntos {x ∈ X : f(x) = −∞} e {x ∈ X : f(x) =∞} pertencem a Σ e é mensurável a
função

f0 : (X,Σ)→ R, f0(x) =

{
f(x), se f(x) ∈ R

0, se f(x) = −∞ ou f(x) =∞
.

Demonstração.: [[14],Lemma 2.8].

Proposição 1.4.2. Se f, g : (X,Σ) → R são funções mensuráveis e λ ∈ R, então
também são mensuráveis as seguintes funções (desde que bem definidas): λf , f + g, f.g,
|f |, max{f, g} e min{f, g}.

Demonstração.: Segue de [[14], Lemma 2.6] e da proposição anterior.

Proposição 1.4.3. Dada uma sequência (fn)
∞
n=1 em M(X,Σ), as seguintes funções defi-

nidas em (X,Σ) são mensuráveis:

f(x) = inf
n∈N

fn(x), F (x) = sup
n∈N

fn(x), f
∗(x) = lim

n
inf fn(x) e F

∗(x) = lim
n

sup fn(x).

Em particular, se
lim
n→∞

fn(x) = f(x); ∀x ∈ X,

então f ∈M(X,Σ).

Demonstração.: [[14], Lemma 2.9 e Corollary 2.10].

Exemplo 1.4.1. Dados um espaço mensurável (X,Σ) e A ⊆ X, a função carac-

teŕıstica de A é definida por

χA : X → R; χA(x) =

{
1, se x ∈ A
0, se x 6∈ A

.

É claro que χA é mensurável se, e somente se, A ∈ Σ. Uma combinação linear de funções
caracteŕısticas mensuráveis é chamada de função simples mensurável. Assim, uma
função simples mensurável assume apenas um número finito de valores. Toda função
simples mensurável φ admite uma única representação da forma

φ =
n∑

i=1

aiχAi
,

onde n ∈ N, a1, a2, ..., an são números reais não nulos e distintos, e A1, ..., An são conjuntos
mensuráveis não vazios e disjuntos dois a dois. Esta é a representação canônica da
função simples mensurável φ.
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1.4.3 Medidas

Definição 1.4.5. Uma medida no espaço mensurável (X,Σ) é uma função µ : Σ →
[0,+∞] que satisfaz as seguintes condições:

a. µ(∅) = 0.

b. Se (An)
∞
n=1 é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois de Σ, então

µ

(
∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑

n=1

µ(An).

A medida µ é dita finita se µ(X) < ∞, e é dita σ-finita se existir uma sequência de
conjuntos (An)

∞
n=1 em Σ tais que

X =
∞⋃

n=1

An e µ(An) <∞, ∀n.

O terno (X,Σ, µ) é chamado de espaço de medida.

Proposição 1.4.4. Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida. Então:

a. Se A,B ∈ Σ e A ⊆ B, então µ(A) ≤ µ(B).

b. Se A,B ∈ Σ, A ⊆ B e µ(A) <∞, então µ(B − A) = µ(B)− µ(A).

c. Se An ∈ Σ para todo n ∈ N e A1 ⊆ A2 ⊆ ..., então

µ

(
∞⋃

n=1

An

)
= lim

n
µ(An).

d. Se An ∈ Σ para todo n ∈ N, A1 ⊇ A2 ⊇ ... e µ(A1) <∞, então

µ

(
∞⋂

n=1

An

)
= lim

n
µ(An).

e. Se An ∈ Σ para todo n ∈ N, então

µ

(
∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑

n=1

µ(An).

Demonstração.: a.) Observe que A,B ∈ Σ, então µ(A) ≥ 0 e µ(B) ≥ 0. Além disso,
B = A∪ (B−A) e A∩ (B−A) = ∅. Segue que, µ(A∪ (B−A)) = µ(A)+µ(B−A). Logo,
µ(B) = µ(A) + µ(B −A). Como µ(B −A) ≥ 0, então µ(B) = µ(A) + µ(B −A) ≥ µ(A).
Portanto, µ(B) ≥ µ(A).
b.) Da demonstração do item anterior, sabemos que µ(B) = µ(A) + µ(B − A). Como,
por hipótese, µ(A) <∞, então µ(B − A) = µ(B)− µ(A).
c.) Defina o conjunto En = An −An−1 para n > 1 e tome E1 = A1. Observe que En ∈ Σ
e que os En’s são disjuntos dois a dois. Segue que

µ

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞∑

n=1

µ(En).
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Entretanto,

An =
n⋃

m=1

Em.

Dáı,
∞⋃

n=1

An =
∞⋃

n=1

(
n⋃

m=1

Em

)
=

∞⋃

n=1

En.

Isto implica que

µ

(
∞⋃

n=1

An

)
= µ

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞∑

n=1

µ(En) = lim
m→∞

m∑

n=1

µ(En)

= lim
m→∞

(µ(E1) + µ(E2) + ...+ µ(Em))

= lim
m→∞

µ

(
m⋃

n=1

En

)

= lim
m→∞

µ(Am).

Portanto,

µ

(
∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

d.) Seja Fn = A1 − An com n ∈ N. É fácil ver que, F1 ⊆ F2 ⊆ .... Dáı, pelos itens
anteriores,

µ

(
∞⋃

n=1

Fn

)
= limµ(Fn) = limµ(A1)− limµ(An).

Observe que

µ

(
∞⋃

n=1

Fn

)
= µ

(
∞⋃

n=1

(A1 − An)

)
= µ

(
A1 −

∞⋂

n=1

An

)
= µ(A1)− µ

(
∞⋂

n=1

An

)
.

Dáı,

µ(A1)− µ

(
∞⋂

n=1

An

)
= limµ(A1)− limµ(An)⇒ µ

(
∞⋂

n=1

An

)
= limµ(An).

e.) Considere En = (An − (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An−1)). Suponha n > k, então

En = (An − (A1 ∪ ... ∪ Ak ∪ ... ∪ An−1)) ⊆ An

Ek = (Ak − (A1 ∪ ... ∪ Ak−1)) ⊆ Ak ⊆ A1 ∪ ... ∪ Ak ∪ ... ∪ An−1.

Dáı, Ek ∩ En = ∅. Segue então que,

µ

(
⋃

n∈N

An

)
= µ

(
⋃

n∈N

En

)
=

∞∑

n=1

µ(En) ≤
∞∑

n=1

µ(An).

Teorema 1.4.1. As seguintes afirmações são equivalentes para uma sequência (fn)
∞
n=1 de

funções mensuráveis no espaço de medida (X,Σ, µ):
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a. (fn)
∞
n=1 converge em medida, isto é, existe uma função mensurável f ∈ M(X,Σ) tal

que
lim
n
µ({x ∈ X : |fn(x)− f | ≥ ε}) = 0; ∀ε > 0.

b. (fn)
∞
n=1 é de Cauchy em medida, isto é,

lim
m,n

µ({x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| ≥ ε}) = 0; ∀ε > 0.

Demonstração.: [[13], Proposição 3.20 e Corolário 3.6].

Definição 1.4.6. Sejam (X,Σ, µ) um espaço de medida, f, g, fn : X → R, n ∈ N.
Diz-se que:

a. f é igual g µ-quase sempre se existe A ∈ Σ tal que µ(A) = 0 e f(x)=g(x) para todo
x ∈ Ac. Neste caso escreve-se f = g µ-quase sempre ou f = g µ-q.s.

b. (fn)
∞
n=1 converge para f µ-quase sempre se existe A ∈ Σ tal que µ(A) = 0 e fn(x)→

f(x) para todo x ∈ Ac. Neste caso escreve-se fn → f µ-quase sempre ou fn → f µ-
q.s. ou f = lim

n
fn µ-q.s.

Proposição 1.4.5. Se a sequência (fn)
∞
n=1 de funções mensuráveis no espaço de medida

(X,Σ, µ) converge em medida para a função mensurável f ∈ M(X,Σ), então existe uma
subsequência (fnj

)∞j=1 que converge µ-q.s. para f.

Demonstração.: [[13], Corolário 3.5].

1.4.4 Integração

Definição 1.4.7. Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida.

a. A integral da função simples φ ∈M+(X,Σ), cuja representação canônica é

φ =
m∑

n=1

ajχAj
,

em relação à medida µ é definida por

∫

X

φ dµ =
m∑

j=1

ajµ(Aj).

b. A integral da função f ∈M+(X,Σ) em relação à medida µ é definida por

∫

X

f dµ = sup

{∫

X

φ dµ : φ ∈M+(X,Σ) é simples e 0 ≤ φ ≤ f

}
.

c. Para f ∈M+(X,Σ) e A ∈ Σ, define-se

∫

A

f dµ =

∫

X

fχAdµ .

Proposição 1.4.6. Sejam f, g ∈M+(X,Σ) e A,B ∈ Σ.
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a. Se f ≤ g, então ∫

X

f dµ ≤

∫

X

g dµ.

b. Se A ⊆ B, então ∫

A

f dµ ≤

∫

B

f dµ.

c.

∫

X

f dµ = 0 se, e somente se, f = 0 µ-q.s.

Demonstração.: [[14], Lemma 4.5].

Teorema 1.4.2. (Teorema da Convergência Monótona) Seja (fn)
∞
n=1 uma sequência em

M+(X,Σ) tal que 0 ≤ f1(x) ≤ f2(x) ≤ · · · , para todo x ∈ X.

a. Se fn(x)→ f(x) para todo x ∈ X, então f ∈M+(X,Σ) e
∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ.

b. Se fn(x)→ f(x) µ-q.s. e f ∈M+(X,Σ), então
∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ.

Demonstração.:[[14], Monotone Convergence Theorem 4.6].

Teorema 1.4.3. (Lema de Fatou) Se (fn)
∞
n=1 é uma sequência em M+(X,Σ), então

∫

X

lim
n→∞

inf fn dµ ≤ lim
n→∞

inf

∫

X

fn dµ.

Demonstração.: [[14], Fatou’s Lemma 4.8].

Teorema 1.4.4. (Teorema de Radon-Nikodým) Sejam (X,Σ, µ) e (X,Σ, λ) medidas σ-
finitas tais que λ(A) = 0 sempre que A ∈ Σ e µ(A) = 0. Então existe f ∈ M+(X,Σ) tal
que

λ(A) =

∫

A

f dµ; ∀A ∈ Σ.

Demonstração.: [[14], Radon-Nikodým Theorem 8.9].

Definição 1.4.8. a. Dada uma função f : X → R, as funções f+, f− : X → [0,∞) são
definidas por

f+(x) = max{f(x), 0} e f−(x) = −min{f(x), 0}.

É fácil ver que f é mensurável se, e somente se, f+ e f− são mensuráveis.

b. Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida. Uma função f ∈ M(X,Σ) é dita Lebesgue-

integrável (ou integrável) se
∫

X

f+ dµ <∞ e

∫

X

f− dµ <∞.

Neste caso, definimos
∫

X

f dµ =

∫

X

f+ dµ−

∫

X

f− dµ.
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Proposição 1.4.7. a. Uma função mensurável f : X → R é integrável se, e somente se,
|f | é integrável. Neste caso, tem-se

∣∣∣∣
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | dµ.

b. Sejam f, g : X → R integráveis e a ∈ R. Então af e f + g são integráveis e

∫

X

af dµ = a.

∫

X

f dµ e

∫

X

(f + g)dµ =

∫

X

f dµ+

∫

X

g dµ.

Demonstração.: [[14], Theorem 5.3 e Theorem 5.5].

Definição 1.4.9. Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida. Uma função f : X → C é
Lebesgue-integrável (ou integrável) se as funções f1, f2 : X → R definidas por
f1(x) = Re(f(x)) e f2(x) = Im(f(x)) são integráveis. Neste caso definimos

∫

X

f dµ =

∫

X

f1dµ+ i ·

∫

X

f2 dµ.

O conjunto de todas as funções integráveis f : X → K é denotado por LK(X,Σ, µ).

Teorema 1.4.5. (Teorema da Convergência Dominada) Seja (fn)
∞
n=1 uma sequência de

funções em LK(X,Σ, µ) que converge µ-q.s. para uma função f : X → K. Se existe
g ∈ LK(X,Σ, µ) tal que |fn| ≤ |g|, para todo n, então f ∈ LK(X,Σ, µ) e

∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ.

Demonstração.:[[14], Lebesgue Dominated Convergence Theorem 5.6].
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Caṕıtulo 2

Espaços Vetoriais Normados

Denotaremos por K os corpos R ou C.

Definição 2.0.1. Seja E um espaço vetorial sobre K. Uma função ‖ · ‖ : E → R é uma
norma se satisfaz as seguintes propriedades:

N1) ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖ = 0 se, e somente se, x = 0.

N2) ‖ax‖ = |a|‖x‖ para todo x ∈ E e para todo a ∈ K.

N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para todo x, y ∈ E.

Um espaço vetorial munido de uma norma é chamado espaço vetorial normado ou
espaço normado. Um espaço normado é um espaço métrico com a métrica dada por

d(x, y) = ‖x− y‖.

Neste caso dizemos que a métrica d é induzida pela norma ‖.‖. Um espaço vetorial
normado E é chamado de espaço de Banach quando for um espaço métrico completo
com a métrica induzida pela norma.

Proposição 2.0.1. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E. Então
F é um espaço de Banach com a norma induzida de E se, e somente se, F é fechado em
E.

Demonstração.:(⇒) Suponha F Banach e tome (xn)
∞
n=1 uma sequência em F tal

que xn → x ∈ E. Então (xn)
∞
n=1 é de Cauchy em F , e, portanto convergente, pois F é

completo por hipótese. Existe então y ∈ F tal que xn → y. Da unicidade do limite temos
x = y ∈ F , provando que F é fechado em E.
(⇐) Suponha F fechado em E e seja (xn)

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em F . Logo,

(xn)
∞
n=1 é de Cauchy em E, e portanto existe x ∈ E tal que xn → x. Como F é fechado

resulta que x ∈ F , o que prova que F é completo.

Exemplo 2.0.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma função f : X → K é limitada

se sua imagem for um subconjunto limitado de K, ou seja, se existe M ≥ 0 tal que
|f(x)| ≤M para todo x ∈ X. O conjunto B(X) de todas as funções limitadas f : X → K,
que é um espaço vetorial com as operações usuais de funções, torna-se um espaço de
Banach com a norma

‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)|.

Verifiquemos que ‖f‖∞ é uma norma.
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N1) Verifiquemos que ‖f‖∞ ≥ 0 e ‖f‖∞ = 0 se, e somente se, f(x) = 0 para todo x ∈ X.
De fato,

‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)| ≥ 0 e ‖f‖∞ = 0⇔ sup

x∈X
|f(x)| = 0⇔ f(x) = 0, ∀ x ∈ X.

N2) Verifiquemos que ‖af(x)‖∞ = |a|‖f(x)‖∞, onde a ∈ K. De fato,

‖af(x)‖∞ = sup
x∈X
|a.f(x)| = sup

x∈X
|a|.|f(x)| = |a|. sup

x∈X
|f(x)| = |a|.‖f‖∞.

N3) Verifiquemos que ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞. De fato,

‖f + g‖∞ = sup
x∈X
|f(x) + g(x)| ≤ sup

x∈X
(|f(x)|+ |g(x)|)

≤ sup
x∈X
|f(x)|+ sup

x∈X
|g(x)|

= ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

Logo, como todas as condições foram satisfeitas, temos que ‖.‖∞ é uma norma em B(X).
Agora, verifiquemos a completude. Tomemos um sequência (fn)

∞
n=1 de Cauchy em

B(X). Da definição, temos que para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todos m,n ≥ n0

tem-se ‖fm − fn‖∞ < ε. Assim,

m,n ≥ n0 ⇒ sup
x∈X
|fm(x)− fn(x)| < ε⇒ |fm(x)− fn(x)| < ε, ∀x ∈ X.

Dáı, conclúımos que (fn(x))
∞
n=1 será de Cauchy em K para todo x ∈ X. Como K é

completo, (fn(x))
∞
n=1 é convergente. Defina f : X → K da seguinte forma:

f(x) = lim
n
fn(x).

Logo, o que nos falta mostrar é que f ∈ B(X).
Como (fn) é de Cauchy, existe M tal que ‖fn‖∞ ≤M para todo n. Dáı, |fn(x)| ≤M ,

para todo n ∈ N e para todo x ∈ X. Assim, |f(x)| ≤ M para todo x ∈ X. Logo,
f ∈ B(X). Portanto, B(X) é completo.

Exemplo 2.0.2. O conjunto C[a, b] de todas as funções cont́ınuas de [a, b] em K é um
subespaço vetorial do espaço de Banach B[a, b], e portanto é um espaço normado com a
norma

‖f‖∞ = sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]} = max{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.

Mais ainda, C[a, b] é um espaço de Banach. Mostremos que C[a, b] é um subespaço fechado
de B[a, b]. Tomemos uma sequência (fn)

∞
n=1 ⊆ C[a, b] tal que fn → f ∈ B[a, b]. Mostremos

que f é cont́ınua. Da definição, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 ⇒ ‖fn − f‖ < ε⇒ sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| < ε⇒ |fn(x)− f(x)| < ε, ∀x.

A partir disso, temos que (fn) converge uniformemente para f. Como (fn) é cont́ınua e
(fn) converge uniformemente para f, segue de [[3], Proposição 14, pg.132] que f é cont́ınua.
Portanto, C[a, b] é fechado. Assim, pela Proposição 2.0.1, C[a, b] é Banach.
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Exemplo 2.0.3. Por c0 denotamos o conjunto de todas as sequências de escalares que
convergem para zero, ou seja, fixado K = R ou C,

c0 = {(ak)
∞
k=1 : ak ∈ K para todo k ∈ N e ak → 0}.

É claro que c0 é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências (operações
coordenada a coordenada). É fácil comprovar que a expressão

‖(ak)
∞
k=1‖∞ = sup{|ak| : k ∈ N}

torna c0 um espaço normado. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência de Cauchy em c0. Digamos

que xn = (akn)
∞
k=1 para cada n ∈ N. Para cada j ∈ N, a desigualdade

|ajn − a
j
m| ≤ sup{|akn − a

k
m| : k ∈ N} = ‖xn − xm‖∞

deixa claro que a sequência de escalares (ajn)
∞
n=1 é de Cauchy em K, logo convergente.

Digamos ajn → aj quando n → ∞ para cada j ∈ N. Chamando x = (aj)
∞
j=1 não é dif́ıcil

checar que x ∈ c0 e que xn → x em c0. Conclúımos então que c0 é um espaço de Banach.
Chame agora de c00 o subespaço de c0 formado pelas sequências eventualmente nulas,

isto é,

c00 = {(ak)
∞
k=1 ∈ c0 : existe k0 ∈ N tal que ak = 0 para todo k ≥ k0}.

Considere os seguintes vetores de c00:

x1 = (1, 0, 0, ...), x2 =

(
1,

1

2
, 0, 0, ...

)
, ..., xn =

(
1,

1

2
, ...,

1

n
, 0, 0, ...

)
, ...

É claro que (xn)
∞
n=1 é uma sequência em c00. Tomando x =

(
1
k

)∞
k=1
∈ c0, de ‖xn− x‖∞ =

1
n+1
→ 0, conclúımos que xn → x em c0. Como x 6∈ c00, resulta que c00 é um subespaço

não-fechado de c0. Da Proposição 2.0.1 resulta que c00 é um espaço normado incompleto.

Lema 2.0.1. Seja B = {x1, ..., xn} um conjunto de vetores linearmente independentes de
um espaço normado E. Então existe uma constante c > 0, que depende de B, tal que

‖a1x1 + · · ·+ anxn‖ ≥ c(|a1|+ · · ·+ |an|), ∀ak ∈ K; k = 1, ..., n

Demonstração.: É de nosso conhecimento que ‖(a1, ..., an)‖1 = |a1| + · · · + |an| é
uma norma em E. Dado (a1, ..., an) ∈ K

n, mostremos que a correspondência

‖(a1, ..., an)‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

∈ R

também é uma norma em K
n.

N1) Verifiquemos que ‖(a1, ..., an)‖ ≥ 0 e ‖(a1, ..., an)‖ = 0 se, e só se, (a1, ..., an) =
(0, ..., 0).

Seja (a1, ..., an) ∈ K
n. Então ‖(a1, ..., an)‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

≥ 0 e

‖(a1, ..., an)‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

= 0⇔
n∑

j=1

ajxj = 0 ⇔ aj = 0, j = 1, ..., n

⇔ (a1, ..., an) = (0, ..., 0).
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N2) Mostremos que ‖α(a1, ..., an)‖ = |α| · ‖(a1, ..., an)‖. Sejam (a1, ..., an) ∈ K
n e α ∈ K,

então

‖α(a1, ..., an)‖ =

∥∥∥∥∥α ·
n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

= |α| ·

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

= |α| · ‖(a1, ..., an)‖.

N3) Mostremos que ‖(a1, ..., an) + (b1, ..., bn)‖ ≤ ‖(a1, ..., an)‖+ ‖(b1, ..., bn)‖.
Sejam (a1, ..., an), (b1, ..., bn) ∈ K

n. Então

‖(a1, ..., an) + (b1, ..., bn)‖ = ‖(a1 + b1, ..., an + bn)‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(aj + bj)xj

∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj +
n∑

j=1

bjxj

∥∥∥∥∥
E

≤

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

+

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

bjxj

∥∥∥∥∥
E

= ‖(a1, ..., an)‖+ ‖(b1, ..., bn)‖

Logo, ‖(a1, ..., an)‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

∈ R é uma norma em K
n. Como K

n é um espaço

normado de dimensão finita, segue de [[11],Proposição 1.1.3, pg. 3] que todas as normas
em K

n são equivalentes. Logo, existe uma constante c > 0 tal que

‖(a1, ..., an)‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

≥ c.‖(a1, ..., an)‖1,

ou seja,

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

ajxj

∥∥∥∥∥
E

≥ c(|a1|+ · · ·+ |an|).

Teorema 2.0.1. Todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Banach. Con-
sequentemente, todo subespaço de dimensão finita de um espaço normado E é fechado em
E.

Demonstração.: Sejam E um espaço normado de dimensão n e {β1, ..., βn} uma
base normalizada de E. Dada uma sequência de Cauchy (xk)

∞
k=1 em E, para cada k ∈ N

existem ak1, ..., a
k
n escalares únicos tais que xk = ak1β1 + ... + aknβn. Dado ε > 0, podemos

tomar n0 ∈ N tal que ‖xk − xm‖ < c.ε sempre que k,m ≥ n0, onde c é a constante do
lema anterior para o conjunto linearmente independente {β1, ..., βn}. Segue que

n∑

j=1

|akj − a
m
j | ≤

1

c

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(akj − a
m
j )βj

∥∥∥∥∥ =
1

c
‖xk − xm‖ < ε, ∀k,m ≥ n0.

Segue que, para cada j = 1, ..., n, a sequência de escalares (akj )
∞
k=1 é de Cauchy, portanto

convergente. Digamos que
bj = lim

k
akj , j = 1, ..., n.
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Nesse caso, temos

lim
k

n∑

j=1

|akj − bj| = 0.

Definindo x = b1β1 + ...+ bnβn, temos x ∈ E e

lim
k
‖xk − x‖ = lim

k

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(akj − bj)βj

∥∥∥∥∥ ≤ lim
k

n∑

j=1

|akj − bj| = 0.

Portanto, xn converge para x. Logo, E é espaço de Banach.

2.1 Os Espaços Lp(X,Σ, µ)

Sejam (X,Σ, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. O conjunto de todas as funções
mensuráveis de X em K tais que

‖f‖p :=

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

<∞

será denotado por Lp(X,Σ, µ).

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Hölder para integrais).: Sejam p, q > 1 tais que 1
p
+

1
q
= 1 e (X,Σ, µ) um espaço de medida. Se f ∈ Lp(X,Σ, µ) e g ∈ Lq(X,Σ, µ), então

f.g ∈ L1(X,Σ, µ) e
‖f.g‖1 ≤ ‖f‖p.‖g‖q.

Demonstração.: Consideremos, primeiramente, o caso ‖f‖p = 0 e ‖g‖q <∞. Assim,

‖f‖p = 0⇔

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

= 0⇔

(∫

X

|f |pdµ

)
= 0.

Logo, |f |p = 0 µ-q.s. Ou seja, f = 0 µ-q.s. Assim, temos que f.g = 0 µ-q.s. Segue que

‖f.g‖1 =

∫

X

|f.g|dµ = 0,

logo, f.g ∈ L1(X,Σ, µ), e temos que ‖f.g‖1 = 0 ≤ 0 = ‖f‖p.‖g‖q. Analogamente, tem-se
a mesma conclusão para ‖g‖q = 0 e ‖f‖p <∞ e o caso ‖f‖p = ‖g‖q = 0 é trivial.

Suponha então que ‖f‖p 6= 0 6= ‖g‖q. Primeiro é conveniente mostrar que para
quaisquer a, b > 0, temos

a
1

p .b
1

q ≤
a

p
+
b

q
.

Para tanto, considere, para cada 0 < α < 1 a função f = fα : (0,∞)→ R; f(t) = tα−αt.
Note que f tem um máximo em t = 1. Dáı, temos que tα − αt ≤ 1− α para todo t > 0,
isto é, tα ≤ αt+ (1− α), para todo t > 0. Tome t = a

b
e α = 1

p
. Tem-se que

(a
b

)α
≤ α

(a
b

)
+ 1− α⇒ aα.b1−α ≤ aα + b(1− α).

Note que 1− α = 1
q
. Dáı,

a
1

p .b
1

q ≤
a

p
+
b

q
. (2.1)
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É claro que a desigualdade 2.1 é válida para a = 0 ou b = 0. Tomando

a =
|f(x)|p

‖f‖pp
e b =

|g(x)|q

‖g‖qq

na desigualdade 2.1, temos

a
1

p .b
1

q ≤
1

p
.a+

1

q
.b ⇒

|f(x)|

‖f‖p
.
|g(x)|

‖g‖q
≤

1

p

(
|f(x)|

‖f‖p

)p

+
1

q

(
|g(x)|

‖g‖q

)q

⇒
|f(x).g(x)|

‖f‖p.‖g‖q
≤

1

p

(
|f(x)|

‖f‖p

)p

+
1

q

(
|g(x)|

‖g‖q

)q

. (2.2)

Aplicando a integral, temos

i. ∫

X

|f(x).g(x)|

‖f‖p.‖g‖q
dµ =

1

‖f‖p.‖g‖q
.

∫

X

|f(x).g(x)|dµ;

ii. ∫

X

1

p
.
|f(x)|p

‖f‖pp
dµ =

1

p.‖f‖pp
.

∫

X

|f(x)|pdµ =
1

p.‖f‖pp
.‖f‖pp =

1

p
;

iii. ∫

X

1

q
.
|g(x)|q

‖g‖qq
dµ =

1

q.‖g‖qq
.

∫

X

|g(x)|qdµ =
1

q.‖g‖qq
.‖g‖qq =

1

q
.

Retornando em (2.2), conclúımos que

1

‖f‖p.‖g‖q
.

∫

X

|f(x).g(x)|dµ ≤
1

p
+

1

q
= 1,

o que implica

∫

X

|f(x).g(x)|dµ ≤ ‖f‖p‖g‖q. Da hipótese, temos ‖f‖p < ∞ e ‖g‖q < ∞,

pois f ∈ Lp(X,Σ, µ) e g ∈ Lq(X,Σ, µ). Então, segue que
∫

X

|f · g|dµ = ‖f‖p‖g‖q <∞.

Portanto, f.g ∈ L1(X,Σ, µ) e ‖f.g‖1 ≤ ‖f‖p.‖g‖q.

Teorema 2.1.2. (Desigualdade de Minkowski para integrais).: Sejam 1 ≤ p < ∞ e
(X,Σ, µ) um espaço de medida. Se f, g ∈ Lp(X,Σ, µ), então f + g ∈ Lp(X,

∑
, µ) e

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Demonstração.: Se p=1 ou ‖f + g‖ = 0, o resultado é direto. Suponhamos que
‖f + g‖p 6= 0 e p > 1. Vejamos que para todo x ∈ X,

|f(x) + g(x)|p ≤ 2p(|f(x)|p + |g(x)|p). (2.3)

De fato,

|f(x) + g(x)|p ≤ (|f(x)|+ |g(x)|)p

≤ (max{|f(x)|, |g(x)|}+max{|f(x)|, |g(x)|})p

= (2.max{|f(x)|, |g(x)|})p

≤ 2p.(|f(x)|p + |g(x)|p).
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Aplicando a integral em (2.3), temos

∫

X

|f(x)+g(x)|pdµ ≤

∫

X

2p.(|f(x)|p+|g(x)|p)dµ = 2p.

∫

X

|f(x)|pdµ+2p.

∫

X

|g(x)|pdµ <∞.

Dáı,

∫

X

|f(x) + g(x)|pdµ <∞⇒

(∫

X

|f(x) + g(x)|pdµ

) 1

p

<∞⇒ f + g ∈ Lp(X,Σ, µ).

Agora, mostremos a veracidade da relação ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p. Veja que

|f(x) + g(x)|p = |f(x) + g(x)|.|f(x) + g(x)|p−1

≤ |f(x) + g(x)|p−1.(|f(x)|+ |g(x)|)
= |f(x)|.|f(x) + g(x)|p−1 + |g(x)|.|f(x) + g(x)|p−1, ∀x ∈ X.

Logo,
|f(x) + g(x)|p ≤ |f(x)|.|f(x) + g(x)|p−1 + |g(x)|.|f(x) + g(x)|p−1. (2.4)

Tomando q > 1 tal que 1
p
+ 1

q
= 1, temos que p− 1 = p

q
. Então,

(∫

X

(|f + g|p−1)qdµ

) 1

q

=

(∫

X

|f + g|(p−1).qdµ

) 1

q

=

(∫

X

|f + g|pdµ

) 1

q

<∞.

Portanto, |f + g|
p

q = |f + g|p−1 ∈ Lq(X,Σ, µ). Da desigualdade de Holder, temos

∫

X

|f |.|f + g|p−1dµ ≤

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

.

(∫

X

|f + g|(p−1).qdµ

) 1

q

; (2.5)

∫

X

|g|.|f + g|p−1dµ ≤

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

.

(∫

X

|f + g|(p−1).qdµ

) 1

q

. (2.6)

Aplicando a integral em (2.4) e usando (2.5) e (2.6), temos

∫

X

|f + g|pdµ ≤

(∫

X

|f + g|pdµ

) 1

q

.

[(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

+

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

]
. (2.7)

Dividindo (2.7) por (∫

X

|f + g|pdµ

) 1

q

,

temos

∫
X
|f + g|pdµ

(∫
X
|f + g|pdµ

) 1

q

≤

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

+

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

⇒

(∫

X

|f + g|pdµ

)1− 1

q

≤

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

+

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

.

Desta forma,

(∫

X

|f + g|pdµ

) 1

p

≤

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

+

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

⇒ ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.
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Note que a norma ‖.‖p não é, em geral, uma norma em Lp(X,Σ, µ), pois pode acontecer
‖f‖p = 0 para f não identicamente nula. De modo geral, se (X,Σ, µ) é um espaço de
medida, introduzimos uma relação de equivalência dizendo que duas funções f, g : X → K

são equivalentes se f = g µ-q.s., isto é, se existe um conjunto A ∈ Σ tal que µ(A) = 0 e
f(x) = g(x), para todo x 6∈ A. Denotando a classe de equivalência de uma função f por
[f ], mostremos que no conjunto quociente

Lp(X,Σ, µ) = {[f ] : f ∈ Lp(X,Σ, µ)},

as operações [f ] + [g] = [f + g] e c[f ] = [cf ] estão bem definidas. Consideremos as classes
de equivalência [f ] e [g]. Assim,
• h ∈ [f ] + [g] ⇔ h = i+ j, onde i = f ∀x 6∈ A e j = g ∀x 6∈ B

⇔ h(x) = i(x) + j(x), ∀x 6∈ A ∪ B e µ(A) = µ(B) = 0
⇔ h(x) = i(x) + j(x), ∀x 6∈ A ∪ B e µ(A ∪ B) = 0
⇔ h ∈ [f + g].

Portanto, [f ] + [g] = [f + g]. E para c ∈ K,
• h ∈ [cf ] ⇔ h(x) = (cf)(x), ∀x 6∈ A e µ(A) = 0

⇔ h(x) = cf(x), ∀x 6∈ A e µ(A) = 0
⇔ h ∈ c[f ].

Portanto, [cf ] = c[f ]. Conclúı-se que as operações estão bem definidas e tornam Lp(X,Σ, µ)
um espaço vetorial. Vamos definir, ‖[f ]‖p := ‖f‖p e verifiquemos que está bem defi-
nido. Tome g ∈ [f ]. Logo, f = g µ-q.s, isto implica que |f | = |g| µ-q.s. Então, temos
|f |p = |g|p µ-q.s, isto é, |f |p − |g|p = 0 µ-q.s. Logo,

∫

X

(|f |p − |g|p) dµ = 0 ⇒

∫

X

|f |pdµ−

∫

X

|g|pdµ = 0

⇒

∫

X

|f |pdµ =

∫

X

|g|pdµ

⇒

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

=

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

⇒ ‖f‖p = ‖g‖p.

Portanto, ‖[f ]‖p := ‖f‖p está bem definida. Agora, mostremos que ‖.‖p é uma norma em
Lp(X,Σ, µ). De fato, temos:

N1) ‖[f ]‖p = ‖f‖p =

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

≥ 0 e ‖f‖p = 0 ⇔

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

= 0 ⇔
(∫

X

|f |pdµ

)
= 0⇔ f = 0 µ-q.s.

N2) ‖[cf ]‖p =

(∫

X

|cf |pdµ

) 1

p

=

(∫

X

|c|p|f |pdµ

) 1

p

= |c|

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

= |c|.‖f‖p.

N3) ‖[f ] + [g]‖p = ‖[f + g]‖p = ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p = ‖[f ]‖p + ‖[g]‖p.

Logo, (Lp(X,Σ, µ), ‖.‖p) é um espaço vetorial normado. Mostremos agora que Lp(X,Σ, µ)
é um espaço de Banach. Devemos ter em mente que os vetores de Lp(X,Σ, µ) são classes
de equivalência, porém geralmente as classes de equivalências são omitidas e escrevemos
f no lugar de [f ].
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Teorema 2.1.3. Se 1 ≤ p <∞, então Lp(X,Σ, µ) é um espaço de Banach com a norma

‖[f ]‖p =

(∫

X

|f |pdµ

) 1

p

.

Demonstração.: Já sabemos que Lp(X,Σ, µ) é um espaço normado. Provemos que
o mesmo é completo. Para isso, seja ([fn])

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em Lp(X,Σ, µ).

Então, dado ε > 0 existe M =M(ε) ∈ N tal que
∫

X

|fn − fm|
pdµ = ‖fn − fm‖

p
p < εp

sempre que m,n ≥M . Como a sequência ([fn])
∞
n=1 é uma sequência de Cauchy, podemos

obter uma subsequência (gk)
∞
k=1 de (fn)

∞
n=1 tal que ‖gk+1 − gk‖p < 2−k para todo k ∈ N.

Considere a função

g : X → R ∪ {∞}, g(x) = |g1(x)|+
∞∑

k=1

|gk+1 − gk(x)|. (2.8)

Sabemos que g é mensurável e não negativa. Além disso,

|g(x)|p = lim
n→∞

(
|g1(x)|+

n∑

k=1

|gk+1(x)− gk(x)|

)p

.

Dáı, pelo Lema de Fatou,

∫

X

|g|pdµ =

∫

X

lim
n→∞

(
|g1|+

n∑

k=1

|gk+1 − gk|

)p

=

∫

X

lim inf
n→∞

(
|g1|+

n∑

k=1

|gk+1 − gk|

)p

≤ lim inf
n→∞

∫

X

(
|g1|+

n∑

k=1

|gk+1 − gk|

)p

dµ.

Ou seja, ∫

X

|g|pdµ ≤ lim inf
n→∞

∫

X

(
|g1|+

n∑

k=1

|gk+1 − gk|

)p

dµ.

Elevando ambos os membros a 1
p
e usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

(∫

X

|g|pdµ

) 1

p

≤ lim inf
n→∞

(∫

X

(
|g1|+

n∑

k=1

|gk+1 − gk|

)p

dµ

) 1

p

= lim inf
n→∞

∥∥∥∥∥|g1|+
n∑

k=1

|gk+1 − gk|

∥∥∥∥∥
p

≤ lim inf
n→∞

(
‖g1‖p +

n∑

k=1

‖gk+1 − gk‖p

)

≤ lim inf
n→∞

‖g1‖p +
n∑

k=1

2−k = ‖g1‖p + 1.
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Então, definindo A = {x ∈ X : g(x) < ∞}, pelo visto acima podemos concluir que
µ(X −A) = 0. Logo, a série em (2.8) converge exceto talvez no conjunto de medida nula
X − A, isto é, a série converge µ-quase sempre. Segue que a função g.χA ∈ Lp(X,Σ, µ),
onde χA é a função caracteŕıstica de A. Defina então f : X → K por

f(x) =





g1(x) +
∞∑

k=1

(gk+1(x)− gk(x)) , se x ∈ A

0 , se x 6∈ A.

Como gk = g1 + (g2 − g1) + (g3 − g2) + ...+ (gk − gk−1), temos

|gk(x)| ≤ |g1(x)|+
k−1∑

j=1

|gj+1(x)− gj(x)| ≤ g(x)

para todo x e gk(x) → f(x) para todo x ∈ A, isto é, a sequência (gk)
∞
k=1 converge para

f µ-quase sempre. Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue que f ∈ Lp(X,Σ, µ).
Como

|f − gk|
p ≤ (|f |+ |gk|)

p ≤ (2g)p.χA µ− q.s. e
lim
k→∞
|f − gk|

p = 0 µ− q.s.,

novamente pelo Teorema da Convergência Dominada temos

lim
k→∞

∫

X

|f − gk|
pdµ =

∫

X

0dµ = 0.

Dáı, conclúımos que gk → f em Lp(X,Σ, µ), e portanto, [gk] → [f ] em Lp(X,Σ, µ).
Assim,([fn])

∞
n=1 é uma sequência de Cauchy que tem uma subsequência ([gk])

∞
k=1 que con-

verge para [f ]. Segue imediatamente que [fn]→ [f ] em Lp(X,Σ, µ).

2.2 O Espaço L∞(X,Σ, µ)

Seja L∞(X,Σ, µ) o conjunto de todas as funções mensuráveis que são limitadas µ-quase
sempre, isto é, existem um conjunto N ∈ Σ e um número real k tais que µ(N) = 0 e
|f(x)| ≤ k para todo x 6∈ N . Se f ∈ L∞(X,Σ, µ) e N ∈ Σ é um conjunto de medida nula,
definimos

Sf (N) = sup{|f(x)| : x 6∈ N},
‖f‖∞ = inf{Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}.

Note que, novamente, pode acontecer ‖f‖∞ = 0 com f não identicamente nula. Logo,
recorremos a classe de equivalência. Novamente, dizemos que duas funções são equiva-
lentes (ou pertencem à mesma classe de equivalência) se coincidem µ-quase sempre. O
conjunto L∞(X,Σ, µ) é o conjunto de todas as classes de funções das funções mensuráveis
f : X → K que são limitadas µ-quase sempre. Temos que L∞(X,Σ, µ) é um espaço
vetorial. Se [f ] ∈ L∞(X,Σ, µ), definimos

‖[f ]‖∞ = ‖f‖∞.

Mostremos que ‖[f ]‖∞ está bem definido. Tome h ∈ [f ]. Logo, f(x) = h(x) para todo
x 6∈ N e µ(N) = 0. Então,

Sf (N) = sup{|f(x)| : x 6∈ N} = sup{|h(x)| : x 6∈ N} = Sh(N).

Dáı,
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‖f‖∞ = inf{Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}
= inf{Sh(N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0} = ‖h‖∞.

Portanto, ‖[f ]‖∞ = ‖f‖∞ está bem definido. Agora, verifiquemos que ‖.‖∞ é uma norma.

N1) Veja que Sf (N) = sup{|f(x)| : x 6∈ N} ≥ 0. Logo,

‖f‖∞ = inf{Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0} ≥ 0.

Além disso, Sf (N) = 0⇔ sup{|f(x)| : x 6∈ N} = 0⇔ f = 0 para todo x 6∈ N . Dáı,

‖f‖∞ = 0⇔ inf{Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0} = 0⇔ Sf (N) = 0⇔ f = 0 µ-q.s.

N2) Veja que para a ∈ K, Saf (N) = sup{|a.f(x)| : x 6∈ N} = sup{|a|.|f(x)| : x 6∈ N} =
|a|. sup{|f(x)| : x 6∈ N} = |a|.Sf (N). Dáı,

‖af‖∞ = inf{Saf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}

= inf{|a|.Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}

= |a|. inf{Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}

= |a|.‖f‖∞.

N3) Veja que Sf+g(N) = sup{|f(x) + g(x)| : x 6∈ N} ≤ sup{|f(x)| + |g(x)| : x 6∈ N} ≤
sup{|f(x)| : x 6∈ N} + sup{|g(x)| : x 6∈ N} = Sf (N) + Sg(N). Observe que se
N1, N2 ∈ Σ e µ (N1) = µ (N2) = 0 temos N = N1 ∪N2 ∈ Σ e µ (N) = 0 e

Sf (N) + Sg(N) = sup
x 6∈N
|f(x)|+ sup

x 6∈N
|g(x)| ≤ sup

x 6∈N1

|f(x)|+ sup
x 6∈N2

|g(x)| = Sf (N1) + Sg(N2).

Disso, segue que

‖f + g‖∞ = inf{Sf+g(N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}

≤ inf{Sf (N) + Sg(N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0}

≤ inf{Sf (N1) + Sg(N2) : N1, N2 ∈ Σ e µ(N1) = µ(N2) = 0}

= inf{Sf (N1) : N1 ∈ Σ e µ(N1) = 0}+ inf{Sg(N2) : N2 ∈ Σ e µ(N2) = 0}

≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

Logo, ‖f‖∞ é uma norma.

Vejamos que se [f ] ∈ L∞(X,Σ, µ), então

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ µ− q.s. (2.9)

Com efeito, tome εn = 1
n
onde n ∈ N. Como ‖f‖∞ = inf{Sf (N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0},

existe Nn ∈ Σ e µ(Nn) = 0 tal que ‖f‖∞ ≤ Sf (Nn) < ‖f‖∞ + εn para cada n ∈ N.
Portanto, existe uma sequência (Nn)

∞
n=1 de conjuntos de medida nula tais que

lim
n→∞

Sf (Nn) = ‖f‖∞ e |f(x)| ≤ Sf (Nn), ∀x 6∈ Nn.
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Logo, tomando N =
∞⋃

n=1

Nn resulta que N tem medida nula. De fato, Nn ∈ Σ e µ(Nn) = 0,

para todo n ∈ N. Logo,

µ(N) = µ

(
∞⋃

n=1

Nn

)
≤

∞∑

n=1

µ(Nn) =
∞∑

n=1

0 = 0⇒ µ(N) = 0.

Além disso, |f(x)| ≤ Sf (Nn), para todo x 6∈ N . Logo, fazendo n → ∞, temos |f(x)| ≤
‖f‖∞ µ-q.s.

Teorema 2.2.1. L∞(X,Σ, µ) é um espaço de Banach.

Demonstração.: Sabendo que L∞(X,Σ, µ) é um espaço vetorial normado, mostremos
que ele é completo. Para isso, seja ([fn])

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em L∞(X,Σ, µ).

Por 2.9, para cada par (n,m) ∈ N
2 existe Mn,m ∈ Σ com µ(Mn,m) = 0 e

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞, ∀x 6∈Mn,m.

Seja M =
∞⋃

m,n=1

Mn,m. Então, µ(M) = 0 e para quaisquer m,n ∈ N,

|fn(x)− fm(x)| ≤ ‖fn − fm‖∞, ∀x 6∈M. (2.10)

Então, para cada x 6∈M , a sequência (fn(x))
∞
n=1 é de Cauchy em K, portanto convergente.

Seja gn = fn · χM . Podemos então definir

f : X → K, f(x) = lim gn.

É claro que gn é mensurável para cada n ∈ N. Segue da Proposição 1.4.3 que f é
mensurável. Por (2.10) e como ([fn])

∞
n=1 é de Cauchy, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

sup
x 6∈M
|fn(x)− fm(x)| ≤ ε sempre que m,n ≥ n0. Fazendo m→∞ resulta que

sup
x 6∈M
|fn(x)− f(x)| ≤ ε, ∀n ≤ n0. (2.11)

Assim, (fn)
∞
n=1 é uniformemente convergente para f em X −M . De (2.11) resulta que

fn− f ∈ L∞(X,Σ, µ) para n suficientemente grande. Dáı, como f = fn− (fn− f), segue
que [f ] ∈ L∞(X,Σ, µ). Assim, podemos reescrever (2.11), concluindo que

‖[fn]− [f ]‖∞ = ‖fn − f‖∞ ≤ sup
x 6∈M
|fn(x)− f(x)| ≤ ε

sempre que n ≥ n0. Portanto, ([fn])
∞
n=1 converge para [f ] em L∞(X,Σ, µ).

2.3 Espaços de Sequências

Para cada número real p ≥ 1, definimos

`p =

{
(ξj)

∞
j=1 : ξj ∈ K, ∀j ∈ N e

∞∑

j=1

|ξj|
p <∞}.

Nosso objetivo aqui é ver que `p é um espaço de Banach com a norma ‖(ξj)
∞
j=1‖p =

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

.

Para isso, serão necessários alguns resultados.

32



Teorema 2.3.1. (Desigualdade de Hölder para somas): Sejam 1 < p, q <∞, com 1
p
+ 1

q
=

1 e sejam (ξ1, ..., ξn), (η1, ..., ηn) ∈ K
n. Então,

n∑

j=1

|ξjηj| ≤

(
n∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

.

(
n∑

j=1

|ηj|
q

) 1

q

.

Demonstração.: Primeiramente, consideremos o caso em que (ξ1, ..., ξn) = (0, ..., 0)
ou (η1, ..., ηn) = (0, ..., 0). Então,

n∑

j=1

|ξjηj| = 0 ≤

(
n∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

.

(
n∑

j=1

|ηj|
q

) 1

q

= 0.

Suponhamos então que (ξ1, ..., ξn) 6= (0, ..., 0) e (η1, ..., ηn) 6= (0, ..., 0). Da demonstração
do Teorema 2.1.1, sabemos que

a
1

p .b
1

q ≤
1

p
.a+

1

q
.b, a, b ≥ 0. (2.12)

Tomemos

aj =
|ξj|

p

∑n

j=1 |ξj|
p
e bj =

|ηj|
q

∑n

j=1 |ηj|
q
. (2.13)

Aplicando (2.13) em (2.12), temos

(
|ξj|

p

∑n

j=1 |ξj|
p

) 1

p

.

(
|ηj|

q

∑n

j=1 |ηj|
q

) 1

q

≤
aj

p
+
bj

q
⇒

|ξj||ηj|
(∑n

j=1 |ξj|
p

) 1

p

.
(∑n

j=1 |ηj|
q

) 1

q

≤
aj

p
+
bj

q
,

para j = 1, ..., n. Somando as desigualdades para cada j, segue que

∑n

j=1 |ξjηj|
(∑n

j=1 |ξj|
p

) 1

p

.
(∑n

j=1 |ηj|
q

) 1

q

≤
1

p
.

n∑

j=1

aj +
1

q

n∑

j=1

bj =
1

p
+

1

q
= 1,

completando a demonstração.

Corolário 2.3.1. (Desigualdade de Hölder para séries): Sejam 1 < p, q < ∞, com
1
p
+ 1

q
= 1, e sejam (ξj) ∈ `p e (ηj) ∈ `p. Então (ξjηj) ∈ `1 e

∞∑

j=1

|ξjηj| ≤

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

.

(
∞∑

j=1

|ηj|
q

) 1

q

.

Teorema 2.3.2. (Desigualdade de Minkowski para somas): Seja 1 ≤ p < ∞, e sejam
(ξ1, ..., ξn), (η1, ..., ηn) ∈ K

n. Então,

(
n∑

j=1

|ξj + ηj|
p

) 1

p

≤

(
n∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

+

(
n∑

j=1

|ηj|
p

) 1

p

.
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Demonstração: A desigualdade é clara se p=1. Se p > 1, temos que:

n∑

j=1

|ξj + ηj|
p =

n∑

j=1

|ξj + ηj|.|ξj + ηj|
p−1 ≤

n∑

j=1

|ξj|.|ξj + ηj|
p−1 +

n∑

j=1

|ηj|.|ξj + ηj|
p−1.

Se 1
p
+ 1

q
= 1, então (p− 1)q = p, e segue da Desigualdade de Hölder que

n∑

j=1

|ξj|.|ξj + ηj|
p−1 ≤

(
n∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

.

(
n∑

j=1

|ξj + ηj|
p

) 1

q

e
n∑

j=1

|ηj|.|ξj + ηj|
p−1 ≤

(
n∑

j=1

|ηj|
p

) 1

p

.

(
n∑

j=1

|ξj + ηj|
p

) 1

q

.

Logo,

n∑

j=1

|ξj + ηj|
p ≤





(
n∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

+

(
n∑

j=1

|ηj|
p

) 1

p



 .

(
n∑

j=1

|ξj + ηj|
p

) 1

q

.

Como 1− 1
q
= 1

p
, segue que

(
n∑

j=1

|ξj + ηj|
p

) 1

p

≤

(
n∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

+

(
n∑

j=1

|ηj|
p

) 1

p

.

Corolário 2.3.2. (Desigualdade de Minkowski para séries): Seja 1 ≤ p < ∞, e sejam
(ξj), (ηj) ∈ `p. Então (ξj + ηj) ∈ `p e

(
∞∑

j=1

|ξj + ηj|
p

) 1

p

≤

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

+

(
∞∑

j=1

|ηj|
p

) 1

p

.

Agora, verifiquemos que `p é um espaço de Banach para 1 ≤ p <∞.

1o) É fácil ver que `p é um espaço vetorial com as operações usuais de soma de sequências
e multiplicação por escalar.

2o) ‖x‖p =

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

é uma norma em `p. Sejam x = (ξn)
∞
n=1, y = (αn)

∞
n=1 ∈ `p.

Segue que:

N1) ‖x‖p =

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

≥ 0 e

‖x‖p = 0⇔

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

= 0⇔
∞∑

j=1

|ξj|
p = 0⇔ |ξj|

p = 0, ∀j ∈ N⇔ ξj = 0, ∀j ∈ N.
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N2) Seja a ∈ K,

‖ax‖p =

(
∞∑

j=1

|aξj|
p

) 1

p

=

(
|a|p

∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

= |a|.

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

= |a|.‖x‖p.

N3) Temos pela Desigualdade de Minkowski,

‖x+ y‖p =

(
∞∑

j=1

|ξj + αj|
p

) 1

p

≤

(
∞∑

j=1

|ξj|
p

) 1

p

+

(
∞∑

j=1

|αj|
p

) 1

p

= ‖x‖p + ‖y‖p.

Logo, ‖.‖p é uma norma em `p. Sabendo de tudo isto, mostremos que de fato `p é um
espaço de Banach. Seja (xn)

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em `p. Escrevamos xn =

(ξ
(n)
j )∞j=1 para cada n. Então, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖xn − xm‖p =

(
∞∑

j=1

|ξ
(n)
j − ξ

(m)
j |

p

) 1

p

≤ ε (2.14)

para todos n,m ≥ n0. Em particular,

|ξ
(n)
j − ξ

(m)
j | ≤ ‖xn − xm‖p ≤ ε, ∀m,n ≥ n0 e ∀j ∈ N.

Logo, (ξ
(n)
j )∞n=1 é uma sequência de Cauchy em K para cada j ∈ N. Seja ξj = lim

n→∞
ξ
(n)
j

para cada j ∈ N, e seja x = (ξj)
∞
j=1. Provaremos que x ∈ `p e que (xn)

∞
n=1 converge a x.

De fato, segue de (2.14) que

(
k∑

j=1

|ξ
(n)
j − ξ

(m)
j |

p

) 1

p

≤ ε (2.15)

para todos n,m ≥ n0 e todo k ∈ N. Fazendo m→∞ em (2.15), segue que

(
k∑

j=1

|ξ
(n)
j − ξj|

p

) 1

p

≤ ε

para todo n ≥ n0 e todo k ∈ N. Logo,

(
∞∑

j=1

|ξ
(n)
j − ξj|

p

) 1

p

≤ ε

para todo n ≥ n0. Assim, xn − x ∈ `p e ‖x − xn‖p ≤ ε, para todo n ≥ n0. Segue que
x = (x− xn) + xn ∈ `p e ‖xn − x‖p → 0.

Para p = ∞, definimos `∞ como o espaço das sequências limitadas de escalares, ou
seja,

`∞ = {(aj)
∞
j=1 : aj ∈ K, ∀j ∈ N e sup

j∈N
|aj| <∞}.

É fácil ver que `∞ é um espaço vetorial. Mostremos que ‖(aj)
∞
j=1‖∞ = sup{|aj| : j ∈ N}

é uma norma:
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N1) ‖x‖∞ = sup{|aj| : j ∈ N} ≥ 0 e ‖x‖∞ = 0⇔ sup
j∈N
|aj| = 0⇔ aj = 0, ∀j ∈ N.

N2) ‖αx‖∞ = sup
j∈N
|αaj| = sup

j∈N
|α||aj| = |α|.sup

j∈N
|aj| = |α|.‖x‖∞.

N3) ‖x+ y‖∞ = sup
j∈N
|aj + bj| ≤ sup

j∈N
(|aj|+ |bj|) ≤ sup

j∈N
|aj|+ sup

j∈N
|bj| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Sabendo que `∞ é um espaço vetorial normado, mostremos que ele é um espaço de Banach.
Seja (xn)

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em `∞. Escrevamos xn = (a

(n)
j )∞j=1 para cada n.

Dado ε > 0, existe n0 tal que

‖xn−xm‖∞ = ‖(a
(n)
j )∞j=1−(a

(m)
j )∞j=1‖∞ = ‖(a

(n)
j −a

(m)
j )∞j=1‖∞ = sup

j∈N
|a

(n)
j −a

(m)
j | < ε, ∀m,n ≥ n0.

Veja que |a
(n)
j − a

(m)
j | ≤ sup{|a

(n)
j − a

(m)
j | : j ∈ N} < ε, para todos m,n, j ∈ N. Dáı,

(a
(n)
j )∞n=1 ⊆ K é de Cauchy. Como K é completo, segue que (a

(n)
j ) converge em K. Digamos

que lim
n→∞

a
(n)
j = aj para cada j ∈ N e seja x = (aj)

∞
j=1. Provemos que x ∈ `∞ e xn → x.

Sabemos que
sup
j∈N
|a

(n)
j − a

(m)
j | < ε, ∀m,n ≥ n0.

Fazendo m→∞, temos que

sup
j∈N
|anj
− aj| ≤ ε, ∀n ≥ n0.

Logo, anj
−aj ∈ `∞ e ‖xn−x‖∞ ≤ ε para todo n ≥ n0. Segue que aj = anj

−(anj
−aj) ∈ `∞

para cada j ∈ N. Assim, x = (aj)
∞
j=1 ⊆ `∞ e ‖xn − x‖∞ → 0. Logo, `∞ é Banach com a

norma ‖(aj)
∞
j=1‖∞ = sup{|aj| : j ∈ N}.

2.4 Conjuntos Compactos em Espaços Vetoriais Nor-

mados

Por definição, um subconjunto K de um espaço topológico é compacto se toda cobertura
aberta de K admite subcobertura finita. Em espaços métricos, vale a seguinte carac-
terização: um subconjunto K de um espaço métrico é compacto se, e somente se, é
sequencialmente compacto, isto é, toda sequência formada por elementos de K admite
uma subsequência que converge para um elemento de K.

Proposição 2.4.1. Se E é um espaço vetorial normado de dimensão finita, então os
compactos em E são precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstração: Conjuntos compactos em espaços métricos são sempre fechados e
limitados. Basta então mostrar que todo conjunto limitado e fechado K ⊆ E é compacto.
Suponha que dimE = n e seja {e1, e2, ..., en} uma base normalizada de E. Como esta-
mos em espaços métricos, basta mostrar que toda sequência em K admite subsequência
convergente em K. Seja, portanto, (xm)

∞
m=1 uma sequência em K. Para cada m existem

escalares a
(m)
1 , ..., a

(m)
n tais que xm =

n∑

j=1

a
(m)
j ej. Como K é limitado, existe L > 0 tal que
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‖xm‖ ≤ L para todo m. Consideremos em K
n a norma da soma ‖.‖1. Pelo Lema 2.0.1,

existe c > 0 tal que

L ≥ ‖xm‖ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

a
(m)
j .ej

∥∥∥∥∥ ≥ c.

(
n∑

j=1

|a
(m)
j |

)
= c.‖(a

(m)
1 , ..., a(m)

n )‖1

para todom ∈ N. Assim, a sequência ((a
(m)
1 , ..., a

(m)
n ))∞m=1 é limitada emK

n. Pelo Teorema

de Bolzano-Weierstrass no Rn esta sequência possui uma subsequência ((a
(mk)
1 , ..., a

(mk)
n ))∞k=1

que converge para um certo b = (b1, ..., bn) ∈ K
n. Dáı,

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

a
(mk)
j ej −

n∑

j=1

bjej

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(a
(mk)
j − bj)ej

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=1

‖(a
(mk)
j − bj)ej‖

=
n∑

j=1

|a
(mk)
j − bj|.‖ej‖

=
n∑

j=1

|a
(mk)
j − bj|

= ‖(a
(mk)
1 , ..., a(mk)

n )− b‖1 → 0.

Conclúımos que

xmk
= (a

(mk)
1 , ..., a(mk)

n )→
n∑

j=1

bjej.

Por K ser fechado sabemos que
∑∞

j=1 bjej ∈ K.

Seja E um espaço normado. O conjunto BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} é chamado de bola
unitária fechada de E.

Corolário 2.4.1. A bola unitária fechada em um espaço normado de dimensão finita é
compacta.

Mostraremos a seguir que a bola unitária fechada em espaços de dimensão infinita
nunca é compacta.

Lema 2.4.1. (Lema de Riesz) Seja M um subespaço fechado próprio de um espaço nor-
mado E e seja θ um número real tal que 0 < θ < 1. Então, existe y ∈ E −M tal que
‖y‖ = 1 e ‖y − x‖ ≥ θ para todo x ∈M .

Demonstração: Seja y0 ∈ E −M e considere o número

d = dist(y0,M) := inf{‖y0 − x‖ : x ∈M}.

Como M é fechado e y0 6∈ M , temos d > 0. De fato, supondo d = 0 existiria uma
sequência de elementos de M convergindo para y0, e nesse caso teŕıamos y0 ∈ M , pois
M é fechado. Como d

θ
> d, podemos escolher x0 ∈ M tal que ‖y0 − x0‖ ≤

d
θ
. Vejamos

que escolhendo y = y0−x0

‖y0−x0‖
, as condições são satisfeitas. É claro que y tem norma 1 e não
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pertence a M . Seja x ∈ M . Como M é subespaço vetorial, (x0 + ‖y0 − x0‖x) ∈ M , e
portanto d ≤ ‖y0 − (x0 + ‖y0 − x0‖x)‖. Por fim

‖y − x‖ =

∥∥∥∥
y0 − x0
‖y0 − x0‖

− x

∥∥∥∥ =
‖y0 − (x0 + ‖y0 − x0‖x)‖

‖y0 − x0‖
≥

d

‖y0 − x0‖
≥ θ.

Teorema 2.4.1. Um espaço normado E tem dimensão finita se, e somente se, a bola
unitária fechada de E é compacta.

Demonstração: O Corolário 2.4.1 garante a ida. Provemos que se a bola é compacta,
então o espaço tem dimensão finita. Suponha que E tenha dimensão infinita. Escolha
x1 ∈ E com norma 1. Como dimE = ∞, o subespaço [x1] gerado por x1 é subespaço
próprio de E. Por ter dimensão finita, [x1] é subespaço fechado de E. Pelo Lema de
Riesz, com θ = 1

2
, existe x2 ∈ E − [x1] de norma 1 tal que

‖x2 − x1‖ ≥
1

2
.

Aplicado novamente o argumento para o subespaço [x1, x2] gerado por {x1, x2}, que con-
tinua sendo um subespaço fechado próprio pelas mesmas razões, existe x3 ∈ E − [x1, x2]
de norma 1 tal que

‖x3 − xj‖ ≥
1

2
para j = 1, 2.

Podemos continuar esse processo indefinidamente, pois em todas as etapas teremos um
subespaço de dimensão finita de E, logo fechado e próprio. Procedendo dessa forma,
constrúımos uma sequência em BE tal que ‖xm − xn‖ ≥

1
2
sempre que m 6= n. Assim,

(xn)
∞
n=1 é uma sequência em BE que não possui subsequência convergente, o que impede

BE ser compacta.
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Caṕıtulo 3

Operadores Lineares Cont́ınuos

Nesse caṕıtulo iremos estudar operadores lineares cont́ınuos e alguns resultados de grande
importância que envolvem os mesmos e que serão relevantes no nosso objetivo final. Vamos
definir o que é um operador linear cont́ınuo.

Definição 3.0.1. Um operador linear cont́ınuo do espaço normado E no espaço
normado F, ambos sobre o mesmo corpo K, é uma função T : E → F , que é linear, isto é

• T(x+y)=T(x)+T(y) para quaisquer x, y ∈ E e

• T(ax)=aT(x) para todo a ∈ K e qualquer x em E;

e cont́ınua, isto é, para todos x0 ∈ E e ε > 0 existe δ > 0 tal que ‖T (x) − T (x0)‖ < ε

sempre que x ∈ E e ‖x− x0‖ < δ.

O conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos de E em F será denotado por
L(E,F ). É posśıvel mostrar que L(E,F ) é um espaço vetorial sobre o corpo K com
as operações usuais de funções, porém não mostraremos aqui. Quando F é o corpo dos
escalares, escrevemos E∗ no lugar de L(E,K), chamamos esse espaço de dual topológico
de E, ou simplesmente dual de E, e dizemos que seus elementos são funcionais lineares
cont́ınuos.

Definição 3.0.2. Dizemos que dois espaços normados E e F são topologicamente iso-

morfos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador linear cont́ınuo bijetor
T : E → F cujo operador inverso T−1 : F → E − que é sempre linear − é também
cont́ınuo. Tal operador é chamado de isomorfismo topológico ou simplesmente iso-

morfismo.

Uma função f : E → F − não necessariamente linear − tal que ‖f(x)‖ = ‖x‖ para
todo x ∈ E é chamada de isometria. Um operador linear T : E → F que é uma
isometria é chamado de isometria linear. É fácil ver que toda isometria linear é injetora
e cont́ınua. Um isomorfismo que é também uma isometria é chamado de isomorfismo
isométrico, e nesse caso dizemos que os espaços são isomorfos isometricamente.

3.1 Caracterização dos Operadores Lineares Cont́ınuos

Para iniciar iremos definir o que é uma função lipschitziana e função uniformemente
cont́ınua.
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Definição 3.1.1. Seja f : M → N uma função entre espaços métricos. Dizemos que f é
lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que d(f(x), f(y)) ≤ L.d(x, y) para todos
x, y ∈M .

Definição 3.1.2. Seja f : M → N uma função entre espaços métricos. Dizemos que f é
uniformemente cont́ınua se para todo ε > 0 existe δ(ε) > 0 tal que d(f(x), f(y)) < ε

sempre que x, y ∈M e d(x, y) < δ.

Teorema 3.1.1. Sejam E e F espaços normados sobre K e T : E → F linear. As
seguintes condições são equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T é uniformemente cont́ınuo.

(c) T é cont́ınuo.

(d) T é cont́ınuo em algum ponto de E.

(e) T é cont́ınuo na origem.

(f) sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} <∞.

(g) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ C.‖x‖ para todo x ∈ E.

Demonstração.: a.)⇒ b.) Seja ε > 0 dado. Por hipótese, T é lipschitziano, ou seja,
existe L > 0 tal que d(T (x), T (y)) ≤ L.d(x, y) para todos x, y ∈ M . Assim, tomando
δ = ε

L
, segue que

d(x, y) < δ ⇒ d(T (x), T (y)) ≤ L.d(x, y) < L.δ = L.
ε

L
= ε, ∀ x, y ∈M.

Como δ não depende de nenhum ponto, conclúımos que T é uniformemente cont́ınuo.
b.)⇒ c.) Trivial.
c.)⇒ d.) Trivial.
d.)⇒ e.) Suponha T cont́ınuo no ponto x0 ∈ E. Seja ε > 0. Então existe δ > 0 tal que
‖T (x) − T (x0)‖ < ε sempre que ‖x − x0‖ < δ. Tome x ∈ E tal que ‖x − 0‖ = ‖x‖ < δ.
Então ‖(x+ x0)− x0‖ = ‖x‖ < δ. Portanto,

‖T (x)−T (0)‖ = ‖T (x)−0‖ = ‖T (x)‖ = ‖T (x)+T (x0)−T (x0)‖ = ‖T (x+x0)−T (x0)‖ < ε.

Provando que T é cont́ınuo na origem.
e.)⇒ f.) Da continuidade de T na origem, existe δ > 0 tal que ‖T (x)‖ < 1 sempre
que ‖x‖ < δ. Se ‖x‖ ≤ 1, ‖ δ

2
x‖ < δ, e então δ

2
‖T (x)‖ = ‖T ( δ

2
x)‖ < 1. Isso prova que

sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} ≤ 2
δ
<∞.

f.)⇒ g.) Para x ∈ E, x 6= 0, temos

‖T (x)‖

‖x‖
=

∥∥∥∥T
(

x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ sup{‖T (y)‖ : ‖y‖ ≤ 1},

e portanto ‖T (x)‖ ≤ (sup{‖T (y)‖ : ‖y‖ ≤ 1})‖x‖ para todo x 6= 0. O resultado segue
pois essa desigualdade é trivialmente verificada para x = 0.
g.)⇒ a.) Dados x1, x2 ∈ E,

‖T (x1)− T (x2)‖ = ‖T (x1 − x2)‖ ≤ C.‖x1 − x2‖,

e portanto T é lipschitziano com constante C.
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Corolário 3.1.1. Seja T : E → F um operador linear bijetor entre espaços normados.
Então T é um isomorfismo se, e somente se, existem constantes C1, C2 > 0 tais que
C1‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ ≤ C2‖x‖ para todo x ∈ E.

Demostração.:(⇒) Como T é cont́ınuo, existe C2 ≥ 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ C2.‖x‖ para
todo x ∈ E. Observe que C2 6= 0. Caso contrário, teŕıamos T identicamente nulo, o que
não ocorre pois T é isomorfismo. Como T é isomorfismo, T−1 é cont́ınuo. Pelo Teorema
3.1.1 existe C ≥ 0 tal que ‖T−1(y)‖ ≤ C‖y‖ para todo y ∈ F . Observe que C 6= 0.
Em particular, para todo x ∈ E, ‖x‖ = ‖T−1(T (x))‖ ≤ C‖T (x)‖, o que implica que
1
C
‖x‖ ≤ ‖T (x)‖. Assim, chamando C1 = 1

C
temos que C1‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ ≤ C2‖x‖ para

todo x ∈ E.
(⇐) Por hipótese, existe C2 > 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ C2‖x‖ para todo x ∈ E. Logo, pelo
Teorema 3.1.1, T é cont́ınuo. Por outro lado, existe C1 > 0 tal que C1‖x‖ ≤ ‖T (x)‖ para
todo x ∈ E. Isso implica que C1‖T

−1(y)‖ ≤ ‖T (T−1(y))‖ = ‖y‖ para todo y ∈ F , o que
implica que ‖T−1(y)‖ ≤ 1

C1

‖y‖, para todo y ∈ F . Novamente, pelo Teorema 3.1.1, temos

que T−1 é cont́ınuo. Assim, conclúımos que T é isomorfismo.

A partir do item (f) do Teorema 3.1.1 podemos normar o espaço L(E,F ) dos operadores
lineares cont́ınuos de E em F .

Proposição 3.1.1. Sejam E e F espaços normados.

a.) A expressão
‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}

define uma norma no espaço L(E,F ).

b.) ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖.‖x‖ para todo T ∈ L(E,F ) e x ∈ E.

c.) Se F for Banach, então L(E,F ) também é Banach.

Demonstração.:a.) Mostremos que a expressão ‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤
1} é uma norma.

N1) Seja T ∈ L(E,F ). Dáı, ‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} ≥ 0 e
‖T‖ = 0⇔ sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} = 0⇔ ‖T (x)‖ = 0, ∀x ∈ E com ‖x‖ ≤
1⇔ T (x) = 0, ∀x ∈ E ⇔ T ≡ 0.

N2) Seja T ∈ L(E,F ) e a ∈ K. Segue que,

‖a.T‖ = sup{‖a.T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}
= sup{|a|.‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}
= |a|. sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}
= |a|.‖T‖.

N3) Sejam T, U ∈ L(E,F ). Dáı,

‖T + U‖ = sup{‖T (x) + U(x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}
≤ sup{‖T (x)‖+ ‖U(x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}
≤ sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}+ sup{‖U(x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}
= ‖T‖+ ‖U‖.
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Portanto, ‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} é uma norma para L(E,F ).
b.) Para x ∈ E e x 6= 0, temos

‖T (x)‖

‖x‖
=

∥∥∥∥T
(

x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ sup{‖T (y)‖ : y ∈ E e ‖y‖ ≤ 1}.

E isto implica que

‖T (x)‖ ≤ sup{‖T (y)‖ : y ∈ E e ‖y‖ ≤ 1}.‖x‖ ⇒ ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖.‖x‖, ∀ x ∈ E, x 6= 0.

A desigualdade é facilmente verificada para x = 0, logo é válida para todo x em E.
c.) Seja (Tn)

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em L(E,F ). Dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal

que ‖Tn − Tm‖ ≤ ε sempre que n,m ≥ n0. Logo

‖Tn(x)− Tm(x)‖ = ‖(Tn − Tm)(x)‖ ≤ ‖Tn − Tm‖.‖x‖ ≤ ε‖x‖ (3.1)

para todos x ∈ E e n,m ≥ n0. Segue que para cada x ∈ E, a sequência (Tn(x))
∞
n=1 é de

Cauchy em F , logo convergente pois F é Banach. Podemos então definir

T : E → F, T (x) = lim
n→∞

Tn(x).

A linearidade de T segue das propriedades dos limites. Veja que para x, y ∈ E e α ∈ K,

T (x+ αy) = lim
n→∞

Tn(x+ αy) = lim
n→∞

[Tn(x) + αTn(y)]

= lim
n→∞

Tn(x) + α. lim
n→∞

Tn(y)

= T (x) + α.T (y).

Agora, fazendo m→∞ em (3.1), temos

‖(Tn − T )(x)‖ = ‖Tn(x)− T (x)‖ ≤ ε‖x‖ (3.2)

para todos x ∈ E e n ≥ n0. Em particular,

‖(Tn0
− T )(x)‖ = ‖Tn0

(x)− T (x)‖ ≤ ε‖x‖

para todo x ∈ E, o que nos garante que (T − Tn0
) ∈ L(E,F ). Portanto T = (T − Tn0

) +
Tn0
∈ L(E,F ). De (3.2) segue também que ‖Tn − T‖ ≤ ε para todo n ≥ n0, e assim

resulta que Tn → T em L(E,F ). Portanto, L(E,F ) é Banach.

No caso de funcionais lineares, a norma dos operadores se transforma em

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(x)| : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1}

para todo espaço normado E e todo funcional ϕ ∈ E∗. Da Proposição 3.1.1 temos:

Corolário 3.1.2. O dual E∗ de qualquer espaço normado E é um espaço de Banach.

Agora, vamos fazer alguns exemplos aplicando os resultados vistos até agora.

Exemplo 3.1.1. Seja 1 ≤ p < ∞. Escolha uma sequência (bj)
∞
j=1 ∈ `p e considere o

operador
T : `∞ → `p, T ((aj)

∞
j=1) = (ajbj)

∞
j=1.

A linearidade de T é imediata, porém verifiquemos a mesma. Sejam (aj)
∞
j=1, (cj)

∞
j=1 ∈ `∞

e α ∈ K:
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T ((aj)
∞
j=1 + α(cj)

∞
j=1) = T (((aj + αcj)

∞
j=1)) = ((aj + αcj)bj)

∞
j=1 = (ajbj + αcjbj)

∞
j=1

= (ajbj)
∞
j=1 + α(cjbj)

∞
j=1 = T ((aj)

∞
j=1) + αT ((cj)

∞
j=1).

Além disso,

‖T ((aj)
∞
j=1)‖p =

(
∞∑

j=1

|ajbj|
p

) 1

p

≤

(
∞∑

j=1

|bj|
p

) 1

p

. sup
j

|aj| = ‖(bj)
∞
j=1‖p.‖(aj)

∞
j=1‖∞

para toda sequência (aj)
∞
j=1 ∈ `∞, e como (bj)

∞
j=1 é fixo, então ‖(bj)

∞
j=1‖p é uma cons-

tante. Segue do Teorema 3.1.1 que T é cont́ınuo, e que ‖T‖ ≤ ‖(bj)
∞
j=1‖p. Tomando

x = (1, 1, ..) ∈ `∞ temos ‖x‖∞ = 1 e ‖T (x)‖ = ‖(bj)
∞
j=1‖, logo ‖T‖ = ‖(bj)

∞
j=1‖p. Este

operador T é chamado de operador diagonal pela sequência (bj)
∞
j=1.

Exemplo 3.1.2. Considere 1 ≤ p < ∞ e escolha uma função g ∈ Lp[0, 1]. Assim,
operador

T : C[0, 1]→ Lp[0, 1], T (f) = f.g

é linear. De fato, sejam f, h ∈ C[0, 1] e α ∈ K. Dáı,

• T(f+h)=(f+h)g=fg+hg=T(f)+T(h);

• T(αf)=αfg=αT(f).

Veja que
(∫

[0,1]

|(f.g)(t)|pdt

) 1

p

=

(∫

[0,1]

|f(t)|p.|g(t)|pdt

) 1

p

≤

(∫

[0,1]

(
max
t∈[0,1]

|f(t)|

)p

.|g(t)|pdt

) 1

p

= max
t∈[0,1]

|f(t)|.

(∫

[0,1]

|g(t)|pdt

) 1

p

= ‖f‖∞.‖g‖p.

Como ‖f‖∞ < ∞ e ‖g‖p < ∞, temos que

(∫

[0,1]

|(f.g)(t)|pdt

) 1

p

< ∞ para todo f ∈

C[0, 1]. Portanto, f.g ∈ Lp[0, 1] para todos f ∈ C[0, 1] e conclúı-se que o operador T
está bem definido. Além disso, como g é fixo, temos que ‖g‖p é uma constante, logo pelo

Teorema 3.1.1, T é cont́ınuo e ‖T‖ ≤ ‖g‖p. Tome f(x) = 1, para todo x ∈ [0, 1]. É claro
que ‖f‖∞ = 1, e ‖T (f)‖p = ‖g‖p. Portanto, ‖T‖ = ‖g‖p

Exemplo 3.1.3. Considere o subconjunto P [0, 1] de C[0, 1] formado pelas funções poli-
nomiais (ou polinômios). É claro que P [0, 1] é um subespaço vetorial de C[0, 1] com as
operações de soma e multiplicação por escalar desse espaço. Logo, P [0, 1] é um espaço
normado com a norma ‖.‖∞ herdada de C[0, 1]. É claro também que o operador derivação

T : P [0, 1]→ P [0, 1], T (f) = f ′

é linear. De fato, dados f, g ∈ P [0, 1] e α ∈ K, temos

T (f + αg) = (f + αg)′ = f ′ + (αg)′ = f ′ + αg′ = T (f) + αT (g)

. Suponha que T seja cont́ınuo. Nesse caso, existe C > 0 tal que ‖T (f)‖∞ ≤ C.‖f‖∞,
para todo f ∈ P [0, 1]. Para cada n ∈ N tome fn ∈ P [0, 1] a função dada por fn(t) = tn.
Então

n = ‖f ′
n‖∞ = ‖T (fn)‖∞ ≤ C.‖fn‖∞ = C, ∀ n ∈ N.

Absurdo! Logo, T é descont́ınuo.
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3.2 O Teorema de Banach-Steinhaus

Nessa seção apresentaremos o Teorema de Banach-Steinhaus que nos permitirá provar dois
teoremas importantes: o Teorema da Aplicação Aberta e o Teorema do Gráfico Fechado.
Porém, para demonstrar o Teorema de Banach-Steinhaus, precisamos provar primeiro o
Teorema de Baire.

Teorema 3.2.1. (Teorema de Baire) Sejam (M,d) um espaço métrico completo e (Fn)
∞
n=1

uma sequência de subconjuntos fechados de M tais que

M =
∞⋃

n=1

Fn.

Então existe n0 ∈ N tal que Fn0
tem interior não vazio.

Demonstração.: Denotemos por int(A) o interior de um subconjunto A de M . Su-
ponha que int(Fn) = ∅ para todo n. Chamando An = (Fn)

c = (M − Fn), cada An é
aberto e, pela proposição 1.2.2(a)

An = (Fn)c = (int(Fn))
c = (∅)c =M

para todo n. Em particular, cada An é não vazio. Escolha x1 ∈ A1 e use o fato de A1 ser
aberto para garantir a existência de 0 < δ1 < 1 tal que B[x1; δ1] está contida em A1. De
A2 = M temos A2 ∩ B(x1; δ1) 6= ∅. E como A2 ∩ B(x1; δ1) é aberto, existem x2 ∈ A2 e
0 < δ2 <

1
2
tais que B[x2; δ2] ⊆ A2 ∩ B(x1; δ1) ⊆ A2 ∩ B[x1; δ1]. Continuando o processo,

constrúımos uma sequência (xn)
∞
n=1 em M e uma sequência (δn)

∞
n=1 de números reais tais

que

0 < δn <
1

n
e B[xn+1; δn+1] ⊆ An+1 ∩ B[xn; δn]

para todo n. Dado ε > 0 escolha n0 ∈ N tal que n0 >
2
ε
. Se m,n ≥ n0, como B[xn; δn] ∩

B[xm; δm] ⊆ B[x0; δn0
], temos

d(xm, xn) ≤ d(xm, xn0
) + d(xn, xn0

) ≤ 2δn0
<

2

n0

< ε.

Isso mostra que (xn)
∞
n=1 é de Cauchy em M , logo convergente. Digamos xn → x ∈ M .

Seja n ∈ N. Como xm ∈ B[xm; δm] ⊆ B[xn; δn] para todo m ≥ n e B[xn; δn] é um conjunto
fechado, segue que x ∈ B[xn; δn] ⊆ An. Portanto

x ∈
∞⋂

n=1

An =
∞⋂

n=1

(Fn)
c =

(
∞⋃

n=1

Fn

)c

=M c = ∅.

Absurdo! Logo, a nossa contradição surgiu pelo fato de supor que int(Fn) = ∅ para todo
n. Portanto, existe n0 ∈ N tal que int(Fn0

) é não vazio.

Teorema 3.2.2. (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espaço de Banach, F um
espaço normado e (Ti)i∈I uma famı́lia de operadores em L(E,F ) satisfazendo a condição
de que para cada x ∈ E existe Cx <∞ tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < Cx. (3.3)

Então supi∈I ‖Ti‖ <∞.

44



Demonstração.: Da continuidade de Ti resulta que o conjunto {x ∈ E : ‖Ti(x)‖ ≤
n} = (‖.‖ ◦ Ti)

−1([0, n]) é fechado para cada n ∈ N e cada i ∈ I. Dessa forma, o conjunto

An :=

{
x ∈ E : sup

i∈I
‖Ti(x)‖ ≤ n

}
=
⋂

i∈I

{x ∈ E : ‖Ti(x)‖ ≤ n}

é fechado por ser uma intersecção de fechados. Veja que

x ∈

{
y ∈ E : sup

i∈I
‖Ti(y)‖ ≤ n

}
⇔ ‖Ti(x)‖ ≤ n, ∀ i ∈ I ⇔ x ∈

⋂

i∈I

{x ∈ E : ‖Ti(x)‖ ≤ n}.

De (3.3) segue que

E =
∞⋃

n=1

An

e, pelo Teorema de Baire, algum An possui interior não vazio. Seja n0 um número natural
tal que An0

tenha interior não vazio, e sejam a ∈ int(An0
) e r > 0 tais que

{x ∈ E : ‖x− a‖ ≤ r} ⊆ int(An0
).

Seja y ∈ E com ‖y‖ ≤ 1. Se x = a + ry, então ‖x − a‖ = ‖ry‖ ≤ r e portanto x ∈ An0
.

Assim,
‖Ti(x− a)‖ ≤ ‖Ti(x)‖+ ‖Ti(a)‖ ≤ n0 + n0

para todo i ∈ I. Logo, ‖Ti(ry)‖ = ‖Ti(x − a)‖ ≤ 2n0 e ‖Ti(y)‖ ≤
2n0

r
para todo i em I.

Portanto, sup
i∈I
‖Ti‖ ≤

2n0

r
.

Corolário 3.2.1. Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e (Tn)
∞
n=1 uma

sequência em L(E,F ) tal que (Tn(x))
∞
n=1 é convergente em F para todo x em E. Se defi-

nirmos
T : E → F, T (x) = lim

n→∞
Tn(x),

então T é um operador linear cont́ınuo.

Demonstração.: É fácil ver que T é linear, pois isso decorre da linearidade do limite.
Por hipótese, para cada x ∈ E a sequência (Tn(x))

∞
n=1 é convergente, e portanto limitada.

Assim, sup
n∈N
‖Tn(x)‖ <∞ para todo x ∈ E. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus existe

C > 0 tal que sup
n∈N
‖Tn‖ ≤ C. Segue então que

‖Tn(x)‖ ≤ ‖Tn‖.‖x‖ ≤ C.‖x‖

para todos x ∈ E e n ∈ N. Fazendo n→∞, obtemos ‖T (x)‖ ≤ C.‖x‖ para todo x ∈ E,
o que completa a demonstração de que T é cont́ınuo.

3.3 O Teorema da Aplicação Aberta

Definição 3.3.1. Sejam E e F espaços topológicos. Uma função T : E → F é dita uma
aplicação aberta se T (A) é aberto em F para todo A aberto em E.
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Lema 3.3.1. Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e T : E → F um
operador linear cont́ınuo. Se existirem R, r > 0 tais que BF (0; r) ⊂ T (BE(0;R)), então
BF (0;

r
2
) ⊆ T (BE(0;R)).

Demonstração.: Como para todo subconjunto M ⊆ E e todo escalar a ∈ K tem-se
aM = aM , segue da hipótese que

BF (0; ar) ⊆ T (BE(0; aR)) (3.4)

para todo a ∈ R positivo. Seja y ∈ BF (0;
r
2
). Por (3.4) existe x1 ∈ BE(0;

R
2
) tal que

‖y−T (x1)‖ <
r
4
, isto é, y−T (x1) ∈ BF (0;

r
4
). Novamente por (3.4), existe x2 ∈ BE(0;

R
4
)

tal que

‖(y − T (x1))− T (x2)‖ <
r

8
.

Como (3.4) vale para todo a > 0, podemos continuar esse procedimento indefinidamente
de forma a construir uma sequência (xn)

∞
n=1 em E tal que xn ∈ BE(0;

R
2n
) e

‖y − T (x1)− T (x2)− · · · − T (xn)‖ <
r

2n+1
(3.5)

para todo n ∈ N. A série
∞∑

n=1

‖xn‖ é convergente pois ‖xn‖ <
R
2n

para todo n, logo

∥∥∥∥∥

m∑

j=n

xj

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

j=n

‖xj‖ → 0, quando m > n→∞,

e portanto a sequência (
n∑

j=1

xj

)∞

n=1

é de Cauchy em E. Como E é Banach, existe x ∈ E para o qual essa sequência converge.
Segue então que

‖x‖ =

∥∥∥∥∥ limn→∞

n∑

j=1

xj

∥∥∥∥∥ ≤ lim
n→∞

n∑

j=1

‖xj‖ = ‖x1‖+
∞∑

n=2

‖xn‖

<
R

2
+

∞∑

n=2

R

2n
=

∞∑

n=1

R

2n
= R,

e portanto x ∈ BE(0;R). Fazendo n→∞ em (3.5) obtemos

‖y − T (x)‖ =

∥∥∥∥∥y − T
(

lim
n→∞

∞∑

n=1

xj

)∥∥∥∥∥ = lim
n→∞

‖y − T (x1)− ...− T (xn)‖ ≤ lim
n→∞

r

2n+1
= 0

e consequentemente y = T (x). Dáı y ∈ T (BE(0;R)) e o resultado está provado.

Teorema 3.3.1. (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam E e F espaços de Banach e T :
E → F linear, cont́ınuo e sobrejetor. Então T é uma aplicação aberta. Em particular,
todo operador linear cont́ınuo e bijetor entre espaços de Banach é um isomorfismo.
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Demonstração.: Da igualdade

E =
∞⋃

n=1

BE(0;n)

e da sobrejetividade de T resulta que

F = T (E) =
∞⋃

n=1

T (BE(0;n)) =
∞⋃

n=1

T (BE(0;n)).

Pelo Teorema 3.2.1 existe n0 ∈ N tal que T (BE(0;n0)) tem interior não-vazio. Assim
existem b ∈ F e r > 0 tais que BF (b; r) ⊆ T (BE(0;n0)). Como

T (BE(0;n0)) = −T (BE(0;n0)),

resulta que
BF (−b; r) = −BF (b; r) ⊆ T (BE(0;n0)).

Como x = 1
2
(b+ x) + 1

2
(−b+ x),

BF (0; r) ⊆
1
2
BF (b; r) +

1
2
BF (−b; r)

⊆ 1
2
T (BE(0;n0)) +

1
2
T (BE(0;n0)) = T (BE(0;n0)),

onde a última igualdade decorre da convexidade do conjunto T (BE(0;n0)). Pelo Lema
3.3.1 sabemos queBF (0; ρ) ⊆ T (BE(0;n0)) para ρ =

r
2
, e portantoBF (0; cρ) ⊆ T (BE(0; cn0))

para todo real positivo c. Vejamos que

BF (T (x); cρ) ⊆ T (BE(x; cn0))

para todo x ∈ E e todo c > 0. De fato, BE(x; cn0) = x+B(0, cn0), e então

T (BE(x; cn0)) = T (x) + T (BE(0; cn0)) ⊇ T (x) + BF (0; cρ) = BF (T (x); cρ).

Agora podemos provar que T (U) é aberto em F para cada U aberto em E. Sejam x ∈ U
e c > 0 tais que BE(x; cn0) ⊆ U . Então T (U) ⊇ T (BE(x; cn0)) ⊇ BF (T (x); cρ), provando
que T (U) é aberto em F .

O exemplo a seguir mostra que a hipótese dos espaços serem completos é essencial.

Exemplo 3.3.1. Seja T : c00 → c00 o operador linear dado por T ((an)
∞
n=1) = (a1,

a2
2
, a3

3
, ...).

Verifiquemos que T é linear. Seja (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 ∈ c00 e α ∈ K. Dáı,

T ((an)
∞
n=1 + α(bn)

∞
n=1) = T ((an + αbn)

∞
n=1) = ((a1 + αb1),

a2+αb2
2

, a3+αb3
3

, ...)
= (a1,

a2
2
, a3

3
, ...) + (αb1,

αb2
2
, αb3

3
, ...)

= (a1,
a2
2
, a3

3
, ...) + α(b1,

b2
2
, b3

3
, ...)

= T ((an)
∞
n=1) + αT ((bn)

∞
n=1).

Logo, T é linear. Agora, verifiquemos que T é injetor.

T ((an)
∞
n=1) = T ((bn)

∞
n=1)⇔ (a1,

a2
2
, a3

3
, ...) = (b1,

b2
2
, b3

3
, ...) ⇔ an

n
= bn

n
, ∀ n ∈ N

⇔ (an)
∞
n=1 = (bn)

∞
n=1.
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Portanto, T é injetor. Verifiquemos também que T é sobrejetor. Tome y = (bn)
∞
n=1 ∈ c00.

Seja x ∈ c00 dado por x = (nbn)
∞
n=1. Dáı,

T (x) = T ((nbn)
∞
n=1) = (b1,

2b2
2
,
3b3
3
, ..) = (b1, b2, b3, ...) = (bn)

∞
n=1 = y.

Portanto, T é sobrejetor. Assim, só nos resta mostrar que T é cont́ınuo. Para isso, mos-
traremos que o item (f) do Teorema 3.1.1 é verdadeiro para T e a partir das equivalências
teremos que T é cont́ınuo. Seja (an)

∞
n=1 ∈ c00. Logo, existe n0 ∈ N tal que an = 0, para

todo n ≥ n0. Assim, podemos dizer que existe j ∈ N tal que sup{|an| : n ∈ N} = |aj|. A
partir de tudo isso,

sup{‖T ((an)
∞
n=1)‖∞ : (an)

∞
n=1 ∈ c00 e ‖(an)

∞
n=1‖∞ ≤ 1}

= sup{‖(an
n
)∞n=1‖∞ : (an)

∞
n=1 ∈ c00 e sup{|an| : n ∈ N} ≤ 1}

= sup{sup{ |an|
n

: n ∈ N} : (an)
∞
n=1 ∈ c00 e |an| ≤ 1, ∀ n ∈ N}

= sup{ |aj |
j

: (an)
∞
n=1 ∈ c00 e |an| ≤ 1, ∀ n ∈ N}

≤ sup{1
j
: j ∈ N} = 1 <∞.

Portanto, pelas equivalências do Teorema 3.1.1, T é cont́ınuo. Porém, vejamos que T−1

não é cont́ınuo. Observe que T−1 : c00 → c00;T ((an)
∞
n=1) = (a1, 2a2, 3a3, ...). Suponha que

T−1 seja cont́ınuo. Logo, pelo Teorema 3.1.1, existe C > 0 tal que

‖T−1((an)
∞
n=1)‖ ≤ C.‖(an)

∞
n=1‖,

ou seja, sup{n.|an| : n ∈ N} ≤ C. sup{|an| : n ∈ N}. Para cada n ∈ N, considere a
sequência e1 = (1, 0, 0, ...), e2 = (0, 1, 0, ...), e3 = (0, 0, 1, 0...), ..., en = (0, ..., 1, 0, 0, ...), ...,
onde o número 1 se posiciona no n-ésimo termo. É claro que en ∈ c00 para todo n ∈ N.
Segue dáı que, se e

(j)
n é a j-ésima entrada de en, então

n = sup{n.|e(j)n | : j ∈ N} ≤ C. sup{|e(j)n | : j ∈ N} = C

para todo n ∈ N. Absurdo! Logo, T−1 é descont́ınuo.

3.4 O Teorema do Gráfico Fechado

Primeiramente, vamos definir o que é gráfico.

Definição 3.4.1. Sejam E e F conjuntos e T : E → F uma função. O gráfico de T é o
conjunto

G(T ) = {(x, y) : x ∈ E e y = T (x)} = {(x, T (x)) : x ∈ E} ⊆ E × F.

Teorema 3.4.1. (Teorema do Gráfico Fechado) Sejam E e F espaços de Banach e T :
E → F um operador linear. Então T é cont́ınuo se, e somente se, G(T ) é fechado em
E × F .

Demonstração.: Suponha T cont́ınuo. Então a função

f : E × F → R; f(x, y) = ‖T (x)− y‖

é cont́ınua, e portanto G(T ) = f−1({0}) é fechado por ser a imagem inversa do fechado
{0} pela função cont́ınua f .

Reciprocamente, suponha G(T ) fechado. Não é dif́ıcil ver que E × F é espaço de
Banach com a norma ‖.‖1. Definamos

π : G(T )→ E, π(x, T (x)) = x.

Verifiquemos que π é linear e bijetora. Para (x, T (x)), (y, T (y)) ∈ G(T ) e α ∈ K, temos
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π((x, T (x)) + α(y, T (y))) = π((x+ αy, T (x) + αT (y))) = π((x+ αy, T (x+ αy)))
= x+ αy

= π(x, T (x)) + απ(y, T (y)).

Logo, a linearidade está verificada. Verifiquemos que π é injetora. Sejam (x, T (x)), (y, T (y)) ∈
G(T ). Segue dáı que,

π(x, T (x)) = π(y, T (y))⇒ x = y ⇒ T (x) = T (y).

Portanto, (x, T (x)) = (y, T (y)). Assim, T é injetora. A sobrejetividade é trivial. Além
disso, π é cont́ınua pois

‖π(x, T (x))‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖+ ‖T (x)‖ = ‖(x, T (x))‖1.

Do Teorema da Aplicação Aberta segue então que π−1 é cont́ınua e portanto existe C > 0
tal que ‖(x, T (x))‖1 ≤ C‖x‖ para todo x ∈ E. Logo

‖T (x)‖ ≤ ‖T (x)‖+ ‖x‖ = ‖(x, T (x))‖1 ≤ C‖x‖

para todo x ∈ E. Isso prova que T é cont́ınuo.

A grande utilidade do Teorema do Gráfico Fechado reside na seguinte observação:
para mostrar a continuidade de um operador T : E → F (linear ou não), via definição,
devemos provar que para toda sequência convergente xn → x em E, é verdade que:

a.) (T (xn))
∞
n=1 é convergente em F , isto é, existe y ∈ F tal que T (xn)→ y;

b.) y = T (x).

Em geral, provar a.), isto é, provar que (T (xn))
∞
n=1 converge, é uma tarefa dif́ıcil, especial-

mente em dimensão infinita. O Teorema do Gráfico Fechado nos fornece, no caso em que
T é linear e atua entre espaços de Banach, o item a.) gratuitamente, ou seja, podemos
supor a convergência de (T (xn))

∞
n=1, restando apenas verificar b.). O exemplo a seguir

ilustra o que acabamos de dizer:

Exemplo 3.4.1. Sejam E um espaço de Banach e T : E → E∗ um operador linear
simétrico, isto é, T é linear e

T (x)(y) = T (y)(x)

para todos x, y ∈ E. Mostremos que T é cont́ınuo. Em vista do Teorema do Gráfico
Fechado, basta verificar que G(T ) é fechado. Para isto, seja (xn)

∞
n=1 uma sequência con-

vergindo para x em E e suponha que T (xn)→ φ em E∗. Fixado y ∈ E, tomando o limite
quando n→∞,

φ(y)← T (xn)(y) = T (y)(xn)→ T (y)(x) = T (x)(y)

o que nos permite concluir que T (x)(y) = φ(y). Como y ∈ E foi escolhido arbitrariamente,
segue que φ = T (x), e portanto G(T) é fechado.
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Caṕıtulo 4

Teoremas de Hahn-Banach

A essência do Teorema de Hahn-Banach, em sua versão para espaços normados, é que
funcionais lineares cont́ınuos definidos em um subespaço G de um espaço normado E

podem ser estendidos a todo espaço E preservando a linearidade, continuidade e até
mesmo o valor da norma. Nesse caṕıtulo demonstraremos o Teorema de Hanh-Banach
no caso real e no caso complexo. Antes disso, iremos apresentar algumas definições e
enunciaremos o Lema de Zorn, pois ele será essencial na demonstração do caso real.

4.1 Lema de Zorn

Definição 4.1.1. a.) Uma ordem parcial no conjunto P é uma relação ≤ em P que
satisfaz as seguintes propriedades:

• x ≤ x para todo x ∈ P (reflexiva);

• Se x, y ∈ P, x ≤ y e y ≤ x, então x=y (antissimétrica);

• Se x, y, z ∈ P, x ≤ y e y ≤ z, então x ≤ z (transitiva).

Neste caso diz-se que (P,≤) é um conjunto parcialmente ordenado.
No que segue (P,≤) é um conjunto parcialmente ordenado fixado.

b.) Uma cota superior de um subconjunto Q de P, se existir, é um elemento q ∈ P tal
que p ≤ q para todo p ∈ Q.

c.) Um elemento maximal de P, se existir, é um elemento m ∈ P tal que se p ∈ P e
q ≤ p para todo q ∈ P , então m=p.

d.) Um subconjunto Q de P é dito totalmente ordenado se para todos p, q ∈ Q, é
verdade que p ≤ q ou q ≤ p.

Teorema 4.1.1. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado, não-vazio, e no
qual todo subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento maximal.

Não demonstraremos o Lema de Zorn, pois essa demonstração é de caráter muito
técnico. Sua demonstração pode ser encontrada na referência [7].

4.2 Teorema da Extensão de Hanh-Banach

Estando familiarizado com o Lema de Zorn, podemos demonstrar o Teorema de Hanh-
Banach para o caso real.
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Teorema 4.2.1. (Teorema de Hahn-Banach - caso real) Sejam E um espaço vetorial
sobre o corpo dos reais e p : E → R uma função que satisfaz

p(ax) = ap(x), ∀ a > 0 e ∀ x ∈ E, e

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀ x, y ∈ E.

Sejam também G um subespaço vetorial de E e ϕ : G → R um funcional linear tal que
ϕ(x) ≤ p(x) para todo x ∈ G. Então existe um funcional linear ϕ̃ : E → R que estende
ϕ, isto é, ϕ̃(x) = ϕ(x) para todo x ∈ G, e que satisfaz ϕ̃(x) ≤ p(x) para todo x ∈ E.

Demonstração.: Considere a seguinte famı́lia P de funcionais lineares definidos em
subespaços de E que contém G:

P =





φ : D(φ) ⊆ E → R : D(φ) é subespaço vetorial de E,
φ é linear, G ⊆ D(φ), φ(x) = ϕ(x), ∀ x ∈ G

e φ(x) ≤ p(x), ∀ x ∈ D(φ).



 .

Em P , definimos a relação

φ1 ≤ φ2 ⇔ D(φ1) ⊆ D(φ2) e φ2 estende φ1,

isto é, φ2(x) = φ1(x), ∀ x ∈ D(φ1).

Mostremos que essa relação é um relação de ordem parcial, ou seja, é reflexiva, antis-
simétrica e transitiva. É claro que a relação é reflexiva, pois D(φ1) ⊆ D(φ1) e φ1(x) =
φ1(x) para todo x ∈ D(φ1), ou seja, φ1 ≤ φ1. Vejamos a antissimetria. Se φ1 ≤ φ2,
então D(φ1) ⊆ D(φ2) e φ2(x) = φ1(x) para todo x ∈ D(φ1). Por outro lado, se φ2 ≤ φ1,
então D(φ2) ⊆ D(φ1) e φ1(x) = φ2(x) para todo x ∈ D(φ2). Decorre disso tudo que
D(φ1) = D(φ2) e φ1(x) = φ2(x) para todo x ∈ D(φ1). Conclúı-se que φ1 = φ2 e a
antissimetria está verificada. Agora, o que nos resta é mostrar a transitividade. Se
φ1 ≤ φ2, então D(φ1) ⊆ D(φ2) e φ2(x) = φ1(x) para todo x ∈ D(φ1) e se φ2 ≤ φ3,
então D(φ2) ⊆ D(φ3) e φ3(x) = φ2(x) para todo x ∈ D(φ2). Disso tudo decorre que
D(φ1) ⊆ D(φ3) e φ3(x) = φ2(x) = φ1(x) para todo x ∈ D(φ1), ou seja, φ1 ≤ φ3. Logo, a
relação é uma relação de ordem parcial.

Note que P é não-vazio, pois ϕ ∈ P . Vejamos que todo subconjunto totalmente
ordenado de P admite uma cota superior. Com efeito, dado Q ⊆ P totalmente ordenado,
defina φ : D(φ)→ R por

D(φ) =
⋃

θ∈Q

D(θ) e φ(x) = θ(x) se x ∈ D(θ).

Note que a boa definição de φ decorre da ordenação total de Q. É imediato que φ ∈ P
e que φ é cota superior para Q. Podemos então usar o Lema de Zorn e concluir que
P admite um elemento maximal, que será denotado por ϕ̃. Observe que para obter o
resultado basta mostra que D(ϕ̃) = E. Para isso suponha que D(ϕ̃) 6= E. Nesse caso

podemos escolher x0 ∈ E −D(ϕ̃) e definir φ̃ : D(φ̃)→ R por

D(φ̃) = D(ϕ̃) + [x0] e φ̃(x+ tx0) = ϕ̃(x) + tα,

onde [x0] é o subespaço gerado po x0 e α é uma constante que será escolhida posteriormente

de forma a garantir que φ̃ ∈ P . Queremos, por enquanto, que α satisfaça as seguintes
desigualdades:

ϕ̃(x) + α = φ̃(x+ x0) ≤ p(x+ x0), ∀ x ∈ D(ϕ) e

ϕ̃(x)− α = φ̃(x− x0) ≤ p(x− x0), ∀ x ∈ D(ϕ).
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Para tanto basta escolher α de modo que

sup
x∈D(ϕ̃)

{ϕ̃(x)− p(x− x0)} ≤ α ≤ inf
x∈D(ϕ̃)

{p(x+ x0)− ϕ̃(x)}.

Felizmente tal escolha é posśıvel pois para x, y ∈ D(ϕ̃) temos

ϕ̃(x) + ϕ̃(y) = ϕ̃(x+ y) ≤ p(x+ y) = p(x+ x0 + y − x0) ≤ p(x+ x0) + p(y − x0),

e consequentemente
ϕ̃(y)− p(y − x0) ≤ p(x+ x0)− ϕ̃(x)

para quaisquer x, y ∈ D(ϕ̃). Está estabelecido então que é posśıvel escolher α atendendo
aquelas duas exigências iniciais. Feito isso, conclúımos que:

• Para t > 0,

φ̃(x+ tx0) = φ̃
(
t
(x
t
+ x0

))
= tφ̃

(x
t
+ x0

)
≤ tp

(x
t
+ x0

)
= p(x+ tx0).

• Para t < 0,

φ̃(x+tx0) = φ̃

(
−t

(
x

−t
− x0

))
= −tφ̃

(
x

−t
− x0

)
≤ −tp

(
−x

t
− x0

)
= p(x+tx0).

• Para t = 0,
φ̃(x+ tx0) = φ̃(x) = ϕ̃(x+ tx0) ≤ p(x) = p(x+ tx0).

Segue então que φ̃ ∈ P , ϕ̃ ≤ φ̃ e ϕ̃ 6= φ̃. Como isso fere a maximalidade de ϕ̃, temos
D(ϕ̃) = E e o teorema está provado.

Teorema 4.2.2. (Teorema de Hanh-Banach - caso complexo) Sejam E um espaço vetorial
sobre o corpo K = R ou C e p : E → R uma função que satisfaz

p(ax) = |a|p(x), ∀ a ∈ K e ∀ x ∈ E, e (4.1)

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E. (4.2)

Se G ⊆ E é um subespaço vetorial e ϕ : G→ K é um funcional linear tal que |ϕ(x)| ≤ p(x)
para todo x ∈ G, então existe um funcional linear ϕ̃ : E → K que estende ϕ a E e que
satisfaz |ϕ̃(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ E.

Demonstração.: Temos a partir de (4.1) e (4.2) que p(x) ≥ 0 para todo x ∈ E, e
isso será usado mais à frente. Com efeito, de (4.2) resulta que p(0) = p(0 + 0) ≤ 2p(0), e
consequentemente p(0) ≥ 0. De (4.1) resulta que p(x) = p(−x) e assim, para todo x ∈ E,

2p(x) = p(x) + p(−x) ≥ p(x+ (−x)) = p(0) ≥ 0.

Trataremos primeiro o caso real, isto é K = R. Nesse caso a hipótese nos garante que
ϕ(x) ≤ p(x) para todo x ∈ G. O Teorema 4.2.1 garante a existência de um funcional
linear ϕ̃ : E → R que estende ϕ a E e que satisfaz ϕ̃(x) ≤ p(x) para todo x ∈ E. Dessa
desigualdade e de (4.1) temos

−ϕ̃(x) = ϕ̃(−x) ≤ p(−x) = | − 1|p(x) = p(x),

para todo x ∈ E. Logo, |ϕ̃(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ E.
Façamos agora o caso complexo K = C. Nesse caso E é um espaço vetorial complexo

e ϕ toma valores em C. Definindo ϕ1, ϕ2 : G → R por ϕ1(x) = Re(ϕ(x)) e ϕ2(x) =
Im(ϕ(x)), é claro que ϕ1, ϕ2 são lineares, tomam valores reais e ϕ = ϕ1+iϕ2. Verifiquemos
isso.
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• É claro que ϕ(x) = ϕ1(x) + iϕ2(x), para todo x ∈ G, pois da definição, temos ϕ1(x) =
Re(ϕ(x)) e ϕ2(x) = Im(ϕ(x)).

• Da definição da ϕ1 e ϕ2 segue que ambos tomam valores reais, pois ϕ1, ϕ2 : G→ R.

• ϕ1, ϕ2 são lineares. Sejam x, y ∈ E e α ∈ K.

ϕ1(x+ αy) = Re(ϕ(x+ αy)) = Re(ϕ(x) + αϕ(y)) = Re(ϕ(x)) +Re(αϕ(y))
= Re(ϕ(x)) + αRe(ϕ(y))
= ϕ1(x) + αϕ1(x).

Analogamente, ϕ2(x+ αy) = ϕ2(x) + αϕ2(y).

Como artif́ıcio, chamaremos de ER e GR os espaços vetoriais reais subjacentes a E e G
(isto é, como conjunto o respectivo espaço é o mesmo, a operação de adição é a mesma e a
multiplicação por escalar é feita apenas com escalares reais). Então ϕ1 e ϕ2 são funcionais
lineares sobre GR. Para x ∈ GR, obtemos

ϕ1(x) ≤ |ϕ1(x)| ≤ |ϕ(x)| ≤ p(x).

Pelo Teorema 4.2.1 existe então um funcional linear ϕ̃1 : ER → R que estende ϕ1 a ER e
que satisfaz ϕ̃1(x) ≤ p(x) para todo x ∈ ER. Estudemos agora o caso de ϕ2. Note que
para x ∈ G,

i(ϕ1(x) + iϕ2(x)) = iϕ(x) = ϕ(ix) = ϕ1(ix) + iϕ2(ix).

Portanto ϕ2(x) = −ϕ1(ix) para todo x ∈ G. Definindo então

ϕ̃ : E → C, ϕ̃(x) = ϕ̃1(x)− iϕ̃1(ix),

segue que ϕ̃ = ϕ para todo x ∈ G. Vejamos que ϕ̃ é um funcional linear no espaço
complexo E. De fato, ϕ̃(x+ y) = ϕ̃(x) + ϕ̃(y) para todo x, y ∈ E, pois:

ϕ̃(x+ y) = ϕ̃1(x+ y)− iϕ̃1(i(x+ y)) = ϕ̃1(x) + ϕ̃1(y)− i(ϕ̃1(ix) + ϕ̃1(iy))
= ϕ̃1(x) + ϕ̃1(y)− iϕ̃1(ix)− iϕ̃1(iy) = (ϕ̃1(x)− iϕ̃1(ix)) + (ϕ̃1(y)− iϕ̃1(iy))
= ϕ̃(x) + ϕ̃(y).

Dados (a+ bi) ∈ C e x ∈ E, temos que

ϕ̃((a+ bi)x) = ϕ̃1(ax+ bix)− iϕ̃1(i(a+ bi)x)
= aϕ̃1(x) + bϕ̃1(ix)− i(aϕ̃1(ix)− bϕ̃1(x))
= (a+ ib)(ϕ̃1(x)− iϕ̃1(ix)) = (a+ ib)ϕ̃(x).

Mostremos finalmente que |ϕ̃(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ E. Se ϕ̃(x) = 0, então a desi-
gualdade é óbvia pois p(x) ≥ 0. Tome x ∈ E tal que ϕ̃(x) 6= 0. Então existe θ tal que
ϕ̃(x) = |ϕ̃(x)|eiθ. Segue que |ϕ̃(x)| = e−iθϕ̃(x) = ϕ̃(e−iθx). Como |ϕ̃(x)| é real, por (4.1),
temos

|ϕ̃(x)| = ϕ̃(e−iθx) = ϕ̃1(e
−iθx) ≤ p(e−iθx) = |e−iθ|p(x) = p(x).
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4.3 Aplicações do Teorema de Hahn-Banach

Apresentamos a seguir algumas consequências do Teorema de Hahn-Banach que muitas
vezes são chamadas de Teorema de Hahn-Banach por simplicidade.

Corolário 4.3.1. Seja G um subespaço de um espaço normado E sobre K = R ou C e
seja ϕ : G→ K um funcional linear cont́ınuo. Então existe um funcional linear cont́ınuo
ϕ̃ : E → K cuja restrição a G coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração.: Primeiramente, definamos p : E → R; p(x) = ‖ϕ‖.‖x‖. Veja que
para a ∈ K e x, y ∈ E, temos

• p(ax) = ‖ϕ‖.‖ax‖ = ‖ϕ‖.|a|.‖x‖ = |a|.‖ϕ‖.‖x‖ = |a|.p(x);

• p(x+ y) = ‖ϕ‖.‖x+ y‖ ≤ ‖ϕ‖.(‖x‖+ ‖y‖) = ‖ϕ‖.‖x‖+ ‖ϕ‖.‖y‖ = p(x) + p(y).

Sabemos que ϕ : G→ K é um funcional linear. Logo,

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖.‖x‖ = p(x), ∀x ∈ G.

Segue do teorema anterior que existe um funcional linear cont́ınuo ϕ̃ : E → K que estende
ϕ a E, ou seja, ϕ̃(x) = ϕ(x) para todo x ∈ G, e que |ϕ̃(x)| ≤ p(x) = ‖ϕ‖.‖x‖ para todo
x ∈ E. Como ϕ̃ estende ϕ, segue que ‖ϕ̃‖ ≥ ‖ϕ‖. E como |ϕ̃(x)| ≤ p(x) = ‖ϕ‖.‖x‖ para
todo x ∈ E, temos ‖ϕ̃‖ ≤ ‖ϕ‖. Portanto, ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Corolário 4.3.2. Seja E um espaço normado. Para todo x0 ∈ E, x0 6= 0, existe um
funcional linear ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração.: Aplique o Corolário 4.3.1 para G = [x0] e ϕ(ax0) = a‖x0‖.

Corolário 4.3.3. Sejam E um espaço normado, E 6= 0, e x ∈ E. Então

‖x‖ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ ≤ 1} = max{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1}.

Demonstração.: Para cada funcional ϕ ∈ E∗, ‖ϕ‖ ≤ 1, é imediato que |ϕ(x)| ≤
‖ϕ‖.‖x‖ ≤ ‖x‖. Isso mostra que sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E∗ e ‖ϕ‖ ≤ 1} ≤ ‖x‖. O fato do
supremo ser atingido em um funcional de norma 1 é garantido pelo Corolário 4.3.2.

Teorema 4.3.1. Sejam E um espaço normado não trivial e E∗ seu espaço dual. Então

i. Se x 6= y ∈ E, então existe ϕ ∈ E∗ com ϕ(x) 6= ϕ(y);

ii. Se x ∈ E satisfaz ϕ(x) = 0 para todo ϕ ∈ E∗, então x = 0.

Demonstração.: i.) Se x 6= y ∈ E, então x − y 6= 0. Pelo Corolário 4.3.2, existe
ϕ ∈ E ′ com ϕ(x − y) = ‖x − y‖ 6= 0. Isso implica que ϕ(x) − ϕ(y) = ϕ(x − y) 6= 0.
Portanto, ϕ(x) 6= ϕ(y).
ii.) Suponha, por absurdo, que 0 6= x ∈ E. Pelo Corolário 4.3.2 existe ϕ ∈ E∗ com
ϕ(x) = ‖x‖ 6= 0. Contradição! Portanto, x = 0.
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Proposição 4.3.1. Sejam X um subespaço vetorial próprio de E e x ∈ E − X. Se
0 < δ = d(x,X) = inf{‖x− y‖ : y ∈ X}, então existe ϕ ∈ E∗ satisfazendo

‖ϕ‖ = 1, ϕ(x) = δ e ϕ|X = 0.

Demonstração.: A distância δ entre x e o subespaço X é maior do que zero, pois X
é fechado. Seja [x,X] o conjunto gerado por X e x, ou seja, os elementos desse conjunto
são da forma λx+ y tal que λ ∈ K e y ∈ X. Defina o funcional linear g : [x,X]→ K por

g(λx+ y) = λδ.

Evidentemente g|X = 0. Pela definição de δ tem-se (para λ 6= 0)

|g(λx+ y)| = |λ|.|δ| ≤ |λ|
∥∥∥x+ y

λ

∥∥∥ = ‖λx+ y‖

e, assim, ‖g‖ ≤ 1. Para cada y ∈ X tem-se

‖g‖ ≥
|g(x− y)|

‖x− y‖
=

δ

‖x− y‖
,

e disso segue que

‖g‖ ≥ sup
y∈X

δ

‖x− y‖
=

δ

inf
y∈X
‖x− y‖

=
δ

δ
= 1.

Portanto, ‖g‖ = 1. Aplicando o Teorema de Hahn-Banach, existe ϕ ∈ E∗ tal que
ϕ(λx + y) = g(λx + y) para todos λx + y ∈ [x,X] e ‖ϕ‖ = ‖g‖. Logo, ‖ϕ‖ = 1,
ϕ(x) = g(x) = δ e ϕ|X = 0.

Como E∗ é um espaço de Banach, está definido E∗∗ = (E∗)∗ chamado de bidual de
E. Há uma forma natural de identificar elementos de E com elementos do seu bidual: a
cada x ∈ E associa-se x̂ ∈ E∗∗ por

x̂(ϕ) := ϕ(x), ϕ ∈ E∗.

Esta aplicação é chamada de aplicação canônica de E em E∗∗, e vale:

Proposição 4.3.2. A aplicação ̂: E → E∗∗ definida acima é uma isometria linear.

Demonstração.: A linearidade da aplicação canônica ̂ decorre facilmente da de-
finição. O fato de ser isometria decorre de

‖x̂‖ = sup {|x̂(ϕ)| : ϕ ∈ E∗ e ‖ϕ‖ = 1} = sup {|ϕ(x)| : ϕ ∈ E∗ e ‖ϕ‖ = 1} = ‖x‖,

sendo que na última igualdade foi utilizado o Corolário 4.3.3.
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Caṕıtulo 5

Operadores Adjuntos em Espaços
Normados

Apresentaremos nesse caṕıtulo a definição de operador adjunto e um resultado. Começamos
pela definição.

Definição 5.0.1. Seja T ∈ L(E,F ). O operador T ∗ : F ∗ → E∗ definido por

T ∗(ϕ)(x) := ϕ(T (x)), ∀x ∈ E e ϕ ∈ F∗,

é chamado de operador adjunto de T .

Proposição 5.0.1. Se T ∈ L(E,F ), então T ∗ ∈ L(F ∗, E∗) e, ainda, ‖T ∗‖ = ‖T‖.

Demonstração.: A linearidade de T ∗ é clara. Sejam ϕ, γ ∈ F ∗, α ∈ K. Tome x ∈ E.
Dáı,

T ∗(ϕ+ αγ)(x) = (ϕ+ αγ)(T (x)) = ϕ(T (x)) + αγ(T (x)) = T ∗(ϕ)(x) + αT ∗(γ)(x).

Além disso, como para todo ψ ∈ F ∗

‖T ∗(ψ)(x)‖ = ‖ψ(T (x))‖ ≤ ‖ψ‖‖T‖‖x‖, ∀x ∈ E,

vem que ‖T ∗(ψ)‖ ≤ ‖T‖‖ψ‖, ou seja, T ∗ ∈ L(F ∗, E∗) e ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.
Pelo Corolário 4.3.2, dado 0 6= x0 ∈ E, existe ϕ ∈ F ∗ de maneira que ϕ(T (x0)) =

‖T (x0)‖ e ‖ϕ‖ = 1. Assim,

‖T (x0)‖ = ‖ϕ(T (x0))‖ = |(T
∗(ϕ)(x0)| ≤ ‖T

∗‖‖ϕ‖‖x0‖,

de forma que ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖. Portanto ‖T ∗‖ = ‖T‖.
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Caṕıtulo 6

Propriedade de Daugavet

Apresentamos neste caṕıtulo a definição da Propriedade de Daugavet e alguns resultados
de D. Werner [2]. Comecemos pela definição de tal propriedade.

Definição 6.0.1. Um espaço de Banach E tem a propriedade de Daugavet se

‖Id+ T‖ = 1 + ‖T‖ (DE)

para todo operador T : E → E de posto 1, isto é, tal que dimT (E) = 1.

Vejamos que é suficiente verificar (DE) para os operadores de norma 1. Isso segue do
lema abaixo.

Lema 6.0.1. Se dois vetores u e v em um espaço normado satisfazem a equação

‖u+ v‖ = ‖u‖+ ‖v‖,

então ‖αu+ βv‖ = α‖u‖+ β‖v‖ para todos α, β ≥ 0.

Demonstração.: Podemos assumir α ≥ β ≥ 0 sem perda de generalidade. Da
desigualdade triangular temos que ‖αu+ βv‖ ≤ α‖u‖+ β‖v‖. A partir disso, segue que

α‖u‖+ β‖v‖ ≥ ‖αu+ βv‖ = ‖α(u+ v)− (α− β)v‖
≥ ‖α(u+ v)‖ − ‖(α− β)v‖
= α‖u+ v‖ − (α− β)‖v‖
= α(‖u‖+ ‖v‖)− (α− β)‖v‖
= α‖u‖+ β‖v‖.

Portanto, ‖αu+ βv‖ = α‖u‖+ β‖v‖.

Corolário 6.0.1. Se um operador limitado T em um espaço de Banach satisfaz a proprie-
dade de Daugavet, então para cada α ≥ 0 o operador αT também satisfaz.

Demonstração.: Como T satisfaz a equação de Daugavet, então ‖Id+T‖ = 1+‖T‖.
Assim, aplicando o lema acima, temos que ‖βId+ αT‖ = β + ‖αT‖ para todos α, β ≥ 0.
Tomando β = 1 e α ≥ 0, temos que ‖Id+αT‖ = 1+ ‖αT‖. Logo, o operador αT satisfaz
a propriedade de Daugavet.

Denotaremos por BE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} a bola unitária fechada em E e por
SE = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} a esfera unitária em E.

Exemplo 6.0.1. Se K é um espaço de Hausdorff compacto sem pontos isolados, mos-
traremos que C(K) tem a propriedade de Daugavet. Por outro lado, se K tem um ponto
isolado k0, o operador T : C(K) → C(K) de posto 1 dado por T (f) = −f(k0)χ{k0} não
satisfaz (DE). Verifiquemos isso.
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• T está bem definido.
Observe que χ{k0} assume apenas os valores em 0 e 1. Assim, dado U aberto em R temos:

i. 0 e 1 ∈ U ⇒ (χ{k0})
−1(U) = K é aberto.

ii. 0 ∈ U e 1 6∈ U ⇒ (χ{k0})
−1(U) = K − {k0} é aberto.

iii. 0 6∈ U e 1 ∈ U ⇒ (χ{k0})
−1(U) = {k0} é aberto.

Logo, χ{k0} é cont́ınuo. Portanto, T está bem definido.

• T é linear.
Dados f, g ∈ C(K) e α ∈ K,
T (f + αg) = −(f + αg)(k0)χ{k0} = −f(k0)χ{k0} − αg(k0)χ{k0} = T (f) + αT (g).

•‖T‖ = 1.

‖T‖ = sup{‖T (f)‖ : f ∈ BC(K)}
= sup{‖ − f(k0)χ{k0}‖ : f ∈ BC(K)}
= sup{sup{| − f(k0)χ{k0}(t)| : t ∈ K} : f ∈ BC(K)}
= sup{|f(k0)| : f ∈ BC(K)}
≤ sup{‖f‖ : f ∈ BC(K)} ≤ 1.

Tome f = χ{k0}. Dáı, T (χ{k0}) = −χ{k0}(k0).χ{k0} = −χ{k0} ∈ SB(K). Logo, ‖T‖ = 1.

•‖Id+ T‖ ≤ 1.

‖Id+ T‖ = sup{‖f + T (f)‖ : f ∈ BC(K)}
= sup{‖f − f(k0).χ{k0}‖ : f ∈ BC(K)}
= sup{sup{|f(t)− f(k0)χ{k0}(t)| : t ∈ K} : f ∈ BC(K)}
= sup{sup{|f(t)| : t ∈ K − {k0}} : f ∈ BC(K)}, pois f(k0)− f(k0)χk0(k0) = 0
≤ sup{‖f‖ : f ∈ BC(K)} ≤ 1.

Logo, ‖Id+T‖ 6= 1+‖T‖, pois, ‖Id+T‖ ≤ 1 e 1+‖T‖ = 2. Portanto, T não satisfaz
(DE).

Definição 6.0.2. Sejam x∗ ∈ SE∗ e α > 0. Uma fatia da bola unitária de E é um
conjunto dado por

S(x∗, α) = {x ∈ BE : Re x∗(x) ≥ 1− α}.

A partir de agora, suporemos por simplicidade que estamos trabalhando com escalares
reais.

Proposição 6.0.1. Seja E um espaço de Banach. São equivalentes:

i. E tem a propriedade de Daugavet.

ii. Para toda fatia S = S(x∗0, ε0) de BE, todo x0 ∈ SE e todo ε > 0, existe um ponto x ∈ S
tal que ‖x+ x0‖ ≥ 2− ε.

iii. Para toda fatia S = S(x∗0, ε0) de BE, todo x0 ∈ SE e todo ε > 0, existe uma fatia S ′

de BE contida em S tal que ‖x+ x0‖ ≥ 2− ε para todo x ∈ S ′.
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Demonstração.: i.) ⇒ ii.) Dados S = S(x∗0, ε0), x0 ∈ SE e 0 < ε < 1, defina
T : E → E por T (x) = x∗0(x)x0. Observe que ‖T‖ = 1. Como E tem a propriedade de
Daugavet, ‖Id + T‖ = 1 + ‖T‖ = 2. Tome ε = min{ ε

3
, ε0}. Assim, existe y ∈ SE tal que

‖y + T (y)‖ > 2− ε, ou seja,

‖y + x∗0(y)x0‖ > 2− ε.

Dáı,

2− ε < ‖y + x∗0(y)x0‖ ≤ ‖y‖+ |x
∗
0(y)|.‖x0‖ = 1 + |x∗0(y)|.

Assim,

|x∗0(y)| > 1− ε⇒ −ε < |x∗0(y)| − 1 ≤ 0 < ε⇒ ||x∗0(y)| − 1| < ε.

Tome w =
|x∗

0
(y)|

x∗

0
(y)

. Observe que |w| = 1 e wy ∈ SE ⊆ BE. Além disso,

x∗0(wy) = wx∗0(y) = |x
∗
0(y)| > 1− ε ≥ 1− ε0 ⇒ wy ∈ S.

Seja x = wy ∈ S. Então,

‖x+ x0‖ =
∥∥∥ |x∗

0
(y)|

x∗

0
(y)
.y + x0

∥∥∥ =
∥∥∥ |x∗

0
(y)|.y+x∗

0
(y)x0

x∗

0
(y)

∥∥∥ =
∥∥∥ (x∗

0
(y)x0+y)+(|x∗

0
(y)|.y−y)

x∗

0
(y)

∥∥∥
≥

‖y+x∗

0
(y)x0‖

|x∗

0
(y)|

−
∣∣∣ |x

∗

0
(y)|−1

x∗

0
(y)

∣∣∣ .‖y‖
> 2− ε−

∣∣∣ |x
∗

0
(y)|−1

x∗

0
(y)

∣∣∣ > 2− ε−
∣∣∣ ε
x∗

0
(y)

∣∣∣
> 2− ε− ε

1−ε

> 2− ε− 2ε = 2− 3ε > 2− ε.

ii.)⇒ i.) Seja T : E → E um operador de posto um e norma um. Então, existem x0 ∈ SE

e x∗0 ∈ SE∗ tais que
T (x) = x∗0(x)x0.

Seja ε > 0 dado. Queremos mostrar que

‖Id+ T‖ > 2− ε.

Considere S = S(x∗0,
ε
2
). Pelo item ii.), existe x ∈ S tal que

‖x+ x0‖ ≥ 2−
ε

2
.

Como x ∈ S, temos x∗0(x) ≥ 1− ε
2
. Dáı,

‖Id+ T‖ ≥ ‖x+ T (x)‖ = ‖x+ x∗0(x)x0‖ = ‖x+ x0 − x0 + x∗0(x)x0‖
≥ ‖x+ x0‖ − ‖x0 − x

∗
0(x)x0‖

≥ 2− ε
2
− ‖x0‖.|1− x

∗
0(x)|

= 2− ε
2
− |1− x∗0(x)| > 2− ε

2
− ε

2
= 2− ε,

pois

1−
ε

2
≤ x∗0(x) ≤ 1 < 1 +

ε

2
⇒ −

ε

2
≤ x∗0(x)− 1 <

ε

2
⇒ |1− x∗0(x)| <

ε

2
.

Portanto, fazendo ε → 0, ‖Id + T‖ ≥ 2. Também, ‖Id + T‖ ≤ 1 + ‖T‖ = 2, ou seja,
‖Id+ T‖ = 2 = 1 + ‖T‖. Logo, T satisfaz (DE).
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i.) ⇒ iii.) Seja T (x) = x∗0(x)x0. Então T satisfaz (DE). Agora, considere o opera-
dor identidade IdE. Da definição, temos que o operador Id∗ : E∗ → E∗ é definido por
Id∗(ϕ) = ϕ ◦ IdE = ϕ = IdE∗(ϕ) para toda ϕ ∈ E∗. Portanto, Id∗ = IdE∗ . E dáı

2 = 1 + ‖T‖ = ‖Id+ T‖ = ‖(Id+ T )∗‖ = ‖Id∗ + T ∗‖ = ‖IdE∗ + T ∗‖.

Disso decorre que ‖IdE∗ +T ∗‖ = 2. Isso implica que existe um funcional y∗ ∈ SE∗ tal que

‖y∗ + T ∗(y∗)‖ > 2− ε0. Tome w = |y∗(x0)|
y∗(x0)

e x∗ = wy∗. Então

x∗(x0) = wy∗(x0) = |y
∗(x0)| ≥ 0

e
‖x∗ + T ∗(x∗)‖ = ‖wy∗ + wT ∗(y∗)‖ = |w|.‖y∗ + T ∗(y∗)‖ > 2− ε0.

Escolha

x∗1 =
x∗ + T ∗(x∗)

‖x∗ + T ∗(x∗)‖
e ε1 = 1−

2− ε0
‖x∗ − T ∗(x∗)‖

.

Desta forma, dado x ∈ S ′ = S(x∗1, ε1), temos

(Id+ T ∗)(x∗)(x) = (x∗ + T ∗(x∗))(x) = ‖x∗ + T ∗(x∗)‖x∗1(x)
≥ ‖x∗ + T ∗(x∗)‖(1− ε1)

= ‖x∗ + T ∗(x∗)‖
(

2−ε0
‖x∗+T ∗(x∗)‖

)
= 2− ε0.

Assim,

2− ε0 ≤ (Id+ T ∗)(x∗)(x) = x∗(x) + T ∗(x∗(x))
= x∗(x) + x∗ ◦ T (x) = x∗(x∗0(x)x0) + x∗(x)
= x∗0(x)x

∗(x0) + x∗(x).

Dáı, x∗0(x) ≥ x∗0(x)x
∗(x0) ≥ 2 − ε0 − x

∗(x) ≥ 2 − ε0 − 1 = 1 − ε0, isto é, x ∈ S(x∗0, ε0).
Desta forma, S ′ ⊆ S(x∗0, ε0). Além disso, temos

x∗(x) + x∗(x0) ≥ x∗(x) + x∗0(x)x
∗(x0) ≥ 2− ε0,

que implica que

‖x+ x0‖ = sup
z∗∈BE∗

‖z∗(x+ x0)‖ ≥ x∗(x+ x0) ≥ 2− ε0.

Note que podemos assumir sem perda de generalidade que ε = ε0.

iii.)⇒ ii.) Basta escolher x ∈ S ′ em iii.).

Desse teorema obtemos o corolário a seguir. Usaremos a notação

∆ε(x) = {y ∈ BE : ‖x− y‖ ≥ 2− ε},

para x ∈ SE e ε > 0.
Antes de enunciar o corolário lembramos que se A é um subconjunto de um espaço

vetorial X, o conjunto co(A), chamado de envoltória convexa de A, é definido como a
interseção de todos os convexos de X que contém A. Além disso,

co(A) =

{
n∑

i=1

λixi :
n∑

i=1

λi = 1 com λi ≥ 0, xi ∈ A

}
.
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A demonstração dessa igualdade se encontra [[9],Theorem 4.2.3]. E denotemos co(A) =
co(A).

Corolário 6.0.2. Um espaço de Banach E tem a propriedade de Daugavet se, e somente
se, BE = co∆ε(x) para todos x ∈ SE e ε > 0.

Demonstração.: (⇐) Provaremos que vale o item ii.) da Proposição 6.0.1 e, portanto,
E tem a propriedade de Daugavet. Suponha por absurdo que existam S = S(x∗0, ε0),
x0 ∈ SE e ε > 0 tais que ‖x+ x0‖ < 2− ε para todo x ∈ S. Assim,

∆ε(−x0) = {x ∈ BE : ‖x+ x0‖ ≥ 2− ε} ⊆ {x ∈ BE : x∗0(x) < 1− ε0}.

Dáı, como {x ∈ BE : x∗0(x) > 1− ε0} é convexo, temos

co∆ε(−x0) ⊆ {x ∈ BE : x∗0(x) < 1− ε0}.

Desta forma,
co∆ε(−x0) ⊆ {x ∈ BE : x∗0(x) ≤ 1− ε0}.

Agora BE = co∆ε(−x0), então BE ⊆ {x ∈ BE : x∗0(x) ≤ 1− ε0}. Mas isso é absurdo, pois
‖x∗0‖ = 1 e portanto deve existir y ∈ BE tal que x∗0(y) > 1− ε0.
(⇒) A demonstração desta implicação pode ser verificada fazendo o uso da Segunda forma
geométrica do Teorema de Hahn-Banach. Optamos por não apresentá-la aqui já que não
apresentamos esta versão do Teorema de Hahn-Banach.

Exemplo 6.0.2. Se K é um espaço de Hausdorff compacto sem pontos isolados, mostre-
mos que C(K) tem a propriedade de Daugavet fazendo uso do corolário anterior.

Vamos mostrar que BC(K) = co∆ε(f) para todos f ∈ SC(K) e ε > 0. Claramente
co∆ε(f) ⊆ BC(K). Provemos que BC(K) ⊆ co∆ε(f). Sejam f ∈ SC(K) e ε > 0. Tome

U = {t ∈ K : |f(t)| > 1−
ε

2
} = f−1

(
K− B

[
0, 1−

ε

2

])
.

Como f é cont́ınua, U é aberto. Dado n ∈ N, escolha U1, ..., Un subconjuntos abertos
disjuntos não vazios de U e pontos tj ∈ Uj. Pelo Lema de Urysohn, existem funções
cont́ınuas ϕj : K → [0, 1] tais que

ϕj(t) =

{
1 , t = tj
0 , t ∈ K − Uj

.

Agora, seja h ∈ BC(K). Defina funções gj : K → K por

gj(t) = h(t)(1− ϕj(t))− ϕj(t)f(t).

Então, gj ∈ C(K), gj(tj) = −f(tj), gj(t) = h(t), para todo t 6∈ Uj, e

|gj(t)| ≤ |h(t)|(1− ϕj(t)) + ϕj(t)|f(t)|
≤ 1.(1− ϕj(t)) + ϕj(t).1
= 1
⇒ ‖gj‖∞ ≤ 1.

Mostremos que gj ∈ ∆ε(f). De fato,

|gj(tj)− f(tj)| = | − 2f(tj)| = 2|f(tj)| > 2(1− ε
2
) = 2− ε

⇒ ‖gj − f‖ > 2− ε⇒ gj ∈ ∆ε(f).
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Além disso, se t ∈ Ui então
∣∣∣∣∣h(t)−

1
n

n∑

j=1

gj(t)

∣∣∣∣∣ =
∣∣h(t)− n−1

n
h(t)− 1

n
gi(t)

∣∣

=
∣∣ 1
n
h(t)− 1

n
gi(t)

∣∣
= 1

n
|h(t)− gi(t)|

≤ 2
n
,

e se t 6∈
n⋃

j=1

Uj então

h(t)−
1

n

n∑

j=1

gj(t) = h(t)−
n

n
h(t) = 0.

Logo, ∥∥∥∥∥h−
1

n

n∑

j=1

gj

∥∥∥∥∥ ≤
2

n
−→ 0,

quando n → ∞. Portanto, h ∈ co∆ε(f). Como h é qualquer em BC(K), conclúımos que
BC(K) ⊆ co∆ε(f).
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