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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar topicos de Anélise Funcional e resultados sobre
a equacao de Daugavet. Para tanto, iniciaremos pelo estudo de alguns tépicos de To-
pologia Geral e de Teoria de Medida. Em seguida, realizaremos um estudo em Analise
Funcional, onde investigaremos a teoria basica dos operadores lineares continuos entre
espacoes normados e espacos de Banach; os teoremas classicos de Hahn-Banach, Banach-
Steinhaus, Aplicacao Aberta e Grafico Fechado. Finalmente, realizaremos um estudo de
alguns resultados relevantes sobre a equagao de Daugavet.
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Introducao

Em 1963, I. K. Daugavet [5] provou que cada operador linear compacto 7' : C[0,1] —
C10, 1], onde C[0,1] denota o espago das fungdes continuas no intervalo [0, 1], satisfaz a
equacao

[Hd +T|| =1+ |[T1], (DE)

que é hoje conhecida como equac¢ao de Daugavet, onde Id é o operador identidade. Ao
longo dos anos, a validade desta equacao foi verificada por diferentes autores para varias
classes de operadores em diversos espacos de Banach (veja [15, 10, 2, 12]).

Da equacao de Daugavet surgiu a definicao da propriedade de Daugavet, conforme
apresentamos a seguir. Dizemos que um espago de Banach X tem a propriedade de
Daugavet se todo operador de posto um 7' : X — X satisfaz (DE). Segundo V. M.
Kadets et al. [15], se um espago de Banach X tem a propriedade de Daugavet, entao todo
operador fracamente compacto em X satisfaz (DE). Este resultado facilitou a descoberta
de novos espagos onde operadores fracamente compactos satisfazem (DE).

Para se fazer o estudo da equacao de Daugavet é necessario, antes, ter a nocao de certos
topicos prelimiares. Logo, faremos um estudo detalhado sobre determinados tépicos de
nosso interesse de forma a alcangar nosso objetivo. Para o estudo destes topicos foram
utilizadas as referéncias [4],[1],[6] e [8].

A seguir descrevemos como este trabalho estd organizado.

No Capitulo 1, teremos a nocao geral de Espacos Métricos, Espacos Topoldgicos e
Medida e Integracao para podermos compreender com mais facilidade as definigoes e os
resultados apresentados ao longo do texto. Apds isso, no Capitulo 2, trataremos dos
Espacos Vetoriais Normados e mostraremos que os Espacos L,(X, X, i), Loo(X, 2, 1) e
alguns espagos de sequéncias sao completos. Em seguida, no Capitulo 3, desenvolveremos
um estudo sobre Operadores Lineares Continuos e, enunciaremos e demonstraremos trés
importantes teoremas que sao o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicacao
Aberta e o Teorema do Grafico Fechado. No Capitulo 4, apresentaremos um dos teoremas
mais importantes da Anéalise Funcional que é o Teorema de Hahn-Banach e algumas de
suas aplicagoes. Logo apds, no Capitulo 5, voltaremos a estudar os operadores, porém,
estudaremos operadores adjuntos em espacos normados. E finalmente, no Capitulo 6,
iremos compreender a Propriedade de Daugavet e alguns resultados que envolvem tal
propriedade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados algumas defini¢oes e resultados preliminares sobre
espacos métricos, espacos topoldgicos e, medida e integracao.

1.1 Espacos Métricos

Defini¢ao 1.1.1. Um espag¢o métrico é um par ordenado (M,d) formado por um con-
gunto M e uma fungao d : M x M — R, chamada métrica, satisfazendo as sequintes
condigoes para quaisquer x,y,z € M:

Se E e F sao subconjuntos de M, a distancia entre F e F' ¢é definida por
dist(E,F) =inf{d(z,y) :x € E,y € F}.
Definigao 1.1.2. Seja (x,)22, uma sequéncia no espag¢o métrico (M,d).

a. A sequéncia (x,)>, converge para © € M se lim d(x,,z)=0. Neste caso escrevemos
n—oo
Ty — T.

b. A sequéncia (x,)32, € dita convergente se existe x € M tal que x, — x. Caso
contrario é dita divergente.

c. A sequéncia (,)52, € uma sequéncia de Cauchy se lim d(z,,,z,) =0.
m,n—o0

d. O espago métrico (M,d) é um espago métrico completo se toda sequéncia de Cauchy
em M convergir para um elemento de M.

Defini¢ao 1.1.3. Seja (M,d) um espago métrico.

a. Dados a € M e e > 0, o conjunto B(a,e)={x € M : d(z,a) < €} é chamado de bola
aberta com centro a e raio e.

b. Um subconjunto A C M ¢é aberto se para cada x € A existe € > 0 tal que B(x,¢e) C A.
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c. Um subconjunto F' C M € fechado se seu complementar F¢ .= M — F ¢é aberto.

Observacao 1.1.1. E’fcicz'l verificar que a uniao e a interseccao de dois abertos € aberto,
e que a uniao e a interseccao de dois fechados é fechado. Além disso, a unido qualquer
de abertos € aberto e a intersec¢ao de fechados é fechado.

Definigao 1.1.4. Sejam (M,d) um espagco métrico e A C M.

a. O interior de A € o conjunto int(A) =) {B C M : Babertoe B C A}.
b. O fecho de A ¢ o conjunto A= (\{F C M : F fechadoe A C F}.

c. Dizse que A é denso em M se A= M.

Observagao 1.1.2. O conjunto int(A) é aberto, pois € unido de abertos. E A € fechado,
pois € a intersec¢ao de fechados.

Proposi¢ao 1.1.1. Sejam (M,d) um espaco métrico e A C M. FEntio v € A se, e
somente se, d(z, A) = 0.

Demonstragao.:(=) Para x € A e para qualquer ¢ > 0, existe y € A tal que y €
B(z,¢€), basta tomar y = x. Mostremos que para x € (A — A) e para qualquer ¢ > 0,
existe y € A tal que y € B(z,¢). Suponha que existem z € (A — A) e € > 0 tais que
B(z,e) N A ={. Considere F = M — B(x,¢). Dai, F é fechado. Além disso, A C F e
x & F. Isso é um absurdo, pois € A. Ou seja, x € F para todo F fechado contendo A.
Portanto, x é ponto aderente a A.

(<) Suponha que x & A, isto é, x € M — A. Agora, M — A é aberto. Entdo, existe ¢ > 0
tal que B(z,¢) C M — A, ou seja, B(x,¢) N A = . Em particular, B(z,¢) N A = (. Isso
é um absurdo, pois x é ponto aderente a A, ou seja, d(x, A) = 0. Portanto, x € A. [ |

Proposicao 1.1.2. Sejam (M,d) um espag¢o métrico, x € M e A, B C M. Entdo:

a. A € aberto se, e somente se, A=int(A).

b. A € fechado se, e somente se, A=A.

c. Se AC B, entio A C B.

d. AUB=AUB.

e. ¥ € A se, e somente se, existe uma sequéncia (x,)°%, em A tal que T, — .

f. A é denso em M se, e somente se, para todos x € M e e > 0, tem-se AN B(x,€) # 0.

Demonstragao.: a.)(=) Por hipétese, A é aberto. Logo, para cada z € A, sempre
existe € > 0 tal que B(x,¢e) C A. Assim, podemos dizer que

A= U{B(z,e) C M : B(zx,e) C A} Cint(A).
Como int(A) C A sempre, segue que A = int(A).
(<) Decorre da Observacao 1.1.1. B
b.)(=) Por hipétese, A é fechado, ou seja, A¢ é aberto. Assim, A¢ = int(A°) = A°, pois
A= J{F° S M : F fechadoe AC F} = J{F° C M : F® abertoe F* C A°} = int(A°).
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Dai, A = A.
(<) Decorre da Observagao 1.1.1.
c.) Por hipétese, A C B. Entao,

{GC M :G fechadoe BC G} C{F C M : F fechadoe A C F}.

Dali,
m{FQM:FfechadoeAgF}Qm{GgM:GfechadoeBgG}.
Ou seja, A C B.
d.)Veja que
AUBCAUB=AUBCAUB=AUB.
Além disso,
ACAUB=ACAUBe BCAUB=BCAUB.

Logo,ZUFQAUB.

e.)(=) Seja x € A. Entdo, para todo ¢ > 0 existe y € A tais que d(z,y) < e. Tome

€n = +:n € N. Assim,

—n
e para €, temos y; € A tal que d(z,y;) < €1;
e para €, temos yo € A tal que d(z,y2) < €3;

e, fazendo esse processo sucessivamente, para €,, temos y, € A tal que d(x,y,) < €,.
Logo, (yn)se, C Aey, — .
(<) Considere (z,)22, C A tal que x, — z. Logo,

Ve>0,3NeN|n>N=d(z,,z)<e

Logo, x é aderente a A, ou seja, z € A.

f.)(=) Suponha que A é denso em M. Logo, da definicao 1.1.4 item c.), temos que
A = M. Tome arbitrariamente x € M. Logo, para e > 0, existe a € A tal que d(z,a) < e.
Portanto, AN B(x,¢€) # (.

(<) Suponha por absurdo que A # M. Entdo, M — A é um aberto nao vazio. Tome
v € M — A Existe e > 0 tal que B(z;¢) € M — A, isto é, B(z,e) N A = (). Mas isto é
absurdo, pois por hipdtese para todo x € M e € > 0 tem-se AN B(x,¢) # 0. [ |

1.2 Espacos Topolégicos

Definicao 1.2.1. Uma topologia em um conjunto X é uma colecao T de subconjuntos
de X, chamados de abertos, satisfazendo as sequintes propriedades:

a. Qualquer unido de elementos de T € um elemento de T.
b. Qualquer interseccao finita de elementos de T pertence a T.
c. X el pertencem a .

Neste caso, dizemos que (X, 7) é um espago topolégico. Um subconjunto F' de X é
chamado de conjunto fechado se seu complementar for aberto, isto é, F*:= X — F € 1.
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Proposicao 1.2.1. Em um espaco topoldgico valem as sequintes propriedades:

a. Qualquer interseccao de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
b. Qualquer uniao finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

c. X e sdo conjuntos fechados.

Demonstragao.: a.) Tome (F;);c; fechados. Dai, sabemos que (Ff);c; sao abertos.

Entao . l
(ﬂ F) =JFrer

iel iel
Portanto,
ﬂFi ¢ fechado.
iel

b.) Considere Fj,i = 1,...,n, uma familia finita de conjuntos fechados. Entao, Ff € T,

t=1,...,n. Dali, .
<U F) =(\Frer
=1 =1

Portanto,
UFi ¢ fechado.
i=1
c.) Observe que X¢ =0 € 7 e ()° =X € 7. Portanto, X e ) sdo fechados. [

Os conjuntos abertos de um espaco métrico M formam uma topologia em M, chamada
de topologia em M induzida pela métrica.

Um espacgo topoldgico é dito metrizavel se existe uma métrica em X que induz sua
topologia.

O interior int(A), o fecho A e a densidade do conjunto A em um espaco topolégico
X sao definidos da mesma forma que na Defini¢ao 1.1.4. Segue da definicao de topologia
que int(A) é aberto e de 1.2.1 que A é fechado.

Proposigao 1.2.2. Sejam A e B subconjuntos de um espago topoldgico X. Entao:
a. int(A) = (A9)" e A" = int(A°).

b. Se A C B, entao int(A) C int(B).

c. int(AN B)=int(A) Nint(B).

Demonstragao.: a.) Queremos mostrar que int(A) = X — X — A. Mostremos, de
forma equivalente, (int(A))¢ = Ac. Sabemos que,

int(A) = J{F € X : Fabertoe F C A}.
Segue disso que,

(int(A))* = (J{F°C X : Fabertoe F C A} = |{F° C X : F* fechado e A° C F°} = A°.

Agora, mostremos que A° = int(A°). Seja A C X um conjunto qualquer. Entao Aé
fechado e é claro que A° é aberto, ou seja, A” = int(Ac). Da defini¢ao de interior de um
conjunto, temos



A" =int(A%) = U{F C X : F aberto e FQZC}
= U{FQX:Fabertoengc}
= U{F C X :F abertoe AC F°}
= U{F C X : F abertoe F C A°} = int(A°)

Assim, concluimos o que queriamos demonstrar.
b.) Por hipétese, A C B. Logo, podemos dizer que,

{FCX:Fabertoe F C A} C{G C X : GabertoeG C B}.
Assim, temos que
U{FQX:FabertongA}QU{GQX:GabertoeGgB}.

Portanto, int(A) C int(B).
c.) Queremos mostrar que int(AN B) = int(A) Nint(B). Usando o item a.), temos

(int(A)Nint(B))° = (int(A))°U(int(B))° = ACUB® = AU B¢ = (AN B)° = (int(ANB))".

Portanto, int(A) Nint(B) = int(AN B). |

1.2.1 Vizinhancas

Definicao 1.2.2. Uma vizinhanca de um elemento x do espaco topologico X € um
subconjunto U de X que contém um aberto V contendo x, isto €, x € V C U. A colecao
U, de todas as vizinhancas de x é chamada de sistema de vizinhancgas de x.

Proposicao 1.2.3. O sistema de vizinhanga U, de x em um espago topologico X tem as
sequintes propriedades:

a. SeU e U, entio x € U.

b. SeU,V € U,, entao UNV € U,.

c. SeU € U, entao existe V € Uy tal que U € U, para caday € V.
d. SeUeU, eUCV, entioV € U,.

e. A C X € aberto se, e somente se, A contém uma vizinhanca de cada um de seus
pontos.

f. Sejam A C X ex € X. Entio x € A se, e somente se, toda vizinhanca de x intercecta

A.

Demonstragao.: a.) Se U € U,, entao existe um conjunto aberto V tal que x € V' C
U. Logo, z € U.
b.) Se U,V € U,, entdo existem abertos Z, W tais que

r€ZCUexecWCV = zeZnWCUNWCUNV
= geZNWCunV.



Logo, UNV € U,.

c.) Se U € U,, entdo existe um aberto V tal que x € V C U. E claro quex eV CVe
V ¢é aberto, entao V € U,. Assim, paracaday € V,y €V CU. Logo, U € U,.

d.) Se U € U,, entao existe um aberto Z tal que

reZCUCV=2ecZCV.

Logo, V € U,.

e.)(=) Por hipétese, A C X é aberto e, obviamente, z € A C A. Logo, A é uma
vizinhanga para seus pontos. Assim, podemos afirmar que A contém uma vizinhanga de
cada um de seus pontos.

(<) Da hipdtese, para cada = € X existe um aberto V tal que x € V. C A. Como V é
aberto, temos x € V C int(A) C A. Dai, A=J{z:x € A} Cint(A). Logo, int(A) = A.
Portanto, A é aberto.

f.)(=) Seja z € A e seja U uma vizinhanca de x. Suponha, por absurdo, que U N A = (.
Entao U C A°. Como U € U, e U C A°, temos que A® € U,, pelo item d.). Assim, existe
V' aberto tal que x € V C A°. Dal,

C

v eV =int(V) Cint(A°) = A"

Mas isto é absurdo, pois z € A.

(<) Suponha, por absurdo, que x € A, isto é, z € A = int(A°). Como int(A°) é aberto
e x € int(A°), existe V aberto tal que z € V C int(A°) = A° C A°. Logo, V é uma
vizinhanga de z ¢ VN A = (), o que é uma contradigao. [ |

Proposicao 1.2.4. Se a cada ponto x de um conjunto X € associada uma cole¢ao nao-
vazia U, de subconjuntos de X satisfazendo as condigoes a.) - d.) da proposi¢ao anterior,
entao a colecao

T={ACX:VxeAJU€eU, | r€eUCA}
¢ uma topologia para X na qual U, € o sistema de vizinhanc¢a de x, para todo x € X.

Demonstragao.: Queremos provar que 7 ¢ uma topologia para X.

i. Provemos que qualquer uniao de elementos de 7 é um elemento de 7. Tome U A; tal
el
que cada A; € 7. Dali,

x € UAi = x € A; para algum i € I.
iel
Entao, existe U € U, tal que
iel
Logo, J,c; Ai € 7.
ii. Provemos que qualquer interseccao finita de elementos de 7 é um elemento de 7.
n

Considere ﬂ A; tal que A; € 7, para i =1,...,n. Dal,
i=1

n
T € ﬂAi:>I€Ai;i:1,...,n.

i=1



Entéao, existe U; € U, tal que x € U; C A;, i=1,....n. Assim,

n n

=1 =1

Entao, ﬁ A, e

=1

iii. Provemos que X e () pertencem a topologia. Por vacuidade, ) € 7. Tome z € X.
Dai, para todo U € U, temos que x € U C X. Logo, X € 7. Portanto, 7 é uma
topologia para X.

Provemos que cada U € U, é uma vizinhanca de z. SejaV ={y € U : U € U,}. Segue
de a.), da proposi¢ao anterior que z € U, e como U € U,, vemos que x € V. A seguir,
veremos que V € 7. Dado y € V, temos que U € U,. Por c.), da proposi¢ao anterior,
existe W € U, tal que U € U,, para todo z € W. Segue entao de a.) que W C U.
Como U € U, para todo z € W e W C U, temos W C V. Dai, existe W € U, tal que
ye W CV. Assim, Ve 7. Logo, U é um vizinhanga de z. [ |

Definicao 1.2.3. Seja X um espago topologico. Uma base de vizinhangas de um
elemento x de X € uma subcolecio B, de U, tal que cada U € U, contém algum V € B,.
Neste caso, U, estd determinado por B, da sequinte forma:

U,={UCX: VCU para algum V € B,}.
Os elementos de B, sdo chamados de vizinhangas bdsicas de .

Teorema 1.2.1. Seja X um espago topolégico e, para cada x € X, seja B, uma base de
vizinhancas em x. Entao:

a. SeV € B,, entao x € V.
b. Se Vi,V, € B,, entao existe V3 € B, tal que V3 C Vi N V5.
c. SeV € B,, entao existe Vy € B, tal que sey € Vy, entao existe W € By, com W C V.

d. A C X ¢ aberto se, e somente se, A contém uma vizinhanca bdsica de cada um de
seus pontos.

Demonstragao.: a.) Se V € B,, entao V € U,. Logo, z € V.

b.) Se Vi, V4, € B, C U,, entao V1NV, € U, e, assim, existe V3 € B, tal que V3 C V1 NV5.
c.) SeV € B, CU,, entao V € U,. Assim, pela Proposicao 1.2.3., item c.), existe U € U,
tal que V € U, para cada z € U. Ja que U € U,, existe Vj € B, tal que V; C U. Agora,
seja y € Vp. Como Vy C U, temos que y € U. Dai, V € U,. Logo, existe W € B, com
W CV.

d.)(=) Se A C X ¢é aberto, entao A contém uma vizinhanca de cada um de seus pontos.
Assim, para cada © € A existe U € U, tal que x € U C A. Dali, existe V € B, tal que
x eV CUC A. Logo, A contém a vizinhanca basica de cada um de seus elementos.
(<) Da hipétese, dado = € A, existe V € B, tal que z € V C A. Logo, V é vizinhanca
de x. Assim, A contém uma vizinhanca para cada um de seus pontos. Logo, pelo item
e.) da Proposigao 1.2.3, A C X é aberto. [ |



1.2.2 Bases

Defini¢ao 1.2.4. Uma base do espago topoldgico (X, T) € uma subcolegio B de T tal que
todo conjunto aberto pode ser escrito como uniao de elementos de B.

Proposicao 1.2.5. Uma colecao B de subconjuntos do espaco topologico X € uma base
para X se, e somente se, para todo aberto A C X e para todo x € A existe B € B tal que
r e BCA.

Demonstracao.:(=) Seja A C X um conjunto aberto. Como B é base para X, entao

existe C C B tal que A = U B. Tome x € A. Entao existe B € B tal que x € B C A.

BeC
(<) Seja B uma colecao de subconjuntos do espago topolégico X tal que para todo con-

junto A C X aberto e x € A, existe B, € B tal que B, C A. Logo, A = U B,. Como

€A
isso vale para todo aberto A C X, entao B é base para X. [ |

Teorema 1.2.2. Uma colecao B de abertos do espaco topologico X é uma base para X
se, e somente se, {B € B :x € B} é uma base de vizinhangas de cada x € X.

Demonstragao.:(=) Considere o sistema de vizinhangas U,. Tome U € U,, isto
implica que existe um aberto V tal que z € V. C U. Observe que V é aberto, entao existe
C CBtalqueV = UB. Tome z € V. Assim, existe B € Btalquex € BCV CU.

Bec
Logo, {B € B: xz € B} ¢ uma base de vizinhancas de cada = € X.

(«<) Considere A C X aberto. Tome z € A. E claro que A ¢é vizinhanca de X. Entdo,
existe By € {Be€ B:x € B} tal que z € By C A, ou seja, existe By € B tal que
x € By C A. Logo, B é base para X pela Proposicao 1.2.5. [ |

1.2.3 Subespacos

Definigao 1.2.5. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e A C X. A colegcio T4 dada por
{BNA:Be€T} éuma topologia em A, chamada topologia relativa ou topologia em
A induzida por 7. Com esta topologia, dizemos que A € um subespago de X.

De fato, 74 é uma topologia em A.

i. Vejamos que qualquer uniao de elementos de 74 ¢ um elemento de 74. Tome U(B’ NA)
iel
tal que cada B; N A € 74. Entao,

Usina) =B nAcr,,

iel iel
pois U B, er.
iel
ii. Provemos que qualquer interseccao finita de elementos de 74 é um elemento de 74.
n

Considere (-)(BZ NA) tal que B;N A €7, parai=1,...,n. Entado,
i=1



n

((Bin A) :ﬁBmAeTA,
=1

i=1

n
pois ﬂ B, erT.
i=1
ili. Mostremos que @) e A pertencem a 74. Temos que ) =0 NAe A=ANX. Como 0 e
X sao elementos de 7, entao ) € 74 e A € 74.

Teorema 1.2.3. Seja A um subespaco do espago topoldgico X. Entao:
a. FF C A € fechado em A se, e somente se, F'= K N A para algum K fechado em X.

b. Se C C A, entdo o fecho de C em A coincide com A NnC.

c. Sex € A, entao V C X € uma vizinhanca de x em A se, e somente se, V =UN A
para alguma vizinhanca U de x em X.

d. Sex € A e B, € uma base de vizinhanga para © em X, entdo {BNA: B € B,} é uma
base de vizinhanc¢a para x em A.

e. Se B é uma base de X, entao {BN A : B € B} € base de A.

Demonstragao.: a.) F' C A fechadoem A < A—F éabertoem A< A—F = BNA
para algum B aberto em X < F'= K N A para algum K fechado em X.
b.) Veja que
' = N{F CA:F fechado e C C F}
= M{KNACA:KCX fechado e CCK}=AnNC.

c.) (<) Seja U uma vizinhanga de z em X. Logo, existe um aberto em W em X tal que
reW CU. Comox e A,entaox e WNACUNA. ComoW € 7,entao WNAE 74.
Segue que U N A =V é uma vizinhanca de z em A.

(=) Seja V uma vizinhanca de z em A. Logo, existe um aberto W de A tal que z €
W C V. Assim, W = AN W, Wy aberto em X. Seja U = W; U (V — W). Logo,
UNA=WU((V —-W)=V. Como x € W; CU, segue que U é vizinhanca de x em X.
d.) Sejam, r € A e B, uma base de vizinhanca para x em X. Dado V uma vizinhanga
de x em A, existe U vizinhanga de x em X tal que V = U N A. Como U é vizinhanga
de x em X, existe B € B, talquex € B C U. Dai, r € BNACUNA=1V. Logo,
{BN A: B € B,} é uma base de vizinhanga para x em A.

e.) Tome W aberto em A. Segue que W € 74, ou seja, W =UN A com U € 7. Como

U € 7, entao
v= J B

BeCCB
Segue que,
WzUﬂAz( U B)mA: U (BnA).
BeCCB BeCCB

Logo, como W é um aberto qualquer em A, podemos afirmar que, {BN A : B € B} é base
para A. [ |
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1.2.4 Funcgoes Continuas

Definicao 1.2.6. Uma funcao f : X — Y entre espacos topoldgicos é continua se
YA :={z € X : f(z) € A} € aberto em X para todo aberto A em Y.

Proposigao 1.2.6. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para uma funcao f: X —Y
entre espagos topologicos:

a. f € continua.
b. f7YF) € fechado em X para todo fechado F em Y.

c. Para todo x € X e toda vizinhanga U de f(x) em Y existe uma vizinhanga V de x em

X tal que f(V) CU.
d. f(A) C f(A) para todo A C X.

Se X e Y sao espagos métricos, entdo estas afirmacoes também sdo equivalentes a:
e. f(x,) = f(x) para toda sequéncia (z,)3>, em X tal que x, — x € X.

Demonstragao.: a.)=-b.) Por hipdtese, f é continua. Entao, f~!'(A4) C X é aberto
para A C Y aberto. Tome F fechado em Y. Dai, F° é aberto e

AR ={zeX  flx) e F} ={z € X: f(x) € F} = (f(F))"

Logo, f~Y(F) é fechado em X.

b.)=+a.) Por hipétese, f~1(F) é fechado em X para todo fechado F' em Y. Tome A
aberto em Y. Dai, f71(A4) = (f71(A9)) e (f71(A°))¢ é aberto. Logo, para um aberto
qualquer A em Y, f71(A) é aberto em X. Portanto, f é continua.

a.)=-c.) Por hipétese, f é continua. Logo, para todo aberto A em Y, f~!(A) é aberto
em X. Tome x € X arbitrdario. Logo, f(z) € Y. Seja U uma vizinhanca qualquer de
f(z) em Y. Entao existe um aberto W C Y tal que f(z) € W C U. Como W C Y
é aberto, f~1(W) é aberto em X. Logo, V = f~}(WW) é uma vizinhanca de x em X e
fV)=f(f7(w)) CU.

c.)=ra.) Tome A aberto em Y. Mostremos que f~*(A) é aberto. Sabemos que f~!(A) =
{r e X : f(zr) € A}. Tome f(z) € A. Observe que A é vizinhanca de f(z). Logo, da
hipétese, existe uma vizinhanca V de z € f~1(A) em X tal que f(V) C A. Segue dai que
r eV C f1(A). Assim, mostramos que f~1(A) contém uma vizinhanga de cada um de
seus pontos. Entao, pelo item e.) da Proposicao 1.2.3, f~!(A) é aberto. Portanto, f é
continua.

b.)=d.) Por hipétese, f~!(F) é fechado em X para todo F' fechado em Y. Queremos
mostrar que f(A) C f(A), para todo A C X. Tome A C X. E claro que f(A4) C f(A)

e f(A) é fechado em Y. Logo, f~'(f(A)) ¢ fechado em X. Segue disto tudo que, A C
FHf(A)) € f7H(f(A)). Entao, A C f7(f(A)), ou seja, f(A) C f(A).

d.)=b.) Queremos mostrar que f~!(F') é fechado para todo F' C Y fechado. Seja FF C Y
fechado. Entao

FUfY(F) Cf(fY(F) CF=F

Dai, f~1(F) C f~'(F). Logo, f~(F) é fechado.
a.)=-e.) Nossa hipétese é que f é continua. Considere uma sequéncia (z,)22, em X tal
que z, — x € X. Como f é continua, f~*(B(f(z);€)) é aberto para todo € > 0. Observe
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que x € f71(B(f(x);¢)). Entao, existe § > 0 tal que B(x;d) C f~(B(f(z);¢)). Como
r, — x, entdo existe N € N tal que n > N = z,, € B(z;J). Dal,

flan) € f(B(x:6)) € f(fTH(B(f(2);€)) € B(f(2)se).

Logo, f(zn) = f(a). _ _
e.)=d.) Queremos mostrar que f(A) C f(A) para todo A C X. Seja y € f(A). Entdo,
existe z € A tal que y = f(x). Como x € Z existe (r,) C A tal que z, — z. Dali,

flan) = f(x) e f(zn) € f(A). Logo, y = f(z) € f(A). u

Proposicao 1.2.7. a. Se f: X =Y eg:Y — Z sdao fungoes continuas entre espacos
topoldgicos, entdo a fun¢ao composta go f : X — Z € continua.

b. Se A € um subespaco do espago topologico X e a fungao f: X — Y € continua, entdao
a restricao de fa A, fla: A—Y, é continua.

Demonstragao.: a.) Tome A C Z aberto. Como g é continua, entao g~'(A) é aberto
em Y. Sabendo que g7'(A) é aberto em Y e f : X — Y ¢ continua, entdao (g '(A))
é aberto em X. Observe que (f~'og ™) (A) = (go f) ' (A). Logo, (go f) ' (A) é aberto
em X para todo A C Z aberto. Portanto, g o f é continua.

b.) Considere a fungao i : A — X dada por i(z) = z. Mostremos que, i é continua.
Tome B aberto em X. Dali,

i'(B)={zcA:ilx)eBy={zcA:2€B}=ANB.

Logo, i *(B) é aberto em A. Observe que f|4: A — Y é foi. Como f e i sao continuas,
entdo f o é continua, ou seja, f|4 é continua. [ |

1.3 Axiomas de Separabilidade e Compacidade

Definicao 1.3.1. Dizemos que um espaco topologico K é de Hausdorff se dados x,y €
K, x # vy, existem abertos disjuntos U eV tais quex € U ey € V.

Definicao 1.3.2. Um espago topoldgico € dito mormal se dados dois fechados A e B
disjuntos, existem abertos U e V disjuntos tais que A CU e B C V.

Definicao 1.3.3. Um subconjunto K do espago topologico X é compacto se para toda

cole¢io (A;)ier de abertos em X tal que K C UA“ eristemn € N e iy, ...,1, € I tais que
iel

K C (A, U...UA; ). Ou seja, se toda cobertura aberta admite subcobertura finita.

Proposicao 1.3.1. Sejam X um espaco topologico compacto e K C X fechado. Entao
K ¢é compacto.

Demonstragao.: Considere uma cole¢ao (A;);c; de abertos em X tal que K C U A;.
icl
Considere também A = X — K. Como K é fechado, temos que A é aberto. Agora,
observe que X C AU UAi. Ja que X é compacto, existem iy,...,7, € [ tais que
iel
XCAUA,U...UA,;, . Dal, K CAUA; U...UA, . Logo, K é compacto. [ |

Mostraremos a seguir que todo espago de Hausdorff compacto é normal.
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Proposicao 1.3.2. Se K ¢ Hausdorff compacto, entao K é normal.

Demonstragao.:1) Sejam x € K e A C K fechado com =z ¢ A. Como K é compacto
temos A compacto. Como K é Hausdorff, dado a € A, existem U, e V, abertos disjuntos
tais que x € U, e a € V,. Observe que {V, : a € A} é cobertura aberta de A. Jad que A é
compacto, existem aq, ..., a, tais que

j=1

Sejam
U=(\Us ¢ V=|JVa.
j=1 J=1

Entao, U e V sao abertos disjuntos, zt € U e A C V.

2) Sejam A, B C K fechados disjuntos. Seja b € B. Por (1), existem U, e V}, abertos
disjuntos tais que b € U, e A C V. Observe que {U, : b € B} é cobertura aberta de B.
Agora, B é fechado e, portanto, compacto. Entao existem by, ..., by tais que

k
Bc|Ju,
j=1
Seja,
k k
V=W, e U=JU,.
j=1 j=1
Entao U e V sao abertos disjuntos, ACV e BCU. [ ]

Proposicao 1.3.3. (Lema de Urysohn): Um espago topoldgico K é normal se, e somente
se, dados A e B fechados disjuntos em K, existe f : K — [0, 1] continua tal que f(A) C {0}

e f(B) € {1}.
Demonstracao.: Veja [[8], Theorem 33.1].

1.4 Medida e Integracao

1.4.1 Espacos Mensuraveis e a Reta Estendida

Definicao 1.4.1. Uma o-dlgebra no conjunto X é uma familia X de subconjuntos de X
que satisfaz as sequintes propriedades:

a. ), X eX.
b. Se A€ X, entio A =X —Ae€X.

c. Se A, € ¥ para todo n € N, entdo U A, €X.

neN
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Neste caso, o par (X,>) é chamado de espago mensuravel. Cada elemento da
o-algebra é chamado de conjunto mensuravel.

Dada uma colecao F de subconjuntos de X, a interseccao de todas as o-algebra que
contém F é ainda uma o-algebra, chamada de o-algebra gerada por F e denotada por
Y(F). Note que X(F) é a menor o-algebra em X que contém F.

Quando (X, 7) é um espagco topoldgico, a o-dlgebra 3(7) é chamada de o-algebra de
Borel de X e denotado por B = B(X). Os elementos de B sdo chamados de conjuntos
de Borel ou bolerianos.

Definicao 1.4.2. A reta estendida é o conjunto
R=RU{oo} U{-o00}

também denotado por [—oo, 0], onde 0o e —oo sao simbolos que tém as propriedades que
intuitivamente deles esperamos, isto é:

—00 < x < 00, para todo x € R.

Operamos aritmeticamente com os simbolos oo e —oco da seguinte forma: para a € R,

oa+oo:oo+a:oo,a—oo:—oo+a=—OO,OO+OO=OO€—OO+(—OO):—OO-
e 1 -00=00a= o0, 0 >0 ea-(—o0)=(—00) -a= —00,a>0

N | —o00,a<0 a N 00,a <0 °
® 00:-00=(—0):(—00)=00e0:(—0)=(—00) 00=—00.

e 0-00=0-(—00)=00:-0=(—00)-0=0.

Observe que, por nao haver opcao coerente, as adigdes 0o + (—o00) e (—o0) + 0o nao estao
definidas. As seguintes notacoes sdo usuais:

[—00,a) ={reR:z<a}U{—o0}e(a,00]={zeR:2>a}U{oco}

Definicao 1.4.3. A topologia usual de R induz uma topologia em R considerando como
abertos os subconjuntos A C R da forma:

a. ACR € aberto em R, ou

b. A =[—00,a) para algum a € R, ou

c. A= (a,00| para algum a € R, ou

d. A € a uniao de conjuntos como os de (a),(b) ou (c).

Consideraremos R como espaco mensuravel com a o-algebra de Borel B(R) relativa a esta
topologia.
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1.4.2 Funcgoes Mensuraveis

Definicao 1.4.4. Seja (X,X) um espago mensurdvel. Uma fungdo f : (X,%) — R ¢
mensurdvel se f1(A) € ¥ para todo boleriano A € B(R). O conjunto formado por tais
fungoes serd denotado por M(X,X). Consideraremos ainda o subconjunto

MY (X, %) ={f € M(X,%):0< f(z),Vz € X}.

Proposicao 1.4.1. Uma funcio f : (X,¥) — R € mensurdvel se, e somente se, os
conjuntos {x € X : f(z) = —oo} e {r € X : f(x) = o0} pertencem a ¥ e € mensurdvel a
funcao

fo: (X,2) =R, folz) = { 57(90)’ :2 ;Eg iI5)@ ou f(x) =00

Demonstragao.: [[14],Lemma 2.8].

Proposicao 1.4.2. Se f,g : (X,¥) — R sdo fun¢ées mensurdveis e A\ € R, entdo
também sao mensurdveis as sequintes funcgoes (desde que bem definidas): \f, f + g, f.g,

|f], max{f, g} e min{f, g}.

Demonstragao.: Segue de [[14], Lemma 2.6] e da proposi¢ao anterior.

Proposicao 1.4.3. Dada uma sequéncia (f,)52, em M(X,Y), as sequintes fun¢oes defi-
nidas em (X, X)) sao mensurdveis:

f(z) =inf f,(z), F(x) =sup fu(x), f*(x)= lign inf f,(z) e F*(x) = lign sup fn(z).

neN neN

Em particular, se
lim f,(z) = f(z);Vz € X,

entio f € M(X,X).
Demonstragao.: [[14], Lemma 2.9 e Corollary 2.10].

Exemplo 1.4.1. Dados um espago mensurdvel (X,¥) e A C X, a funcao carac-
teristica de A ¢ definida por

1, sexe A
Xa: X = R; XA(x>_{O sexd A"

E claro que X a € mensurdvel se, e somente se, A € X. Uma combinacao linear de funcgoes
caracteristicas mensurdveis € chamada de fung¢ao simples mensurdvel. Assim, uma
funcao simples mensurdvel assume apenas um niumero finito de valores. Toda func¢ao
simples mensurdvel ¢ admite uma unica representacao da forma

¢ = Z ;X A;s
=1

onden € N, aq, as, ..., a, sao numeros reais nao nulos e distintos, e A, ..., A,, sGo conjuntos
mensurdveis nao vazios e disjuntos dois a dois. Fsta € a representacao candnica da
funcao simples mensurdvel ¢.
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1.4.3 Medidas

Definigao 1.4.5. Uma medida no espago mensurdvel (X,%) € uma fungio p : ¥ —
[0, +00] que satisfaz as sequintes condigoes:

a. u(0) =0.

b. Se (A,)2, € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de ¥, entdo
’ (U An) - S (A
n=1 n=1

A medida p € dita finita se u(X) < oo, e € dita o-finita se existir uma sequéncia de
conjuntos (A,)>2, em X tais que

X = UA" e u(4,) < oo, Vn.
n=1
O terno (X, %, u) € chamado de espago de medida.
Proposicao 1.4.4. Seja (X, 3, u) um espago de medida. Entdo:
a. Se A, BeXY e AC B, entiao u(A) < u(B).
b. Se AABe X, AC B e u(A) < oo, entio (B — A) = u(B) — u(A).

c. Se A, € ¥ para todon € N e Ay C Ay C ..., entdo

(UA>_hmuA)

d. Se A, € X para todon € N, Ay D Ay D ... e u(A;) < oo, entdo

(ﬂA>_hmMA)

e. Se A, € ¥ para todo n € N, entao

u (U An> <> A
n=1 =

Demonstracao.: a.) Observe que A, B € ¥, entao u(A) > 0e u(B) > 0. Além disso,
B=AU(B—A)e AN(B—A) = (. Segue que, u(AU(B—A)) = u(A)+u(B—A). Logo,
1(B) = (A) + u(B — A). Como u(B — A) >0, entao u(B) = pu(A) + u(B — A) > p(A).
Portanto, u(B) > u(A).
b.) Da demonstragao do item anterior, sabemos que pu(B) = p(A) + u(B — A). Como,
por hipdtese, u(A) < oo, entdo (B — A) = p(B) — p(A).
c.) Defina o conjunto F,, = A, — A,,_; paran > 1 e tome E; = A;. Observe que E, € X
e que os E,’s sao disjuntos dois a dois. Segue que

(U)o
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Entretanto,
Dai,

Isto implica que

Portanto,

d.) Seja F,, = A — A, com n € N. E facil ver que, F1 C F, C .... Dali, pelos itens
anteriores,

i (U Fn> = lim pu(F,) = lim p(A;) — lim p(A,,).

U(UFn>:M< (Al_An)>:M<A1_mAn>:,u(Al>_ﬂ<ﬂAn>-

<ﬂA>—hmuA1)—hmu éu(ﬂA)-hmu n)-

e.) Considere E,, = (A, — (A1 U A2 U...UA,_1)). Suponha n > k, entao

E,=(A,— (A U..UA,U..UA,1)) C 4,

Dai, E, N E, = (0. Segue entao que,

1 (U An> =y (U En> => wE) <> A

Teorema 1.4.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes para uma sequéncia (f,)32, de
fungées mensurdveis no espago de medida (X, %, p):

K
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a. (fn)>2, converge em medida, isto é, existe uma fun¢do mensurdvel f € M(X,X) tal
que
limpu({z € X :|fu(x) — f| > €}) =0; Ve > 0.

b. (fn)r, € de Cauchy em medida, isto €,

limp({z € X« |fa(2) = fn(2)] 2 €}) = 0; Ve > 0.

Demonstragao.: [[13], Proposigao 3.20 e Corolério 3.6].

Definicao 1.4.6. Sejam (X,%, 1) um espaco de medida, f, g, fn : X — R, n € N.
Diz-se que:

a. f € igual g p-quase sempre se existe A € ¥ tal que p(A) =0 e f(x)=g(x) para todo
x € A°. Neste caso escreve-se [ = g pu-quase sempre ou f = g ju-q.s.

b. (1), converge para f ji-quase sempre se existe A € X tal que p(A) =0 e f,(z) —
f(x) para todo x € A¢. Neste caso escreve-se f, — [ p-quase sempre ou f, — f -
q.s. ou f=1lim f, u-q.s.

Proposicao 1.4.5. Se a sequéncia (f,)32, de fungoes mensurdveis no espaco de medida

(X, X, 1) converge em medida para a fungdo mensurdvel f € M(X,Y), entdo existe uma
subsequéncia (fn;)32, que converge p-q.s. para f.

Demonstracgao.: [[13], Corolario 3.5].

1.4.4 Integracgao
Defini¢ao 1.4.7. Seja (X, 3, u) um espago de medida.

a. A integral da fungao simples ¢ € M (X, X)), cuja representagao candnica é

(b = Z anAj7
n=1

em relacao a medida p é definida por
/ Gdp =" a;u(A;).
X =
b. A integral da fungio f € M*(X,X) em relagao a medida pu € definida por
/ fdu:sup{/ ddp:pe MH(X,Y) ésimpleseO§¢§f}.
X X

c. Para f € MT(X,X) e A€ X, define-se

/Afduz/Xfodu-

Proposicao 1.4.6. Sejam f,g € M+(X,%) e A,B € X.
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a. Se f <y, entdo

/deuﬁ/xgdu-
/Afdus/deu.

c. / fdu =0 se, e somente se, f =0 pu-q.s.
X

b. Se A C B, entao

Demonstracao.: [[14], Lemma 4.5].

Teorema 1.4.2. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Seja (f,)52, uma sequéncia em
M (X,%) tal que 0 < fi(z) < fa(x) < ---, para todo x € X.

a. Se fuo(x) — f(x) para todo x € X, entao f € MT(X,X) e
/ fdp = lim fn dp.
X n—oo X

b. Se f.(z) = f(z) p-q.s. e f € MT(X,X), entdo

/fd,u: lim/fndu.
X n—oo X

Demonstragao.:[[14], Monotone Convergence Theorem 4.6].

Teorema 1.4.3. (Lema de Fatou) Se (f,)22, € uma sequéncia em M*(X,X), entdao

/ lim inf f,, du < lim inf/ fn dp.
X > X

n—oo n—
Demonstragao.: [[14], Fatou’s Lemma 4.8].

Teorema 1.4.4. (Teorema de Radon-Nikodym) Sejam (X,3, u) e (X, %, \) medidas o-
finitas tais que A\(A) = 0 sempre que A € 3 e u(A) = 0. Entao existe f € MT(X,X) tal
que

A(A) :/Afdu; VA e .

Demonstracao.: [[14], Radon-Nikodym Theorem 8.9].

Definicao 1.4.8. a. Dada uma funcgdio f : X — R, as fungoes f+,f~: X — [0,00) sdo
definidas por

[ () = max{f(x),0} e f~(z) = —min{f(z),0}.
Efcicz'l ver que [ € mensurdvel se, e somente se, fT e f~ sdo mensurdveis.

b. Seja (X, %, 1) um espago de medida. Uma funcio f € M(X,Y) é dita Lebesgue-
integrdvel (ou integrdvel) se

/f+d,u<ooe/f_d,u<oo.
b's b's

/deuz/xﬁdu—/xf‘du-
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Proposicao 1.4.7. a. Uma funcao mensurdvel f : X — R € integrdvel se, e somente se,

|f| € integrdvel. Neste caso, tem-se

’/deu‘é/xlfldu-

b. Sejam f,g: X — R integraveis e a € R. Entdo af e f+ g sao integrdveis e

/Xafdu=a-/xfdue /X(f+g)dﬂ=/xfdu+/ngu-

Demonstracao.: [[14], Theorem 5.3 e Theorem 5.5].

Uma funcao f : X — C €

Definigao 1.4.9. Seja (X, X, 1) um espago de medida.
: X — R definidas por

Lebesgue-integrdvel (ou integrdvel) se as funcoes fi, fa
fi(z) = Re(f(x)) e fo(x) = Im(f(x)) sdo integrdveis. Neste caso definimos

/deu:/Xflduﬂ-/ngdu.

O conjunto de todas as fungdes integrdaveis f : X — K € denotado por Lx(X, %, ).

Teorema 1.4.5. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,)52, uma sequéncia de
fungoes em Lx(X, X, pn) que converge pu-q.s. para uma fungao f : X — K. Se existe
g € Lx(X, X, p) tal que |f,| < |g|, para todo n, entio f € Lx(X,X,un) e

/fd,u: lim/fndu.
X n—oo X

Demonstracao.:[[14], Lebesgue Dominated Convergence Theorem 5.6].
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Capitulo 2

Espacos Vetoriais Normados

Denotaremos por K os corpos R ou C.

Definigao 2.0.1. Seja E um espago vetorial sobre K. Uma fungao || - || : E — R € uma
norma se satisfaz as sequintes propriedades:

N1) ||z|| > 0 para todo x € E e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0.
N2) |ax| = |a|||x| para todo x € E e para todo a € K.
N3) [lz +yl <[zl + llyll para todo x,y € E.

Um espago vetorial munido de uma norma é chamado espago vetorial normado ou
espacgo normado. Um espago normado é um espago métrico com a métrica dada por

d(z,y) = ||z = yll.

Neste caso dizemos que a métrica d é induzida pela norma |.|. Um espago vetorial
normado E é chamado de espago de Banach quando for um espaco métrico completo
com a métrica induzida pela norma.

Proposigao 2.0.1. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco vetorial de E. Entao
F é um espaco de Banach com a norma induzida de E se, e somente se, F' € fechado em

E.

Demonstragao.:(=) Suponha F' Banach e tome (z,)72, uma sequéncia em F tal
que x, — = € E. Entao (z,)32, é de Cauchy em F, e, portanto convergente, pois F' ¢é
completo por hipotese. Existe entao y € F' tal que x,, — y. Da unicidade do limite temos
x =1y € I, provando que F' é fechado em FE.

(<) Suponha F' fechado em E e seja (x,)5,; uma sequéncia de Cauchy em F. Logo,
(2,)22, é de Cauchy em FE, e portanto existe z € F tal que z,, = x. Como F é fechado
resulta que x € I, o que prova que F' é completo. [ |

Exemplo 2.0.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma funcdo f : X — K ¢é limitada
se sua tmagem for um subconjunto limitado de K, ou seja, se existe M > 0 tal que
|f(z)] < M para todo x € X. O conjunto B(X) de todas as fungoes limitadas f : X — K,
que € um espaco vetorial com as operacoes usuais de funcoes, torna-se um espaco de
Banach com a norma

[flloe = sup [ f ()]
reX

Verifiquemos que ||f||c € uma norma.
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N1) Verifiguemos que || f|looc > 0 €| f|lcc = 0 se, e somente se, f(x) =0 para todo x € X.
De fato,

[1f1lse :Slel)lg\f(ﬂf)\ 20 e [flle :O@nglf(iv)! =0 f(z)=0VreX

N2) Verifiquemos que ||af(x)|s = |all|f(2)|«, onde a € K. De fato,

laf ()]l = sup |a.f(x)| = sup |al.|f(2)| = |a|. sup | f(2)| = |a].| fl-
zeX zeX rzeX

N3) Verifiquemos que || f + gllsc < [|flloc + llglloc- De fato,

I+ 8l = sup /@) + 9()| < sup(1f(a)| + lo(e)
< sup|f(z)] + sup|g(z)]
zeX rzeX
= [ flloc + lglloo-

Logo, como todas as condigoes foram satisfeitas, temos que ||.||o € uma norma em B(X).

Agora, verifiquemos a completude. Tomemos um sequéncia (f,)22, de Cauchy em
B(X). Da definicio, temos que para todo € > 0, existe ng € N tal que para todos m,n > ny
tem-se || fm — fulloo < €. Assim,

mon > ng = sup| fn(@) = ful@)] < €= [funle) = fule)] < e,V € X.
zeX

Dai, concluimos que (f,(x))s, serd de Cauchy em K para todo v € X. Como K €

completo, (f,(x))>2, é convergente. Defina f: X — K da sequinte forma:
£(a) = lim £, (z).

Logo, o que nos falta mostrar € que f € B(X).

Como (f,) € de Cauchy, existe M tal que || fu|lo < M para todo n. Dat, |f.(z)| < M,
para todo n € N e para todo x € X. Assim, |f(z)] < M para todo x € X. Logo,
f € B(X). Portanto, B(X) é completo.

Exemplo 2.0.2. O conjunto Cla,b] de todas as fungoes continuas de [a,b] em K é um
subespago vetorial do espaco de Banach Bla,b|, e portanto é um espaco normado com a
norma

[flloe = sup{|f(z)[ - & € [a,b]} = max{|f(z)| : & € [a, b]}.

Mais ainda, Cla,b] é um espago de Banach. Mostremos que Cla, b] € um subespago fechado
de Bla,b]. Tomemos uma sequéncia (f,)5>, C Cla, b] tal que f,, — f € Bla,b]. Mostremos
que [ € continua. Da defini¢cao, para todo € > 0, existe ng € N tal que

n>ng=|fu—fll<e= Sg§|fn(:r) —f@)] <e=|fulx) — f(z)] <€ V.

A partir disso, temos que (f,) converge uniformemente para f. Como (f,) € continua e
(fn) converge uniformemente para f, seque de [[3], Proposicio 14, pg.132] que f é continua.
Portanto, Cla,b] € fechado. Assim, pela Proposi¢ao 2.0.1, Cla,b] é Banach.
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Exemplo 2.0.3. Por ¢y denotamos o conjunto de todas as sequéncias de escalares que
convergem para zero, ou seja, fitado K =R ou C,

co = {(ag)i2 : ax € Kparatodok € Neay — 0}.

E claro que cq € um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias (operagioes
coordenada a coordenada). E facil comprovar que a expressio

I(@x)7Zi lloo = sup{lax| - k € N}

torna co um espago normado. Seja (x,)22, uma sequéncia de Cauchy em cy. Digamos
que x, = (a¥)2°, para cada n € N. Para cada j € N, a desigualdade

n
jaf, — aj,] < sup{lay, — ap |+ k € N} = |2 — 2l

deiza claro que a sequéncia de escalares (a’)2, € de Cauchy em K, logo convergente.
; j A ~ N e
Digamos aj, — a; quando n — oo para cada j € N. Chamando x = (a;)32, nao € dificil
checar que x € ¢y e que x, — x em co. Concluimos entao que co € um espaco de Banach.
Chame agora de coy o subespaco de cq formado pelas sequéncias eventualmente nulas,

isto €,
coo = {(ar)pe, € o : existe kg € N tal que ar, = 0 para todo k > ky}.

Considere os sequintes vetores de cop:

= (1,0,0,...) — (1,100 (1t Lo
T = ,U, U, .0 ), T = ,2, U, el )y, Iy = ,2,...,n, SU oo ), e

E claro que (x,)°2, ¢é uma sequéncia em coy. Tomando x = (%);‘;1 € co, de ||z, — ||oc =

1 . ,
. 0, concluimos que x, — x em cy. Como x & co, Tesulta que cog € um subespaco

nao-fechado de co. Da Proposicao 2.0.1 resulta que cog € um espaco normado incompleto.

Lema 2.0.1. Seja B = {x1,...,x,} um conjunto de vetores linearmente independentes de
um espaco normado E. Entdo existe uma constante ¢ > 0, que depende de B, tal que

larzy + -+ any|| = c(lar| + -+ |an]),Var € Ksk =1, ...,n

Demonstracdo.: E de nosso conhecimento que |[(ay, ..., an)||y = |ai] + -+« + |an| ¢
uma norma em E. Dado (ay, ...,a,) € K", mostremos que a correspondéncia

n
(a1, ...,a,)| = Zaj:cj eR
i=1 E
também é uma norma em K”.
N1) Verifiquemos que |[|(a1,...,a,)|| > 0 e |[(a1,...,a,)|| = 0 se, e s6 se, (ay,...,a,) =

(0, ..., 0).

Seja (ay, ..., a,) € K" Entao |[(ai,...,a,)| =

n
E 4;T;
=1

>0e
E

=0& ) au;=0 & a;=0,j=1,...n
E J=1

(@, ., an) || =

2
i=1
< (ag,...,a,) = (0,...,0).
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N2) Mostremos que ||a(ay, ..., an)|| = |a] - ||(a1, ..., a,)||. Sejam (aq,...,a,) € K" e a € K,
entao

la(ar; .. an)|| = = laf-

n
(07N E CL]‘ZL‘J‘
Jj=1

E j=1

N3) Mostremos que ||(ay, ..., an) + (b1, ..., ) || < ||(ag, ..., an)|| + |[(b1, ..., bn)]|.
Sejam (aq, ..., a,), (b, ..., b,) € K". Entao

||(CL17 sy an) + (bh sy bn)” = ||(a1 + bl? cony Gy + bn)” = Z(aj + bj>xj
= | D_ami+ )b
j=1 j=1 E
< Do 4 > by
j=1 E j=1

- - E
- “(alv ""a’nm + H(bh abn)H

_|_

Logo, ||(ai,...,a,)|| = € R é uma norma em K"”. Como K" é um espago

n
E :ajxj
j=1

normado de dimensao finita, segue de [[11],Proposigao 1.1.3, pg. 3] que todas as normas
em K" sao equivalentes. Logo, existe uma constante ¢ > 0 tal que

n
(a1, ....,a,)|| = Zaj%‘ > cl(a; - an)l1,
J=1 E
n
ou seja, Zajmj > c(lar| + - -+ |anl). -
J=1 E

Teorema 2.0.1. Todo espaco normado de dimensao finita é um espago de Banach. Con-

sequentemente, todo subespaco de dimensao finita de um espaco normado F € fechado em
E.

Demonstragao.: Sejam F um espa¢o normado de dimensao n e {f,...,5,} uma
base normalizada de E. Dada uma sequéncia de Cauchy (z4)72, em E, para cada k € N
existem af, ..., a¥ escalares tinicos tais que z = a¥B; + ... + a*3,. Dado € > 0, podemos
tomar ng € N tal que ||z — x,,]| < c.€ sempre que k,m > ng, onde ¢ é a constante do

lema anterior para o conjunto linearmente independente {5, ..., 5,}. Segue que

n

1

k m
gt < —
Z!a] a]\_c

j=1

n

> (af —a})p;

j=1

1
= E”mk — Tpl < €,Yk,m > no.

k

Segue que, para cada 7 = 1,...,n, a sequencia de escalares (aj

convergente. Digamos que

)72, é de Cauchy, portanto

b = lilgna?, 1=1,...n.
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Nesse caso, temos
n
. k .
lim E lai — b;| = 0.
k 7
i=1

Definindo x = b1 81 + ... + b, 3, temos x € E e

h]gnHwk—xH —hin Z(aj —b;)B; §h]£nZ|aj —b;| =0.
j=1 j=1
Portanto, x, converge para x. Logo, E é espaco de Banach. [ |

2.1 Os Espacos L,(X,, i)

Sejam (X, ¥, 1) um espago de medida e 1 < p < oo. O conjunto de todas as fungoes
mensuraveis de X em K tais que

£l o= ( / If!”du)p < o0

sera denotado por £,(X, X, ).

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Hélder para integrais).: Sejam p,q > 1 tais que % +
% =1 e (X,X,u) um espago de medida. Se f € L(X,3,u) e g € L(X,X,n), entdo
fge Li(X, 2, ) e

19l < [1flp-llgllq-

Demonstracao.: Consideremos, primeiramente, o caso || f|, = 0 e ||g|l; < co. Assim,

1l =0 (/X Ifl”du)p e (/X |f|pd,u) o

Logo, |f|P = 0 p-q.s. Ou seja, f =0 p-q.s. Assim, temos que f.g = 0 p-q.s. Segue que

1fglls = /X Fgldy =0,

logo, f.g € L1(X, %, ), e temos que [[f.g][1 =0 <0 = f,-lgll;- Analogamente, tem-se
a mesma conclusao para ||g||l, =0 e || f|l, < oo e o caso || f||, = ||lg|l, = 0 é trivial.

Suponha entdo que || f], # 0 # ||g|l;- Primeiro é conveniente mostrar que para
quaisquer a,b > 0, temos

S

1 1 a

ar.bs < — 4+ —.

p

Para tanto, considere, para cada 0 < a < 1 a funcao f = f, : (0,00) = R; f(t) = t* — at.

Note que f tem um méaximo em ¢ = 1. Dai, temos que t* — at < 1 — « para todo t > 0,
isto é, t* < at+ (1 — ), paratodot > 0. Tomet =7 e a = é. Tem-se que

=

(%)a <a (%) +1—a=a*b"*<aa+b(1-a).

Note que 1 — a = %. Dali,

b
arbi <242, (2.1)
P g
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E claro que a desigualdade 2.1 é valida para a = 0 ou b = 0. Tomando

_ @ @)l

e ©7 7 gl
na desigualdade 2.1, temos
L1 @) Jo(@)] 1 \f(x)l)p 1 !g(w)\)"
p.be < —, -b . Z hl
GOTSOT T  Tele e ) e Ul
f(@).g9(z)| 1(|f(w)\)p 1(\g<x>!)q -
= e, <5\ ) T e U, (22)

Aplicando a integral, temos
|f(z).g(z)| /
) ote)l |F(2)-9()lds
x £ 1lp-llgllq ||f||p lglle

L [f(x)
. d )Pdp = p_ =
/Xp 1A = prHp/ F@)fdn = HfH” 1

gl [ 1
. dp = lg(x)|%dp = gl =
/. o= T T 1918 = 7

Retornando em (2.2), concluimos que

1 1
|f(@).g(2)|dp < — + - =1,
||f||p lglly / P q

o que implica / |f(x).g(z)[dp < [|fllpllgllq- Da hipdtese, temos |||, < oo e [lglls < oo,

i.

ii.

iii.

X
pois f € L,(X, X, ) e g € L (X, %, ). Entao, segue que

/X £ - gldu = 1 1llgll, < oo

Portanto, f.g € L1(X, %, p) e [[f.glly < [[fllp-llglla- u

Teorema 2.1.2. (Desigualdade de Minkowski para integrais).: Sejam 1 < p < oo e
(X, X, 1) um espago de medida. Se f,g € L,(X, X, n), entdo f+g € L,(X,> ,pn) e

LF+glly < 171+ llgllp-

Demonstracao.: Se p=1 ou ||f + g|| = 0, o resultado é direto. Suponhamos que
|f +gll, #0 e p> 1. Vejamos que para todo z € X,

|f(2) + g(2)]” < 2°(|f(2)]” + [g(2)["). (2.3)
De fato,

[f(2) + ()" < (If(@)| +[g(=)])?
(max{|f(z)], [g(x)|} + max{[f(z)],[g()[})"
(2. max{|f(z )!(I g(@) [}

gz

20 ([ f(@)[P + g (2)[7).

26

IA I IAIA



Aplicando a integral em (2.3), temos

[ 1@ s@rans [ 2as@pigteran=2. [ |f@pdes2. [ lgtpde < .
X X X X

Dali,
J 1@+ gl < 00 = ( J 1)+ g(w)lpdu)p <oom fhgeLy(X, 5 ).

Agora, mostremos a veracidade da relagao || f + gll, < ||f]l, + llgll,- Veja que

[f(@) +g@)" = [f(z) +g(@)]1f(2) + g()"
(@) + g(@)P~(1f ()] + lg()])
[f(@)]1f (@) + g(@) [P~ + g (@)1 f () + g(x) ", Vo € X.

Al

Logo,
f (@) + g(z)|P < If( )Lf () + g(@) P~ + [g(@) | f(2) + g(2)[P~ (2.4)

Tomando ¢ > 1 tal que % =1, temos que p — 1 = p Entao,

( / (|f+g\“)qdu> ( / !f+g|(p”'qdu>q= ( / !f+g|pdu);<oo-

Portanto, |f +g|1 = |f +g|~' € L (X, X, n). Da desigualdade de Holder, temos

[iars o ([ ava) ([ 15+ 0m) 25
/X|g|-|f+g|p‘1du§ (/X Iglpdu) -(/leJrgl(p‘”'qdu)q- (2.6)

Aplicando a integral em (2.4) e usando (2.5) e (2.6), temos

[ 18-+ apan < (/leJrgl”du);- [(/lelpdu);Jr(/)( |g|pdu)1. 2.1

Dividindo (2.7) por
([1r+aran)”
X

fX’Hg'pdu (/ !fl”du) +(/ \g\pdu>p
([ If + glpdp) x
= (/X\f+9| du) S(/X!f! du) +(/X\g\ du) |
Desta forma,

(/ﬁf+m%w)ps(/Nﬂ%w)p+(/Mm%m)p:wf+musuﬂu+umu
X X X
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Note que a norma ||.||, ndo é, em geral, uma norma em L£,(X, X, i), pois pode acontecer
| fll, = 0 para f nao identicamente nula. De modo geral, se (X, 3, u) é um espago de
medida, introduzimos uma relacao de equivaléncia dizendo que duas fungoes f,g: X — K
sao equivalentes se f = g p-q.s., isto é, se existe um conjunto A € ¥ tal que u(A) =0 e
f(x) = g(x), para todo x ¢ A. Denotando a classe de equivaléncia de uma fungao f por
[f], mostremos que no conjunto quociente

Lp(X, 5, ) = {[f]: f € Lp(X, 5, 1)},

as operagoes [f]+ [g] = [f +g] e c[f] = [cf] estdo bem definidas. Consideremos as classes
de equivaléncia [f] e [g]. Assim,
ehel[fl+]g] & h=i+j,ondei=fVegAej=gVor¢&DB

& h(z)=i(zx)+j(x), Ve € AUB e u(A) = u(B) =0

& h(z)=i(x)+j(z), Vi AUB e n(AUB) =0

—

& helf+g]
Portanto, [f] + [¢] = [f + ¢]. E para c € K,
ehelef] & hlz)=(c/)x), Vo & A e p(A) =0
& h(z)=cf(x), Ve g Ae u(A) =0
< hef]
Portanto, [c¢f] = ¢[f]. Conclui-se que as operacoes estao bem definidas e tornam L, (X, ¥, p1)
um espago vetorial. Vamos definir, |[[f]]|, := [|f]|, e verifiquemos que estd bem defi-

nido. Tome ¢ € [f]. Logo, f = g p-q.s, isto implica que |f| = |g| p-q.s. Entdo, temos
|fIP = 1gP p-a.s, isto é, |f|P —|g|" = 0 p-q.s. Logo,

Jasr=toryan=0 = [ 1spau— [ lopan=o

= [ 1svdu= | lorau
= ( / |f|pdﬂ);= ( / |g|Pdu)’l’

= £l = llglly-

Portanto, ||[f]]l, :== || fll, estda bem definida. Agora, mostremos que ||.||, ¢ uma norma em
L,(X,%, n). De fato, temos:

N1) [/l = Wflle = (/X|f|pdu>p > 0el|fll, =0« (/X|f|pdu)p -0 &

(/ Ifl”du) =0« f=0pqs.
X

N2) Jiefll, = ( | |Cf|”du> (f |0|p|f|pdu) —a(f Ifl”du) — e I

N3) [[f1+ [gllly = IIf + gl = I1f + gll, < [1fllp + llgll> = 1LAl» + [[Tg]ll,-

Logo, (L,(X, X, 1), ].||) é um espago vetorial normado. Mostremos agora que L,(X, X, 1)
¢ um espago de Banach. Devemos ter em mente que os vetores de L,(X, X, i) sdo classes
de equivaléncia, porém geralmente as classes de equivaléncias sao omitidas e escrevemos

f no lugar de [f].
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Teorema 2.1.3. Se 1 <p < oo, entao L,(X, %, p) € um espago de Banach com a norma

= (f |f\pdu)’l’

Demonstracao.: Jd sabemos que L,(X, X, ;1) é um espago normado. Provemos que
o mesmo ¢é completo. Para isso, seja ([f,])o>, uma sequéncia de Cauchy em L,(X, %, p).
Entao, dado € > 0 existe M = M(e) € N tal que

/ ’fn - fmlpd,u = an - meg <e
X

sempre que m,n > M. Como a sequéncia ([f,,])52; é uma sequéncia de Cauchy, podemos
obter uma subsequéncia (g;)32, de (f,)%%, tal que ||grs1 — gkll, < 27 para todo k € N.
Considere a funcao

g: X = RU{oc}, g(z) = |g1(x |+Zlgk+1 — gi()]. (2.8)
Sabemos que g é mensuravel e nao negativa. Além disso,

lg(x)[ = lim (Igl(ﬂf)l + ) g (@) - gk(x)|> :

Dali, pelo Lema de Fatou,

p
/\g\pdu = / lim (!ngZ!ng—gkI)
X

k=1

= / hmlnf <|91|+Z|gk+1 _gk|>
X
< liirlg}f <|91’ + Z |Grr1 — G ) dp.

n p
/ lgPdp < liminf/ 91| + Z g1 — gl | dp
X n—oo [y o1
Elevando ambos os membros a % e usando a desigualdade de Minkowski, obtemos
1 n p %
\g\Pdu> < liminf / gl + ) lgk+1 — gx| | dp
( mat [ 1o+ Xl

91| + Z |Gr+1 — G|
k=1

Ou seja,

= liminf
n—oo

p

< liminf [ [gill, + ) llgess — ngp)

n—00
k=1

< 1irrlriglf g1lly + ZQ_k = llgll, + 1.
k=1
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Entao, definindo A = {z € X : g(x) < oo}, pelo visto acima podemos concluir que
u(X — A) = 0. Logo, a série em (2.8) converge exceto talvez no conjunto de medida nula
X — A, isto ¢, a série converge p-quase sempre. Segue que a fungdo g.xa € L,(X, X, p),
onde x4 € a funcao caracteristica de A. Defina entao f : X — K por

) + Z Ge+1(x) — gr(z)) ,sex €A
k=1
0 ,se v & A.

fx) =

Como g, = g1+ (92 — g1) + (93 — g2) + ... + (9x — gx—1), temos

l9x(2)] < |g1 ()] + Z 19541 (x) — g; ()| < g(2)

para todo x e gr(z) — f(x) para todo x € A, isto é, a sequéncia (gx)52, converge para
[ p-quase sempre. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que f € £,(X, X, p).

Como
Lf = arl? < (11 + |gel)? < (29)Pxa n—q.s. e
Jim [f —gi[" =0 p—q.s.,

novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

lim/|f—gk|pd,u:/0du:0.
k—oo [x X

Dai, concluimos que g — f em L,(X,3,u), e portanto, [gr] — [f] em L,(X, %, p).
Assim, ([f,,])32; é uma sequéncia de Cauchy que tem uma subsequéncia ([gx])72; que con-
verge para [f]. Segue imediatamente que [f,] — [f] em L,(X, 3, ). |

2.2 O Espago L. (X,%, u)

Seja L (X, %, 1) o conjunto de todas as fungdes mensuraveis que sao limitadas p-quase
sempre, isto é, existem um conjunto N € ¥ e um ntdmero real k tais que u(N) = 0 e
|f(z)] < kparatodox & N. Se f € Lo(X,X, 1) e N € ¥ éum conjunto de medida nula,

definimos
Sy(N) = sup{|f(z)| : « & N},
| flloo = Inf{SF(N): N € ¥ e pu(N)=0}.
Note que, novamente, pode acontecer ||f||.c = 0 com f nao identicamente nula. Logo,
recorremos a classe de equivaléncia. Novamente, dizemos que duas funcoes sao equiva-
lentes (ou pertencem & mesma classe de equivaléncia) se coincidem p-quase sempre. O
conjunto L. (X, ¥, 1) é o conjunto de todas as classes de fungoes das fun¢oes mensuraveis

f X — K que sao limitadas p-quase sempre. Temos que L. (X, ) é um espago
vetorial. Se [f] € Loo(X, %, ), definimos

1 lloe = 1/ lloo-

Mostremos que ||[f]|l« estd bem definido. Tome h € [f]. Logo, f(x) = h(z) para todo
z ¢ N e p(N)=0. Entao,

Sy(N) =sup{|f(z)| : © ¢ N} = sup{|h(z)| : © & N} = Sp(N).
Dali,
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IFle = WHS(N): N €S e u(N) = 0}
= Inf{SL(N): N e X e u(N)=0}=||h|lc-

Portanto, ||[f]]|cc = || f|loc €std bem definido. Agora, verifiquemos que |||l é uma norma.

N1) Veja que Sy(N) = sup{|f(z)| : ¢ N} > 0. Logo,
[l = iE{S;(N) s N €5 e u(N) = 0} > 0,
Além disso, Sy(N) =0 < sup{|f(z)| ;e € N} =0« f =0 para todo x € N. Dali,
|flloo =0 nf{Sf(N): NeX e pu(N)=0}=0& S;(N)=0«< f=0 puq.s.

N2) Veja que para a € K, Sop(N) = sup{|a.f(z)| : © ¢ N} = sup{lal|.|f(z)| : 2 ¢ N} =
la|.sup{|f(z)| : & N} = |a|.S;(N). Dai,

laflloe = Inf{Ses(N): N e€X e p(N)=0}
= inf{|a|.Sf(N): N e X e pu(N) =0}
= Ja|.inf{S{(N): N e X e u(N)=0}
= Jal e

N3) Veja que Syiy(N) = sup{|f(z) + g(z)| : ¢ € N} < sup{|f(z)|+ |g(x)] : z ¢ N} <
sup{|f(z)| : = & N} +sup{|g(z)| : « € N} = Sp(N) + Sy(N). Observe que se
Ni,No€¥ep(Ny)=pu(Ny)=0temos N=N,UN,eXepu(N)=0e¢

5(N) + 8,(N) = sup ()] +suplg(a)] < sup 1) + sup lo(a)] = S(M:) + ().

¢ N1 TENo

Disso, segue que

£+ glloo inf{S; ,(N): N e X e u(N) =0}

< inf{SH(N) + Sy(N): N e X e u(N) =0}

< inf{Sy(N1) + Sg(N2) : N1, Na € X e u(N1) = u(N2) = 0}

= inf{S;(Vq) : Ny € ¥ e u(Nq) = 0} +inf{Sy(N3) : Ny € ¥ e pu(N;y) =0}
< N flloe 4 119lloe-

Logo, ||f]|c é uma norma.

Vejamos que se [f] € Loo(X, X, i), entao

[f(@)] < [ flloe 1 —q-s. (2.9)

Com efeito, tome €, = £ onde n € N. Como | f|l = inf{Sp(N) : N € & e u(N) = 0},
existe N, € ¥ e pu(N,) = 0 tal que |[fllooc < S¢(Vn) < ||fllc + €, para cada n € N.
Portanto, existe uma sequéncia (N,,)2° ; de conjuntos de medida nula tais que

Tim S;(N,) = [[fll € |£(2)] < S5(No), Vi & N,
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Logo, tomando N = U N, resulta que N tem medida nula. De fato, N,, € X e u(NV,,) =0,
n=1

para todo n € N. Logo,

1(N) = p (U Nn> <D (N, =) 0=0= u(N)=0.

Além disso, |f(z)] < Sy(N,), para todo € N. Logo, fazendo n — oo, temos |f(x)| <
1/ lloo p-ais.

Teorema 2.2.1. L (X,%, u) € um espago de Banach.

Demonstragao.: Sabendo que L (X, ¥, 1) é um espago vetorial normado, mostremos
que ele é completo. Para isso, seja ([f,])7°; uma sequéncia de Cauchy em L. (X, %, p).
Por 2.9, para cada par (n,m) € N? existe M, , € ¥ com p(M, ) =0e

|fu(@) = fon(2)] < | fro — finlloo, Vo & M, .

Seja M = U M, . Entao, (M) = 0 e para quaisquer m,n € N,

m,n=1

[fn(@) = fn (@) <N fn = Finlloo, V2 & M. (2.10)

Entao, para cada x & M, a sequéncia (f,,(x))s, é de Cauchy em K, portanto convergente.
Seja g, = fn - xar- Podemos entao definir

f: X =K, f(z)=Ilimg,.

E claro que g, ¢ mensuravel para cada n € N. Segue da Proposicao 1.4.3 que f é
mensuravel. Por (2.10) e como ([f,])22, é de Cauchy, dado € > 0 existe ny € N tal que
sup | fn(x) — fi(x)] < € sempre que m,n > ng. Fazendo m — oo resulta que

zg M

sup | fu(z) — f(2)] < €,Vn < ny. (2.11)
xZ¢M

Assim, ()%, é uniformemente convergente para f em X — M. De (2.11) resulta que
fo— f € Loo(X, X, 1) para n suficientemente grande. Dai, como f = f, — (f, — f), segue
que [f] € Loo(X, X, 1). Assim, podemos reescrever (2.11), concluindo que

sempre que n > ng. Portanto, ([f,])5; converge para [f] em L. (X, %, p). |

2.3 Espacos de Sequéncias

Para cada nimero real p > 1, definimos

by = {(fj)}”il G ERVjeNe Y|P <oo}.

Jj=1

[

00 P
Nosso objetivo aqui é ver que £, ¢ um espaco de Banach com a norma ||(&;)52, |, = (Z €; |p> :
j=1

Para isso, serao necessarios alguns resultados.
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Teorema 2.3.1. (Desigualdade de Hélder para somas): Sejam 1 < p,q < oo, com Il)+% =
1 e sejam (&1, ..,&0), (M, -y mn) € K™, Entao,

> lgmil < <Z|€j|p> - <Z|77j!q> :
=1 j=1 j=1

Demonstragao.: Primeiramente, consideremos o caso em que (1, ...,&,) = (0, ...,0)

ou (M1, ...,7,) = (0, ...,0). Entao,
Sl —0< (z w) | (z w) o
j=1 j=1 j=1

Suponhamos entao que (&1, ...,&,) # (0,...,0) e (1, ..., nn) # (0,...,0). Da demonstragao
do Teorema 2.1.1, sabemos que

hSA

11
ar.bt < —.a+ -.b, a,b> 0. (2.12)
P q

Tomemos

a; = —’§j|p eb;, = —|77ij . (2.13)
’ Zj:l IS1k ’ Zj:l 7519

Aplicando (2.13) em (2.12), temos

(Zifji |p> , (_Zn’m‘r |q> ’ <% 4 bi \5{“77]" <Yy ﬁ’
i=1 157 i=1 175 D q n P n q p q
=115 =1 (Zralele) - (i nsle)

para j = 1,...,n. Somando as desigualdades para cada j, segue que

3=

i1 1&my 1< 1o 11
Z]£1|§77]J| ;SE-Z%"‘&ZZE:E"‘&:L
(i lel)” (Zimamgle)* P T
completando a demonstracao. [ |

Corolario 2.3.1. (Desigualdade de Hélder para séries): Sejam 1 < p,q < oo, com
%—l— % =1, e sejam (&;) € €, e (n;) € £,. Entao (§;n;) € {1 e

> lgmsl < <Z|§j|p> : <Z|77j|q) :
j=1 Jj=1 Jj=1

Teorema 2.3.2. (Desigualdade de Minkowski para somas): Seja 1 < p < oo, e sejam
(&1, &n)s (M, .y mn) € K™ Entao,

3=

<Z !§j+ﬁj|p> < (Z |§j|p> + (Z|m|p>
=1 j=1 j=1
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Demonstracao: A desigualdade é clara se p=1. Se p > 1, temos que:
SIG AP =)0 il g AP < Y IGHEG P DY gl 1+ mil
j=1 j=1 j=1 j=1

Se % + % =1, entao (p — 1)q = p, e segue da Desigualdade de Holder que

> Igg +nlt < (Z ’fj\p> : (Z & +77j!p)
=1 j=1 j=1

3=

: (Z|§j+m‘|p) :

j=1

> il g A+l < (Z |77j|p>

j=1 7=1
Logo,

1

: (Z|§j +77j!p> :
j=1

SOl +ml < (Z\&'@ + <Z !Uj!p)
=1 j=1 j=1

Como 1 — % = %, segue que

(Z I +77j|p> < (Z !fj\p> + (ZW’)
=1 j=1 j=1

=

Corolario 2.3.2. (Desigualdade de Minkowski para séries): Seja 1 < p < oo, e sejam
(&), () € &y Entao (&5 +1;) €y €

0 % 0 % [e%¢} )
(Senr) < (Sier) s (Siar)
j=1 j=1 j=1
Agora, verifiquemos que /¢, é um espago de Banach para 1 < p < oc.

1°) E facil ver que ¢, é um espaco vetorial com as operacoes usuais de soma de sequéncias
e multiplicacao por escalar.

3=

2°) x|, = (Z|§j|p> ¢ uma norma em f,. Sejam x = (&,)02 1,y = ()i € {p.
j=1

Segue que:
N1) |zf|, = (Z |§j|”> >0e
j=1

], =0« <Z !@l”) =0& ) |GP=0egP=0YjeNe§=0VjeN.
j=1 j=1
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N2) Seja a € K,
Jaal, = (zmgm) _ (wzw) . (Zw) _ ol =),
j=1 j=1 j=1

N3) Temos pela Desigualdade de Minkowski,

1 1 1
[e%¢) P [e%e) r [e%} r
H$+pr=<§ |£j+aj|p> S(E |£j\p> +<§ \aj|p> = ll=llp + llyllp-
j=1 j=1 j=1

Logo, ||.||, ¢ uma norma em ¢,. Sabendo de tudo isto, mostremos que de fato ¢, é um
espaco de Banach. Seja (z,);2, uma sequéncia de Cauchy em ¢,. Escrevamos z, =

(§§n));’il para cada n. Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que

mn—mmp=<§j@“—émv) <e (2.14)
j=1
para todos n,m > ng. Em particular,

" =& < l|on = 2mllp < €. ¥mn = ng e Vj €N

Logo, (f;n));’lozl ¢ uma sequéncia de Cauchy em K para cada j € N. Seja §; = lim fj(n)
n—oo

para cada j € N, e seja ¢ = (f}')?il- Provaremos que x € ¢, e que (x,,);>, converge a x.
De fato, segue de (2.14) que

1
P

k
<Z@”ﬂWﬂSe (2.15)
j=1
para todos n,m > ng e todo k € N. Fazendo m — oo em (2.15), segue que
N 1
p
(n) _ ¢ |p <
Z ’53 &l =€
j=1
para todo n > ng e todo k € N. Logo,
(Z 6" - éjlp) <e
j=1

para todo n > ng. Assim, z, —x € {, e ||z — x,||, < €, para todo n > ny. Segue que
r=(x—x,) +x, €Lpe |z, —z|, = 0.

Para p = oo, definimos /., como o espaco das sequéncias limitadas de escalares, ou
seja,
loo = {(a;)72, s a; € K,Vj € N e sup|a;| < oo}.
jEN
E facil ver que (s é um espaco vetorial. Mostremos que [(a;)521lloc = sup{|a;| : j € N}
é uma norma:
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N1) ||z]|c =sup{la;| : j € N} >0 e ||z||co =0« supla;| =0 < a; =0,Vj € N.
jeN

N2) [laz]e = sup |aa;| = sup|afla;| = |alsupfa;| = [al [z
JjEN jeN JEN

N3) ||z + yllo = sup |a; + b;| < sup(fa;| + [b;]) < sup |a |+ sup |bj] = [|2][c + [|yllo-
jEN jeN jEN jeN

Sabendo que /., é um espaco vetorial normado, mostremos que ele é um espaco de Banach.

Seja (x,,)5>, uma sequéncia de Cauchy em /.. Escrevamos x, = (agn))j‘;l para cada n.

Dado € > 0, existe ng tal que

ln=mloe = 1105521 (™) loe = 110" =032 o0 = sup oy —a™ | < €, ¥im, n = mo.
J

(m)
J
(agn));’f:l C K é de Cauchy. Como K é completo, segue que (a
que lim ag-")
n—oo
Sabemos que

| : 7 € N} < ¢, para todos m,n,j € N. Dal,
(n)
J

Provemos que = € f, € T, — .

Veja que \ag-") — agm)| < sup{|a§.”) —a

) converge em K. Digamos

o0

= a; para cada j € N e seja z = (a;)%,.

sup ]agn) — a§m)| < e,Vm,n > ng.
jEN

Fazendo m — oo, temos que

sup |a,, — a;| < €,Yn > ny.
jEN

Logo, an,—a; € {x e ||z, —2]|o < € paratodon > ng. Segue que a; = ap, —(an, —a;) € Lo
para cada j € N. Assim, z = (a;)%2; C lo € [[7n — 7||oc = 0. Logo, £ é Banach com a

norma H(%)j’ilﬂoo = sup{|a,| : j € N}.

2.4 Conjuntos Compactos em Espacos Vetoriais Nor-
mados

Por definicao, um subconjunto K de um espaco topoldgico é compacto se toda cobertura
aberta de K admite subcobertura finita. Em espacos métricos, vale a seguinte carac-
terizacao: um subconjunto K de um espago métrico é compacto se, e somente se, €
sequencialmente compacto, isto é, toda sequéncia formada por elementos de K admite
uma subsequéncia que converge para um elemento de K.

Proposicao 2.4.1. Se E ¢ um espaco vetorial normado de dimensao finita, entdo os
compactos em E sdo precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstragao: Conjuntos compactos em espacos métricos sao sempre fechados e
limitados. Basta entao mostrar que todo conjunto limitado e fechado K C E é compacto.
Suponha que dim E = n e seja {ey, e, ..., e,} uma base normalizada de E. Como esta-
mos em espagos métricos, basta mostrar que toda sequéncia em K admite subsequéncia
convergente em K. Seja, portanto, (z,,)5%_; uma sequéncia em K. Para cada m existem

n

escalares o™, ..., a{™ tais que z,, = Z ag-m)ej. Como K ¢ limitado, existe L > 0 tal que
=1
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|zm| < L para todo m. Consideremos em K" a norma da soma ||.||;. Pelo Lema 2.0.1,
existe ¢ > 0 tal que

n n
L2l = | e = (Z " l) = e, )l
j=1 j=1
para todom € N. Assim, a sequéncia ((a!™, ..., a™))>_, é limitada em K". Pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass no R" esta sequéncia possui uma subsequéncia ((agm’“), e a%m’“))),ﬁil

que converge para um certo b = (by, ..., b,) € K". Dali,

n

> (@™ —by)e;

j=1

IN

n n
§ , () § :

CI,]- 6]' — bjej
Jj=1 Jj=1

> @™ = by)eyl

j=1

= " [al™ = byl e
Jj=1

= > o™ = by
j=1
= @™, ..., al™)) — b|; = 0.

Concluimos que

p = (agmk), ...,aﬁlm’“)) — ijGj.
j=1

Por K ser fechado sabemos que Z;; bje; € K. [ ]

Seja E' um espago normado. O conjunto By = {z € E : ||z|| < 1} é chamado de bola
unitaria fechada de E.

Corolario 2.4.1. A bola unitdria fechada em um espaco normado de dimensao finita €
compacta.

Mostraremos a seguir que a bola unitaria fechada em espagos de dimensao infinita
nunca é compacta.

Lema 2.4.1. (Lema de Riesz) Seja M um subespaco fechado prdprio de um espag¢o nor-
mado F e seja 6 um nimero real tal que 0 < 8 < 1. Entao, existe y € E — M tal que
|yl =1 e |y — | = 0 para todo x € M.

Demonstracgao: Seja yo € E — M e considere o niimero
d = dist(yo, M) = inf{||yo — z|| : . € M}.

Como M é fechado e yo € M, temos d > 0. De fato, supondo d = 0 existiria uma
sequéncia de elementos de M convergindo para 1y, € nesse caso teriamos yg € M, pois
M é fechado. Como % > d, podemos escolher xy € M tal que ||yo — xo] < %. Vejamos

que escolhendo y = ”gg:ig”, as condigoes sao satisfeitas. E claro que y tem norma 1 e nao
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pertence a M. Seja x € M. Como M é subespago vetorial, (zo + [|yo — xo|lx) € M, e
portanto d < |lyo — (2o + ||yo — xo||z)||. Por fim

>0

— %o xH _ llyo — (2o + llyo — o[[x)]] > 4 oy
190 — ol 1Yo — o

Yo
ly — 2l = H—H -
yo—$o||

Teorema 2.4.1. Um espagco normado E tem dimensao finita se, e somente se, a bola
unitdria fechada de E € compacta.

Demonstragao: O Corolério 2.4.1 garante a ida. Provemos que se a bola é compacta,
entao o espaco tem dimensao finita. Suponha que F tenha dimensao infinita. Escolha
r1 € E com norma 1. Como dim E = oo, o subespago [r1] gerado por x; é subespago
proprio de E. Por ter dimensao finita, [x;] é subespaco fechado de E. Pelo Lema de
Riesz, com 0 = %, existe 9 € F — [x;] de norma 1 tal que

|20 — 1] >

DO | —

Aplicado novamente o argumento para o subespaco [z, 23] gerado por {x, 22}, que con-
tinua sendo um subespaco fechado préprio pelas mesmas razoes, existe x3 € E — [x1, 9]
de norma 1 tal que

1 .
|5 — )|l = 5 para j=1,2.

Podemos continuar esse processo indefinidamente, pois em todas as etapas teremos um
subespaco de dimensao finita de E, logo fechado e préprio. Procedendo dessa forma,
construimos uma sequéncia em By tal que ||z, — z,| > 3 sempre que m # n. Assim,
()22, é uma sequéncia em B que nao possui subsequéncia convergente, o que impede

Bpg ser compacta. [ |
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Capitulo 3

Operadores Lineares Continuos

Nesse capitulo iremos estudar operadores lineares continuos e alguns resultados de grande
importancia que envolvem os mesmos e que serao relevantes no nosso objetivo final. Vamos
definir o que é um operador linear continuo.

Definicao 3.0.1. Um operador linear continuo do espaco normado E no espaco
normado F, ambos sobre o mesmo corpo K, € uma funcao T : E — F, que € linear, isto é

o T(x+y)=T(x)+T(y) para quaisquer x,y € E e
o T(ax)=aT(z) para todo a € K e qualquer x em E;

e continua, isto €, para todos xo € E e € > 0 eziste 0 > 0 tal que |T(z) — T'(zo)|| < €
sempre que x € E e ||z — || < 4.

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F sera denotado por
L(E,F). E possfvel mostrar que L(E,F) é um espago vetorial sobre o corpo K com
as operacoes usuais de fungoes, porém nao mostraremos aqui. Quando F' é o corpo dos
escalares, escrevemos E* no lugar de £(E, K), chamamos esse espago de dual topolégico
de F, ou simplesmente dual de E, e dizemos que seus elementos sao funcionais lineares
continuos.

Definicao 3.0.2. Dizemos que dois espagos normados E e F sao topologicamente iso-
morfos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor
T : E — F cujo operador inverso T™' : F — E — que é sempre linear — é também
continuo. Tal operador € chamado de isomorfismo topologico ou simplesmente tso-
morfismo.

Uma func¢do f : E — F — nao necessariamente linear — tal que ||f(z)|| = ||z|| para
todo x € E ¢é chamada de isometria. Um operador linear 7" : £ — F que é uma
isometria é chamado de isometria linear. E f4cil ver que toda isometria linear é injetora
e continua. Um isomorfismo que é também uma isometria é chamado de isomorfismo
isométrico, e nesse caso dizemos que os espagos sao isomorfos isometricamente.

3.1 Caracterizacao dos Operadores Lineares Continuos

Para iniciar iremos definir o que é uma funcao lipschitziana e funcao uniformemente
continua.
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Definicao 3.1.1. Seja f : M — N uma funcdo entre espacos métricos. Dizemos que f é
lipschitziana se existe uma constante L > 0 tal que d(f(z), f(y)) < L.d(z,y) para todos
x,y € M.

Definicao 3.1.2. Seja f : M — N uma funcdo entre espacos métricos. Dizemos que f é
uniformemente continua se para todo € > 0 existe (e) > 0 tal que d(f(x), f(y)) <€
sempre que x,y € M e d(x,y) < 9.

Teorema 3.1.1. Sejam FE e F espacos normados sobre K e T : E — F linear. As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) T ¢ lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T € continuo em algum ponto de E.

(e) T é continuo na origem.

(f) sup{||T'(x)|| : z € E e ||z| <1} < 0.

(g) Eziste uma constante C' > 0 tal que ||T'(z)|| < C.||z|| para todo x € E.

Demonstragao.: a.)= b.) Seja € > 0 dado. Por hipétese, T é lipschitziano, ou seja,
existe L > 0 tal que d(T(z),T(y)) < L.d(x,y) para todos z,y € M. Assim, tomando
0 = 7, segue que

d(z,y) < 6 = d(T(z),T(y)) < L.d(z,y) < L.6 = L.% — eV a,yc M.

Como ¢ nao depende de nenhum ponto, concluimos que 7' é uniformemente continuo.
b.)= c.) Trivial.

c.)= d.) Trivial.

d.)=- e.) Suponha T continuo no ponto xy € E. Seja ¢ > 0. Entao existe § > 0 tal que
|T(x) — T(x0)|| < € sempre que ||z — z¢|| < §. Tome z € E tal que ||z — 0] = ||z|| < .
Entao ||(z + z9) — xo|| = ||z|| < J. Portanto,

1T () =T )] = 1T (x) =0l = 1T (@)[| = IT(x)+T(wo) =T (xo)l| = | T(x+20) =T (20)|| <.

Provando que 7' é continuo na origem.

e.)= f.) Da continuidade de 7" na origem, existe § > 0 tal que ||T(z)|| < 1 sempre
que [|z] < 8. Se [|lz]| < 1,[|3z|| < 4, e entdo 3||T(z)|| = ||T(3z)|| < 1. Isso prova que
sup{||T(z)| :z € E e ||z]| <1} < 2 < .

f.)= g.) Parax € E,z # 0, temos

IT@I _ HT (W) H < sup{IT@) - gl < 1},

]

e portanto ||T'(z)|| < (sup{||T'(v)| : lly|] < 1})||z| para todo z # 0. O resultado segue
pois essa desigualdade é trivialmente verificada para z = 0.
g.)= a.) Dados z1,25 € E,

1T (z1) = T(z2)|| = |T(21 — 22)|| < C.||w1 — 25|,

e portanto 1" é lipschitziano com constante C'. [ |
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Corolario 3.1.1. Seja T : E — F um operador linear bijetor entre espacos normados.
Entao T € um isomorfismo se, e somente se, existem constantes Cy,Cy > 0 tais que
Cillz|| < ||T(x)|| < Co||lz|| para todo x € E.

Demostragao.:(=) Como 7" é continuo, existe Cy > 0 tal que ||T'(z)|| < Cy.||z|| para
todo z € E. Observe que Cy # 0. Caso contrario, teriamos T identicamente nulo, o que
nao ocorre pois 1" é isomorfismo. Como 7' é isomorfismo, 7! é continuo. Pelo Teorema
3.1.1 existe C' > 0 tal que |7 *(y)|] < C|ly|| para todo y € F. Observe que C # 0.
Em particular, para todo = € E, ||z|| = ||[T"Y(T(z))|] < C||T(x)||, o que implica que
Ellz| < [|IT(2)|. Assim, chamando C; = & temos que C||z| < ||T(x)|| < Collz| para
todo x € L.

(<) Por hipétese, existe Cy > 0 tal que ||T'(x)|| < Cy||z| para todo z € E. Logo, pelo
Teorema 3.1.1, T' é continuo. Por outro lado, existe Cy > 0 tal que Cy||z|| < ||T'(x)|| para
todo x € E. Isso implica que C1|| T~ (y)|| < |[T(T*(y))|l = lly|| para todo y € F, o que
implica que |77 (y)| < %Hy”, para todo y € F. Novamente, pelo Teorema 3.1.1, temos
que T~! é continuo. Assim, concluimos que 7" é isomorfismo. [ |

A partir do item (f) do Teorema 3.1.1 podemos normar o espago L(E, F) dos operadores
lineares continuos de £ em F.

Proposicao 3.1.1. Sejam F e F espagos normados.

a.) A expressao
1T = sup{|IT(2)[| : = € E e [l] <1}

define uma norma no espaco L(E, F).
b.) |[T(2)| < ||T||.||z]| para todo T € L(E,F) ex € E.
c.) Se F for Banach, entio L(E, F) também é Banach.

Demonstragao.:a.) Mostremos que a expressao ||T'|| = sup{||T(z)||: x € FE e ||z|| <
1} é uma norma.

N1) SejaT € L(E,F). Dai, |[T| =sup{||T(x)|| :z € Ee|z| <1} >0e
IT]] = 0 < sup{||[T(2)]| : z € E e [lz]| <1} = 0 |[T(2)]| = 0,z € E com [lz] <
leT(x)=0Vee E<T=0.

N2) SejaT € L(E,F) e a € K. Segue que,

la. Tl = sup{[la.T(x)| -z € E e [lz]| <1}
sup{lal-|[T(z)]| : z € E e [lz] <1}
lal-sup{|[T'(x)|| - z € E e |z]| < 1}
= |al-I 7.

N3) Sejam T,U € L(E, F). Dai,

1T+ Ul = sup{[[T(2) +U(z)]| : = € E e [Jz]| <1}
< sup{[|T(@)[| + |U(2)] : x € E e ||zf| < 1}
< sup{||T(z )||| veEe |zl <1} +sup{|U@)] :x € Ee |z <1}

1]+ Ul
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Portanto, ||T|| = sup{||T(z)|| : x € E e ||z]| < 1} é uma norma para L(E, F).
b.) Paraz € E e x # 0, temos

IT@) _
fal

X
HT (m) H < sup{|ITW)| : y € E e |ly] < 1}.
E isto implica que
IT@)] < swp{ITW) =y € E e gl < 1}-Jall = I T@)] < IT]lzll.¥ @ € E,x £ 0.

A desigualdade é facilmente verificada para x = 0, logo é valida para todo x em FE.
c.) Seja (7,,)22, uma sequéncia de Cauchy em L(E, F). Dado ¢ > 0 existe ng € N tal
que |7, — Ton|| < € sempre que n,m > ny. Logo

IT0 () = T ()| = [(Tn = ) () | < T = Tl [l ]| < el (3.1)

para todos © € E' e n,m > ngy. Segue que para cada x € E, a sequéncia (T,(x))s2, é de
Cauchy em F', logo convergente pois F' é Banach. Podemos entao definir

T:E—F, T(x)= lim T,(z).

n—oo

A linearidade de T segue das propriedades dos limites. Veja que para x,y € F e a € K,
T(x+ay)=lim T,(z+ay) = lim[T,(x)+ aT,(y)]
n—oo n—oo
= g Tole) +o jin L)
= T(z)+ a.T(y).
Agora, fazendo m — oo em (3.1), temos
(T = T)(@)|| = [|Tn(z) = T(@)|| < ellz| (3.2)
para todos x € EF e n > ny. Em particular,
[(Toy = T)(@)|| = [ Tng () = T()|| < el

para todo x € E, o que nos garante que (I'—T,,,) € L(E, F). Portanto T' = (' — T,,,) +
Tn, € L(E,F). De (3.2) segue também que ||T,, — T'|| < € para todo n > ng, e assim
resulta que 7,, — T em L(E, F'). Portanto, L(E, F') ¢ Banach. |

No caso de funcionais lineares, a norma dos operadores se transforma em

lell = sup{lp(z)] : z € E e |[zf| <1}
para todo espago normado E e todo funcional ¢ € E*. Da Proposicao 3.1.1 temos:
Corolario 3.1.2. O dual E* de qualquer espac¢o normado E € um espaco de Banach.
Agora, vamos fazer alguns exemplos aplicando os resultados vistos até agora.

Exemplo 3.1.1. Seja 1 < p < co. FEscolha uma sequéncia (b;)32, € {, e considere o
operador

T loo — Ly, T((az)52;) = (a;by)72,.
A linearidade de T ¢ imediata, porém verifiquemos a mesma. Sejam (a;)52y, (¢;)52, € loo
eacK:
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T((a;)52, +ale)i2) = T(((a; +acy)i2y)) = ((a; + acj)b;)52, = (ab; + acjb;)32,
= (azb;)52; + alebj)32y = T((a;)32) + aT'((¢;)52:)-
Além disso,

oo oo

17 ((a)720) 1 = (Zlajbjlp>p < <Z|bjlp>p -Slj%plajl = 100521 llp-1(@)5Z [loo

j=1 7j=1

para toda sequéncia (a;)52, € Lo, € como (b;)32, € fizo, entdo |(b;)324|, € uma cons-

tante. Segue do Teorema 3.1.1 que T é continuo, e que ||T'|| < [|(b;)32|l,- Tomando
z=(1,1,.) €l temos [lz]lo = 1 e [[T(2)[| = [I(b;)52.]], logo [Tl = [/(b;)52slp- Este
operador T é chamado de operador diagonal pela sequéncia (bj)g?‘;l.

Exemplo 3.1.2. Considere 1 < p < oo e escolha uma fungio g € Ly[0,1]. Assim,
operador
T C1] = L1, T() = f9
¢ linear. De fato, sejam f,h € C[0,1] e « € K. Da,
o T(f+h)=(f+h)g=fg+hg=T(f)+T(h);

o T(af)=afg=aT(f).

Veja que | 1
(/” Kf'gm)‘pdt) - </[] |f(t)!p.|g(t)\pdt) ;
</[0,1} (trg[éa}ﬁ ’f(t)l)p .’g(t)‘pdt);

= max ()] ( / ) |g<t>|pdt)
= Al

IA

1
Como ||fllec < 00 € |lg]l, < 00, temos que (/ |(f.g)(t)\pdt>p < oo para todo f €
[0,1]

C10,1]. Portanto, f.g € L,[0,1] para todos f € C[0,1] e conclui-se que o operador T
estd bem definido. Além disso, como g € fizo, temos que ||g||, € uma constante, logo pelo
Teorema 3.1.1, T € continuo e |T|| < ||g|l,. Tome f(z) =1, para todo x € [0,1]. E claro
que [[fllo =1, e [T(H)ll, = llgllp- Portanto, [T = |lgll,

Exemplo 3.1.3. Considere o subconjunto P[0,1] de C0,1] formado pelas fungoes poli-
nomiais (ou polinémios). E claro que P[0,1] € um subespago vetorial de C|0,1] com as
operacgoes de soma e multiplica¢io por escalar desse espaco. Logo, P|0,1] é um espago
normado com a norma .||« herdada de C[0,1]. E claro também que o operador derivagio

T:Pl0,1] — P[0,1], T(f)=f
¢ linear. De fato, dados f,g € P[0,1] e a € K, temos
T(f+ag)=(f+ag) = [+ (ag) = f'+ag =T(f) +aT(g)
. Suponha que T seja continuo. Nesse caso, existe C > 0 tal que ||T(f)|lc < C||f|loos
para todo f € P[0,1]. Para cada n € N tome f, € P[0,1] a funcdo dada por f,(t) = t".

Entao
n=|fillc = I1T(fi)lloc < Cllfallo=C,¥VneN.

Absurdo! Logo, T € descontinuo.
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3.2 O Teorema de Banach-Steinhaus

Nessa secao apresentaremos o Teorema de Banach-Steinhaus que nos permitira provar dois
teoremas importantes: o Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado.
Porém, para demonstrar o Teorema de Banach-Steinhaus, precisamos provar primeiro o
Teorema de Baire.

[es)
n=1

Teorema 3.2.1. (Teorema de Baire) Sejam (M,d) um espago métrico completo e (I},)
uma sequéncia de subconjuntos fechados de M tais que

M_[_]an.

Entao existe ng € N tal que F,,, tem interior nao vazio.

Demonstragao.: Denotemos por int(A) o interior de um subconjunto A de M. Su-
ponha que int(F,) = () para todo n. Chamando A, = (F,)° = (M — F,), cada A, é
aberto e, pela proposicao 1.2.2(a)

A, = (F)e = (int(F) = (0)° =M

para todo n. Em particular, cada A,, é nao vazio. Escolha z1 € A; e use o fato de A; ser
aberto para garantir a existéncia de 0 < §; < 1 tal que B|xy;d;] estd contida em A;. De
Ay = M temos Ay N B(z1;61) # 0. E como Ay N B(x1;6,) é aberto, existem zy € Ay e
0<dy < % tais que Blxg;d2] C Ay N B(xy1;61) € Ay N Blxy; d1]. Continuando o processo,
construimos uma sequéncia (x,)°; em M e uma sequéncia (6,)52; de nimeros reais tais
que

1
0<9, < - e Blxni1;0n41] C Apir N Blxy,; 0,

para todo n. Dado € > 0 escolha ny € N tal que ng > % Se m,n > ng, como B[z,;d,] N
Bl2m; 0m] € Blxo; 0y, temos

2
AT, ) < ATy T ) + ATy Tiy) < 20, < — < €.
No
Isso mostra que (z,)%, é de Cauchy em M, logo convergente. Digamos z,, — = € M.
Sejan € N. Como z,, € BlZy;n] C Blz,;d,] para todo m > n e Blz,;d,| é um conjunto
fechado, segue que = € B|x,;d,] C A,. Portanto

Pl = (0n) -
n=1 n=1 n=1

Absurdo! Logo, a nossa contradigao surgiu pelo fato de supor que int(F,) = () para todo
n. Portanto, existe ng € N tal que int(F},,) é ndo vazio. |

Teorema 3.2.2. (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espago de Banach, F um
espago normado e (T;);e; uma familia de operadores em L(E, F') satisfazendo a condi¢do
de que para cada v € E existe C, < oo tal que

sup || T5(z)|| < Cs. (3.3)

il

Entao sup;¢; | T < oo.
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Demonstracao.: Da continuidade de 7T; resulta que o conjunto {z € E : ||T;(z)|| <
n} = (||.Il o T;)~*([0,n]) é fechado para cada n € N e cada ¢ € I. Dessa forma, o conjunto

A, = {x SO 8161? T (z)]| < n} = ﬂ{x € E:|Ti(z)]] <n}
! i€l

¢ fechado por ser uma intersecgao de fechados. Veja que
x € {y S SE?HTZ(y)H < n} < ||Ti(x)|| <n,Viel s e ﬂ{m € E:||Ti(x)|] <n}.

! iel
De (3.3) segue que

.
n=1

e, pelo Teorema de Baire, algum A,, possui interior nao vazio. Seja ny um numero natural
tal que A, tenha interior nao vazio, e sejam a € int(4,,) e r > 0 tais que

{r € E:||z—al <r} Cint(An,).

Seja y € E com |ly|| < 1. Se x = a+ ry, entao ||z — al| = ||ry|| < r e portanto x € A,,.
Assim,
ITi(z = a)l| < |1To(@)[| + [ Ti(a)[| < no + ng

para todo i € I. Logo, |Ti(ry)|| = | Ti(z — a)|| < 2no e | T;(y)|| < 222 para todo i em 1.
2
Portanto, sup || T;|| < il |
iel r

Corolario 3.2.1. Sejam E um espago de Banach, F um espago normado e (T,)5; uma
sequéncia em L(E, F) tal que (T,,(x))5, € convergente em F para todo x em E. Se defi-
nirmos

T:FE—F, T(x)= lim T,(x),

n—o0

entao T € um operador linear continuo.

Demonstragao.: E facil ver que T ¢ linear, pois isso decorre da linearidade do limite.
Por hipétese, para cada x € E a sequéncia (T,(z))2, é convergente, e portanto limitada.
Assim, sup ||T,,(z)|| < oo para todo z € E. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus existe

eN

C' > 0 tal que sup ||T,,]| < C. Segue entao que
neN

1T (@) | < Tl ll] < C-l]]

para todos x € E e n € N. Fazendo n — oo, obtemos ||T'(x)| < C.||z|| para todo x € FE,
o que completa a demonstracao de que 7' é continuo. [ |

3.3 O Teorema da Aplicacao Aberta

Definicao 3.3.1. Sejam E e F espagos topologicos. Uma funcao T : E— F é dita uma
aplicagcao aberta se T'(A) € aberto em F para todo A aberto em E.
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Lema 3.3.1. Sejam FE um espaco de Banach, F um espaco normado e T : E — F um
operador linear continuo. Se existirem R,r > 0 tais que Bp(0;7) C T(Bg(0; R)), entdo
Br(0;3) € T(Bp(0; R)).

__ Demonstragao.: Como para todo subconjunto M C FE e todo escalar a € K tem-se
aM = aM, segue da hipotese que

Br(0;ar) C T(Bg(0;aR)) (3.4)

para todo a € R positivo. Seja y € Bp(0;%). Por (3.4) existe 21 € Bg(0; %) tal que
ly —T(z1)]] < %, isto é, y — T(z1) € Bp(0;%). Novamente por (3.4), existe 25 € Bg(0; %)

tal que
r

|(y — T(z1)) — T(m)|| < g

Como (3.4) vale para todo a > 0, podemos continuar esse procedimento indefinidamente
de forma a construir uma sequéncia (z,)32, em E tal que z, € Bg(0; &) e

r
2n+1

ly = T(w1) = T(x2) — - = Tlan)|| < (3.5)

para todo n € N. A série Z ||| é convergente pois ||z,|| < & para todo n, logo

n=1

m
2.

j=n

< Z |z;|| = 0, quando m > n — oo,

().,

¢ de Cauchy em E. Como F é Banach, existe x € E para o qual essa sequéncia converge.
Segue entao que

e portanto a sequéncia

]l =

n n o
Jun S| < Sl = el + 3 o
j=1 j=1 n=2

R <R <R
< Ftlm=lmoh

n=2 n=1

3
3

e portanto x € Bg(0; R). Fazendo n — oo em (3.5) obtemos

< . r
Iy - T = y—TQgg§;w>H=ggﬁy—T@u—- Tl < lm T =0
e consequentemente y = T'(z). Dai y € T(Bg(0; R)) e o resultado estd provado. u

Teorema 3.3.1. (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e T :
E — F linear, continuo e sobrejetor. Entao T é uma aplicagao aberta. Em particular,
todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach é um isomorfismo.
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Demonstracgao.: Da igualdade
E = G Bg(0;n)
n=1
e da sobrejetividade de T resulta que
F=7(B) = | T(Be(0:n)) = | TB=0)).
n=1 n=1

Pelo Teorema 3.2.1 existe ng € N tal que T(Bg(0;ng)) tem interior ndo-vazio. Assim
existem b € F' e r > 0 tais que Bp(b;r) C T'(Bg(0;n0)). Como

T(Bg(0;n0)) = =T(Bg(0;n0)),
resulta que
Bp(=b;r) = —=Bp(b;r) € T(Bg(0;n0)).
Como z = 3(b+x) + 3(—b+ x),

BF(O;’T’) BF(b T) %BF(—I); 7’)

T (Be(0s)) + T (Bsl0:n0)) = T(Bo(0: n0))

N 1N

onde a ultima igualdade decorre da convexidade do conjunto 7' (Bg(0;n9)). Pelo Lema
3.3.1 sabemos que Br(0; p) € T(Bg(0;ng)) para p = 5, e portanto Br(0; cp) C T'(Bg(0;cng))
para todo real positivo c. Vejamos que

Br(T(z);cp) € T(Bg(x;cng))
para todo x € E e todo ¢ > 0. De fato, Bg(x;cng) = x + B(0, cng), e entao
T(Bg(x;cng)) = T(x) + T(Bg(0;¢cng)) 2 T(x) + Br(0;cp) = Bp(T'(x); cp).

Agora podemos provar que T'(U) é aberto em F' para cada U aberto em E. Sejam z € U
e ¢ > 0 tais que Bg(x;cng) C U. Entao T(U) D T(Bg(z;cng)) 2 Br(T(x); ¢p), provando
que T'(U) ¢é aberto em F. |

O exemplo a seguir mostra que a hipdotese dos espacos serem completos é essencial.

Exemplo 3.3.1. Seja T : coo — coo 0 operador linear dado por T'((a,)5>) = (a1, ¢, 2, ...).
Verifiquemos que T é linear. Seja (a,)5 1, (b,)52, € coo € a € K. Dai,

T((an)izy + albn)iy) = T((an + abp)iy) = ((a1 +aby), 25202, efela )

= (a1,%2,%,..)+ (ab, ab2 abS
PREEY

(al,“;,‘g,..)—i—a(bl, 2, 3,...)
= T((an)3Z1) + aT((bn)rly)-

@\.

Logo, T € linear. Agora, verifiquemos que T € injetor.

T((a’n)n 1) = T((bn>$LO:1) Ang (a’lv a_22’ %7 ) = (bl7 %27 b?u ) A % = b VneN
& (an)nty = (b)),
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Portanto, T € injetor. Verifiquemos também que T € sobrejetor. Tome y = (b,)22, € Coo-
Seja x € coo dado por x = (nb,)2,. Dat,

n=1"
T(:E) = T((”bn)?ﬂ) - (b17 271)2’ 3?1737 ) = (bb ba, bs, ) = (bn)zo:1 =Y.
Portanto, T € sobrejetor. Assim, sé nos resta mostrar que T € continuo. Para isso, mos-
traremos que o item (f) do Teorema 3.1.1 € verdadeiro para T e a partir das equivaléncias
teremos que T € continuo. Seja (a,), € coo. Logo, eziste ng € N tal que a,, = 0, para
todo n > ng. Assim, podemos dizer que existe j € N tal que sup{|a,| : n € N} =|q;|. A
partir de tudo isso,

sup{[[T'((an)nz)lloo + (an)3Zs € coo € [[(an)iZillc <1}
sup{[| (%)% lloe © (an)aZy € coo € sup{lan| :n € N} <1}
sup{sup{% :n € N} (a,)22, € co € |an] <1,V neN}
sup{laj—.j| (@) € coo € lan] < 1,V n e N}
sup{%:jeN}:1<oo.

IA I

Portanto, pelas equivaléncias do Teorema 3.1.1, T € continuo. Porém, vejamos que T~}
nao € continuo. Observe que T~ : cog — coo; T((a,)22) = (a1, 2a2, 3as, ...). Suponha que
T~ seja continuo. Logo, pelo Teorema 3.1.1, existe C' > 0 tal que

17~ (an)pZ) | < Clll(an)n I,

ou seja, sup{n.la,| : n € N} < C.sup{la,| : n € N}. Para cada n € N, considere a
sequéncia e; = (1,0,0,...),eo = (0,1,0,...),e3 = (0,0,1,0...), ...,e, = (0,...,1,0,0,...), ...,
onde o nimero 1 se posiciona no n-ésimo termo. E claro que e, € coo para todo n € N.
Seque dai que, se eg) ¢ a j-éstima entrada de e,, entao

n = sup{n.|e?)| : j € N} < C.sup{[e)| : j e N} = C

para todo n € N. Absurdo! Logo, T~ € descontinuo.

3.4 O Teorema do Grafico Fechado

Primeiramente, vamos definir o que ¢é grafico.

Definicao 3.4.1. Sejam E e F conjuntos e T : E — F' uma func¢ao. O grdfico de T é o
conjunto

GT)=A(r,y):z€FEey=T(x)}={(z,T(x):x € E} CEx F.

Teorema 3.4.1. (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam E e F espacos de Banach e T :
E — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, G(T') € fechado em
E x F.

Demonstragao.: Suponha 7' continuo. Entao a funcao
fAEXF =R f(zy) =[T(z) -yl

é continua, e portanto G(T) = f~1({0}) é fechado por ser a imagem inversa do fechado
{0} pela fungao continua f.

Reciprocamente, suponha G(T') fechado. Nao é dificil ver que E x F é espaco de
Banach com a norma ||.||;. Definamos

7:G(T) — E, n(z,T(x)) =z
Verifiquemos que 7 é linear e bijetora. Para (z,T(z)), (y,T(y)) € G(T) e a € K, temos
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(2, T(x)) + aly, T(y) = n((z + ay, T(x) + aT(y))) = n((z +ay,T(z+ay)))
= T+ ay
= m(z,T(z)) + an(y, T(y))-

Logo, a linearidade estd verificada. Verifiquemos que 7 é injetora. Sejam (z,T'(x)), (y,T(y)) €
G(T). Segue dai que,

m(z,T(z)) =n(y,T(y)) =z =y = T(z) =T(y).

Portanto, (z,T(x)) = (y,T(y)). Assim, T é injetora. A sobrejetividade é trivial. Além
disso, 7 é continua pois

(e, T = llell < Nzl + 1T @) = [z, T (@))]s-

Do Teorema da Aplicacdao Aberta segue entao que 7+

tal que ||(z,T(z))||1 < C||z|| para todo = € E. Logo

¢é continua e portanto existe C' > 0

1T ()| < [T@)[| + ||zl = [|(z, T ()], < Cl]]
para todo x € E. Isso prova que T é continuo. [ |

A grande utilidade do Teorema do Gréfico Fechado reside na seguinte observagao:
para mostrar a continuidade de um operador 7' : E — F' (linear ou nao), via definigao,
devemos provar que para toda sequéncia convergente z,, — x em E, é verdade que:

a.) (T(z,))52, é convergente em F, isto é, existe y € F' tal que T'(x,) — v;
b.) y=T(x).

Em geral, provar a.), isto é, provar que (7'(z,))5%, converge, ¢ uma tarefa dificil, especial-
mente em dimensao infinita. O Teorema do Grafico Fechado nos fornece, no caso em que
T é linear e atua entre espacgos de Banach, o item a.) gratuitamente, ou seja, podemos
supor a convergéncia de (T'(z,))%,, restando apenas verificar b.). O exemplo a seguir
ilustra o que acabamos de dizer:

Exemplo 3.4.1. Sejam E um espaco de Banach e T : E — E* um operador linear
simétrico, isto €, T € linear e

T(x)(y) = T(y)(x)
para todos x,y € E. Mostremos que T € continuo. FEm vista do Teorema do Grafico
Fechado, basta verificar que G(T) € fechado. Para isto, seja (x,)02, uma sequéncia con-

vergindo para x em E e suponha que T(x,) — ¢ em E*. Fizadoy € E, tomando o limite
quando n — 00,

¢(y) < T(za)(y) = T(y)(xn) = T(y)(x) = T(x)(y)

o que nos permite concluir que T'(z)(y) = ¢(y). Comoy € E foi escolhido arbitrariamente,
seque que ¢ = T(x), e portanto G(T) é fechado.
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Capitulo 4

Teoremas de Hahn-Banach

A esséncia do Teorema de Hahn-Banach, em sua versao para espacos normados, é que
funcionais lineares continuos definidos em um subespaco G de um espago normado F
podem ser estendidos a todo espaco E preservando a linearidade, continuidade e até
mesmo o valor da norma. Nesse capitulo demonstraremos o Teorema de Hanh-Banach
no caso real e no caso complexo. Antes disso, iremos apresentar algumas defini¢oes e
enunciaremos o Lema de Zorn, pois ele serd essencial na demonstragao do caso real.

4.1 Lema de Zorn

Definigao 4.1.1. a.) Uma ordem parcial no conjunto P € uma relagio < em P que
satisfaz as sequintes propriedades:
e v < x para todo x € P(reflexiva);
o Sex,ye P, x <yey<uz, entdo z=y (antissimétrica);
o Sex,y,z€ P, x <yey<z entao x < z (transitiva).
Neste caso diz-se que (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

No que seque (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado fixado.

b.) Uma cota superior de um subconjunto @) de P, se existir, € um elemento q € P tal
que p < q para todo p € Q.

c.) Um elemento maximal de P, se existir, é um elemento m € P tal que sep € P e
q < p para todo q € P, entao m=p.

d.) Um subconjunto @) de P € dito totalmente ordenado se para todos p,q € Q, é
verdade que p < q ou q < p.

Teorema 4.1.1. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado, nao-vazio, e no
qual todo subconjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento maximal.

Nao demonstraremos o Lema de Zorn, pois essa demonstracao é de carater muito
técnico. Sua demonstragao pode ser encontrada na referéncia [7].

4.2 Teorema da Extensao de Hanh-Banach

Estando familiarizado com o Lema de Zorn, podemos demonstrar o Teorema de Hanh-
Banach para o caso real.
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Teorema 4.2.1. (Teorema de Hahn-Banach - caso real) Sejam E um espago vetorial
sobre o corpo dos reais e p : E — R uma funcao que satisfaz

plax) =ap(z),Ya>0eVaxeE, e
plz+y) <p(z)+py).Vayec b

Sejam também G um subespacgo vetorial de E e p : G — R um funcional linear tal que
o(z) < p(z) para todo x € G. Entao existe um funcional linear ¢ : E — R que estende
@, isto €, p(x) = @(x) para todo x € G, e que satisfaz p(x) < p(x) para todo x € E.

Demonstracgao.: Considere a seguinte familia P de funcionais lineares definidos em
subespagos de E que contém G:

¢:D(p) CE—R: D(¢) é subespago vetorial de E,
P 6 é lincar, G C D(9), ¢(z) = p(x),¥ © € G
e ¢(x) < p(x), Ve D(p).

Em P, definimos a relagao

01 < P2 < D(p1) C D(¢po) € ¢g estende ¢,
isto é, ¢o(x) = ¢1(x),¥ x € D(¢y).

Mostremos que essa relacao é um relacao de ordem parcial, ou seja, é reflexiva, antis-
simétrica e transitiva. E claro que a relacdo é reflexiva, pois D(¢;) C D(¢y) e ¢1(x) =
¢1(z) para todo x € D(¢1), ou seja, @1 < ¢1. Vejamos a antissimetria. Se ¢ < ¢,
entdo D(¢1) C D(¢p2) € ¢2(x) = ¢1(x) para todo z € D(¢y). Por outro lado, se ¢o < ¢y,
entdo D(¢2) € D(¢1) e ¢1(x) = ¢o(x) para todo x € D(¢py). Decorre disso tudo que
D(¢1) = D(¢2) e ¢1(x) = ¢o(x) para todo x € D(¢;). Conclui-se que ¢; = ¢9 € a
antissimetria estd verificada. Agora, o que nos resta é mostrar a transitividade. Se
O1 < ¢, entdo D(¢1) C D(pg) e ¢o(x) = ¢1(x) para todo x € D(¢1) e se ¢y < ¢,
entao D(¢po) C D(¢3) e ¢3(x) = ¢o(x) para todo x € D(¢y). Disso tudo decorre que
D(¢1) C D(¢3) e ¢3(x) = ¢a(x) = ¢1(x) para todo x € D(¢1), ou seja, ¢ < ¢3. Logo, a
relacao é uma relacao de ordem parcial.

Note que P ¢é nao-vazio, pois ¢ € P. Vejamos que todo subconjunto totalmente
ordenado de P admite uma cota superior. Com efeito, dado @ C P totalmente ordenado,
defina ¢ : D(¢) — R por

D(¢) = U D(0) e ¢p(x) =0(x) se x € D(0).

0cQ

Note que a boa defini¢ao de ¢ decorre da ordenacao total de Q. E imediato que ¢ € P
e que ¢ é cota superior para Q. Podemos entao usar o Lema de Zorn e concluir que
P admite um elemento maximal, que serda denotado por ¢. Observe que para obter o
resultado basta mostra que D(¢) = E. Para isso suponha que D(p) # E. Nesse caso
podemos escolher zy € E — D($) e definir ¢ : D(¢) — R por

D(¢) = D(9) + [zo] € (x + txo) = @(x) + tav,

onde [z] é 0 subespago gerado po g e a é uma constante que serd escolhida posteriormente
de forma a garantir que ¢ € P. Queremos, por enquanto, que « satisfaca as seguintes
desigualdades:

(x) +a= ¢+ o) <p(r+120),V 2 € D(p) e

= ¢(x — z9) < p(x — x0),¥ = € D(p).
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Para tanto basta escolher a de modo que

ng%){@(m) —ple—m)y <as i {p(t ) = §lr)}-

Felizmente tal escolha é possivel pois para z,y € D(p) temos

p(x) +oy) = oz +y) < ple+y) =ple+zo+y—x0) < p(x+ 20) + p(y — 20),
e consequentemente
P(y) — p(y — 20) < plz + 20) — P(x)
para quaisquer x,y € D(p). Esté estabelecido entdo que é possivel escolher o atendendo
aquelas duas exigéncias iniciais. Feito isso, concluimos que:

e Parat >0,
Oz + tag) = $(t (% + x0>) =td (% + a:o) <tp (% + xo) = plz + txy).
e Parat <0,
Ha+tzo) = & <—t (_% - x0)> — 1) (_% - x0> < —tp (_Tx - :1:'0> = p(a+two).
e Parat =0,

Ol + two) = B(x) = Fla +tao) < pla) = pla + tay).

Segue entao que gg € P,p < 5 e p # 5 Como isso fere a maximalidade de ¢, temos
D(p) = E e o teorema esta provado. |

Teorema 4.2.2. (Teorema de Hanh-Banach - caso complexo) Sejam E um espago vetorial
sobre 0 corpo K=R ou C e p: E — R uma funcdo que satisfaz

plaz) = lalp(x), VaecKeVaxe E e (4.
p(z +y) < p(x) +ply), Ve, y € E. (

Se G C E é um subespago vetorial e ¢ : G — K é um funcional linear tal que |p(z)| < p(z)
para todo x € G, entdo existe um funcional linear p : E — K que estende ¢ a F e que
satisfaz |p(z)| < p(x) para todo x € E.

Demonstragao.: Temos a partir de (4.1) e (4.2) que p(x) > 0 para todo = € E, e
isso serd usado mais a frente. Com efeito, de (4.2) resulta que p(0) = p(0+0) < 2p(0), e
consequentemente p(0) > 0. De (4.1) resulta que p(z) = p(—=) e assim, para todo z € E,

2p(z) = p(x) + p(—z) = p(z + (—x)) = p(0) 2 0.

Trataremos primeiro o caso real, isto é K = R. Nesse caso a hipdtese nos garante que
o(x) < p(x) para todo x € G. O Teorema 4.2.1 garante a existéncia de um funcional
linear ¢ : £ — R que estende ¢ a E e que satisfaz p(z) < p(z) para todo € E. Dessa
desigualdade e de (4.1) temos

—p(z) = o(—x) < p(—x) = | — 1|p(z) = p(w),

para todo x € E. Logo, |¢(x)| < p(x) para todo = € E.

Facamos agora o caso complexo K = C. Nesse caso E é um espago vetorial complexo
e ¢ toma valores em C. Definindo ¢1,02 : G — R por pi(z) = Re(p(x)) e po(z) =
Im(p(x)), é claro que ¢1, 9 s@o lineares, tomam valores reais e p = @1+ip,. Verifiquemos
isso.
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e E claro que o(x) = ¢1(x) + ipa(x), para todo = € G, pois da defini¢ao, temos ¢, (z) =

x
Re(p(x)) e @a(x) = Im(p(z)).
e Da definicao da ¢, e ps segue que ambos tomam valores reais, pois ¢1, s : G — R.

® 1, s sao lineares. Sejam x,y € F' e a € K.

p1(@+ ay) = Re(p(a +ay)) = Re(p(x) +aply) = Re

I

av
—~2 2
€6
&

+

Q

oy
5‘%
<

Analogamente, vo(x + ay) = va(z) + aps(y).

Como artificio, chamaremos de Eg e Ggr 0s espacos vetoriais reais subjacentes a E e G
(isto é, como conjunto o respectivo espago é o mesmo, a operagao de adi¢ao é a mesma e a
multiplica¢ao por escalar é feita apenas com escalares reais). Entao ¢; e 9 sdo funcionais
lineares sobre Gr. Para = € Gg, obtemos

pr(x) < e (@)] < fe()] < p(z).

Pelo Teorema 4.2.1 existe entdao um funcional linear p; : Fr — R que estende ¢ a ER e
que satisfaz p;(z) < p(x) para todo x € Eg. Estudemos agora o caso de ¢o. Note que
para z € G,

i(pr(x) +ips(x)) = ip(x) = p(iz) = @1(ix) + ipy(iz).
Portanto @q(z) = —p1(ix) para todo x € G. Definindo entao
p: B —=C o(x) = ¢i(x) —ipi(ix),

segue que © = ¢ para todo x € G. Vejamos que ¢ é um funcional linear no espago
complexo E. De fato, p(z + y) = ¢(x) + ¢(y) para todo z,y € E, pois:

plx+y) = oz +y) —ivi(i(z +y) = pi(x) + o1(y) —i(pi(iz) + p1(iy))
= o1(2) +91(y) —ipi(iz) — i1 (iy) = (p1(x) —ip1(iv)) + (P1(y) — ip1(iy))
oz

() + @(y)-

Dados (a + bi) € C e x € E, temos que

o((a+bi)x) = ¢1(ax + bix) —ip;(i(a + bi)z)
ap1(x) + by (ix) — i(ap: (iz) — by ()
= (a+ib)(p1(x) — ip1(iz)) = (a + ib)p(z).

Mostremos finalmente que |p(x)| < p(x) para todo z € E. Se ¢(x) = 0, entao a desi-
gualdade ¢é 6bvia pois p(x) > 0. Tome x € F tal que ¢(x) # 0. Entao existe 6 tal que

o(x) = |p(x)]|e?. Segue que |p(z)] = e p(x) = @(e~?x). Como |p(z)] é real, por (4.1),
temos
G(2)] = Ble™"x) = Pi(e™x) < p(e™z) = |e™"|p(z) = p(a).
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4.3 Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach

Apresentamos a seguir algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach que muitas
vezes sao chamadas de Teorema de Hahn-Banach por simplicidade.

Corolario 4.3.1. Seja G um subespaco de um espagco normado E sobre K = R ou C e
seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear continuo
¢ : E — K cuja restri¢io a G coincide com ¢ e ||@|| = ||¢]|

Demonstragao.: Primeiramente, definamos p : E — R; p(z) = ||¢]|.||z||. Veja que
paraa € Ke x,y € E, temos

o plax) = |loll.llaz]l = [lell-lal-|lz]| = lal.[[]l-[l=]| = la].p(z);
o p(z+y) = llelllle+yll < llell-Clzll + llyl) = llell-lzll + [lell-lyll = pz) + py).
Sabemos que ¢ : G — K é um funcional linear. Logo,

()] < [lell [zl = plx), Ve d.

Segue do teorema anterior que existe um funcional linear continuo ¢ : E — K que estende
¢ a B, ou seja, p(z) = ¢(x) para todo x € G, e que |p(x)| < p(x) = ||¢||.||z|| para todo
xr € E. Como ¢ estende ¢, segue que ||@] > ||¢l|.- E como |g(x)| < p(z) = ||¢||-||x] para
todo = € E, temos ||@|| < ||¢l|. Portanto, ||@] = ||¢]- [ |

Corolario 4.3.2. Seja E um espaco normado. Para todo vo € E,x¢g # 0, existe um
funcional linear ¢ € E' tal que ||| =1 e ¢(xq) = ||z0o]|-

Demonstragao.: Aplique o Corolério 4.3.1 para G' = [xg] e p(azg) = al|zo]|. |

Corolario 4.3.3. Sejam E um espag¢o normado, E # 0, e x € E. Entao

[zl = sup{le(z)] : ¢ € E e [lo]] <1} = max{[e(x)] : ¢ € E" e [[¢l| = 1}.

Demonstracao.: Para cada funcional ¢ € E*, ||¢| < 1, é imediato que |p(z)] <
lell-lzll < [lzfl. Isso mostra que sup{lp(z)| : ¢ € E”ellp| < 1} < |[zf]. O fato do
supremo ser atingido em um funcional de norma 1 é garantido pelo Corolario 4.3.2. ®

Teorema 4.3.1. Sejam E um espac¢o normado nao trivial e E* seu espago dual. Entdo
i. Sex #y € FE, entao eziste p € E* com p(z) # o(y);
ii. Sex € E satisfaz p(x) =0 para todo ¢ € E*, entao x = 0.

Demonstragao.: i.) Se x # y € E, entdao x — y # 0. Pelo Coroldrio 4.3.2, existe
p € E' com p(z —y) = |lx —y| # 0. Isso implica que p(z) — ¢(y) = p(z —y) # 0.

Portanto, ¢(z) # ¢(y).
ii.) Suponha, por absurdo, que 0 # = € E. Pelo Coroldrio 4.3.2 existe ¢ € E* com

o(x) = ||z]| # 0. Contradigao! Portanto, x = 0. |
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Proposicao 4.3.1. Sejam X um subespaco vetorial proprio de F e x € E — X. Se
0<d=d(x,X)=inf{||lz —y| :y € X}, entao existe ¢ € E* satisfazendo

ol =1, o(z) =8 e p|x = 0.

Demonstracgao.: A distancia ¢ entre x e o subespago X é maior do que zero, pois X
é fechado. Seja [z, X] o conjunto gerado por X e z, ou seja, os elementos desse conjunto
sao da forma Az +y tal que A € K e y € X. Defina o funcional linear g : [z, X] — K por

g(Az +y) = A

Evidentemente g|x = 0. Pela definigao de ¢ tem-se (para A # 0)
)
90 + )] = LISL < A |2+ 5| = 12w+l

e, assim, ||g|| < 1. Para cada y € X tem-se

l9(z —y)| 0
l9ll = S — = ——
lz =yl flz—yll
e disso segue que
) )
e T R A
Y yeX
Portanto, |lg]| = 1. Aplicando o Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € E* tal que
p(Ar +y) = g(Az +y) para todos Az +y € [z,X] e [lol| = [lgll. Logo, [l¢] = 1,
p(x)=g(z) =9 e plx =0. [ |

Como E* é um espago de Banach, estd definido £** = (E*)* chamado de bidual de
E. Ha uma forma natural de identificar elementos de FE com elementos do seu bidual: a
cada x € E associa-se T € E** por

z(p) = p(x), ¢ € E".
Esta aplicacao é chamada de aplicagao canoénica de F em E**, e vale:
Proposigao 4.3.2. A aplicacao ~: E — E** definida acima é uma isometria linear.

Demonstracao.: A linearidade da aplicacdo canonica ~ decorre facilmente da de-
finicao. O fato de ser isometria decorre de

7] = sup {[z(p)| - ¢ € E* e [lol| = 1} = sup{lp(x)] : ¢ € E™ € ]| = 1} = |[z]],

sendo que na uiltima igualdade foi utilizado o Corolario 4.3.3.
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Capitulo 5

Operadores Adjuntos em Espacos
Normados

Apresentaremos nesse capitulo a definicao de operador adjunto e um resultado. Comegamos
pela definigao.

Defini¢ao 5.0.1. Seja T' € L(E, F). O operador T* : F* — E* definido por
T"(p)(z) := ¢(T(x)), Vo € E e p € Fx,

¢ chamado de operador adjunto de T'.

Proposicao 5.0.1. Se T € L(E, F), entio T* € L(F*, E*) e, ainda, |T*|| = ||T|.

Demonstragao.: A linearidade de T* é clara. Sejam ¢,y € F*, o € K. Tome = € E.
Dai,

T*(p+ ay)(z) = (¢ + an)(T(x)) = ¢(T(2)) + ay(T(x)) = T"(¢)(x) + aT7(7) ().
Além disso, como para todo ¢ € F*
1T*() ()] = [[O(T(@)]| < [LIIT[l=]], Yz € E,
vem que [[T*(¥)|| < [|T[[[|4l, ou seja, T* € L(F™, E*) e | T*|| < ||IT.
Pelo Coroldrio 4.3.2, dado 0 # xy € E, existe ¢ € F* de maneira que ¢(T(xg)) =
IT'(o)]| e [l]l = 1. Assim,

1T (@o)ll = le (T (o))l = (T (@) (o) < [T I[[llllloll;

de forma que ||T|| < ||T%||. Portanto | 7| = ||T||. u
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Capitulo 6

Propriedade de Daugavet

Apresentamos neste capitulo a definigao da Propriedade de Daugavet e alguns resultados
de D. Werner [2]. Comecemos pela definigao de tal propriedade.

Definicao 6.0.1. Um espaco de Banach E tem a propriedade de Daugavet se
[ d+T[ =1+ T} (DE)
para todo operador T : E — E de posto 1, isto €, tal que dimT(E) = 1.

Vejamos que é suficiente verificar (DE) para os operadores de norma 1. Isso segue do
lema abaixo.

Lema 6.0.1. Se dois vetores u e v em um espaco normado satisfazem a equac¢ao
[u+ vl = [lull + [loll,
entdo |l + Bv|| = al|ull + B|lv]| para todos o, 3 > 0.

Demonstragao.: Podemos assumir o« > [ > 0 sem perda de generalidade. Da
desigualdade triangular temos que [|au + S| < aflu|| + B||v]]. A partir disso, segue que

allull + Bllvll = [lau + Bo| lee(u +v) = (a = B)vl|

> la(u+o)|| = [l(a = B)v|
= aluto] = (a=p)|v]
= a([full + [v[]) = (= B)]v]l
= allull + vl
Portanto, ||au + fv|| = of|ul| + B]|v]|. n

Corolario 6.0.1. Se um operador limitado T em um espaco de Banach satisfaz a proprie-
dade de Daugavet, entao para cada o > 0 o operador oT também satisfaz.

Demonstracao.: Como T satisfaz a equagao de Daugavet, entdo |[[d+T| = 1+ ||T.
Assim, aplicando o lema acima, temos que ||f1d + aT|| = 8 + ||aT|| para todos a, 8 > 0.
Tomando 8 =1e a > 0, temos que ||[Id+aT|| =1+ ||oT||. Logo, o operador aT" satisfaz
a propriedade de Daugavet. [ |

Denotaremos por B = {z € E : ||z|| < 1} a bola unitaria fechada em E e por
Sg={z € E:|z|]| <1} a esfera unitaria em E.

Exemplo 6.0.1. Se K ¢ um espaco de Hausdorff compacto sem pontos isolados, mos-
traremos que C(K) tem a propriedade de Daugavet. Por outro lado, se K tem um ponto
isolado ko, o operador T : C(K) — C(K) de posto 1 dado por T(f) = —f(ko)X{ke} ndo
satisfaz (DE). Verifiguemos isso.
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o T estd bem definido.
Observe que Xk} assume apenas os valores em 0 e 1. Assim, dado U aberto em R temos:

i. OeleU= (xuy) '(U) =K € aberto.

ii. 0eU el ¢ U= (X)) ' (U) =K —{ko} € aberto.
iii. 0¢U eleU= (xy) (U) = {ko} € aberto.
Logo, Xk, € continuo. Portanto, T estd bem definido.

o T € linear.
Dados f,g € C(K) e a € K,

T(f +ag) = —(f + ag)(ko) Xk = —f (ko)X ik} — @g(ko)X{rey = T(f) + T '(g).
o|T| =1.

IT| = sup{|T(/)Il : f € Bow)}

= sup{|| — f(ko)X(ro}ll : f € Bew)}

= sup{sup{| — f(ko)x{ro} ()| : t € K} : f € Bow)}
sup{|f(ko)| : f € Beow)}
sup{||fl : f € Beu)} < 1.

Tome f = X{ro}y- Dai, T(X{ro}) = —X{ko} (K0) - X{ko} = —X{ko} € SB(K)- Logo, ||T|| = 1.

IA

o||[d+T| < 1.

[ 1d+T|| = sup{[|f +T(f)ll: f € Bew)}
= sup{||f — f(ko) X{ko} |l : f € Bew)}
= sup{sup{[f(t) — f(ko)Xx(ro}(t)| : t € K} : f € Bouey}
sup{sup{|f(t)| : t € K — {ko}} : f € Bowx)}, pois f(ko) — f(ko)xk, (ko)
sup{||f]| : f € Beu} < 1.

IA I

Logo, [ Id+T|| # 1+||T||, pois, ||Id+T| <1 el+||T|| = 2. Portanto, T nao satisfaz
(DE).

Definicao 6.0.2. Sejam x* € Sg- e a > 0. Uma fatia da bola unitaria de E € um
congunto dado por

S(x*,a) ={x € Bp: Rez*(xz) > 1— a}.

A partir de agora, suporemos por simplicidade que estamos trabalhando com escalares
reais.

Proposigao 6.0.1. Seja E um espaco de Banach. Sao equivalentes:
i. E tem a propriedade de Daugavet.

ii. Para toda fatia S = S(x§, €y) de By, todo xy € Sg e todo € > 0, existe um ponto x € S
tal que ||x + zol| > 2 — €.

iii. Para toda fatia S = S(xj,€0) de Bg, todo xy € Sg e todo € > 0, eziste uma fatia S’
de Bg contida em S tal que ||z + zo|| > 2 — € para todo x € 5.
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Demonstracao.: i.) = ii.) Dados S = S(z,€), 20 € Sg e 0 < € < 1, defina
T:E — E por T(z) = zf(x)xg. Observe que |T|| = 1. Como E tem a propriedade de
Daugavet, ||[Id+T| =14 ||T|| = 2. Tome € = min{§, €}. Assim, existe y € Sg tal que
ly +T(y)|| > 2 — ¢, ou seja,

ly + z5(y)zol| > 2 — &

Dai,
2= <|ly +z5(y)zoll < lyll + x5 (W) zoll = 1 + [25(y)]-
Assim,
[25(y)| > 1 —€= —e <[z5(y)| -1 <0 <e=lz5(y)| - 1] <&
Tome w = % Observe que |w| =1 e wy € Sg C Bg. Além disso,

zo(wy) = wag(y) = lzg(y)| > 1-€=1—e = wy € 5.
Seja x = wy € S. Entao,

lz§ ()| -y+z5 (y)zo (=5 ()zo+y)+ (25 (W)]-y—y)

=) _
|z + ol = %wy+xw— ) 730)

ly+=5(@zoll | =)L

Z Tl s | 1]
= | =51 e

> 2—F¢€ 7(;8(1/) >2—F€ pri

> 2-F— £

> 2—F—2%=2-3e>2—¢

it.) = i.) Seja T : E — E um operador de posto um e norma um. Entdo, existem xy € Sg
e xf € Sp+ tais que
T(x) = xg(x)xo.

Seja € > 0 dado. Queremos mostrar que
| Id+T| >2—e.

Considere S = S(zj, 5). Pelo item ii.), existe x € S tal que
€
|z + zol| > 2 — 5

Como z € S, temos xj(r) > 1 — 5. Dali,
Hd+ T\ = [lo+ T (@) = llz + 25(x) o] [ + 2o — o + w5() |
[l + @ol| = llwo — x5(x)0ll
2= § = [lzoll[1 = w5(2)]

2—5—|l—ai(x)] >2—

[IAVARAVARI

f-g-2-c
pois

€

5
Portanto, fazendo € — 0, ||[Id + T'|| > 2. Também, ||Id + T|| < 1+ ||T]| = 2, ou seja,

|Id+T| =2=1+|T|. Logo, T satistaz (DE).

1—%§$3($)§1<1+§:>—§§:r8(x)—1<§:>|1—:178(1’)|<

29



i.) = iii.) Seja T(x) = x{(x)ro. Entado T satisfaz (DFE). Agora, considere o opera-
dor identidade Idg. Da definicao, temos que o operador Id* : E* — E* é definido por
Id*(p) = o ldg = p = Idg-(p) para toda ¢ € E*. Portanto, Id* = Idg-. E dai

2=14+|T|| = Hd+ T = [[(Id+T)"|| = 1" + T"|| = |[{dg- + T"||.

Disso decorre que || Idp- +T*|| = 2. Isso implica que existe um funcional y* € Sg« tal que
ly* + T*(y*)|| > 2 — €. Tome w = % e r* = wy*. Entao

¥ (o) = wy*(wo) = [y"(z0)| = 0

e
2" +T*(2")|| = [Jwy* + wT*(y")|| = Jw[.[[y" +T*(y")|| > 2 — .
Escolha
x*:—x*—i—T*(x*) e e =1-— 2= 6
P a4 T ()] |z — T*(z*)|]

Desta forma, dado « € S = S(z7, €1), temos

(Id+T7)(x")(x) = (2" + T (")) (x) [ + T (27) |7 ()

> |z + T (1 — )

= |la* +T*(x")|| (m =2—¢p.

Assim,

2—¢ < (Id+T7)(2")(2) = 2" (x) + T" (2" (2))
= x7(x) + 27 o T(x) = " (w5(x)x0) + 27(2)
= x5(x)a" (wo) + 2™ (2).

Dai, zj(x) > xf(z)x*(zg) > 2 —€ —z*(x) > 2—¢ —1=1— ¢, isto é, x € S(xf, €).
Desta forma, S" C S(z, €9). Além disso, temos

¥ (x) + x*(zo) > x*(x) + xf(z)x* (x9) > 2 — €0,
que implica que

|z 4+ x| = sup |[|2"(x + zo)|| > " (z 4+ x0) > 2 — €.

zZ*€Bg*

Note que podemos assumir sem perda de generalidade que € = €.
i1i.) = ii.) Basta escolher # € S” em iii.). |
Desse teorema obtemos o corolario a seguir. Usaremos a notacao
Ad(z)={y € Bp: |lz—yll 22— ¢},

para x € Sp e € > 0.

Antes de enunciar o corolario lembramos que se A é um subconjunto de um espaco
vetorial X, o conjunto co(A), chamado de envoltéria convexa de A, é definido como a
intersecao de todos os convexos de X que contém A. Além disso,

co(A) = {ZW%ZAF 1com N\, >0, x; GA}.

i=1 i=1
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A demonstragao dessa igualdade se encontra [[9],Theorem 4.2.3]. E denotemos ¢o(A) =
co(A).

Corolario 6.0.2. Um espaco de Banach E tem a propriedade de Daugavet se, e somente
se, Bp = toA.(x) para todos x € Sg e € > 0.

Demonstragao.: (<) Provaremos que vale o item ii.) da Proposigao 6.0.1 e, portanto,
FE tem a propriedade de Daugavet. Suponha por absurdo que existam S = S(z§, €),
zo € Sg e € >0 tais que ||z + x| < 2 — € para todo x € S. Assim,

Af—xg)={r €Bp:||lx+xo]| >2—€} C{x € Bp:aj(zr) <1—e}.
Dai, como {x € Bg : zj(z) > 1 — ¢} é convexo, temos
coA(—x9) C{z € Bg:x5(z) <1—¢}.

Desta forma,
EAE(—ZL’()) Q {ZL’ € BE . .Z'S(,CL") S 1— 60}.

Agora Br = oA (—x), entdo By C {z € Bg : z{(x) < 1—¢}. Mas isso é absurdo, pois
|z§]| = 1 e portanto deve existir y € Bp tal que zj(y) > 1 — €.

(=) A demonstragao desta implicacao pode ser verificada fazendo o uso da Segunda forma
geométrica do Teorema de Hahn-Banach. Optamos por nao apresenta-la aqui ja que nao
apresentamos esta versao do Teorema de Hahn-Banach. [ |

Exemplo 6.0.2. Se K ¢ um espaco de Hausdorff compacto sem pontos isolados, mostre-
mos que C'(K) tem a propriedade de Daugavet fazendo uso do coroldrio anterior.

Vamos mostrar que Bexy = €oA(f) para todos f € Scwky e € > 0. Claramente
c0A(f) € Beky. Provemos que Bexy € C0A(f). Sejam f € Scky e € > 0. Tome

U= {te K:ifw) > 1-5) -1 (2= [01-]).

Como f € continua, U € aberto. Dado n € N, escolha Uy, ..., U, subconjuntos abertos
disjuntos nao vazios de U e pontos t; € U;. Pelo Lema de Urysohn, existem funcoes
continuas @; - K — [0,1] tais que

o 1 ,t - tj
%‘(t)_{o tEK U,
Agora, seja h € Bok). Defina fungoes g; : K — K por
g;(t) = h(t)(1 — @;(t)) — ¢; () f(£)-
Entao, g; € C(K), gj(t;) = —f(t;), g;(t) = h(t), para todo t ¢ U;, e

19;(1)] (O] = ¢5(2)) + @5 ()] ()]
L(1 = (1)) + (1)1

1

||gj||oo <L

U 1IIAIA

Mostremos que g; € A(f). De fato,

19;(t;) — FE) =1 =2 (t;)| = 2[f(t;)] > 2(1 = §) =2 —¢€

= |lgj—fll>2—e=g; € Alf).
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Além disso, se t € U; entao

h(t) — %Z gi(t)| = |h(t) = Z=Lh(t) — Lai(t))
- — |2h(t) - Lgit)

= |h(t) — gi(t)]

< 2
eset ¢ O U; entao

MO == 37 g5(t) = (t) = Shit) = .
Logo,
< 2 — 0,

n

1 n
h—ﬁ;%

quando n — oo. Portanto, h € coA(f). Como h € qualquer em Be(ky, concluimos que
Bery € 0A(f).
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