Universidade Federal de Uberlandia

Faculdade Matematica
Programa de Licenciatura em Matematica a Distancia

Estudo sobre o Método dos Minimos Quadrados:
Aspectos Teoricos e Aplicacoes na Fisica

Renato José Fernandes
orientando

Alessandro Alves Santana
orientador

U

Uberlandia-MG
2021



Aos que véem na Matematica ndo apenas uma
ciéncia para ajudar a entender o universo,
mas sim para buscar entender, mesmo com
grandes limitacées, a infinita inteligéncia que
emana de Deus.



Agradecimentos

O desenvolvimento de um trabalho de conclusao de curso é o ponto maximo de uma
trajetéria de 4 anos de empenho e dedicacdo. Nesse momento é necessario agradecer
aos que contribuiram para esse momento. A minha esposa Juliana e minha filha, Maria
Emilia, pela compreensao e apoio em tantas madrugadas de estudo, provas e atividades
no final de semana. Ao professor Alessandro Santana, quem dedicou varias horas, fora de
seu horario de trabalho, pela valiosa orientacdo e motivacao. Aos colegas Pedro Ernesto,
Rejane Paula, Cintia Kumamoto que por varias vezes foram motivadores pela continuidade
do curso. Aos tutores, Carla, Danilo, Léren e Helenice pela presteza e suporte nas varias
etapas desse curso. Aos professores orientadores de estagio, Sérgio Bispo e Edna Ma-
ria, gue contribuiram com experiéncias e vivéncias de sala de aula. Ao professor Thiago
Costa Caetano (UNIFEI - Universidade Federal de Itajubd) pela atencao e valiosas consi-
deracdes sobre os experimentos do Laboratério Remoto de Fisica. Aos coordenadores de
curso, professores Janser e Juliano, que trabalharam nestes 4 anos auxiliando os alunos,
organizando e zelando pelo funcionamento do curso.



Resumo

O presente trabalho consiste no estudo do chamado Método dos Minimos Qua-
drados (MMQ), uma técnica de aproximacao de fungdes muito utilizada em expe-
rimentos de laboratério para estimar valores funcionais de propriedades fisicas,
guimicas e/ou biolégicas cuja lei associada, de forma continua, ndo é conhecida,
tendo-se apenas conhecimento de valores discretos obtidos através de expe-
rimentos laboratoriais. Esse estudo aborda duas formas de deducao do MMQ,
sendo que uma utiliza bastante embasamento teérico da dlgebra linear e outro
através do calculo diferencial e integral, além de questdes referentes a sensibili-
dade computacional, aos erros de arredondamento inerentes as operagoes arit-
méticas do computador, dos métodos numéricos empregados na resolucao de
sistemas lineares, 0s quais sao necessarios no processo de obtencao da solucao
de um problema de minimos quadrados. Ressalta-se ainda que o trabalho ilustra
guestoes praticas de ordem computacional através da apresentacao de resulta-
dos gerados através de cddigos desenvolvidos com o GNU Octave. Salienta-se
um fato de grande importancia nesse estudo que foi a utilizagao de dados, nas
simulacdes numeéricas, obtidos remotamente do LABREMOTO (Laboratorio Re-
moto de Fisica) da UNIFEI - Universidade Federal de Itajubd - um laboratério de
fisica que permite a realizacao de experimentos a distancia, gerando dados, os
quais foram empregados nesse estudo.

Palavras-chave: Método dos Minimos Quadrados, Equacdes Normais, Transfor-
macoes de Householder.



Abstract

The present work consists in the study of the so-called Least Squares Method
(MMQ), a technique of function approximation widely used in laboratory expe-
riments to estimate values functional properties of physical, chemical and/or
biological organisms whose associated law, in a continuous way, is not known,
having only knowledge of discrete values obtained through experiments labo-
ratory tests. this study addresses two ways of deducting the MMQ, where one
uses a lot of theoretical foundation from linear algebra and other through cal-
culus differential and integral, in addition to questions regarding computational
sensitivity, the rounding errors inherent in the computer arithmetic operations,
of the numerical methods used in the resolution of linear systems, which are
necessary in the process of obtaining a solution to a problem. least squares. It
is noteworthy that the work illustrates issues computational practices through
presentation of results generated through codes developed with the GNU Oc-
tave. stand out a fact of great importance in this study that was the use of data,
in numerical simulations, obtained remotely from LABREMOTO (Remote Physics
Laboratory) of UNIFEI - Federal University of Itajuba - a laboratory of physics
that allows experiments to be carried out remotely, generating data, which were
employed in this study.

Keywords: Least Square Method, Normal Equations, Householder Transforma-
tion.
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CAPITULO 1

Introducao

As ciéncias da natureza se desenvolveram através da observacao do meio e com busca por
leis fundamentais que pudessem descrever com boa exatidao os fendbmenos naturais. Essa
exatidao, na maioria dos casos praticos nao é possivel, sendo necessario a aplicacao de es-
tratégias de aproximacao para realizar estudos nesses campos. A matematica é a ferramenta
mais ampla do conhecimento, pois possibilita realizar célculos, previsdes e resolver proble-
mas através de técnicas analiticas e numéricas. O ajuste de curvas experimentais, a qual é
uma técnica de aproximacao funcional de propriedades fisicas, quimicas e/ou bioldgicas, pos-
sibilita a producao de resultados sistematizados e com valor amplo no estudo de situacdes
reais em que seja necessario comprovar ou produzir uma relagcao de dependéncia dos dados.

Ocorre que em varias situacdes ha possibilidades significativas de construir conhecimentos
através da resolucao de problemas da natureza através da modelagem matematica mediante
o tratamento de dados experimentais.

Dentre as diversas formas de obter aproximacdes para propriedades fisicas, por exemplo,
existe o chamado Método dos Minimos Quadrados, o qual representaremos ao longo do texto
pelo acronimo MMQ. Essa técnica na literatura é também conhecida pela terminologia Ajuste
de Curvas. Essa técnica é extensivamente utilizada em laboratérios de varias areas e produz
boas aproximagoes para as mais variadas propriedades em estudo a partir de dados obtidos
experimentalmente ou nao, como os que ocorrem em livros didaticos de calculo numérico
cujo objetivo é a explanacdo do tema no processo de ensino e aprendizagem.

O Método dos Minimos Quadrados pode ser utilizado em dados discretos ou continuos
[5, 9]. No presente texto a abordagem desse tema teve por foco o caso discreto, sendo um
dos objetivos desse trabalho a apresentacao do processo de deducao teérico do MMQ por duas
abordagens distintas mas que conduzem ao mesmo fim do ponto de vista tedrico, mas que
na pratica tem detalhamentos que precisam ser levados em consideracao. Tal método nor-
malmente é abordado nas universidades em livros de Calculo Numérico abordando a deducao
da técnica por apenas um dos caminhos possiveis, evitando no processo, ao que parece, pela
maior demanda tedrica exigida para o entendimento do MMQ. A apresentacao do MMQ mais
presente nos livros didaticos de Calculo Numérico é deducao do método usando o Calculo Di-
ferencial e Integral, mediante a minimizacdo de uma funcdo escalar de vérias variaveis, que
sao parametros utilizados no ajuste de curvas, empregando derivadas parciais do processo
de obtencdo do método. Um outro processo de deducao, que normalmente é mais visto em
livros de Algebra Linear, exige mais fundamentos dessa &rea para deduzir o método, mas que
é de grande relevancia para o conhecimento do assunto como um todo. Assim sendo, nesse
trabalho foi realizado o estudo e apresentacao do processo por essas duas vias, bem como o
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Introducao

detalhamento de aspectos muito importantes do ponto de vista computacional uma vez que
€ o computador que vai realizar na pratica as operacdes aritméticas para obter os parame-
tros de ajustes sendo que dependendo do problema pode ocorrer problemas de sensibilidade
computacional a tais operacdes devido aos erros de arredondamento do computador.

A teoria do Método dos Minimos Quadrados é apresentada no capitulo 2 sendo abordada
em detalhes pelas duas vias supracitadas, levando-se também em consideracdes pontos re-
levantes nos aspectos computacionais para evitar problemas oriundos das operacdes aritmé-
ticas inerentes ao processamento computacional.

O capitulo 3 aborda experimentos realizados com programas desenvolvidos com o GNU
Octave, um software livre com foco em Matematica Computacional, usando dados experi-
mentais obtidos através do LABREMOTO, um laboratério de fisica remoto da Universidade
Federal de Itajuba.

O capitulo 4 apresenta as consideracdes finais acerca do estudo desenvolvimento do ponto
de vista tedrico e do ponto de vista pratico, bem como propostas futuras de implementacao
do que foi realizado.
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CAPITULO 2

Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados, o qual sera representado ao longo do texto pelo acro-
nimo MMQ, é uma técnica de aproximacdo de funcdes. Existe na literatura basicamente duas
formas de abordar esse método, sendo uma baseada em projecao ortogonal, que utiliza muita
algebra linear em seu processo de deducao, e a outra que tem por base o célculo diferencial
e integral. Ambos os processos supracitados acabam por conduzir a necessidade de resolver
um sistema linear e, no que tange aos métodos numéricos para resolver sistemas lineares,
€ necessario também levar em consideracao a sensibilidade computacional quanto aos erros
de arredondamento dos computadores. Em esséncia, a forma como se resolve um problema
de aproximacao funcional via MMQ deve levar em consideragao essas caracteristicas sendo
gue existem métodos bem eficientes, com baixa sensibilidade computacional, para resolver
os sistemas lineares associados a um problema de minimos quadrados. Esse capitulo aborda
0s aspectos tedricos e computacionais e da deducao do MMQ usando cada uma dessas for-
mas, sendo as fontes utilizadas para esse estudo os livros dos autores Anton, Franco e Leon
[1, 5-71.

2.1 Via projecao ortogonal

Seja f uma funcgao, com lei de formagao desconhecida, com m valores tabelados

Xk X1 X2 X3 P Xm—-1 Xm

fxk)  f(x1) f(x2) f(x3) fXm-1)  f(xm)

Tabela 2.1: Tabela com valores discretos de uma funcao com lei de formacao desconhecida.
e suponhamos uma funcao aproximadora para essa funcao dada pela expressao (2.1)

fap(X) = a1¢1(x) + a2¢2(x) + a3¢3(X) + - - + AnPn(X) (2.1)

comm >n, sendo ¢;, i=1,2,...,n, funcdes previamente escolhidas de acordo o grafico de
dispersao da funcao tabelada.

Analisando a fungao aproximadora fap, nota-se que o que a determina sao os parametros
a;j, i=1,2,...,n. Para obter esses parametros, vamos primeiramente considerar a possibi-
lidade de que os mesmos possam ser determinados através da montagem e resolucao do
sistema linear (2.2) considerando principalmente que tal sistema é sobredeterminado, isto &,
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Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_jonal

o nUmero de equacdes é maior que o nimero de
serem determinados.

incégnitas, as quais sao os parametros a; a

[ fap(X1) f(x1)
fap(xz) = f(x2)
fap(x3) = f(x3)
{ fap(xa) f(xa) (2.2)
fap(xs) f(xs)
fap(xm) = f(xm)
Substituindo a equacao (2.1) no primeiro membro de cada equacao no sistema (2.2),
od1(x1) + o¢2(x1) + asgs(xi) + + andn(x1) f(x1)
a191(x2) + azx02(x2) + o3¢P3(x2) + + andn(x2) = f(x2)
oa191(x3) + azx02(x3) + oa3¢P3(x3) + + onpn(x3) = f(x3)
a1¢1(xs) + o2¢a(xs) + az¢p3(xs) + + anPn(xa) = f(xa) (2.3)
a1¢1(xs) + o2¢2(xs) + oa3p3(xs) + + an¢pn(xs) = f(xs)
od1(xm) + n¢2(xm) + azp3(xm) + ... + APn(Xm) = f(Xm)

o qual pode ser escrito em notacao matricial Aa = b como apresentado na equacao (2.4);

[910x1) 920x1)  $3(x1) ¢n(x1) | [ou] [FOa)]
d1(x2) ¢2(x2) @3(x2) dn(x2) | | a2 f(x2)
$1(x3) @2(x3) P3(x3) dn(x3) | | O3 f(x3)
$1(xa) @2(xa) @3(x4) On(xa) | |aa| = | f(Xa) (2.4)
$1(xs) ¢2(x5) ¢3(xs) én(xs) | [as f(xs)
| P1(Xm) P2(Xm) @3(Xm) dn(Xm) | [an] | f(Xm) |
e Ty

sendo A é a matriz dos coeficientes, a é o vetor solu¢do e b o vetor dos termos independentes.
No que tange as dimensdes, A é uma matrizmxn , a é uma matriz colunanx 1 e b é também
€ uma matriz coluna sé que com dimensao m x 1.

O préximo passo para obtencao dos parametros a;, que sao as componentes do vetor
solucdo, consiste na resolucdo do sistema linear Aa = b acima. E nesse ponto que surge
uma importante discussdo, sendo o pivo dessa discussao o nimero equagdes m e incégnitas
n. Mas além desses pontos existem outros. Esses temas, nos aspectos matematicos, serao
abordados nas préximas subsecodes.

2.1.1 Aspectos importantes sobre sistemas lineares

A Algebra Linear declara que um conjunto de vetores

A={vi,Vva,...,Vn} (2.5)

€ uma base ordenada de um espaco vetorial V se os vetores desse conjunto sao linearmente
independentes e V = [v1, V2,..., Va], isto é, todo vetor de V pode ser escrito como uma
combinacao linear dos vetores vi, vz, ..., Vh. Se o conjunto A = {vi, v2, v3} constitui, por
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Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_jonal

exemplo, uma base do espaco vetorial V = R3, segue que dado um vetor v qualquer desse
espaco, existem escalares ai, a; e as tais que

v=aiVvi+davs+aszvs (2.6)

sendo que tais escalares sao Unicos para esse vetor v e, nesse caso, diz-se que as coordena-
das do vetor v em relagao a base A é dado e denotado por

[v]a= (a1, a2, a3).

Seguindo esse principio, concluimos que resolver um sistema linear Ax = b, com m equa-
cOes e n incégnitas,

a1 Qi 0413 -+ Qip X1 b1
Q21 Q2 Q23 -+ QA2p X2 b>
a1 Qa3 a3z -+ QA3p X3 | =| b3
| dm1 Om2 Om3 -+ Amn | L Xn | | bm |
S N ——
A X b

no fundo significa determinar as coordenadas do vetor b (termos independentes) em relacao
a base do subespaco vetorial gerado pelas colunas da matriz dos coeficientes A. Em outras

palavras, resolver o sistema linear Ax = b acima significa determinar x1, x2, X3, ..., Xp de tal
forma que
(bll b21 ey bm) = Xl(allr C121' ey aml) + X2(012, 0221 ey amZ) +ee+ Xn(aln, aZn, ey amn)

sendo que [b]l4 = (X1, X2,...,Xn), onde A é o conjunto de vetores constituido pelas colunas
da matriz A, isto é,

A={(ai1,az1,...,am), (@12, a22,...,Am2),...,(Q1n, Q2n, ..., Amn) } .
Como exemplo, para determinar as coordenadas do vetor v = (4,—2, 8) em relacao a base
A={(2,1,-4),(-4,5,2),(5,-3,5)},
€ necessario determinar x1, X2 e x3 de tal modo que

(2x1 — 4x2 + 5x3, X1 + 5Xx2 — 3x3,—4X1 + 2Xx2 + 5x3) = (4,—2, 8)

sendo que para obter esses parametros segue que é necessario resolver o sistema linear

2 -4 5] [x 4 ~ [x.] [-5/18
1 5 =3||xa|=|=2| 2 |x,| = | 7/18
—4 2 51 [ x3 8 X3 11/9
e portanto
5 7 11
[(41_21 8)].A - (_El 1_81 ?)
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Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_jonal

com a observacao importante de que

4,—2,8) > 2,1,—-4) ! 4,5,2 11 5,-3,5)
T4, =——= A VA + —(— =y + — 79
( 18( 18( ) 9(

sendo A = {(2,1,—4),(—4,5,2),(5,—3,5)}, um conjunto cujos vetores sao as colunas da
matriz A e constituem, nesse caso, uma base do R3, sendo que a solucdo do sistema linear
sao as coordenadas do vetor b em relacao aos vetores dessa base.

Resta agora a discussao com relacao ao nimero de equacdes m e incognitas n presentes
em um sistema linear Ax = b e 0 que se pode obter com a solu¢cao do mesmo.

2.1.2 Sobre as solucoes de sistemas lineares

Em um sistema linear Ax = b onde o nimero de equacgdes é igual ao niumero de incdgnitas,
isto €, m = n, e as colunas da matriz dos coeficientes sao linearmente independentes, o que
implica det(A) # 0, a solucdo existe e é Unica pois nessa situacdo o sistema é possivel e
determinado. Usando terminologias da Algebra Linear, isso significa que o vetor b pertence
ao subespaco gerado pelas colunas da matriz A. Se o nUmero de equagdées m é menor que
o numero de incégnitas n pode acontecer do sistema linear ser possivel e indeterminado
(infinitas solucdes) ou impossivel (ndo tem solucao).

Agora, se o sistema linear for sobredeterminado, que sdo sistemas onde o nimero de
equacdes m é maior que o numero de incégnitas n (m > n), a solucao exata pode nao ser
obtida mas sim aproximada. Esse tema é o assunto da préxima subseccao.

Resolucao de sistemas lineares sobredeterminados

Um sistema linear Ax = b do tipo

a1 Q2 Q4iz -+ Qin X1 b1
dz1 Q2 Q23 -+ Qd2p X2 b>
as1 Q32 asz3 -+ QAszp X3 | =| b3

| dm1 Om2 dm3 *** Odmn | | Xn | | bm |

onde m > n, isto é, um sistema linear sobredeterminado, o qual de um modo geral, nao é
possivel obter a solucdo exata, mas sim uma solucdao aproximada em determinado sentido. A
ideia por tras disso do processo de obtencao dessa solucao aproximada reside em minimizar
o quadrado da norma do vetor residuo, onde esse vetor e sua norma ao quadrado sao dados
por

r=b—Ax

2 2 2 3 2 (2.7)
Irllc=r{+r5+r5+---+r:

o que ilustra que o sentido do principio da referida aproximacgao consiste em obter a solucao
aproximada no sentido dos minimos quadrados, principio este que d4 nome ao método de
aproximacao em apresentacao nesse texto.

Note que se x é solucdo exata do sistema linear, segue que ||r]|2 = 0. E importante aqui
ressaltar que o vetor r nao é vetor dos erros na solucao do sistema linear mas sim um pa-
rametro que tem relacdao com o vetor dos erros, mas é um parametro que ajuda a medir a
qualidade da aproximacao.

Para entender o processo de obtencao da solucao aproximada do sistema linear sobrede-
terminado Ax = b é necessario apresentar alguns teoremas.
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Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_;onal

Teorema 2.1 |

Seja W um subespaco vetorial do R™. Entao, para todo vetor v € R™, o vetor em W mais
préoximo de v é a projecao ortogonal deste vetor no subespaco W.

Uma maneira de interpretar o teorema 2.1 é que a norma ||v— vp||, onde o vetor ve R™ e
Vvp € a projecao de v no subespaco W, é minimizada.

Esse teorema é muito importante no processo de resolucao do sistema linear sobredeter-
minado Ax = b. Para entender essa importancia, considere os seguintes apontamentos:

e As colunas da matriz dos coeficientes de um sistema linear Ax = b geram um subespaco
vetorial do R™, chamado espaco coluna da matriz A. Como ja observado anteriormente,
se o sistema linear é possivel e determinado (m = n) segue que o vetor b pertence ao
espaco coluna da matriz A e isso significa que b pode ser escrito exatamente como uma
combinacao linear das colunas da matriz A. Em outras palavras, as colunas da matriz
A formam uma base do R™ e como b € R™ segue que b pode ser escrito como uma
combinacao linear de uma Unica forma como combinacao linear das colunas da matriz
dos coeficientes A. E como b nesse caso pertence ao espaco coluna da matriz A, a
projecao ortogonal bp deste vetor nesse espaco € tal que |[[b— bp|| = 0;

e Quando Ax = b é sobredeterminado, isto €, m > n, segue que, de um modo geral embora
haja excecdes, b nao pertence ao espaco coluna da matriz A. Mas uma solucao aproxi-
mada é possivel resolvendo o sistema linear Ax = bp onde bp é a projecao ortogonal do
vetor b no espaco coluna gerado pela matriz A. Essa projecdo bp é o vetor mais préoximo
do vetor b que pertence ao espaco coluna da matriz A conforme ilustrado na figura 2.2.

AXx

Figura 2.1: llustracao da projecao ortogonal do vetor b no espaco coluna da matriz A associada ao
sistema linear Ax = b.

Assim sendo, dentro do espaco coluna da matriz A precisamos encontrar X tal que AX = by.
A solucao deste sistema ird fornecer a solucao que minimiza o quadrado da norma do residuo
IIrlI? = |Ib—AX||2. Observando a figura, pode-se notar que o vetor b—b, é ortogonal a qualquer
vetor do espaco coluna da matriz A. Em particular, o vetor b — bp é ortogonal aos vetores da
base do espaco coluna gerado pela matriz A. De posse dessas informacdes, podemos entao

UFU-FAMAT 7



Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_jonal

afirmar que

AT(b—bp) = 02222 AT(h—A%) = 0= ATh— ATA% = 0 = ATAX = ATb, (2.8)

Note na equacao (2.8) que para obter X que minimiza o quadrado da norma do residuo
|Ilb— AX||? basta ent&o resolver um sistema linear onde o nimero de equacdes e incégnitas é
0 mesmo, no caso, dado por n x n.

O sistema linear ATAx = ATb recebe o nome de sistema normal associado ao sistema
linear Ax = b. As equacdes do sistema linear ATAx = ATb também sdo chamados equacdes
normais. O teorema a seguir estabelece as condicdes para existéncia e unicidade da solucao
do sistema normal.

—| Teorema 2.2 |

Se A é uma matriz m x n onde o posto de A é igual a n, entdo ATA é inversivel e o
sistema linear Ax = b tem uma Unica aproximacao por minimos quadrados dada por
X = (ATA)"1ATb, isto é, o sistema normal tem uma Unica solucéo.

Para exemplificar, considere o sistema linear sobredeterminado Ax = b onde

[ 1 2 —1 3] [ 1]
2 1 12 5
-2 3 41 -2
A= = 2.
4 2 10 e b 1 (2.9)
0 2 1 3 3
| 1 -1 2 0] | 5

com m = 6 equacbes e n = 4 incégnitas. Determinando ATA e ATb montamos o sistema
normal

26 5 —1 5] [x; 24 X1 0.9990
5 23 13 17| [ x> | 4 | solucdo X2 | —2.0643 (2.10)
-1 13 24 6| |x3| |10 x3| | 1.1039]|° '
5 17 6 23| |xa 20 X4 1.8902

—~ ~——— =

ATA X ATh

Com a solugao (2.10) podemos determinar a projecao ortogonal via b, = Ax,

1 2 -1 3 1.4371]
2 1 12 0.9990 4.8181
-2 3 4 1||-2.0643 —1.8852
bp 4 2 10 1.1039 = bp 0.9713 ( )
0O 2 1 3 1.8902 2.6459
| 1 -1 2 o]y | 5.2712
A
sendo o vetor residuo dado por
1] [ 1 2 —-1 3] [—0.4371]
5 2 1 12 0.9990 0.1819
b Ax = —-2| |-2 3 4 1||-2.0643 oo —0.1148 (2.12)
1 4 2 10 1.1039 0.0287
3 0 2 1 3 1.8902 0.3541
| 5] | 1 -1 20 | —0.2712

UFU-FAMAT 8



Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_jonal

O quadrado da norma do vetor residuo é dado por

lIrll? = |lb— Ax]|?> = 0.437083. (2.13)

E importante ressaltar que determinados sistemas lineares sobredeterminados Ax = b
podem gerar equacdes normais onde a matriz dos coeficientes ATA ndo é inversivel. Um
exemplo disso é o sistema linear Ax = b sobredeterminado onde

(1 1 0 O] [—3]
1100 -1
1010 0
A= =
1010 € b 2
1001 5
1 0 0 1 | 1]

Nesse caso temos que a matriz dos coeficientes do sistema normal é dada por

ATA =

N NN O
O O NN
O N ON
N O ON

onde pode-se observar que essa matriz nao é inversivel pois a primeira linha € combinacao
linear das demais linhas (a primeira linha é igual a soma das demais linhas), ou seja, o de-
terminante dessa matriz é nulo (det(ATA) = 0). Pode se observar também que a primeira
coluna é combinacao linear das demais colunas (a primeira coluna é igual a soma das demais
colunas). Além disso, a resolucdo do sistema linear ATAx = ATb conduz a seguinte solucéo

X1 3 -1
X2 = = + A L onde A €ER.
X3 -2 1
X4 0 1

ou seja, o sistema sobredeterminado tem infinitas solucdes. Diante de situacdées como essa,
o teorema a seguir estabelece condicbes sobre a matriz ATA para que a solucdo do problema
de minimos quadrados via equac¢des normais exista e seja Unica.

| Teorema 2.3 |

A matriz ATA é inversivel se e somente se as colunas da matriz A sdo linearmente
independentes. Nesse caso, o sistema linear Ax = b tem uma Unica solucao em termos
de minimos quadrados X dado por

X =(ATA)tATb.

O que foi exemplificado acima ilustra um problema quando se estad resolvendo um pro-
blema de minimos quadrados. Se as colunas da matriz A do sistema linear Ax = b formarem
um conjunto de vetores quase linearmente dependentes a matriz ATA do sistema normal
tende a ser singular (det(ATA) tende a zero) e a matriz ATA tende a ser mal condicionada,
isto é, sensiveis aos erros de arredondamento inerentes ao processo de resolucao numérica
via meios computacional, o que normalmente ocorre em situagdes praticas (reais). Devido a
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isso os softwares utilizados para resolver sistemas desse tipo normalmente nao utilizam as
equacdes normais para resolver tais sistemas.

Os problemas de condicionamento podem ser contornados resolvendo o sistema linear
Ax = b através da transformacao deste em um sistema linear da forma

Rx=c

utilizando transformacdes de Householder. As duas préximas subsecdes abordam o processo
de resolucao numérica do sistema linear sobredeterminado Ax = b.

2.1.3 Resolucao numérica das Equacoes Normais

A resolucéo do problema de minimos quadrados via equacdes normais s6 é viavel se ATA
for inversivel e, mesmo assim, se o nimero de condicdo da matriz ATA, dado por

cond(ATA) = |[(ATA)L[IAT A],

for menor que 104 pois se o nimero de condicdo da matriz em questdo for maior que esse
valor a mesma é considerada mal condicionada e, portanto, consideravelmente sensivel aos
erros de arredondamento nas operagdes aritméticas realizadas pelo computador. Supondo
gue a matriz dos coeficientes é bem condicionada, a obtencao da solucao do problema de
minimos quadrados é vidvel. O sistema normal ATAx = ATb pode ser resolvido utilizando o
Método de Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento Parcial (MEGPP). Esse método numeérico
tem por base transformar, através da aplicacdo das chamadas operacdes elementares em
uma ordem bem especifica, um sistema linear Ax = b em um sistema linear equivalente
Ax = b onde A é uma matriz triangular superior conforme esquematizado na matriz ampliada
do sistema abaixo e executada através do algoritmo do MEGPP.

a1 Gz @13 +cc Qi b1 di1 @2 ais din | b1
a1 Qz2 Qz3 -+ Azp 1 b2 0 Gz a3 axn 1 b2

| ~ ~ |~
a3y as2 Qasz -+ Q31 b3 |~ 0 0 ass azn 1 b3

| |

o : : : .

| I~

| Qn1 Qn2 Qp3 +++ Qpn ! by | | 0 0 o -- CNlnn‘bn_

Para resolver esse sistema linear simplificado onde a matriz dos coeficientes é uma matriz
triangular superior, isto é, obter a solucao do sistema, basta aplicar o chamado Algoritmo da
Substituicdo Regressiva.

Mas como j&d comentado anteriormente, dependendo do problema de minimos quadrados,
€ necessario aplicar métodos mais sofisticados, que exige um nimero maior bem de opera-
cOes se comparado ao MEGPPP, porém mais precisos. Um dos métodos mais robustos nessa
linha utiliza as Transformacdes de Householder, tema da préxima subseccao.

2.1.4 Resolucao numérica via Transformacoes de Householder

A resolucao de sistemas lineares sobredeterminados, associados a problemas de minimos
guadrados, via transformacdes de Householder tem por base a multiplicacdo sucessiva a
esquerda de A e b do sistema linear Ax = b por matrizes de Householder até transformar a
matriz A em uma matriz triangular superior conforme esquematizado na matriz ampliada do
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sistema linear Ax = b abaixo.

X X

X X X X X
X X X X X
X X X X X X
O OO0 O O X
O O O O XX
O O O X XX

X ... X1 X 0 00 ... 0

>
> s

-~

Ax=b szb~

Transformacdes de Householder sao operacdes baseadas em transformacdes ortogonais, as
guais sao bem estaveis para operacdes computacionais.
As matrizes de Householder H sdo obtidas conforme os parametros apresentados abaixo.

a = |[x]l2
B =a(a—x1)
{v= (X1—a, X2,X3,...,Xm)"

1
H=I——vvT

Ly=Hx

Nesse esquema, x é um vetor de dimensao m o qual se tem interesse em anular todos as
componentes desse vetor a partir da segunda posicdo. O exemplo a sequir ird ilustrar sua
aplicacao em um vetor x e em seguida sera explicado como se aplica essas transformacdes
em um sistema linear Ax = b sobredeterminado.

Se x =(=5,—1,—3,9)" 0 qual se tem interesse em anular os nimeros que se encontram da
segunda posicao em diante, aplicando a Transformacao de Householder descrita nos passos
a sequir.

Passo 1: Calculo de a:

a=lIxll2 = /x2 + X3+ 3 + x2 = 1/(=5)2 + (=1)2 + (=3)2 + (9)2 = 10.7703.
Passo 2: Calculo de B:
B =a(a—x1) =10.7703(10.7703 — (—5)) = 169.8509.

Passo 3: Vetor v:
v =(X1—a, X2, X3,X4) = (—15.7703,—1,—-3,9)".

Passo 4: Matriz H:

1000 —15.7703
1 0100 1 -1
H=I——vv' = - —15.7703 -1 -3 9
0010 169.8509 -3 [ ]
0 001 9
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—0.464238 —0.092848 —0.278543 0.835629
—0.092848 0.994113 -0.017662 0.052987
—0.278543 —-0.017662 0.947013 0.158962

0.835629 0.052987 0.158962 0.523113

Passo 5: Multiplicacao Hx:

—0.464238 —0.092848 —0.278543 0.835629| |—5
—0.092848 0.994113 —-0.017662 0.052987| [—1
—0.278543 —-0.017662 0.947013 0.158962| |—3

0.835629 0.052987 0.158962 0.523113 9

y=HX=

10.7703

O que foi apresentado acima se refere a um vetor. E é importante ressaltar a carga de
operacdes exigidas pelo métodos para zerar as componentes do vetor x da segunda posicdao
em diante. E uma caracteristica desse método mas ganha-se em estabilidade computacional,
isto é, evita-se amplificacdo dos erros inerentes as operacdes aritméticas computacionais.

A aplicacao dessas transformacdes para resolver um sistema linear Ax = b, sendo A com
ordem m x n, sobredeterminado consiste em multiplicar a esquerda da matriz ampliada desse
sistema pelas matrizes

Hy=H se k=1 e He=| ... se k=2,3,...,m.

com a observacao de que todas essas matrizes sao quadradas e tem ordem igual a m. A
matriz I que aparece acima, para k > 2, sao matrizes identidades de ordem k—1 e H tem
ordem m— 1. As matrizes H sao sempre formadas utilizando vetores colunas extraidos da
matriz A. Por exemplo, quando k = 1 o vetor x extraido para formar a matriz H é a primeira
coluna da matriz A. Depois de multiplicar a esquerda a matriz ampliada do sistema por H;
obtemos um outro sistema linear equivalente onde todos os nimeros abaixo do elemento na
primeira linha e primeira coluna sao iguais a zero. Em seguida, para formar H, o vetor que
teremos que utilizar para formar a matriz H é a segunda coluna da matriz ampliada a contar
da segunda linha. Esse processo deve ser repetido sucessivamente até transformar a matriz A
em uma matriz triangular superior. Para um maior entendimento, o exemplo a seguir ilustrard
0 processo.

Exemplo 2.1

Resolva o sistema linear a seguir em termos de minimos quadrados

5 3 6 1
—5 -8 7||*] _|-2
7 3 6| T |-4a
7 3 —7|L 3
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Resolucao: A matriz dos coeficientes é uma matriz 4 x 3, isto é, tem m = 4 linhas (equacoes)
e n = 4 colunas (incdgnitas). As matrizes de Householder serao entao matrizes 4 x 4. Teremos
gue multiplicar a esquerda a matriz ampliada associada a esse sistema linear n = 3 vézes
pois a matriz dos coeficientes tem n = 3 colunas. A matriz ampliada do sistema linear, a qual

chamaremos por M, é dada por
5 3 61 1

_5 _8 71-2
|

7 3 61-4
|

7 3—71 3

e a sequir as operacdes de triangularizacao via Transformacdes de Householder. Ressalta-se
o observancia quanto a alta carga de operacdes que exigidas nas operacdes que sao apresen-
tadas na resolucao desse exemplo. Perde-se em volume de operacdes computacionais mas
ganha-se em qualidade na obtencdo da aproximacdo da solucao do problema de minimos
quadrados.

12 coluna: Vamos montar a matriz de Householder para zerar na primeira coluna todos os
numeros abaixo do primeiro elemento dessa coluna. Ressalta-se aqui que esse primeiro ele-
mento sera alterado mas ndo ird zerar. Nesse caso, o vetor que iremos trabalhar é o vetor
x=(5,-5,7,7).

x=(5,-577) B=a(a—x1)=87.172
a=|x|]l,=12.166 v=(-7.1655,-5,7,7)"
H M
0.4110 —0.4110 0.5754 0.5754 5 3 61 1
|
—0.4110 0.7132 0.4015 0.4015|| -5 —8 7 1-=2
| =
0.5754 0.4015 0.4379 —0.5621 7 3 6 —4
|
0.5754 0.4015 —0.5621 0.4379 7 3 -7 3

12.166 7.9734 —0.98639 ' 0.6576
0 —4.5297  2.1250 1 —2.2389
0 —1.8585  12.825 1 —3.6655
0 —1.8585 —0.17499  3.3345

22 coluna: Agora o vetor x a ser utilizado para montar a matriz de Householder diminui de
dimensao.

x =(—4.5297,—1.8585,—1.8585)" B=a(a—x1)=5.2370
a=|x|]l=5.2370 v=(—9.7666,—1.8585,—1.8585)"
N N
1 0 0 0 12.166 7.9734 —0.98639 0.6576
0 —0.8649 —0.3549 -—-0.3549 0 —4.5297 2.1250 —2.2389|
0 —0.3549 0.9325 -0.0675 0 —1.8585 12.825 —3.6655
0 —0.3549 —-0.0675 0.9325 0 —1.8585 —0.17499 3.3345

UFU-FAMAT 13



Método dos Minimos Quadrados Via projecao ortog_jonal

12.1655 7.9734 —0.9864 1 0.6576
0 5.2370 —6.3272 1 2.0540
0 0 11.2167 ' —2.8486
0 0 —1.78331 4.1514

32 coluna: Novamente o vetor x a ser utilizado para montar a matriz de Householder diminui
de dimensao.

x=(11.2167,—1.7833)7 B =a(a—x;)=1.6001
a=|x|,=11.358 v =(—0.1409,—1.7833)7
i M
10 0 0 12.1655 7.9734 —0.9864 0.6576
01 0 0 0 5.2370 —6.3272 2.0540 | _
0 0 0.9876 —0.1570 0 0  11.2167 —2.8486|
0 0 —0.1570 —0.9876 0 0 —1.7833 4.1514

12.166 7.9734 —0.98639 | 0.65760
0 5.2370 —6.3272 1 2.0540
0 0  11.358 1 —3.4651
0 0 0 —3.6526

Agora, para completar o processo de resolucao para obter a solugao no sentido dos mini-
mos quadrados basta extrair a Ultima matriz ampliada tudo o que estiver acima da 4 linha.

12.166 7.9734 —0.98639 | 0.65760
|

0 5.2370 —6.32721 2.0540
|

0 0  11.358 1 —3.4651

A solucao desse Ultimo sistema linear fornecera a solugcao em termos de minimos qua-
drados do sistema linear original. Essa solucao pode ser obtida aplicando o algoritmo da
substituicao regressiva, que no caso é dado por

X1 0.013845
x2| =1 0.023606
X3 —0.305094

O célculo do quadrado da norma do residuo pode ser feito via ||b — Ax||? usando a solucéo
obtida. Mas no caso da solucao obtida mediante a aplicacao de transformacodes de Househol-
der o calculo do quadrado da norma do residuo fica bem simplificado, quase de modo direto,
conforme explicacao a seguir. As transformacdes de Householder constituem a base da cha-
mada Fatoracdo QR. A matriz Q é o resultado da multiplicacao das matrizes de Householder
e R é a matriz triangular superior como a que foi obtida no exemplo acima. Esquematizando,
depois de transformar o sistema linear sobredeterminado Ax = b em um sistema linear equi-
valente Rx = c através da aplicacao de transformacdes de Householder, o residuo desse
ultimo sistema pode ser escrito como

C1 R X1 c1—Rx 0
r=c—Rx=| ... |—| ... = = = [Irl12 = llc2 1.
C2 0 Xm c2— 0x C2
——

X
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Esse vetor ¢; é um vetor extraido do vetor ¢ a partir da posicdo n+ 1 desse vetor. Para
ilustrar, considerando o problema de minimos quadrados apresentado no exemplo anterior,
o vetor ¢> tem na verdade apenas um elemento e nesse o quadrado da norma do residuo é
dado por ||c2]|2 = (—3.6526)% = 13.3415.

Com essa parte finaliza-se a apresentacao dos aspectos teéricos sobre o processo de re-
solucao de problemas de minimos quadrados associados a resolucdao de sistemas lineares
sobredeterminados Ax = b. Nesse processo foi apresentada toda uma metodologia baseada
na Algebra Linear, tais como base de espaco e subespaco, coordenadas em relacdo a uma
determinada base formada pelas colunas da matriz dos coeficientes, projecao ortogonal de
vetores, produtos internos e normas. Mas existe, além das deducdes apresentadas, uma outra
baseada em Calculo Diferencial e Integral, a qual serd apresentada na préxima secao.

2.2 Via Calculo Diferencial e Integral

Nessa secao é apresentada na deducdo da técnica de ajuste de curvas via Calculo Dife-
rencial e Integral, o qual conduz a resolucdo do problema de minimos quadrados por meio
das Equacdes Normais. O desenvolvimento inicial, com a finalidade de ambientacao no tema,
ilustra o processo do ajuste, de uma funcdo tabelada, por meio de uma funcdo afim, isto é,
uma funcao de 19 grau. Apods o desenvolvimento desse caso é apresentado a deducao do
caso genérico envolvendo essa técnica de ajuste.

Considere entao o problema de ajustar a funcao, com lei de formacao desconhecida, apre-
sentada na Tabela 2.2, a qual contém n valores da referida funcao.

Xk X1 X2 X3 P Xn—1 Xn

fao(Xk)  fan(X1)  fan(X2)  fn(X3) fiao(Xn-1)  fran(Xn)

Tabela 2.2: llustracdo de uma tabela de valores de uma funcao com lei de formacao desconhecida.

Para ajustar a funcao tabelada acima, indicada por f..,, por uma reta (funcao de grau um),
a qual indicaremos por f,, considere a funcao de ajuste

fa(x) = a1x + ao. (2.14)

Para obter a fungao de ajuste f,;, funcao aproximadora da fungao tabelada f..,, no sentido
dos minimos quadrados, é necessario determinar ap e a; de tal forma que o somatério das
diferengcas ao quadrado entre a fungao tabelada f,, e a funcao de ajuste f, seja o menor
possivel, isto é, é necessario determinar ap e a; de tal forma que

n

F(ao, a1) = [fn(xi) = fu(xi)]* (2.15)

k=1

onde a expressao € chamada residuo. A substituicao da Equacao (2.14) na Equacao (2.15)
produz

F(ao, a1) = Y [fun(Xk)— a1xx — ao]? (2.16)
k=1

gue expressa de modo claro uma funcdo de duas varidveis. Para determinar ag e a; que mi-
nimiza F é necessario obter as coordenadas dos pontos criticos desta ultima funcao, os quais
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sao obtidos resolvendo um sistema linear, nesse caso, envolvendo duas equacgdes: Fq, € Fq,.
Essas derivadas parciais, a montagem do sistema linear e suas manipulacdes/simplificacoes
sao apresentadas nas eqs. (2.17a) e (2.17b) e eqgs. (2.18) a (2.24).

Derivadas parciais:

oF i

— ==2>" [fun(Xk) — a1 Xk — A0] (2.17a)
efely =

oF n

— =2 > [fun(Xk) — a1Xk — 0] Xk (2.17b)
aa =1

Montagem do sistema linear: A substituicao das eqgs. (2.17a) e (2.17b) no sistema linear
envolvendo as equacdes Fq, = 0 e Fq, = 0 produz as operagdes abaixo descritas, cujo sistema
linear final é o sistema linear cuja solugcao sdo os parametros ap € a; que minimizam o residuo.

oF
ddp -
2.1

oF (2.18)
aa; B

n

=2 > [fun(Xk) — A1k — a0] = 0
k=1 (2.19)

n
—2 > [fun(Xk) — A1Xk — A0] Xic = O
k=1

Z [fan(Xk) —a1xk—ao] =0
< (2.20)

Z [fran(Xk) —a1xxk — Aol xk =0
k=1

tab(xk)—(z xk)al—(zn: 1)ao 0

=1 k=1 (2.21)
Xk fran(Xk) — ( )01 (Z )ao =0
=1 k=1
(Z 1 ap + (Z Xk) ay = Z fean(Xk)
k=1 k=1 k=1 (2.22)
(Z ao + xi) air = ), Xkfwn(Xk)
k=1 k=1 k=1
Z 1 Z Xk- do - Z ftab(xk) -
! =| k=t (2.23)
Doxie ux LAl | Xefun(Xk)
Lk=1 k=1 A i
- n Z xk- o - Z tab(xk)
5 k=1 =| k=1 (2.24)
dDixe Yo x| l;m D Xifun(Xk)
Lk=1 k=1 - k=1 .
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O modo mais simples para resolver o sistema linear na eq. (2.24) é via Regra de Cramer

onde . ; ) )
(Z X/2<) (Z ftab(Xk)) - (Z Xk) (Z katab(xk))
ap =~ e vE (2.25)
n Z X7 — (Z xk)
k=1 k=1
e ) ) i
n (Z katab(xk)) — (Z Xk) (Z ftab(xk))
ay = k=1 _ /<=1n /2<=1 (2.26)
n Z X2 — (Z xk)
k=1 k=1

As equacoes (2.24) sao as equacoées normais e podem ser resolvidas por varios métodos
diretos, no caso 2 por 2 a resolucao por regra de Cramer é rapida, porém para sistemas com
varias variaveis o método mais comum é via Método de Eliminacao de Gauss com Pivotea-
mento Parcial (MEGPP).

Generalizado o método para aplicacao para uma funcao tabelada qualquer queremos obter
uma funcgao fg; que produz a melhor aproximacao dos dados tabelados x; e ftqp

fi(X) = a1¢1(x) + az2¢2(x) + a2¢2(x) + a3¢3(x) + ... + AmPm(X) (2.27)

com ¢i(x),i=1,2,3,..., mfuncdes previamente escolhidas de modo a minimizar a funcao

n

2
F(an, 02, ..., Om) = > [fuanOXi) — ()] (2.28)

k=1
Apds escolhida as fungodes ¢i(x), i=1,..., m o préximo passo é determinar os valores de

a; que minimizam a funcao F acima. Para tanto é necessario derivar F em relacdo a cada
parametro a; e igualar cada derivada parcial a zero para determinar as coordenadas do ponto
critico da funcao, candidato a minimo da funcao F. Esse procedimento é apresentado nas
equacoes a seguir.

F(o, O, ..., Om) = > [fuan(Xk) = fran(Xk)1? (2.29)
k=1
Flan, 0z ..., am) = D [fun(Xk) — a1¢1(Xk) — 0292(Xk) — A202(Xk) — - — Am®m(Xk)]*  (2.30)

k=1
A derivada parcial em relacao a cada parametro a; é dada a seguir.
oF n
o = 2 D [ fanOi) — 191 (i) — A202(Xk) — ... — AmOm (xi)1Pi(xk) (2.31)
! k=1
Abrindo o somatério,
n

oF n
— =—2 > f(x)Pilxi) — [Z ¢1(Xk)¢i(xk)] oaL—
k=1

I ] =1

[Z ¢2(Xk)¢i(xk)i| ap— - — [Z ¢m(X/<)¢i(X/<)] am (2.32)
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Agora, para determinar os parametros a;, i = 1,..., m, que minimizam F, basta resolver
um sistema linear montado a partir dessas derivadas parciais acima igualando-as a zero para
determinar o ponto critico da funcao F. Igualando essas derivadas parciais a zero, e depois
deixando no primeiro membro apenas as parcelas que envolvem as incognitas,

[Z ¢1(xk)¢i(xk)] ay + [Z ¢z(xk)¢f(xk)] ap+ oo+ [Z ¢m(xk)¢i(xk)} Um = Y fran(Xk)PilXk)
k=1 k=1 k=1 k=1

Para simplificar as expressdes que serao apresentadas a sequir, considere

n n
ag = ix);(xi) e bi= D fran(Xi)Pi(xe)
ondei=1,2,....mej=1,2,...,m. Fazendo i variar de 1 até m sera produzido o seguinte
sistema linear.
a;101 + Qa0 +Aai3083+ -+ A1mam = b1
az101 + Az202 + A2303+ -+ Aom0m = by
{ 03101+ 03202+03303+ -+ A3mAm = b3 (2.33)
Am101 + Am202 + Am303 + --- + AmmOm = bm

Esse sistema linear representado em notacao matricial é dado por

ail1 di2 Qi3 ... Qim (o] b1

a1 Q2 Q23 ... Qxm | |O2 b>

a1 Q32 a3z ... Qsm||az|=|b3]. (2.34)
1Am1 Am2 Om3 ... Amm| [Om ] | bm |

Como a matriz dos coeficientes é simétrica, a; = aji. A resolugao da mesma pode ser feita
via Método de Eliminacao de Gauss com Pivoteamento Parcial. Vale ressaltar aqui o sistema
linear obtido é o mesmo sistema normal obtido no inicio desse capitulo, na parte abordagem
matricial.

2.3 Aspectos computacionais sobre o MMQ

O método computacional mais eficiente e estdvel numericamente para resolver o pro-
blema de minimos quadrados é resolvendo o sistema sobredeterminado usando operacdes
baseadas em transformacgdes ortogonais, isto é, transformacdes de Householder [6]. Uso das
equacdes normais podem conduzir a formacao de sistema lineares mal condicionados, isto &,
sistemas lineares sensiveis as operacoes aritméticas computacionais inerentes as operacdes
do computador, gerando solucdées sem nenhuma ligagcdao com o problema em andlise. Mais
adiante, no capitulo de testes computacionais com problemas reais, isso sera ilustrado.

llustracao Grafica

Como ilustracao considere o problema de ajustar a funcao tabelada

Xk 0.54 0.83 1.36 1.90 2.11 2.68 3.88 4.28
f(xk) 2.9855 2.6488 2.0654 2.1553 2.3854 3.0487 1.4207 0.4432
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Aspectos computacionais sobre o MMQ

usando polindmios de graus 1, 2 e 3. A figura a seguir mostra o que acontece a medida que

se aumenta o grau do polinémio.

[

Foo- -3
1
- 25
—
I

Figura 2.2: Ajuste de dados via polinbmios de graus 1, 2 e 3.

Pode-se notar que o aumento do grau dos polindmios faz com que as curvas destes tendam
a se aproximar cada vez mais dos pontos associados a tabela de valores utilizados no pro-
blema de minimos quadrados. Ressalta-se ainda o principio teérico, a ideia base do método,
gue é minimizar o somatdrio dos quadrados das diferencas entre os valores tabelados e os
valores gerados pelos polindmios. E importante ainda levar em consideracdo que o processo
pode ser aplicado considerando qualquer tipo de funcdo elementar no que tange as funcdes

¢i(x) utilizadas.

No préximo capitulo serdo apresentados problemas de ajuste de curvas com dados prove-
nientes de laboratérios onde serao apresentados resultados dos ajustes quando se utiliza as
equacdes normais e quando se resolve o problema de minimos quadrados via Transformacdes

de Householder.

UFU-FAMAT

19



CAPITULO 3

Aplicacao do Método de Minimos
Quadrados na Fisica

Esse capitulo apresenta um conjunto de experimentos onde foram realizados ajustes de
curvas a partir de dados obtidos de testes de laboratérios de fisica em modo remoto. Tais in-
formacdes foram geradas no Laboratdrio Remoto de Fisica (LABREMOTO) do Instituto de Fisica
e Quimica, unidade académica da Universidade Federal de Itajuba [10]. Esse laboratério pos-
sui varias bancadas para testes de fendmenos fisicos sendo que alguns dos mesmos geram
dados numéricos, de determinadas propriedades fisicas que serao descritas mais adiante, a
partir de dados de entrada fornecidos remotamente. Além da exemplificacdo da aplicacao do
MMQ na aproximacao de funcdes utilizando dados oriundos do laboratério supracitado, esse
capitulo apresenta no final uma proposta de ajustes de dados, de um experimento associado
ao decaimento radioativo de um elemento quimico, para ser realizado em laboratérios de
fisica no ensino médio, o que é importante como fonte motivacional para estudantes.

3.1 Aspectos computacionais dos experimentos

Os experimentos a serem descritos nas préximas secdes foram desenvolvidos sob plata-
forma Linux, distribuicao Debian [8], sendo que os cddigos implementados, para a geracao
dos das aproximacoes dos parametros que definem as funcdes de ajuste, foram programados
usando o GNU Octave [4], um software livre com foco em matematica computacional, sendo a
sintaxe para o desenvolvimento de cddigos similar a sintaxe utilizada pelo MATLAB, um outro
software, proprietario, com a mesma finalidade. Nesse sentido, dois cédigos foram desen-
volvidos para obter os parametros de ajuste. Um desses cddigos tem por base a geracao
das equacdes normais e a resolucao do sistema linear associados a essas equacdes usando
rotinas prontas do GNU Octave. O outro cédigo foi implementado tendo por base a resolu-
cao dos sistemas lineares sobredeterminados associados aos problemas de ajuste utilizando
transformacdes de Householder. Tais cédigos sao apresentados nos apéndice A.

Nas secdes a seguir sao apresentados problemas de fisica cujos dados utilizados, como
anteriormente ja comentado, foram obtidos através do Laboratdrio de Fisica Remoto [10].

3.2 Movimento uniforme

O movimento uniforme e uniformemente variado é amplamente discutido nas aulas de
fisica do ensino médio, na matematica € comum que estes movimentos sejam apresentados
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nos estudo das fungdes de 1° grau por fornecer uma situacdo pratica do cotidiano em que a
distancia varia conforme o tempo passa, sendo assim d uma funcao de t com relacao direta.
No caso do movimento uniformemente variado a distancia d tem relacao de dependéncia de
t2.

Na aplicacdo pratica do estudo do movimento podem ocorrer aulas experimentais que
buscam comprovar e exemplificar a relacao entre d e t. O experimento remoto intitulado
"Trilho de ar"realiza o movimento com baixa dissipacao da energia por atrito de modo que o
experimento seja considerado movimento uniforme. Os dados obtidos em formato .txt sao
distancia em milimetros mm e tempo em milissegundos ms.

O processo de linearizacao pelo MMQ deve determinar uma funcao de ajuste de primeiro
grau, do tipo d(t) = v.t o que produz uma reta em que o coeficiente angular é a medida
da velocidade. O valor de v deve ser uma constante de proporcionalidade entre a distancia
percorrida e o tempo. Os dados experimentais devem produzir uma reta com inclinacao
positiva.

Neste experimento remoto é possivel produzir um movimento acelerado, classificado como
movimento uniformemente variado. Para que isso ocorra é necessario definir uma inclinacdo
do plano em que o carrinho se desloca e executar uma nova medicao de tempo e distancia.
A aceleracdo do carrinho, o que configura o movimento uniformemente variado é uma com-
ponente da aceleracao da gravidade. Assim como no experimento anterior os dados obtidos

a
sd0 em .txt e produzem uma equacdo do tipo d(t) = At?> em que a constante A = > obtida

pelo MMQ corresponde a metade da aceleragcao do movimento o que resulta na equagao do
MUV com d em funcao de t

d(t)—atz
=t

A figura 3.1 mostra o grafico de dispersao dos dados gerados do Laboratério Remoto de
Fisica. Nesse experimento ndo tem a necessidade de entrada de dados no sistema para gerar
os dados. Ela exige apenas a inicializacao do mecanismo para gerar os dados, o qual fornece
a posicao, em milimetros (mm), de um corpo em relacao ao tempo, este em milissegundos
(ms).
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Figura 3.1: Gréfico de dispersao dos dados: Experimento do trilho de ar para obtencdo da velocidade.

Esse grafico de dispersao mostra que a funcdo que melhor se ajusta aos dados é uma
reta. Por ser uma reta nao existe complicacbes de ordem computacional no processo de
ajuste. A figura 3.2 a seqguir apresenta os graficos da funcao de ajuste juntamente com os
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dados experimentais. Nessa figura pode-se observar que nao existe diferenca entre o ajuste
obtido via resolucao das equacdes normais e o ajuste obtido empregando Transformacodes
de Householder na resolucao do sistema linear sobredeterminado associado ao problema de
minimos quadrados.

8000 I I I I I
Dados experimentais O
Via Equagoes Normais ——
7000 - Via Transformacdes de Householder

6000 - : : e ]

5000 -

4000 -

posicao (mm)

3000 -

2000 -

1000

0L I 1 1 I 1 I 1 1 I 1 1 J
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 100011001200

tempo (ms)

Figura 3.2: Trilho de ar: Ajuste via polin6mio de grau 1.

A inclinacao de ambas as retas de ajuste fornece a velocidade do corpo no trilho de ar,
sendo a inclinagao obtida valendo aproximadamente 5.3959 mm/ms.

O préximo grafico de dispersao na figura 3.3 se refere ao mesmo problema sé que o tempo
esta elevado ao quadrado, sendo que esse problema descreve o movimento de um corpo
no chamado movimento retilineo uniformemente variado, isto €, com aceleracao constante.
Pode se notar que devido a isso o grafico de dispersao apresenta uma forma parabdlica. E
nesse caso, o tipo de funcao que melhor se ajusta é um polindbmio de grau 2, conforme pode
ser visto na figura 3.4. A utilizacao de polinbmios de grau 2 pelas duas metodologias para
esse conduziu a mesma parabola como pode ser observado no grafico citado. A expressao do
polindbmio de ajuste é dado por

p2(t) =0.00064491t2 + 0.22438t— 38.973

sendo que a metade do coeficiente do termo com t2 fornece a aceleracdo do corpo, sendo
que esta vale entdo aproximadamente 1.2898 1073 mm/ms?2.
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Figura 3.3: Gréfico de dispersao dos dados: Experimento do trilho de ar para obtencéo da aceleracao.
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Figura 3.4: Trilho de ar: Ajuste via polinbmio de grau 2.

3.3 Determinacao da velocidade do som no ar

A acustica é a area da fisica que estuda as ondas sonoras. Com grande aplicabilidade
no dia a dia a acUstica explica e modela matematicamente diversos fendmenos. E comum
gue varias aplicacbes desse conteldo recorram ou dependam da velocidade de propagacado
do som no ar. Esse valor é préoximo de 340m/s e por vezes considerado como um valor
constante. Ocorre que a temperatura do ar e outras condicdes climaticas podem alterar
ligeiramente esse valor.

O experimento construido para determinacao da velocidade de propagacao do som no ar
disponivel no site Labremoto, laboratério remoto, é constituido de um tubo cilindrico de vidro,
uma fonte sonora de frequéncia fixa em 500 Hertz, valvulas de controle de agua, sensores e
cameras. O operador aciona vitralmente o experimento determinando que o tubo fique cheio
até o limite maximo, ativa a fonte sonora e clica no comando detectar harmonico, ao detectar
o harmonico a valvula de controle do fluxo de dgua é fechada e nesse momento é possivel
determinar a distancia entre a fonte sonora e a superficie da agua. No experimento devem
ser detectados os 3 primeiros harménicos em tubo fechado. Como é conhecida a medida de
distancia entre harmdnicos sucessivos é possivel determinar o comprimento de onda para a
onda sonora.

A velocidade do som pode ser determinada fazendo o produto entre a frequéncia e o com-
primento de onda medido. O experimento realizado é em tudo fechado (essa denominacao
considera o tubo fechado em uma extremidade e aberto na outra). O laboratério remoto da
UNIFEI possibilita realizar tal experimento considerando ou desprezando a temperatura ambi-
ente, conforme o usuario definir como conveniente, uma vez que a velocidade de propagacao
do som tem variacdes devido a temperatura do ar.

O experimento possibilita ao aluno realizar medi¢cdes de nds consecutivos na propagacao
de ondas sonoras em tubo fechado através da deteccao de harménicos consecutivos. Sa-
bendo que no tudo fechado os harmoénicos sao multiplos do comprimento de onda conforme

a relacao
A
L=—n.
2

A deteccgao é feita pelo sensor identificando o harmdnico sucessivo, assim ao realizar a
medida de distancia entre os dois nés o valor obtido indica meio comprimento de onda, que
€ uma medida necessaria para determinar a velocidade de propagacao do som, uma vez que
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a frequéncia é conhecida.

E possivel construir um gréfico que indica a posicdo em centimetros ou metros e o nimero
do harmoénico respectivo e assim determinar com maior precisdo o comprimento de onda da
onda sonora no meio. Para realizar o calculo da velocidade de propagacao do som no meio é
necessario que o valor do comprimento de onda A esteja em metros, bastando apenas dividir
o resultado obtido no grafico por 100. A frequéncia selecionada no experimento é de 500 Hz,
ao obter o comprimento de onda médio, a determinacao da velocidade do som é dada por

v=Af.

O grafico de dispersao na figura 3.5 mostra que para ajustar esses dados basta uma reta.
Essa reta de ajuste e apresentada no mesmo grafico, sendo que a obtencao dessa funcao
aproximadora dos dados é a mesma indenpendente do processo de resolucao do problema
de minimos quadrados. O coeficiente de inclinacao dessa reta corresponde a metade de um
comprimento de onda.
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20 I I I
0 1 2 3 4
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Figura 3.5: Grafico de dispersao dos dados: Experimento da velocidade do som no ar.

3.4 Curva de luz

A curva de luz € um experimento que descreve o comportamento de uma estrela varidvel
Cefeida, sendo uma estrela de taxa de brilho varidvel. O experimento em questao é rela-
cionado a astrofisica e faz parte de um conjunto de experimentos remotos disponiveis para
acesso online. A iniciativa é da Universidade Federal de Itajuba - UNIFEI, que tem o curso de
licenciatura em fisica com forte direcionamento para a astrofisica.

Esse comportamento da estrela Cefeida fornece dados que podem determinar a distancia
em funcdo do periodo de pulsacdo da estrela. O que é Util para oferecer uma mediacao
indireta da distancia e apresentar nocdes sobre medidas de distancias em astrofisica.

Os dados relativos a sua magnitude em funcdo do tempo, para facilitar a obtencao dos
dados o tempo é definido em dias. O assunto é trabalhado em uma disciplina de introducdo
a Astronomia no curso de licenciatura em Fisica. O experimento pretende apresentar aos
alunos nocdes sobre técnicas de medicdes e grandezas relacionadas a astrofisica.
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Neste experimento o tempo, que na pratica € medido em dias, é medido em segundos
e indicado em dias. A lampada utilizada no experimento tem comportamento, em termos
de emissdo de luz, semelhante a uma estrela Cefeida de brilho varidvel. Observacdes reais
dependem de condicdes climaticas favoraveis e disponibilidade de equipamentos adequados.

Em um experimento real a obtencao desses dados demoraria semanas e seria dependente
de boas condigdOes climaticas. A magnitude é dada em funcao do tempo em dias, sendo esta
um relacao inversamente proporcional ao brilho emitido pela estrela. Os dados obtidos no
laboratério remoto sao medidas do fluxo luminoso em funcao do tempo.

Os dados obtidos no experimento da curva de luz podem ser baixados em formato .txt o
que facilita sua insercao no programa para realizacao dos testes para busca da melhor funcao
de ajuste. A teoria mostra que a funcao associada ao grafico de dispersdao dos dados é uma
série de Fourier dada pela funcao

(t)=A+B i  sen (nwt)
w = —sen(\nw
k=1 k '

em que w; é a frequéncia angular e equivale a 27'[P21. O parametro B da equacéao tem relacao
com a amplitude da onda e A, com o seu deslocamento ao longo do eixo y. As informacodes
descritas foram baseadas em Thiago [2].

O grafico de dispersao na figura 3.6 representa um extrato dos dados gerados pela ban-
cada desse experimento no intervalo de tempo igual a 20 segundos que corresponde a 20 dias
no experimento, informacao que consta no eixo x do grafico. No eixo y temos a magnitude
w(t), a qual fornece relacao do brilho em funcao do tempo t.
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Figura 3.6: Grafico de dispersao dos dados: Experimento da curva de luz.

Para esse caso, pelo préprio comportamento do grafico de dispersao, o ideal é fazer o
ajuste dos dados por meio de combinacdes de funcdes trigonométricas. Mas considerando o
ponto de vista da investigacao, foi realizado testes de ajustes por meio de polin6mios com
graus variando de 3 a 10. As figuras 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12 apresentam graficos
dos polindmios de ajuste para os dados do experimento, onde se tem os referidos polinbmios
obtidos resolvendo-se utilizando as equacdes normais e os polindmios obtidos usando Trans-
formacao de Householder para resolver os sistemas lineares sobredeterminados necessarios
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a resolucao do problema de minimos quadrados. Apds as figuras seguem comentarios.
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Figura 3.7: Grafico de dispersao dos dados: Ajuste via polinbmios de grau 3.
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Figura 3.8: Grafico de dispersao dos dados: Ajuste via polinbmios de grau 4.
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Figura 3.9: Grafico de dispersado dos dados: Ajuste via polinbmios de grau 5.
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Figura 3.10: Grafico de dispersao dos dados: Ajuste via polin6mios de grau 8.
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Figura 3.11: Grafico de dispersao dos dados: Ajuste via polin6mios de grau 9.
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: Gréfico de dispersao dos dados: Ajuste via polin6mios de grau 10.

Pode-se notar que os ajustes usando as duas metodologias de obtencao do problema de
minimos quadrados nao tem diferenca visivel nos graficos no caso dos polinémios de graus 3,
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4 e 5. Agora, nos casos onde os ajustes foram realizados por meio de polin6mios de graus 8, 9
e 10 pode-se notar uma grande diferencas entre as duas metodologias. Quando no ajuste foi
empregado as transformacdes de Householder para resolver os sistemas lineares sobredeter-
minados nao houve instabilidade devido a erros de arredondamento, sendo que os polinbmios
foram gradualmente se ajustando aos dados tabelados a medida que se aumentava o grau
desses polindbmios. Agora, os ajustes obtidos através da resolucao das equacdes normais ge-
raram polindmios sem nenhuma relacao com os dados tabelados, divergindo em muito com
os dados do grafico de dispersao. Isso tudo se deve a tendéncia do mal condicionamento
das equacgdes normais, isto é, da sensibilidade de tais equacdes aos erros de arredondamento
inerentes ao processo computacional. O mal condicionamento significa que a matriz dos co-
eficientes tende a ser singular, isto é, tende a ter determinante igual a zero. Assim sendo,
todo sistema linear cujo determinante tende a se anular tende a ser muito sensivel aos erros
de arredondamento.

Embora na pratica ndo se utiliza polindmios de graus elevados devido as tendéncias osci-
latérias que em alguns casos nao é aconselhavel. A abordagem apresentada acima ilustra a
aplicagcao do MMQ bem como os cuidados necessarios aos métodos empregado no ajuste.

3.5 Decaimento radioativo

Os dados obtidos para o experimento do decaimento radioativo sao de duas fontes distin-
tas: um experimento real realizado em laboratério de fisica moderna e uma proposta de aula
que simula o decaimento radioativo com moedas.

A proposta inicial para o experimento do decaimento radiativo é baseado em Carvalho [3],
e apresenta uma proposta didatica para uso em sala de aula. Considerando que a escola
bdsica nao tem acesso a materiais radioativos e a equipamentos de medi¢cao adequados para
executar tal experimento fisico real.

Para aplicar o MMQ no ajuste de dados do decaimento radioativo serao utilizados dados re-
ais obtidos no laboratério de fisica moderna da UFU-Campus ltuiutaba no ano de 2015 durante
a aula sobre decaimento radioativo da disciplina de Fisica Moderna do Curso de Mestrado Pro-
fissional em Ensino de Ciéncias e Matematica da UFU. Nesta aula foi realizada a medicao
da emissao de particulas radioativas do Ba 137, isétopo radioativo obtido através da eluicdo
de Cs 137. Os dados referentes a medicdao da emissao de particulas foram coletados por
um contador Giger Muller registrados em funcao do tempo, sendo a relacdo particulas por
segundo.

E conhecido da fisica e da quimica que o decaimento radioativo seque uma lei fisica que
pode ser descrita conforme uma equacao exponencial. Essa equacao apresenta o nimero de
particula em funcao de um valor inicial considerando o tempo de meia vida. Essa relacdao ex-
ponencial também é utilizada para a estimativa de populacao de bactérias e outros sistemas
biolégicos que aumentam ou diminuem seguindo o padrao de uma funcao exponencial.

E esperado que os dados fornecam uma curva exponencial negativa, do tipo

N(t) = Nge O,

onde Ny é quantidade inicial de particulas quando t = 0 e o parametro A corresponde ao tempo
de meia-vida do material radioativo, sendo este um valor especifico por elemento quimico.
Apds realizar o ajuste o tempo de meia-vida para o Bal37 é possivel determinar, através
da determinacao do coeficiente A e o valor de No. Sendo estes os valores do tempo de
meia-vida para o elemento radioativo e o nimero inicial de particulas. O valor determinado
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experimentalmente pode variar ligeiramente do valor de N(0), valor quando t = 0, o que
corresponde ao valor inicial do niumero de particulas emitidas pela fonte radioativa.

O grafico na figura 3.13 apresenta o ajuste de dados, sendo que estes foram obtidos
durante aula pratica da disciplina fisica moderna na UFU em ltuiutaba em 2015. A dispersao
dos dados inferiu que a funcao de ajuste mais adequada deve ter a forma

f(x) = ae™,

um tipo conhecido dentro do MMQ como um caso nao linear, sendo necessario antes de
fazer o ajuste realizar uma linearizacao para que seja possivel aplicar o MMQ. Tal linearizacao
consiste nas seguinte operagdes analiticas

F(x) =In(a)
fx)=ae®* = In(f(x))=In(a)+bx=>F(X)=a+Bx=>1{ a= In(a)
B=Db

sendo gque depois de ser efetivado o ajuste da funcdo linearizada deve-se retornar aos para-
metros originais, sendo que a=e% e b =.
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Figura 3.13: Grafico de dispersao dos dados: Decaimento radioativo.

Do ponto de vista fisico, a informacdo mais importante nesse ajuste € o mdédulo do pa-
rametro b, pois ele fornece o tempo de meia vida do elemento. Nesse experimento o valor
desse parametro é dado pelo valor aproximado 4.4666 - 10~3 segundos.

Esse experimento encerra a exemplificacdo no que tange a aplicacao do MMQ em proble-
mas de fisica, abordando varios aspectos tedricos e praticos do método. O préximo capitulo
finaliza o texto apresentando as conclusdes obtidas no estudo realizado.
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CAPITULO 4

Conclusoes

O estudo realizado apresenta conclusées em duas linhas, sendo uma no que tange os
aspectos matematicos e computacionais e a outra nos aspectos da aplicabilidade no estudo
de problemas de fisica.

No que tange aos aspectos matematicos foi observado a grande carga de teoria que existe
nos fundamentos do MMQ. Das duas formas de apresentacao do processo de resolucao do re-
ferido método, a mais simples é a que desenvolve essa resolucao do problema de minimos
quadrados através do uso do Calculo Diferencial e Integral. De fato, o processo de montagem
da funcédo F(a1,a2,...,am) e o cdlculo de suas derivadas parciais para determinar o ponto
critico dessa funcao seguido pela montagem do sistema linear, cujas equacdes constituem as
equacdes normais, € o modo mais simples de entendimento do método. Isso talvez justifique
o fato de que muitos livros de Calculo Numérico, em nivel de graduacao, apresente a teoria
do MMQ por esse metodologia. Ja a apresentacao tedrica do MMQ via embasamentos tedricos
da Algebra Linear exige uma carga maior de conhecimento para seu entendimento pois exige
gue se tenha bem claro temas como espacos vetoriais, base e dimensao de espacos vetoriais,
coordenadas de vetores em relacao a uma dada base, produto interno e projecao ortogonal.
Além disso, muitas vézes dependendo de quem estuda o tema, nem sempre é facil visualizar
as projecdes de vetores em subespacos para entender a resolucao do processo de obtencao
da solucdo do problema de minimos quadrados. Esses fatores talvez justifique o motivo de
muitos autores de livros de Célculo Numérico evitarem a explicacao do MMQ por essa via, op-
tando de modo justificado, o outro meio de deducao do método, facilitando assim o processo
de ensino e aprendizagem.

No que tange aos aspectos computacionais, foi observado a importancia de se escolher
o método numérico adequado para resolver o sistema linear sobredeterminado para garantir
estabilidade numérica nas operacoes aritméticas realizadas pelo computador. Dessa forma,
evita-se que os erros de arredondamento, inerentes as operacdes computacionais, afetem a
obtencao dos parametros de ajuste. Nesse sentido, do ponto de vista da resolucao de um pro-
blema fisico real, a utilizacdo de métodos numéricos inadequados pode conduzir a conclusdes
erradas acerca do fendmeno fisico em estudo. E ainda dentro da questao computacional, a
resolucao de problema de minimos quadrados através da resolucdo do sistema de equacdes
normais tem um custo computacional bem menor do que a resolucao do mesmo problema
de minimos quadrados através da aplicacdo das transformacdes de Householder sobre os
sistemas lineares sobredeterminados, porém, bem mais seguro e mais preciso.

E no campo da fisica, o MMQ mostrou ser um técnica de aproximacdo de funcdes vali-
0so para o estudo de fendbmenos fisicos. O grau de relevancia nesse aspecto é alto, visto
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gue o desenvolvimento de modelos matematicos para fenémenos fisicos € uma tarefa ardua,
demandando grande acuracia na analise de propriedades fisicas de tal forma a obter mode-
los com um determinado nivel de confianca, mesmo sabendo de muitas imponderacdes que
podem ocorrer no processo.

Considerando agora aspectos educacionais, em uma proposta futura, em nivel de ensino
médio, desde que o tema seja adequadamente preparado, é possivel o desenvolvimento de
projetos de ensino de fisica, dentro de problemas onde o MMQ é aplicavel, a implementacao
de experimentos de fisica, bem como a analise dos mesmos, através de metodologias ade-
guadas aos conhecimentos dos educandos. Dessa forma, € possivel estimular o significado do
gue é estudado em teoria dentro da visao pratica em experimentos laboratoriais. Para tanto,
em termos de ensino de nivel médio, é necessario um treinamento prévio no uso de softwa-
res livres, como o GNU Octave empregado nesse trabalho, bem como o treinamento no que
tange a preparacao de bancadas de experimentos com os recursos de medicdao adequados,
bem como o uso dos mesmos.

Em sintese, esse estudo mostrou, em um nivel mais elevado, que a alianca da Matematica
com a Fisica, ambas com suporte da ciéncia da computacado, representa uma unido funda-
mental no processo de estudo e resolucdao de uma vasta gama de problemas dentro da fisica
e, em um sentido mais amplo, das ciéncias naturais.
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APENDICE A

Cddigos Implementados em Octave

A.1 Ajuste de Curvas via Equacoes Normais

O cédigo abaixo resolve o problema de minimos quadrados através da montagem sistema
linear das equacdes normais e da resolucao desses sistemas utilizando rotinas prontas do
Octave.

% UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

% FACULDADE DE MATEMATICA

% LICENCIATURA EM MATEMATICA EAD

% TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

% PROGRAMA: RESOLUCAO DE PROBLEMA DE MINIMOS QUADRADOS USANDO
% EQUACOES NORMAIS

% LIMPEZA DA MEMORIA

clear

(o}
o

% CONFIGURACAO DA QUANTIDADE DE CASAS PARA IMPRESSAO EM TELA

o
o

%sformat long

% ENTRADA DE DADOS

% LEITURA DO ARQUIVO DE DADOS

MAT=1load('dados.mat’);

(o}
o

% NUMERO DE PONTOS DA TABELA PARA AJUSTE

o
o

n=size(MAT,1);

o
o

% ATRIBUICAO PARA X E Y

o
o

x=MAT(:,1);
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Codigos Implementados em Octave

Ajuste de Curvas via Equacoes Normais

f=MAT(:,2);

[o)

o

% DELETA MATRIZ COM ENTRADA DE DADOS AUXILIAR

[o)

o

clear MAT ;

[o)

o

% ENTRADA DO GRAU DO POLINOMIO DE AJUSTE

o

o

disp('MMQ USANDO EQUACGES NORMAIS');
N=input('Informe o grau do polinomio de ajuste: ');

[o)

o

% MONTAGEM DO SISTEMA LINEAR (MATRIZ DOS COEFICIENTES A E VETOR b)

o)

o

for i=1l:n

for j=0:N
A(L,j+1)=(x(1))"(3);

end
b(i)=Ff(i);

end

b=b’;

MAO=A;

vb0=b;

o

o

% MONTAGEM DAS EQUACOES NORMAIS

o

M=A";
A=MxA;
b=Mxb;
clear M;

o

o

% RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR

o

o

c=inv(A)xb;

o

o

% CALCULO DO RESIDUO

[o)

o

resmmgen=norm(vb0-MAOxc,2)

o)

o

% IMPRESSAO DOS COEFICIENTES DE AJUSTE

[o)

c=flip(c);
CI

(o}

o

% GERACAO DE DADOS DO POLINOMIO DE AJUSTE PARA PLOTAGEM

(o}

VIA GNUPLOT

o

xx=X(1):0.05:x(n);
yx=polyval(c,xx);
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M=[xx" yx'];
save 'polmmgen.dat’ M

A.2 Ajuste de Curvas via Transformacao de Householder

O cédigo abaixo foi implementado com a finalidade de resolver o problemas de minimos
quadrados empregando no processo de resolucao dos sistemas lineares sobredeterminados
as Transformacdes de Householder com a finalidade de garantir estabilidade numérica nas

operacdes computacionais.

% UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

% FACULDADE DE MATEMATICA

% LICENCIATURA EM MATEMATICA EAD

% TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

% PROGRAMA: RESOLUCAO DE PROBLEMA DE MINIMOS QUADRADOS USANDO
% TRANSFORMACAO DE HOUSEHOLDER

% LIMPEZA DA MEMORIA

clear

(o}

o

% CONFIGURACAO DA QUANTIDADE DE CASAS PARA IMPRESSAO EM TELA

(o}

o

%sformat long

% ENTRADA DE DADOS

% LEITURA DO ARQUIVO DE DADOS

MAT=1oad(’'dados.mat’);

o

o

% NUMERO DE PONTOS DA TABELA PARA AJUSTE

(o}

o

n=size(MAT,1);

[o)

o

% ATRIBUICAO PARA X E Y

o)

o

x=MAT(:,1);
f=MAT(:,2);

(o}

[°}

% DELETA MATRIZ COM ENTRADA DE DADOS AUXILIAR

o

o

clear MAT ;

(o}

(<]

% ENTRADA DO GRAU DO POLINOMIO DE AJUSTE

(o}

o

disp('MMQ VIA TH’);
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N=input('Informe o grau do polinomio de ajuste: ’);

[o)
[

% MONTAGEM DO SISTEMA LINEAR (MATRIZ DOS COEFICIENTES A E VETOR b)

[o)
[

for i=1:n

for j=0:N
A(L,j+1)=(x(1))"(3);

end
b(i)=log(f(1i));

end

b=b’;

MAO=A;

vb0=b;

o
[°}

% APLICACAO DAS TRANSFORMACOES DE HOUSEHOLDER SOBRE O SISTEMA LINEAR

o
o

for k=1:N+1
xaux=A(k:n,k);
alfa=norm(xaux,2);
beta=alfax(alfa-xaux(1l));
v=Xaux;
v(1l)=xaux(1l)-alfa;
r=1/beta;
H=eye(n-k+1)-rxvxv’;
A(k:n,k:N+1)=H*xA(k:n,k:N+1);
b(k:n)=Hxb(k:n);

end

o
o

% RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR

o
o

C(N+1)=b(N+1)/A(N+1,N+1);
for i=N:-1:1
soma=0;
for j=i+1:N+1
soma=soma+A (i, j)*c(j);
end
c(i)=(b(i)-soma)/A(i,i);
end

(o}
o

% CALCULO DO RESIDUO

o
o

resmmgth=norm(vb0-MAOxc’,2)

(o}
o

% IMPRESSAO DOS COEFICIENTES DE AJUSTE

(o}
o

c=flip(c)

(o}
o
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% GERACAO DE DADOS DO POLINOMIO DE AJUSTE PARA PLOTAGEM VIA GNUPLOT

[o)
[

#H#xx=x(1):0.05:x(n);
##yx=polyval(c,xx);
##M=[xx" yx'];

##save 'polmmqth.dat’ M

o
o

% GERACAO DE DADOS DA FUNCAQO F(X)=A*EXP(B*X)

(o}
o

c=flip(c);
cl=exp(c(1l));
c2=c(2);
xx=x(1):0.05:x(n);
yx=clxexp(C2*xx) ;
M=[xx' yx'];

save 'polmmgth.dat’ M
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