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de Souza, E, Sobre um Método de Interpolagio Polinomial para o Problema

de Linearizac¢io Exata, Uberlandia, COPEL-UFU, 1998.

Neste trabalho, apresenta-se um método de interpolagio polinomial para a li-
nearizacio exata de um sistema ndo linear por meio da realimentagdo dos es-
tados. Utilizando a discretizagao das coordenadas de estados (restritas a um
paralelepipedo) e produtos de Kronecker, as equagdes diferenciais parciais que
descrevem as condicdes necessarias para a linearizagdo exata do sistema sao
transformadas em um sistema de equagtes homogéneas. Os teoremas de exis-
téncia sio estabelecidos em termos da solucdo do sistema homogéneo mais uma
condigio de nao trivialidade. Também é apresentado um algoritmo computa-
cional simples e eficiente para implementar o método. Resultados computa-

cionais mostram que, com um posicionamento adequado dos pdlos na copia
difeomorfica do sistema, pode-se evitar que as trajetérias de estado escapem
para muito longe do paralelepipedo de interpolagdo. Por meio do estudo de
um caso, mostra-se como as trajetérias podem ser confinadas ao paralelepipelo

mediante uma conveniente alocacdo dos pélos da malha fechada.

LINEARIZACAO, LINEARIZACAO POR REALIMENTACAO, SISTEMAS
NAO LINEARES, POLINOMIOS, ALGORITMOS DE INTERPOLACAO,

METODOS POLINOMIAIS.



de Souza, E., On a Polynomial Interpolation Method for the Exact Lineariza-

tion Problem, Uberlandia, Copel-UFU, 1998.

A polynomial interpolation method is presented for the exact linearization of
a nonlinear system via state feedback. The discretization of the state coor-
dinates (constrained to a paralelepiped) and Kronecker products are used to
transform the partial differential equations describing the necessary conditions
for the system exact lincarization into a system of homogeneous linear equations.
fxistence theorems are established in terms of the solution of the homogeneous
system plus a nontriviality condition. Also, a simple and efficient computational
algorithm is presented for the effective implementation of the method. Com-
o] Tesults show that with an adequate pole alocation on the system

putation

diffeomorphic copy one can prevent the state trajectories from escaping too far

away from the linearizing parallelepiped. Using a case study, it is shown how

the system trajectories can be constrained to the parallelepiped by a convenient

allocation of the closed-loop poles.

LINEARIZATION, FEEDBACK LINEARIZATION, NONLINEAR SYS-
TEMS, POLYNOMIALS, INTERPOLATION ALGORITHMS, POLYNO-

MIAL METHODS.
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SOBRE UM METODO DE INTERPOLAGAO
POLINOMIAL PARA O PROBLEMA DE
LINEARIZACAO EXATA

CAPITULO I

INTRODUCAO

Como em muitos campos da. matematica aplicada, na drea de controle, depara-
se com o problema das nao lincaridades. As ndo linearidades deixam perplexos tanto
os técnicos como os pesquisadores pois nio se dispdoe de métodos analiticos gerais para

resolver sistemas de equagoes algébricas ndo lineares. Equagdes diferenciais nao lineares,

totais ou parciais, muito menos. Mesmo tratando-se dos métodos numeéricos, nao hé um

método universal para resolver sistemas ndo lineares algébricos ou diferenciais.

11 CONSIDERACOES INICIAIS

Os métodos de linearizagio exata tem sido bem estudados na literatura, constituindo um

tépico coberto de diversos angulos por um bom nimero de livros, dentre eles (NLJMEIER

o SCHAFT, 1990), (MARINO e TOMEI, 1995), (KRSTIC et al., 1995), (ISIDORI, 1989),

(SLOTINE e LI, 1991). Néo ha tantas ferramentas para os sistemas ndo lineares. Assim,

o que tem motivado a introdugdo dos métodos de linearizacdo exata ¢ a possibilidade de

tornar disponiveis as diversas ferramentas, ha muito disponiveis para a andlise e sintese

de sistemas lineares. Conceitos de fundametal importéncia tais como controlabilidade,

observabilidade, detectabilidade e estabilizabilidade podem ser aplicados para o sistema

n3o linear uma vez se tenha logrado construir uma copia difeomérfica do mesmo.

O conceito do difeomorfismo é de fundamental importéncia para se compreender

o processo de linearizacdo exata. Para um conjunto de coordenadas {z1, Tz, .-, Tn},



diz-se que uma transformagdo de coordenadas z = O(z) = {z1, 22, ..., zn} € uma
transformacdo difeomérfica se cada uma de suas funcdes coordenadas for continuamente
diferencigvel com respeito as variaveis {z1, T2y - -, T, } e se, além disso, a transformacao

for bijetora. Em poucas palavras, trata-se de uma transformacao de coordenadas bijetora

e continuamente diferencidvel.

Infelizmente, apenas uma classe restrita de sistemas nio lineares se presta & line-
arizacdo pela utilizagdo de uma mera mudanca de coordenadas. Mas, em um sistema de

controle, tem-se a liberdade de fazer a realimentaciio das safdas ou mesmo dos estados

sempre que esses sejam disponiveis para medida. Com esse artificio, um elenco maior de

sistermas se torna linearizavel.

19 DESCRICAO DOS METODOS DE LINEARIZAGAO

Inicialmente, sio apresentadas as tendéncias da pesquisa relativa ao problema de lineari-
zacio exata. Também, apresenta-se uma breve visio histérica do problema. Inicialmente,
o problema surgiu de forma quase natural em certos sistermas mecénicos onde a natureza

geométrica torna atrativa a idéia de uma mudanga de coordenadas de forma que o sistema

possa ser descrito de uma forma mais simples e natural. Por exemplo, para sistemas

robéticos, o método jd vem sendo utilizado hd um bom tempo, provendo um controle

suave e satisfatério das trajetérias do sistema.

N3o se encontrou na literatura, até a presente data, uma classificagao abrangente

para o problema de linearizacio exata. Tampouco pretende-se aqui fazé-lo. A seguinte

classificagio tem apenas a finalidade de facilitar o levantamento bibliogrdfico:

o Método Artesanal (scheduling)

e linearizacdo Baseada na Realimentacio dos Estados (feedback linearization)

_ Método de linearizagdo Total
_ Método de linearizagdo Parcial

_ Método de linearizacdo Baseado em Interpolacao Polinomial

e Pseudolinearizagao

o linearizacio Tangencial (do modelo das derivadas)



1.2.1 Método Artesanal (scheduling)

Trata-se de uma maneira simples do ponto de vista analitico e complicada do ponto de
vista de implementagéo. O objetivo bésico é estender as técnicas de sistemas de controle

linear para os sistemas ndo lineares. Nesse método, simplesmente calcula-se o modelo

linear com as respectivas leis de realimentacio para védrios pontos de operagao do sistema.

Assim, programa-se, para cada regido de operagao no espago, qual lei de realimentagao

nio linear que melhor se adapta.

1.2.2 linearizacio Baseada na Realimentagio dos Estados
Esta denominacdo é utilizada para designar todos os métodos de linearizacéao que utilizam

as varidveis de estado tanto direta como indiretamente. Os métodos sdo os seguintes:

1.9.9.1 Método de linearizagao Total
As primeiras tentativas de linearizar os sistemas dindmicos ndo lineares talvez ignorassem
as dificuldades tanto de natureza matemdtica como técnicas quanto & possibilidade de

se linearizar um sistemna néo linear arbitrario. Assim, nas primeiras tentativas, visava-se

calcular uma lei de realimentagao que fosse efetiva para uma ampla regido de operagdo do

ma. As primeiras tentativas de se estender a idéia da linearizagdo para sistemas de

siste
natureza mais abstratas datam do infcio dos anos 80, com os trabalhos de (YAKUBCZYK

e RESPONDEK, 1980) e (HUNT et al., 1983) entre outros. Como ji se mencionou, $30

pouquissimos 0s sistemas elegiveis a uma linearizagao total. Assim, foi necessdrio relaxar

certas condicdes a fim de tornar um conjunto maior de sistemas ndo lineares elegiveis &

linearizacao exata.

1.2.9.2 Método de linearizacao Parcial

Como serd mencionado na continuagao do texto, quando o niimero de derivadas da saida

que nio dependem da entrada é menor que o niimero de estados, a tentativa de linearizar

o sistema usando como novas coordenadas as derivadas temporais da varidvel de saida,

leva a dois subsistemas: um subsistema linearizado e outro subsistema residual, conhecido

pelo nome de dinémica nula. O método de linearizacdo parcial consiste em introduzir um

compensador adicional para estabilizar a dindmica nula. A primeira tentativa partiu de



Isidori e Byrnes (ISIDORI e BYRNES, 1990) que estenderam as técnicas jé conhecidas
para o caso de sistemas lineares (FRANCIS, 1977), (FRANCIS e WONHAM, 1975) e
(WONHAM, 1975) para estabilizar a dindmica nula. Infelizmente, muitos desses com-
pensadores levam a um sinal de atuacdo instdvel. Para lidar com esse problema, em
(DEVASIA et al., 1996), os autores introduziram uma técnica em que se negociava o sinal
al mas instdvel por um sinal de atuagao estdvel mas ndo causal. Bem

(DEVASIA e PADEN, 1998), estenderam o método

de atuacao caus
recentemente, alguns dos autores,

para o ambito dos sistemas nao lineares variantes no tempo.

1.2.9.3 Método de linearizagdo Baseado em Interpolagdo Polinomial

Neste trabalho, apresenta-se um método de linearizacio baseado em interpolagéo polino-

mial. Supondo-se as coordenadas do sistema restritas a um paralelepipedo, mediante a

amostragem dos campos vetoriais que se apresentam na equagao dindmica do sistema,

utilizando-se produtos de Kronecker juntamente com a vetorizagao das coordenadas,

transforma-se o problema de resolver um conjunto de tediosas equagoes diferenciais a

derivadas parciais em um sistema de equacdes homogeneas. Os resultados de simulagao

comprovam a eficiéncia do método (deSOUZA e T EIXEIRA, 1999b) e (deSOUZA e TEI-

XEIRA, 1999a). As simulagdes foram feitas para sistemas de uma sé entrada mas o

método é facilmente extensivel para sistemas de multiplas entradas e miltiplas saidas.

1.2.3 Método de Pseudolinearizac¢ao

Devido & impossibilidade de se calcular uma transformagio que seja efetiva em uma

regiao ampla de atuagao do sistema, pode-se encontrar uma transformacio que linearize

o sistema em uma determinada variedade (ou regido) do espaco de estados (REBOULET

e CHAMPETIER, 1984), por exemplo. Fsse método denomina-se método de pseudo-li-

nearizacdo. Por exemplo, (TAN e RUGH, 1998) fazem uso desse método para investigar

um novo tipo de aproximagao para a equagdo de Hamilton-Jacobi. Para certos sistemas,

parece que essa abordagem apresenta resultados satisfatérios. Porém, como acontece com

uma boa parte dos métodos de sintese de sistemas de controle, ha necessidade de o método

ser testado mais amplamente.




1.2.4 Método de linearizacao Tangencial

Uma nova abordagem apresentada por (REIF et al., 1997) estende o método de line-

arizacdo para uma classe mais ampla de sistemas. Basicamente, sdo apresentados dois

teoremas. No primeiro, estabelecem-se condicdes para a queda exponencial das trajetdrias

1z do sistema. Mostra-se que se 0 vetor tangente, %, decai exponencialmente, também assim

decaird o vetor de estado. No segundo teorema, sao estabelecidas as condigtes sobre a lei

de controle e mudanca de coordenadas para que o vetor tangente seja transformado em um
sistema linear variante no tempo. Técnicas padrio para a estabilizagdo do vetor tangente

s trabalhos utilizando técnicas semelhantes, podem ser encontrados

(WEINZIERL, 1995) e (REIF et al., 1998).

sio utilizadas. Outro

nas publicacGes recentes
13 APLICACOES PRATICAS DO METODO

O método de lincarizagdo exata s¢ apresenta como uma téenica natural no caso de sistemas

dinamicos descritos de forma geométrica, tais como robos e manipuladores mecanicos em

geral. Muitos dos artigos acima. citados estao repletos de aplicagdes para o método de

linearizagdo exata. Mencionamos aqui dois artigos publicados bem recentemente. No

primeiro, (CHIASSON, 1998), o autor considera o problema interessante do ponto de

vista da engenharia elétrica do controle de um motor elétrico de inducao. Basicamente,

mostrou o autor que, desde que o fluxo do rotor seja ndo nulo, a partir do modelo de

quadratura direta do motor de inducio, pode-se chegar pelo método de linearizagao exata

a uma unica transformacéo de realimentacdo dinamica linearizante.

No segundo exemplo, (SINGH e BOSSART, 1993), considera-se o problema do

controle de atitude de uma estacdo espacial utilizando a técnica CMG, giroscépios de

momentos de controle. Usando o método de linearizacio via realimentagdo, chegaram os

autores a trés sistemas dinamicos simples desacoplados e controldveis e que descrevem as

dinsmicas acopladas de rolamento, mergulho e guinada. Resultados apresentados parecem

bem satisfatérios, chegando ainda a uma descricdio dindmica precisa para o sistema.

1.4 CONT RIBUICAO APRESENTADA NESTE TRABALHO

Para fixar de maneira mais nitida as contribuicdes apresentadas nesse trabalho, sera apre-

sentada uma andlise mais detalhada dos métodos de linearizagdo visto de forma sucinta



no tépico 1.2.2
O método tem sido bem estudado na literatura (Isidori, Slotine) tanto para sis-

temas escalares quanto para sistemas de miultiplas entradas e multiplas saidas. Para

facilidade de estudo, o método costuma ser dividido em dois métodos, a saber
e Método de linearizacdo baseado na dindmica entrada-saida;
e Método de linearizacdo baseado na realimentagio de estados.

Método de linearizagdo baseado na dinidmica entrada-saida

Aqui, serd considerado principalmente o problema de linearizagdo entrada-saida
de um sistema dotado de uma s6 entrada e de uma sé saida (SISO). Resultados similares
existem para o caso de sistemas de miltiplas entradas e miiltiplas saidas. Para esses,
deve-se levar em conta o conceito de primordial importancia do grau relativo. Para um
sistema, de uma sé entrada, o grau relativo é igual ao nimero de derivadas da saida do
sistema que ndo dependem da entrada, ou seja, podem ser explicitadas exclusivamente
em termos dos estados do sistema. Para que um sistema seja completamente linearizével
via linearizacdo entrada saida, é necessdrio que o grau relativo do sistema, r, seja igual
ao numero de estados, n. Sempre que r < n, resultam dois subsistemas, um subsistema,
linearizado e umn subsistema residual, conhecido na literatura como dindmica nula.

A dinamica nula do sistema tem propriedades similares aquelas de um sistema,
descrito por meio de uma fungéo de transferéncia. A dindmica nula serd estdvel quando
a aproximacao linear associada ao sistema residual oriundo da linearizacio entrada-saida
tiver todos os pélos localizados no semi-plano esquerdo aberto. Pode-se demonstrar que
os pblos da aproximagao linear associada a dinidmica nula sio iguais aos zeros associados
3 aproximagdo linear da planta. Infelizmente, muitas plantas encontradas na pratica se
comportam como sistemas de fase no minima, possuindo uma dindmica nula instdvel.
Virios métodos tém sido propostos na literatura com o objetivo de estabilizar a dinamica
nula. Por exemplo, em um artigo recente, (DEVASIA et al., 1996) propuseram um pro-
cedimento em que o problema de rastreio assintdtico de um sistema dotado de dinamica
nula instavel é solucionado mediante a adi¢do de um sinal de atuacio ndo causal. Esse
sinal de pré-atuacdo é produzido por meio de uma iteracdo baseada no método de Pic-
card. Isto torna possivel o rastreio de um sinal desejado sem que para isso a entrada

tenha que se tornar instével, o que ocorre com o método de Isidori-Byrnes (ISIDORI e




BYRNES, 1990). O método de Isidori-Byrnes é uma extensio para o ambito dos sistemas
ndo lineares do problema do rastreio assintético formulado para o caso de sistemas linea-
res por diversos autores, dentre eles (FRANCIS, 1977), (FRANCIS e WONHAM, 1975) e
(WONHAM, 1975). Em um artigo bem recente, (DEVASIA e PADEN, 1998), o método ¢

estendido para uma classe ainda mais ampla de sistemas no lineares, os sistemas variantes

no tempo.

Quando a dindmica nula do sistema for estdvel, apenas a realimentacao de saida

sers suficiente para estabilizar o sistema em torno do ponto de equilibrio e para o rastreio

assintético da entrada. Deve-se salientar que, mesmo quando a dindmica nula do sistema

for estdvel, isso ndo garantird a estabilidade global do sistema composto, subsistema li-

nearizado + dindmica nula. A estabilidade é garantida apenas em torno do ponto de

equilibrio.

Método de linearizagio baseado na realimentacao de estados

O método de linearizagio via realimentacdo de estados consiste em se eleger como

nova saida do sistema uma funcio suave dos estados tal que o sistema assim se transforme

em sistema totalmente linearizével. Isto é, que com a nova saida, o grau relativo do sistema

modificado seja igual ao nimero de estados. Também, para essa abordagem podem ser

apontados alguns obstdculos. Sdo esses os principais:

o Todos os estados devem ser acessiveis para medigao.

e Certas condigOes severas precisam ser satisfeitas para que o sistema possua solugao

exata.

o Mesmo quando o problema & consistente, precisa-se resolver um sistema de equagoes

a derivadas parciais de dificil solugéo.

Para solucionar o primeiro problema, costuma-se recorrer ao projeto de obser-

vadores ndo lineares de estados para produzir uma estimativa assintética dos estados do

sistema. Mesmo com a utilizagao desse remédio, um problema adicional surge: devido a

inexisténcia de um teorema semelhante ao teorema da separacio, vdlido apenas para o

smbito dos sistemas lineares, torna-se dificil assegurar a estabilidade do sistema aumen-

tado (planta + observador). O segundo problema ocorre devido ao fato de que, (com




excessao dos sistemas de primeira e de segunda ordem, onde a condicdo Unica para a li-

nearizacio total consiste na controlabilidade do sistema em torno do ponto de equilibrio)

para um sistema arbitrario, dificilmente sdo satisfeitas as condicOes necessdrias para a

linearizacdo total do sistema .

O terceiro problema para a linearizacdo via realimentagéo de estados € que, mesmo

quando as condigoes necessarias para a existéncia de solugao sao satisfeitas, um sistema

de equagdes a derivadas parciais de dificil solugao necessita ser resolvido.

Neste trabalho, consideram-se oS dois Gltimos problemas que ocorrem na linea-

rizacio via realimentagdo de estados. Considera-se o caso especial, mas freqiiente em

Engenharia, em que a planta pode ser descrita por meio de um sistema de equagdes

dindmicas na forma afim, isto é, onde a coordenada de controle aparece como um fator

linear do lado direito:
i = f(z) + g(z)u

Utilizando a discretizacao e vetorizagio das coordenadas de estado, que neste tra-

balho ficam restritas ao interior de um paralelepipedo, um método baseado nos quadrados

minimos é introduzido para a solucio do problema de linearizacio exata via realimentagao

de estados. Para as coordenadas vetorizadas, utilizam-se produtos de Kronecker para pro-

duzir uma aproximacao adequada para as derivadas direcionais em rela¢do aos campos

vetoriais f(z) e g(x). Assim, 0 sistema de equagdes a derivadas parciais de dificil solugdo

é transformado em um sistema de equagdes algébricas lineares, em geral inconsistente.

Quando o sistema de equagdes algébricas é consistente, resulta para o sistema

uma solucio exata. No caso de um sistema involutivo, desde que o erro na estimativa das

es para as derivadas direcionais seja desprezivel, a solugio situar-se-4 suficien-

aproximago
o caso de um sistema quase difeomérfico, obtém-se

temente proxima a solucio exata. N

uma soluco baseada nos quadrados minimos.




CAPITULO I1

FORMULACAO DO PROBLEMA DE LINEARIZACAO
VIA REALIMENTACAO DE ESTADOS

Considere-se o sistema dinamico descrito pela seguinte equagao diferencial,

= (@) + 20O @u(o) e.1)

onde z 6 o vetor de estados n—dimensional, f(z) e ¢¥(z),i = 1,2,...,p, sdo campos

vetoriais definidos sobre os vetores de estados ¢ ui, i = 1,2, ..., pso as entradas do sistema.

ito a0s campos vetoriais f (z) ¢ g9 ()
gido X, campo de definicdo dessas fungdes, que se admite como

Com respe serd, suposto que as fungdes coordenadas

sejam analiticas na re

sendo uma regido compacta.

Também, considere-se 0 problema de se encontrar uma transformagdo difeomdrfica

z = O(z) na regido compacta X, (aqui, considerada um paralelepipedo), juntamente com

o controle apropriado

P
w=ofz)+ Y B @)k (2.2)

i=1
onde a(z) e B (z), (=1, 2 . O S p) sio os vetores linearizantes de dimensoes

7 M 1
px 1 ewvéonovo vetor Je entradas do sistema * ¢ X1, de sorte que, nas novas coordenadas,

pode ser descrito por meio da equagao diferencial linear

o sistema

3 =Az+ Bv (2.3)

-
1 Em geral, o nimero de colunas de 8 pode ser menor que p- De fato, sempre que o nimero de entradas

pode ser interessante negociar o nimero de entradas por um erro de

¢ maior que 0 NUMEIO de saidas,

linearizacdo menor.
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onde A e B sdo matrizes de respectivas dimensdes n X n e n X ¢ €, para 0 par (A, B)
?

impde-se a condi¢ao de controlabilidade.
Com respeito & existéncia de solucio para o problema de linearizacdo exata via

realimentacdo de estados, neste texto, apenas o caso de sistemas de uma s6 entrada serd

considerado extensivamente. Contudo, conforme claramente indicado pelo contexto, al-
b

gumas equagoes valem igualmente para o caso multivaridvel. Seja

, T
2 :=0(z) = [z(l) 22 . z(z)] (2.4)

o vetor associado ao conjunto das novas coordenadas do sistema linearizado.

Calculando a derivada em relagiio ao tempo para o novo vetor de estado, z, obtém-

se a seguinte expressao:

%y (f(2) +gla)ela) +9(@)Blz) v) (23)

3=
oz

Comparando com (2.3), obtém-se as condigoes:

%il « (f(z) + g(@)alz)) = Az. 2.6)
90
T (9(z)B(z)) = B- (2.7)

o caso de sistemas de uma s6 entrada quanto no caso de sistemas dotados de

o sistema a derivadas parciais acima necessita ser re-

Tanto n

miltiplas entradas, basicamente,

solvido a fim de prover uma mudanca de coordenadas juntamente com a agao de controle

representada pelos vetores a(z) e B9 (z), (i=1,2 ..., 4 4= p) .

9.1 EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O CASO ESCALAR (p=1)

de solucdes para o problema de linearizacao exata para sistemas

O problema da existéncia
bem estudado na literatura (ISIDORI, 1989), (SLOTINE

de uma sé entrada é um assunto
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e LI, 1991). Os teoremas de existéncia para o problema de linearizacdo exata costumam

ser definidos em termos do teorema de Frobenius que garante a existéncia de solugdo para

as equacoes a derivadas parciais a partir da involutividade de uma certa distribuicao que

se constréi com o auxilio da operagio produtos de Lie (colchetes de Lie) que serd definida,
mais a frente.

Neste texto, serd apresentada uma breve revisio dos principais resultados apresen-

tados em (ISIDORI 1989) visando, principalmente, estabelecer a correlacéio entre o caso

geral 14 considerado e a solugao polinomial, objeto do estudo que ora se desenvolve. Assim,

serio estabelecidas as bases para uma adequada interpretacao dos resultados numeéricos.

Primeiramente, apresentamos 2 definicdo da derivada de uma funcdo escalar ao

longo de um campo vetorial.

Defini¢ao 1 — (Derivada de uma fungdo escalar ao longo de um campo vetorial)
Seja f(x) um campo velorial e d(z) uma fungdo escalar. Define-se a derivada de

¢(z) na diregdo f da forma:

0
Ly¢:= 5% x f. (2.8)

Também, define-se @ derivada da fungao escalar ao longo do campo f, repetida k—vezes

da sequinte forma:

kg =Ll o, k>1 Ly = f. (2.9)

Visto que a forma candnica de Brunowsky pode sempre ser lograda mediante uma mu-

danca linear de coordenadas combinada com uma realimentacdo de estados, o proce-

dimento padrao utilizado consiste, primeiro, em Supor as matrizes A e B em tal forma
candnica, a menos densa possivel. Assim, utilizando a definicdo anterior, o par de equacoes

a derivadas parciais em (2.6, 2.7) pode ser escrito:
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Ly = LoLsp="---= L, L}y %9 =0, (2.10)
L,LY ¢ #0, (2.11)

A condicdo (2.11) que envolve uma desigualdade recebe o mome de condigdo de ndo

trivialidade e por esse nome S
(2.11) significa que © sistema fica & deriva, sem controle. Quanto

erd conhecida ao longo do texto. Afinal, anular-se a ex-

pressao a esquerda em

do primeiro conjunto de equagdes, esta depende da involutividade de uma

3 distinguir as condigdes (2.10), serd, neste texto utilizado o nome

3 consisténcia

certa distribuigdo. Par
condigoes de consisténcia. Diz-se que uma distribuiciio é involutiva se a dimensao da

mesma for invariante com respeito aos produtos de Lie de suas colunas. Quer dizer, o

produto de Lie de quaisquer parcs de colunas da distribuigao sio elementos da mesma

distribuicdo, podendo portanto ser escritas como combinagao linear das colunas da dis-
tribuicdo. Isto oferece a base para a aplicagdo do teorema de consisténcia de Frobenius
eia na involutividade da distribuigao.

que se bas
se a seguir o produto de Lie entre dois campos vetoriais:

A propésito, define-

Definigio 2 (Produto de Lie entre dois campos vetoriais) Sejam f(x) e g(z) dois campos
e-se o produto de Lie de g com f, também conhecido como colchete de

vetoriais. Defin

Lie, como

dg ., Of
5 "3 (2.12)

adsg = /s gl = L9 — Lyf = s

Em particular, define 0 produto de Lie repetido (k—vezes) em um campo vetorial g com

um campo vetorial f, da sequinite forma:

adig = [, adi o] @, k2L adsg =0 (2.13)

A existéncia de solugao para o problema de linearizagio exata (local) para um sistema de
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uma s6 entrada é expresso por meio do seguinte:

Lema 1 : (Isidort, pdgina 164)
Erxiste uma solugdo dotada de valores reais ¢(z) definida em uma vizinhanga U

de z°, que resolve as equacoes a derivadas parciais descritas em (2.10) e satisfazendo as

condigdes de nao irivialidade 2.11), se € somente se

1. A matriz [g(m") ad;9(z°) ad}“lg(xo)] possui posto igual an,

9. A distribuicao [g adsg ad}“?‘g] ¢ involutiva em uma vizinhanga de 0.

Primeiramente, Serao definidas fungoes polinomiais com seus respectivos graus e solugoes

polinomiais para O problema de linearizagdo exata.

69 SOLUCOES POLINOMIALS PARA O PROBLEMA DE LINEARIZAGAO EXATA

Agora, 0 €aso especial serd considerado em que (2.10, 9.11) admitem uma solugao polino-
mial. Considerando que a5 funcoes coordenadas dos campos vetoriais f e g sejam analiticas

com respeito ao vetor de estados e que O sisterma possua uma solucdo exata. Logo sem-
pre haverd a possibilidade de se selecionar uma pseudo-solugao polinomial provendo uma

aproximagao satisfatoria para O problema.

Isto decorre do fato de que as nNoOvas coordenadas serdo fungoes analiticas dos

as fungoes coordenadas de fego forem.

estados sempre que
se a definigdo de funcdo polinomial multivaridvel.

Primeiramente, apresenta-

Definicio 3 Diz-s€ que P(z) € uma funcao polinomial de grau a = {a1, ay, ey Qp } S€ €

somente se ¢(z) pode ser escrita em uma das formas

¢($17 ey Tic1y Tiy Titly <+ .’En)
a;

= Z’Yz,k (xh'" y Li-1, mi-{—l,-..,.’ﬂn) ZLic (214)
k=0

para i = 1,247 Quer dizeT; f(x) € um polinémio de grau a; com respeito a cada

varidvel ;.




14

Para fixar idéias, serd apresentado a seguir um exemplo de funcdo polinomial

genérica de grau @ = {2, 3}

N 2 3
¢ (z1, Tp) = Goo T Q1072 + agpTy + A30T2
2 3 « P
+ (001 + anTe + a21%y T aslivg) Ty + (a02 + a1y + az2T; + a32$§) 3
. 2
= ago + @01T1 + agex] + ((110 + a1 %1 + algmf) To

+ <a2o + a1 %1+ 022117%) T3 + (a30 + a3z + (132513%) 5. (2.15)

Agora, pode-se introduzir a defini¢ao de solugdo polinomial exata:

Definicio 4 O sistemd de equagoes @ derivadas parciais descrito por (2.6, 2.7) admite

ial exata se para algum a = {ai, az, - an}, eciste pelo menos uma

wma solugdo polinom

fungdo ¢ da forma (2.1}) que salisfaz (2-10, 2.11)

Antes de se atentar para a busca de uma solucdo numérica para o problema de lineari-

zacio exata, uma observagao importante é quanto 3 niio unicidade da solugdo (quando a

mesma existe).

No que se segue, ser4 buscada uma solucdo polinomial da forma que serd definida.

Também, todas as equagoes restritivas para o problema serdo estabelecidas tdo somente

derivadas direcionas ao longo das diregoes f e g. Por isso, serd dificil

em termos das
re os resultados que se apresentardo e aqueles associados

estabelecer-se uma conexao ent

3 operagdo colchete de Lie. Conseqiientemente, as condicdes de consisténcia (ou quase-

r expressas diretamente em termos do analogo polinomial das

consisténcia) deverdo se

equagdes (2.10, 2.11).

QOutro assunto que merece ser C
to & nio unicidade da solucdo. Este assunto tem sido

onsiderado quando estd-se buscando uma solugao

problema diz respel

numérica para o
do, nos exemplos mencionados por ((ISIDORI, 1989),

g literatura. Contu

considerado n
que a preocupagao maior tem se concentrado em tirar

(SLOTINE e LI, 1991)) parece

a nao unicidade com O intuito de buscar a solucéio mais simples.

proveito d
e, as condicdes do Lem

No capitulo seguint
prospectiva solugao para o problema.

a acima serdo utilizadas para checar a

consisténcia de qualquer




CAPITULO III

SOLUCAO GENERICA PARA O PROBLEMA DE
LINEARIZACAO POR MEIO DE REALIMENTACAO DE
ESTADOS

Neste capitulo, serd estudada a solugdo genérica para o problema de linearizagao

via realimentacdo de estados para sistemas de uma s6 entrada. Sabe-se que dada uma

solucdo ¢, tal que adotando-se ¢ como a nova saida do sistema, seja o grau relativo do

sistema igual a n, pode-se construir de imediato 0 novo sistema de coordenadas corres-

pondente ao sistema lincarizado,

{6 Lip - ri'¢} (3.1)

Por isso, é bem oportuno que chamemos a fungdo primeira coordenada, ¢, de solugao

particular do problema. J4 é sabido de hd muito que a solugdo para o problema de

linearizacio exata via realimentago de estados nao ¢é tinica.

Neste texto, porém, pretende-se ir mais além: caracterizar construtivamente tal

conjunto solugao e indicar algumas linhas mestras de como se pode tirar proveito da néao

unicidade com 0 objetivo de melhorar o desempenho dinamico do sistema. Alguns exem-
plos sao apresentados para mostrar a influéncia da escolha da primeira coordenada, ¢, no

desempenho dinémico do sistema. Primeiramente, serd apresentado o seguinte lema:

Lema 2 O gradiente de qualquer solucdo particular (primeira coordenada) (z) para a

do do sistema nio linear (2.1 ) em uma regido aberta U deve forgosamente sa-

linearizag

tisfazer a sequinte relacdo:

onde ¢(z) € uma solugdo particular € Az) € uma fungdo escalar suave. Também, para
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que haja consisténcia, deve ezistir uma funcdo escalar suave (), tal que

)\=g% ou
or OV 0¢

Br 0 Oz’

Demonstragao: Seja. ¢(x) uma solugao particular para o problema de linearizacdo exata.

Entdo, na regido U, a seguinte relagao se verifica:

0¢(z) -
__5;_ [g, adfg,...,ad'; lg] = [0, erey 07 )\1(.’17)]

onde X\ (z) é uma funcdo suave que nio se anula. Mas, para que haja consisténcia, na

mesma regido, as colunas da distribuigdo controlabilidade

g, adyg, - .-, edf'g]

necessitam ser linearmente independentes. Mas isto jmplica em se poder escrever

06(5) _ )\ (0) () &a(@) - &),

ox

sima linha da inversa da distribuigao controla-

onde £(z) = [61(%) &(z) - £a(z)] 6 an-é
bilidade e \;(z) é uma fungao suave que ndo se desv
(z) que ndo se anula, tal que

anece. Agora, para uma uma solugao

(), também existe wma solugdo Ao

or
- )‘jgg)\l(w) £1(2) £ala) - Eal®)]
(1) 09(2) 0¢(z)
M(z) Oz . 0z

parte do lema pode ser provada usando-se 0 seguinte raciocinio. Para que a

A segunda
5 consistente, deve existir uma funcio suave (.), tal que 9(z) pode ser

equagio acima sej
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escrito da forma ¥(z) = 0(4(z)). Avaliando o gradiente, resulta

W) _ )2,y =% #0

Agora, sera apresentado o seguinte teorema:

Teorema 1 Seja a fungdo suave z1 = $(z) uma solugao particular para o problema de

arizacio ezata de um sistema afim de uma sé entrada para T pertencendo a uma vizi-

nhanca U de z°. Entdo, qualquer solugdo pode ser descrita da forma z = P(z) = 0(4(z)),

onde 0(.) é uma fungd

U.

line

0 suave satisfazendo a condicdo de nao trivialidade g% # 0 na regiao

Demonstragao: Suponha-s¢ que exista uma solugao particular z; = ¢(z) em uma vizi-

0 que transforme 0 sistema descrito pelo par

vas coordenadas (3.1), juntamente com as funcoes

nhanca U de © (f, g) para a forma candnica

de Brunowsky. Entd@o, por meio das no

associadas

Oé(ﬂ?) = —-erbqb(lﬁ)/LgL'fb—lqb(:z;), ,6(.'13) = 1/LgL?—l¢($)

o sistema assume 2 forma candnica de Brunowsky. Primeiramente, serd provada a su-
ficiencia, i.€., 5€ 21 = $(z) é uma solugdo particular para o problema, entdo, 21 = 0(d(x)),
problema. Isto se demonstra avaliando o

onde ‘—g% £ 0, também & solucio para 0 mesmo

gradiente e usando a regra da cadeia

00 09 [gadfg...ad’;‘lg]=[0 0 ... *.

0¢ Oz

onde o simbolo 7 * " gignifica tratar-se de uma entrada néo nula. Agora, a fim de provar

a necessidade, suponha-se queé exista uma solugao mais geral da forma

P(z) = c10:(z) + oz (),
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onde 0, (z) = 9(o(z)) e 0,(x) é uma fungdo suave arbitraria. Avaliando o gradiente

d(z)

—‘a—x—" [ g adgg - -- ad}"lg ]

= [c1 ¢ _ 601(:1:)/6:10392(33)/815} [g adgg ... acff“lg]
| 0 0 =*

= [Cl (,‘2] = [ 0 0 =* ]
LQZ T %k

De acordo com o lema anterior, para que a equacio precedente seja consistente, o
~ ?

coeficiente ¢y pode ser nao nulo se e somente ici " f identi
. se os coeficientes " forem identicamente nu-

los. Mas isto equivale & afirmar que os gradientes s50 linearmente dependentes. Também
' y

de acordo com o lema anterior, isto significa que & forma estabelecida no teorema para a

solugdo é preservada.

izacdo exata o mapeamento difeomorfico (3.1) ¢ apenas subsididrio

No problema da linear
tado da lei de realimentagdo (2.2) ligeiramente

e especialmente 110 resul
sinais de rastreio e de estabilizagao, ou

O interesse resid

modificada de forma a incorporar os

o (5 Fa6) P gte) o R 00) = TR P00

onde F1, Fo, .- F,, sdo as entradas do vetor de realimentagdo estabilizante e w é a nova

referéncia.
Deve-se notar queé; 3 medida que 0 mapeamento difeomérfico é modificado pela

utilizacdo de uma nova solucdo primeira coordenada, ¥ = 0(z), modifica-se o sinal de

ora 0 mesmo sistema di
berdade na escolha da solugao particular pode

excitacdo. Assim, emb feomorficamente similar seja conseguido por

e controle genérica, a li
empenho do sistema.

meio dessa agéo d
rma a melhorar 0 des

ser utilizada de fo
presentados para exibir a influéncia da escolha da

A seguir, dois exemplos s3a0 &

sempenho dindmico do sistema.

transformagao difeomérfica no de
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3.1 EXEMPLOS

Dois exemplos sa0 utilizados para ilustrar o efeito da escolha da funcdo primeira coorde-

nada sobre o desempenho do sistema. Embora qualquer sistema nio linear elegivel para a

linearizagdo por realimentacdo pudesse ser utilizado, a fim de ndo anuviar a apresentagao
?

optou-se pelos exemplos mais simples de sistemas de primeira e segunda ordem. A es-

colha torna mais facil obter-se uma nitida compreensdo acerca do efeito da transformacao

adicional de coordenadas sobre o desempenho do sistema.

3.1.1 Exemplo 1

A fim de se ganhar um pouco de perspicicia, serd considerado o sistema de primeira or-

scrito pela seguinte equagao diferencial

T = U. (3.3)

dem de

Sers considerado o eleito de um par de transformacdes de coordenadas globalmente

difeomorficas sobre (3.3) descritas pelas seguintes equagoes

i)z = sinh™ (z), (3.4)
M) 2 = sinh(z). (3.5)
Diferenciando (34, 3-5); resulta.
N s 1. 1
= —_ ———_— U
’L) Z 1+ 2 /—‘—’—“‘1 T 2 ) (36)
i) &z = cosh(z) = cosh(z) u (3.7)

Considerando a prescrigao para o sistema transformado dos polos fi1 € pi2, segue-se

Hu = p VT 72 sinh™" (z); (3.8)

- B sinh(z)
W) us = P2 oosh(z)’ (3.9)
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Figura 3.1. Posigoes @ para trés possiveis transformacdes para um sistema de 1?* ordern

fornecendo a seguinte solugao para as coordenadas z

)z = sinh (e‘“t sinh“l(a;o)); (3.10)

Wz = sinh™! (e"zt sinh(mo)) ) (3.11)

Notando que 0S8 esforcos de controle sio proporcionais s amplitudes dos auto-

valores e 20 monotonicamente crescentes com a amplitude do estado, z, procede-se &

seguinte normalizagao

| 5 10 cosh(z")
i) g = 1+ (20)? sinh™ (= ) Sinh(s0) (3.13)

' mas amplitudes maximas. i
Essa escolha proporciona para uy € Ug s Mesmas amp s maximas. Assim,
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amplitudes das entradas
(=]
T

u, —smh (x)sqrt(1 + X )

_10_9||',‘5'”h (5)Sqft(%)ta”h(x)“a”h(S). E

-5 ~4 ~3 -2 -1
tempo em segs.

Figura 3.2. Excitagoes U correspondentes as primeiras coordenadas da Fig. 3.1

ulados pela férmula (3.12, 3.13), os graficos do estado = calculado pelas

com p e o calc
s na Fig. 3.1. Também, os graficos dos esforgos de

(3.10, 3.11) sdo mostrado
os sdo exibidos na Fig. 3.2,

férmulas

controle para cada um dos cas

Fste exemplo simples claramente mostra o efeito da escolha das coordenadas adi

cionais no desempenho do sistema. A lei de controle (II) obtida com a ajuda da trans-

preserva as amplitude
préximo ao ponto de equilibrio. Conseqlientemente,

formacao z = sinh(z) s do sistema em torno da condigao inicial
- ?

orém um ganho elevado

fornecendo p
o usando a transformagdo z = sinh(z). Quanto & es-

um ganho substancial é obtid
e a escolha 2z = stnh~
desempenho do sistema em torno do ponto

colha (III), correspondent I(g), esta atua numa diregio oposta
' ?
ho inicial, deteriorando o

para um mesmo gan
ferivel a acdo de controle convencional (I) & agdo de

de equilibrio. Obviamente, seria pre

controle (I1I).

3.1.2 Exemplo 2

Agora, serd considerado o seguinte sistema de segunda ordem:
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posigdes: x

tempo em segs.

] o ", g N TE -— ! i o VO T M
Figura 3.3. Posicdes &1 para (8) = gbmh(ém) para um sistema de 2* ordem

d | %1 T2 ]
- = . N
di | g, u (3.14)

De acordo com o teorema 2, (3.14) é um sistema linear invariante com respeito a qualquer

nérica em relagao 3 sua primeira coordenada. A partir da perspicdcia

transformacao ge

quirida do exemplo simples acima, serd considerada a seguinte classe de novas

que foi ad

coordenadas primeiras

1.
2 = Y(z) = gsmh((Sa:l), (3.15)
juntamente com as funcdes inversas associadas
1 1.
v (z) = gsmh (6z1), (3.16)

onde § 6 um parametro ajustével de projeto.
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As solucdes simbdlicas correspondentes & condicao inicial (&1, 7o) = (1, 0) foram

avaliadas. Também, os sistemas transformados correspondentes a § = 20,40,60 e 80 foram

simulados. A solugdo particular YO (z) = $(z) = 1 foi também simulada. Para facili-

dade de comparacdo, foram prescritos polos coincidentes para o sistema malha-fechada.

Os pblos para o sistema linearizado foram escolhidos para cada valor de ¢, de sorte que,

a méxima amplitude da coordenada de controle (no caso, a aceleragio do sistema) foi

limitada em 5 unidades. Considerando a solugao estabilizante, a seguinte coordenada de

controle resulta

u(z) = — (%’f + 59@) tanh(6z,) + (p =+ V) 22, (3.17)

com as resultantes coordenadas z € T

2 =" (%S - g,-gc) — et (%S - xij) (3.18)
2y = ve” (%S - ijC) — pe™ (%S - J,BC) (3.19)
z1(t) = %sinh—l (021 () (3.20)

2(0) (3.21)

To(t) = m’

onde
ginh (219) . _ cosh (279)
S:::S'((S):———l‘"_‘_”u"‘; C:=C(0) = M—V—_—'

A simulacdo foi levada a cabo para diversas condigdes iniciais e configuragdes da
n resultados satisfatorios. Aqui a simulagao é exibida para a condigdo

A solucio associadaa a transformacao mais

malha fechada cor
inicial ¢ = (1, 0) nas figuras 3.3, 3.4, 3.9

z, € destacada pela palavra Linear. As solucdes associadas a trans-

Lx sinh(6z1) 53

simples ¥°(z) =
formacio ¥(z) = o destacadas pelos algarismos romanos I)-1V) para

6§ = 20, 40, 60, 80. Também, para 0 segund
ente permitiu uma consider

o exemplo considerado, a mudanca adicional de

coordenadas efetivam 4vel melhoria no desempenho dindmico




24

%

|

|

velocidades:

Figura 3.4. Velocidades

Excitagio (aceleragdes): u

!
w

Figura 3.5. Control

-5 5 2 25 3 35 4 45 5

( I: —s 40

(m -—s 60

(IV): - 80
2.5 3 3.5 4 45 5

tempo em segs.

(y) correspondentes as primeiras coordenadas 1(6)

._Linear :

tempo em segs.

es (u) correspondentes as primeiras coordenadas ¥(0)
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do sistema, preservando as amplitude da entrada do sistema préximo as condigoes iniciais

consideradas. Embora préximo as condicdes iniciais, as trajetérias do sistema para os

casos 1)-IV) evoluam de inicio mais lentamente na direcdo do equilibrio, 3 medida que

as mesmas se aproximam do ponto de equilibrio, o alto ganho proporcionado pela lei

Y sinh” assegura para o sisterna uma alta precisao, com menores tempos de acomodacao

as leis de controle do tipo » ginh” do que para a lei de controle linear convencional. Isto

ona uma reducdo na fadiga do mecanismo.

constitui um desafio para a imaginagdo do pro-

proporci

As possibilidades sao infinitas e

jetista a escolha de transformacoes adicionais de coordenadas para cada especificagao

particular de projeto. Da, consideracio desses exemplos simples, parece que a intuicdo é

um bom tutor para ajudar o projetista na escolha de transformacdes adicionais para cada

objetivo de projeto.




CAPITULO IV

VETORIZA(}AO DO OPERADOR DERIVADA PARCIAL

Suponha-se uma, fungdo multivaridvel

W i=w (;E(l), 1‘(()2), ey .'E(()n)) 5 (41)
@ 28 .., (™ indica que estas se mantém

onde o indice ”0” colocado sob as varidveis z
fixas, restringindo-se a variacdo a dire¢ao correspondente & primeira coordenada. Assim,

discretizando a funcdo multivaridvel w com respeito a sua primeira coordenada, em uma

notacdo simples, pode-se escrever:

w=[wy, Wy ..., W ]" (4.2)
w; =w (wgl) P, .., a:(()")) : (4.3)
1=1, 2, ... m.
Para simplificar ainda mais a notacdo, sejam
y =g, (4.4)
w; = WY, 765 Lag?) = w (). (4.5)

Supondo que se esteja utilizando uma aproximagdo polinomial de ordem p para cada

+ 1)—upla de pontos consecutivos (Yo, wo), (Y1, w1), (Y2, we), -,
crever a férmula de interpolagio de Lagrange

(b (Yp» wp), sob a hipbtese
de que as abscissas sdo distintas, pode-se es

o0z (Y —5)
Z “ Hp_o,];ék (yx — v;) (46)
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onde p(y) é um polindmio que coincide com w(y) sobre os pontos amostrais y = Y, € da

teoria da interpolagdo, sabe-se que existe & € [0, Yp), tal que

W@+
()~ o) = 2 7 (w7
onde
m(y) = _If[o(y ~ Y;) (4.8)

41 AVALIAGAO DAS DERIVADAS PARCIAIS COM AS DISCREPANCIAS ASSO-

CIADAS

Agora, as formulas de interpolagao acima serdo utilizadas para calcular numeriamente

discrepincias associadas. DPara isso, primeiramente, diferen-

as derivadas parciais com as

ciando (4.6) com respeito a ¥, pode-se escrever

=0 HP—O#q Yk — Y5)

= 1 Yy —Y
=3 Z Jontises U~ 1) (4.9)
k=0

dya

sendo de interesse os valores das derivadas obtidos através dessa férmula sobre os pontos

amostrais

=Y D (4.10)

dys k=0

onde o subindice indica que 5€ avaliou a derivada em y = Ys, €

1o ige Vs = 3)
Dsk — ]H(I);J7él ]# ( 3_ ) J ) (411)
i=0,j#q \Yk — Y3
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4.1.1 Discrepancias entre a Derivada Efetiva e a Aproximada

préatico, € interessante estabelecer a relacdo entre o grau da interpolagao

Do ponto de vista
eio da férmula (4.9). Em sintese, serd mostrado

e 0 erro no calculo das derivadas por m
que o erro poderd ser feito tio pequeno quanto desejado. Para isso, apresenta-se a seguir,

o seguinte:

Teorema 2 Suponha-se que 05 elementos Yo, Y, --+» Yp satisfagam a relacdo yo < Y1 <

. < yYp. Seja a derivada da fungao w(y) aprozimada por meio da férmula (4.9). E
Gp} wm conjunto de abscissas satisfazendo §1 € [yo, y1], T2 €

Seja g = {gla Y2, -
0s quais o derivada efetiva e aprozimada coincidem.

y1, el, IEREY) Yp € [Yp—15 yp] e para
Considere-se o intervalo [a, b] onde

a:="%Y, U="Yp

entdo,

1. existe pelo menos um conjunto de pontos Yi, Yz, -+ i, satisfazendo as condigoes

prévias.

2. para cada y € [0 b], existe um ¢ € [a, b], tal que o erro entre a derivada efetiva e a
* ) J

derivada apro:cimada pode ser dado por

wp;(g) X ,:ﬁl (y—)> (4.12)

e(y) =

Demonstragéo:
Para provar a primeira afirmacio do teorema, por definicio dos polindmios de Lagrange,

pelo menos NOs pontos Yo, Y1, --+» Yp- Assim, usando o

as fungoes w € p coincidem

ui-se que 2 discrepancia entre a derivada efetiva e a aproximada

teorema de Role, concl

devers se anular

pelo menos uma vez entre ¥, e yo; ... pelo

e pelo menos uma vez entre %o € Yu;

menos uma vez entre Yp-1 e Yp-
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Logo, conclui-se que 0 conjunto §j € nao vazio.

Para demonstrar a segunda. parte, considere-se uma fung¢do da forma

dw(z) _402) _ go(y).

¥(z) = dz dz

onde »
O(z) = H (z — Ti)
i=1
definida no conjunto [a, b — {G1, Y2s -+ s Tp}-
E claro que a funcao U se anula em cada um dos pontos {1, G2, ---, Up}- LOgO,

fixando-se

__ dply)

e

y#:&j: 7=17 27 ey p;I)ara'\I’:O. Por

devers haver pelo menos uma ra adicional,

¥ se anula pelo menos p + 1 vezes;

i b
conseguinte, pelo teorema de Role, no intervalo [a 0],

&% se anula pelo menos 1 vez.

o 4% se anula pelo menos p Vezes; - e
z
E como o ' . O
@D At
tira-se
drtlw o _
dzPt! dzP ’
ou
riy () _ H0) - %%
_ dr S = Y
K=" o(y)
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onde ¢ é um elemento do intervalo [a, 0] Isto completa a prova do teorema.

Para que se possa utilizar ofetivamente o teorema 2 para estimar uma cota superior para

o médulo do erro de aproximagao da derivada serd estabelecido o seguinte coroldrio:

Corolério 1 Defina-se 0 conjunto € ®, § = {G1, J2> --+> Jp} onde i € [0, 1), Ta €

entdo a discrepdncia entre a derivada efetiva e a aprozimada

wi,y2], - U € [yp——hyp]'

satisfaz a segquinte relagdo:

WP (¢)

R

p!

supr

LUl Xgly—ﬂz|, (4.13)

Um caso interessante a s€r considerado € a avaliacio da discrepincia no ponto central no
caso de uma aproximagao polinomial par (que equivale a um ndmero fmpar de pontos) e

e . Nesse caso & equagao (4.13) pode ser reescrita:

espacamento uniform

le(y)] £ gesu[[:" G wpﬂ(f)‘ X @%)—')— X hP. (4.14)

NOTAS:

entado para lidar com o €rro de interpolagio no célculo da

‘e O teorema ora apres
ange apresenta uma certa sutileza em relacdo ao

nterpolagao de Lagr

derivada via i
se pode encontrar na literatura de cdlculo numérico, por

teorema do resto cuja prova

exemplo, (BAKHVALOV, 1975).

a técnica acima, esse teorema pode ser generalizado para o céleulo

o Seguindo a mesm
Por exemplo, utilizando o mesmo argumento baseado

de derivadas de ordem superior.
e-se afirmar que as discre

a efetiva possuem raizes entre gy € ¥, entre

1o teorema de Role pod pancias entre a derivada segunda

aproximada via fsrmula de Lagrange e

Y1 e Y3, etc.
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o O 3 .
ponto interessante que se pode deduzir do teorema 9 e seu coroldrio é que, desde q
’ ue

a fungdo w seja suave, O erro na calculo da derivada por meio de (4.9) pode ser feit
. 0

arbitrariamente pequeno mediante a escolha apropriada do grau (p) do polinémio
. 1

interpolador.

42 REPRESENTACAO MATRICIAL PARA A APROXIMAGAO DA DERIVADA

P . ~ . .
ara estabelecer a aproximagao para a derivada a partir dos pontos amostrais, serdo
2

introduzidos dois parametros:

e m,, o ntmero de pontos amostrais,

e p, o grau do polindémio interpolador

Para ser mais especifico, suponha-se My = 7. Deve-se observar que, para cada
?
eleitos até my + 1 co

onjunto selecionado. Um critério heuristico

ponto amostral, poderao ser njuntos de pontos amostrais consecu
derado pertenga aoc

tivos tais que o ponto consi
dades:

simples pode reduzir bastante as possibili

Heuristica 1 Serao selecionados priom’tarz’amente 0s conjuntos de coeficientes que pro-

duzam sempre a aprozimagcio mats central.

tério, sejam minimizados 0s €rros de interpolacdo. No que se

Espera-se que, com €ss€ cri
50 de grau par isso cond

a uma interpolag uz a uma representagao

segue, mostra-se que par

linica, para o operador derivada.

_ Para facilitar @
tica). Observe-se

mentos componentes serao esclarecidos na continuacao do

s amostrais. Os elementos nao vagos a partir

exposi¢ao, serd considerado o caso de uma aproxima-

Aproximagao par:
¢ao de grau 4 (aproxirrlagao quér 0] eSqueIIla de iIlterpolagﬁo par que se

apresenta na tabela 1, cujos ele
texto. A primeira Jinha representa 05 ponto
da segunda linha da tabela indicam a8 linhas subseqiientes da ma
a interpolagao do grau desejado. Os
que a linha da matriz (Dst) que produz (respecti-

cdo mais central. Também se apresenta a matriz dos

triz de coeficientes (Dqy)

elementos marcados com ”.S”

utilizada para produzir

(respectivamente, "V ) representam

vamente, ndo produz) a aproxima

quértica:

coeficientes para 2 aproximagao
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Tabela 4.1. Esquema de interpolagao par

amqstras
utilizadas w1 we w3 ! Ws We wr
I I B ey
coefs. utilizados | 1 lin. 2¢ 3¢ 4% | 5% lin.
regra: (S/N) S S S N N
coefs. utilizados 1% lin. 2¢ 3¢ 4% 5% lin.
regra: (S/N) N N S N N
coefs. utilizados 1 lin. | 27 37 4¢ 5% lin.
regra: (S/N) N N S S S
o5 48 —36 16 =3 _
—3 —10 18 -6 1
' 1
Dy = 155, 1 -8 0 g8 —1 (4.15)
~1 6 —18 10 3
I 3 —16 36 —48 25

Por exemplo, quando sé considera uma aproxjmagéo quartica, 0 polinémio interpo-
lador que se constroi 2 partir das amostras {wi, -+ ws} 6 o que produz as trés melhores
ow

aproximaces 22|, %2 : roximagdes g
proximagdes 221, 52 10y 2213. proximagoes 5o |4, segundo a regra

Note-se que para as a

e comute para o polindmio que se constréi a partir das

heuristica estabelecida, € mister S

amostras {wg, -« - We }-
perfeita simetria com O primeiro polinémio, pode-se verificar que

Finalmente, emn
dw
l6s 5517, se pro

dw inbmi
%;; s, 22 duz comutando para o polinémio que
{U)g, re UJ7}-

stracao apresentar a relag

a melhor aproximagao pard

se constréi a partir das amostras
50 matriz-vetor correspon-

Agora, pode-se 2 titulo de ilu

dente aos dados da tabela 4.1:

(4.16)




33

Tabela 4.2. Esquema de interpolagdo fmpar

amostras
utilizadas w1 W ws Wy Ws We wr
coefs. utilizados | 1% lin. 2¢ 3¢ 4* lin.
regra: (S/N) S S S N
coefs. utilizados 19 lin. | 27 3¢ 4% lin.
regra: (S/N) N S S N
coefs. utilizados 1 lin. | 2¢ 3¢ 4° lin.
regra: (S/N) N S S N
coefs. utilizados 1¢lin. | 27 3¢ |42 lin.
regra: (S/N) N S S S
onde
g5 48 —36 16 -3 0 0 ]
_3 —-10 18 -6 1 0 O
1 -8 0 g -1 0 O
1
= — 1 -8 0 8 -
A= | O 1 0 (4.17)
0 0 1 -8 0 8 —1
o o -1 6 -18 103
0 0 3 —16 36 —48 25
e o indice s indica que as derivadas 830 calculadas sobre as coordenadas s =1, 2, ..., m;
sobre os pontos amostrais.
se o esquema de interpolagdo quando se

Na tabela 4.2 apresenta-s

Aproximacdo impar: —
ar. Usando 2 equagao

utiliza, uma aproximagao imp (4.11), pode-se também construir a
roximagao cubica:

matriz dos coeficientes par# a ap

UNNERS!DADE FEDERAL DE UBE
IBLIOTECA RLANDIA
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B 4.18

—2 9 —18 11

Neste caso, deve-se notar que, com excegao dos pontos préximos a fronteira, sempre havers
duas possibilidades na selecdo do polindmio interpolador. Isso, todavia ndo é importante.
Pode-se, por exemplo, selecionar o esquema marcado em negrito que privilegia a sele¢io

dos polinémios mais & direita. Continuando, apresenta-se a relacio matriz-vetor resul-

tante:
Ow .
ayl,) = 419
(0?/ 3) ] (4.19)
onde
11 18 -9 2 0 0 0]
—2 -3 6 -1 0 0 0
1 -3 6 2 0 00
1
| -3 6 2 00 (4.20)
As 6h
6 2 0
9

0 -2 9 —18 11

(]
o ) o —
<
et
|
o
(@]

0

riz interpoladora segue O Iesmo esquema para

Deve-se notar que a construcio da mat
n, dois intrumentos estdo a disposi¢o para

uma aproximacao de orden arbitraria. Tambér

enciacao: h, 3 amplitude do intervalo de discretizagdo, e p, o grau

controlar o erro de difer

do polinémio interpolador p(y)-



CAPITULO V

RIZACAO DAS COORDENADAS DO
PARALELEPIPEDO

VETO

No que se segue, 2 vetorizagdo das coordenadas do paralelepipedo bem como

cker serdo utilizados para derivar relacdes do tipo matriz-vetor para

produtos de Krone

a realimentacao linearizante juntamente com a transformacao

a avaliagdo numérica d

difeomérfica associada.
sida a notagio oportuna. Seja z) a j—ésima coorde-

Primeiramente, serd introdu

nada do vetor de estados,

entao

., a) (5.2)

as coordenadas do sistema, %,j = 1,2,...,n.

o vetorial definida sobre
o discretizada em my pontos. Assim, o se-

¢ uma funga
a coordenada tenha sid

Considere-se que cad
go da coordenada £, é apresentado

guinte vetor associado as amostras tomadas a0 lon

6) = (af)) = [+, 9, ..., 9] (5.3)

s de estado, ao longo dos pontos amostrais, a

Com a discretizagao (5.3) das coordenada

funiio vetorial em (5.2) pode ser descrita por

e, o )

I

w
(5.4)

= w (11, gy = o *
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(2) 0 0 X( )

Figura 5.1. Partigao Celular de um paralelepipedo tipico

para iy = 1,2,..., Mk k=1,2,...,T
1, a discretizagdo das coordenadas de estados par-

Conforme mostrado na Fig. 9.

pipedo de estados em 7 células hipercubicas, onde

ticiona o paralele

<t
(1]
A

m:(ml—l)x(mg—l)x...x(mn—l) (

é mostrada na Fig. 5.1. A fim de vetorizar a funcao

Ainda, uma célula hiperciibica tipica | ‘
| vértices dos hipercubos de estados (vide Fig.

i ; 30 dos
vetorial, w, introduz-se 2 numeragao

5.2). As seguintes coorden

adas yetoriais s20 introduzidas para a funcao vetorizada,

o (Ui, iz s i) (5.6)
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21 22 &%’25 T4_6_?4_7__‘48 49 50 121 122 123 124 125
.,19_.,1_7_4,33__"13_“20 "ﬂ__‘i%__.iﬁ__.ii_‘ffv 116 117 118 [119 [120
x(2)1>1—1—4:—2—-4>1—3——1.1—4——4;15 X(z).ﬁi..iLE‘iAfi‘l_‘.“o 2 11 |12 [113 [114 [115
“6__41__4’2_3___"9_‘_“10 .gi_'gg_*gg_*,:a_fi_“ss 106 (107 |108 |109 |110
U I I A oo Jor Jzs o [ st J102 [108 [104 [105

x(1) x(1) x(1)
Fig. 5.2.a: Plano x(3)=0 Fig. 5.2b: plano x(3)=0.25 Fig. 5.2.c: Plano x(3)=1

5.2. [squemna de nuineragdo para 08 vértices hiperciibicos

Figura
do paralelepipedo

sl associadas ao vetor poderao ser expressas em termos das coorde-

onde as coordenada
guinte relagao bijetiva

nadas (i1, %2, -+ in) POT meio da se

= Ui, 2 oo )
LMy .. Mn_1 in. (5.7)

=i, +m iy + M T2 is+...+m

strado como O mapeamento da representagﬁo das n—coordenadas

Nas Figs. 5.2a-5.2c € 10
ode ser construido (aqui, considera-se n =

oordenadas [ p
ra 1 € Mk arbitrarios

ntas apropriadas serao desenvolvidas

para o vetor de ¢
)- Extensdo pa
a descrita, ferrame

3, my, my, M3 =09 é sistematica.

Com a discretizagao acim
e Jinearizagao apT
érica das derivadas direcionais.

oximada. Na segao seguinte, estas ferra-

para lidar com o problema d

mentas serdo utilizadas para & gvaliagdo num

5.0.1 Avaliagdo Numérica das Derivadas Direcionais
Para facilidade de visualizagao gerd suposto queé o espago X tenha dimensdo igual a 3.
Também, serd considerado que cada coordenada tenha sido discretizada em 3 niveis. Uti-
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lizando coordenadas [ em (5.7), & funcao vetorial discreta em (5.6) pode ser representada

da forma:

@O = [@111 G112 @113 (121 D192 Wizs W13l W32 (133 Worr «-- W23y W3lL - Gs33]  (5.8)

Seja D, a representagio matricial da derivada parcial ao longo das coordenadas i,

obtida através de um dos esquemas de interpolagao descritos anteriormente. Em resul-

tado da aplicagdo do operador derivada em conexdo com a versio vetorizada do campo

vetorial (5.8), resulta

[ Dy [énn Gu2 e
Dy [@121 Wiz2 ros]
D [@131 @132 @133]T
D, [@an1 W12 ona]|
5% l = | Dy [Wam Wa22 621223]T (5.9)

~ ~ ~ T
Dy [z w232 33)

“ N ~ T
Dy [w311 w312 w313]

Dy |21 Waz2 W323]
]T

D [@331 Was2 Wss3

das s@o avaliadas sobre as coordenadas [. Seja utilizado

Os indices ! indicam que a5 deriva
. .
cao da derivada parcial com relagdo a @t ), tomada sobre

o simbolo D) para a representa
rcubos do paralelepl’pedo. Entdo de (5.9),

todas as coordenadas [ dos yértices dos hipe

segue-se

ow | _pxo={05L% Dy) X @, (5.10)

5;1;(1) p

onde

SR T

ST

b

\

EGINITANT L ¥ e =
R VR

TTze
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"D, 0 0 0 0 0 0 00 7
o D, 0 0 0 0 0 00
o o DL O 0 0 0 00
o o 0 D, 0O 0 0 00

pw—| o o 0o 0 D0 0 00 (5.11)

o 0 0 0 0 D0 00
o 0 0 0 0 0 D 00
o 0o 0o 0 0 0 0 D0

0 0 0 00 0o 0 0 D

eros representamn blocos de zeros de dimensoes apropriadas Utilizando

sendo que 0S 7
) pode ser representada da forma compacta

produtos de Kronecker, a madtriz DU

D(l) = I3 ® I2 ® D]v- (5 12)

:dentidade de dimensoes apropriadas (m X my, My X
?

onde I, I, I, representam matrizes-
erado, todas sdo 3 x 3). Para as

nte, no €aso aqui consid

My, m3 X m3, respectivame
vadas parciais COIm respeito as outras coordenadas, usando
Y

aproximacdes discretas das deri
raciocinio similar, as seguintes matrizes podem Ser escritas:

p® =L®D:®h p®=D;@L®L (5.13)

ensoes apropriadas (my X M, My X Mo, M3 X T3
?

onde D;, Dy, D3, $80 matrizes de dim
as férmulas (5.12)-(5.13) para dimensoes ar-

respectivamente). Agora, generalizando

bitrarias, seguindo 08 mesimos passos; obtém-se:

p® ::[n®...®Ik+1Dk®Ik—1®---®Ila (5.14)

|
[ f}
-
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0.0 2 a ] e Vv
- rO i
p leaqao Dlscr ta para as Deri adas DireCiOIla,iS

Agora, are 50 di
) presentagao discreta para a derivada da fungao ¢(z) ao longo d
o campo vetorial

é (m) 3 >< C i l p
all: ? p j " " ili (1”‘()

de Hadam i
ard) entre dois vetores. Escrevendo a derivada direcional
reciona

coordenada (produto

COmo a soma

P a¢
9z X f - Z&s(m)—a:;(—ﬁ: (5_15)

s=1

e utili i 5 i
zando aproximagoes para as derivadas parciais L.

quacio aclma, tira-se a representagao matricial para a aproxi
roxi-

Com simples inspe¢ao dae
ongo do campo vetorial £(z):

macio da derivada direcional a0 1
- __ n . £ s
E=D 0 [d“‘g (53) D' )] (5.17)

o auxilio da representagao matricial para a derivada direcional
10na

N 3 .
a secdo seguinte, com
quagoes yetorizadas P

( M alci 1
17 ma 7 e 3 : =
) , Serao dedu idas € ara O €rro de linearizacao.

AS PARA O ERRO DE LINEARIZACAO

51 EQUACOES VETORIZAD

presentagao do sistema linearizado no espago

= 1,2,..,mare

ovo conjunto apropri

Sejam A = (a5, B = (B)

de estados com respeito @ um I

ado de coordenadas, z = O(z), e seja

1 E , . .
facil verificar que, s€ déo produto algébrico de f com 9, ou seja, & versio discreta pode ser
escrita,
as relagoes magriz-vetor J = diag( f) X§=

também, Ser egerita como uma d

d=fog= §o f, entdo pode,
dzag(g) xf
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= o(z) + f(z) v como em (2.2). A versio continua do erro de linearizacdo pode ser

escrita para i = 1,2,..., 7,

829 =
0 = 977 Sy
o = = (f+ 90t g0v) ;amz‘” ~ biv, (5.18)

cuja versdo discreta pode ser escrita como

s = Zdwg (fs) D) 50 za,,

s=1

n
4+ S diag (@O g,) D29

n N .
+ Z diag ('f) OO {73) DO — b, (5.19)

5=1

onde & y [ sdo os vetores Jefinidos abaixo:

a =01 02 Grm) (5.20)
g = [,Bl By e /Bm]- (5.21)
Fazendo uso de algumas propriedades dos produtos de Hadamard, pode-se obter
s (q) + diag( (&) F) 50 — }:a”z
j=1
2@ — b;0. (5.22)

+ diag () diag (8) T

onde ® e I' sdo as aproximagées discretas para as derivadas direcionais ao longo dos

campos vetoriais f € 9, 0! seja
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® =Y diag(f.,) x DY, (5.23)
s=1
n
I =Y diag(g) x D, (5.24)
s=1
Separando os termos % e usando (5.22) para (1), 33 ... 3™ resulta o seguinte par de

equagdes compactas para o erro de linearizagéo:

E, = (® + diag (&) T) Z — ZAT, (5.25)
B, = diag (ﬂ) I' Z - BT ®dp, (5.26)

onde d,, e Z sio as matrizes m X 1 e 7n X n abaixo definidas:



CAPITULO VI

RESOLVENDO AS EQUAC OES DO ERRO

Para formular um algoritmo eficiente para resolver o par de equagdes (5.25, 5.26),

Primeiro deve-se considerar que o sistema Jinearizado na forma de Brunowsky,

0 Ip.0 61
0 " ? .

[AEB]: "

onde os zeros representam blocos de 7eros de dimensdes apropriadas. Entdo de (5.25,

5.26), as seguintes condigdes resultam

Considerando, as condicoes (6.2, 6.3), entao (5.25, 5.26) podem ser escritas

oz _ 3+ =0, i=1,2,...,n—1, (6.4)
5™ + a0 (Fz(’“) = 0. (6.5)

Eliminando os vetores 2, 2®, ... 2™ de (6.4), consegue-se primeiramente
(6.6)
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onde

r'e

-2

Agora, os vetores associados As coordenadas « e 3 e os vetores linearizantes podem ser

providos a partir das seguintes relacoes

7:«(i+l) — (I)é:«(i), ’L = 1,2,...,”'—" 1, (68)
a=—(a":M)/ (ram=150). (6.9)
B = dm/ (T2"120), (6.10)

onde os tracos de fracdo denotam a divisdo de vetores coordenada por coordenada.

6.1 SOLUCAO COMPUTACIONAL PARA M2V ~ 0

Primeiramente, apresentamos 0 procedimento baseado nos quadrados minimos para re-

solver o sisterma homogéneo.

Em se tratando de um sistema genericamente inconsistente, em vez de se resolver

M1 = 0, serd buscada a solucao para o seguinte problema dos quadrados minimos:

(6.11)

Como & conhecido na literatura (GOLUB e LOAN, 1989), a solugdo mais precisa para

tal problema pode se derivada mediante 0 algoritmo decomposicao em valores singulares
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(SVD). Contudo, tal algoritmo tem um custo um tanto elevado. Além disso, uma das
etapas do algoritmo SV D envolve o célculo de valores espectrais que nao desfruta da
mesma estabilidade de outros métodos de fatoragio, como a fatoragdo QR, por exemplo.
Por isso, neste texto apresenta-se o algoritmo baseado na fatorago QR que tem sido
utilizado com sucesso para substituir o algoritomo SV D. Sua eficicia tem sido bem com-
provada na prética acompanhando de perto a eficiéncia do algoritmo SV D. Exemplos

apresentados na continuacdo do texto confirmam esta afirmatica.

Algoritmo 1

Suponha-se, como é o caso de interesse, que a matriz M possua o nidmero de linhas maior
que o nidmero de colunas. Sabe-se que o uso de tal fatoracdo conduz a uma matriz R com
0s elementos diagonais com valores absolutos decrescentes. Além disso, sendo o posto da

matriz defectivo, ocorrerd que as dltimas linhas da matriz R anular-se-do.
1. Dada a matriz M, obtenha a sequinte fatoracio QR:
M =Q R PT,

e onde () ¢ wma matriz ortogonal com a mesma dimensdo da matriz M,
e R € uma matriz triangular superior;

e P é uma matriz permutacao.

2. Observando os valores decrescentes dos elementos diagonais de R, ulilize um critério
baseado em uma determinada tolerdncia para considerar algurnas linhas da matriz R

como nulas. Seja 7i 0 ndmero dessas linhas.

3. Particione-se a matriz R da forma:

Ry Ry
0 R

onde Ryy é 0 bloco 7 X 7i a ser desprezado.



4. Tomando 2V da forma
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= [dr "
o= &

onde & € um vetor candnico com um ”1” na posi¢io i e d; € a parte do vetor Z; a

ser determinada.

9. Para determinar o sub-vetor d;, resolva o sistema

Ry1d; = —Ry6;.

6. Juntando ao vetor 3; a parte acima determinada, obtenha uma das colunas da solugdo

homogéneaq aprozimada, usando o relagdo de permutacdo

A safda do algoritmo, tem-se a aproximacao para o subespaco associado & solucdo

homogénea:

Z(l) = [Zl 29 v

6.1.1  Exemplo

(6.12)

Para g matriz M; dada abaixo, resolva o sistema homogéneo M,z ~ 0 usando os algoritmos

QRe SVD.

—

0.32
0.08
86.37
0.29
12.61
3.09
0.17
0.80

0.24
1.57
3.02
0.36
17.09
93.49
65.70
0.65

1.04
40.72
0.23
3.50
52.81
3.87
18.15
42.02

333.69
252.98
235.11
251.38
545.87
169.86
364.57

61.22 |

(6.13)

Ora, para a primeria matriz, a fatoracio QR fornece o seguinte resultado
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Ml - Q1 Rl Pir (614)

onde as matrizes @), P e R sdo apresentadas abaixo

[ _0.3834 —0.2201  0.1794 —0.4709
—0.2907 —0.1530  0.1361  0.3807
_0.2702 —0.1265 —0.9482 —0.0396
—0.2889 —0.1640  0.1343 —0.3042 6.15)

Q=
_0.6273 —0.1930 0.1205  0.2438
_0.1952 0.8218 —0.0717  0.0046
_04189 04141  0.1094 —0.0806
| 00703 —0.0343  0.0229  0.6880 |
[ 8702311 —58.0064 —32.2048 _57.7507 |
0 99.0820 —10.9106 —7.9982
0 0 —80.4550 15.0152
0 0 0 542762
(0010
0100
P = (6.17)
0001
100 0|

Usando o algoritmo acima, chega-se a seguinte solugao zg- abaixo. A titulo de comparagao,

apresenta-se ao lado da mesma a solugao que se obtém utilizando o algoritmo SV D, Zsvd.

i
1
y
f
(



[ 0.18201872498152

0.09788345204656
0.97529818383142
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| —0.07798375591553 |

[ _0.31437971278592 |
—0.15161918080171
—0.93334042541348

Zgvd =

0.08398017915341 |

(6.18)

O erro associado 3 pseudo-solugdo quando se utiliza o algoritmo QR é igual a (52.9355),

sendo apenas um pouco menor que no caso de se utilizar o algoritmo SV D (52.0742).

Compare-se agora os métodos resolvendo o sistema, homogéneo quase consistente para a

matriz M, abaixo,

(073 8
0.34
0.42
114 1
0.16
032 1
1.77
| 0.68

M2=

4.07
3.15
1.25
0.48
0.28
5.17
2.67
0.20

484 4.42 |
35.36 25.42
0.35 0.54
774 6.35
2.15 1.64
1.92  1.67
0.18 1.35
0.36  0.72 |

(6.19)

Neste caso, os resultados obtidos com o uso dos algoritmos QR e SV D sdo praticamente

Indistinguiveis. Sio estes os resultados:

[ _86.1769 —7.3119
0 —35.8998
R =
0 0
0 0

~0.9826 —6.3640 |

—0.5254 —25.9134

_9.1462 —1.4639
0 —0.0048 |

(6.20)
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[ —0.48571933123431 | [ —0.48572025763540
—0.00403953187118 —0.00403951687076
zqr = zsvd = (621)
—0.50691086703479 —0.50691055984336
I 0.71211079638606_‘ i 0.71211038325905J

A seguir, se apresenta uma proposicao que trata da solucao polinomial exata para sis-

temas de uma sé entrada.

6.2 EXISTENCIA DE SOLUCAO EXATA

Proposicio 1 Para a existéncia de solugcdo polinomial exata de ordem a =
{ar, a, .-+, Gy} para o problema de linearizacdo ezata via realimentacdo de estados
Para o sisterna dindmico ndo linear de uma tnica entrada, descrito por (2.1), as condigdes

sequintes sio necessdrias:
1. a equagdo (6.6) é consistente

2. existe um elemento C*, tal que, com 3N = 2¢*, se verifica
re"~1z > o, (6.22)

onde 2 ¢ g matriz cujas colunas compdem o espago solugdo de (6.6).

Demonstracio:

A demonstracdo da primeira parte é dbvia e serd omitida. Para provar a segunda

Parte, utilizar-se-4 o seguinte argumento: escrevendo (6.3) da forma

po(rev'z0) = dy, (6.23)

®m vista da continuidade da solugio (solucdo polinomial no caso considerado), se para
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qualquer par de amostras adjacentes, o ganho de ponderagdo de entrada I'd"~'3() assume

sinais distintos, invocando o teorema do valor intermedidrio, em algum ponto do intervalo,

a ponderacgio de entrada anular-se-4.

NOTAS:
° Néo hd perda de generalidade em se assumir sinal positivo para (6.22). Claramente,
se 2 ( é solugdo particular, —= ¢ também o 8.
* No caso de nio alternancia de sinais entre um par de amostras adjacentes, o teorema

do valor intermedidrio ndo garante que a funcdo ndo se possa anular.

* Admitindo (5.25, 5.26) uma solugio polinomial exata, claramente deve haver um

vetor (, tal que

Lo ~'=¢ > 0. (6.24)

Isto é estabelecido pelo teorema que vem a seguir.

Teorema 3 Se o problema (5.25, 5.26) admite uma solucdo polinomial exata, entdo, pelo

menos existe um vetor que satisfaz a condigdo de nio trivialidade (6.24).

Demonstra(;zio: A prova é por contradi¢do. Suponha-se que (5.25, 5.26) admita uma

solucdo polinomial exata, mas que ndo exista um vetor ¢, tal que, com a combinagio Z¢

Para formar a primeira coordenada, nio se verifique a condigdo de néo trivialidade (6.24).

Isso contradiz a hipétese do teorema. A prova se completa.

6.3 ESTABILIZACAO DO SISTEMA

Apés a transformacdo do sistema para um difeomorficamente equivalente a forma de

Brunowsky, uma acio adicional de controle se faz necessdria para estabilizar o sistema
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malha fechada. Para este mister, a nova acio de controle assume a forma:
V= ZF +w,

onde F' € ®™ ¢ um vetor de ganhos apropriado e w é a nova referéncia do sistema. Sim-

Plesmente, raciocinando em termos do modelo linear

t=Az+Bv, v=Fz+w. (6.25)

Deve-se eleger o vetor F com o objetivo de posicionar os pélos da matriz (A + BFT) em
um lugar adequado do plano complexo. Esse procedimento pode ser levado a cabo com a

utilizacdo do seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 1. Para o sistema afim de uma s6 entrada descrito por (2.1), amostrado
conforme (5.2), (5.3), (5.6) e 5.7), construa as matrizes &, T e M como mostrado

em (5.23), (5.24) e (6.7). Resolva o sistema homogéneo (6.6) para poder ezpressar

a solucao da forma: 3V = ZC.
2. Encontre uma solugdo de sinal definido, quer dizer, avalie {*, tal que T&"'Z(* > 0

3. Tome os vetores associados as coordenadas z como

3 =850 (6.26)

5(i+1) —_ <I)2(i), 1=1, 2, ..., n—1. (6.27)

4. Avalie o0s vetores linearizantes usando (6.8), (6.9) e (6.10), adaptando (6.9) para

incluir as acbes linearizante e estabilizante, ou seja

a=—o":0/rem 10 1+ ZF. (6.28)



CAPITULO VII

ALGORITMOS PARA INTERPOLACAO TABULAR
MULTIDIMENSIONAL

Neste capitulo, serd mostrado primeiramente que o problema de interpolagio
n—dimensional pode ser reduzido a diversos problemas de interpolacdo uni-dimensionais.
Outro problema que sers resolvido diz respeito & adaptagdo do esquema de interpolagio
as coordenadas vetorizadas utilizadas ao longo deste texto. Ainda outro problema serd
abordado e que ser definido mais & frente, o problema de interpolacio inversa para
Mapeamentos difeomérficos. O ponto culminante deste capitulo serd a apresentacio de
algoritmos eficientes para os problemas de interpolacio estudados.

Algoritmos de interpolacio multidimensional possuem alguns aspectos simples do
ponto de vista analitico. Por exemplo, é uma tarefa simples generalizar o método de
interpolagiio de Lagrange para uma fungio qualquer de n—varidveis. A seguir, apresentar-

Se-a a férmula de interpolacio n—dimensional:

7.1 FORMULA DE INTERPOLAGAO n—DIMENSIONAL

Considere-se uma fungéo de n—varidveis f(z, 2, ..., =) com os seus valores conhecidos

a0 longo de uma grade multidimensional de pontos

Piiyoin = P(214,%24, ... Tnj,) (7.1)

om 4 =1,2,...,p1;09 = 1,2, ..., D25 o0yt = 1,2, ..., pn. Logo, o polinémio de n—varidveis
dado abaixo é o polinémio interpolador de grau {p;, ps, ..., p,} que interpola
f(zy, T2, ..., Zy) no paralelepipedo, que contém os pontos P, ; e que, passa por

cada um dos pontos dessa grade multidimensional.
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filiz...in = f(xl7 x’b =t xn)leynpzlzz
= Gpipaopn (T1y Ty -y :zrn)lempm2 , (7.2)
onde
gp1p2...pn (xly Ta, ..., xn)
Pt P2
Z Z Z fklkz kn 0k1k2 kn (xb T2, ..+, "En), (73)
k1=1ko=1 kn=1
sendo o0s polindmios elementares de Lagrange n—dimensionais dados por
0k1k2'--kn ("Elﬂ L2y «ony -’En) =
sz'll —1 (@1 - xl,il)Hp — 1 (T2 —T2s,) . szf‘n 1 (Tn = Tni,)
. i F# Ky Iy # ko in % kn (7.4)
H ill = ]_ ("L‘I:kl - xlpil)np’[i — 1 (w27k2 - "L'Z:i2) e HPZZL" = 1 ($7l,,kn - wn:in)
i # &y iy # ks in # kn

Escrever uma tal férmula mais parece uma questdo de paciéncia, podendo a mesma ser
reproduzida em questdo de minutos porquanto trata-se duma repeticao para a dimensao
maior das varias facetas da férmula de interpolacio unidimensional. Contudo, do ponto
de vista computacional, para programar uma tal férmula, se estaria na dependéncia de
uma linguagem que permitisse o enderecamento n—dimensional.

Nas se¢des seguintes serdo apresentados algoritmos que permitem lidar com o pro-
blema, de interpolacdo n-dimensional fazendo uso do enderecamento vetorial. Assim, antes
de entrar no algoritmo, as amostras referentes ao problema n—dimensional deverdo ser

vetorizadas, de acordo com o esquema de vetorizacdo que foi descrito no capitulo 5, por

éxemplo.
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7.2 PROBLEMA DE INTERPOLAGAO DIRETA

Serio considerados dois problemas bdsicos de interpolacdo. Primeiro, o problema de
interpolagio direta, que serd considerado nesta secdo e consiste em se estimar os valores de
uma funcdo a partir de valores dados em uma tabela n—dimensional usando um polindmio
interpolador de determinado grau. O segundo é o problema de interpolagao inversa que
consiste em se estimar o argumento de um mapeamento difeomérfico dado por n tabelas

n—dimensionais, dada uma n—upla de valores associados as fungoes coordenadas.

72.1 Definindo a Interpolagdo Direta

Considere-se uma grade n—dimensional com valores de uma fungio de n varidveis (va-

lores tabulares) associados a cada um dos pontos da grade que chamaremos de vértices,

visto que naturalmente estdo associados a0s vértices de hipercubos n—dimensionais. O

Problema direto consiste em se avaliar o valor da funcdo em algum ponto intermedidrio,

Le.,, em um ponto que ndo pertenga a um dos vértices a partir dos valores tabulares.

7.2.2 Método de Redugdes Sucessivas

Suponha-se que cada varidvel z; tenha sido amostrada em m; pontos segundo o esquema

descrito em (5.4), (5.6) e (5.7). Neste caso, 0 ntimero de pontos da tabela n—dimensional
4), (5. 7).

Sera igual a 7 = my X mg X ... X My-

Serd suposto que para interpolar o valor da funcio ¢(z1, T2, ..., Tn) se uti-

lize um grau a = {pi, p2 pn}. Neste caso, escrevendo os polindmios elementares
= {p1, p2, -

n~dimensionais de Lagrange da forma de produto de polindmios de Lagrange elementares,

O, by o ko (T1) T2y ooor Tn) = HIOZS (zs) 3 (7.5)
§=
onde
P (@ Tsi)
—— ’l:S ;é ks . (76)
oy, (z5) = Hpi: _1 (Ts ks — :Es,is)

is#ks

==

&
“
H
-
7
-
A
g
v
@
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Apés algumas manipulagdes simples, a férmula de interpolacéo fica

P1 P2 Pn—-1 n—1

Ipisiy.in (T1) T2y +ovy ) = Z 2 20 Pk H Ok, (z5) (7.7)

=1ko=1 kn_l_l

! . ~ . . ~ N .y
onde f kiks..k,., T€Presentam interpolagoes de primeira ordem com relagio & varidvel z,,,

dadas por

fk1k2 Z Jriks.. k0 kn (xn) (7-8)

kn=1

Essas equagdes definem o método de redugdes sucessivas. Segundo (7.8), apés se efetuarem
PL X' py x ... X p,_; interpolagdes unidimensionais o problema se reduz ao problema de
dimensao imediatamente inferior (7.7). Esse procedimento ¢ iterado até que o problema se
reduza a uma mera interpolacdo de Lagrange sobre um intervalo real simples. Efetuada

€ssa ultima, interpolacdo, ter-se-d o valor efetivo da funcdo n—dimensional interpolada.

bara o argumento dado.
Para ilustrar a aplicacdo do método de redugdes sucessivas, serd apresentado um

€xemplo simples no espaco a duas dimensdes. Primeiro o problema serd equacionado em

termos das coordenadas cartesianas. Em seguida, serdo apresentados os algoritmos em

termos (e coordenadas vetorizadas.

Seja a funcdo

T T
z =10 X sen (—2—) X €08 <-2—)

4mostrada dentro do paralelepipedo z = [—1, 1],y = [=1, 1] com my = mp = 6. Supde-

5¢ que cada varidvel z; tenha sido amostrada segundo o esquema descrito no capitulo 5

Neste caso, o nimero de pontos da tabela n—dimensional serd igual a

T:mLXmQX...an.

e 2 T«
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Tabela 7.1. Valores tabulares para uma fungao de duas varidveis

—_—

t=-10|z=-06]z=-02 r=022z=06|x=10

_50 |-—3.2102 | —1.1062 | 1.1062 |3.2102 | 5.0
y=-10 | (1) (2) (3) (4) (5) (

_6.3004 | —4.0451 | —1.3938 | 1.3938 | 4.0451 | 6.3004
y=-06 | (7) (8) (9) (10 | (1) | (12)

_6.0840 | —4.4840 | —1.5451 | 1.5451 4.4840 | 6.9840

y=-02 | (13) (14) (15) (16) | a7 | (18)
—6.9840 | —4.4840 _1.5451 | 1.5451 | 4.4840 | 6.9840

y =02 (19) (20) (21) (22) (23) (24)
_6.3004 | —4.0451 | —1.3938 | 1.3038 | 4.0451 6.3004

y =06 (25) (26) (27) (28) | (29) | (30)

—-5.0 —3.2102 | —1.1062 1.1062 | 3.2102 5.0

y=1.0 (31) (32) (33) (34) | (35) | (30)

l -

Para facilidade de manipulagdo numérica, oS dados serio apresentados também na forma,
da tabela, 7.1 (para p; = P2 = 6).

Considere-se o problema de se estimar por interpolagao ciibica o valor ndo tabular

da fungio correspondente & coordenada cartesiana (z, y) = (04 0.3). No caso da

Interpolacio cibica uni-dimensional, para interpolar a fungao em um ponto z qualquer,

utilizam-se quatro valores. Sempre que possivel, deve-se naturalmente utilizar o valor

Mais central. Isso implicaria se atilizarem dois valores 3 esquerda e dois valores a direita.

No caso aqui considerado, de interpolagao bi-dimensional, o esquema de interpolacdo de-

verd envolver, sempre que possivel

Niimero de coordenadas = d direita )
( duas coordenadas a esquerda + duas coordenadas & ¢7%

X ( duas coordenadas acima + duas coordenadas abaixo )

Caso o ponto a ser interpolado se encontre proximo a um dos vértices, 0 nUMETO

LRV T T
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Tabela 7.2. Restringindo valores tabulares ao sub-paralelepipedo de interpolacéo

zt==-10|z=-06|z=-02]|2=0.2
—6.9840 | —4.4840 | —1.5451 | 1.5451
y=-0.2 (13) (14) (15) (16)
—6.9840 | —4.4840 | —1.5451 | 1.5451
y=0.2 (19) (20) (21) (22)
—6.3004 | —4.0451 | —1.3938 | 1.3938
y = 0.6 (25) (26) (27) (28)
-5.0 —-3.2102 | —1.1062 | 1.1062
y = 1.0 (31) (32) (33) (34)

de pontos a ser utilizado é semelhante, mudando apenas a distribuigio geométrica dos
mesmos.
Serdo utilizados, portanto, 16 valores tabulares. Para facilitar a visualizagdo,
destacamos da tabela acima a sub-tabela com os valores tabulares a serem utilizados:
Primeiramente serd mostrado, de forma construtiva, que as coordenadas vetoriza-

das que serdo efetivamente utilizadas na avaliacao do valor nao tabular da fun¢io poderio

Ser escritas da forma:

C=V+ps (7.9)

onde
® V' amenor dentre as coordenadas dos vértices do sub-paralelepipedo de interpolacio
(no caso aqui considerado, igual a 13). Chamaremos o vértice V' pelo nome de vértice
principal.

® ps é uma lista dos valores fixos para cada grau (n—dimensional) de interpolacio.
Aqui, o grau é igual {3, 3}, que equivale a uma dupla especificacdo de interpolagio

cubica.

Por inspecdo, tiramos para esse exemplo:
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py = vee(Fy) (7.10)
onde vec(.) significa que estio sendo tomadas as coordenadas vetorizadas de (.); sendo
que, para esse exemplo:

001 2 3

6 7 8 9
Py = | (7.11)
12 13 14 15
|18 19 20 21 |

Quer dizer, p; é obtido diretamente a partir da vetorizacao das coordenadas do sub-parale-

lepipedo aqui representado pela matriz Py, que serd designado pelo nome de paralelepipedo

fundamental.

Deve-se observar que p; é funcao dos parametros de amostragem (m

(m1, my, ..., Tn)) © dos pardmetros de interpolagdo (& = (a1, G2, - a,)). Esta
dependéncia pode entao ser colocada da forma:
Pf = Pf (("Ll, ma, --+> Tnn) 3 ((Ll, A2y -+ an)) (712)

A seguir, apresenta-se um esquema eficiente para o calculo das coordenadas vetorizadas

do paralelepipedo fundamental.

Algoritmo 3 1. Faga ; = 0. Defina inicialmente Mo = 1.
mi, Mg, ..., Mn COMO0 nimero de amostras para us coordenadas Ty, T2, -5 Tn
T
Pp=101 ... a |

9. Fagai =i+ 1. Defina
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A sequir, tome

Ly |
Linhas Repetidas
Ly 1
P =[P Py - Pyl + , (H'k___l ak) vezes
(a; + 1) vezes
| Lr |

Tome ps como Pf = vec(Pr)-

3. Sei=mn— 1, pare. Caso contrdrio, volte para 2.)

O esquema, computacional acima poderia ser apresentado de forma mais compacta uti-

lizando produtos de Kronecker. Porém, da maneira acima, o esquema se apresenta mais

transparente e eficiente do ponto de vista computacional.

Apés a implementaqﬁo do algoritmo gcima para o problema proposto no inicio

desta secdio, obtém-se, COMO esperado:

pf:_—[O12367891213141518192021]T

Para facilidade de exposi¢ao, suponha-se que em vez das coordenadas vetorizadas esteja-

se de posse das coordenadas cartesianas. No caso de uma grade de dimensao 2, como

no exemplo considerado, podem-se efetuar interpolagoes ciibicas ao longo de uma das

direcdes. Por exemplo, fixando ¥ = 0.3, podem-se achar os valores de

f(-04, —0.2) Interpolando na primeira linha da tabela7.2.

1

F(=0.4, 0.2) ” sequnda
f(=0.4, 0.6) " terceira ”
£(=0.4, 1.0) ? quarta ”

Como se pode ver no destaque na tabela acima, podem ser climinadas as colunas anteri-

ores, reduzindo-se o problema 2 um problema de interpolagdo sobre 2 reta dos reais.
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Tabela 7.3. Destacando os pontos interpolados paralelamente ao eixo y com a eliminagdo da varidvel z

z=—-10lz=-06 |x=-04 |2=-0.2|2=0.2
ym02 | Gy | (o | 30524 | T | g
y=02 | G0 | Gy |80 |Gy | ')
y=os | @9 | G |26 | on |
y =10 Z351';) —?(’5221)02 —2.1852 _%313(;62 1-(%2

Finalmente, interpolando com respeito a varidvel y, obtém-se f(—0.4,03) =

—3.0045. Note-se que até o ntimero de decimais apresentado na tabela, o resultado exato

seria, f(—0_4, 03) = —3.0048.

Ora, o esquema acima utilizado é bastante geral e é bem facil verificar-se que o mesmo
funciona, para qualquer dimensdo. Tem-se & disposi¢do os mesmos dados que os das coor-
denadas convencionais, s6 que empilhados, e organizados de certa forma. Assim, podem
ser efetuadas as mesmas operacdes desde que o enderecamento seja devidamente corrigido
Para atender ao esquema, vetorizado.

A seguir, serd apresentado um algoritmo apropriado para efetuar a interpolagéio
n~dimensional sobre as coordenadas vetorizadas. Basicamente sio cfetuadas as mesmas
Operagdes de interpolactes que foram descritas acima, com a unica diferenca de se utilizar

0 enderecamento vetorizado obtido com o auxilio do algoritmo anterior.

Algoritmo 4 (Interpolagio n—dimensional sobre as coordenadas vetorizadas)

Sejam K, Ky, ..., Kn, onde m = my XmgX... XMy, 05 coordenadas vetorizadas

associadas aos valores tabulares da funcio K, objeto da interpolagdo que serd realizada,

1. Utilizando o algoritmo anterior, determine as coordenadas do paralelepipedo funda-
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Tabela 7.4. Valores tabulares para problema monovaridvel resultante

y=—0.2 | —3.0524

y=02 | —3.0524

y=0.6 | —2.7536

y=10 | —2.1852

mental, pf .

2. Determine a coordenada V do wvértice principal associado ao ponto z =

(21, 9, ..., Zy) a ser interpolado.

3. Obtenha os valores associados ao paralalepipedo a ser usado na interpolacdo, usando
U=K(V+p;).

Defina, inicialmente como dimens@o do paralelepipedo,

H:ﬁ(ai—i—l).

3=1

4- Faga i = 1,2,...,n e elimine a i-ésima coordenada, efetuando a interpolagdo de

Lagrange.
U()

S_‘“Z“ i (2 =~ XY) | Ulatl+d)
My (X7 = XE) | U(2(ai+1) +23)

=1

Atualize U e H, usando
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Assim, o esquema de interpolacdo direta deve envolver dois algoritmos. No primeiro,
calculam-se as coordenadas vetorizadas do paralelepipedo fundamental. No segundo,

recursivamente, vdo sendo reduzidas as dimensdes do paralelepipedo, até, por dltimo,

Tecair-se em um problema elementar de interpolacio sobre a reta dos reais.

7.3 PROBLEMA DE INTERPOLACAO INVERSA

Definindo a Interpolagio Inversa
Esse problema parece menos comum na literatura. Seu uso menos freqiiente talvez

se deva A restri¢io que os objetos onde se lhes pode aplicar: As fungGes precisam ser

bijetoras e possuir derivadas até certa ordem.
Considere-se uma grade n—dimensional com valores de uma funcdo de n varidveis

(valores tabulares) associados a cada um dos pontos da grade (vértices). O problema
direto consiste em se avaliar o valor da funcdo em algum ponto intermedidrio, i.e., em um
ponto que nio pertenca a um dos vértices a partir dos valores tabulares. O problema in-
VErso consiste em, dada uma n—upla de valores de um mapeamento bijetor e diferencidvel

até os graus definidos para cada uma das fungbes coordenadas, avaliar o argumento do

tal mapeamento. Em termos simples,

@) () = 28
!l (2) = 2", encontrar o valor de x.

Ou de forma compacta:

Dado z=0(z), achar z=07"().

Visando obtencao de um algoritmo para esse problema, perturba-se a varidvel z, para

5 obter uma perturbacgao correspondente na varidvel z,
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00 (z)

9 x Az.

2+ Az=0(z+Az)~ O (z) +

Visto trat o di
. . o . .
se de uma transformacio difeomérfica, a matriz jacobiana resulta sempre in-
versi i i
sivel. Um problema, que se teve que solucionar foi a obtencdo de uma boa aproximagao
ara . . ~ . e
para a matriz jacobiana. A solugdo aplicada foi utilizar-se os algoritmos de interpolagao
direta pa; 1 i a
ra estimar uma boa aproximacao par 17 j 1
p cdo para as entradas da matriz jacobiana, cada vez
nov i 0 a i
as aproximagoes sdo obtidas para as coordenadas do campo vetorial 2.

L . . ~
ogo abaixo, se apresenta uma implementacao do algoritmo:

Al OI‘i . ~ . . .
goritmo 5 (Interpolagdo inversa n—dimensional utilizando as coordenadas vetoriza-
das)

Sejam as colunas associadas ds coordenadas vetorizadas do campo z = O(z) =
z(l) T (2) (. n) (1T ~ : 4l
[2W(z) 2O(z) ... 2M(x)]", transformagao difeomdrfica do vetor x.

Seja a matriz por blocos

b=[p" D* ... b, (7.13)

0 LN A o . . . ~
nde cada bloco Di é a matriz obtida mediante a aplicagdo da versdo matricial do operador
d . " , ~ \ .z ]

erivada parcial em relagao a varidvel £@. Dado um determinado valor da varidvel de
e A N . . . \ . 7/ - ’

stados transformada zin, & satda do algoritmo, obtém-se o valor da varidvel de estados

Tin, cuja transformada ( o enos de erros de interpolagdo) equivale a Zy,.
1. F(lg}a,;l," = {1:07 k} = 0.

, . o
2. Enguanto ||zim — 2| < tolerdncia especificada, faga o que se segue. Para o valor de

1y, utilize o algoritmo de interpolagdo direta para calcular

e Linha da matriz D, aprozimagdo de acordo com o grau de interpolagdo especifi-

cado para os elementos da matriz jacobiana.

e Linha da matriz Z, aprozimagoes sequndo o grau da interpolacdo especificada

para os elementos do vetor transformado z.

e o i

T
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Use o algoritmo de Newton-Raphson para atualizar o valor de z,

g+l = gk 4 (zin - zk) ,

onde J ¢é a matriz jacobiana, obtida pelo arranjo da linha correspondente a inter-

polacdo da matriz D (7.18) para o valor atual de T (ou seja, Ty

3. Se o erro for aceitdvel, pare. Caso contrdrio, volte para 2.




CAPITULO VIII

EXEMPLO

Considere-se o sistema descrito por

Zg + é$1$2 -10
T (8.1)

&=
u
—2x; 3+ cos (\/x% + :v%)

Usando as 0 1
- as expressoes para fi, fa, g1, g2 acima, foram construidos as matrizes
L e M. A 0 i
s funcbes coordenadas dos campos vetoriais f e g amostradas sao exibidas
na Fig.8.1. Com a tolerancia utilizad -5
t ia utilizada, 107, obteve-se um espago solugdo de dimensdo 6,
satisfazend ico isténci
o as condicdes de consisténcia. Uma combinagcio adequada foi tomada de forma
a satisfazer ica 50 triviali
o a condicdo de ndo trivialidade. Com isso, obtiveram-se as novas coordenadas
2 e 2 2) ~ . .
e as funcdes linearizantes o e mostradas na Fig. 8.2.
Os podl i
pélos da malha fechada foram selecionados para estabilizar o sistema. O sis-

tema
malha-fi i si :
echada foi simulado para um conjunto de condicdes iniciais representativas.

Para o~
cada :
posicio = no espago de estados foram construidos as fungdes de realimentagao

lineari
rizante Vi . x . .
s (e B) utilizando interpolagao pohnomlal a partir dos valores discretos as-

sociados Srti
a g 7, . ’ . P
os vértices das células hiperciibicas armazenados nos vetores & e g

Os r i 3 : :
esultados da simulagdo podem ser resumidos nos graficos Ty X T2 mostrados

na Fig.8.3.

Jinearizante mais a agao da realimentagdo sejam

a do sistema permanecer

Supondo que a transformagao

eXata.S 1 3 ’ ~
no interior do paralelepipedo, entao, enquanto a trajetori

N0 interj .~ . - iqe
erior da regiao de interpolacao, a estabilidade estard assegurada.

terpolagao, 0 calculo dos co
Jelepipedo pode

Uma vez que a trajetoria escape da regido de in eficientes

inamico no interior do para

da i ~
a interpolagio baseado no comportamento d
«terior. Entretanto, de-

¢do do sistema na regido e

ser utili . . .
utilizado para aproximar a lineariza
ge da regiao de interpolacao,

Pendendo da amplitude do afastamento da trajetdria para lon
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Figura 8.3. Trajetdrias de estado para A={-0.8 +;0.4,-0.8 - 40.4}

3

Figura 8.4. Trajetorias de estado para A={-1.0+0.5,—1.0 — 70.5}
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Figura 8.5. Trajetorias de estado para A={-1.2 + j0.6, —1.2 — 0.6}

talvez ndio mais ocorra a estabilidade. Fste fato as vezes pode causar que a regido efetiva

de estabilidade seja menor que a regido de interpolagao.

Estes argumentos justificam a importancia da seleao adequada dos pélos do sis-

tema linearizado com o objetivo de limitar o sobredisparo das trajetdrias do sistema,

principalmente, préximo s fronteiras da, regido de interpolagao. Na pratica, como pode

nsiderado, com uma escolha adequada dos polos da malha

ser comprovado no exemplo co

fechada, a regido de estabilidade pode até ser ampliada.




CAPITULO IX

CONCLUSOES

Neste trabalho, foi tratado o problema da linearizagdo exata de um sistema nao li-

near por meio da realimentacio dos estados. Considerou-se o caso particular mas freqiiente

em Engenharia em que a equagdo dindmica do sistema é afim com respeito ao vetor de
controle, Para que se logre a linearizagdo exata de um sistema nao linear afim, alguns
obstdculos necessitam ser transpostos. O primeiro obstédculo é decorrente do problema,

da medicio ou estimagdo dos estados. O segundo tem que ver com as condigdes severas

que necessitam ser atendidas para que o problema seja consistente. Por 1ltimo, vem o
Problema da efetiva avaliagio da solugdo do problema quando o mesmo é consistente.
Neste texto, sdo considerados os dois Gltimos problemas. No caso em que o sistema
admite solugfio exata, essa, em geral, é nao Gnica. Aqui, foram apresentados resultados
relacionados com o problema da nao unicidade. Mediante um teorema, mostrou-se que

todas as possiveis solugdes para o caso em que 0 problema é consistente podem ser constru-
idos de forma sistem4tica a partir de uma solucdo primeira coordenada qualquer. Alguns
€xemplos foram apresentados para ilustrar como se pode tirar proveito da ndo unicidade
com o objetivo de obter para o sistema urm comportamento dindmico mais geral e satis-

fatério.

Mesmo no caso de o sistema admitir uma solucdo exata, ndo existe um método
Sistemético para se constrir uma prospectiva solucdo. A construgdo da solugdo para o
sistema de equacoes a derivadas parciais pode ser levada a cabo por meio da prova de
suficiéncia do teorema de Frobenius, 2 qual, construtivamente, converte o problema de
®quagdes a derivadas parciais em um conjunto de equacdes a derivadas totais ndo lineares.
4 derivadas totais, em geral, ndo existe uma maneira

I\ ~
Mas, mesmo para o caso de equagoes
possivel, de um tremendo

sistemética de se construir a solugdo, sendo essa, MESIO quando
oblema, primeiro procedeu-se &

grau de dificuldade. Para lidar numericamente com O pr
as analiticas com respeito as coorde-

vetorizaco fungoes coordenadas do sistema, supost
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nadas de estados. Usando-se interpolacio polinomial e produtos de Kronecker, obteve-se
uma aproximacdo da forma matriz-vetor para o operador derivada direcional. Assim,
converteu-se o sistema de equacdes a derivadas parciais em um sistema de equagoes linea-
res homogéneas. A perspicécia obtida do estudo da ndo unicidade da solugdo prové a base
para a compreensao dos problemas numéricos a serem resolvidos na construcdo da solugdo
polinomial: primeiro tem-se que resolver um sistema de equagdes lineares homogéneas.
A seguir, com o conjunto solucdo obtido anteriormente, deve-se tomar uma combinagao
linear que satisfaca uma condicio de nio trivialidade. No caso de admitir o sistema uma

solucdo apenas aproximada, constréi-se uma solucgdo no sentido dos quadrados minimos.

A solucdo obtida é descrita como implicitamente polinomial, no sentido dé que,
em vez de coeficientes de polindmios, sdo produzidas as solucdes nos vértices hiperciibicos
10 interior do paralelepipedo, dominio dos estados para os quais se constréi a solugdo. Os
demais resultados para o problema sao construidos utilizando métodos de interpolagao
polinomial. Virios algoritmos foram apresentados para lidar com o problema da constru-

¢do0 dos valores fora dos vértices hiperctibicos utilizando as coordenadas vetorizadas.

Apresentam-se a seguir algumas sugestoes para pesquisa futura.

Neste trabalho, considerou-se apenas o problema da linearizagao total usando in-
terpolagio polinomial. Um desdobramento natural consiste em se considerar o problema
da linearizacdo parcial mediante uma adaptacao apropriada do método ora proposto. Para

isso, deve-se incluir um procedimento para a estabilizagdo do subsistema residual.

Também, neste texto, apresentou-se apenas o tratamento de sistemas de uma sé
entrada. Sugere-se que se considere no futuro o caso de sistemas de miltiplas entradas e

miltiplas saidas. Alguns resultados aqui apresentados sdo facilmente extensiveis para o

caso multivaridvel.
Resultados de simulacdo confirmam a expectativa de uma concentragdo maior de

erros de interpolagio préximo as fronteiras do paralelepipedo. Uma sugestdo para futuras

pesquisas consiste em se utilizar espacamento ndo uniforme a fim de reduzir a concentragéo

de erros de interpolacio préximo as regioes limitrofes.

Dependendo da geometria do sistema héa outros tipos de interpolacdao mais apro-

priados para aproximar o comportamento dinamico do sistema. Por exemplo, se uma

das fungdes coordenadas de um sistema exibe um comportamento periédico (ou quase
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periédico) em uma certa direcdo, parece que a expansio em séries periddicas ao longo de

tal direcdo se apresenta como uma opcio bem mais natural. Os argumentos acima justi-

: ficam a implementacdo de métodos mixtos de interpolacdo. No entanto, sé a experiéncia

dird se os resultados serdo suficientes para justificar tal complicagio adicional.
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