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Resumo

Neste trabalho apresentaremos espacos normados classicos estudados em Andlise Funcional, incluindo
espacos de sequéencias, espacos de funcoes continuas e os espacos Ly, e Lo. Também apresentaremos
e demonstraremos alguns resultados classicos dessa teoria, a saber: o Teorema de Banach-Steinhaus,
o Teorema da Aplicacdo Aberta, o Teorema do Gréfico Fechado e, as formas vetoriais e versoes

geométricas do Teorema de Hahn-Banach.

Palavras-Chave: Espacos Normados, Espacos de Banach, Operadores Lineares Continuos



Abstract

In this work we will present some classical normed spaces studied in Functional Analysis, including
spaces of sequences, spaces of continuous functions and the spaces L, and Lo,. We will also present
and demonstrate some classic results of this theory, namely: the Banach-Steinhaus Theorem, the
Open Mapping Theorem, the Closed Graph Theorem, and the geometric and analytic versions of the

Hahn-Banach Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da Anadlise Funcional tem como foco principal os espagos vetoriais normados, entre eles
os espacos de Banach, e as transformacoes lineares continuas entre tais espacos. Pode-se perceber
entao que a teoria de Andlise Funcional tem relacdo com a teoria de Algebra Linear. A diferenca que
temos entre o estudo dessas teorias é que em Anélise Funcional preocupa-se com a continuidade das
transformacoes lineares em espagos de dimensao qualquer enquanto a Algebra Linear nao. Isto se deve
ao fato de que uma transformacao linear definida em um espaco vetorial de dimensao finita, munido
de uma norma qualquer, é sempre continua.

Em 1903, J. Hadamard comecou a chamar transformacoes lineares que assumem valores em um
corpo de escalares de funcionais e, em 1922, P. Levy publicou um livro onde apareceu pela primeira
vez 0 nome desta teoria chamada Andlise Funcional.

O conceito de norma surgiu entre 1920 e 1922 em trabalhos publicados pelos mateméticos N.
Wiener, E. Helly, Banach e H. Hahn. A defini¢cdo usada atualmente foi apresentada por Banach em
sua tese defendida em 1920 e publicada em 1922. Quando a teoria surgiu, Banach e seus colegas
chamaram os espacos vetoriais normados completos de espacos de tipo B. Mais tarde, em 1928, M.
Fréchet cunhou o termo espaco de Banach, que é um dos conceitos basicos da Anélise Funcional.

Um dos teoremas principais da Analise Funcional é o Teorema de Banach-Steinhaus, que foi provado
em 1927 em um artigo publicado por Banach e Steinhaus. Ambos deram grandes contribui¢es em
Anadlise Funcional e tiveram papéis centrais na escola polonesa do século XX. Mais tarde em 1932 mais
dois teoremas importantes foram provados. Conhecidos hoje como Teorema da Aplicacdo Aberta e
Teorema do Gréafico Fechado tais resultados foram provados por Banach e sdo considerados o marco
fundador da Anaélise Funcional.

Formas diversas do Teorema de Hahn-Banach foram provadas por Helly em 1912 e por Hahn em

1922. Em 1927 Hahn publicou uma demonstracao do teorema para funcionais lineares definidos em



espacos de Banach. Sé em 1929 Banach demonstrou o Teorema de Hahn-Banach para funcionais em
espacos normados. O caso complexo do Teorema de Hahn-Banach foi demonstrado em 1936 por F.
Murray para funcionais lineares definidos no espaco Ly, p > 1. O caso mais geral foi mostrado mais
tarde em trabalhos publicados por G. A. Soukhomlinov e por H. F. Bohnenblust e A. Sobezyck.

Em 1933 uma primeira versao das formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach foi mostrada

por Mazur. A partir de entao resultados similares passaram a ser chamados da mesma maneira.
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Capitulo 2

Espacos Normados

Neste capitulo serdao apresentadas desde as definicoes bdsicas, tais como norma e espago vetorial
normado, seguindo em direcdo a resultados sobre espacos de Banach. Pelo caminho serao estudados
0s comportamentos de espacos normados especiais na teoria de Analise Funcional, sdo eles: os espacos
Ly, p > 1 e os espacos de sequencias.

Como todo espaco normado é um espac¢o métrico, tamhém estudaremos um pouco da topologia em
tais espacos, em particular, as propriedades que dizem respeito a compacidade e separabilidade. Essas
propriedades sao essenciais para o estudo dos operadores lineares continuos. Neste capitulo utilizamos

como referéncias principais [1] e [5].

2.1 Definicoes e primeiros exemplos

Definigao 2.1.1. Seja E um espaco vetorial sobre K (onde K =R ou C). Uma funcéo || -|| : E = R

€ chamada de norma se salisfaz as sequintes propriedades:

1. ||z|| > 0 para todo x € F e ||z|| =0 < x = 0.
2. ||ax|| = |al||x|| para todo a € K e todo x € E.

3 M +yll <l +[lyll para quaisquer 2,y € E.

Um espaco vetorial munido de uma norma chama-se espaco vetorial normado ou espago nor-
mado. Todo espac¢o normado é um espago métrico com a métrica dada por d(x,y) = ||z — y||, como

podemos verificar abaixo:
1. d(z,x) = ||z — 2|| = 0.
2. x#y=dy) =llz—yll >0
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3. d(w,y) = |l —yll = |ly — af] = d(y, ).
Ao d(w, 2) = le =2l = lle —y +y =2l <l —yll + [ly — 2| = d(z, y) + d(y, 2)-

Dizemos que a métrica d é induzida pela norma || -||. Assim podemos aplicar toda a teoria de espa¢os
métricos aos espagos normados. Em particular, uma sequéncia em um espaco normado F é convergente

para um vetor x € E se limy, o0 ||2n — || = 0.

Definicao 2.1.2. Uma sequéncia (xn)o0 | de elementos de um espagco métrico E é dita de Cauchy, se

para todo € > 0 existe ng € N tal que, para todos m, n € N com m,n > ng, temos
d(Xm,xn) <€

H&a uma relacao entre sequéncias de Cauchy e sequéncias convergentes. E possivel demonstrar que
toda sequéncia convergente é de Cauchy mas nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. E é por

este fato que temos a seguinte definicao:

Definicao 2.1.3. Um espago mélrico E € dito completo quando toda sequéncia de Cauchy de ele-

mentos de I£ € convergente.

Com estas definigoes podemos definir e demonstrar alguns resultados importantes em Anélise

Funcional.

Definicao 2.1.4. Um espaco vetorial normado € chamado espago de Banach quando for um espago

métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo 2.1.1. Seja X um conjunto ndo-vazio. Uma funcdo f: X — K ¢ limitada se sua imagem
for um subconjunto limitado de K, ou seja, existe M > 0 tal que |f(x)] < M para todo x € X. O
conjunto B(X) de todas as fungoes limitadas f : X — K € um espago vetorial com as operagoes usuais

de funcdes. E torna-se um espago de Banach com a norma
1 flloo = sup [f(@)].
zeX
Vejamos que ||.||o satisfaz as condigdes para ser norma.
L flloo = sup{|f(x)] : 2 € X} 20 e [|f[loc =sup{|f(x)] ;2 € X} =06 f(x) =0, V 2 € X.
2. |laflloo = sup{laf ()| : @ € X} = sup{lal|f(@)| : @ € X} = |a|sup{| f(2)] : ® € X} = [a][| f]|0-

3 M+ glloo = sup{[f(@) + g(@)| - @ € X} < sup{|f(2)| + |g(@)] - @ € X} < sup{[f(z)| : @ €
X} +supflg(@)] - v € X} = [|flleo + |9]loo-
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Entao, ||f||co € uma norma em B(X).
Mostremos que B(X) € espaco de Banach, para isto sé falta mostrar que este € um espago completo.
Seja (fn)i uma sequéncia de Cauchy em B(X). Dado ¢ > 0 existe ng € N tal que || fm, — ful] <,

para todo n,m > ng. Assim, dado x € X tem-se
€
[fm(@) = Jn(@)] < sup{|[n(2) = fm(2)| s 2 € X} <o, ¥ m,n > no.

Entao (fn(x))52 € de Cauchy em K, para todo x € X, e como K é completo (fn(2))S2  é convergente.
Defina f: X — K por f(x) =lim,—o fn(x). Vamos mostrar que f € B(X) e que fn, — f.

Fazendo m — oo temos
Sup{|fn($)—f($)|:LEGX}§§<E, VY n>ng. (2.1)

Como (fn)2 1 € de Cauchy, (fn)22, € limitada. Assim existe M > 0 tal que || fu||lco < M, para todo
n € N, ou seja, |fu(x)] < M, para todo x € X e para todo n € N. Como f, — f, dado ¢ = 1, existe
ng € N tal que

|fnlx) — f(2)] <1, V¥V n>ng, xe€lX.

Em particular, para no vale que

|fro(®) — f(2)| <1, V2 e X
—|fno@)| + f(z)] <1, V2xeX

If(@)] <1+ |fog(@)| =1+ M, V2eX.

Assim, mostramos que f é uma funcao limitada, logo f € B(X). FE wvoltando em (2.1) seque que

fa — f. Dat, podemos concluir que B(X) é espago de Banach.

Proposicao 2.1.1. Sejam E um espaco de Banach e I um subespaco velorial de 5. Entdo I é um

espaco de Banach com a norma induzida por E se, e s6 se, F' € fechado em E.

Demonstra¢do. (=) Suponha que F' é um espago de Banach e tome (x,)5>; uma sequéncia em F
tal que 2, — x em E. Entao, (2,)22; é de Cauchy em [ e, portanto, convergente em F, pois I é
completo por hipétese. Entao existe y € F' tal que x, — y. Pela unicidade do limite da sequéncia,
temos que x = y. Logo, F' é fechado.

(<) Suponha F' fechado em FE e seja (x,)o.; uma sequéncia de Cauchy em F. Entao (z,)o. é de
Cauchy em FE e, portanto, existe ¢ € I tal que ¢, —» x. Como F' é fechado segue que = € F'. Logo,

I é completo. ]

13



Exemplo 2.1.2. Seja Cla, b| o conjunto das fungoes continuas de [a,b] em R. Cla,b] é um subespago

vetorial do espago de Banach Bla,b] e portanto é um espaco normado com a norma

[flleo = sup{| /()| : « € [a,b]} = méx{|f(z)] : x € [a, b]}.
Vejamos que Cla,b] é um espago de Banach pela Proposicdo 2.1.1, logo basta provar que Cla,b] é

subespago fechado de Bla,b]. Para isto observe que se f, C Cla,b] e f,, — [ em Bla,b|. Seque de ([2],

Teorema 9.2) que f é continua por ser limite uniforme de func¢ées continuas, ou seja, f € Cla,b).

Exemplo 2.1.3. Definimos o espago das funcdes continuamente diferencidveis por
CYa,b| := {f : [a,b] = R : f é diferencidvel em [a,b] e f' € C[a,b]}.

De forma usual, nos extremos consideraremos os limiles laterais correspondentes. Podemos observar
que C'a,b] € subespaco vetorial de Cla,b]. Entretanto, veremos mais adiante que C'la,b] néo é
fechado em Cla,b| e portanto nao é completo na norma ||.||s, pela Proposicao 2.1.1. Consideremos

outra norma neste espaco

1 Aller = (1 flloo + 11 loo-

Vejamos que ||.||c1 satisfaz as condigdes para ser norma.

Llfller = 1 lloo + 11/ llso 2 0

€

1fller = 1fllse + 11 lo0 =0 & [|flloc =0 € [|f]lc =0 f =0.
2. Mlafller = llaflloo +laf oo = lalllflloe + lalllf'llec = lal(|[f1leo + 1/ lloc) = lalll fllc1-

3.+ gller = 11f + glloo + 11 +9) oo <1 flloo + lglloo + [[fllee +119llo = I fllcr + llgller-

Assim, Clla, b] é um espaco normado com a norma ||.]|c1.

Provemos que (C1a,b],||.||c1) € um espago completo. Dada uma sequéncia de Cauchy ()2, em
(CHa, bl [[llen), como [[fllee < |Ifllor e 1/l < [Ifllcr. seque que as sequéncias (fu)p>y e (fh)
sao sequéncias de Cauchy em Cla,b|. Do exemplo anterior sabemos que C'la, b| é completo, logo existem
f,g € Cla,b| tais que f, — [ e [, — g uniformemente. Por outro lado, pelo Teorema Fundamental

do Cdleulo podemos escrever

) = 1uta) = [y
para todos x € [a,b] e n € N. Tomando o limite quando n — oo, conclutmos que f € Clla,b| e que
' =g. Seque que f, — f em Clla,b]. Assim, podemos concluir que C'[a,b] é completo e portanto

espaco de Banach.
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Podemos definir o espago das funcdes duas vezes conlinuamente diferencidveis por
C?la,b] = {f : [a,b] = R: f é diferencidvel em [a,b] e f' € C'a,b]}.
De forma andloga, C?|a,b] se torna espaco de Banach com a norma
1 flle2 = 1f1leo + 11 oo + 11" oo-
Indutivamente, para k € N, definimos o espago das funcoes k vezes conlinuamente diferencidveis por
C* = {f:]a,b] > R: f ¢ diferencigvel em [a,b] e f' e C* ta,b]}.
Temos de maneira andloga que C* se torna espaco de Banach com a norma

1Al er = 11 Fllos + 11 Moo+ 4 11FP)] |-

Agora o objetivo sera demonstrar que todo espaco de dimensao finita é completo, para isto sera

necessario o lema a seguir.

Lema 2.1.1. Seja B = {x1,...,2n} um conjunto de vetores linearmente independentes de um espago

normado. Entdo eriste uma constante ¢ > 0, que depende do conjunto B, tal que
lla121 + agze + - + an®nl| > c(lar] + |az] + -+ [an|),
para todos ai, ..., 0, € K.

Demonstragdo. Vejamos que || - ||4 : R* — R, dada por

n
(a1, an)lla = | aja
=1

é uma norma em R"™:

Ll il = [0y a2 00 = ll(an, - anlla0 & |0 ajas | = 0 S0 asay = 0
Sa;=0Vi=1,....ne (a,...,a,) = 0.
2. Nlalar, s an)lla = | S5y alasag) | = o 5y agas | = lal [ aes| = lal - TiGar, @)l

3. (a1, - - an)+(b1, .- ba)l[a = HZ?:1<aj +bj)$jH = HZ}L a;e; + 355 bj%’H < HZ;L aj%’HJr
|55t |
= [[(a1, .. an)l|a +||(b1, .-, balla.
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Como ||(a1,...,an)||1 = |a1] + - + |an| também é norma em R™, por ([3], Teorema 8]), existe ¢ > 0
tal que

[larz1 + agxe + - - - + anxy|| > cllar| + |az] + - + |an)).

A demonstragdo ¢ andloga no caso de C”. O

Teorema 2.1.1. Todo espago normado de dimensdo finita € um espaco de Banach. Consequente-

mente, todo subespago de dimensao finita de um espago normado E € fechado em FE.

Demonstra¢do. Sejam E um espaco normado de dimensao finita e B = {f; ..., 3,} uma base nor-
malizada de F. Dada uma sequéncia de Cauchy (x;)7°, em [, para cada k € N, existem tnicos
escalares (agk), - .,afzm) tais que zp = agmﬁl + ...afzk)ﬁn. Dado ¢ > 0, pode-se tomar ng € N tal
que ||zr — xm|| < ce para todos k,m > no, onde ¢ é a constante do lema anterior para o conjunto

linearmente independente B. Segue que
- 1 1
k k
ol = af™ <~ |3 = ™8| = < llow — wnll < e, Vhym 2 no.
j=1

, ) . k
Dal, para cada j = 1,...,n, a sequéncia de escalares (a<. )

7
(k)
7

)52, é de Cauchy e, portanto, convergente.

Seja b; = limg_y0 @y’ para j = 1,...,n. Neste caso, temos

IR
hlgnzyaj —bj| =0.
]:

Definindo 2 = 0181 + -+ - + b, 3, temos x € E e

n

h]£n||xk—x||fh]£n ;(aj — ;)55 Sh}gn;mj —bi| =0.

Assim, podemos concluir que z; — x. Portanto, F é espaco de Banach.
Além disso, sendo F um espaco normado qualquer, todo subespaco de dimensao finita de £ sera

Banach pelo que acabamos de provar e, em particular, serd fechado em E pela Proposicao 2.1.1. [

Vejamos agora que entre espacos normados de dimensao infinita existem espagos de Banach e

espacos que nao sao de Banach.

Exemplo 2.1.4. Denotaremos por co o conjunto de todas as sequéncias de escalares convergentes para
0, ou seja,

co = {(ag)>; : ax € K para todo k€N e ap — 0}.

Podemos ver que co € um espaco vetorial com operacoes usuais de soma e multiplicagdo por escalar

de sequéncias. Além disso, cy € um espago normado com a sequinte norma:
[[{ak) 71l = sup{lax| : k € N}.
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De fato, vejamos que ||.||oo satisfaz as condigoes para ser norma:

1. |[(ar)2|leo = sup{lar| : k €N} >0 e

[[(ar)?o (]loc =sup{lar| :k €N} =0 |ap] =0, V ke N ap =0, VkeN.

2. [la(ar)iZlleo = sup{laap| = k € N} = sup{lallax| : k € N} = [a|sup{lax| : k € N} =

|l (@) 72 1 lloo-

3. \(ar + be)i qlleo = sup{lar + br| : k € N} < sup{lax| : £ € N} + sup{|bx| : kK € N} =

[{ar)72 1 oo + 11(br)E21 [foo-

Mostremos agora que co € um espaco de Banach. Seja (2,)52 1 uma sequéncia de Cauchy em cg.

Escrevamos x, = (afzm)zozl para cadan € N. Para cada j € N, vale a desigualdade

) — o] < supflaf®) — o] k € N} = Jlzn — 2o
Assim a sequéncia (afﬂf))ff’:l

n — oo temos al) — a; para cada j € N. Chamando x = (a;)

€ uma sequéncia de Cauchy em K. Logo (ag))ff’:l € convergente. Quando

0

=17 vamos checar que r € Ccy € que

Ty — X

Primeiramente mostremos que x € cg. Dado € > 0, existe ng € N tal que
m,n >ng = ||Tm — Tnlleo <€

= sup{|a® —a®| : para todo ke N} <e
= |alf) — | <
Fazendo m — oo temos |an, — aj| < ¢ para todo k € N. Daf, |a;| < ¢ + |a§{3| para todo j € N.

Agora x,, = (afzj)) € co. FEntao existe jo € N tal que se 7 > jo entdo |a7%)| < €, o que implica

laj| < e+ |a7%)| < 2¢. Logo, a; — 0, ou seja, x € cg.

Mostremos que xn, — x. Dado € > 0, existe ng € N tal que
m,n > no = ||Tm — Tnlleo < €.

Dai, seque que

m,n > 1o = ||m — Znlles = sup{|a® —alP| ke N} <e.
Fazendo m — oo temos
|| 2n — )]0 = sup{|al® —ax| : k €N} <€, ¥ m,n > no.

Portanto, x, — x.

Portanto, cg € espago de Banach.
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Exemplo 2.1.5. Denolemos agora por coo 0 subespaco de co formado pelas sequéncias evenlualmente

nulas, ou seja,
coo = {(ag) € co : existe ko € N tal que ar =0 para todo k > ko}.

20,..) o, = (L4,

Considere os vetores x1 = (1,0,0,...), xo = (1,5, ,(),...),.... Temos

100

entdo que (xn) € sequéncia em cop . Tomando x = <E>k:1 L

e i 0,

€ cp, seque que ||x, — 2||eo =
ou seja, xn, — x em co. Como x & coo, resulta que cop nao € fechado. Da Proposicio 2.1.1, cop € um

espaco normado incompleto, portanto nao é espaco de Banach.

2.2 Espacos de sequéncias

Para cada nimero real p > 1, definimos

[e @]
Ly = {(a;)721 :a; € K paratodo j €N e Z la;|P < oo}
j=1

Consideremos em £, a seguinte norma

3 =

>

H(a)52allp = | D lal?

=1
Vamos mostrar que £, é um espaco normado e espaco de Banach com a norma anterior, para isto

alguns resultados sao necessarios.

Proposicdo 2.2.1. (Desigualdade de Hélder para sequéncias) Sejam n € N e p,q > 1 tais que

1,1 ~
5+5f1,Emfa0 1

n n E n q
b P |4
E |ajb;| < E [ . E b5
Jj=1 Jj=1 Jj=1
PATQ QUAISQUET G,y . . -y Oy, D1, o, by
Demonstragao. Primeiramente demonstremos que a desigualdade abaixo é valida para quaisquer a e

b positivos:

1
ar - b

Q=

<= (2.2)

e
SRS

Para isso, consideremos para cada 0 < o < 1, a fungao f = f, : (0,00) = R dada por f(t) =t* — at.
Note que f tem maximo em ¢ = 1 e portanto t* < at + (1 — «) para todo ¢ > 0. Fazendot = ¢ e

o= 1—1) obtém-se (2.2). De fato,

(0 <a(2) 10 00 a1l
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Note que 1 —a = %. Daf temos que

11 g b
ar - b1 < — 4 —.
P q
Observe que para a = 0 ou b = 0, (2.2) é valida.
Tomemos a, b da seguinte forma
a:lP b.l4
] b

~—n 1 - e b: —n .-
Zj:l [ > i1 1bsl

Substituindo a e b em (2.4) obtemos

1
lag P " 1619 1 | [” = 16519
Z?:l 21 Z?:l |b;]4 N Z?:l 21 q Z?:l |b;]4

Jay| b, 1( Jagl? ) 1( b1 )
= T < - 7 | t- =

I 1 7 ) v 1hle
(Z;L:1 |a]|p) P (Z?:1 |b]|q) p Z]:l |a/]| q Z]:l | ]|

Q=

N

1 P 1 |9
= |afb| 1§—<n|a+|p>+—<n|b+|q>, Vi=1,2,...,n
(Z’T‘ 1|ajlp)5(2” 1|bj|q)E P Zj:1|aj| q Zj:1|bj|
Jj= Jj=

Somando as desigualdades para cada j, teremos

> i1 la;.byl 1 Z?:l |a;[? 1 Z?:l 16517 1 1
1 1 S - Y2 + - T - - + I 1
(Z;L:1 |a]|p) P (Z;L:1 |b]|q) q P Zj:l |a/j|p q Zj:l |b]|q P q

Assim, podemos concluir que

P q

n n n
> lagbsl < | > lagl? > byl
j=1 Jj=1 Jj=1

Proposicao 2.2.2. (Desigualdade de Minkowski para sequéncias) Para p > 1, temos

1 1

LA

T P n n p
Sola+07 ) < D lagP ]+ DIl
j=1 j=1 j=1

para quaisquer n € N e escalares ay, ..., an,b1,...,b,.

Demonstragao. Se p = 1, a desigualdade segue da desigualdade triangular do valor absoluto. Suponha
p > 1. Temos que

3

Z|a]+b| Z|aj+b P~ a; + byl

3

n
< lagllag 4+ 05714+ [bylla + by[P

j=1 j=1
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Se % + % =1, entao (p — 1)q = p, e segue da Desigualdade de Holder que

n n p n
D agllby +aP < Y gl ) D lay + bl
j=1 j=1 j=1

Q=

3 =
ey

D bl +aglP Tt < [ D Mo ][ D D lag 46,1
i—1 :

j= 1 ]:1
Logo, teremos

1 1 1
D ag+bslP < [ D lay + byl S lagP ]+ [ Dbl
j=1 j=1 j=1 j=1
Como 1 — % = %7 obtemos entéo
1 1 1

n P n P n 2

Z|aj+bj|p < Z|aj|p + Z|bj|p

j=1 j=1 j=1

O

Verifiquemos que £, é espaco normado para 1 < p < co. Observe que £, é um espaco vetorial com
as operacOes usuais de soma de sequéncias e multiplicacdo por escalar. Mostremos que |[|.||, é norma
em £p. Sejam x = (@) e y = (y;)72; € Lp.

1

Ll = (32521 lasl7) ™ 2 0 e também

E 00
=0e ) |7 =0yl =0,VjeNew; =0, VjeN

[e @]
el = 0 & | D lajl?
j=1 j=1

2. Seja a € K,

P

[e @] [e @] [e @]
lazllp = | D laaiP ) = | D lallasl | =lal | D lagl” | = lalllzllp-
j=1 j=1 j=1

3. Temos pela desigualdade de Minkowski para sequéncias que
1 1

1 1
e+ ylly = (520l +w3l?) " < (S laal?)” + (S5 lusl) = llally + lyll.
Logo, ¢, ¢ um espa¢o normado com a norma ||.||,.

Mostremos agora que £, é espaco de Banach. Seja (z,)2° ; uma sequéncia de Cauchy em £,. Seja
(n)

P (:Ej )32 para cada n € N. Entdo, dado e > 0, existe ng € N tal que

P

(o)
[|Zr, — Tmllp = Z |£E§n> — wgm)|p <e YV m,n >ng. (2.3)
j—1
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Em particular,

i — 2 < —anllp <, YV mn=no eV jEN.

Logo, (:E;m)??f’:l ¢ uma sequencia de Cauchy em K para cada j € N. Seja a; = 7}1_)1{.10:10;7” para cada
j €N, e sejax=(a;)32,. Provemos que x € £}, e que (x,);%; converge a .

Segue de (2.3) que

3=

k
Z|x§”>—x§m>|p <e¢, Vmmn>ng e keN.

Fazendo m — oo, obtemos

k
ngn)_aﬂp <e¢ Vn>ng e keN.

Logo,

3 =

Assim, x,, —x € £y, e ||z, — ||, < ¢, para todo n > ng. Dal, x = (x —2,) + 2, € £, € ||z, — 2|[p — 0.

Portanto, podemos afirmar que £, é espaco de Banach.

Para p = oo, definimos £, como o espaco das sequéncias limitadas de escalares, ou seja,
loo ={(a;)721 1 a; €K, ¥V j €N e sup|aj| < oo}.
JEN

Podemos observar que £, é espaco vetorial com as operacoes usuais de soma de sequéncias e multi-
plicacao por escalar.

Mostremos que ||(a;)32;||co = sup{|a;| : j € N} é uma norma em £o.
1. llalloo = supflas] : j €N} = 0
l|z]|oo = sup{|a;| : j eN} =0& |aj] =0,V jeN&sa; =0,Vj €N
2. |lax[|oo = supflaay| - j € N} = sup{[alla;| - j € N} = |a[sup{|a;| : j € N} = |a]||2]]co.
3. |z +ylleo = sup{las + b : j € N} < sup{la;| : j € N} +sup{[b;] : j € N} = [[[[oc +[|y]]co-

Concluimos que £ é espac¢o normado com a norma ||.||so-

Mostremos agora que £ é espaco de Banach. Seja (2,)7° ; uma sequéncia de Cauchy em fn.

Escrevamos () (agn));-‘;l para cada n € N. Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que

[[en—mlloo = [(af)32 1 =(a5"™) 2 oo = (@l —al™)3 [l = sup{la{™—a{™| : j e N} < ¢, ¥ m,n > no.
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Observe que |a§n) — a§m>| < sup{|a§n) — a§m>|

: j € N} < ¢, para todo m,n > ng. Dal, (ag.n))??le

¢ sequencia de Cauchy em K. Como K é completo segue que (ag.n))??f’:l converge em K. Digamos

limy, 00 ag.m = a; para todo j € N e seja @ = (a;)72,. Provemos que x € £ € 2, — 2. Sabemos que

sup{|a§n) —a§m>| 1j N} <e, ¥V myn >ng.

Fazendo m — oo temos
sup{|a§n) —ajl:jeN}<¢, V n<ng.

Logo, xp, —x = (afzj) —aj) € £y € ||zn — 2||oc < € para todo n > ng. Segue que x = (a;)

(ag.n)) — (agn) —aj) € loo. Assim z = (a;)%2 € Les € ||2n — || — 0. Dai, podemos concluir que £o é
espaco de Banach.
O fato de toda sequéncia convergente ser limitada implica que cg é subespaco de £ e por cg ser

Banach, ¢y ¢ subespaco fechado de £, pela Proposicao 2.1.1.

2.3 Os espagos L,(X,X, 1)

Nesta secao iremos utilizar alguns conceitos basicos de medida e integracao.Para um estudo detalhado
de tais conceitos indicamos a referéncia [2].

Sejam (X, ¥, ) um espaco de medida e 1 < p < co. O conjunto de todas as fungdes mensuraveis

11l = (/lel”du>p < o0

Teorema 2.3.1. (Desigualdade de Hélder para integrais) Sejom p,q > 1 tais que %Jrz—l) =1e(X,%,un
um espago de medida. Se [ € Lp(X, %, 1) e g€ Lo(X, %, 1), entdo fge L1(X,X,pn) e

de X em K tais que

serd denotado por £,(X, 3, u).

falle < 111 - lglle-

Demonstragao. Se ||f|l, =0 ou ||g|l; = 0, é facil verificar a desigualdade. Suponhamos entao || f||, #
0 # ||gllp- Considere a desigualdade provada na Proposicao 2.2.1
101 b
azl> ~bé < g+—. (2.4)
P q

Tomando

F@F e
A € b= T

a =
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e substituindo na desigualdade (2.2), temos:

1 bl +b ( ) (
ar - ba =
T p ¥l
< -

F@)| g
jHﬂble (

f
[f@g(@)] _ 1 (]f(2)| 1 (lg(2)]
7 T llells = <||f||p> q < ||9||q> '

Aplicando a integral nos membros da desigualdade anterior, temos

F()g()] il
d = 2.5
e 7Tl = HﬂMMb/Lf N VNPT 25)
LI @)]? 1 1 1
Cl _ pd — . - -, 26
Lépnmp“ pw%[Q“”'“ e =5 (26)
1]g(a)]e 1 1 1
YA g — Yl = __ . 9 _ _ 2.7
/X g Nglle ™"~ gl /X lgt@)ldp qllgld Gl q 27)
Podemos concluir de (2.5), (2.6) e (2.7) que
[ fgll1 1
llells =p e ™"
Logo, [1fgll < 11lls - llglls- O

Teorema 2.3.2. (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejom 1 < p < oo e (X, X, ) um espago
de medida. Se f,g € Lp(X,>, 1), entdo f+g € L,(X,2, 1) e

17+ gllp < [1£1lp + [lgllp- (2.8)

Demonstracdo. Sep = 1oul||f+g||p = 0, observemos que a desigualdade (2.8) é valida. Vamos supor

I|f +gll, #0ep>1. Para todo z € X, temos

|f (@) + g(@)[” < (If(@)] + [g()])”
< (max{|f ()], lg(x)|} + max{|f ()], |g(2)|})
< (2 mix{|f(2)], lg(@)[})?
< 27| f(@)P + |g() 7).

Aplicando a integral na desigualdade anterior, teremos
@) s g@rdn < [ 2Ur@p +lg@pyn =2 [ 1r@pdes2 [ la@prds < o
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Asgsim,

/|f<x>+g<x>|pdu<oo:(/ |f<x>|+|g<x>|p)”<oo:»f+ge£p<x,z,u>.
X X

Agora vamos provar que a desigualdade (2.8) é vilida. Veja que

/() + g@)IP = f(2) + g(2)| - |f () + g(2) P~
< [f@) +g@P- ([ f(@)] +lg@)])
= @) |f @) +g@)P~ + lg(@)] - [f(2) + g(2)P~", para todo « € X,

ou seja,
() +g(@)P < |f@)]1f(@) + g@)P~" + (@)l f(2) +g(2)P~, para todo 2 € X. (2.9)

Tomando ¢ > 1 tal que % +% = 1 temos que (p — 1)qg = p e, portanto, |f + g[P~! = |f +g|§ €
L (X%, 1), pois [(|If + g|§)qdu = [y If +gPdp < 0. Da Desigualdade de Hélder, temos:

Jat s gt < ( / Ifl”du>p~< / |f+g|<p—1>qdu)q, (2.10)
X X X
Jolal 15+ g0 an < ( / Igl”du>p~< / |f+g|<”‘”qdu>q- 2.11)
X X X

Somando as equagoes (2.10) e (2.11) e também utilizando (2.9) teremos

/X|f+g|”du§(/le+g|”du>}z-[(/lelpdu>;+</xlglpdu>;]-

1
Dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por ( J <« |f+glP du)5 , temos

s () ()]

(/X|f+g|”du>l_; < [(/lel”du>;+</x |g|Pdu>’1’],

o que implica ||f + gllp < |I/1ln + llglly- =

Logo, obtemos

Note que || ]|, ndo é em geral uma norma em £,(X, 3, 1), pois tem-se o caso em que || f||, = 0 para
f nao identicamente nula. De modo geral, se (X, >, u) é um espago de medida, introduzimos entao
uma relacao de equivaléncia dizendo que duas funcoes f, g : X — K sdo equivalentes se f = g p-quase
sempre, isto é, se existe um conjunto A € ¥ tal que pu(A) = 0 e f(x) = g(x) para todo = ¢ A.

Denotando a classe de equivaléncia de uma funcao f por [f], no conjunto quociente
Lp(X, 5 1) == A{lf] : f € Lp(X, 5, 1)},
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as operacoes [f + g] = [f] + [g] e [cf] = c[f] estdo bem definidas e tornam L,(X, ¥, ) um espaco

vetorial. Além disso, definindo

LA = 111,

corrigimos assim o que faltava para ||.||, ser norma. Mostremos agora que ||.||, ¢ de fato uma norma

LP(Xv 27 ,U) :

3 =
3 [

LA = 1y = (S [FPdp) > = 0 e [I[f]llp = 1f1lp = 0 & ([ [fPdp)? =0

& ([ |fIPdp) =0 & f =0, p-quase sempre.

3 =
3 =

2. lelflllp = Mefllle = (Sx lefPdu)» = lel (S [ Pdp) > = [elll[£]]]p-

3. M A gllle = ILf +glls < I1f1lp +lglle = 11LA> +[lgllp-

Logo, Ly(X, >, p) é um espaco normado com a norma || - ||p.

Teorema 2.3.3. Se 1 <p < oo, entdo Ly(X,>, u) é um espaco de Banach com a norma

1Al = (/X|f|pdu)’l’.

Demonstragdo. Basta mostrar que L,(X, X, u) é completo. Seja ([f,])52 ; uma sequéncia de Cauchy

em Ly(X, Y, 1). Entéo, dado ¢ > 0, existe M = M(¢) € N tal que

/X|fn—fm|pdu||fn—fm||,f;<ep, Y mon > M.

Seja (gx)2° , uma subsequéncia de (f,)3; tal que ||gr+1 — gkl|p < 27, para todo k € N. Considere a
funcao

g: X = RU oo}, g@) = lgi(@)| + ) lgr1(@) — gr(@)]. (2.12)
k=1

Sabemos que g é mensurdvel e nao negativa. Além disso,

lg(2)P = Tim <|91(£E)| Y lgk (@) — gk(w)l> -
k=1

Pelo Lema de Fatou, temos que

n 'y
'y — i —
[ tarau— [ 1 <|gl|+;|gkﬂ gk|> i
n 'y
- /Ji_)rgoinf <|gl| +Zlgk+1 —gk|> dp

k=1
n P
< ILm inf/ <|gl|+2|gk+1—gk|> dfu.

25



Assim, temos que

n r
P < |i 3 —
/Xlgl du_gggomf/x <|91|+Z|gk+1 gk’l) dp.

k=1

Elevando ambos os membros a %, obtemos

1 n P %
P
P < lim i _
(/Xlgl du) < lim inf </X <Igll+§ k41 gk|> du)

=1
n

= lim inf |l|g;] + ; |9k11 — 9|
= . r

< lim inf <||91||p + ; gkt1 — 9k||p>

n
< —k
< nh_)rgo inf [|g1][p + 312 g1]lp + 1.

Entao, definindo A = {x € X : g(x) < oo}, podemos concluir que p(X — A) = 0. Logo, a série (2.12)
converge exceto talvez no conjunto de medida nula X — A, isto é, a série converge quase sempre. Segue
que a funcdo g - x4 € L,(X, ¥, 1), onde x4 € a funcao caracteristica de A. Defina entao f: X — K

por

g1(x) + 22021 (grr1 (@) — gr(@)), sex € A,
0, sex ¢ A.

f@) =

Como g = g1 + (g2 —g1) + (g3 — g2) + -+ (gk — gr—1), temos

k—1
lgk(@)| < lgr(@)| + > lg-1(z) — g;(x)] < g(x)
j=1

para todo z € X e gi(x) — f(x) para todo x € A, isto é, a sequéncia (gi)7°, converge para
J p-quase sempre. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que f € L,(X,,u). Como
|f=gklP < ([ f+1gkD)P < (29)P- xap-quase sempre, e limg 0 | f — gk [P = 0, p-quase sempre, novamente

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

lim/|f—gk|pdu/0du0.
k—oo fx X

Concluimos que gr — f em L£,(X, >, ), e portanto [gr] — [f] em Lp(X, >, p). Assim [f,] é uma
sequencia de Cauchy que tem uma subsequéncia ([gx|)7> ; que converge para [f|. Logo, [fn| = [f] em

Lp(X, %, ). O
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2.4 O espago L (X,%,n)

Seja Loo( X, Y, 1) o conjunto de todas as fungoes mensurdveis que sao limitadas p-quase sempre, isto
é, existem um conjunto N € ¥ e um ndmero real k tais que u(N) =0 e |f(x)| < k para todo x ¢ N.

Se f e Lo(X,2, 1) e N €3 éum conjunto de medida nula, definimos
Sp(N) = sup{|f(z)| : @ ¢ N} e |[fllcc = Inf{Sy(N): N € ¥ e p(N) = 0}.

Pode-se observar que podemos ter ||f||lcc = 0 com f nao identicamente nula. Para resolver este
problema vamos utilizar as classes de equivaléncia andlogas as definidas na sec¢ao anterior e considerar
o conjunto Lo (X, X, 1) de todas as classes de equivaléncia das fungoes mensuraveis f : X — K que sao
limitadas p-quase sempre. O conjunto L. (X, >, ) é um espago vetorial com as operagoes anteriores.

Se [f] € Leo(X, %, 1) definimos
/oo = [[f]loo-

Vamos demonstrar que ||.|| estd bem definida em Lo (X, 3, ). Tome h € [f]. Logo, existe N €
tal que f(x) = h(x) para todo x ¢ N e u(N) = 0. Assim,

Sp(N) = sup{[f(2)[ - & & N} = sup{|h(x)| : @ & N} = Sa(N).

Segue que
/]l — Inf{Sy(N) : N €% e u(N) — 0}
—inf{Sp(N): N e e u(N) =0} = [|h]]oo-
Portanto, ||[f]||cc = ||f|lco estd bem definida.

Agora, vamos demonstrar que ||.||o € uma norma em Loo(X, ¥, u).

1. Seja f € Loo(X, %, ). Entao S¢(N) = sup{|f(x)| : © ¢ N} > 0 para todo N € 3 de medida
nula. Logo, ||f|lec =1Inf{Sy(N): N € ¥ e u(N) =0} >0. Além disso, temos que

S¢(N) =0« sup{|f(z)| ;¢ N} =04 f =0 para todo = ¢ N.

Daf, ||f|loc © Inf{SF(N): N €3 e u(N) =0} =0 < IN € ¥ tal que u(N) =0 e Sp(N) =
0 & f =0 pu—quase sempre.
2. Observe que para a € K, Sy = sup{|af(z)| : x ¢ N} =sup{la||f(x)| : x ¢ N} = |a|sup{|f(z)|:

x & N} = [alSp(N).
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Dalf, temos
aflloe = inF{Ser(N) : N €5 e u(N) = 0}
= inf{|a|Sp(N): N e ¥ e p(N) =0}
= |a| inf{SF(N) : N e ¥ e pu(N) =0}
= lalllf]loo-
3. Vejaque Sgig(N) = sup{|f(2)+g(@)| : @ ¢ N} <sup{|f(x)|+]g(2)| : @ & N} <sup{|f(2)]: 2 ¢

N} +sup{|g(@)| : 2z ¢ N} = Sp(IN) + Sg(N). Observe que se Ny, Ny € ¥ e u(N1) = u(N2) =0
temos N = NyUN, € X, u(N)=0¢e

SpN) + S4(N) = S;ljl\)flf(w)l + sup ()| < sup [f(2)] + sup |g(x)] = Sp(N1) + Sg(Na).

N1 &N
Daf,
1 1 glloo = Inf{S74o(N) : N €5 e pu(N) = 0)
<iInf{Sp(N) +S,(N): N eX e u(N) =0}
< 1nf{Sf(N1) +Sg(N2) cNi,NaeX e /L(Nl) = ILL(NQ) = O}
= 1nf{Sf(N1) N1 eX e ,U(Nl) = O} +1nf{Sg(N2) Ny ed e ILL(NQ) = O}
= [£lso +11glloo-
Logo, ||.||sc é norma.

Vejamos que se [floo € Loo(X, %, 1), entao |f(2)] < ||flle, p-quase sempre. Pela definicao de

|| /]l existe uma sequéncia de conjuntos (V)2 ; de medida nula tais que
Tim SN = [[fllso ¢ @) < SN, ¥ @ & N, (2.13)

Tomando N = |7 | N, resulta que N tem medida nula e |f(x)] < S§(N,,) para todo x ¢ N. Fazendo

n — oo, temos | f(2)] < || f]]co-

Teorema 2.4.1. Loo(X, %, 1) é um espaco de Banach.

>

Demonstragdo. Vamos mostrar que Loo(X, Y, 1) é completo. Seja ([f»])o2; uma sequéncia de Cauchy

em Loo(X, 3, i). Por (2.13), para cada (m,n) € N? existe My, € ¥ com p(My,,) =0 e

|[fr() = fm(@)] < || fn — finlloos ¥V @ & M.

Seja M = J>7 | My, . Entao u(M) = 0 e para quaisquer m,n € N,

mmn=1

| fu@) = ()] < |[fa = finlloos ¥ @ & M. (2.14)
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Entao, para cada x ¢ M, a sequéncia ( f,(z))5 , é de Cauchy em K e, portanto, convergente. Podemos

entao definir f : X — K como

lim, oo f(2), sex ¢ M
0, sex € M.

f@) =

Segue que f é mensuravel. Por (2.14) e como [f,|5° ; é de Cauchy, dado € > 0, existe ng € N tal que

sup | fn(2) — fm(2)] <€, ¥V m,n > no.
¢ M

Fazendo m — oo temos

sup |fn(x) — f(z)] <€, ¥V n>ng. (2.15)
x¢M

Assim, (f,)5, é uniformemente convergente para f em X — M. De (2.15) resulta que f, — f €
Loo(X, Y, ) para n suficientemente grande. Dal, como f = f,, — (f, — f) segue que [f] € Loo(X, X, ).

Assim, podemos reescrever (2.15) e concluir que

[fn] = Moo = [Ifn = flloo < sup [fula) = f(x)] <€, ¥ 1 =no.

x¢M

Portanto ([f,])52 ; converge para [f] em Lo (X, >, ). O

A ocorréncia mais frequente dos Ly (X, ¥, ) se dd quando X = [a,b] C R, X ¢ a sigma &lgebra dos
conjuntos Lebesgue mensuraveis (que contém os borelianos) e 1 é a medida de Lebesgue. Neste caso

escreve-se Ly|a, b|.

2.5 Conjuntos Compactos em espacgos vetoriais normados

Definicao 2.5.1. Um subconjunto K de um espaco métrico é compacto, se loda sequéncia formada

por elementos de K possui subsequéncia convergente em K.

Proposicao 2.5.1. Se E é um espago vetorial normado de dimensdo finita, entdo os compactos em

E sdo precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstragao. Conjuntos compactos em espagos métricos sao sempre fechados e limitados. Basta
entdo provar que todo conjunto limitado e fechado K C F é compacto. Suponha que dimFE =n e
seja {eq,...,e,} uma base normalizada de . Como estamos em espagos métricos, basta mostrar que
toda sequéncia em K admite subsequéncia convergente em K. Seja portanto (z,,)o_; uma sequéncia
em K. Para cada m existem escalares a§m>, ey afzm) tais que 2, = Z?Zl agm) e;j. Como K ¢ limitado,

existe L > 0 tal que ||zy,|| < L para todo m. Pelo Lema 2.1.1 existe ¢ > 0 tal que

n

L>lamll = [ a™es| = e [ S 1a5™ | =cli@{™, ... ai™)
=1 =1
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(o)
para todo m € N. Assim, a sequéncia ((agm, .. .,afzm)) ¢ limitada em K™. Pelo Teorema de
m—=

o0
. A . . A . m m
BOIZ&HO— Welerstrass esta sequencia possul SUbSQ uencla a< k> N a7<1 k> ue converge para
1 9 9 k1

um certo b = (by,...,b,) € K*. De

n

> a™e; - En)bjej < Zn: 0™ — ;| = H(agmk)’ a 7a7<1mk>) Bl bH1 =0,
=1 Jj=1

j=1

conclufmos que @, — > 7 bje;. Por K ser fechado sabemos que » 7, bje; € K. O
Definicao 2.5.2. Seja E£ um espago normado. O conjunto
Bp={xeF:|lx|| <1}
¢ chamado de bola unitdria fechada de E.
Coroldrio 2.5.1. A bola unitdria fechada em um espaco normado de dimensdo finita é compacta

Apresentamos abaixo um lema que serd necessario para demonstrar que a bola unitdria fechada

em espacos de dimensao infinita nunca serd compacta.

Lema 2.5.1. (Lema de Riesz) Seja M um subespaco fechado préprio de um espago normado E e seja
0 um ndmero real tal que 0 < 0 < 1. Entao existe y € E— M tal que |ly|| =1 e ||y —x|| = 0 para todo
x e M.

Demonstracao. Seja yo € B — M e considere o ntimero
d = dist(yo, M) := mlél{/[ [lyo — z||.

Como M é fechado e yp ¢ M, temos d > 0. De fato, suponha d = 0. Entao existiria uma sequéncia de
elementos de M convergindo para yo, e nesse caso terfamos yg € M, pois M é fechado. Como % > d,

podemos escolher zg € M tal que

d
|lyo — xol| < 7
Escolhendo
Yo — Zo
Y=97—"—"">"
llyo — ol

as condicgoes requeridas sao satisfeitas. Podemos observar que y tem norma 1 e ndo pertence a M. Seja
x € M. Como M é subespago vetorial, (zo+||yo—xo||z) € M, e portanto d < ||yo — (xo+]||yo —2ol|2)]]-

Por fim,

— @ mH [lyo = (2o + [lyo — @oll)ll o d

||y—x||H bo > >4
|3 [0 — 0| ||y — @ol|

o —xol|
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Teorema 2.5.1. Um espago normado E tem dimensdo finita se, e somente se, a bola unitiria fechada

de E é compacta.

Demonstragao. O Corolario 2.5.1 garante a prova da ida da afirmacédo. Resta provar que se a bola é
compacta, entao o espaco tem dimensao finita. Suponha que F tem dimensao infinita. Escolha 2y €
de norma 1. Como dim £ = oo, 0 subespaco [z1] gerado por 21 é um subespago préprio de E. Por ter
dimensao finita, [21] é subespaco fechado de E pelo Teorema 2.1.1. Pelo Lema de Riesz, com 6 = %7

existe x9 € E/ — [r1] de norma 1 tal que

|[w2 — 21]] >

| =

Aplicando novamente 0 mesmo argumento para o subespaco |21, 22, que continua sendo um subespaco

fechado préprio pelas mesmas razoes, existe s € F — [x1, 22| de norma 1 tal que
1 .
lles —jl| = 5 para j=1,2.

Podemos continuar esse processo indefinidamente pois em todas as etapas teremos um subespaco de
dimensao finita de F, logo fechado e préprio. Procedendo dessa forma , construimos uma sequéncia
(2)22 | em B tal que
o — 2l > 5
Im — Tn|| 2 %
2
sempre que m # n. Assim, (x,)5° ; é uma sequéncia em Bg que nao possui subsequéncia convergente,

0 que impede que Bg seja compacta. ]

2.6 Espacos Separaveis

Definicao 2.6.1. Um espago métrico M ¢ separdvel quando contém um subconjunto denso e enu-

merduel.

Exemplo 2.6.1. Espacos normados de dimensdo finita sdo separdveis. Seja F um espaco normado

de dimensao finita n. Escolha {x1,...,2n} uma base de E e, no caso real, considere o conjunto

n
A= Eajwj:neNeal,ag,...,aneQ )
=1

das combinacdes lineares dos vetores da base com escalares em Q. No caso complexo podemos substituir

Q por Q +iQ = {p +iq : p,q € Q}.
Mostremos que A € denso em E e enumerdvel. Fizemos x — rax1 + -+ 1an € IV e ¢ > 0.

Como Q ¢ denso em R, temos que para todo r; € R, existe a; € Q tal que |r; —as| < £. Assim,
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y=a121+ - +apx, € A € tal que

lle =yl < ||(rmar + -+ rpep) — (@ + -+ apyn)|]
=|(r1 —a)z1 + -+ (rn — an) 2y
<lri —alllzal] + -+ e — an||znl]

< +...+£:€.
T

Sl

Logo, podemos concluir que A é denso em F.
Para mostrarmos que A é enumerdvel basta considerar o funcio f:Q xQ x --- x Q — A, dada
por flar,...,an) =375 ajzj. Como [ € bijetora, entdo seque que A € enumerdvel.

Disto obtemos que A € separdvel.

Dado um subconjunto A de um espago vetorial £, denotamos por [A]| o subconjunto £ gerado por

A, isto é, o conjunto de todas combinagoes lineares finitas de elementos de A.

Lema 2.6.1. Um espago normado F € separdvel se, e somenle se, existe um subconjunto enumerdvel

A C F tal que |A] € denso em E.

Demonstracdo. (=) Se A for enumersvel e denso em E, entdo E = A C [A] C E e portanto [A] é
denso em F.

(<) Reciprocamente, suponhamos que exista um subconjunto enumerédvel A C F tal que m =F.
Chamemos de B o conjunto formado por todas combinagoes finitas dos elementos de A com coeficientes

em Qg, onde Qp = Q e Q¢ = Q + iQ, ou seja, para cada n € N definimos
B, =aix1+ -+ an¥nx1,..., 0 €A, a1,...,an € Qg

e assim obtemos que
[e o]
B — U B,
n=1

Podemos ver que B é enumeréavel, pois cada B,, é enumeravel. Provaremos que B é denso em F. Sejam

r €l ee>0. Como [Al = F, existe yo € [A] tal que ||x —yo|| < §. Digamos yo = b1x1 + - - + bpag,
onde k €N, by,....,0p e Kexy,...,2p, € A. Como Qg é denso em K, existem aq,...,a, € Qg tais

que
€

2 (1435 [fal])

|aj —bs] <

, paratodo j=1,... k.
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Tomando y = a1x1 + -+ - + arxr temos que y € B e

|z —yl| = Iz —vo + yo — |

< |z —woll +Ilyo — ¥l
€
S§+||(b1—al)m1+~~~+(bk—ak)xk||
¢ )
=3 +mdxj—y . klb; — aj|([lea]| + -+ [|zel])
€ € k
<=+ >zl
k
22+ (e il ) S
< € + € o
=55 7%

o que prova que B = E. Assim B C E é enumerével e denso em E, completando a demonstracdo de

que E é separavel.

O
Exemplo 2.6.2. ¢y e £y, 1 < p < oo, sdo separdveis.

Para cada n € N, considere e, = (0,0,...,0,1,0...) a sequéncia formada por 1 na n-ésima
coordenada e 0 nas demais. Os vetores ey, eq,... sdo chamados vetores unitdrios canénicos dos espacos
de sequéncias. Dado x = (a;)32, € co, temos

k
lim ||z — E azej|| = lim [](0,0,...,0, @gt1, Gkt2; - - - )||oo = limsup|a;| =0,
k—00 . k—o0 kEoj>k
= [eS)
pois a; — 0 quando j — oo, e resulta que Zle ase; — x quando k — oo em cg. Logo, x € [A] onde
A ={ei,ez,...,e,}. Seque do lema anterior que coy € separdvel. Dado x = (a;)52, € £, como
k P [eS)
lim ||z — E ajej|| = lm [|(0,...,ary1, agyo, ... )|[h = lim E la;|P =0,
k—oo - k—o0 k—o0 |
=1 » j=k+1

. ol o0 |r 2 s z
pois o série Zj:1 la;|P € convergente, o mesmo argumento mostra que £, € separdvel.

Exemplo 2.6.3. /., ndo é separdvel.

Suponha que lo contenha uma sequéncia (xy)o>; densa. Para cada n € N escrevamos x, =

(ag.n))]o.‘;l, Sejay = (b;)$2, a sequéncia definida por b; =0 se |a§.j)| >1;eb; = a§j> +1 se |a§.j>| < 1.

Podemos observar que y € Lo pois |bj| < 2 para todo j. Da densidade da sequéncia (xy,)5> | existe

no € N tal que ||y — nglloo < 1. Mas
1y = 2nlloo = sup{|by — a{™ ], b — a$™], ..., bw — ), 1bugr — alL -} > [by — aV).
Agora,
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|O - a7<1“>|7
b, — ap| =

Logo, teremos que

) =

Iy — 2nllee > bn —a
1,

para todo n € N, o que € uma contradicdo. Seque que £oo NG0 € separdvel.

se |a7<1n>| >1

|a7<1n) +1— afzn>|, se |a7<1n>| < 1L

0¥, se lal”] > 1

se |a7<1n>| <1

Agora para mostrar a separabilidade do espago C|a, b] precisamos de um teorema cldssico .

Teorema 2.6.1. (Teorema da Aproximacao de Weierstrass) Seja f : [a,b] = R uma fung¢do continua.

Entao para todo € > 0 existe um polindmio P : R — R tal que |P(x) — f(x)| < € para todo x € |a, b|.

Exemplo 2.6.4. C|a,b] é separdvel.

Para cadan € N considere a funcdo t € |a,b] — fr(t) =t € N. Tomando A = {f, : n € N} temos

A C Cla,b] e |A] é o conjunto dos polindmios. Seque do Teorema da Aproximagdao de Weierstrass que

[A] = Cla, b] e portanto Cla,b| € separdvel pelo Lema 2.6.1.

Exemplo 2.6.5. Lya,b], 1 < p < oo, é separdvel.

Sejam f € Lpla,b] ec > 0 dado. O conjunto das fungoes continuas é denso em Lyla,b| [1, Teorema

1.7.1] e portanto existe g € Cla,b| tal que || f —g|l, < §. Do Teorema da Aproximagio de Weierstrass

existe um polinémio P tal que ||g — Plloo < oy Assim,

Ilf=Pllp <IIf —gllp+1lg = Pllp

()
<—+</ |g—P|p>
2 a

p b

< —

-2

€

=5 Hb—allg - PIE)
€

< S+ b-a)llg - Pl
<e€

Logo, o conjunto dos polindmios € denso em Lpla,b|l. A separabilidade de L,la,b| seque

exemplo anterior.
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Capitulo 3

Operadores Lineares Continuos

Neste capitulo demonstraremos algumas propriedades bésicas dos operadores lineares continuos. Essas
serao necessdrias pois os resultados principais da teoria de Anélise Funcional (o Teorema de Hahn-
Banach, o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicacdo Aberta e o Teorema do Grafico
Fechado) sao resultados cujo objeto principal de estudo sao tais operadores. Neste capitulo utilizamos

as referencias [1] e [5].

Definicao 3.0.1. Sejam E e F espacos normados sobre K. Uma fungdao T : E — F € um operador

linear continuo se é linear, isto é,
(i) T(x+y)=T(x)+ T(y), para quaisquer x,y € F,
(ii) T(ax) = ol (x) para todo « e K e x € F,

e também continua, isto €, para todos xo € F e e > 0, existe & > 0 tal que ||T(x) —T(x0)|| < €, sempre

que x € E e ||lx — x| <.

Denotaremos o conjunto de todos os operadores lineares continuos de £ em F' por L(E, F). E
facil ver que L(FE, F) é um espaco vetorial com as operagoes usuais de fun¢oes. Quando F = K|
escreveremos F' no lugar de £(F,K), chamamos esse espago de dual topolégico de £ ou de dual

de E, e dizemos que seus elementos sao funcionais lineares continuos.

Definicao 3.0.2. Sejam E e I espagos vetoriais normados. Dizemos que estes sdo topologicamente
tsomorfos ou tsomorfos se existir um operador linear conlinuo bijetor T 1 E — F cujo inverso

T—1: F = E ¢ continuo. Tal operador T é chamado de isomorfismo topoldgico.

Definicao 3.0.3. Sejam E e F' espagos vetoriais normados. Uma funcdo [ : E — F, ndo necessa-
riamente linear, tal que || f(x)|| = ||z||, para todo x € E é chamada isometria. Um operador linear

T:E — I que é uma isometria é chamado de isometria linear.
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3.1 Caracterizacoes dos operadores lineares continuos

Teorema 3.1.1. Sejam F, F espagos normados sobre K e T : E — F linear. As sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

(a) T € lipschitziano.

(b) T é uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T é continuo na origem.

(f) sup{l[T(@)|| s 2 € B e [[zf| <1} < oo.

(9) Existe uma constante C >0 tal que ||T(x)|| < Cl|x||, para todo x € E.
Demonstra¢ao. (a = b) Seja T lipschitziano. Entao existe ¢ > 0 tal que

1 T(x) =T < clle—yll, Ve, y € E.
Daf, dado € > 0, existe d = £ > 0 tal que
vyel, lle—yll <dé=T@)-THIll <clle—yll <c- E =c.

Assim, pode-se concluir que T' é uniformemente continuo.

(b= ¢) Trivial.

(¢ = d) Trivial.

(d = e) Suponha 7" continuo no ponto xp € £. Seja e > 0. Entao existe § > 0 tal que ||7(z)—T'(x0)|| <
¢, sempre que ||z —xg|| < 8. Tome x € E tal que ||z —0]| = ||z|| < §. Entéao |[(x+x0) — 20| = ||2|| < 9.

Portanto

1T () = T(O)|] = [IT(2x) = Off = [|T()Il
= 1T (2) = T(@o) + T (o)l
= ||T(£E + LE()) — T(iEo)H < €.
Provando assim que 7" é continuo na origem.
(e = f) Como T é continua na origem, existe 6 > 0 tal que ||T(x)|| < 1 sempre que ||z|| < 4. Se

||lz|] < 1, temos H%H < 4, e entdo, %HT(LE)H = HT (%w)H < 1. Isso prova que sup{||7(x)|| : €

Ee|lz]] <1} <2< e
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(f = g) Parax € E, x # 0, temos

T ()] ‘

lall

‘T (Hi—n) H < sup{I7(y) < lyll < 1},

e portanto || T(x)|| < (sup{||T(y)|| : |lyl| < 1}) - ||z|| para todo = # 0. A desigualdade para z = 0 é
claramente valida.

(g = a) Dados x1,22 € E, temos que
1T (1) = T(@2)|| = [|T(x1 — 22)|] < Clay — a2,
e portanto 1" é lipschitziano com constante C'. ]

Corolario 3.1.1. Seja T : E — F wm operador linear bijetor entre espagos normados. FEntao T €
um isomorfismo se, e sé se, existem constantes Cp,Cy > 0 tais que Ci||z1]] < ||T(z)|| < Cql|z||, para

todo x € .

Demonstra¢do. (=) Como T é continuo, existe Cy > 0 tal que |[T(z)|| < Cyl|x|| para todo x €
E. Observe que Cy # 0, caso contrario terfamos T identicamente nulo, o que nao ocorre pois T' é
isomorfismo. Como T é isomorfismo, 7~! é continuo. Dai, existe C' > 0 tal que ||[T~1(»)|| < C|lyl|,
para todo y € F. Observe que C' # 0, pois 77! é bijetor. Em particular, para todo x € E temos
que ||z|| = [|T~HT(2))|| < C||T(=)]], o que implica que &||z|| < ||T(x)||. Chamando C; = %, temos
Chllzl] < (1T ()] < Coll]].

(<) Por hipétese existe Cy > 0 tal que ||T(x)]| < Csllz||, para todo x € E. Logo, pelo teorema
anterior, 7' é continuo. Por outro lado, existe C7 > 0 tal que Cq||z|| < ||T(x)||, para todo x € FE.
Assim, Cl[T~' ()] < 17T~ )| = [yl para todo y € F, o que implica |7~ (y)|| < z|lyl| para
todo y € F. Pelo teorema anterior, 7-! é continua e portanto 7" é um isomorfismo.

]
Proposicao 3.1.1. Sejam E e I' espagos normados.
(a) A expressio ||T|| = sup{||T(x)||:x € E e ||z|| <1} define uma norma no espago L(E, F).
(b) |T(@)|| < ||T]].||x|| para todos T € L(FE,F) ex € E.
(¢c) Se F' for Banach entao L(E, F) também é Banach.
Demonstracao. (a) Mostremos que sup{||7(x)|| : x € E e ||z|] <1} é uma norma.

LA[T]] = sup{[|T(@)[| : v € E e [[z]| <1} >0

e
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(b)

T[] = sup{|[T(@)]| : x € B e [lz]] <1} = 0 & [[T(@)]| = O,Ve € B : |Jz]| <1 & T(x) =
0,Ve e E.

2. Observe que

|aT|] = sup{[[aT(@)[| - @ € E e [[af] <1}
= sup{[al|[[T(2)[[ - w € E e [la]] <1}
= lalsup{[|T(@)[| 2 € E e [[of] <1}

= lal||T].
3. Além disso,

T+ S| = sup{[[(T" + S)(@)|| : w € £ e [|2]| <1}
< sup{[|[T@)[| +||S(@)[| - v € E e [[a]] <1}
<sup{||T(x) :x € E e |[af| <1} +sup{|[S()|[ : 2 € E e [|2]| <1}

= [Tl +[I5]].
Por 1, 2 e 3 podemos concluir que L(F, F') é espago normado com a norma || - ||.

Para x € F e 2 # 0, temos que

[T ()]

2l HT (ﬁ)“ <sup{|ITW)Il :y € £ e |lyll < 1}

e assim segue que

IT@)| < sup{l[TW)ll -y € £ e [yl < 1}|]]].

Como a desigualdade acima é claramente verdadeira para x = 0, obtemos |[T'(x)|| < ||T|| - ||=||

para todo x € .

Seja (15,)22 { uma em L(F, F'). Dado € > 0, existe ng tal que ||1,, —T,|| < € para todo m,n > ng.

Logo,

T (2) = (@) = [[(Tn, = Ton)(@)]| < [T = T[] < €] ||| (3.1

para todos z € E e m,n > ng. Segue que para cada x € F, a sequéncia (1,,(x))>2; é de Cauchy

em [, logo convergente pois F' é Banach. Podemos entao definir

T:FE—F T(x)= lim T,(z).

n—ro0
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A linearidade de T segue das propriedades dos limites. Fazendo m — oo em (3.1) obtemos
(T = T) ()] = [ Tnla) = T(2)]] < €f|]] (32)
para todos x € E e n > ng. Em particular,
(T = T))| = [[Tg () = T(@)]| < €f|]]

para todos x € E, o que nos garante que (1" —1,,,) € L(E, F'). Portanto T' = (I' = T,,,) + Th,, €
L(E, F). De (3.2) segue também que ||T,, — T|| < ¢, para todo n > ng, o que implica T,, — T
em L(K, F).

Também é verdadeira a seguinte igualdade
||T]| = inf{C : ||T(x)|| < C||z|| para todo x € E}.
No caso de funcionais lineares, a norma dos operadores se transforma em

¢l = sup{lg(@)| - @ € E e [[af] <1}

para todo espaco normado E e todo funcional linear ¢ € E'.

Coroldrio 3.1.2. O dual E' de qualgquer espaco normado E ¢é um espaco de Banach.

3.2 Exemplos

Podemos verificar que em qualquer espaco normado F, a identidade em F é um operador linear

continuo de norma 1. Seja T': ' — F onde T(x) = x para todo x € E. Assim, teremos que

TN = sup{|[T(2)[| - 2w € E e ]| <1}
=sup{[|z]| ;> € E e [[z]| <1}

=1.

Podemos verificar da mesma maneira que entre dois espacos normados quaisquer F e F', o operador
nulo é um operador linear continuo de norma 0. Utilizando a mesma ideia podemos observar que se

pelF yeFe¢poy: E— F édado por ¢ @ y(x) = ¢(x)y, entdo ¢ @ y é um operador linear de
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norma ||¢||||y||. De fato,

¢ @yll = sup{ll(¢p @ y)(@)[| - v € E e [[af] <1}

= sup{[p(@)[||yl| - v € £ e [laf] <1}

lyllsup{lp(x)] : @ € B e [l2]| <1}
= llell -1yl

Agora vejamos alguns exemplos em espacos especificos.

Exemplo 3.2.1. Seja 1 < p < co. Escolhamos uma sequéncia (b;)$2, € £, e consideremos o operador
T : Lo — £y dado por T((a;)52,) = (a;05)72,.

Observe T satisfaz as condigbes para ser linear:

1T (a5 + ¢)72) = (a5 + ¢;)b;)521 = (a;05)52 + (¢65)72 = T((a;)72,) +T((c;)724)-

2. T((oaj)32,) = (aajbs)i2 ) = olazby)ie ) = (T (az)72y).

Temos que

00 P 00
1T (a) 311l = 1(asb)Zalle = | D lasbsl? | < [ D_Ibs | suplag) = [1(b5) 54l - [1(a7) 31l loos
§=1 j=1 J

para toda sequéncia (a;)32, € Loo. Podemos observar que a sequéncia (b;)32, € fiza, ou seja, |[(b;)524]lp
€ uma constante a qual podemos chamar de C. Entdo temos que ||T(a;)||p < Cllajllec. Pelo Teorema
3.1.1, T € continuo e ||T|| < |[(b;)321]lp- Tomando x = (1,1,..., ) € Lo, temos ||2||eo = 1 € que
[T (@)l = [1(65)321lp, logo [|T| = [|(b;)321lp- Este operador T é chamado de operador diagomnal

pela sequéncia (b;)52.

Exemplo 3.2.2. Transportando o exemplo acima para os espacos de fungoes, considere 1 < p < o0
e escolha uma funcdo g € Lp|0,1]. Assim como antes, o operador T : C|0,1] — L,[0,1] dado por

T(f) = fg € linear e continuo. Observe que T satisfaz as condi¢oes para ser linear:
LT +h)=(f+h)g=[g+hg=T()+T(g).

2. T(af) = (af)g = a(fg) = oI'(f).
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Além disso,

1 :
1 = 11f gl = (/ Ifgl”du>
1 .
( / Ifl”lgl”du>
0
1 P %
< ( / (;g[gﬁ] |f<x>|) Iglpdu>

1 P
s 17| ([ bl

1 :
. (/ Igl”du> 1l gl

Como g € fiza, temos uma constante C = ||g||, > 0 tal que || T(f)|| < C||f||. Assim T € continuo e
1] < |lgllp. Se tomarmos f(x) =1 para todo x € [0,1], temos ||f|le = 1 e ||T(/)llp = llgllp, logo
podemos dizer que ||T|| = ||g||p-

FEste operador € chamado de operador multiplicagao pela fungdo g.

Exemplo 3.2.3. Considere o subconjunto P|0,1] de C[0, 1] formado pelas fun¢ées polinomiais. Efdcil
observar que P[0, 1] € subespaco vetorial de C|0,1], logo ele é subespagco normado com a norma || ||
herdada de C|[0,1]. E claro também que o operador derivacio, T : P[0,1] — P[0,1] onde T(f) = f' ¢
linear. Suponha que T seja continuo. Neste caso existe C' > 0 tal que ||[T(f)||ooc < C||f|loc para todo

f € P[0,1]. Para cada n € N tome f, € P|0,1] a funcdo dada por f,(t) =1". Assim teremos que

n=lfalloo = 1T(fa)llec < Cllfulloo = C

para todo n € N, e isso € conlradi¢do. Logo [ € descontinuo.

3.3 O Teorema de Banach-Steinhaus

Antes de enunciarmos e demonstrarmos o Teorema de Banach-Steinhaus provaremos um resultado
preliminar.

Teorema 3.3.1. (Teorema de Baire) Sejam (M,d) um espago métrico completo e (F,)52, uma
sequéncia de subconjuntos fechados de M {lais que M = UF” Entio existe ng € N tal que
int(Fn,) # 9. "

Demonstracao. Seja int(A) o interior de um subconjunto A, onde A C M. Suponha por absurdo que

int(F,) = @, para todo n € N. Chamando A, = (F},)¢ = (M — F,), cada A, é aberto pois cada I}, é

fechado. Além disso,

A, = (F,)° = (int(F,)° =2 =M

~~

41



para todo n € N. Podemos concluir que cada A, é ndo vazio. Seja 21 € A1, como cada A; é aberto,
existe 0 < §; < 1 tal que a bola fechada B[z, 61 € A;. J& que Ay = M, temos que Ay NB(x1,81) # 3.
Daf como As N B(x1,01) é aberto, existem x5 € Ag e 0 < dy < % tais que Blxa, d2] € Ao N B(xr1,d1) C
AaNB|zxy, d1]. Prosseguindo desta maneira construimos uma sequéncia ()52 ; em M e uma sequéncia

(0r)22 1 de nlimeros reais tais que
1
0< 6n < ﬁ e B[$n+1, 6n+1] - An+1 N B[%n, (571]

para todo n € N.
Dado ¢ > 0 escolha ng € N tal que ng > % Se m,n > ng, como B2y, 8, N B|Xm, 0] C BlXng, Ongls
temos

(@, ) < ATy Tng) + A&y Trg) < 200y < ni <.
0

Isso mostra que (x,)° ; de Cauchy em M. Como M é completo, segue que xz,, — = onde x € M.
Ja que xy, € BlXm, 0m| € Blxy, 0] para todo m > n e Blx,,d,] é um conjunto fechado, temos que

x € Blxy, dn] € A,. Portanto,

(o) (o) (o) C
xe Anﬂ(Fn)0<UFn> =M =2,
n=1 n=1 n=1
o que é uma contradicao. Logo, existe ng € N tal que int(F,) # &. ]

Teorema 3.3.2. (Teorema de Banach-Steinhaus) Seja E um espaco de Banach, F um espa¢o normado
e (13)ier uma familia de operadores em L(F, F) satisfazendo a condi¢io de que para cada x € F, existe
Cy < 00 tal que

sup || Ti(x)]| < Cy. (3.3)
iel

Entao sup||T;|| < oco.
il
Demonstragao. Por hipétese cada 15 é continuo, o que implica que o conjunto
{r e BTl <n} = (-0 T)~'([0,n])

¢é fechado para cada n e cada i € I. Dessa forma, o conjunto

Ap = {LB el: ilé?||Tz(w)|| < n} = ﬂ{m e B ||Ti(x)|| <n}

il
(o)
é fechado por ser uma intersecao arbitraria de fechados. De (3.3) segue que E = U A, e, portanto,
n=1

pode-se aplicar o Teorema de Baire. Assim, existe algum A,, que possui o interior ndo vazio. Sejam
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a € int(Ap,) er > 0 tais que {x € E : ||z —al|| < r} C int(Ay,). Tome y € E com |ly|| < 1. Se

x =a+ry entao || —al| = ||ry|| < r e portanto x € A,,. Dali,
1 Ti(x — a)|| < [[Te(@)|] + [|Ta(a)|] < 1o +no

para todo i € I. Logo ||T;(ry)|| = || Ti(x — a)|| < 2ng e ||Ti(y)]] < 2’;‘—0, para todo i € I.

Portanto, sup;¢; ||| < 220. O

O Teorema de Banach-Steinhaus também é conhecido como Teorema da Limitagao Uniforme. O
préximo coroldrio trata-se de uma propriedade interessante das sequéncias de operadores continuos

definidos em espacos de Banach.

Coroldrio 3.3.1. Sejam E um espago de Banach, F' um espag¢o normado e (1,,)52 | uma sequéncia
em L(F,F) tal que (1,(x))X  é convergente em F' para todo x € E. Se definirmos T : E — I, onde

T(x) = li_>m T.(x), entdo T' é wm operador linear continuo.
n—oo

Demonstragdo. A linearidade de T segue de que

Tz +y) = lim To(z +y) = lim To(a) +Tuly)

= lim T(2) + lim T,,(y)

n— o0 n—ro0

=T(2) +T(y)
e também de que

T(azr) = lim T,(ax) = lim oT,(x)

n—ro0 n—ro0

= o g, 1)

= oT'(z),

para todos 2,y € I e a € K. Por hipétese, para cada x € E a sequéncia (15,(x))>° ; é convergente,
e portanto limitada. Assim sup||T,(x)|| < co para todo & € E. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus,
existe C' > 0 tal que sup||Tn7T|€1\I§ C. Como cada T, é continuo, para cada n € N e para todo z €
temos que e

T (@) < ([Tl < Cll].

Fazendo, n — oo, temos ||T(x)|| < C||x|| para todo x € E. Logo T é continuo. O

Definicao 3.3.1. Sejam FEy, Fo e F espacos vetoriais. Uma aplicacdo B @ Ey x Ey — F € dita
bilinear se B(x1,-) : Fo = F e B(,x2) : F1 — F s6o operadores lineares para quaisquer x1 € K e

r2 € Ky firados.
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Corolario 3.3.2. Sejam Fq, Fy e F espagos vetoriais normados, Fo completo e B : K1 x s — F uma
aplicacao bilinear. Suponha B separadamente continua, isto é, B(x, ) : Fy - F e B(-,y) : Fy — F
sao operadores lineares continuos para quaisquer x € Iy e y € Ey fixados. Entdo B : By x Fy — F €

uma aplicacdo continua.
Demonstra¢ao. Considere F' = {B(x,-) 1 x € Ey, ||z|| < 1} C L{F», F). Por hipétese B(-,y) é linear e
continuo para cada y € Ea, portanto, para todo x € Fy, ||z|| < 1, temos
1Bz, Il < IBC e, ry =: Co-
Assim, a familia £’ é pontualmente limitada e, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe C' tal que

sup sup ||B(z,y)|| <C.
[EIESIESE

Segue da bilinearidade de B que
1Bz, y)I| < Cll]] - []yll

para todos x € Fy e y € Ey. A continuidade de B segue da seguinte maneira. Seja (n, yn) — (2,Y)
em Fy x Fy. Entao x, — x em Ej e y, — y em FEy. Em particular, existe M > 0 tal que ||z,|| < M
para todon € N e ||y|| < M. Dal,
| B(an, yn) — B, y)l| < [[1B(@n, yn) — B@n, y)l| + [[B(an, y) — B, y)|
= |1B(n, yn — )l + || Blan — 2, y)|
< Cllaallllyn = yll + Cllan — ylllyll

< CM(l|len — 2| + |yn — yll) = 0.

Assim podemos concluir que B é continua. ]

Notemos no exemplo abaixo a necessidade do espago do dominio ser completo no Teorema de

Banach-Steinhaus.

Exemplo 3.3.1. Para cada n € N, considere o funcional linear continuo ¢ : coo — K onde
Pn((a)2) = na,. Podemos observar que (¢n)5° 1 € (coo)’ e que
nll = sup{lgn((a;)72 0 : (a;)721 € coo e [[(a;)724]] <1}
= sup{|nan| : (a;)52; € coo e [[(a;)52,|] < 1}
= nsupflan| : (a;)72, € coo e [|(a;)72,]] <1}
=n

para todo n € N. Dada uma sequéncia (aj);.‘;l € coo, tomando jo tal que a; = 0 para todo j > jo,
seque que Pn((a;)32;) = 0 para todo n > jo. Assim, sup, |¢,(x)| < co para lodo x € cqo, mas

supp||@n|| = oco.
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3.4 O Teorema da Aplicacao Aberta

Lema 3.4.1. Sejom E um espaco de Banach, F' um espago normado e T’ : ' — F um operador linear

continuo. Se existirem R,r > 0 tais que T(Bg(0, R)) 2 Br(0,7), entido T(Bg(0, R)) 2 Br (0,5%).

Demonstracdo. Como para qualquer conjunto M C F e a € K vale que aM = alM, temos que

Brp(0,ar) C aT(Bg(0, R)) = T(Bg(0,aR)) (3.4)

para todo a € R positivo. Seja y € Bp (0,%) . Temos que mostrar que y € T(Bg(0, R)). Por (3.4)

existe #1 € Bg (0, %) tal que ||y — T(z1)|| < &, isto é, y — T(z1) € Br (0,%) . Novamente por (3.4)

existe xo € Bp (O, %) tal que

ly — T(a1) — T(2)]] < g

Como (3.4) vale para todo a > 0, podemos continuar este processo indefinidamente de forma a construir

uma sequéncia (x,)50 ; em F tal que x,, € Bg (O, Qﬁn) e

ly =) = = Ta)ll < g7y (3.5)

para todo n € N.
(o)

A série ZH:EnH é convergente pois ||x,|| < 2% para todo n. Logo

n=1

m m
Z:Ej §Z||:Ej||—>() quando m >n — oo,
j=n j=n
[e @]

Y2

n
[e @]
i1 :Ej) ¢ de Cauchy em F. Como E é Banach, a sequéncia g Z;
n=1

Jj=1

e portanto a sequencia (Z

n=1
converge para algum z € F. Dal,

n n
lall = |[ lim Sy | < Tim S ja |
j=1 j=1
[eS)
=l + > [l
n=2
[eS)
R
<D =R
n=1

e portanto x € Bg(0, R). Fazendo n — oo em (3.5), obtemos

n
Iy = 7@ =y~ | Jim 3o
]:

= T [Jy — T(@1) = - — Tan)]|
= lim I 0,

n—oo 20l

45



e assim y = T'(x). Concluindo que y € T(Bg(0, R)). [l

Teorema 3.4.1. (Teorema da Aplicagdo Aberta) Sejam FE e F espacos de Banach e T : E — F
linear, conlinuo e sobrejetor. Enldo T’ é uma aplicagdo aberta. Em particular, todo operador linear

conlinuo e bijetor enlre espacos de Banach € isomorfismo.

(o)
Demonstracdo. Como E = U Bg(0,n) e por hipétese T' é sobrejetor, temos a igualdade

n=1
(o) (o)
U (Bg(0,n)) UTBE()n
n=1 n=1

Pelo Teorema de Baire, existe ng € N tal que T(Bg(0,7n0)) tem interior ndo vazio. Assim existem

be Fer>0tais que Bp(b,r) C T(Bg(0,n0)). Como

T(BE(Ov no)) - _T(BE(Ov nO)),

resulta que

Bp(=b,r) = —Bp(b,r) C T(Bg(0,n9)).

Como z = 2(b+z) + (b +2),

1 1
BF(Ov 7’) - §BF(b7 7’) + §BF(_b7 7’)

1 1
C ST(BE0,m)) + 5T (B0, 1))
=T (Bg(0,n0)),
onde a tltima igualdade é vélida pois T(Bg(0,n0)) é convexo. Pelo lema anterior sabemos que
T(Bgr(0,n0)) 2 Bp(0,p) para p = 5. Vejamos que T(Bg(x,cno)) 2 Bp(T(x),cp) para todo x € I e
todo ¢ > 0. Observe que Bg(x,cno) =« + Bgr(0,cno), o que implica
T(Bg(x,cng)) = T(x) + T(Bg(0, cng))
2 T'(x) + Bp(0,cp) = Bp(T(2), cp).
Mostremos que T(U) é aberto em F' para cada U aberto em F, para concluir que 7' é uma aplicacao
aberta. Sejam x € U e ¢ > 0 tais que Bg(x,cng) C U. Entao Bp(T(x),cp) C T(Bg(x;eng)) CT(U),
mostrando assim que T'(U) é aberto.

Caso o operador T seja bijetor, como T (V) é aberto em F para cada aberto V em F podemos

concluir que T~ é continuo, logo o operador T é isomorfismo. ]

Vejamos no exemplo abaixo que a hipétese dos espagos serem completos é essencial.
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Exemplo 3.4.1. Seja T : coo — coo 0 operador linear dado por T((an)e ) = (al,cg,%g,...).
Mostremos que T satisfaz as hipdteses de ser linear, bijetor e conlinuo, mas ndo € um isomorfismo,

ou seja, T~' ndo é continuo. O operador T satisfaz as condicdes para ser linear. De fato,

T ((an 1 b)21) — ( by,

= (al,%,...) + <b17b2—2,...>
=T ((an)nz1) + T ((ba)n21)
e também T((aan) ) = (a1, 22, ...) = a(a1,%,...) = aT((an)2 ).

Mostraremos que T' € continuo. Vamos tentar utilizar o Teorema 3.1.1 item (g). Seja (a,)50 1 € coo-

Assim pela definicdao de coy existe ng € N tal que a, = 0 para todo n > ng. Dai

[°S) a2 aS
(@)l = [|(ar. 5.5 )|
:sup{‘—‘ :neN}
n
Un
:max{‘—‘ :n<no}
n
< max {|an| : n < ng}
= sup {|an| : n € N}
= [l(an)nZilloo-

Logo T é conlinuo.

Mostremos agora que T' € bijetor. Primeiramente verifiquemos que T é injetor. Sejam (an)d q,

(bn)S2 | € coo. Entdo

= (an)pZ1 = (bn)nZ-

Podemos concluir T ser injetor. Vejamos que T' é sobrejetor. Dados (yn )l | € oo, queremos mostrar
que eziste (an)n—1 € coo tal que T((an)S2 1) = (Yn)22q, ou seja, (yn)X 1 = (a1,%,%,...). Basta
tomar (a,)5° 1 = (y1,2y2,3y3, ... ) 0 que implica T'(y1,2y2,3y3...) = (Y1, Y2, Y3 - . . ). Podemos concluir

entdo que I’ € sobrejetor. Logo o operador T € bijetor.
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Falta mostrar entdo que o operador T—' ndao é continuo. Observe que T—! : coo — coo onde

T ((an); = (a1,2az,3as,...). Suponha que T~' é continuo. Logo, pelo Teorema 3.1.1 item (g)

existe C' > 0 tal que

17~ an)72all < Cli(an)iall,

ou seja,

sup{n|a,| : n € N} < Csup{|a,| : n € N}.

Para cadan € N, considere a sequénciaey = (1,0,0,...),e2 = (0,1,0,...),...,e, =(0,0,...,1,0,...),

onde 1 estd n-ésimo termo. Observe que e, € coo para todo n € N. Seque dai que se eff) € a j-ésima

entrada ey, entao
n=sup{nled|:j e N} < Csup{le¥)|:j eN}=C, V neN,

o que é uma contradicdo. Logo, podemos concluir que T~ ¢é descontinuo.

3.5 O Teorema do Grafico Fechado

Sejam IV e F' espagos normados e T : IV — F' um operador linear. O grafico de T" é o conjunto

GT)={(x,y):xeF ey=T(x)}

={(z,T(x)) :x e B} CE X F.

G(T) é subespaco vetorial de ' x F' com qualquer uma das normas usuais. Vejamos que o fato de

G(T) ser fechado determina que 7" é continuo.

Teorema 3.5.1. (Teorema do Gréfico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach e T : E — F um

operador linear. Entao T é continuo se, e somente se, G(T') é fechado FE x F.

Demonstragdo. Suponha T continuo. Entao a funcao f: I x FF — R, dada por

fQ@,y) = [T(x) —yll

é continua, e portanto G(T) = f~1({0}) é fechado por ser a imagem inversa do fechado {0} pela
fun¢ao continua f.
Reciprocamente, suponha G(T") fechado. Queremos mostrar que 7" é continuo. Temos que F x F

é espaco de Banach com a norma da soma denotada por || - ||1. A fungao 7 : G(T') — F dada por

m(x, T(x)) =x
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¢ linear e bijetora. Além disso, 7 é continua pois

||, T(@))[| = [[]]
< ][ + [T ()]

= [[(@, T(x))]]1-

1

Do Teorema 3.4.1 segue entdao que 7 € isomorfismo, ou seja, 7~ é continua, e portanto existe €' > 0

tal que ||(x, T(x))||1 < C||x|| para todo & € E. Logo
T ()| < 1T ()] + [ll| = |[(@, T (@)1 < Cla]]
para todo x € E. Isso prova que 1" é continuo. O

Exemplo 3.5.1. Sejam E um espaco de Banach e T : E — E' um operador linear simétrico, isto é,

T ¢ linear e

T(x)(y) = T(y)(xr) paratodos x,y € F.

Mostremos que T é continuo. Pelo Teorema do Grdfico Fechado, basta verificar que G(T') € fechado.
Para isto seja (x,)5° , uma sequéncia convergindo para x em E e suponha T(x,) — ¢ em E'. Fizado

y el temos
T(y)(en) = T(y)(x) = T(x)(y)

quando n — oo e, além disso, dado € > 0, existe ng € N tal que

€
n=mne = |[|T(xn) —¢l| < Tl

llyll
[yl

= [[T(@n)(y) — W)l <

= [[T(xn)(y) — )l <

ou seja, T{xn)(y) — ©(y). Agora temos que

w(y) « T(@a)(y) = T(y)@n) = T(y)(x) = T(2)(y).

Assim podemos concluir que o(y) = T(x)(y). Comoy € E foi escolhido arbitrariamente, p = T(x), e
portanto G(T') é fechado.

49



Capitulo 4

Teoremas de Hahn-Banach

Neste capitulo apresentaremos a demonstragao do Teorema de Hahn-Banach, que se trata do estudo da
extensao de funcionais lineares continuos em subespacos vetoriais para espacos normados sob algumas
condicoes. Depois disso seguiremos para as demonstracoes da Primeira e Segunda Formas Geométricas

do Teorema de Hahn-Banach. Utilizamos como referéncia [1] e [5].

4.1 O teorema da extensao de Hahn-Banach

Para demonstrarmos o Teorema de Hahn-Banach(caso real) é necessédrio o Lema de Zorn.

Lema 4.1.1. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado, ndo vazio e no qual todo sub-

conjunto totalmente ordenado tem cota superior, tem elemento mazimal.

Teorema 4.1.1. (Teorema de Hahn-Banach (caso real)) Sejam E um espaco vetorial sobre R e

p: E — R uma funcao que salisfaz as sequintes propriedades:

1. plax) = ap(x) para todos a >0 e v € F.

2. p(z+y) < p(x) + p(y) para todos x,y € V.

Sejam G subespago vetorial de E e ¢ : G — R um funcional linear tal que p(x) < p(x) para todo
x € G. Entao existe um funcional linear ©' : E — R que estende , isto €, ©'(x) = p(x) para todo

x € G, e que satisfaz ' (x) < p(x) para todo x € E.

Demonstragao. Vamos considerar a familia P de funcionais lineares definidos em subespacos de F que

contém G :
¢:D(p) CE—R:D(¢p) é subespago vetorial de E,

P =14 ¢ élinear, G C D(¢), ¢(x) = p(x) para todo z € G
e ¢(x) < p(x) para todo x € D(¢)
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Em P, definimos a relagao abaixo

01 < P2 & D(P1) € D(¢2) e ¢2 estende ¢, isto é, ¢a(x) = ¢1(x) para todo x € D(¢1).

Esta é uma relacao de ordem parcial sobre o conjunto P, pois satisfaz as seguintes propriedades para

todos @1, P2 € ¢z em P:
1. ¢1 < @1, pois D(¢1) C D(¢1) e ¢1 estende ¢y.

2. Se 91 < P2 e P2 < @1, entdo D(¢1) C D(¢p2), D(¢2) C D(¢p1), ¢2 estende ¢1 e ¢ estende ¢a,

entdo ¢1 = @Ps.

3. Se g1 < o e o < s, entao D(¢1) C D(¢2), D(p2) C D(¢3), P2 estende ¢ e ¢z estende ¢po,
entao D(¢1) C D(¢3) e ¢ estende ¢1. Logo, ¢1 < ¢s.

A familia P nao é vazia pois ¢ € P. Vamos utilizar o Lema de Zorn para a familia P, para isto vejamos
que todo subconjunto totalmente ordenado de P admite uma cota superior. Seja ¢ C P totalmente
ordenado com a relagao < definida no conjunto P. Defina ¢¢ : D(¢) — R por

D(éq) = |J D(O) ¢ dola) = b(x) se € D).

0eqQ
Observe que ¢¢ estd bem definida. De fato, dado y € D(¢q), se y € D(0;) e y € D(0;) com i # j,

como @ ¢ totalmente ordenado devemos ter 0; < 0; ou 0; < ¢;. Suponhamos sem perda de generalidade
0; < 0;, neste caso D(0;) C D(0;) e 0;(x) = 0;(x) para todo x € D(0;). Em particular 0;(y) = 0;(y).
Assim ¢¢ estd bem definida. Notemos que ¢g € P, pois satisfaz todas as propriedades da familia P,
e mostremos ¢¢ € cota superior para Q.

Temos que mostrar que para todo ¥ € @, temos ¥ < ¢g. Mas isso pode ser mostrado apenas
verficando a forma como a fungao ¢¢ estd definida:

D(¢q) = |J D) 2 D),

0cQ
e além do mais ¢g(x) = ¥(x) para todo x € D(¢). Logo ¢¢ ¢ cota superior de Q.
Utilizando o Lema de Zorn podemos concluir que P admite um elemento maximal . Agora para
finalizarmos a prova do teorema basta mostrarmos que D(y') = E. Suponhamos por absurdo que

D(¢') # E. Assim podemos escolher 2g € E — D(¢') e definir ¢’ : D(¢) — R por
D(¢') : D(¢) + o] e ¢'(x+ o) = ¢'(@) + 1oy,

onde « serd uma constante escolhida de tal maneira que ¢’ € P. Queremos primeiramente que «

satisfaca as desigualdades abaixo:
o'(x) +a=¢'(x+x0) < plo+x) para todo x € D(¢) e
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o'(x) —a = ¢ (x —x0) < p(w —x0) para todo x € D(').

Note que devemos ter

a < plx+xo) —¢'(x) e a>¢(x) —plr — o),

o que implica

a < inf {p(w+wo) O'(x)} e a> sup ¢ (x) —ple — x0).
2€D(p z€D(y’)

Para isso ocorrer basta escolher o de modo que

sup {¢'(z) —=p(z —xo)} << inf {p(w+xo) ¢'(2)}.
z€D(p!) 2€D(p

Esta escolha é possivel pois para x,y € D(¢') temos que

¢ () +¢'(y) = ¢ (2 +y) <ple+y)
=plr+2a0+y—x0)
< p(x + 20) + p(y — 20),
e daf segue
¢'(y) —p(y —x0) < pla +x0) — ¢ (2)

para quaisquer x,y € D(y'), isto significa que podemos escolher a satisfazendo as duas desigualdades

anteriores. Agora observemos que

1. Parat >0

¢ (@ +tag) = ¢ (¢ (% +a0)) =td' (£ +x0) <tp(%+a0) =p(x+ 20).
2. Parat <0

¢+ two) = ¢! (=t (2 —20) ) =t (5 —20) < —tp (5 = w0) = pla + a0).
3. Parat =0

@2+ tao) = ¢'(2) = ¢'(2) < pla) = p(x + tao).

Assim podemos concluir que ¢’ € P, ¢’ < ¢ e ¢’ # ¢'. Contradizendo assim a hipétese da maximili-

dade de ¢'. Temos entdao que D(¢') = E. O

Teorema 4.1.2. (Teorema de Hahn-Banach ) Sejam E um espaco vetorial sobre o corpo K = R ou

C ep: E— R uma funcio que salisfaz

plax) = |a|p(x) para todos a € K e x € F, (4.1)

52



p(r+vy) <plx)+ply) para todos x,y € E. (4.2)

Se G C E é um subespaco vetorial e o : G — R ou C um funcional linear tal que |p(x)| < p(x)
para todo x € G, entdo existe um funcional linear ¢ . E — K que estende ¢ a E e que satisfaz

|/ (x)| < p(a) para todo x € E.

Demonstra¢do. Primeiramente vejamos que p(x) > 0 para todo x € E. Da equacao (4.2) temos que

p(0) = p(0 + 0) < 2p(0)

e assim p(0) > 0. Da equagao (4.1) resulta que p(x) = p(—=x) e assim, para todo x € E,

2p(x) = p(@) + p(—2) = p((x) + (—2)) = p(0) 2 0.

Mostremos primeiro o caso em que K = R. Nesse caso a hipdtese nos garante que p(x) < p(x)
para todo x € E. Assim, recaimos nas hip6teses do Teorema de Hahn-Banach(caso real) que garante
que existe um funcional linear ¢’ : E — R que estende ¢ a F e que satisfaz ¢'(x) < p(x) para todo

x € E. Da equagao (4.1) temos que

—¢'(x) = ¢'(—x) < p(—x) = | = 1p(x) = p(a),

para todo x € K. Logo |¢'(x)| < p(x) para todo x € E.

Provemos agora o caso em que K = C. Nesse caso I£ é um subespago vetorial complexo e ¢ assume
valores em C. Definiremos 1,2 : G — R por ¢1(x) = Re(p(x)) e pa(x) = Im(p(x)). Temos que 1
e 2 sao funcionais lineares reais e p(x) = ¢1() +iv2(z). Chamemos de Fr e Gg 0s espagos vetoriais
reais subjacentes a F e (G, ou seja, como conjunto o espaco respectivo é o mesmo, a adicao é a mesma
e apenas a multiplicacdo por escalar é feita apenas em R. Entao 1 e @2 sao funcionais lineares sobre
G'g. Para x € G, obtemos

p1(@) < lei(e)] < lp(a)] < pla).

Pelo Teorema de Hahn-Banach (caso real), existe um funcional linear ¢} : Eg — R que estende ¢ a

Eg e que satisfaz ¢ () < p(x) para todo x € Eg. Mostremos o caso de ;. Para cada x € G,

(1) +ipa()) = ip(a) = pliz) = e1(i) + ipz(iz).
Portanto @s(x) = —p1(ix) para todo x € . Definindo entao

/

¢ E—C onde ¢'(x) = ¢\(x) —ip)(iv),
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segue que ¢'(x) = p(x) para todo x € G. De fato,
¢'(x) = o (a) — i) (ix)
= p1(@) — i1 (ix)
= (@) +ipa()
= ().
Mostremos que ¢’ é funcional linear no espaco complexo E. Observe que ¢'(x + ) = ¢'(z) + ¢'(y)
para todo x,y € . Dados a+ibeCex € F,
¢ ((a -+ ib)x) = @ (ax + ibx) — i) ((i(a + ib)x))
= a) () + b (i) — ia) (ix) — by ()
= (a+ bi)(pi () — iyy(ix))
= (a +ib)¢ ().
Mostremos agora que |¢'(z)| < p(x) para todo x € E. Se ¢'(x) = 0, entao a desigualdade é verdadeira
porque p(z) > 0. Tome x € E tal que ¢'(x) # 0. Entao existe 0 tal que ¢/ (x) = |¢'(z)]e®. Segue que
|/ (x)] = e/ (x) = ¢'(e=?x). Como |¢/(x)| é real, pela equacdo (4.1), obtemos
&' (@) = ¢ (e ) = ¢ (e™Pa) < ple™Pa) = e~ |p(x) = p(a).

O

Corolario 4.1.1. Seja G um subespaco de um espaco normado I sobre K =R ou C e sejap : G — K

um funcional linear continuo. Entdo existe um funcional linear continuo ¢’ : E — K cuja restri¢ao a

G coincide com @ e ||| = ||¢]]-
Demonstracao. Seja p(x) : E — R onde p(x) = ||¢||||z]]. Observe que p satisfaz as seguintes proprie-
dades:

L plax) = [lgl|llax]] = [[elllalllz]] = lalp(z);

2. p(x+y) = llelllle +yll < llell(2ll + lyll) = Hellllell + llelllyll = p(x) + p(y).
Como por hipétese G C F é um subespaco vetorial de E e p : G — K é um funcional linear continuo,
vale a desigualdade abaixo
(@) < llellflzl] = p(x)
para todo 2 € G. Dal, aplicando o Teorema de Hahn-Banach, existe ¢’ : E — R funcional linear tal

que [¢"(@)| < [[ell]|2]| = p(x). Logo [[¢'|| < [l¢l|. Por outro lado, [l¢(x)]] = [l¢'(@)[| < [l¢l[||2]| para
todo x € G. Entao ||| < |]¢'||. Assim, podemos concluir que ||| = ||¢|]. O
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Coroldrio 4.1.2. Seja F um espago normado. Para todo xg € F, xo # 0, existe um funcional linear

p € B tal que ||gl| = 1 e p(ao) = |20l

Demonstra¢do. Sejam G = [xg] subespaco vetorial de E e ¢ : G — K com @(axo) = al|xo|| funcional
linear continuo. Pelo Corolério 4.1.1, existe ¢’ : E — K funcional linear continuo cuja restricdo a G

coincide com ¢ e

1l = 1l = sup{|e(azo)| :azo € G e [laxoll <1}
= sup{[all|xol| : axo € & e lalxo|| <1}

= 1.
Falta mostrar que ¢'(xg) = ||zo||. Para isto observe que

¢ (w0) = ¢ (x0) = [Jol|-

Coroldrio 4.1.3. Sejam E um espag¢o normado, E # {0}, e x € E. Entdo

l2]] = sup{|e(z)] - ¢ € E e [loll < 1}

= méx{lp(@)| o € E' e |lp]| < 1}.
Demonstragao. Para cada ¢ € E' com ||| < 1, temos que |o(2)] < |oll||z]] < |]z|]. Isso mostra que

sup{le(z)] 1 o € B e [l < 1} < [[]l.

O fato do supremo ser atingido em um funcional de norma 1 é garantido pelo coroldrio anterior. [

4.2 Versoes vetoriais do Teorema de Hahn-Banach

Definicao 4.2.1. Seja E um espago de Banach. Um operador linear continuo P : . — FE é uma

projecao se P> — Po P — P.
Observe que se P # 0 é uma projecao entao, ||P|| > 1.

Proposicao 4.2.1. Seja F' um subespagco do espaco de Banach E. As sequintes afirmagdes sao

equivalentes:

1. Eziste uma proje¢iao P : E — FE cuja imagem coincide com F, ou seja, Im(P) = F. Neste caso

diremos que P € uma projecdo sobre F.
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2. I ¢ fechado e existe um subespago fechado G de E tal que ¥ = F &G, isto é, K = F+G e
FnaG={0}.

Neste caso F' = {x € E: P(x) =2} e G = ker(P).
Demonstracdo. (a) = (b) Primeiramente iremos mostrar que a igualdade abaixo é vélida
F={xeF:Plx)==r}

Se x € I, tomando y € E tal que P(y) = z, resulta que x = P(y) = P(P(y)) = P(z). Se x = P(x),

entao x € Im(P) = F. Chamaremos de idg o operador identidade em F. Assim
F={xeFE:Pl)=x}={xeE:(P—idg)(x) =0} = (P —idg)”*({0}),

e o conjunto F serd fechado pois é a imagem inversa do fechado {0} pela func¢ao continua (P —idg).

Tome agora G = ker(P). Temos assim que G é subespaco fechado de E. Para todo x € E vale que
(x — P(z)) € G, pois P(x — P(x)) = P(z) — P(P(x)) =0, P(x) € Fex = (x— P(z)) + P(x). Se
x € GNF, temos x = P(x) pois x € F e P(x) =0 pois x € G. Daf, x = 0.

(b) = (a) Para cada x € FE, existem Unicos 21 € F' e x2 € G tais que x = x1 + 22. O operador
P : E — E dado por P(z) = x1 estd bem definido, é linear, P? = P,Im(P) = F,ker(P) = G e
F = {x € F: P(x) = x}. Resta provar que P é continuo. Seja (x,)>°; uma sequéncia em F tal
que x, — x e P(x,) — y. Para cada n € N, escreva 2, = yn + 2, com y, € F e z, € . Entao
Zn = Tn — Yn = Tn — P(xy) — x —y. Como G é fechado, x —y € G, e portanto P(x) = P(y). Mas
por outro lado, ¥, = P(x,) — y. Como F é fechado, y € F. Assim y = P(y) = P(x). Pelo Teorema

do Gréfico Fechado temos que P é continuo. O

Definicao 4.2.2. Um subespaco F' do espaco de Banach E é complementado se satisfoz as condicoes
da proposicdo anterior. Dizemos que ' é A—complementado, A\ > 1, se F' é complementado por

uma projecdo de norma igual a A.

Segue da proposicao anterior que todo subespaco complementado de um espago de Banach é

fechado.

Exemplo 4.2.1. Todo subespaco de dimensdo finita de um espaco de Banach é complementado.

Seja F' um subespaco de dimensao n do espaco de Banach E e {e1,ez,... ey} base de F. Para
n

cada j = 1,...,n, considere o funcional linear continuo p; € F' dado por ; Zakek = a;. Pelo
k=1

n
Teorema de Hahn-Banach, existe go} € F' extensio de @; a E. Falta mostrar entdo que P = ng}ej
j=1
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€ wma projecdo de E sobre F. Primeiramente mostremos que P é uma projecdo:

n
Agora mostremos que P € projecao de E sobre F. Como P(x) = ng}(w)ej € I temos que Im(P) = F.
j=1

Exemplo 4.2.2. Sejam FE e F espagos de Banach. Por meio da projecio (x,y) € E x F+—— (x,0) €
E x F, observemos que F = FE x {0} é 1-complementado em E x F. De fato, P é uma projecao,

Im(P) = E x {0} e

|P(a, )| = sup{|[P(z,p)l| : (x,9) € E X F e |[(2,y)]] <1}
= sup{|[(2, 0)]| : (x,y) € EXF e [[(x,y)]| <1}

<1

se considerarmos em E x F qualquer uma das normas cldssicas.

Observaremos que operadores definidos em subespagos complementados podem ser estendidos ao

espaco todo.

Proposicao 4.2.2. Sejam G um espaco normado, I um subespago complementado do espaco de

Banach E ¢ T € L(F,G). Entio existe T € L(E,G) extensio de T a E.

Demonstracao. Sejam P uma projecao de E sobre F' e T=ToPc L(E,G). Entao, para todo x € F,
temos que

T(x) =T o P(x) = T(P(2)) = T(2).
O

Quando o subespaco nao é complementado os operadores lineares continuos nem sempre podem

ser estendidos, como veremos na proposicao abaixo.
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Proposicao 4.2.3. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco nao complementado de F.
Entao nao existe operador linear continuo T : E — F tal que T(x) = x para todo x € F, ou seja, o

operador identidade em F ndo pode ser estendido continuamente a F.

Demonstra¢do. Suponha que existe T : £ — F tal que T(x) = «, para todo x € F. A inclusao
ip 1 I' — F é linear e continua, logo ip o1 é um operador linear continuo de £ em F. Como T'(x) € I
para todo x € E, segue que T?(x) = T(T(x)) = T(x) para todo x em E. Assim ip o T seria projecdo

sobre F, o que contradiz o fato de I’ ndo ser complementado em F. O

Teorema 4.2.1. (Teorema de Phillips) Sejam F' um subespaco do espaco normado E e T € L(F,lx).
Entio existe T € L(E,ls) extensio de T a E. Mas ainda, ||T|] = ||T]].

Demonstracdo. Considere o funcional linear continuo de norma 1:
n Lo — K onde ¢n((a;)52) = an.

Assim, ¢, o T € F' para todo n e T(x) = ((¢n o T)(x))$2, para todo 2 € F. Pelo Teorema de Hahn-
Banach, para cada n existe ¢!, extensao de @, 0T a F com ||, o T|| = ||¢),||. Podemos observar que

o operador T : E — (o onde T(x) = (pl ()2, é linear. Para todo « € F temos que

T(x) = (gn(@)iiy = (pn o T(2))ply = (),
ou seja, T estende T. Note que
1T ()|| = sup |}, (2)|

n

< sup ||| |]2]]
n

= sup || o T[] |||
n

< sup [[n|[[|T|]]]]
n

= [T/l

e portanto T ¢ continuo e ||T]| < ||T||. Como T estende T, obtemos que ||T|| < ||T]|. Logo ||T|| =
1] O

Corolario 4.2.1. Se £, € subespaco fechado de um espago de Banach E entdo é 1-complementado

em E.

Demonstracdo. Utilize o Teorema de Phillips para o operador linear identidade em /., para obter
T : E — Ly que estende a identidade e ||T’|| = 1. Sendo i o operador inclusao de £+, em FE, temos que

i o T é uma projecao de I sobre £ de norma 1. O
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4.3 Aplicagoes do Teorema de Hahn-Banach em espacos separaveis

Como vamos observar os espacos separaveis tem propriedades especiais que tornam a teoria dos espacos
separaveis bem mais rica que a geral. Relembre que, se A é um subconjunto de um espaco normado
FexeF, entao

dist(x, A) = inf{||lx —y|| : y € 4}.

Proposicao 4.3.1. Sejam E um espago normado, M wm subespago fechado de E, yo € E— M ¢
d = dist(yo, M). Entao existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||¢|| = 1, ¢(yo) = d e ¢(x) = 0, para
todo x € M.

Demonstracdo. Seja N = M + [yo]. Entao para z € N existem tnicos ¢ € K e x € M tais que
z = x + ayg. Defina
do: N — K, ¢o(x + ayo) = ad.

Podemos observar que ¢g é linear. De fato, dados z = x+ayo e w = y+byg, ondea, be Kex, y € M,
temos que

do(z +w) = ¢(x+y+ (a+byo) = (a+b)d = ad +bd = ¢o(z) + ¢o(w)

e também
dolaz) = ¢plax + aayy) = aad = alPo(2)).

Além disso, ¢o(M) = {0} e ¢o(yo) = d. Provemos que ||¢o|| = 1. Seja z = + ayo € N. Para a #£ 0,

vale

X
1]l = [l + ayol] = lal || = —yo|| = dlal = |o(2)],

e para a = 0, como ||z|| > 0, a desigualdade ||z|| > |¢o(2)| é direta. Segue que ||¢o|| < 1.

Agora, dado ¢ > 0, existe . € M tal que

d<l|lyo — x| <d+e.

Tome z, = % Entao zc € N, ||z =1 e
d d
Ze) = > .
W) = gyl = T e
Como ¢ é arbitrario, temos ||¢g|| > 1. Logo, ||¢o|| = 1. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € E
que estende ¢g a F tal que ||¢]| = ||¢o|| = 1. O

Teorema 4.3.1. Se E' ¢ separdvel, entao E ¢ separdvel.
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Demonstracio. Seja Sp a esfera unitéria de ', isto 6, Spr = {¢ € E' : ||¢|| = 1}. E possivel mostrar
que todo subconjunto de espago métrico separavel também é separdvel, logo Sgr € separdvel. Seja
{¢n, : n € N} um subconjunto enumeravel e denso de Sg:. Para cada n € N podemos tomar z,, € Sg
tal que |¢,(zn)| > 3. Chamemos M = [x1,22,...] e provemos que M = E. Para tanto, suponhamos
M +# FE e escolhamos yp € E — M. Pela proposicao anterior, existe um funcional ¢ € E' com ||¢|| = 1

tal que ¢(yo) = d = dist(yo, M) e ¢(x) = 0 para todo x € M. Entao

1 = ¢ull = sup [(¢ = ¢n) (@) = [(¢ — Pn)(@n)| = [Pn(@n)| = %
rEBER

o que é um absurdo, ja que {¢, : n € N} é denso em Sgs. Portanto M = E e a separabilidade de F

segue do Lema 2.6.1. O

Proposicao 4.3.2. Todo espaco normado separdvel € isomorfo isomelricamente o um subespaco de

loo.

Demonstra¢do. No caso em que E = {0} nao hd o que fazer. Suponha entao que F # {0}. Sejam E
um espa¢o normado separavel e D = {x,, : n € N} um subconjunto enumeravel denso em E. Podemos
supor 0 ¢ D. Pelo Coroldrio 4.1.2, para cada n € N existe um funcional linear ¢, € E’ tal que

l|Pn]] = 1 e ¢nlan) = ||2n||. Considere
T:bE— EOO? T(LE) - (¢n(%))§°:1

E claro que |¢n(2)] < ||énll||2|| = ||z|| para todos n € N e 2 € E, portanto T estd bem definido, isto

é, (On(x))X | € £, para todo x € K. Além disso, T é linear e
1T (2)]] = sup{|¢n(2)| : n € N} < ||2]], (4.3)
0 que prova que 1" é continuo. Note que
T ()|l = sup{|@n(2e)| - 0 € N} = [@r(ar)] = [Jakl] (4.4)

para todo k € N. De (4.3) e (4.4) resulta que ||T(xg)|| = ||xk]|, para todo k € N. Da densidade do
conjunto {xz, : n € N} e da continuidade da funcao x € £ — ||T(x)|| € R segue que ||T(z)|| = ||~||,

para todo x € IJ. De fato, dado x € I, existe (yx)7>; C D tal que yp — 2. Dali,
]| < [lywll = 1T )l — T (2)]].

Assim, 7' é um isomorfismo isométrico entre £ e T(F) C £. O
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4.4 Formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach (caso real)

Definicao 4.4.1. Seja V um espago vetorial nao nulo. Um hiperplano de V' é um subespaco W £V
tal que se W1 € um subespaco de V. e W C Wy, entdo W1 =V ou Wi = W.

Notemos na préxima proposicdo que os hiperplanos sao exatamente os ntcleos dos funcionais

lineares.

Proposicdo 4.4.1. Sejam V um espago vetorial, V # {0} e W um subespago vetorial de V. Entao
W € um hiperplano de V' se, e somente se, existe um funcional linear nao nulo tal que ¢ : V — R tal

que ker(yp) = W.

Demonstra¢do. Suponhamos que W seja hiperplano de V. Queremos mostrar que ker(p) = W para
algum ¢ : V — R nao nulo. Como W # V, podemos escolher vg € V —W. Tomando W' = [W U {uvg}],
como W C W' e W # W/, podemos concluir que W/ = V. Assim cada v € V pode ser escrito de
maneira tGnica como v = u + avg com u € W e g € R. O funcional ¢ : V= R onde @(u + av) = a
é nao nulo, linear, e ker(y) = W.

Reciprocamente, seja ¢ : V' — R funcional linear nao nulo tal que ker(yp) = W. Temos ker(yp) £V
pois ¢ # 0. Seja W) subespaco de V' tal que ker(p) C Wi. Basta mostrar que ker(p) # Wi, entao
W1 = V. Suponhamos que ker(y) # Wi e escolhamos vy € Wi — ker(yp). Dado v € V, tomando

ZZEZ?;;? temos entdo que u € ker(y) C Wi. Segue que v = u + % c wy.

Uu=7vv—

Definicao 4.4.2. Se H é um hiperplano de V e vy € V, o conjunto
vo+H=A{vgt+v:veH}
é chamado hiperplano afim de V.
Da Proposicao 4.4.1 sabemos que os hiperplanos afins sao os conjuntos da forma
{veV:p)=a},

onde ¢ é um funcional linear nao nulo em V e ¢ € R. Chamaremos muitas vezes os hiperplanos afim

simplesmente de hiperplanos.

Proposicdo 4.4.2. Sejo H = {x € E : o(x) = a} um hiperplano afim de um espago normado E,
onde @ € funcional linear em E e a € R. Entdo o hiperplano afim H € fechado se, e somente se, o

funcional linear o € continuo.
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Demonstragdo. Supondo ¢ continuo, o hiperplano afim H = ¢~!({a}) é fechado. Reciprocamente,
suponha que H seja fechado. Entao ££— H é aberto e nao vazio, logo existem xg € ¥ — H e r > 0 tais

que B(xg,r) € F — H. Como p(xg) # a, podemos supor p(xg) < a. Mostremos que entao ¢(x) < a

plr1)—a

para todo x € B(xg,r). Note que se existisse 21 € B(xo,7) com @(x1) > a, tomando t = T

terfamos txg + (1 — t)x; € B(xo,r) €
p(tro + (1 = 1) = lp(xo) — (1 — (1)
o _plm) —a __plm) —a
(G ) + (1~ s ) 7o)
= a,

o que contradiz B(xg,r) € E — H. Entao podemos afirmar que ¢(x) < a para todo x € B(xg,7).

Portanto (xg) + re(z) = @(xo + rz) < a para todo z € E com [|z|| < 1. Como || — z|| = ||z]||, temos
go(:vog —a o(z) < a— g:(wo)

a—p(wo)

para todo z € E com ||z|| < 1. Entao ||¢]] < , 0 que prova a continuidade do operador . O

Definicao 4.4.3. Seja C' um subconjunto convexo, aberto e que contém a origem do espago normado
. A aplicacdo
x
po: E— R, onde pc(w):inf{a>0:560},

é chamada de funcional de Minkowski de C.

Proposicao 4.4.3. O funcional de Minkowski tem as sequintes propriedades:
a) po(bx) = bpo(x), para todo b >0 e x € E.
b) C={xeF: pc(x) <1}
c) Bxiste M > 0 tal que 0 < pc(x) < M||x|| para todo x € E.

d) po(x +vy) < pc(x) + pcly) para todos x,y € E.

Demonstragao. (a) Observe que

bd
—inf{bd >0 %ec}
= bin {d>0:§€0}



(b) Como C' é um conjunto aberto, para todo z € C existe r > 0 tal que (1 + r)x € C. Assim

1T € C e portanto po(2) < (1+ Ml <,

Reciprocamente, suponhamos que po(r) < 1. Entao da definigdo de fnfimo existe 0 < a < 1 tal
que £ € C. Como C' é convexo temos que = a (%) +(1—a)0ecC.
(¢) Seja r > 0 tal que B(0,r) C C. Para 0 < s < r temos que sﬁ € C,paratodox € Eex #0.
De (a) e (b) obtemos que
x s
1> pc <Sw> = wpc(w)
x

S

IA

= po(x)

para todo € F nao nulo. A desigualdade também é vélida para 2 = 0. Assim, tomando M = %,

temos 0 < po(x) < M||z||.

X
po(z)te

he (ﬁ) B (W) pe(z) <1,

y
po(y)+e

(d) Sejam x,y € E e € > 0 dados. Vejamos que € C. Por (a) obtemos a igualdade abaixo

x

(2)+e

_ _ po(x)te
0<t<londetl= IO IR temos que

€ C. Da mesma forma

e pelo item (b) segue que e € C. Como C' é convexo, tomando

r+y . X _ Yy
po(@) Fpe) | 26 t(I?c(iE) +e> =) <po<y> +e> =C

De (a) e (b) conclufmos que

: pole+y) =p ( vy ) <1
c = pc )
pe(x) +po(y) +2¢ pe(x) +po(y) + 2¢
e assim po(x +1y) < pe(x) + pe(y) + 2¢. Quando € — 0 obtemos po(r + ) < po(x) + pa(y). O

Lema 4.4.1. Sejo C um subconjunto convexo, aberto, proprio, € ndo vazio do espa¢o normado E e

seja xo € E — C. Entao existe um funcional linear o € E' tal que p(x) < ©(x0) para todo x € C.

Demonstragdo. Suponha 0 ¢ C'. Escolha zp € C, considere D = {x—z0 : x € C'} e yo = 20 — 20. Temos
que yo € D, 0 € D e D é convexo aberto. Podemos entao considerar o funcional de Minkowski pp de
D. Sejam G = [yo] e g(tyo) = tpp(yo) para todo t € R, temos que g(x) < pp(x) para todo x € G. De

fato, para t > 0, temos que

9(tyo) = tpp(yo) = po(tyo),

pela proposicao anterior. Para { < 0, temos
9(tyo) = tpp(yo) < 0 < pp(tyo),
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pois pp(x) > 0 para todo x € E. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe um funcional linear ¢ : £ — R
tal que @(x) = g(x) para todo x € G e p(x) < pp(x) para todo & € E. Da Proposi¢ao 4.4.3 (¢) existe
M > 0 tal que p(x) < pp(x) < M||z|| para & € E. Pode-se concluir entdo que ¢ é continuo. Da
Proposicao 4.4.3 (b) segue que ¢(y) < pp(y) < 1 para todo y € D. Como pp(yo) > 1 pois yo ¢ D,
temos

©(y) <1 2>pp(yo) = 9(yo) = ©(yo) = ©(yo — 20)

para todo y € D. Da desigualdade anterior e da definicao de D segue que

(@) = p(x — 20) + (20) < (20 — 20) + ¢(20) = @(20)

para todo & € C. Se 0 € C, basta tomar zy = 0. Segue que () < p(xg) para todo x € C. O

Lema 4.4.2. Sejam FE um espaco normado real, v € E' um funcional linear nao nulo e A um
subconjunto convexo, nao vazio, aberto de E. Entao @(A) é um intervalo aberto (ndo necessariamente

limitado).

Demonstragdo. Como @ # 0, entdo  é sobrejetor, pois sua imagem é um subespaco vetorial de R.
Note que (A) é convexo . De fato, dados @(x1), p(x2) € w(A) temos que tp(x1) + (1 — t)p(re) =
p(try + (1 —t)we) € p(A), ja que A é convexo. Logo, ¢(A) é um intervalo.

No caso, em que ¢(A) é limitado superiormente, chamemos de ¢ sua extremidade superior. Supo-
nhamos que a € p(A). Entao existe x € A tal que ¢(x) = a e p(y) < a para todo y € A. Como A é
aberto existe € > 0 tal que a bola aberta de centro x e raio € estd contida em A. Seja z € F um vetor
nao nulo. De

x -+

< €,

€z He||z|| o«
2| 2[] 2[lzl] 2

€ A. Nesse caso,

€z

podemos concluir que = + 2l

iz (x+ —) @) T = pE) —at = p(2)
= 2] 202 I

Assim podemos concluir que ¢(z) < 0. Como z é vetor nao nulo arbitrario, isso contradiz o fato
de ¢ ser sobrejetora, e portanto a ¢ @(A). Da mesma maneira prova-se que: se (A) é limitado
inferiormente, entao p(A) nao contém sua extremidade inferior, mostrando assim que @(A) é um
intervalo aberto.

O

Teorema 4.4.1. (Primeira forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach) Sejam A e B subconjuntos
convexos, nao vazios e disjuntos do espaco normado E. Se A € aberto, entdo existem um funcional

linear p € E' ¢ a € R tais que

p(r) <a < ey)
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para todo x € A e y € B. Podemos dizer que o hiperplano fechado H = {z € E : ¢(z) = a} separa A
e B.

Demonstracdo. Seja C ={a—b:a € A e be B}. Notemos que:

1. C é aberto, pois pode ser escrito da seguinte maneira C' = U {a—b:ae A}.
bEB

2. ' é convexo. De fato, dados 21,22 € A, y1,2 € Be 0 <t <1, temos que
tar—y) + (1= ez —y2) = (a1 + (1 = t)a2) — (yr + (1 = t)y2) € C.
3. @£ C #£FE, pois A e B sao disjuntos e nao vazios.

Como 0 ¢ C, pois AN B = &, pelo Lema 4.4.1 existe um funcional ¢ € E’ tal que ¢(2) < ¢(0) =0
para todo z € C. Logo,

o(r) =z —y) + oY) <ely) (4.5)

para todo x € A e y € B. Por B ser nao vazio, a := supp(r) é um nimero real. Temos que
€A

w(A) C (—o0,a| e da equagao (4.5) segue que a < (y) para todo y € B. Do Lema 3.4 sabemos que

p(A) é intervalo aberto, logo p(A) C (—o0,a), isto é, p(x) < a para todo x € A. Podemos concluir

que p(x) < a < @(y) paratodosx € Aey e B. O

Teorema 4.4.2. (Sequnda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach) Sejam A e B subconjuntos
convexos, nao vazios e disjuntos do espaco normado E. Se A ¢é fechado e B é compacto, entdo existem

um funcional o € E' e a,b € R tais que

pr) <a<b<py)

para todos x € A ey € B. Para c € (a,b) diz-se que o hiperplano fechado H = {z € F : p(z) = ¢}

separa A e B estritamente.

Demonstragao. Mostremos que é possivel escolher ¢ > 0 de modo que A + B(0,¢) e B+ B(0,¢) sejam

abertos, disjuntos e convexos.

1. Para qualquer escolha de ¢ > 0, os conjuntos A + B(0,¢) e B + B(0, ¢) sao abertos, pois

A+ B(0,6) = | J(a+ B0,6) = | Bla,e).

a€A a€A

Da mesma maneira temos que B + B(0,¢) é uma uniao qualquer de conjuntos abertos.

2. Para qualquer escolha de ¢ > 0, como A e B sao convexos e B(0,¢) também é convexo, temos

que A+ B(0,¢) e B+ B(0, ¢) sao convexos.
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3. Basta entao provar que é possivel escolher ¢ > 0 tal que A+ B(0,¢) e B+ B(0, ¢) sejam disjuntos.

Suponha que nao seja possivel. Nesse caso, para cada n € N

(113(02)) o (oo 2)) 2o

Logo existem (2,)5° 1 C A, (yn)22 1 C Be(2,)00 4, (wn)2, C B (O, %) tais que T, +2, = Yn+wn

para todo n € N. Assim,

2
|20 — Ynll = |20 — wall < n (4.6)

para todo n € N. Como B é compacto, (y,)22, tem subsequéncia convergente em B, digamos
que yn, — [ € B. Pela equagao (4.6) segue que x,, — . Como A é fechado, § € A. Logo

8 € AN B, o que contradiz A e B serem disjuntos.

Fixemos ¢ > 0 tal que A+ B(0,¢) e B+ B(0, €) sejam disjuntos. Pela Primeira Forma Geométrica
do Teorema de Hahn-Banach existe um hiperplano fechado H = {z € E : ¢(z2) = ¢} de E que
separa A + B(0,¢) e B+ B(0,¢). Logo para x € A ey € B temos

o(x) + sup p(z1) <c <y + inf o(z2),
llz1]<e l|z2]<e

e da linearidade de ¢ temos

p(x) +e- sup @(ﬁ)ﬁcﬁw(yHﬂ inf @(@)-
FIEARE e

_ lll]
Resulta que p(z) +¢||¢]] < ¢ < o(y) —¢|l¢|| para todo x € A e y € B. Basta tomar a = ¢ — ¢!l

eb=c+ e”—é’”. Assim teremos para x € A

p(z) < c—€llol|
< ooy el
2
< a.

Daf, podemos concluir que p(x) < a para todo x € A. E também obteremos para y € B

c
et Sllell <etefll]

< o(y).

Logo temos que b < ©(y) para todo y € B. Podemos concluir que p(x) < a < b < ¢(y) para
todosx € Aey e B.
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Corolario 4.4.1. Seja M wm subespaco fechado do espaco normado E. Entdo para todo xo € E— M

existe um funcional ¢ € E' tal que (xg) = 1 e p(x) = 0 para todo x € M.

Demonstragao. Pela Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach para A = M e B = [xg],
existem um funcional linear ) € E’ e ¢ € R tais que ¥(x) < x < ¥(xg) para todo x € M. Mas a imagem
de um subespaco por um operador linear é um subespago no contradominio, logo ¥(x) = 0 para todo
x € M. Assim ¥(xg) > 0 e portanto basta tomar ¢ = mw, o que implica @(xg) = % =1le

w(x) = 0 para todo x € M. O

Corolério 4.4.2. Seja M um subespaco do espaco normado E. Entdo para todo xo € E, 2o € M se,
e somente se, w(xg) = 0 para todo ¢ € E' tal que p(x) = 0 para todo x € M. Podemos representar M
da seguinte maneira

M = ﬂ{kzer(gp) e FE e M Cker(p)}.

Demonstracdo. (C) Suponha 29 € M. Para todo ¢ € E tal que M C ker(p), M C ker(p) = ker(yp),
pois ker(y) é fechado.
(D) Suponha 29 ¢ M. Como M é um subespaco fechado de E, pelo coroldrio anterior existe um

funcional linear ¢o € £ tal que wo(xo) = 1 e wo(z) = 0 para todo € M. Logo,

20 ¢ ﬂ{kzer(gp) e FE e M Cker(p)}.
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