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Resumo

Neste trabalho, abordamos conceitos e exploramos resultados sobre Codigos Corretores de
Erro, com foco nos cédigos afins e seus codigos duais. O estudo de cédigos corretores é uma
area fundamental da Teoria da Informagao e desempenha um papel crucial na detecgao e
correcao de erros em transmissoes de dados, sendo amplamente utilizado em comunicagoes
digitais e armazenamento de informacoes. Para embasar nosso estudo, realizamos uma
revisao detalhada de conceitos fundamentais, essenciais para a compreensao dos resultados
apresentados. Entre eles, destacamos as Bases de Grobner de um ideal, o Critério de
Buchberger para um subconjunto de polinémios de multiplas varidveis e o Algoritmo
de Buchberger, que é uma ferramenta central na manipulagao algébrica de polinémios.
Além disso, abordamos o conceito de Pegada, a nocao de Variedade Afim e propriedades
fundamentais de corpos finitos, que desempenham um papel importante na construcao
e analise dos codigos considerados. Em seguida, introduzimos os conceitos basicos da
Teoria dos Cédigos, identificamos seus principais parametros e discutimos sua relevancia
no contexto da codificacdo da informacao. Posteriormente, apresentamos a construgao
de cédigos afins por meio da func¢ado avaliacao, exploramos técnicas para identificar uma
base para esses cddigos utilizando a Pegada e realizamos o calculo de sua dimensao. Por
fim, focamos na caracterizacao do dual de um codigo afim, utilizando a funcao residuo
para determinar suas propriedades estruturais e identificar uma base correspondente.
Esse estudo permite compreender melhor a relacdo entre um codigo e seu dual, além de
fornecer ferramentas importantes para a analise de suas aplicagoes. Ao longo do texto,
optamos por incluir diversos exemplos praticos para ilustrar e facilitar a compreensao
dos conceitos apresentados. Acreditamos que a combinacao de fundamentacao tedrica e
exemplos concretos contribui significativamente para a assimilagado do contetido, tornando

o trabalho mais acessivel e didatico para o leitor.

Palavras-chaves: Bases de Grobner. Pegadas. Variedades afins. Corpos finitos. Codigos

corretores de erro. Codigos afins. Dual de um cédigo afim.






Abstract

In this work, we discuss concepts and explore results on Error-Correcting Codes, focusing
on affine codes and their dual codes. The study of error-correcting codes is a fundamental
area of Information Theory and plays a crucial role in detecting and correcting errors
in data transmission, being widely used in digital communications and data storage. To
support our study, we conduct a detailed review of fundamental concepts essential for
understanding the presented results. Among these, we highlight Grobner bases of an ideal,
Buchberger’s criterion for a subset of multivariate polynomials, and Buchberger’s algorithm,
which is a central tool in the algebraic manipulation of polynomials. Additionally, we
discuss the concept of footprint, the notion of affine variety, and fundamental properties of
finite fields, which play an important role in the construction and analysis of the considered
codes. Next, we introduce the basic concepts of Coding Theory, identify its key parameters,
and discuss its relevance in the context of information encoding. Subsequently, we present
the construction of affine codes through the evaluation function, explore techniques for
identifying a basis for these codes using the footprint, and calculate their dimension.
Finally, we focus on characterizing the dual of an affine code, using the residue function to
determine its structural properties and identify a corresponding basis. This study provides
a better understanding of the relationship between a code and its dual and offers important
tools for analyzing its applications. Throughout the text, we have included several practical
examples to illustrate and facilitate the understanding of the presented concepts. We believe
that combining theoretical foundations with concrete examples significantly contributes to

content assimilation, making the work more accessible and didactic for the reader.

Key-words: Grobner bases. Footprints. Affine varieties. Finite fields. Error-correcting

codes. Affine codes. Dual of an affine code.






Résumé

Dans ce travail, nous abordons des concepts et explorons des résultats sur les codes
correcteurs d’erreurs, en nous concentrant sur les codes affines et leurs codes duaux.
L’étude des codes correcteurs d’erreurs est un domaine fondamental de la théorie de
I'information et joue un role crucial dans la détection et la correction des erreurs lors de la
transmission des données, étant largement utilisée dans les communications numériques et
le stockage de I'information. Pour soutenir notre étude, nous réalisons une revue détaillée
des concepts fondamentaux essentiels a la compréhension des résultats présentés. Parmi
eux, nous mettons en avant les bases de Grobner d’un idéal, le critere de Buchberger pour
un sous-ensemble de polynomes a plusieurs variables et 1’algorithme de Buchberger, qui est
un outil central dans la manipulation algébrique des polynémes. De plus, nous abordons le
concept d’empreinte, la notion de variété affine et les propriétés fondamentales des corps
finis, qui jouent un réle important dans la construction et I’analyse des codes étudiés.
Ensuite, nous introduisons les concepts de base de la théorie des codes, identifions leurs
parametres fondamentaux et discutons de leur importance dans le contexte de I’encodage
de I'information. Par la suite, nous présentons la construction des codes affines a l'aide de
la fonction d’évaluation, explorons des techniques pour identifier une base pour ces codes
en utilisant 'empreinte et calculons leur dimension. Enfin, nous nous concentrons sur la
caractérisation du dual d’un code affine, en utilisant la fonction résidu pour déterminer
ses propriétés structurelles et identifier une base correspondante. Cette étude permet une
meilleure compréhension de la relation entre un code et son dual et fournit des outils
importants pour analyser leurs applications. Tout au long du texte, nous avons inclus
plusieurs exemples pratiques pour illustrer et faciliter la compréhension des concepts
présentés. Nous pensons que la combinaison des fondements théoriques et des exemples
concrets contribue de maniere significative a 1'assimilation du contenu, rendant ce travail

plus accessible et didactique pour le lecteur.

Mots-clés : Bases de Grobner. Empreintes. Variétés affines. Corps finis. Codes correcteurs

d’erreurs. Codes affines. Dual d’un code affine.
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Introducao

Através da colaboracdo da matematica pura, engenharia e necessidades praticas, a
origem da histéria dos Codigos Corretores de Erro remontam a Segunda Guerra Mundial
impulsionada, principalmente, por desafios militares e tecnolégicos. Nesta época os sistemas
de comunicagao e computacao eram primitivos, compostos primariamente por radares e
relés mecanicos. Por isso esses dispositivos falhavam devido a interferéncias ou ruidos,
ou seja, a correcao de erros tornou-se uma prioridade para garantir a confiabilidade de

transmissoes criticas, como ordens militares ou dados de misseis.

O primeiro registro dessa nova teoria matematica foi em (SHANNON, 1948),
artigo em que o autor estabeleceu os fundamentos tedricos para a correcao de erros,
mostrando que é possivel transmitir informacoes através de canais com presenca de ruidos,
desde que certa redundancia seja acrescentada nas mensagens. E, dando continuidade
ao trabalho estabelecido, em (HAMMING, 1950), o autor desenvolveu os Cédigos de
Hamming, capazes de detectar e corrigir um erro em conjuntos de dados binarios. Esses
cddigos foram rapidamente adotados em memorias de computadores, marcando a primeira

aplicacao pratica da Teoria de Codigos Corretores de Erro.

Ja de forma paralela, em (GOLAY, 1949), o autor propds Cédigo de Golay, um
codigo perfeito (veja 3.1.5) que corrigia até trés erros em blocos de 23 bits. Apesar de
sua elegdncia e robustez matematica, inicialmente seu uso pratico foi limitado devido sua

complexidade.

Na década de 1950, os matematicos Irving S. Reed e David Muller escreveram
diversos artigos em que desenvolviam os Cddigos de Reed-Muller. Baseados em polinémios
sobre o corpo finito Fy, esses cddigos usavam “logica majoritaria” para decodificacao,
permitindo corrigir multiplos erros. Sua aplicagao inicial foi em sistemas militares, como o

missil SNARK, cujos frequentes desvios de rota motivaram a busca por solugoes robustas.

Por sua vez, na década de 1960, David Muller trabalhou em conjunto com o
matematico Gustave Solomon para desenvolver os Codigos de Reed-Solomon. Utilizando
corpos finitos F,, com ¢ > 2, em que os simbolos nao binarios (como bytes) substituiam
bits, esses cddigos permitiam corrigir erros em conjuntos maiores de dados. Apesar
de revoluciondrios, foram inicialmente considerados impraticaveis devido a exigéncia
computacional. Somente na década de 1970, com o algoritmo de Elwyn Berlekamp e
James Massey para decodificacao eficiente, os Cédigos de Reed-Solomon ganharam adogao

massiva.

A Administragao Nacional da Aerondutica e Espago (NASA) foi pioneira na aplica-

¢ao desses codigos em missoes espaciais, como podemos destacar nos seguintes trechos:
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Em 1965, a nave espacial Mariner 4 transmitiu 22 fotos em preto e
branco de Marte usando o seguinte sistema: cada foto foi decomposta
em 200 x 200 elementos de imagem e, a cada elemento da imagem, foi
atribuido um dos 64 tons de cinza pré-escolhidos e codificados como
elementos de {0, 1}6, correspondendo ao cédigo da fonte. Esses vetores
eram transmitidos sem nenhuma codificagdo de canal, pois o transmissor
era tao lento que levava oito horas para complementar a transmissao de
uma foto. (HEFEZ; VILLELA, 2017, p.3).

No qual segue:

Em 1972, a nave espacial Mariner 9 transmitiu novas imagens de Marte.
Dessa vez cada imagem foi decomposta em 700 x 832 elementos, aumen-
tando consideravelmente a resolugao. O cédigo fonte foi mantido; mas,
tirando-se partido do aumento da velocidade de transmissao de dados
alcancada, foi possivel recodificar o c6digo através de uma aplicacdo inje-
tora ¢ de {0,1}% em {0,1}*? de modo que o cédigo de canal resultante
fosse capaz de detectar e corrigir até sete erros [...] (HEFEZ; VILLELA,
2017, p.3).

E por fim:

Em 1979, a nave espacial Voyager transmitiu imagens coloridas de Jupiter.
A transmiss@o de imagens coloridas é na realidade uma sequéncia de
imagens em preto e branco tiradas através de varios filtros. Cada elemento
de imagem foi representado por uma das 4096 (= 2'?) tonalidades de
cinza previamente escolhidas, aumentando consideravelmente a precisao
de cada imagem. O codificador da fonte usava, portanto, 12 bits binédrios
e o codificador de canal usava 24 bits. Esse codigo, chamado Cédigo
de Golay, era capaz de corrigir até trés erros cometidos nos 24 bits de
informagoes transmitidos. (HEFEZ; VILLELA, 2017, p.4).

A partir da década de 1980, essas tecnologias foram aplicadas para fins comerciais:
CDs e DVDs usavam Cdédigos de Reed-Solomon para corrigir riscos e poeira, enquanto
sistemas de transmissao digital (TV, Wi-Fi) e padrées como QR Code os incorporaram para
garantir confiabilidade. Além disso, a teoria evoluiu com contribui¢ées como os Cédigos
Turbo (1993) e Cédigos Polares (2008), que hoje sustentam redes 5G e comunicagdes

quanticas.

Nesta dissertacao, buscamos definir e explorar resultados sobre os Cédigos Afins,
um caso particular dos Cédigos Cartesianos Afins, amplamente utilizados em aplicagoes
como comunicagoes por satélite, criptografia e computacdo quantica, cujos primeiros
trabalhos advém do matematico David Slepian. Para isso, estruturamos o trabalho em

duas partes: I - Preliminares; II - Codigos Corretores de Erro Afins.

Parte I - Preliminares: Nesta secdo, apresentamos os conceitos fundamentais ne-
cessarios para a compreensao da Teoria dos Cédigos Corretores de Erro, bem como das
ferramentas utilizadas na construgao dos Codigos Afins. Iniciamos com defini¢oes e resul-

tados sobre monomios e ordens monomiais, com énfase no algoritmo de divisao de um
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polinémio de multiplas varidveis por uma lista de polinémios. Em seguida, introduzimos o
conceito de Base de Grobner e estabelecemos sua relagao com a Pegada, demonstrando
que esses conceitos sao equivalentes. Além disso, apresentamos resultados pontuais sobre

variedades afins e corpos finitos, elementos essenciais para a construcao dos Codigos Afins.

Parte I - Cédigos Corretores de Erro Afins: Nesta parte, abordamos os conceitos
fundamentais dos Codigos Corretores de Erro, incluindo seus principais pardmetros:
comprimento, dimensao e distdncia minima. Em seguida, considerando um ideal I C F,[X],
construimos a fun¢ao avaliagdo ¢ e definimos um Codigo de Variedade Afim como sendo a
imagem de ¢. A partir disso, tomando um subconjunto nao vazio § C F/ e um inteiro
d > 0, construimos um Cddigo Afim sobre esse conjunto. Exploramos diversas propriedades
desses codigos, incluindo a descricdo de uma base e o calculo de sua dimensao. Por fim,
analisamos o dual de um Codigo Afim e, por meio da funcao residuo Ress, mostramos

como identifica-lo e construir uma base para ele.






Parte |

Preliminares
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1 Bases de Grobner, pegadas e variedades

afins

Neste capitulo trazemos alguns conceitos e resultados fundamentais sobre polinémios
de varias variaveis. Nosso objetivo aqui é estabelecer as bases para a construcao dos Codigos
afins. Para tanto, fazemos uso principalmente das referéncias (CARVALHO, 2017) e (COX;
LITTLE; O’SHEA, 2015).

1.1 Monomios e ordens monomiais

Seja K um corpo e denote por K[X] o anel de polinémios K[ X7, Xo, -+, X,,_1, X,],
isto é, o anel de polindbmios com coeficientes no corpo K e variaveis Xi,---, X, com

ne€z.
Defini¢ao 1.1.1 (Termos e monomios). Um produto do tipo

[e%1 az Qn—1 Qn
aXM X5z . X0t X on,

n—1
coma €K eay, - ,a, € Z, € chamado de termo, enquanto que

o1 a9 On—1 «
Xl X2 X —1 Xnn7

n

¢ chamado de monomio.

Um mondmio XM X52 -+ X "' X% também pode ser denotado por X%, em que

a= (o, - ,a,) € ZY. Além disso, denotaremos por M o conjunto de todos os monémios
de K[X].

Dado um polinémio f € K[X], diremos que um monoémio M aparece em f se o

coeficiente de M em f é nao nulo.

Definigao 1.1.2 (Ordem monomial). Uma ordem monomial em M é uma ordem total <

definida sobre M tal que:

1. se X* < XP entio X*T < XPM, para todos os o, B, € VAR

2. qualquer subconjunto nao vazio A C M possui um menor elemento.

Agora, apresentaremos algumas ordens monomiais.

Exemplo 1.1.3 (Ordem lexicografica). A ordem lezicogrdfica é definida como X* <jep XP
se a = B ou se a primeira entrada ndo nula da esquerda para a direita em B — o € positiva.
Assz’m, Xn jlex e jle:}: Xl-
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Exemplo 1.1.4 (Ordem lexicografica graduada). A ordem lexicogrifica graduada é definida
como X* < XP se aa = B ou Zai< 2529 ou se Zai:Zﬁi, entao X% <jex X

i=1 i=1 i=1 i=1
Exemplo 1.1.5 (Ordem lexicografica graduada inversa). A ordem lexicogrifica graduada
n n

n n
inversa € definida como X* < X? se a = B ou Z o; < Z Bi, ou se Z o = Z Bi,
i=1 i=1 i=1 i=1
entdo a primeira entrada nao nula da direita para a esquerda em B — o € negativa.

Defini¢do 1.1.6 (Mondmios, coeficientes e termos lideres). Seja f = > a;M,, € K[X]
i=1
um polindomio nao nulo com a; € K, em que a; #0, e M; € M, para todoi=1,--- ,m, e

considere < uma ordem monomial definida em M. Entdo, o mondmio lider de f (com
respeito a <) €
Ml:max{]\/[i e M ‘Z:L ,m},

o coeficiente lider de f € a; e o termo lider de f é a;M,.

Denotaremos esses trés elementos por M; = ml(f), a; = cl(f) e a;M; = ti(f).

Exemplo 1.1.7. Se tomarmos f = 4X} Xy +5X, X5 + 6X7 X, + 2 € R[X}, Xo, X3] com

o conjunto dos monomios munida da:

1. ordem lexicogrdfica, entao:
e ml(f) = X?Xé;
o ol(f) =
o tI(f )_4X3X§,
2. ordem lezicogrdfica graduada, entdo:
e ml(f) = Xfxg;
e c(f) =
o tI(f )_5X1X§,
3. ordem lexicogrdfica graduada inversa, entdo:
e ml(f) = Xfxg,-
o ol(f) =
e tI(f) = 6X2X !

Definigao 1.1.8 (Divisdo de um polinémio por uma lista de polinémios nao nulos). Dividir
f e K[X] por {g1,-- ,9:} C K[X]\{0}, com respeito a uma ordem monomial <, significa

encontrar quocientes qi,- -+ ,q; € K[X] e um resto r € K[X] tais que

f=qg+- - +qg+r,
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com r = 0 ou nenhum mondémio que aparece em r sendo multiplo de ml(g;), para todo
1=1,---,t.

Exemplo 1.1.9. Consideremos o anel de polindmios R[X,Y| cujo conjunto de monémios
estd munido com a ordem lexicogrdfica. Na divisio de f = X?Y + XY? +Y? € R[X,Y]
por{g =XY — 1,0 =Y?> — 1} CR[X,Y] temos 1 = X +Y, qo=1er=X+Y +1,
ou seja,

f=X+Y) (XY -1 +1(Y*-1)+X+Y + 1

De fato, faremos essa divisdo passo-a-passo:

(i) Note que ml(f) = X*Y é um mltiplo de ml(g;) = XY . Temos ml(f) = X ml(g).

Entao escrevemos
f=XY + XY?+Y?
=Xg + X +XY?2+Y2

(i) Agora, note que ml(X + XY?+Y?) = XY? também é um miltiplo de mi(g,) = XVY.
Temos XY? =Y ml(g,). Entao escrevemos
f=Xg+X+XY?4Y?
=X +Yq+X+Y +Y?
=(X+Y)p + X +Y +Y2

(iii) Observe que ml(X +Y + Y?) = X, o qual ndo é multiplo de ml(g;) = XY nem

de ml(gy) = Y. Neste caso, consideraremos X como parte do resto dessa divisdo.

Entao escrevemos
f=X+Y) g+ X +Y +Y?
=(X+Y)g+Y +Y>+r,

em que r, = X.

(iv) Por sua vez, ml(Y + Y?) = Y? nao ¢ multiplo de ml(g;) = XY, porém é miltiplo de

ml(g;) = Y?. Temos Y? = 1ml(gs). Entdo escrevemos
f=X+Y)+Y +Y? 41
= (X+Y)g1+1gz+Y+1+T1.

(v) Como os termos em Y + 1 ndo sdo miltiplos de ml(g;) = XY nem de ml(gy) = Y2,

os consideraremos parte do resto. Entao escrevemos
f=X+Y)g+1g+Y +1+m
= (X +Y)g + 1g2 +7,

emquer =Y +1+4+7r.
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Assim, temos que

f=X+Y)g +1ga+7
=(X+V(XY -D+1Y? -1+ X +Y + 1.

Ainda é possivel escrever esse processo de divisao no algoritmo da divisao “convencional”.

Na sequéncia escrevemos ele relacionando com os passos que foram feitos.

X2 + XY2?4Y? \ XY —1 \ Y2_1 ; Resto
ol X% - X X+Y | 1 X4V 4+l
i X+ XY?4+Y? |
T - XY -V l
(ll) 2 |
L X+Y+Y |
|
- ‘
(i) . |
i Y +Y |
N Y?-1 l
1V
( )_ Y +1 l
_ |
— Y +1 |
'V' 1
()_ .

O que fizemos nessa divisao foi similar ao que se faz na divisao de dois polindomios
de uma unica varidvel. Utilizamos os termos lideres de ¢; e g» para eliminar o termo
lider de f e os termos lideres dos subsequentes polindmios que apareceram no processo
intermediario da divisao. Isso poderia ter sido feito para qualquer lista finita de polindmios
nio nulos. E importante observar que do algoritmo da divisdo obtemos um resto que, se

nao for nulo, tem um monoémio lider que é menor ou igual ao monomio lider de f.

Além disso, na divisao que fizemos levamos em consideragao a ordem de divisores,
isto é, dividimos f por gi, g» (de fato, dividimos f pela sequéncia (g1, ¢2)). Se invertemos
a ordem da divisao, isto é, se dividirmos f por g, g1, teremos g0 = X +1, ¢4 = X e
r=2X + 1, ou seja,

=X+ =)+ X(XY —1)+2X + 1.

1.2 Bases de Grobner

Definicao 1.2.1 (Bases de Grobner). Seja I C K[X] um ideal nao nulo e considere M
com uma ordem monomial <. Um conjunto {g1,--- ,9:} C I € uma base de Grébner para
I, com respeito a ordem monomial <, se para todo f € I, com f # 0, temos que ml(f) é

um maltiplo de ml(g;), para algum i =1,--- L.
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Exemplo 1.2.2. Seja I = (XY —1,Y? — 1) C R[X,Y] e considere M com a ordem
lexicogrifica, em que Y =.p X. Entdo {XY —1,Y? — 1} ndo é uma base de Grébner para
I.

De fato, se considerarmos o polindmio —Y + X temos que
Y+ X=Y(XY -1)-X(Y?-1)€l,

mas ml(—Y + X) = X nao é miltiplo de ml(XY — 1) = XY nem de ml(Y? — 1) = Y2
Portanto, {XY — 1,Y? — 1} ndo pode ser uma base de Grobner para I, com respeito &
jlez-

Agora, assumiremos que M sempre estd munido de uma ordem monomial fixa e

que I # (0). Mostraremos em seguida que uma base de Grobner para [ é de fato uma base

para I.
Lema 1.2.3. Seja {g1, - ,9:} C I uma base de Grébner para I. Entao f € I se, e somente
se, o resto da divisio de f por {gi,--- ,g:} € zero. Como consequéncia, I = (g1, , ).
Demonstragio. Mostremos a suficiéncia. Se o resto da divisao de f por {g1,--- ,g:} é zero,
temos que

f=qg+- -+ ag,
em que ¢; € K[X], para todo ¢ = 1,--- ,t. Portanto, por definicdo de ideal de um anel,

temos que f € I.

Agora, mostremos a necessidade. Sejam f € [ e
f=ag+ - +ag+r
a divisao de f por {gi1, -+ ,¢g:}. Entao,

r=f—qon— - —qg €<l

Portanto, devemos ter » = 0 pois, caso contrario, r seria um polinomio nao nulo em [

cujo mondmio lider ndo é multiplo de ml(g;), para qualquer ¢ = 1,--- , ¢, contrariando a
hip6tese de {g1,- - ,¢:} ser uma base de Grobner para I. Além disso, isso mostra que
I C{g1,--+,9¢) e a fortiori I = (g1, - ,Gi)- [

Uma importante propriedade para uma base de Grobner é a seguinte:

Proposicao 1.2.4. Seja {g1, - ,9:} C I uma base de Grébner para I. Na divisio de
f € K[X] por{g1,---,9:} o resto é sempre o mesmo, independentemente da ordem que

tomarmos para gi,- -, g; no algoritmo da divisdo.
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Demonstracdo. Assuma que

f=an+ - +aqg+r
=qg1+ -+ qg+T,

em que ¢;,q € K[X], para todo ¢ = 1,---,t, e r,7 € K[X] com nenhum monémio

aparecendo em 7 ou em 7 sendo multiplo de ml(g;), para qualquer i = 1,--- ¢. Como

r—7=(@—-q)g+--+(@—q)g €1,

devemos ter r — 7 = 0 pois, caso contrario, r — 7 seria um polindémio nao nulo em I cujo
mondmio lider ndo é miltiplo de ml(g;), para qualquer ¢ = 1,--- , ¢, contradizendo o fato

de {g1,- -+, gt} ser uma base de Grobner para I. [ |

Até agora nao esta claro se todo ideal I C K[X] admite uma base de Grébner.
Buchberger desenvolveu um algoritmo que, comecando de qualquer base finita para [
e aumentando-a, se necessario, em uma sequéncia finita de etapas, acaba em uma base
“aumentada” que é um base de Grébner. Esse algoritmo recebe o nome de algoritmo de

Buchberger, e usa o seguinte conceito:

Definic¢ao 1.2.5 (S-polinémio). Sejam f, g € K[X]\{0} com tI(f) = aX* e tl(g) = bX
Considerando ; = max{w;, f;}, para todo i = 1,--- ,n, defina v = (1, -+ , ) € Z}. O

S-polinomio de f e g é definido como
1 a 1
S(f,9) = X0 — X0y,
Exemplo 1.2.6. Sejam f,g € R[X,Y], em que f = X°Y? — X*Y?* + X e g = 3X*Y +Y?,
com a ordem lexzicogrifica graduada, com Y =<, X. Entdo,

1
S(f.g) = —X3V34+ X2 — g5/3.

De fato, temos tl(f) = X*Y? e tl(g) = 3X*Y. Logo, 7 = (4,2) e, o S-polinémio de
fege

S(f.9)=Xf~ Vg

1
= X(X*Y? - X?YV? + X) — gY(3X4Y +Y?)

= X4Y? - X33 — X4y? — ;Y?’

1
= - XX oY
Lema 1.2.7. Sejam g1, , g € K[X]\{0} tais que ml(g;) = X<, para todo i =1,--- ,t,
t
e considere f = Z a;g;, com a; € K para todo i = 1,--- t. Se ml(f) < X%, entao f é

i=1
uma combinagao linear de S(g;, g;), com 1 <i < j <t, em que seus coeficientes estdo em

K. Além disso, ml(S(gi,g;)) < X%, com 1 <i<j <t
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Demonstracio. Seja cl(g;) = b;, com b; € K, para cada i = 1,--- ,t. Logo, tl(g;) = b; X%,

para cada ¢ =1,--- ,t. Como

ml(a;g;) = ml(g;)

para todo i = 1,--- | t, e ml(f) < X<, temos que

Agora, por definicao,
1 1
5(9i,95) = 79 — 9
J bz bj J

para todos 4,5 = 1,--- ,t com ¢ # j, pois ml(g;) = X* = ml(g;). Portanto,

f=ag+ - +ag

1 1
— aby [ = b [ =
aj 1(b191>+ +att(btgt>

1 1 1 1
=ab | —qg — — b bo) | —go — —
a101 (blgl b292> + (a1by + azbs) <b292 b393> +
1 1 1
oo (arby + o aabi) <gt—2 - 9t—1> + (a1by + - -+ + asby) (9t>
bi—o b1 by

= a1b15(g1, 92) + (a1by + a2b2)S(g2, 93) + - -+ + (a1by + - - - + as_1b:-1)S(G1—2, G1—1),

t
pois Z a;b; =0, ou seja, f é uma combinacgdo linear de S(g;, g;), com 1 <i < j <t, em
i=1
que seus coeficientes estao em K.

Além disso, como
tl(gl) = bZXa (§ tl(g]) = ija,

temos que

1 1
(Sl ) = (0~ o)

( J
< X%,
com1l<i1<7<Ht. [ |
Teorema 1.2.8 (Critério de Buchberger). Seja {g1,--- ,9:} C I tal que I = (g1, , ).
Entao, {g1, -+ ,9:} € uma base de Grébner para I se, e somente se, para todos i,j =

L,---,t, comi#j, oresto da divisao de S(g;,g;) por {g1,--- , gt} € zero, independente-

mente da ordem que tomarmos para gi,--- , gy no algoritmo da divisdo.
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Demonstragio. Mostremos a necessidade. Se {g1,- - ,¢:} é uma base de Grobner para I,
entdo pelo Lema 1.2.3, temos que o resto da divisao de S(g;, g;) por {gi, -, gt} ¢ zero,

pois S(gi,9;) € I, para todos os 4,7 = 1,--- ,t, com ¢ # j.

Agora, mostremos a suficiéncia. Assuma que para todos i,j = 1,--- ,t, com 7 # j,
o resto da divisdo de S(g;, g;) por {g1, - , g} é zero. Seja f € I, entdo existem polinémios
h; € K[X], comi=1,---,t tais que

t
/= Z hig;.
i=1
Além disso, considere
X% = max (ml(h;) ml(g;)), (1.1)

1<i<t
temos entao que

ml(f) < X%

Suponha que X% seja 0o menor mondmio que aparece na equagao (1.1) quando
consideramos todas as expressoes de f como combinagao linear de {g;,--- ,¢;}. Vamos
mostrar agora que nao podemos ter ml(f) < X<, e logo devemos ter ml(f) = X<, o
que implica que {g1, -, g} é uma base de Grébner para I. Para ver que nao acontece
ml(f) < X%, seja

S={ieZ, |ml(h;)ml(g;) =X%ei=1,---,t}.
Para cada i € S, seja tl(h;) = ¢;X]?, com ¢; € K. Defina

g=>Y_ Xy

i€s

t t
e observe que f =g+ Z h;g;, em que ml <Z hl-gi> < X“.

i=1 i=1
Entao, ml(X]?g;) = X%, para todo i € S, porém ml(g) < X, pois g ¢ um polindmio
formado somente pelos termos de f que possuem o coeficiente lider igual a X*. Logo, pelo

Lema 1.2.7, para todos 7, j € S, com ¢ # j, existem d;; € K tais que

9= ,ZS diyS(X7 9, X7 g5). (1.2)
(2¥) €
i#]

Agora, considerando
tl(g;) = biX" e tl(g;) = b, X,

temos
(X7 1g:) = b XX e tU(X[g;) = b; X[ X,
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para todos 4, j € S, com i # j. Assim, tomando 5, = max(S;,, 5;,), para { =1,...,n, e

/6 = (517 cee 7671)’ temos

1 1
Xa—ﬂix’}’i g :
b X[ XD
1o s
FX 5]9j

S(X7igi, X7 g;) =

XC!—,BJ‘ X.;YJgj

1
iXafﬂi P —
b g

i J

1
_ xo-8 <bXﬁﬁigi -

= Xa_BS(giagj)a
para todos 7,7 € S, com ¢ # j.

Por hipétese, para todos os i,j = 1,--- , ¢, com i # j, o resto da divisdo de S(g;, g;)

por {g1, -+ ,g:} é zero, e logo o resto da divisao de S(X]'g;, X]jgj) = X*?5(g;,9;) por

{91, , g:} também serd zero, para todos i,j € S, com i # j. Isto implica que
5 :
S(XZ’gi,Xj’gj) = Z hij, 9o, (1.3)
v=1
em que

max (ml(hg; )ml(g,)) = ml(S(XZigi,X}jgm

1<v<t
< max(ml(X]g;), ml(X]jgj»
=X~

t
Lembramos que f = g+ »_ h;g;, e das equagdes (1.2) e (1.3) temos

=1

t t 5
F=1 2 di > hijgo | + D higs

ijeES wv=1 i=1
1#]
ou seja,
t
!/
i=1
/ . . , . ~
em que h; € K, para todo¢=1,--- ,¢, isto é, f possui uma outra representacao, com

ax (ml(h;) ml(g;)) < X

contradizendo a minimalidade de X®. Portanto, ndo podemos ter ml(f) < X. ]
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Note que o Teorema 1.2.8 nos dd uma ideia de como serd o algoritmo para determinar
uma base de Grobner para um ideal I. Se I = (gq, -, ¢;), entdo verificaremos se para
algum par de inteiros distintos ¢, j = 1, - - , ¢ o resto da divisdo de S(g;, g;) por {g1,- - , g}
nao é zero. Se nao existir tal par, entdo {g,- -, ¢:} é¢ uma base de Grébner para I. Porém
caso exista, seja r;; o resto dessa divisao, entao fazemos g, = r;; e consideramos agora
o conjunto {gi, -, gs, grr1}- Claramente I = (g1, , g, gr+1) POis gi11 € I. Repetimos
0 processo quantas vezes for necessario até obter uma base de Grobner para I. Esse é
o algoritmo de Buchberger, que apresentamos a seguir, e que apds um niimero finito de

passos sempre retornara uma base de Grobner para um ideal I dado.

Teorema 1.2.9 (Algoritmo de Buchberger). Dado um ideal I = (g1, -+ ,g;) nao nulo, o

sequinte algoritmo produzird uma base de Grébner para I:

Entrada: {¢;, -, g}
Saida  :Uma base de Grobner para [
Inicio
G = {917”' 7gt};
G'={{9:9i} 9 # g5 e g, 9; € G};
Enquanto G’ # () faga
Escolha {g;, 9;} € G';
G'=G\{{9: 9;}};
Dividir S(g;, g;) por G obtendo resto r;
Se r # (0 entao
&' =G U{{gr}|g€G)
G=GU({r};

Fim

Fim

Fim

Demonstracdo. Primeiro, mostraremos que esse algoritmo terd um fim, em algum momento.
Suponha o contrario, isto é, que ele nunca terd um fim. Entao, assim que esse algoritmo
é feito (e refeito), ele constréi um conjunto G; estritamente maior que G;_1, obtendo a

seguinte sequéncia infinita estritamente crescente
GiCGyCGzC---.

Cada G; é obtido de G;_; adicionando algum r € I a GG;_1, em que r é o resto nao nulo

da divisao de S(f,g) por G;_1, em que f,g € G;_1. Além disso, temos

tl(r) & (tl(g) € K[X] | g € Gi1).
Logo, temos

(tl{g) € K[X] | g € G1) C (tl(g) € K[X] | g € G2) C (th(g) e K[X] [ g € G3) C -
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uma sequéncia estritamente crescente de ideais, o que contradiz o Teorema da Base de
Hilbert.

Ja sabemos, entao, que o algoritmo para depois de um nimero finito de passos. Se
chamarmos de F' = {f1,---, fs} o conjunto de polinémios que o algoritmo retornou, entao

temos G C F' C I e, portanto,

I={g1," ,91)
C<f17"' 7f8>
c I

Logo, F' é um conjunto gerador para o ideal I. Além disso, se f;, f; € F, entdo o resto da
divisao de S(f;, fj) por {fi, -, fs} é zero, para todos 0s 4, j = 1,--- , s, com i # j. Segue

do Teorema 1.2.8 que F' é uma base de Grobner para 1. |

Exemplo 1.2.10. Considere o Exvemplo 1.2.2, isto é o ideal [ = (XY —1,Y? —1) e M
munido com a ordem lexicogrifica, com Y < X. Entdo {XY —1,Y? —1,X — Y} é uma

base de Grébner para I.

J4 vimos que {XY —1,Y? — 1} ndo é uma base de Grobner para I, entdo vamos

aplicar o algoritmo de Buchberger. Chamando g; = XY — 1 e go = Y? — 1, temos
tllgr) = XY e tl(g) =YY"
Logo,

S(91,92) =Y g1 — Xgo
—X_Y.

Como os termos em X — Y ndo sdo miltiplos de ml(g;) = XY nem de ml(gy) = Y?,
temos que X — Y é o resto da divisao de S(g1,¢92) por {g1,g2}. Entdo, seja g3 =X —Y e

consideremos agora o conjunto {g, g2, g3}. Verifiquemos:

e O resto da divisao de S(g1,92) por {g1, 92, g3} é zero, ja que S(g1,92) = gs.
e O resto da divisao de S(g1,93) por {g1, g2, g3} também é zero. De fato, como
tl(gr) = XY e tl(gs) = X,
temos

S(g91,93) = g1 — Ygs
=Y’ -1

Como S(g1,93) = g2, o resto da divisao de S(g1,93) por {g1, 92, g3} é zero.
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« Por fim, o resto da divisao de S(g2, g3) por {g1, 92, g3} também é zero. Com efeito,
como
tlg2) =Y? e tl(gs) = X,

temos

S(g1,93) = Xgo — Y?g3
=Y® - X.

Assim, efetuando o algoritmo da divisao:

Y -X | XY-1][v?-1|y-X ‘ Resto
- Y-X | 0o | v | 1 0
Y3 —-Y |
~Yi_y i
- |

Ou seja, o resto da divisdo de S(ga, g3) por {g1, g2, g3} € zero.

Portanto, {XY —1,Y? —1,X — Y} é uma base de Grobner para I.

1.3 Pegada de um ideal

Definigao 1.3.1 (Pegada). Seja I C K[X] um ideal e considere M munido de uma ordem

monomial. A pegada de I é o conjunto

A(I)={M € M | M nio é o mondémio lider de nenhum polinémio de I}.

A pegada de um ideal I possui uma relacao intima com as bases de Grobner desse

mesmo ideal I. Ela é dada pelo seguinte resultado.

Proposicao 1.3.2. Sejam I C K[X] um ideal e {g1,- - , g} uma base de Grébner para I.
Entao um monémio M € A(I) se, e somente se, M ndo é mailtiplo de ml(g;), para todo
i=1,- t

Demonstra¢io. Mostremos a necessidade. Seja M € M. Se M € A(I), entéo, por defini¢ao,
nao existe f € I tal que ml(f) = M. Em particular, como {gi,---,¢:} C I, temos que
Tg; € I, em que T' € M, e dai ml(T'g;) = T - ml(g;) # M, para todo T' € M e todo

i=1,---,t. Em outras palavras, M nao é multiplo de ml(g;), para todo i =1,--- ,¢.

Agora, mostremos a suficiéncia. Pela definicdo de base de Grobner, sabemos que se
M € M nao é miltiplo de ml(g;), para todo i = 1,--- | ¢, entdo M nao é mondmio lider

de nenhum polindémio de I. [ |
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Exemplo 1.3.3. Seja [ = (X — X, Y3~ Y, X?Y —Y) C R[X,Y] e considere M munido

com a ordem lexicogrdafica, com'Y < X. Entao,

A ={1,X, XY, XY, Y% XY?}.

Primeiramente, note que {X® — X, Y® —Y, X?Y — Y} é uma base de Grébner para
I. De fato, chamando g; = X* — X, g, = Y? =Y e g3 = X*Y — Y temos que:

o A divisao de S(g1, g2) por {g1, g2, g3} é zero. Com efeito, como
tl(gl> = X3 (§ tl(gz) = Yg,

temos

5(91,92) = Y391 - X392
= XY — XY3.

Assim, efetuando o algoritmo da divisao:

XY -xy? | XXV -y | XY -y : Resto
- XY-Xxy | Y | -X | 0 0
XY — XY3 |
~ XY - XV? 1
0

Ou seja, o resto da divisdo de S(g1, g2) por {g1, g2, g3} € zero.

o A divisao de S(g1, g3) por {g1, g2, g3} também é zero. De fato, como
thg) = X° e tl(gs) = X7V,

temos

S(g1,93) =Yg — Xgs
—0.

Logo, o resto da divisao de S(g1,93) por {g1, 92,93} é zero.

 Por fim, a divisao de S(g2, g3) por {g1, g2, g3} também é zero. Como
tlg2) =Y? e tl(gs) = XY,

temos

S(92,93) = X2 — Y3
=Y’ -YX*
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Assim, efetuando o algoritmo da divisao:

Y -vx? | XX |V -V XY ‘ Resto
- Y-Xx¥ | o | 1 | -1 0
Y3 -Y |
— Y3_Y :
S |

Ou seja, o resto da divisdo de S(ga, g3) por {g1, 92, g3} € zero.

Portanto, {X* — X,Y? — Y, X?Y — Y’} é uma base de Grébner para I.

Agora, pela Proposicao 1.3.2, temos que os elementos de A(/) sdo os mondmios
que ndo sio miltiplos de ml(X® — X) = X ml(Y® —Y) = Y® ou ml(X?Y —Y) = X?Y.
Podemos identificar M com {(a, 3) € Z* | a > 0 e 3 > 0} associando o monémio X*Y”

com o par ordenado («, ) de inteiros nao negativos. Assim, temos:

Figura 1 — Em azul, temos os monomios lideres da base de Grobner de I e, em vermelho,
temos os mondmios que pertencem a pegada A(I).

Os pontos (3,0), (0,3) e (2,1) correspondem, respectivamente aos monomios lideres
dos polindémios X2 — X, Y3 —Y e X2Y — Y, pertencentes a base de Grébner de I. Desta
forma, podemos determinar visualmente quais sdo os monomios que sao multiplos de
pelo menos um desses monomios lideres e, consequentemente, determinar quais nao sao
multiplos de nenhum deles. Logo, concluimos que os monémios que nao sao multiplos de
ml(X? — X) = X3 ml(Y?-Y)=Y%eml(X?Y —Y) = X?Y correspondem aos pontos
(0,0), (1,0), (2,0), (0,1), (1,1), (0,2) e (1,2), ou seja,

A(I) = {1, X, X% Y, XY, Y2 XY?}.
Teorema 1.3.4. Seja I C K[X] um ideal. Entao,
B={M+1ecK[X]/I|MeA()}

¢ uma base para K[X]/I como um espago vetorial sobre K.
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Demonstracao. Sejam G uma base de Grobner para I, com respeito a mesma ordem
monomial utilizada para determinar A(I), e f € K[X]. Dividindo f por G, temos que o

resto é da forma
¢
r = Z aiMi,

i=1
em que a; € Ke M; € A(I), para todo i = 1,--- ,t. Como f+ I =r+ I, segue que B
gera K[X]/I.
Agora, assuma que

S bi(M;+1)=0+1,

=1

em que b; € Ke M; € A(I), para todo i = 1,--- | s. Entao, Z b;M; € I implica que

i=1
s

b; =0, paratodo?=1,--- ,n, pois caso contrario teriamos que Z b; M; seria um elemento
i=1
nao nulo de I, no qual o mondémio lider nao é o mondémio lider de algum polinémio de I.

Isso mostra que B ¢é linearmente independente.

Como B gera K[X]/I e é linearmente independente, segue que ele é uma base para
K[X]/I. |

Exemplo 1.3.5. Considere o Exemplo 1.3.8, isto é o0 ideal I = (X~ X, Y? Y, X?Y —Y)

e M munido com a ordem lexicogrifica, com'Y < X. Entdo uma base para R[X,Y|/I é

O+ 1L, X+ 1, X+ LY +LXY+LY*+1,XY?+ 1T}

De fato, ja vimos que {X° — X, Y? — Y, X?Y — Y’} forma uma base de Grébner
para I, e que

A ={1,X, XY, XY, Y2 XY?}.

Logo, pelo Teorema 1.3.4,
O+ L X+ L X*+ LY+, XY +LY*+1,XY*+ 1}

¢ uma base para R[X, Y]/I como um espaco vetorial sobre R. Consequentemente R[ X, Y]/I

¢ um espaco vetorial sobre R com dimensao 7.

Agora, sejam [ C K[X] um ideal e {g1,- -, g;} uma base para I. Defina o conjunto

A(ml(g1), -+ ,ml(g:)) = {M € M | M nao é multiplo
de ml(g;), para todoi=1,---t}.

Note que sempre é verdade que

A(I) € A(ml(gy), -~ ,ml(gy))
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pois se M € A(I) entdo M nao é mondémio lider de nenhum polindémio em [ e, em

particular, ndo é multiplo de nenhum ml(g;), com i =1,--- ,t.

Observe que, pela Proposicao 1.3.2, temos que

A(I) = A(ml(g1),--- ,ml(g))

se, e somente se, {g1,- -, g;} é uma base de Grobner para I.

1.4 Variedades afins

Um dos conceitos mais importantes da geometria algébrica é o de variedade. Esse
conceito conecta as areas de algebra e de geometria. Além disso, serda fundamental no

trabalho que se apresenta.

Definicao 1.4.1 (Variedade afim). Seja I C K[X] um ideal. Uma variedade afim associada

al € o conjunto

V() ={(ay, - ,a,) € K" | f(ay, - ,a,) =0, para todo f € I}.

Note que se I = <gl7' o 7gt>7 com gi, -+, Gt € K[X]7 entao (alv' o 7an) € V([) S€,

e somente se, g;(a, -+ ,a,) =0, para todo i = 1,--- ,t. De fato, temos que

(a1, ,a,) € V(I) <= f(a1, - ,a,) =0, para todo f € I,
t
— (Z higl) (ay,--- ,a,) =0, para todo h; € K[X],
i=1

<~ gi(ay, -+ ,a,) =0, paratodoi=1,---  t.

Dado uma variedade afim de um ideal I, a saber, V' (I) podemos nos perguntar sobre

o conjunto de polindémios que se anulam nos pontos de V(7). Esse conjunto é denotado
por Z(V(I)) e é um ideal.

Definigao 1.4.2 (O ideal de uma variedade afim). Sejam I C K[X] um ideal e V(I) a
variedade afim associada a esse ideal. O conjunto de polindomios que se anulam nos pontos

de V(I) é chamado de ideal da variedade V(I).

Por vezes, denotaremos Z(V (1)) simplesmente por Z(V'). Verifiquemos que esse

conjunto ¢é de fato um ideal. Com efeito, dados f,g € Z(V(I)) temos
(f+g)<ala 7an> = f(ala"' 7an)+g(a17“' 7an)
=0,
para todo (ay,--- ,a,) € V(I). E ainda, dado h € K[X], temos que

(hf)(ai, - an) =has, - ,an) - flar, -, ap)
=0,
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para todo (ay, - ,a,) € V(I). Portanto, Z(V(I)) é um ideal. E, além disso, é facil verificar

que I CZ(V(I)).

Uma variedade afim pode ter uma quantidade infinita ou finita de pontos. Isso

depende, inicialmente, do corpo no qual estamos trabalhando e de quantos polinémios

formam a base do ideal. Por exemplo, se considerarmos:

e I =(Y - X? CR[X,Y], V(I) tem uma quantidade infinita de pontos;

ffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

777777777777777777777777

************************

fffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7777777777777777777777777

************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7777777777777777777777777

*************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2 — Em azul a variedade

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
77777777777777777777777777

**************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

afim de I = (Y — X?) C R[X,Y].

o I=(X?+Y?-9Y?-X)CR[X,Y], V(I) tem uma quantidade finita de pontos.

*************************

ffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 3 — Em azul a variedade afim de J =

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(X?+Y?—-9). Em vermelho a variedade afim

de K = (Y? — X). Em verde a variedade afim de [ = (X* +Y? —9,Y? — X).
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Mostraremos agora uma importante relacao entre a variedade de um ideal I e
a pegada desse ideal, quando A(J) é um conjunto finito. Antes disso, temos o seguinte

resultado auxiliar:

Lema 1.4.3. Sejam I C K[X] um ideal e Py,---, P, € V(I) pontos distintos. Entao,
existem polinomios fi,-- -, f, € K[X] tais que fi(P;) = d;j, para todos i,j =1,--- ,r.

Demonstra¢io. Tome i € {1,--- ,r} e considere P; = (a;1, - ,a;,) € K* um ponto
fixado. Como todos os pontos tomados sdo distintos, para todo j € {1,--- ,r}\{i}, existe
k; € {1,--- ,n} tal que

Qi # Ajk; -
Seja
_ Xy — i
hj = ———=.
Qik; — Qjk;
Entao,

hi(Pi)=1 e h;(P;) =0,

para todo j € {1,---,r}\{i}. Logo, tomando

temos

fi(Pi))=1 e fi(P;)=0,
para todo j € {1,--- ,r}\{i}. Como i = 1,--- ,r foi tomado de forma arbitraria, segue
que todos os polinémios fi,--- , f. s@o construidos da mesma forma. [ ]

Proposicao 1.4.4. Seja I C K[X]| um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao
V(I) também é um conjunto finito e |V (I)| < |A(I)].

Demonstragio. Sejam Py, --- P, € V(I) pontos distintos. Vamos determinar um conjunto

em K[X]/I que é linearmente independente e possui r elementos.

Pelo Lema 1.4.3, existem polinémios fi,--- , f, € K[X] tais que f;(P;) = d;;, para

todos 7,7 =1,--- ,r. Assuma que
i=1

em que a; € K, para todo i =1,--- ,r. Entao,

T

a; =) a;fi(P))

=1

=0,
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paratodoj € 1,--- 7. Assim, {fi+1,---, f,+1} é um conjunto linearmente independente
de K[X]/I.

Pelo Teorema 1.3.4, sabemos que |A(7)| é a dimensao de K[X]/I como um K-espago
vetorial. Portanto, sendo A(J) um conjunto finito, temos que V' (/) também é um conjunto

finito e |V(I)] < |A(T))]. n

Na verdade, existe um resultado mais refinado. Para isso, precisamos da defini¢ao
de radical de um ideal, que é um conceito mais amplo do que utilizado no escopo desta

dissertacao.

Definicao 1.4.5 (Radical de um ideal). Seja I um ideal de um anel R. O radical do ideal
¢ o conjunto

{a€e R|a" €1, para algum n € Z, } .

O radical de um ideal sera denotado por VT
Definigao 1.4.6 (Ideal radical). Seja I um ideal de um anel R. Um ideal é dito radical se
1=VI.

Naturalmente, temos I C V/I. Mas o contrario nem sempre ¢é verdade. Além disso,

estamos interessados quando I C K[X].

Teorema 1.4.7 (Theorem 8.32 (BECKER; WEISPFENNING, 1993)). Sejam I C K[X]
um ideal tal que A(I) é um conjunto finito e L. uma extensao algebricamente fechada de
K. Entao

W) ={(a1, - ,a,) € L" | f(ay,--- ,a,) =0, para todo f € I}

é um conjunto finito e |VL(I)| < |A(I)|. Além disso, se K é um corpo perfeito (isto €, um

corpo finito ou de caracteristica zero) e I um ideal radical, entdo |VL(I)| = |A(I)].
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2 Corpos finitos

Neste capitulo trazemos alguns conceitos triviais, porém fundamentais, sobre corpos
finitos. Nosso objetivo aqui é apresentar os corpos onde os Codigos afins estardo definidos.
Para tanto, fazemos uso principalmente da referéncia (HEFEZ; VILLELA, 2017).

2.1 Caracteristica de um corpo

Definigao 2.1.1 (Homomorfismos entre corpos). Sejam K; e Ky corpos. Diremos que

uma fungio f: Ky — Ky € um homomorfismo se ela satisfaz:

i. flx+y)=flx)+ fy);
i. f(z-y)=f(z)- fy);
di. f(1) = 1;
para todos z,y € K.

Caso esse homomorfismo f seja injetor, diremos que ele ¢ um monomorfismo. Caso
ele seja sobrejetor, diremos que ele ¢ um epimorfismo. E, caso ele seja bijetor, diremos que
ele é um isomorfismo. Além disso, dados dois corpos, K; e Ky, diremos que K; é isomorfo

a Ky (ou vice-versa) caso exista um isomorfismo entre eles.

Proposicao 2.1.2. Sejam K; e Ky corpos, f: Ky — Ky um homomorfismo e x,y € K.
Entao:

1. f(0) = 0;
2. f(—z)=—f();
3 flx—y)=f(z)— fly);

5. Se f é um isomorfismo, entdo f~' é um homomorfismo;

6. f é um monomorfismo e f(Ky) é um subcorpo de K.

Demonstracao. Mostremos cada item da proposicao.
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. Temos que

Dai,

f(0) = £(0) + f(0) <= 0 = f(0) + f(0) = f(0)

<~ 0= f(0)
Portanto, f(0) = 0.
. Note que
f(0) = f(z — )
= flz) + f(=2).

Como f(0) = 0 pelo item 1, segue que

0=f(z)+ f(-2) == —f(z) = f(-=).

Portanto, f(—z) = — f(x).

. Pelo item 2, segue que

Portanto, f(z —y) = f(x) — f(y).

. Como x € K; é invertivel, temos

Como f(1) =1, segue que
L= f)- f(a7") <= fla)" = f(z7").

Portanto, f (x_l) = f(x)7!, com z € K, invertivel.

. Pela teoria de fungoes, como f é bijetora, faz sentido falarmos em f~'e f~1(f(t))

para todo t € K;.
Sejam u, v € Ky. Pela bijecao de f, existem z,y € K; tais que
_ 1 _ -1
r=[f"(u) e y=f(v)

Dai:
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i. Segue que

fHutv) = (f@) + fv)
=/ (flz+y)
=x+y

=)+ (v).
Portanto, f~*(u+v) = f*(u) + £ (v).

ii. Note que

Portanto, f~*(u-v) = f~'(u) - f(v).
iii. Como f(1) =1, temos
) =1« f(f(1)=f"'(1)
— 1= f11).
Portanto, f~*(1) = 1.

Como u,v € Ky foram tomados arbitrariamente, segue que f~! é um homomorfismo.

6. Sejam z,y € K; e suponha que f(x) = f(y). Entao, pelo item 3,

f@) = fly) <= f(x) = fly) =0
— f(z —y) =0.
Se ¥ # y, entdo x — y # 0 e, portanto, ¢ invertivel. Entao, pelo item 4, f(z —y) é

invertivel e nao poderia ser nulo. Portanto, a tinica possibilidade é x = y, ou seja, f

¢ um homomorfismo injetor, ou ainda, um monomorfismo.

Para mostrar que f(K;) é um corpo, basta verificarmos que se u,v € f(K;), com
v#0,entdiou—v € f(K) eu-v ' € f(K;). Como u,v € f(K;), sejam x,y € K,

tais que

Entao,
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w-vt = fz)- fly)~!
f@) - f (v
f(z-y™) € K.

Portanto, f(K;) é um subcorpo de K.
Sendo todos os itens verdadeiros, segue a proposigao. |

Para simplificar a notagao, o produto x - y serda simplesmente denotado por xy.

Desta forma, por exemplo, o produto = - y~' serd denotado por zy ™ .

Agora, seja K um corpo finito (um corpo com uma quantidade finita de elementos)

com unidade 1. Considere o conjunto
Ak ={n€Z, |nl =0},

onde Z, denota o conjunto dos inteiros positivos. Pelo fato de K ser finito, existem dois

inteiros ni e ny, com Ny < N9, tais que
nml=0 e nyl=0.
Segue entao que (ny —ny)l =0, com ny —ny > 0 e, portanto, Ax # ().

Definig¢ao 2.1.3 (Caracteristica de um corpo). Seja K um corpo finito. A caracteristica

de K serd o inteiro ndo negativo car(K) definido como

car(K) = min(Ag).

Note que se F é um subcorpo de K entao car(F) = car(K), pois Ax = Ap.

Proposicao 2.1.4. Seja K um corpo finito, entio car(K) é um nimero primo.

Demonstragio. Seja p = car(K) e suponhamos que p nao seja primo. Logo, p = p1pa, com

P1,P2 € Z, e 1 < p1,ps < p. Entao,
0=npl
= (p1p2)1
= p1(p21)
= (p11)(p21).

Como K é um corpo (e, em particular, um dominio de integridade), temos que p;1 = 0 ou

po1 = 0. Isso contradiz a minimalidade de p. Portanto, p é primo. |
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Proposicao 2.1.5. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se para m € Z e a € K

tem-se ma = 0, entado m é multiplo de p ou a = 0.

Demonstra¢io. Suponhamos que ma = 0. Entao, (ml)a = 0. Como K é um corpo (e, em

particular, um dominio de integridade), temos
ml=0 ou a=0.

Se a = 0, o resultado segue. Entao, suponhamos que m1 = 0 e mostremos que m é multiplo
de p. Pelo algoritmo da divisao euclidiana, existem tnicos q,r € Z, tais que m = gp +r,

com r < p. Logo,
0=npl
= (gp+ 1)1
=q(pl) + 71
=q0+7rl
=rl,

e, pela minimalidade de p, segue que r = 0. Portanto, m ¢ multiplo de p. |

Teorema 2.1.6. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Entao, K contém um subcorpo

isomorfo a Zy.

Demonstragio. Considere a fungao ¢: Z, — K dada por

¢([n]) = nl.

Primeiramente, mostremos que essa fungao estd bem definida. Com efeito, se [m] = [n],

com m,n € 7, entao existe A € Z tal que
n=m-+ Ap.
Logo,
nl = (m+ Ap)l
=ml+ A(pl)
=ml+ A0

=ml.

Agora, vejamos que ¢ é um monomorfismo. Note que
¢([n] + [m]) = ¢([n 4 m])
= (n+m)l
=nl+ml
= ¢([n]) + o([m]),
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¢([n] - [m]) = ¢([nm])
=nml
=n(ml)
— (n1)(m1)
= ¢([n])o([ml),

o([1]) = 1.
Assim, ¢ é um homomorfismo entre Z, e K. Pela Proposicao 2.1.2, ¢ ¢ um monomorfismo

e ¢ (Z,) é um subcorpo de K. Portanto,
¢: L, — ¢(Z,) CK

¢ um isomorfismo e, consequentemente, K contém um subcorpo isomorfo a Z,. |

Como K contém um subcorpo isomorfo a Z, pela funcao ¢ definida no Teorema

2.1.6, identificaremos ¢(Z,) com Z, e, simplificando a notacao, consideraremos Z, C K.

Corolario 2.1.7. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Entao K tem p" elementos

para algum nidmero inteiro positivo n.

Demonstrag¢ao. Note que K ¢ um espago vetorial sobre Z,. Além disso, como K ¢ finito,

segue que K tem dimensao finita sobre Z,.

Sejam x1,--- ,x, € K os elementos de uma base de K sobre Z,. Entao, todo

elemento z € K pode ser escrito de maneira inica como
T=MNT1+ -+ ATy

com \; € Zjy, para todo ¢ = 1,--- ,n. Contando as possibilidades para os A’s, obtemos

|K| = p". Portanto, K tem p" elementos para algum nimero inteiro positivo n. [ |
Proposicao 2.1.8. Sejam K um corpo finito com car(K) = p, entdo
(x1 4 +x,)P =2 + - + 2P,
Demonstragcao. Mostremos esse resultado por indugao sobre n.
Primeiramente, note que para n = 1 temos
(21)" = af.

Suponha agora que n > 2. Utilizando a expansao do Binomio de Newton, temos

p
((xl = xnfl) + xn)p = Z (f) (q:l 4+ 4 xnfl)lxgil.
1=0
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Por definigdo, os coeficientes binomiais sao da forma

()= 2o

Logo, (g) =1, (p) =1 ep‘(?) ,paratodoi=1,--- ,p — 1. Assim,
P i

(x1+---+mn)p:(m1+---—|—xn_1)+xn)p

Dai,

(x1+ - Fx,) =@+ +x, 1) + P
ot

. p
+ x,.

zh 4 -

7

Corolario 2.1.9. Sejam K um corpo finito com car(K) = p, e seja ¢ =p

Entao

, comr € L.
(14 +a,) =i+ + 20,

Demonstracao. Faremos uma indugao sobre r. Para r = 1, o resultado ¢ a Proposicao
2.1.8.

Agora, supondo que o resultado vale para r — 1, mostremos que vale para r. Sabemos

que p" = p""'p, dai,

Portanto, o resultado segue. ]



o6 Capitulo 2. Corpos finitos

Note que se K é um corpo finito de caracteristica p e ¢ é uma poténcia de p, entao
se

P(X)=ay+a X+ +a, X" € K[X],
entao
PX)=al+aiX?"+ - -4+ alX™.
Corolario 2.1.10. Seja K um corpo finito de caracteristica p. Se ¢ = p", com r € Z,

entdao a funcgao f,: K — K dada por

fo(z) = 2°

€ um isomorfismo de corpos.

Demonstracao. De fato, note que, pela Proposicao 2.1.8,
fale+y) = (z+y)°
= x4 + yq
= fq(x) + fq(y)7
para todos x,y € K. Além disso,
falxy) = (zy)?
= 2yf
= fq($)fq(y)>
para todos x,y € K. E;
fq(l) =17
=1.

Logo, f, ¢ um homomorfismo entre corpos. Observe que f, ¢ claramente homomorfismo
injetor, e como o dominio e o contradominio tém a mesma cardinalidade, temos que f, é

uma bijecao. Portanto, f, ¢ um isomorfismo de corpos. |

Corolario 2.1.11. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e q uma poténcia inteira de

p. Entdo o conjunto K = {a € F | a? —a =0} é um subcorpo de F.

Demonstracio. Basta mostrarmos que se o, 3 € K, com 3 # 0, entdoa—f3 € K, af' € K
e Bt e K.

Sejam «, f € K. Como a? —a =0e 87— [ =0, segue que, pela Proposi¢ao 2.1.8,

(@ =p8)" = (= f) = (o' = p*) = (@ = f)
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Logo, a — g € K.

Observe que

logo (B71)1 = B!, Assim,

(@)~ ap~ = at(5) — af !
— aﬁ_l o Oéﬁ_l

Portanto, K é um subcorpo de IF. |

E possivel mostrar os seguintes resultados importantes.

Teorema 2.1.12 (Existéncia de corpos finitos). Para todos os inteiros positivos p e n,

com p primo, existe um corpo com p" elementos.

Demonstragio. Veja (HEFEZ; VILLELA, 2017), pagina 75. |

Teorema 2.1.13 (Unicidade dos corpos finitos). Dois corpos finitos com o mesmo nimero

de elementos sao isomorfos.

Demonstragio. Veja (HEFEZ; VILLELA, 2017), pagina 76. [
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3 Codigos corretores de erro

Neste capitulo trazemos os principais resultados dessa dissertacao. Aqui nosso foco

é construir e explorar ferramentas sobre os Codigos Afins e seus duais. Para isso fazemos
uso das referéncias (CARVALHO, 2017), (LOPEZ; MANGANIELLO; MATTHEWS, 2019)
e (LOPEZ; MATTHEWS; SOPRUNOV, 2020).

3.1 Conceitos basicos

O corpo sobre o qual estardao definidos nossos objetos agora sera sempre finito, isto

é, consideremos F, um corpo finito com ¢ elementos.

Defini¢ao 3.1.1 (Cédigo linear). Um cddigo linear C definido sobre um alfabeto F, de

tamanho n € um F-espago vetorial de F .

Os elementos desse codigo C sao chamados de palavras.

Sejam a,b € F,, em que a = (a,...,a,) e b = (b1,...,b,). A distancia de

Hamming entre a e b é definida como
dla,b)=|{i|a; #b;, comi=1,....,n}.
De fato, a palavra distancia estd bem empregada pois a fungao d: Fy xF;) — R define uma
métrica em Fy. Com efeito, dados a = (ay,...,a,),b = (b1,...,by),c = (c1,...,¢,) € F:
« Nao negatividade: Temos que

dla,b) = |{i|a; #b;, comi=1,...,n}
>0,

valendo a igualdade se, e somente se, a; = b;, para todo ¢ = 1,...,n, ou seja, se, e

somente se, a = b.

o Simetria: Temos que

d(a,b) = |{i|a; #b;, comi=1,...,n}
={i| b #a;, comi=1,...,n}
= d(b,a).
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e Desigualdade triangular: Temos que
d(a,c) +d(c,b)=|{i|a; # ¢, comi=1,...,n}
+{i| e #b;, comi=1,... n}
=H{i|ai#ciouc #b, comi=1,... n}
+Hila;#cieci#b;, comi=1,...,n}
=Hi|(a;i#cieci=0)ou(a;=c;iec;#b)
ou (a; #c;ec;i £b;), comi=1,...,n}
+{i|la;#cieci#b;, comi=1,... n}
=/{i|a;#b, comi=1,...,n}
+H{ila;#ciec;#b;, comi=1,... ,n}
—Nila;#bjea; #ciec;#by, comi=1,... n}
+{ila;#ciec;#b;, comi=1,...,n}
>d(a,b)+|{i|a;#ciec;#b;, comi=1,... n}
> d(a,b),
pois
{i|a;#0b;, comi=1,....n}={i|(a;#ciec;=0)ou(a; =c;ec;#b)
ou (a; #c;ec; by ea; #b;),

comi=1,...,n},

{i’ai#bieai?&cieci#bm comi:l,...,n}g{ilaﬁécieci;ébi,

comi=1,...,n}.

Entao, segue que a distancia de Hamming ¢ de fato uma distancia, pois ¢ uma métrica.
Logo, sendo uma métrica, ela define um espago métrico em F;. Entao, por exemplo,

podemos considerar as bolas abertas (e fechadas) desse espago:

« a bola aberta de centro a € F e raio r > 0 ¢é
B(a,r) = {x e, | d(x,a) < 7’};
« a bola fechada de centro a € F e raio r > 0 ¢é
Bla,r] = {x € F} | d(x,a) <7}.
Além disso, se C C Fy ¢ um codigo e a,b € C, entaioa—b e C e
d(a,b) =d(a—b,0),

onde 0 € F} ¢ o vetor nulo. Desta forma, podemos definir:
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Definigdo 3.1.2 (Distancia minima de um cédigo). Seja C C Fy um cddigo linear. A

distancia minima em C é definida como

dmin(C) = min{d(a, b) | a,b € C e a # b}
=min{d(a, 0) | a € C e a# 0}.

Agora, seja C € F} um codigo linear. Se definirmos

dmin -1
9 9

obtemos o seguinte resultado:

Lema 3.1.3. Seja C C IFZ um cédigo linear com distancia minima dy;,. Entao, se a,a’ € C
sao palavras distintas, entao
Bla, k] N Bld', k] = 0.

Demonstragao. De fato, suponha que exista x € Fy tal que
x € Bla, k| N B[a, k.
Entao, d(x,a) < k e d(x,a’) < k. Logo,

d(a,a’) < d(x,a) + d(x,a’)
< 2K
< dmin — 1
< dmin-

Isso ¢ um absurdo, pois devemos ter d(a,a’) > dpm, para quaisquer duas palavras distintas
do cédigo. m

Esse lema tem a seguinte consequéncia importante.

Teorema 3.1.4. Seja C C IFZ um codigo linear com distancia minima dy;,. Entdo C pode

corrigir até k erros e detectar até dy;, — 1 erros.

Demonstragdo. Se ao transmitirmos uma palavra a € C cometemos t erros, com t < K,
recebemos a palavra a’, entao
d(a,a’) =t < k.

Pelo Lema 3.1.3, a distancia de a’ até qualquer outra palavra do cédigo ¢ maior que k.
Assim, a palavra enviada originalmente s6 pode ser a € C, isto é, a estd completamente

determinado por a’.

Por outro lado, podemos introduzir até d,,;, — 1 erros na palavra a € C sem

encontrar outra palavra do cédigo. Assim a deteccao do erro serd de até dp,y, — 1 erros. W
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Em um codigo temos trés parametros fundamentais:

o Comprimento (n): o comprimento de um codigo se refere ao tamanho das palavras

que serao transmitidas;

e Dimensédo (k): a dimensao de um c6digo se refere a capacidade de transmissao das

palavras, j& que o nimero de palavras em um cédigo seré ¢*;

 Distancia minima (dp,): a distAncia minima de um codigo estd relacionada ao

maximo de entradas erradas que um codigo podera detectar e corrigir, como ja visto.

Um c6digo ideal seria aquele com uma grande dimensao (capaz de transmitir muita
informacao), uma grande distdncia minima (o que significaria que seriamos capazes de
determinar um maior niimero de erros e corrigi-los) e um comprimento pequeno (quanto
maior o comprimento de um c6digo, mais custoso é para transmitir cada palavra). Porém,
esses parametros estao relacionados entre si e nao nao é possivel realizar todas essas

otimizacoes simultaneamente.

Teorema 3.1.5 (A desigualdade de Singleton). Seja C C Fy um cddigo linear com

comprimento n, dimensao k e distancia minima dy;,. Entdo,

k + dmin S n—+ 1.
Demonstragio. Veja (MACWILLIAMS; SLOANE, 1977), pagina 33. [ |

No caso que a desigualdade é uma igualdade, o codigo C é dito perfeito. A titulo
de curiosidade, os inicos exemplos nao triviais de cédigos perfeitos sao os Codigos de

Hamming e o Cédigo de Golay.

3.2 Construcao dos codigos afins

Seja I C F,[Xq,...,X,] um ideal tal que I = (g1, ..., ). Para simplificar a escrita,

escreveremos F,[ X7, ..., X,] simplesmente como F [X].
E fato que, para todoi=1,...,n,

i
aclFy

Isso ocorre pois H (X; —a) é um polindémio de grau g que se anula em todos os elementos
aclFy
de I, isto ¢, ele possui ¢ raizes, sendo elas os préprios elementos de IF,. Por outro lado,

X7 — X; também é um polindmio de grau ¢ que se anula em todos os elementos de F,, pois

al—a=a—a

=0,
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para todo a € FF,. Como ambos os polindmios sao monicos, necessariamente temos
Il (X; —a) =X - X, paratodoi=1,...,n.

acly

Defina I, = (g1, ..., g1, XT — X1,..., X? — X,,). Assim, trivialmente,

Consideremos agora a ordem lexicografica <e., com X,, <o -+ =jez X1, N0 conjunto dos
monoémios M C F [X].

Como ja vimos,

[A(Ly)] < [A(ml(gr), . .., ml(g:), X, ..., X])|
<q"
Logo, pela Proposicao 1.4.4, |V (1,)| < |A(I,)|. Seja V(1) = {P1,...,P,} e defina
¢: Fy[X]/I, — FJ" como

O(f + 1) = (f(Pr),.... f(Pr)).

Proposicao 3.2.1. A fung¢do ¢ é um isomorfismo entre Fy-espacos vetoriais.

Demonstragio. Note que ¢ é uma transformacao linear. De fato, para todos f, g € F,[X]

e todo a € [Fy, segue que

((f + 1) + alg + 1)) = o((f + ag) + 1))
= ((f +ag)(P),....(f + ag)(Pm))
= (f(P1), -, f(Pm)) + ag(P1), ..., g(Pm))
= o(f + 1g) + ad(g + ).

Agora, X! — X; € I,, para todo i = 1,...,n, e portanto I, é ideal radical (v.
(BECKER; WEISPFENNING, 1993, Prop. 8.14)). Assim, se L é um corpo algebricamente

fechado contendo [Fy, do Teorema 1.4.7 temos que

VL) = [A(L)]-

Por outro lado, do Teorema 1.3.4 temos que dimg, (F,[X]/I,) = |A(I,)], e é claro
que Vi.(1y) = Vi, (I;) = m. Isso mostra que o dominio e o contradominio de ¢ tém a mesma

dimensao.
Pelo Lema 1.4.3, existem polinémios fi, ..., fi € Fy[X] tais que f;(P;) = d;;, para
todos 7,7 = 1,..., m. Logo,
o(fi+1,) = e,
onde e; € ;" ¢ o i-ésimo vetor candnico de F.*, para todo ¢ = 1,...,m. Portanto, ¢ ¢

sobrejetora e, a fortiori, um isomorfismo. [ |
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Definigao 3.2.2 (Cédigo de variedade afim). Seja L C F,[X]|/I, um F,-espago vetorial.
A imagem ¢(L) = C(L) é chamado de codigo de variedade afim associado a L.

Nosso objetivo nesse trabalho é apresentar resultados particulares sobre esses
coédigos e estudar seus duais. Para isso, sejam Sy, ..., 5, C F, subconjuntos nao vazios e
defina

S=051 X x5, (3.1)

Seja f; € F,[X] o polinémio

fi= 1] (Xi—a),

a€S;

para todo 2 =1,...,n, e defina

I= <f17---7fn>'

Claramente, pela prépria construgao, V(1) = S. Neste caso, tomamos
Iq - <f1,...,fn7X1q —Xl,,XZ—Xn>

e observamos que I, = I, pois f; ¢ um fator de X! — X;, para todoi=1,...,n.

Considere para todo inteiro d > 0, o F,-subespago vetorial de F [X] dado por
Ly={f+1€eF,X]|/I]|f=0ou grau(f) < d},
onde grau(f) se refere ao grau total do polindémio f € F,[X], isto é,
grau(f) = max(grau(M)),

com M sendo um monomio de f.
Definigao 3.2.3 (Codigo afim). O cddigo afim C(d) é a imagem ¢(Ly).

Exemplo 3.2.4. Seja Fy[X,Y]| um anel de polinomios de duas varidveis, em que no
conjunto de monomios M C F4[X,Y] estd estabelecida a ordem lexicogrifica, com'Y < X,
e sejam S1, Sy € Fy = {0,1,, + 1}, com o® + (a + 1) = 0, dados por S; = {0,1} e
Sy = {a,a + 1}. Desta forma, temos S = {(0,a), (0, + 1), (1, a), (1,a + 1)}.

Primeiramente, lembre-se que as operagoes de adigcdo e produto definidas em Fy

sao dadas pelas sequintes tabelas:

+ 0 1 o} a+1 0 1 « a+1
0 0 a a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a+1 « 0 1 o} a+1
« « a+1 0 1 o 0 o a—+1 1
a+1l|a+1 « 1 0 a+1|0 a+1 1 «a
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Além disso,

= X-a)=X*-X e fo= [V -b)=Y?-Y +1.

a €Sy be Sz

Logo, I = (f1, f2), com {f1, fa} sendo uma base de Grobner para I. Assim, podemos

tdentificar a pegada pela Figura 4.

L 4
0 1 2
Figura 4 — Em azul, os mondmios lideres de f; e f3 e, em vermelho, os monémios de A(]).

A pegada é formada pelos monomios X°Y" com (8,7) € {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)},
ou seja, A1) ={1,Y, X, XY}. Portanto

B={1+1L,Y+I1,X+I1,XY +1}

¢ uma base para F4[X,Y]/I. Para simplificar a escrita e manter a harmonia estética,

optaremos por representar o+ 1 por . Assim:

(i) Para d =0,
Li={0+1,14+1,a+ 1,0+ 1I}.

Logo,
»(0+1)=(0,0,0,0) e o(1+1)=(1,1,1,1),
pla+1)=(a,0,0,0) e @(B+1)=(B,5,8,P).
Portanto, C(d) = {(0,0,0,0),(1,1,1,1), (o, v, v, ), (B, B, 8, 5) }

(13) Para d =1,
Ly={aX+b0Y +c+1eFyX,Y]|/I]|ab,celF,}.

Note que isso implica que |Lq| = 64.

Agora, jd sabemos que

¢(O+]):(0,0,0,0) e ¢(1+I):(1,1,1,1),
gb(oz—l—]):(oz,oz,a,oz) € ¢(6+I):(5a67675)
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Assim,
o(X +1) = (0,0,1,1) e o(X+1+1) = (1,1,0,0),
(X +a+1) (,0,8,8) e o(X+B+1) = (8,8,a0),
olaX +1) = (0,0,a,a) e oPlaX+14+1) = (1,1,5,0),
dlaX +a+1) = (a,,0,0) e olaX+5+1) (8,8,1,1),
(X +1) = (0,0,8,8) e o(pX+1+1) = (1,1,,0),
dBX +a+I) = (va,1,1) e o(BX+B+1) = (5,5,0,0),
e
(Y +1) (. B,0,8) e oY +1+1) = (8,8 q),
oY +a+1) = (0,1,0,1) e o(Y+8+1) = (1, 0,1,0),
o(aY +1) = (5,1,8,1) e oY +14+1) = (,0,a,0),
oY +a+1) = (1,8,1,8) e oY +8+1) = (0,a,0,a),
P(BY +1) = (LaLa) e ¢BY+1+1) = (0,8,0,p),
oY +a+1) = (8,0,6,0) e oY +p4+1) = (o,1,a,1),
e
H(X+Y +1) = (,3,0,a) e o X+Y+1+1) = (B,a,a,0),
HX+Y +a+l) = (0,1,1,0) e dX+Y+B+1) = (1,0,0,1),
S(X +aY + 1) = (BL,a,0) ¢ HX+aY +14+1) = (a,0,8,1),
D X+aY+a+1) = (1,5,0,a) e o(X+aY+p+1) = (0,0,1,0),
O(X +B8Y +1) = (1,0,0,8) e o(X+pY+1+1) = (0,5,1,q),
HX+BY +a+1) = (B,0,a,1) e o X+pY+p+1) = (o,1,5,0),
e
PlaX +Y +1) = (o,8,0,1) e ¢(aX+Y+1+1) = (6,0,1,0),
d(@X +Y +a+1) 0,1,0,8) e dlaX+Y +3+1) (1,0, 8, a),
olaX +aY +1) (83,1,1,8) e olaX+aY+1+1) = (,0,0,0),
daX+aY +a+1) = (1,5,8,1) e olaX+aY +8+1) = (0,a,,0),
o(aX + Y + 1) = (LLa,5,0) e dlaX+pY+1+1) = (0,8,a,1),
olaX+pY +a+1) = (5,0,1,a) e olaX+BY+p+1) = (,1,0,05),
e
6(BX +Y +1) = (B31,0) e ¢BX+Y+1+1) = (8,a,0,1),
SBX +Y +a+l) = (0,1,8,a) e oBX+Y+B+1) = (1,0,a,8),
S(BX +aY + 1) = (8,1,0,a) ¢ 6(BX+aY +1+1) = (a,0,1,5),
o(X+aY +a+1) = (1,5,0,0) e o(BX+aY +p8+1) = (0,a,5,1),
P(BX +BY +1) = (La,a,1) e ¢BX+PY +1+1) = (0,5,5,0),
SBX +BY +a+1) = (8,0,0,8) e ¢BX+BY +8+1) = (a,1,1,0).
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Portanto,

C(d) ={(0,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0, v, ), (0,0, 3, 8), (0, 1,0, 1), (0,1, 1, 0),
0,1,a,0),(0,1,5,a),(0,a,0,),(0,a,1, 5), (0, a, , 0), (0, , 5, 1),
,6,0,5),(0,8,1,a),(0,8,a,1),(0, 5, 8,0), (1,0,0,1), (1,0,1,0),
0,,5),(1,0,8,a),(1,1,0,0),(1,1,1,1), (1, 1, o, ), (1, 1, B, B),
0,8), (1, 1,), (L, 0, 1), (1, 2, 3,0), (1, 5,0, ), (1, 5,1, B),
(L,8,8,1),(,0,0,a), (e, 0, 1, B), (e, 0, 0, 0), (, 0, 3, 1),
(o, 1,1, 0), (a1, 1), (e, 1, 5,0), (o, 0, 0, 0), (v, a,l,l)
) (a,a, B, 8), (e, 3,0,1), (o, 8,1,0), (o, B, o, B), (v, B, B, ),
3,0,0,8),(8,0,1,a),(8,0,,1), (8,0, 5,0), (5,170 a) (5,1,175)
8,1,a,0),(8,1,8,1),(8,,0,1),(8,,1,0), (B, , 0, 8), (B, 0, B, ),
8,8,0,0),(8,8,1,1),(B, 8, a,), (8, 8,8, 8) };

1
1, a,
,5 ,0)
a, 1,0, /)

@

o, o, Q

Y

(
(0
(1,
(
(1
(
(
(
(
(

(1i1) Para d =2,
Lo={aXY +bX + ¥V +d+1 € FyX,Y]/I | a,b,c.d e Fy}.
Note que isso implica que |Lyg| = 256. Como ¢(Lg) C Fj e ‘]Fi‘ = 256, seque que

C(d) = FF;.

(1tv) Note que, para todo nimero inteiro d > 1,
Lg1 C Lg.
Desta forma, para todo d > 3, temos
Ly C L3 C---C Lg1 C Ly,

o que itmplica
C(2) CC(3) C - CC(d—1) C C(d).

Como C(d) C F; e, por (iii), C(2) = Fy, seque que
C(d) = Fi?

para todo d > 3. No Teorema 3.2.10, item (i), veremos que esse fendmeno sempre

acontece.

Exemplo 3.2.5. No caso que S; = Fy, para todo i =1,...,n, temos que C(d) é chamado
de codigo generalizado de Reed-Muller, para todo inteiro d >0 (v. e.g. (MACWILLIAMS;
SLOANE, 1977, Cap. 13)).
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Os codigos generalizados de Reed-Muller sao amplamente estudados na Teoria de
Cédigos Corretores de Erro e, por tal motivo, nao serao objeto de discussao aprofundada

nesse trabalho.
Seja d; = |S;|, para todo i = 1,...,n. Entao,
V()| =dy--dy,

e esse é o comprimento de C(d), para todo inteiro d > 0. Sem perda de generalidade,
podemos assumir d; < --- < d,, e mais ainda, podemos assumir que 2 < d; (veja (LOPEZ;
RENTERIA-MARQUEZ; VILLARREAL, 2012, Prop. 3.2)).

Lema 3.2.6. O conjunto {f1,..., f,} € uma base de Grébner para I.

Demonstragio. Claramente ml(f;) = Xidi, para todo i =1,...,n. Logo,

Al C{XM - X |0<a; <d;, paratodoi=1,...,n}.

Agora, observe que pelo Teorema 1.4.7, temos

V()| =di-d,
< [A(D)]
<d, - -d,

Desta forma, temos |A(I)| = d; - - - d,,. Portanto, {f1,..., f,} é uma base de Grébner para
I, pois se nao fosse, usando o algoritmo de Buchberger encontrariamos um polinémio f,, 1,
cujo mondémio lider ndo é multiplo de ml(f;), para todo i = 1,...,n, o que implicaria em

IA(D)| < dy - d,. ]

Lema 3.2.7. O ideal de S é I, isto é, T(S) = 1.

Demonstragio. Primeiramente, note que I C Z(S) (de fato, como § = V(I), entdo,
obviamente, I C Z(S)). Logo,
A(Z(S)) € A(D).

Assim, pela Proposicao 1.4.4, temos

O que implica |A(Z(S))| =d; - - -d,,. Como

{fi,. [} € L(S),

pelo Lema 3.2.6, temos que {fi, ..., fn} é uma base de Grobner para Z(S) e Z(S) = 1. R
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Vamos obter agora a dimensao de C(d). Como ¢ é um isomorfismo e C(d) = ¢(Ly),

temos

dim(C(d)) = dim(Ly).
Seja
A(D)g={M € A(I) | grau(M) < d}.
Proposicao 3.2.8. O conjunto

{M+1eF,[X]/I|MeA()y}

¢ uma base para Lg.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.3.4, temos que
{M+1eF,[X]/I|MeA(l)}
¢ um conjunto linearmente independente e, claramente,

{M+1eF,[X]/I|MeA)}C Ly

Sejam f € F [X], tal que f # 0 e grau(f) < d, e r € F,[X] o resto da divisdo de f
por {fi,..., fu}. Do algoritmo da divisdao, como {fi,..., f,} é uma base de Grébner para
I e pela Proposigao 1.3.2, segue que r é uma combinacao linear de monoémios em A(7)gy.
Portanto, segue o resultado. ]

n

Lema 3.2.9. Seja d' = Y (d; — 1) —d — 1. Entao,

=1

dim(C(d)) + dim(C(d")) = dy - - - d,,.

Demonstragio. Pela Proposicao 3.2.8, o valor de dim(C(d)) pode ser visto como o nimero

de solugoes inteiras da desigualdade
a4+, < d,

com 0 < «; < d; — 1, para todo i = 1,...,n. Por sua vez, o nimero de solugoes inteiras da

desigualdade
o+ Fay, > d,

com 0 < a; < d; — 1, para todo ¢ = 1,...,n, ¢ numericamente igual ao niimero de solugoes

inteiras da desigualdade

Bite S =) —d— 1,

i=1
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com 0 < 3; < d;—1, paratodoi = 1,...,n. De fato, seja (aq, . .., a,) tal que ag+- - -+, >
d,e0 < q; <d;—1,paratodos=1,...,n. Tomando 3; = d;—1—«;, paratodos =1,...,n,

temos

d<op+-+ao,

:§Xm—w—w&+~-+m»

i=1

n

ouseja,  (di—1) — (B1+---+ fa) > d. Logo,

i=1

Bid ot B Y (d—1)—d—1
i=1

=d.

Além disso, como 0 < «; < d; — 1, segue que 0 < 3; < d; — 1, para todo i = 1,...,n.
Analogamente, se mostra que dada uma n-upla (3y,...,3,) tal que 8y +---+ 3, < d' e
0<p;<d;—1,paratodoi=1,...,n, sedefinimos a; =d; —1—f3; paratodoi=1,...,n
temos que ay + - -+ + oy, > d.

Pela Proposicao 3.2.8, o valor de dim(C(d')) pode ser visto como o ntimero de

solugoes inteiras da desigualdade

Prt- ot P <d,

com 0< 3, <d; — 1, paratodot=1,...,n.

Agora seja M € A(I), digamos M = X --- X Entao grau(M) = oy + -+ - + ay,

com 0 < q; <d; — 1, para todo i =1,...,n. Assim,
o+ ta, <d ou a+---+a,>d

Desta forma, temos
dim(C(d)) + dim(C(d")) = dy - - - d,,

como desejavamos. |

Teorema 3.2.10. A dimensdo de um cédigo C(d) é
dim(C(d)) = |A()al,

e, em particular,

(i) para todo d > > (d; — 1),
i=1

dim(C(d)) = dy - - - dy;
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(i) para todo 0 <d <> (d; — 1),

=1

dim(C(d)) = (”;d> - 2”: (”ﬁ;ﬁi) T

; n+d—dy, —---—d
—1) ! J
+(=1) ) ( d—dy — - —d, >+ *

1<ip < <5 <n
ndd—di - —d,
S i |

com (Z)z() seb<0.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2.8, temos que
{M+T1eF,[X]/I|MeA)i}
¢ uma base para L;. Como C(d) = ¢(Lg), segue que

dim(C(d)) = dim(Ly)
={M +1 eF[X]/T| M€ A(I)a}|
= |A(1)al,

lembrando que A(I)y = {M € A(I) | grau(M) < d}.
Agora:
(i) Suponha que d > > (d; —1).
i=1

Como {f1,..., fn} é uma base de Grobner para I, temos

A(l) ={XM - X2 eF,[X]|0< o <d;—1, paratodoi=1,...

Desta forma, A(!); = A(I), logo pelo Lema 3.2.8 temos que

dim(C(d)) = |A(1)|
—dy---d,

(ii) Suponha 0 <d <Y (d; —1).
i=1

Note que existe uma bijecao entre os conjuntos A(l), e

Vd:{Xg‘OXfél..-Xg"EFq[Xo,Xl,---,Xn] Zai:de
1=0

0<a;<d;—1, paratodor=1,...
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dada por I': A(I)q — Vg4, em que

X1 X
(M :Xd-M( ”)
( ) 0 XO’ 7X0
. P d N , .~ 1 Xn
isto €, o produto de X§ pelo mondémio M apdés sua avaliagao em (X’ cee X)’ e
0 0
I ':Vvy — A(I)g, em que
I'YN)=N(1,X1,...,X,),
isto é, o monémio N avaliado em (1, X3,...,X,,). Com efeito, sejam M € A([)y, e
N € Vg4, em que
M=X . X o N=XXM... X0
com grau(M) = > f; < d, grau(N Z aj =de0<a; <d;—1, para todo
i=1 i=0
j=1,...,n, entao
(FOF_1)<N) = F(N(lale - 7Xn))
=T X)
Xy X
_ XL XL X < ")
0 1 n X07 ’XO
:Xg.Xlzl szn
Xt Xgm
Xd « «
WX Lo X
:XO (d— aO)Xin,__ngn
— X(()XOXloél__‘X;ién
:N’
e, considerando Z B, =:d,
i=1
X X
I 'ol)(M)=T" <Xd-M< Lo ”))
(Tt oT)(M) (g
X X
o (3 )
0 1 n XO XO
! (Xd. X ...X5”>
o 0 :81 n
Xo' Xp
Xd
_ -1 B Bn
- <X§1+ )

= xd-ixh .. XB”(l X1, X,)
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Portanto, I' e I'™* sao bijecdes entre A(I)y e V4 de fato.

Agora, defina

n

H@):(L+t+ﬁ4~-d-IU1+t+~~+ﬁFU.

Observe que o coeficiente de t* é igual a |V,|. Para calcular esse coeficiente, podemos
enxergar H como um funcao real de um variavel, a saber ¢, definida em alguma

vizinhanga de 0, digamos [t| < 1. Entdo, a série geométrica

L+t+8+---
¢é convergente e
1
l+t+t24+ = ——.
1—t
Além disso, para todo ¢ = 1,...,n, a expressao

Lt tht

é um pedago dessa série geométrica (ou uma série geométrica truncada), assim,
1 —td

Lttt =
1—t

Hit)=1+t++--)- [TA+t+-- 457
1=1

( _Xn:tdi_|_ Z tdi1+di2_|_...

i=0 i<ii<iz<n

1<ip < <ip<n

< (n+4),. N A
_Z<n .J>tj— Z(n.j>t”dl -
j=o \ J i j=o \ J
+ Y <"fj>tj+dil+d¢2 T
i<ip<iz<n \j= J
+ (-1 > > (nﬂ>t”dn+"'+dik +-
1<ij<--<ig<n \j=0\ J

+ (=" (nﬂ>t”di1+'“+din,

+ (_1)k Z td¢1+---+dik I (—1)ntdi1+"'+din>
2.
>

0
0

J
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1 e AR
pois A= =Y (n ;_ j)t’ (veja (SANTOS, 2024)). Assim, o coeficiente de t

é igual a |Vg4|, o qual é igual a |A(I)4| por I' (ou I'"!). Portanto,

j=0

dim(C(d)) = [A(1)4]

= V4l
d " d—d;
(B0
; n+d—dy, —---—d;
+(—1)J1Si1;:<ijgn< d—dil—l-c-—dij ) et
e (M)
com <Z>:086b<0.
Portanto, o resultado segue. |

3.3 Duais de cédigos afins

Definicdo 3.3.1 (Produto interno). O produto interno em Fy € a fungdo (-, -): Fy xFy —

F, dada por
(a,b) = a1by + -+ + ayb,
= Zaibi7
i=1
para todos a,b € Ty, em que a= (a1,...,a,) e b= (by,...,by).

Exemplo 3.3.2. Sejam Fs o corpo finito com 5 elementos e tome a, b, ¢, d € Fy com:
a=(0,0,0,0) e b=(1,3,1,4),
c=(3,2,2,0) e d=(1,2,3,4).

Entao, (a,a) =0, (b,c) =1, (¢,d) =3 ¢ (d, b) = 3.

De fato:
(a,a) =0-040-04+0-040-0
=0+04+0+0
=0;

(b,c)=1-34+3-2+41-2+4-0
=3+1+2+0
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€
(c,d)=3-1+2-242-3+0-4
— 3444140
=3
(S

(d,b)=1-14+2-34+3-1+4-4
—14+1+3+3
= 3.

Definig¢ao 3.3.3 (Dual de um cédigo). Seja C um cédigo. Seu dual é definido como
1 n —
C-={beF,|(ba)=0, para todo a € C},
em que (b, a) denota o produto interno entre b e a.

Definigao 3.3.4 (Codigo com dual complementar). Seja C um cédigo. Diremos que C é

codigo com dual complementar se
cnct={o}.

Definicao 3.3.5 (Codigo auto-ortogonal e auto-dual). Seja C um cédigo. Diremos que C
¢ auto-ortogonal se

ccch.
Se wvaler a igualdade, isto é, C = C*, diremos que C é auto-dual.

Exemplo 3.3.6. Seja C C Fy um cédigo gerado por (1,0,1) Temos que C+ ¢ o codigo que
tem como base {(0,1,0),(1,0,1)}. Portanto, C ndo € codigo com dual complementar, é

codigo auto-ortogonal e nao é codigo auto-dual.

De fato, note que

Agora,

((a,b,¢),(0,0,0)) =a-0+b-04+c¢-0

para todo (a,b,c) € F; e,

((a,b,¢),(1,0,1)) =a-14b-04+c-1
=a-+eg,
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(a,b,c¢) € F3. Logo, ((a,b,c),(1,0,1)) = 0 se, e somente se, a = c. Assim, (a,b,c) €
{(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}. Portanto, segue que

Ct =Fin{(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}
= {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}
= ((0,1,0),(1,0,1)).

Desta forma, note que

cnet

{(0,0,0),(1,0,1)}
((1,0,1))
C.

Portanto, C nao é um cédigo dual complementar, é c6digo auto-ortogonal e nao é codigo

auto-dual.

Vamos trabalhar a partir de agora com c6digos cartesianos afins. Tomamos entao

Si,...,5, C F, subconjuntos nao vazios, e seja

S=85,x--x%x85,.

Seja ainda
fi= 1] (Xi—a),
a€s;
paratodoi=1,...,n, e
I={fi,.. fa)-

Dado um inteiro d > 0, seja
Ly={f+1€eF,JX]|/I| f=0ou grau(f) < d}.
Lembramos que C(d) = ¢(Lq4), em que ¢ é dada por (3.1).

Defini¢ao 3.3.7 (Residuo de uma classe de polinémios). Sejam Py € S, em que Py, =
(g1, ... Qpn), comk=1,--- mem=dy---d,, e f+1e€F,[X]|/I. Oresiduo de f+1

no ponto Py é dado por

Resp, (f+ 1) =

Note que o residuo esta bem definido, isto é, ele independe do representante da

classe. De fato, se g é um polinémio tal que g+ 1 = f+ I entdo g=f+h,com h e I, e
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temos

Resp, (g + 1) = Resp, ((f + h) + 1)

RS
H H (akl - az)
t=1a} e S;\{ar:}
_ f(Pr) + h(Py)
H H (a’ki - az) H (akz - CLZ)
t=1al e S;\{ar:} t=1al e S;\{ar:}
ey
H H (akl - az)
i=1a} €S \{ari}
= Resp, (f + 1),

em que h(P) =0, poishe I com [ =Z(V(I))eV(I)=S.

Vamos definir a aplicacdo Ress: F,[X]/I — F" como sendo
Ress(f + 1) = (Resp,(f +1),...,Resp, (f+ 1))

para todo f + I € F,[X]/I.

Note que Ress é um homomorfismo entre F -espacos vetoriais. De fato, sejam
f+I,9g+1€cF,X]/IeaclF, Entdo, para cada Py € S, em que Py, = (a1, ..., k),

com k=1,...,m, temos

Rese, ((f + 1) +alg + 1)) = Resp,((f +ag) + 1)
_ (f+ag)(Py)

M I (o)

t=1al € S;\{ap:}

P P
=— f(Pr) ta— 9(Py)
II II (wi-a) ]I (aki — a;)
i=1 a; SZ\{(J,)“} i=1 a; € SZ\{a;w}

S
= Resp, (f +1) + aResp, (g + I).

Desta forma,

Ress((f +1) +alg + 1)) = Ress((f +ag) + 1)
= (Resp, ((f +ag) +1),...,Resp, ((f + ag) + 1))
= (Resp,(f+1I),...,Resp, (f + 1))+
+ a(Resp,(g+I),...,Resp, (g + 1))
= Ress(f + 1)+ aRess(g+1).
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Agora, seja f + I € ker(Ress). Entao, Ress(f + 1) =0, ou seja, Resp, (f + 1) =0,
para todo P, € §, com k =1,...,n. Dali,

para todo P, € §, com k = 1,...,n, ou seja, f(Py) = 0, para todo P, € S, com
kE =1,...,n. Isso significa que f € Z(S), mas, pelo Lema 3.2.7, temos que Z(S) = I.
Entao, f € I, ou ainda, f + I = I. Portanto, a funcao residuo Ress: F,[X]/I — F7" é

um monomorfismo.

Teorema 3.3.8. Sejam Py, ..., P, €S e¢C(d) um cédigo afim. O dual de C(d) é dado

por
Cl(d) = R6S3<Ld/),

em qued =Y (di—1)—d—1 e com Ly CF,[X]/I.

=1

Demonstragio. Sejam f + 1 € Ly e g+ I € Ly. Pelo algoritmo da divisao, existem
hi, ..., hy,r € F,[X] tais que

fg=hifi+-+hpfn+r,

com r = 0 ou nenhum mondmio que aparece em r sendo miltiplo de ml(f;), para todo

1=1,...,n. Além disso,
grau(r) < grau(fg)
< grau(f) + grau(g)
=d+d
=d+ > (di—1)—d—1
i=1
=> (di—1)—1.
i=1
Note que, para todo k = 1,...,m, escrevemos Py = (a1, ..., ax,) €

(f9)(Pr) = (hif1)(Pr) + - + (ko fn)(Pr) + 7(Py)
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Considere o polinémio

= ¥ (Rewtrorn 1T I <Xi—a;>)

P,€S i=1a} €S \{ar:}

(fg)(Pk) ) ﬁ H (Xi _ a’-)
PrLeSs H H (akzi _ CL;) t=1a} €S \{ar:} Z

t=1al €S \{ar:}

I II &i-a
i=1a} €S \{ar;}

Ppes H H (aki _ CL;)

I
N

(3.2)

-y (vo®o- 1T 1I (Xi_a;

: Ari — a
P,cS i=1a) e85 \{ap:} \"H

Observe que

(ﬁ no(Xd

i=1aleSi\{ap} \ ki — @i

para todo £ = 1,...,m. Assim 7(Py) = (fg)(Py) = r(Py) para todo k = 1, ..., m. Observe

ainda que, para todo ¢ = 1,...,n o polindmio
/
af € Si\far} \ KT G
tem grau d; — 1, para todo k = 1,...,m. Assim, o polinémio

0 (G

i=1laleSi\{ap} \Pki — @

tem grau Y (d; — 1) e seus mondmios estdo em A(I), para todo k =1,...,m.De7—r € [
i=1
vem que 7 = 7. Como grau(r) < Y _(d; — 1) temos que ter o coeficiente do termo de grau
i=1
> (d; — 1) do segundo membro da Equacdo (3.2) igual a zero, ou seja,
i=1

> (f9)(Pr)
SES Y] ] (o d)

=1 a; S Sl\{a;ﬂ}

=0.
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Dai vem que

0 — Z (fg)(Pk)

n

| (ari — a;)

t=1alcS;\{ar:}

-y f(Py) - g(Py)
Pr€S I (o —a)

i=1aj € Si\{a:}

_ Z f(Pk) _ g(Pk>
PresS IIT II (ak—a)

i=1a;€Si\{ar:}

= > f(Py)-Resp,(g+1)

PresS

= <(f(P1)7 ce 7f<Pm>)7 (ReSPl(g + I)7 s 7ReSPm<g + ]>>>
= (o(f + 1), Ress(g + 1))

Note que na Equagcao (3.3), o termo a esquerda do produto interno é um elemento
arbitrario de C(d), enquanto que o termo a direita do produto interno é um elemento

arbitrario de Resg(Ly ). Isso mostra que
Ress(La) C CH(d).
Agora,

dim(Ress(Lg)) = dim(C(d'))
= dim(C*(d)),

em que a ultima igualdade ¢é verdadeira pelo Lema 3.2.9. Portanto, segue que

CJ_ (d) = RGSS<Ld/ ),

em que d =Y (d; — 1) —d — 1, como desejévamos. |
i=1

Coroléario 3.3.9. Uma base para o dual de C(d) é
{Ress(M +1) | M € A(1)q}.
Demonstra¢io. E uma consequéncia do Teorema 3.3.8 e da Proposicio 3.2.8. |
Exemplo 3.3.10. Se considerarmos o Exemplo 3.2.4, seque que:
(i) Para d =0, temos d =1 e uma base para C*(d) é

{<1a 1,1, )7 (avﬁaaaﬁ)a (0707 L, 1)}?
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(ii) Para d =1, temos d' = 0 e uma base para C(d) ¢é
{(LLL D)
(i41) Para d > 2, temos d < 0 e uma base para C=(d) é
{(0,0,0,0)}.

De fato, ja sabemos que A(/) = {1,Y, X, XY }. Logo:

2
(i) Parad =0, temos d' = » (d; — 1) — 1. Dai, d’ =1, pois d; = 2 e dy = 2. Assim,

i=1

A(l)y ={1,Y, X},

1 1
Ress(1+1) = ((o—lxa—ﬁ)’ - D)
1 1 )
(1 =0)(a=pB)" (1 -0)(B~—a)
/1111
_'<1~1’1-1’1-1’1-1>
=(1,1,1,1),
Ress (Y + 1) = a b
y 0—D(a—p8)(0-1)(B—-a)
! B
O—ﬂxa—ﬁVU—ﬂﬂﬁ—aJ
S a B a B
_’<1-1’1.1’1-1’1-1>
= (o, 8,a, ),

0 0
0=1D(a@=p)" (0-1)(8 —a)’

Ress (X + 1) = (

1 1 )
1-0)(e—=p)" (1-0)(5—a)

__( 0o 0 1 1 >
S\1-171-171-171-1

= (0,0,1,1).

Portanto, pelo Corolério 3.3.9, o conjunto

{<1a L1, )7 (avﬁaaaﬁ)a (0707 L, 1)}

é uma base para C*(d).
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2

(i1) Parad =1, temos d = » (d; — 1) — 2. Dai, ' = 0, pois d; =2 e dy = 2. Assim,

=1

A(l)a = {1},

1 1
0-1D(a=p)" (0-1)(8—a)’

Ress (1+1) = (

1 1 )
(1=0)(a=p)" (1=0)(f-a)

_(1 1 1 1)
S\1-171-171-171-1

= (1,1,1,1).

Portanto, pelo Corolario 3.3.9, o conjunto

{(1,1,1,1)}

é uma base para C*(d).

2
(i4i) Para d > 2, temos d' < Y _(d; — 1) — 3. Dal, d' < 0, pois d; = 2 e dy = 2. Sabemos
i=1

dim(C(d)) + dim(C*(d)) = 4,

e como dim(C(d)) = 4, para todo d > 2, segue que dim(C*(d)) = 0. Ou seja,

C*(d) = {(0,0,0,0)}.

Portanto, o conjunto

{(0,0,0,0)}

é uma base para C*(d).
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Conclusao

Como pudemos observar ao longo desta dissertacao e dos exemplos apresentados,
a nocao de Pegada desempenha um papel fundamental na compreensao e na otimizacao
das ferramentas dos Codigos Afins. Seu uso permite reduzir significativamente o conjunto
de busca, facilitando, por exemplo, a determinacao de uma base para um cédigo. Além
disso, a Pegada proporciona uma abordagem mais eficiente para os calculos necessérios,
eliminando redundéancias e tornando as operacoes mais diretas e organizadas. Esse aspecto
¢ particularmente vantajoso ao lidarmos com grandes conjuntos de dados ou quando

buscamos otimizar algoritmos computacionais aplicados a codificagao.

Ja o Lema 3.2.9 nos traz um resultado interessante, pois, de maneira trivial, temos

a relacao

dim(C(d)) + dim(C*(d)) = dy - - - d,,.

No entanto, o que torna esse resultado peculiar é que estamos lidando com dois codigos
aparentemente distintos, que, quando considerados juntos, possuem a mesma dimensao do

espaco total. Em outras palavras, verificamos que
dim(C(d)) + dim(C(d")) = dy - - - d,.

Diante dessa observagao, surge naturalmente a seguinte questao: serda que o dual de C(d)
coincide com C(d'), ou seja, C-(d) = C(d')?

Intuitivamente, essa igualdade poderia parecer plausivel a primeira vista, mas,
ao analisarmos mais a fundo, verificamos que ela nao se verifica de forma absoluta. O
motivo principal para isso esta na estrutura das fungoes envolvidas. Enquanto a fungao de
avaliagdo ¢ mantém suas entradas multiplicadas pela constante 1, a fungao residuo Resg
pode envolver multiplicagoes por constantes diferentes de 1, alterando significativamente
a estrutura do codigo. Essa diferenca pode ser observada mais formalmente através do
Teorema 3.3.8.

Uma decorréncia imediata desse fato revela uma limitacao estrutural dos Cédigos
Afins: seu dual, em geral, ndo pertence a mesma classe. Ou seja, o dual de um Cddigo
Afim nao é necessariamente um Cdodigo Afim. Isso contrasta com outras classes de codigos

corretores de erro, onde frequentemente o dual mantém a mesma estrutura.

Além disso, vale ressaltar que essa caracteristica ndo apenas afeta a interpretacao
teodrica dos codigos, mas também influencia diretamente a maneira como eles sao utilizados
em aplicagoes praticas. Em diversas situagoes, a dualidade de um codigo ¢ explorada para

otimizar processos de decodificagdo e melhorar a eficiéncia da transmissao de informagoes.
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No entanto, no caso dos Cédigos Afins, essa abordagem exige um cuidado adicional, pois

a estrutura do dual pode nao preservar todas as propriedades desejadas.

Esse comportamento nos leva a uma mudanca de paradigma: ao considerarmos o
dual de um Cdédigo Afim, entramos no contexto dos Codigos Cartesianos, onde tanto o
conjunto S quanto a fungao ¢ sofrem modificagdes. Isso reforca a ideia de que os Codigos

Afins constituem um caso particular dentro da classe mais geral dos Cédigos Cartesianos.

Esse resultado abre espaco para investigagoes futuras. Uma possivel linha de
pesquisa seria a busca por condicoes que garantam que o dual de um c6digo permaneca na
mesma classe desse cdédigo. Poderiamos, por exemplo, investigar quais caracteristicas do
conjunto S ou da func¢ao residuo poderiam ser ajustadas para manter essa propriedade. No
entanto, seguir por esse caminho exigiria o desenvolvimento de novos resultados tedricos,
que poderiam modificar a abordagem estabelecida nesta dissertacao e até mesmo tornar

algumas das conclusoes aqui apresentadas obsoletas ou insuficientes.
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